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Resumo

Uma estrutura de Lie algébrica graduada juntamente com uma representacdo
de curvatura zero tem um papel fundamental na construcao sistematica de hierar-
quias integraveis. Como um exemplo de construcdo explicito, a dlgebra afim A;
gera a hierarquia mKdV que contém as conhecidas equagdes sinh(sine)-Gordon e
mKdV.

Neste trabalho, expandimos esta construcdo sistemadtica para uma classe de
algebras, as dlgebras afins twisted Ag). Exploramos a algebra Agz) cujo tempo rela-
tivistico leva ao modelo Tzitzeica (ou Bullough-Dodd) usando um processo chamado

(1)

folding, que consiste na aplicagdo de um automorfismo a algebra A, . Usando a

re God 1 lici hi ia A
presentacdo da curvatura nula, apresentamos explicitamente a hierarquia A, "’ e
2 . . . . . ;

AL(l ) e usamos a algebra afim para construir duas sub-hierarquias, uma associada

aos fluxos temporais positivos e outra aos fluxos temporais negativos. Além disso,

utilizamos o método de Dressing para obter as solugdes soliton usando o operador

vértice para essas hierarquias juntamente com o método Hirota.

Palavras Chaves: Hierarquias Integraveis; Solucdes soliton; Algebras twisted;

Hierarquia Tzitzeica/ Bullough-Dodd; Vacuo ndo-nulo.

Areas do conhecimento: Fisica; Fisica Das Particulas Elementares e Campos;

Hierarquias Integraveis.
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Abstract

A graded algebraic Lie structure together with a zero curvature representation
has a fundamental structural role in the systematic construction of integrable
hierarchies. As an explicit construction example, the affine algebra A; generates
the mKdV hierarchy that contains the well-known sinh(sine)-Gordon and mKdV
equations.

In this work, we aim expand this systematic construction for a class of algebras,
the Ag) twisted affine algebras. We explored the algebra Aéz) whose relativistic
time leads to the Tzitzeica (or Bullough-Dodd) model using a process called
folding, which consist in applying an automorphism to the Agl) algebra. Using the
zero curvature representation, we present the Ag) and AL(LZ) hierarchy explicitly
and use the affine algebra to construct two sub-hierarchies, one associated with the
positive and other with the negative temporal flows. Furthermore, the Dressing
Method is used to obtain the soliton solutions using the vertex operator for these

hierarchies together with the Hirota method.

Keywords: Integrable hierarchies; Soliton solutions; Twisted algebras; Tzitzeica/
Bullough-Dodd hierarchy; Nonvanishing vacuum.

Knowledge area: Physics; Field Theory; Integrable hierarchies.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos integraveis em 1 4- 1 dimensdes sdo caracterizados por apresentarem
um ndamero infinito de leis de conservagao, sendo estas responsaveis pela estabili-
dade de suas solugdes soliton [1, 2]. Do ponto de vista da mecénica cléssica, essas
leis de conservagdo podem ser interpretadas como Hamiltonianas geradoras de
evolugdes temporais num espago de muitos tempos. Cada uma dessas evolugdes
temporais estd diretamente correlacionada a uma equacgdo nédo linear de evolu-
¢do e o conjunto dessas equagdes constitui o que denominamos como hierarquia
integrdvel, que tem em comum entre si um conjunto de cargas conservadas com
relacdo as diversas evolugdes temporais.

Surge entdo uma questdo natural: dado um sistema, como verificar sua integra-
bilidade? Ou entéo, seria possivel desde do inicio garantir a integrabilidade de um
sistema? A utilizacdo de uma estrutura Lie algébrica graduada tem mostrado-se
fundamental para responder essas questdes, pois através dela é possivel a constru-
¢do sistematica de hierarquias integrdveis. Utiliza-se para isso algebras infinitas
afins do tipo Kac-Moody e uma estrutura de curvatura nula [3] que garantem que
esses sistemas serdo integrdveis por construgdo. Nessa construgao é introduzido
o conceito de par de Lax { Ay, Asy }: um conjunto de operadores que tem como
papel caracterizar a equagdo de movimento. Dado a condi¢do de curvatura nula
e um par de Lax {Ay, At } podemos obter entdo uma equagdo de movimento
ndo-linear como resposta. O mais interessante dessa construcdo é que modificando
somente o Ay, pode-se obter uma equacdo de movimento totalmente distinta, mas
que ainda ird compartilhar da mesma estrutura devido ao fato do Ay ser o mesmo.

Como exemplo explicito dessa construgdo algébrica, utilizando a algebra afim
G = Ay = sl(2) geramos a hierarquia mKdV que contém - entre outras as equagdes
- a equacdo sinh-Gordon e mKdV (veja [4, 5]). Uma caracteristica interessante nessa
hierarquia é que ela se subdivide em duas grandes categorias: temos as equagdes
ditas pertencentes a sub-hierarquia positiva que apresentam uma estrutura de
polinémio diferencial, onde a equacdo é composta por uma soma de termos en-

volvendo produtos de poténcias do campo da teoria e de suas derivadas, todos
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eles apresentando a mesma dimensédo e também tempos as pertencentes a sub-
hierarquia negativa que apresentam equagdes nio-locais caracterizadas por termos
contendo anti-derivadas.

Além disso, através dessa estrutura algébrica também é possivel obter e classifi-
car solugdes do tipo soliton [6, 7, 8], utilizando diferentes métodos como o método
de Dressing, que se sustenta no fato da equacdo de curvatura nula ser invariante
por transformacdes de gauge. Pode-se inclusive introduzir diferentes condic¢oes de
contorno para as solugdes soliton [4, 9], que serdo estritamente necessarias para
certas solugdes do fluxo negativo.

Assim, uma abordagem utilizando a equagdo de curvatura nula, dlgebras gra-
duadas e transformacdes de gauge para estudar modelos integraveis mostra-se
valorosa para entender de forma sistemética diversos problemas em integrabili-

dade classica. Nessa dissertagdo estendemos o estudo dos modelos integraveis

2
2n’

Al via folding [10, 11, 12, 13]. Em especifico, focamos na dlgebra A3, cujo tempo

do tipo mKdV para as algebras Twisted A3, que podem ser obtidas das algebras
relativistico origina o modelo de Tzitzeica (ou Bullough-Dodd) [10, 14] e encontra-
mos as solugdes para toda a hierarquia, classificando as sub-hierarquias positivas
e negativas a partir de diferentes condi¢des de contorno possiveis. Os novos resul-
tados acerca da hierarquia Tzitzeica/ Bullough-Dodd aqui apresentados geraram o
artigo Twisted Affine Integrable Hierarchies and Soliton Solutions disponivel em [15].

A dissertagao divide-se entdo na seguinte estrutura:

¢ Capitulo 2: apresentamos o conceito de integrabilidade utilizado, a formula-
¢do de curvatura nula e sua conexdo com uma estrutura algébrica graduada.
Propriedades importantes, como a invariancia por transformagao de gauge e
a existéncia de cargas conservadas sdo apresentadas. Por fim, exemplifica-
mos essa formulagdo com a construc¢do da hierarquia mKdV para as algebras
A1 e Ay;

¢ Capitulo 3: construimos explicitamente as dlgebras twisted Aéz) e Af) através

da introducdo de um automorfismo o (processo de folding) nas algebras A, e
(2)

Ay respectivamente. Apresentamos uma generalizacdo para o caso A 2),
4 p * p g g p 2r 7

* Capitulo 4: construimos explicitamente a hierarquia Tzitzeica/ Bullough-

Dodd para as algebras AgZ) e Af), bem como classificamos as possiveis

sub-hierarquias tanto pelo fluxo temporal quanto pelas solu¢des de vacuo
possiveis. Apresentamos uma generaliza¢do quanto a classificagdo para o

caso Ag) ;
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¢ Capitulo 5: introduzimos e detalhamos o processo de obtencdo de solugdes
via método de Dressing, bem como introduzimos também o método de Hirota.
A formulagdo geral para hierarquias do tipo mKdV é apresentada, bem como
todas as solugdes 1 — soliton para o caso Aj e as solugdes 1 e 2 soliton com
vacuo nulo para o caso Ay;

¢ Capitulo 6: obtemos as solugdes gerais para modelos twisted. No caso Aéz),
obtemos as solugdes com vacuo nulo e ndo-nulo enquanto no caso Af)
focamos no caso de vacuo nulo. Um ansatz geral para dlgebras Ag) é apre-

sentado;

¢ Capitulo 7: apresentamos uma breve conclusdo e desdobramentos do traba-
lho, bem como perspectivas futuras.

Detalhes mais extensos estdo indicados no apéndice. Sempre que possivel, suma-

rizamos os passos ou resultados obtidos na se¢édo no final do capitulo.



Capitulo 2

Hierarquias Integraveis

Estabelecemos nesse capitulo as bases teéricas em que os modelos estudados
nessa dissertacdo foram desenvolvidos. Apresentamos aqui a defini¢cdo de inte-
grabilidade adotada e suas implicagdes. A partir disso, estabelecemos como uma
abordagem utilizando algebras de Kac-Moody é crucial para construgao sistematica
de um conjunto de equacdes integraveis, formando assim uma hierarquia integrdvel.
Exemplificamos essa estrutura através dos bem conhecidos modelos do tipo mKdV

para as algebras sI(2) e sI(3).

2.1 Condicao de Curvatura Nula

2.1.1 Problema Linear Associado

Consideremos o seguinte problema linear associado para ¥(x,,A) em 1+ 1

dimensdes
/¥ (x,t,A) + A¥(x,5,A) =0 (2.1)

0¥ (x, t,A) + A¥(x,t,A) =0 (2.2)
onde temos
* x,t — coordenadas temporais e espaciais;
* A — parametro espectral complexo C;

e ¥(x,t,A) — elemento de grupo que contém dependéncia espacial, temporal

e com o parametro espectral;
° v(x,t) ={vi(x,t),--- ,v,(x,t)} = campos da teoria;

o Ay = Au(v,vx, Vax, -+, f vdx, - - - ) — elemento pertencente a uma algebra
de Lie G chamados de Pares de Lax, ou potenciais de gauge da teoria. Além

disso, também sdo funcionais dos campos da teoria v(x, t).
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Sempre que uma equagdo de movimento conseguir ser escrita no formato de
um problema linear como em (2.1) e (2.2), o problema é dito integrdvel. A primeira
consequéncia direta do problema poder ser escrito nesse formato é a dita condi¢ao
de curvatura nula. Sabemos que a seguinte condi¢do de compatibilidade para o
sistema deve ser satisfeita

IIfx,if - 1Iri‘,x
Iy (ArY) = 9y (ALY) (2.3)
dx (ArY) — 0 (AxF) =0

de modo que a seguinte condicdo deve ser vélida

Ox (At) Y+ A4-0x (YY) — 0 (Ax) ¥ — Ax-0: (¥) = 0. (2.4)
Notamos que por se tratar de um problema linear, ¥y, = —A,¥Ye¥; = -A¥ e
dai segue

que dd origem a equagdo de curvatura nula:

e caso exista uma solugdo ndo trivial de (2.6) que leve em equacdes de movimento
para o sistema o modelo serd entdo integravel.

Uma segunda propriedade interessante que obtemos de modelos que podem
ser descrito através de uma equacgdo de curvatura nula, é o fato que os pares de

Lax sempre podem ser escritos no formato puro gauge, i.e:
-1 -1
Ay =T ayT =T TH. (2.7)
com i = x,t.

® Prova: Seja
Ay =T Ty = e A =TTy (2.8)
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note que

[Ay, At =TT, - T =TT, - T7IT,
=T T-T T, + T7'T-T7'T, (2.9)
= T T+ T, T,

Por outro lado, também temos

OxAp — 0tAy = Te ' Ty + T 1Ty — T, Ty — T 1Ty

(2.10)
=T;'T,— T, ' Ty,
e desse modo, a equacgdo de curvatura nula é satisfeita:
[ax + Axr at + At] - [Ax/ At] + axAt - atAx
= T T+ T T + T T — T 1T, (2.11)

= 0.

O fato dos pares de Lax poderem ser escritos no formato puro gauge sera essen-
cial quando formos calcular as solu¢des dos modelos integraveis nos capitulos
posteriores, mas para além disso, essa propriedade garante a existéncia de cargas

conservadas para nosso modelo como veremos a seguir.

2.1.2 Cargas Conservadas

Note que a equacao (2.7) implica que T pode ser escrito como a exponencial
ordenada [16]

x1,61

T, (x1,t1; %0, t0) = P exp (/ Aydx’*) (2.12)

onde <y indica o caminho de integracdo utilizado e P o ordenamento da exponen-

0,40
cial. Seja entdo o seguinte produto

Ty, (x1, t1; X0, to) Ty, (X0, to; X1, to) (2.13)

é facil ver entdo que tal produto define um caminho fechado, de modo que
podemos transformar a integral de caminho em uma integral de superficie via

teorema de Stokes. Assim, aplicando o teorema e a expansdo de Baker-Campbell-
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Hausdorf !, temos:

1
sz (xl, t1; xo, to)Tz),l (XO, to; x1, to) = exp (E /S dx* Adx? (aVAV — 8,/AP, + [Ay, Ay] ))
(2.14)
onde S é a superficie delimitada pelo caminho fechado 7y + 1. Note, que se a

condigdo de curvatura nula é vélida, 0,A, — 9, A, + [Ay, Ay] = 0 e dai
Ty (x1, t1; X0, t0) Ty, (X0, to; X1, t0) = 1 (2.15)

ou seja, caso a equagdo de curvatura nula seja valida a exponencial ordenada (2.12)
independe da trajetdria, s6 dependendo dos pontos finais e iniciais:

Ty, (x1,t1; %0, to) = Ty, (x1, t1; X0, to) (2.16)

Assim integrar no caminho ypcomyde —L <y < Leemtde0 <t <Té
equivalente a integrar no caminho ypemtde0 <t <7teemyde -L<y <L

T’YO — T/yl (2.17)

T

de modo que a seguinte equivaléncia é valida

P exp (/OT Ay = L,t)dt) -Pexp (/_LL Ax(y, t = O)dy> =
P exp (/LL Ax(y, t = T)dy) P exp (/OT Ay = —L,t)dt)

e adotando condic¢des periddicas de contorno A;(y = —L,t) = Ay = L, t),

1pApB — pA+B+35[ABl+ 13 ([A[AB]]+[B,[B,A]])+
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pode-se mostrar que

L
P exp (/_L Ax(y, t = T)dy) (2.18)
— Pexp (/OT Ay =L, t)dt) Pexp (/LL Ay, t = O)dy) Pexp (— /OT Ay = L,t)dt)

onde tomando o trago dos dois lados, nos resta a seguinte equivaléncia

Tr (77 exp (/LL Ax(y, t = O)dy)) =Tr (77 exp (/LL Ax(y, t = T)dy>) (2.19)

que nos mostra claramente que essa quantidade calculada num tempo T qualquer

é a mesma daquela calculada no tempo inicial, ou seja

Tr (77 exp (/_LL Ax(y, t,A)dy)) (2.20)

é uma quantidade conservada. Como veremos a seguir, a introdug¢do de uma
estrutura algébrica graduada [3] trds consigo naturalmente um pardmetro A que

nos permite realizar a seguinte expansao dessa quantidade

Tr (73 exp (/_LL Ax(y, t,A)dy)) = ;/\"Qn (2.21)

onde dégt” = 0, gerando assim uma quantidade infinita de cargas conservadas:
L
Q1 = /_ . Ax(y,t,A))dy (2.22)
L L
Qr = /L Ax(ya, t,A))dy, /L Ax(yp,t,A))dys (2.23)

2.2 Algebras de Kac-Moody e hierarquias integraveis

Como vimos anteriormente, a garantia de integrabilidade de um modelo im-
plica em propriedades deveras interessantes para nosso sistema, como a existéncia
de solugdes solitdnicas e de cargas conservadas. Porém, ndo é trivial dada uma
equacdo de movimento verificarmos se ela pode ser advinda de uma condigédo de

curvatura nula.
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Assim, seguiremos aqui uma formulacdo [6, 16] que propde o caminho inverso:
dado a condigdo de curvatura nula, iremos descobrir diversos modelos que sdo
integraveis desde o primeiro principio. Nosso ponto de partida serd a construgao
de espacos graduados a partir de uma algebra de Lie afim §.

Dada a algebra afim G, introduzimos um operador de gradagao Q tal que G se
decompde através das seguintes regras

Q - Zgar [Q/ ga] - aga; [ga/ gb] C ga—i—br a/b €Z. (2-24)

obtendo assim uma algebra de Kac-Moody sem a extensdo de termo central. Além
disso, precisamos fixar um elemento E(V) € G tal que a 4lgebra afim G seja
decomposta em G = K ® M, onde K é o Kernel de EWV, definido como:

K={yek,[y,EV] =0} (2.25)

e M seu complemento. Por fim, introduzimos essa estrutura graduada na condi-
cdo de curvatura nula, i.e.:

[ax + Ax, atN’M + AtN,M] - O,

(2.26
[0x +EW + Ag, 3y + DN 4.+ DO 4+ DEM] =g, )

onde Ay e AtN,M sd0 os pares de Lax conforme definidos previamente. Os elemen-
tos D) € G;e Ag € My € Gy devem respeitar a estrutura graduada previamente
definida, onde os D) fazem parte do ansatz inicial e devem ser determinados, ao
passo que Ay = Ao (v(x, t)) é um funcional que depende dos campos da teoria e
caracteriza o modelo estudado.

Assim, a equacgdo (2.26) ird se decompor de grau em grau devido a nossa
estrutura graduada

[ED, DN} = o, (2.27)
[E®, DN-D] + (49, DN + 9,0 = g, (228)
[EW, D]+ [Ag, DO+ 0:D10) 0y, 40 = 0, (229)

[Ag, DM 49, DCM) = o, (2.30)
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onde a parte positiva dessa hierarquia sera resolvida recursivamente comecando
de (2.27), enquanto a parte negativa serd determinada comegando de (2.30). Encon-
trados todos os elementos D7), podemos utilizar (2.29) para determinar a equacio
de movimento associado a certo ty »1, jd que Ag é parametrizado utilizando os
campos v;j(x, t).

Note que para cada par {N, M} escolhidos teremos uma diferente equagéo de
movimento, de modo que mesmo sem modificar o Ay que contém a informagao
inicial do modelo podemos obter diversas equacdes de movimento integraveis
somente alterando o par {N, M}. A esse conjunto de equagdes de movimento
integraveis advindas de um mesmo potencial espacial Ay mas com diferentes
potenciais temporais Ay ,, denominamos hierarquias integraveis. Dentre as
possibilidades mais simples para a escolha de N e M, podemos obter o que
chamamos de sub-hierarquias, sendo as mais comuns as sub-hierarquias positivas

e negativas. Sejam as escolhas:

e M=0:
Nesse caso temos D{~) = 0 para qualquer i > 0 e obtemos a sub-hierarquia

positiva, tais que decomposicdo grau a grau se reduze a:

ED, DNV = o, (2.31)
[EW, DN-D] 4 [4o, DM] +9,DN) = 0, (2.32)
[Ag, D] +9,D®) — 3, Ay = 0, (2.33)

levando a uma restrigdo nos valores de N pois a equagdo de ordem mais alta
implica em D(N) € K, de modo N sempre estara restrito a fluxos temporais
que estdo no Kernel.

e N=0:
Fixando D) = 0 para qualquer i > 0 obtemos a sub-hierarquia negativa:

[A@),D(—M)]Jraxl)(—M) — 0, (234)

A(O),D(_M“)}+[E(1),D(_M)]+axD(_M+1) — 0, (235

[E(l),D(_l)}—atNAm) — 0, (2.36)
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que ndo apresenta nenhuma restri¢do a cerca dos fluxos temporais permiti-
dos. Um caso notével é obtido quando tomamos M = 1 e parametrizamos os
elementos como Ag = B~19,Be D(-1) = B-1E(-1)B, tal que EC-V) = (EM)*
e B = ¢% ¢ um elemento de grau zero do grupo [17]. Nesse caso (2.26) se
reduz a

9:(B~'o,B) — [EW, B 1E(-VB] = 0. (2.37)

dando origem ao modelo relativistico de Toda, a exemplo da equacdo de

Sinh-gordon e Tzitzeica.

Ao final, podemos sumarizar as informag¢des de como obter uma hierarquia

integravel a partir de uma 4lgebra afim nos seguintes passos:

e Tome uma &lgebra afim G e adicione um operador de gradacdo Q com
[Q, Ga| = aG,, decompondo esta em G =Y G

e Escolha um elemento E() tal que ele decomponha Gem G = Kr ® Mg,
onde K é o Kernel de E(V) e M seu espago complementar;

* Escolha um A, contendo a informacdo do campo v(x, f) que caracteriza o
modelo;

* Resolva a equagdo de curvatura nula de modo a determinar Ay, , e a equagéo
de movimento para dado par {N, M};

Como forma de ilustrar essa construgdo sistemadtica, iremos exemplificar os passos
acima para os modelos do tipo mKdV, para as dlgebras afim A; = sl(2) e Ay =
sI(3). O primeiro exemplo serd de grande valia para introduzirmos o conceito de

solucdo de véacuo e o segundo serd nossa base de comparagdo para o foco principal

desse trabalho, que sdo os modelos do tipo mKdV para a algebra twisted Aéz).

2.2.1 Hierarquia mKdV - A; = sl(2)

Seja a 4lgebra afim sem a extensdo de termo central G = A :
Ay = {h<m> = Amp, B = /\’”Eia} (2.38)
cuja as relagdes de comutacdo sdo dadas por

[h<m>,E§§,3} = 2", [E;m>,5<">] = plmtn), (2.39)
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Introduzimos o operador de gradagao principal Qp

A d 1

tal que decompomos A; nos seguintes subespagos graduados

Gon = {h(”)},
Gonir = {EESVL (2.41)

Nossa préxima escolha importante é a escolha do elemento constante de grau um
E(l) c gl
E®W =g® 4+ g (2.42)

que decompde a dlgebra em Kernel e seu complementar G = Kr & M:

Ke={ye K yEV =0} = {E”+E" VY € Goir (2.43)

Mg = {n™, g — gy, (2.44)

Enfim, fixamos o objeto que definira toda a hierarquia mKdV o operador de Lax
espacial Ay

- v 1
A" KdV(v> _ E(1)+A(0)(U) _ E,S(O)—FE(}D)(‘FU]/[(O) — (/\ _U> (2.45)

onde v(x,t) = ¢ é o campo da teoria e adotamos a representagdo espacial con-
forme o apéndice A. Note que pelo fato do nosso espago de grau zero apresentar
somente um elemento - 70 - teremos somente um tnico campo associado ao
modelo.

Dado que agora temos todos os ingredientes necessarios para caracterizar a
hierarquia integravel, podemos comecar a calcular as equag¢des de movimento
propriamente ditas. Por exemplo, sabemos que fixando M = 0 obteremos fluxos
temporais positivos N = 3,5,7,- - - devido a restri¢do (2.31). Assim, o primeiro
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tempo possivel N = 3 fixa o seguinte conjunto de equagdes

[E(l), D(z)] + [vh(O), D(3)] +9,D® = o, (2.46)
[ED, DD] + [0h®, D@] +9,0® = o, (2.47)
[E(l), D(O)] + [vh(o), D(l)] +9,D = o, (2.48)
[vh(o), D(O)] +09,D0) _ 31,0 ho — o (2.49)
onde
D@ = gy k™ e D@D =gy LEM 4y GEMY (250)

Resolvendo grau a grau, obtemos o seguinte Lax temporal
1
A D 4B+ L (o, 2) 0

— 5 (o) L+ (o — 20%) O @51

nos levando a seguinte equagdo de movimento:
4oy, = v3y — 60°0, (2.52)

que é a chamada equagdo de mKdV, que nomeia toda a hierarquia. E obvio que
podemos repetir o mesmo procedimento para diferentes valores de N, obtendo

diferentes equagdes de movimento, por exemplo, escolhendo N = 5 obtemos
160; = vs, — 100703, — 4000502 — 1003 + 300 vy (2.53)
ouN =7

64v;, = U7y — 1820xv§x — 126032603,5 — 140009, 03y — 8400, Vyy

140%v5, + 4200703, + 5600°0,05, + 700*03, — 1400%0, (2.54)

e assim em diante. Todas as equagdes obtidas sdo altamente ndo-lineares e ndo é
trivial obter solugdes gerais para esse tipo de equagdo. Porém, é facil identificar a
existéncia de uma solugdo trivial, chamada de solu¢do de vdcuo para as equagdes
acima. No caso das equagdes positivas (2.52)-(2.54) todas elas admitem como
solucdo de vacuo vy, = vp, com vy uma constante livre. Assim, dizemos que

a sub-hierarquia positiva de mKdV admite tanto solug¢des de vacuo nulo como
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nao-nulo.

Como ja vimos, fazendo N = 0 obtemos a sub-hierarquia negativa que nao
apresenta nenhuma restri¢do quanto aos fluxos temporais possiveis. Por exem-
plo, tomando M = 1, devemos resolver o seguinte conjunto de equag¢des (onde
adotamos a parametrizacdo v = ¢y)

[cpxh(o), D<—1>] +a,DD = o (2.55)
EW, D] 9 ,peh®@ = 0. (2.56)
que nos leva ao seguinte Lax temporal

—K
associada com a bem conhecida equagdo de sinh-Gordon:
Prp = —e 0. (2.58)

Note que nesse caso ao passo que v = 0 (ou ¢ = 0) é uma solugdo de vacuo

possivel, o mesmo ndo ocorre para v = vy (ou ¢ = vox)
Prp = €7OF — 7N L (2.59)

estabelecendo assim uma diferenca crucial entre as solugdes de vacuo dos tempos
positivos e negativos. A proxima possibilidade seria considerar M = 2, que nos

levaria ao seguinte Lax temporal
APKEY — (1) 4 (2e—24’d—1(e24’)) ECY — 262001 (¢~ 20)EO) (2.60)
tal que denotamos d 1 f = fox fdx', associado a seguinte equagdo de movimento

Prt, = —2 (efz"’d*l(ezq’) + €2¢d71(€72¢)> (2.61)

admitindo somente como solugdo de vacuo v = vy # 0 (ou ¢ = vpx), ao passo que

v = 0 (ou ¢ = ¢p) nds leva a uma inconsisténcia
(e—2¢0d—1(e2¢0) + e2¢0d—1(e—24’0)) £0 (2.62)

nos sugerindo entdo que no caso dos tempos negativos, existem um vacuo prefe-
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rencial para cada fluxo.
Isso pode ser facilmente compreendido caso realizemos a projegdo da equacao

de curvatura nula no véacuo:

EV 4+ o0n®, DN + DL oDl =0 @)

da onde tomamos a equagdo de grau mais baixo

[voh(o), DN — o (2.64)

)

N = 2n. Por outro lado, se vy = 0 a equagdo de menor grau torna-se

e entdo para que vy # 0, Dz(,;CN deve comutar com /(%) levando a Dz(,;N) €G_ e

[E(l), DN )] —0 (2.65)
e dai DZ(M_CN) € Kg de modo que N é impar.

Assim, a sub-hierarquia negativa de mKdV se quebra em outras duas sub-
hierarquias: uma par, admitindo estritamente vdcuo nao-nulo (vy # 0) e uma
impar admitindo somente vacuo nulo (vg = 0). Como veremos posteriormente,
definir quais vdcuos podem ser utilizados para determinadas equagdes é uma
passo de extrema importancia para conseguir obter solu¢gdes mais gerais para essas
equagdes de movimento.

Podemos considerar agora uma camada adicional de complexidade ao nosso
problema introduzindo um modelo do tipo mKdV mas agora a dois campo. Para

isso, iremos utilizar a dlgebra A, = sl(3).

2.2.2 Hierarquia mKdV - A, = sl(3)

Seja a dlgebra afim sem extensdo de termo central G = A, :

_ [ ) plm) p(m) p(m)
Ay = L™, B ECL S (2.66)

onde T(") = A™T e cuja as relagdes de comutagio sdo dadas por:

BN = a- o ESTY, ™0 =0, (EU)T=ECQY, @e)

L

) =, (B B = B, (268)

N a1ty 7
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onde a1 = e1 —ez e ay = e —e3, come¢;-e¢j = J;;. Introduzimos o operador de
gradacdo principal Qp

A d
Qp = 3)\5 +hy + h2 (2.69)
tal que decompomos A, numa &lgebra de Kac-Moody com os seguintes espacos

graduados
Gom = {W™, "™y (2.70)
Gsmer = {EG, EG EUY) ) @.71)
1 1

Gsmiz = {EUa Y, ECIY B ). 2.72)

Seguindo nosso receitudrio, agora escolhemos o elemento constante de grau um
E(l) c gl

1) _ (1)
() — Ey, + Eq, + E—(uc1+oc2)’ (2.73)

que decompde a dlgebra em Kernel e seu complementar G = Kr & M:

Kg = {ECm+D) gBm+2)} (2.74)
onde
EGm+1) Ei’f) 1 Eyzn) i E(_"E;rlazm) € Gamits (2.75)
EGn2) = U EUY L B € Gana, (2.76)
e
com
MO = p e gy (2.78)
M§3m+1) _ E{S‘T) + ED(CT) _ E(_"Z:lll@) c g3m—|—1/ (2.80)
M§3m+l) _ E,Sfln) —EM™ 4 E(j&lj“z) € Gamst, (2.81)
Mf'm“) = E(_nzrl) + E(_"Zl) — E(Z)Jraz) € Gam+2, (2.82)

(
m-+1 m—+1
ML — gl _ plm MEEZLW € Gami- (2.83)

—x —&2
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Agora, adotamos o operador de Lax espacial Ay

A?Kdv(vllm) = EMW 4 A(O)(vl,vz) = En, + Ea, + Eﬁl({xlm) + 01 hgo) + 0 héO)
01 1 0
_ 0 v—0v; 1 (2.84)
A 0 —02

onde v;(x,t) = (¢;)x sdo os campo da teoria e adotamos a representacdo matricial
conforme o apéndice A. Note que agora o espaco de grau zero possui mais ele-
mentos, de modo que isso implica numa teoria a com uma quantidade maior de
campos.

Comecamos entdo a calcular as equacdes de movimento. Para as sub-hierarquias
positivas - M = 0 - obteremos fluxos temporais N = 2,4,5, - - - conforme os ele-
mentos do Kernel possiveis. Assim, resolvendo a equacdo de curvatura nula para
o primeiro fluxo N = 2, obtemos o seguinte Lax temporal

AmKdv _ (D) EQD)Q + O + sz&?) — leéﬂ) + (01 — Uz)E(_l)

ty —uq (le—i—az) (“1"'"‘2)
—|—1<vz+2 — 20,2 — 3,01 + 20,0, ) B\
3 (o V01 — 207 x01 + 20,02 | Iy (2.85)
1
+ 3 (22)12 — 20501 — Uy — 20,01 + axvz> héo)

nos levando as seguintes equag¢des de movimento:
3011‘2 = (2?]1 + 27)2) 0,01 + (27)1 - 402) 0,0y — 892601 + 283(02, (2.86)

301, = (401 — 207) 0501 — (201 + 202) 0V — 20201 + 920s. (2.87)

Podemos repetir o mesmo procedimento para os demais tempos: N = 4

9z)t4 = — 4 (Z)x + wx) 03 +2 (6w (wx — Ux) + Uox — 2w2x) 02

+ 2 (6 (v — wy) w? — (v2x — 2wWoy) W+ 202 + 2wy 2 — 5o wy + U3y + ng)) 1

— 4w (vx — 2wy) + 4 (vx + Wx) Vo + 4 (Vx — 2002) Wox + W (Vay — 25y

+ 2w (— (vx — 2wy) 2 + U3y — 2w3x> — 204y + 4Wy,.

(2.88)
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wy, = 4(wy—20y) 0>+ 2 (6w (vy — Wy) + 20y — Woy) 2

2 (6 (wy — vy) w? + (woy — 20py) W + (wy — 20y) 2 4 205, — w3x> 1

+ o+

4w’ (vx +wy) +4 2y — Wy ) Vo — 4 (Vx + Wy ) Wy + w? (4voy — 2wyy)

— 2w (20x2 — 5wy 0y 4 2wy + V3 + w3x> — 204y + Wyy (2.89)
eN =

90;, = 5 (—3 (vx — 2wy) W* + (V2x — 2Wx) W + Wy (vVx — 2Wy) + U3X> v’

+ 5 (4 (0x — wy) W — (Vpx — 2W0y) W + (2 (Vy — 2w (Vy — W) — V3y) W
+ 40,00y — Wy (Vo + 2W0y ) U — 5wtoy + 5w (4w, oy + vy (2woy — 302y))
+ 5uw? (—vxz + 2w, 0y + 03x> — 50xv4 — 10wwxv3 — Usy
+ 5 (vx3 — WUy + (wx2 + U3y — w3x> Uy + 03, — 202, Way — wxvsx) (2.90)
wy, = 507 ((6vx — 3wy) w* + (209y — Wpy) W — W% + 20wy + ZU3x>
+ v (—Zwa3 +w? (woyx —20py) +w (40% — 6Wy Uy + 2w§ — w3x>>
+  (2wyvay + (40y — 3wy) Wy ) 0 — Whwy — v wy + woy (War — 202y)
+ W (dwyway — vy (202 + Way)) + Wy (Ux2 — Wy0y + Wy® — 03x> — Wsy
+ (wyx —vy) W3y + w? (vx (wy —20y) +w3y) +5 (4w (wy — vy) v3> (2.91)

onde adotamos v; = v e v, = w para possibilitar a escrita das derivadas de modo
compacto. E notério que o grau de complexidade do sistema aumenta com N,
porém ¢é facil identificar que no caso das equagdes positivas (2.86) -(2.91) temos
solugdes de vacuo vy, = vo = (vg,wp), com vy, wy constantes livres. Assim,
dizemos que a sub-hierarquia positiva de mKdV para A, = sl(3) admite tanto
solucgoes de vacuo nulo como nao-nulo.

Para a sub-hierarquia negativa comegamos com o caso mais simples M = 1,
obtendo o seguinte Lax temporal

A?llfdv _ €2¢17¢2E(_0) 4 22— E(_O) 4+ e =92 p(=1) (2.92)

aq a2 (a+az)’
associado a um modelo de Toda:

Prop = NP — PP, (2.93)
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Poxp = 22— _ p=1—2 (2.94)

Note que novamente para o caso do modelo de toda, ao passo que v = 0 (ou
¢ = 0) é uma solugdo de vacuo possivel, 0 mesmo nao ocorre para v = vg (ou
¢ = vox), como pode ser facilmente verificado. Assim, repetimos o esperado
padrédo advindo do A; = sI(2) em que existe um vacuo preferencial para cada
sub-hierarquia negativa.

Nossa proxima possibilidade é adotar M = 2, que nds leva ao seguinte par de

equagdes de movimento

at72~01 = edil(zvl—vz)d—l <e—d’1(201—02) [CZed*1(01—202) . CBed*1(01+vz)]> o

2.95
ed‘l(fvlfvz)dfl (efd_l(fvlfw) [Cled‘l(fZZzlJer) . Czed‘l(vlf%z)]) ( )
dr_,vp = _edfl(—vﬁzvz)d—l <e—d*1(—vl+202) [Cledfl(—zvﬁvz) o C3ed*1(vl+vz)}) _
edil(—vl—vz)d—l (e—dil(—vl—liz) [Cledfl(—ZUl—l-vz) o Czedfl(vl—sz)]>
(2.96)

onde é facil verificar que somente uma solugdo de vacuo com v = 0 é possivel,
caso ¢; = ¢p = c3, recaindo assim no mesmo padrao de vacuo do fluxo temporal
anterior.

Por fim, podemos analisar a tltima possibilidade menos complexa para fluxo
temporal negativo, M = 3, que equivale ao seguinte par de equagdes de movi-

mento (onde ¢j e ¢; sdo constantes livres):

ai7301 — ed ZJl UZ ((Cl 2C2) a- 1 22}1 Uz)d—ledfl(Zl)z—Ul))
. ed (01-2) 4 ((2C1 —o)e d=1(2vy— vl)dfled_l(Zvlfvz))
» y B (2.97)
—|—€ (201 —03) 41 ( c1 —|—C2 d vl+202)d716d (701702)>
- e 1201 —v,) d- 1 ( 202 —01— Uz)d—led’l(—vﬁ-sz)) ,
aL?’UZ - _ ed —0v14207) d- 1 ( c1+ C2 (20, — Uz)dfled—l(fvzfvl)>
o ed —014207) d- 1 ( 2C1 o C2 —U1— Uz)d*1€d71(201702)>
1 (2.98)
- ed7 —0U1— Uz <(2C1 . CZ) Ul+202)d—1€d7 (201—02)>
_ ed —01— vz ((Cl 2C2) (20, — vz)d—led’l(—vl—i-sz)) ]
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Pode-se verificar que o conjunto solucdo v = (v, wp) com vy, wy 7 0 é solugdo do
par de equagdes, fixando entdo que o fluxo temporal negativo t_3 somente aceita
vacuo ndo-nulo.

Novamente, uma explica¢cdo mais sistemédtica desse fendmeno ocorre quando

realizemos a projecdo da equacgdo de curvatura nula no vacuo:

EW 4 onl” + wonl”, DG + DENT 4 4 DLM ] =0 (2.99)

cuja a equagdo de grau mais baixo serd
[oohy” +wohl”, DLM| =0 (2.100)
e entdo para que vy, wy # O, DZ(,Q_CN) deve comutar com h§0) + hgo), levando a
DZ(,;CN) € G_3, e N = —3n. Por outro lado, se (v, wy) = (0,0) a equacdo de menor

grau torna-se
[E(l), DZ(,;CN)] —0 (2.101)

e dai DZ(M_CN) € Kpdemodoque N =3m+1ouN =3m+2.

Assim, a sub-hierarquia negativa de mKdV A, = s1(3) se quebra novamente
em duas sub-hierarquias: uma composta pelos tempos mltiplos de 3, admitindo
estritamente vacuo ndao-nulo e uma admitindo somente vacuo nulo (vy = 0), com
N = 3m +1ou N = 3m + 2. E facil entdo perceber, que conforme aumentamos a
algebra (As, Ay, - - -) mais tempos negativos comportardo vacuos nulos, ao passo
que os tempos com vacuo ndo nulos sempre ficardo restritos ao fluxos temporais
contidos no sub-espaco onde vivem os operadores de Cartan. De modo geral, se
consideramos A, = sl(r + 1) com o operador de gradagao

A d
Qp = (r+ DAz +ah +ah+-+eh (2.102)
o sub-espago que contém os operadores de Cartan serdo tais que

Grrsrym = {0, 05", - h™)y (2.103)

e para um Lax espacial do tipo mKdV

ATEN (01,05, -+ 0,) = BV o +oohl) + + o0 (@2104)
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cuja proje¢cdo num vacuo ndo-nulo sempre serd do tipo

[ED + 00h” + wohl?” + -+ + 200", DL + DN+ DD ] =0
(2.105)
levando a uma equacdo de grau mais baixo
oo + ol + -+ + 20", DL =0 (2.106)

e entdo para que exista uma solucio de vacuo nio-nulo D(~N) deve comutar com
a soma de cartans Uohgo) + wohéo) + -+ zohgo), levando a Dz(,a_cN) €G (i€
N = (r 4 1)n. Por outro lado, para vécuo nulo

[E(l), Dé;CN)] —0 (2.107)

e dai Dz(,;CN) € Kgdemodoque N = (r+1m+1, N = (r+1)m+2, ---,
N = (r+1)m+r, devido a quantidade de elementos no Kernel para algébra
A, =sl(r+1) [18].

Gostarfamos entdo de estender a andlise realizada para os modelos A, para
uma outra classe de &dlgebras e os modelos do tipo mKdV advindas delas: as
algebras twisted Ag). Para isso, mostramos no préximo capitulo como obté-las a

partir dos modelos Aj, iniciais.



Capitulo 3

Construcdo de algebras Ag)

Nesse capitulo descrevemos o procedimento adotado para obtencado das alge-

(2) (1)

bras twisted atim A,,’, baseado no processo de folding das dlgebras A,,’ conforme

(2)

proposto por [10, 11, 12]. Comegamos com os casos explicitos das dlgebras A, e

Af), e depois propomos a generaliza¢do para modelos Ag) .

3.1 Exemplos: Agz) e Aflz)
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Seja a algebra G = A,, cujo sistema de raizes simples positivas é dado por
ny=e;—exenr =e —e3(come;- ej = (51']'), tal que:

[hi/ Eﬂ(]] = '06]' ElXj/ [hi/ h]] - 0/ (EDCI*)-I- - E*O(i/ (31)

[Eair E—tx,-] - hi/ [Etxll Eaz] - ED&1+0€2; (32)

ondeh; =24 -H, i=1,2.
1
O processo de folding serd realizado através da introdugdo automorfismo o,

que atua da seguinte forma sobre as raizes simples:
oar) =ay, o) = ay; (3.3)

cuja representacdo digramatica é dada pela figura 3.1
Estendemos entdo a atuagdo do automorfismo ¢ sobre os entes da algebra,

“1\/"‘2

(o4

Figura 3.1: Diagrama de Dynkin A3

22
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obtendo
o(h) =o(ay-H) =az-H = hy, (34)
o(hy) =0(az-H) =a1-H = hy, (3.5)
O-(Elxl) — Elle O-(EOCZ) — Ele/ (3-6)
U(E“Hrtxz) = U([EM'EM]) = [EDQIEM] = _Eﬂé1+ﬂé2' 3.7)

Percebe-se entdo, que a dlgebra G = A, serd decomposta em uma parte par sobre o

automorfismo G, = {y € G, 0(x) = x} e uma parte impar, G; = {y € G, o(y) =
—y}:

Gp = {m +hy,Exa; + Exa,, } (3.8)

gl = {hl - h2/ E:tfxl - E:tﬂlzl E:I:(a1+a2)}' (39)

Para que o processo de tornar essa dlgebra afim seja consistente com as caracteris-

ticas apontadas na segdo anterior , devemos respeitar a seguinte estrutura
Assim, introduzimos um parametro espectral A € C e um expoente m € Z tal que

T = AT, € G,; (3.11)

1
T2 — AmiiT, e gy (3.12)

de modo que a estrutura (3.10) sera satisfeita e teremos uma &lgebra infinito
dimensional twisted Agj).

Por fim, para obter os espagos gradudados que iremos utilizar na construgéo
da hierarquia tipo mKdV, introduzimos o operador gradagao principal Q, dado
por

Q=6d+ (p1 +p2) - H, (3.13)
(1)

tal que agdo de d = A% em um ente graduado é T,

d, T = nTy, (3.14)



Capitulo 3. Construgdo de dlgebras Ag) 24

enquanto y;, 1= 1,2,é 0 peso fundamental associado a raiz «;,
Wi~ = 0jj (3.15)
de modo que:
i HEQY) = (i) ESY, (3.16)

Assim G = Ag) ird se decompor em G = ®G,, com G, dado por:

Gem = {1\ + 1M,

m m (m+3)
Gom+1 = {Etgq : + Etgz )’ E—(mirxz)}’

Gem+2 = {E(_n;r%) - E(_ng%)},

1 1 (3.17)
Gomys = {n"72 —n{"t2)y,

Geomea = {E™HD) _plm2)y

Goms = {E(m+1) + E(m+1),E(m+%) s

—a —a + (a1 +az)

que serd a estrutura graduada a ser utilizada para obter a hierarquia integravel
associada a essa algebra.

312 AP

Podemos comegar o processo de generalizacdo desejado adotando a préxima
dlgebra do tipo Ay, possivel: G = A4. Seu sistema de raizes simples positivas é
dado por:

N =e1—€, 0)=¢€e —e3, N3=€3—€4 € N4 =e4—¢€5 (3.18)
com ¢; - ej = j;, (i,j=1,---,5), tal que:
[hi, Eoj] = ai-ajEo;,  [hih] =0, (Ea)" =E s, [Ea, E—a]=hi (3.19)

[Ealz Etxz] - EOL1+0(2/ [Eoczl EIX3] = Eaz-i—ﬂég/ [Eocgl ED(4] = EDC3+064/ (320)

[E%1+“2'E063] = Eay+ay+ass [Erxzﬂéa'EM] = Euytaz+ays (3.21)

[Eocl-HXz/ EO&3+IX4] = E(X1+0¢2+(X3+0¢4' (322)



Capitulo 3. Construgdo de dlgebras Ag) 25

a1 062\/0(3 X4

(o4

Figura 3.2: Diagrama de Dynkin A}

Note que devido ao aumento de raizes simples, deveremos mudar o automor-
fismo ¢ utilizado no processo de folding. A partir do exemplo anterior, é facil ver
que o deve atuar da seguinte forma sobre as raizes simples nesse caso ( veja a
figura 3.2):

olar) =ag,  o(r2) =az o(az) =ar, o) =y (3.23)

Por fim, estendemos a atuagdo do automorfismo ¢ sobre os entes da adlgebra

(hy) = hy, o(hy) = hs, o(h3) = hy, o(hg) = hy, (3.24)
0(Eq;) = Eay,  0(Eq,) = Eay  0(Ea;) = Eay,  0(Ea,) = Eay,  (3.25)
0(Eay+ay) = —Eastars  O(Ewytas) = —Euytaz,  O(Eaztay) = —Enyjrap-  (3.26)
U(Ea1+a2+a3) = Euytaz+ays U(Ea2+a3+a4) = Eoy+ay+as (3.27)
O(Eay+artas+ay) = —Eaytartaz+ay- (3.28)

De modo entdo, que a decomposicdo em partes pares e impares sera dado por:

gp — { hy + hy, hy + h3, Eiay + Etayr Etay + Etas, (3.29)

Ei(leJrucz) - Ei(a3+zx4)/ Ei(a1+a2+a3) + Ei(a2+a3+a4)}

gi = { hl — h4, ]’12 - h3/ E:l:Dq - Eilx4’ Eilxz - Ei“:‘}’ Ei(’x2+“3)’ (3 30)

Ei(leJrocz) + Ei(oc3+oc4)/ Ei(oc1+oc2+zx3) - E:l:(D(2+D(3+lX4)/ Ei(a1+a2+a3+a4) .

Introduzimos o parametro espectral A € C e um expoente m € Z tal que

1 1
™ eg, T =amT, e T eg, T = amtiT,  (331)

(2)

obtendo assim a dlgebra infinito dimensional twisted A,.

Por fim, para obter os espacos graduados, o operador gradagao principal Q
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serd dado por:
Q = 10d + (p1 + p2 + p3 + pa) - H, (3.32)

tal que y;, i =1,---4, é o peso fundamental associado a raiz «; e desse modo
¢ = Aiz) ird se decompor em G = ®G,:

Grom = {1 + 1™, 1™ 4+ n{my

Gromsa = {EUY + ES, EQ + B0, ETD )

G1om2 = {E((Z?—kocz) - EEZZ)—Fm)’ E(—nzzli)ncz—m?,) - E(_"Ziﬁ)a3+a4)}

Giom=3 = {E(1 1y 1) Eloerar g E-oeonsy Ex oo E- o))

Glom+4 = {E(_izr%) - E(—nij%)fE(—nZ%) - E(—n;;r%)}

Gromss — {hgm%) B him+%)’h§m+%) B héer%)} (3.33)
Groms = {EC 2 — EL2) ELY)  E)

Grom7 = (B[S ) oy + By ol B2 B )

Giom-+s = {E(—n&llaz) B (—"Eiﬁw EZﬁL%) B Eﬁiwu}

Gromso = {EC3T) + 0T B g0 D))

que sera a estrutura graduada a ser utilizada para obter a hierarquia integravel
associada a essa algebra. Como podemos ver, o processo utilizado para obter a
algebra Aiz) foi altamente similar aquele utilizado para obter a algebra Aéz), de
modo que propomos a seguinte generalizagdo para dlgebras superiores.

3.1.3 Generalizacdo Ag)

Consideremos a Algebra A,, = sI(2r+1) comr = 1,2, .. com raizes a1, &y, ..., &2y

caracterizada pela seguinte matriz de Cartan K (K;; = M;—];"'), [19]
2 -1 0 - 0
-1 :
K= 0o . .0 |- (3.34)
q
0 0o -1 2
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Figura 3.3: Diagrama de Dynkin Ag)

De modo geral, o automorfismo o de segunda ordem (02 = I) que ir4 atuar sobre

as raizes simples de Ay, serd dado por

o(ay) =ag, o(ap) =ag—1, -+ 0(ap_1) =ar2, 0(ay) =0a,41 (3.35)

que pode ser representado no diagrama de Dynkin como na figura 3.3 ou seja,
estaremos sempre ligando a primeira raiz a dltima, a segunda a anti-pentltima e
assim por diante.

Nota-se entdo, que o efeito sobre a dlgebra do automorfismo ¢ serd

O-(DCZ"H) = 0‘2r—i+1'H/ Z:1/ /1
0(Ee) = CaBoruy Ca=*1. (3.36)

de modo que o valor de {, serd dado por,

Coci == _'_1/ i:1,"',7’,
Gai—ktxiﬂ = _1/ i = 1/ e, T = 1/
Cojroay = (1), =1, j=ii+1,---,r (3.37)

onde G ird se decompor em uma parte par G, = {y € G, 0(x) = x} e uma parte
impar, G; = {y € Gp,0(y) = —y} sobre 0. Devido a isso, o processo de tornar essa
algebra afim deve entdo respeitar a seguinte estrutura

. , . , . . . m
de modo que atribuimos indices inteiros aos entes paresc, i.e., ™, o(T,) =T,

. . +3 .
e semi-inteiro a parte impar, Ta(m 2), o(T,)=-T,, meZ,a=1,...,dim Ay, .
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Por fim definimos o operador de gradacao principal

MN

Q=2(2r+1)d (3.39)

:1
onde d é o operador que conta o indice do componente da algebra , i.e., [d, Té”)] =
nTé") ep;,i=1,...,2r sdo os pesos fundamentais da dlgebra de Lie Aj,. Desse
modo, Q decompde Ag) em subespagos graduados dados por

Grritymepo = {(1 +o)n™, =11},
m m+3
Grriaeny = (4B i=1,.r,1-E" Y |y,
Grr1)m+2) = {(1+0)E£c7104+1/ i=1,...,r—1,
(m+3) (m+37)
(1-0)E2 (g4 +ag, 1) (1- U)E—(ﬂézi"ﬂr)}’
(3.40)
m++
g2(2r+1)m+[%2(2r+1)] = {(1- )hl( 2), i=1,...r}
m+y +1
Goorrtymeharnyy = - )Eog 2)/ =1,. (1+ )E(nz,x +)...+2r)}
m) . m+1
Goarstymipry1) = {A+OE,i=1,...r(1- O-)Eo((1+-»2«J)FZr}'

De modo geral, o processo de obtencdo das algebras twisted Ag) e seus subes-

pacos graduados através do processo de folding da dlgebra Aj, pode ser resumido

pelo seguinte "receitudrio”

2

* Introduza um automorfismo o de segunda ordem (0= = I) e verifique sua

agdo sobre as raizes simples;
* Estenda essa andlise para os entes da algebra;
® Determine combinagdes pares e impares sobre o;
* Torne a dlgebra infinito dimensional introduzindo o pardmetro A € C tal que
- Ta(m) para parte par: Ta(m) = A"T,,
;)

1
- ") para parte impar: T = A"3T,, meZ.
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e Introduza o operador gradacdo principal Q

2r
Q=22r+1)d+) w-H
i=1

que decompde AS) em 2(2r + 1) sub-espagos.

Dado que agora conhecemos a estrutura graduada das algebras de interesse,
podemos entdo agora prosseguir e obter a hierarquia integravel do tipo mKdV

associada a esses modelos, a qual chamamos hierarquia Tzitzeica/Bullough—Dodd.



Capitulo 4

Hierarquia Tzitzeica/Bullough-Dodd

Nesse capitulo construimos a hierarquia do tipo mKdV para os modelos ad-
vindos de algebras do tipo Ag), denominadas hierarquias do tipo Tzitzeica /Bul-
lough-Dodd . Com base na estrutura apresentada no capitulo anterior, construi-
mos as sub-hierarquias positivas e negativas para esses modelos, bem como o
estudo das solugdes de vacuo possivel. Calculamos explicitamente os modelos
Aéz) e Aflz) e apresentamos os pontos passiveis de generalizagdo para as demais

algébras Ag).

4.1 Hierarquia Aéz)

4.1.1 Estrutura geral do modelo
Consideremos os sub-espacos graduados da élgebra de Kac-Moody Agz) sem a

extensdo do termo central, conforme (4.1):

Gom = {n\™ + 1™,
a1
Gom+1 = {Egln) + EgcT),E( el )},

— (&g +an
Gom+2 = {E(j;j%) - Eﬁ"lf%)}/ @1
Gonss = (1" "V ="y, !
G6m+a = {Eyanr%) — E§T+%)},
Goms = {E"D 4 EUED By
Primeiramente fixamos o elemento constante de grau um
EW =0+ EQ 4+ D) 4.2)

30
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que decompde a algebra em Kernel e seu complementar G = K & ME:
ICE — {E(6m+1)’ E(6m+5)} (43)
onde
(m+3)
E(6mtl) = EISCT) + E‘Sf’;) + E—nzoqiaz)’ (4.4)
1
6m+s) - pUmtD 4 pletl) | pints) (4.5)
e
Mg = {M(()6m),M§6m+l)’M£6m+2)’M§6m+3)’ M£6m+4),M§6m+5)} (4.6)
com
YIS AL A 4.7)
(6m+1) _  plm+3)
M; m _ —(oc12+tx2)’ (4.8)
1 1
- ) 49)
1 1
MO — ) i), (4.10)
M = gl gl (4.11)
1
M gfliii) 4.12)

Enfim, fixamos o objeto que definira toda a hierarquia, o operador de Lax espacial

A;{Z/BD
1
ATP) = BV 4 A0) = EQ 1 EQ +ES o (W) 4
v 1 O
— 0 0 1
/\% 0 —vo

)

(4.13)
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onde v(x,t) = ¢ é o campo da teoria. Note que poderiamos ter obtido esse

mesmo Lax espacial através de uma reducdo do Lax espacial do modelo Ay, i.e:

A;anV(Ullvz) — E,SC?) + E(g(z)) 4 E(_l) ) + 01 hgo) + Uy h§0)

(w1+ap

ﬂ A=AlLvi=v=v (4.14)
—N1—

A0y = QLD LED) 4o (n® +n")

e assim, podemos sempre estudar esse modelo por duas vias: uma construgdo

(2)

independente através da dlgebra A,™ e através de uma reducdo de campos v; = v,
nos modelos ja obtidos previamente para a dlgebra A,. Sempre que possivel iremos
comparar os dois problemas. Comecemos entdo com a sub-hierarquia positiva.

4.1.2 Tempos Positivos
Como sempre, comegamos fixando M = 0 na equagdo de curvatura nula
[0 +EM + v (h%o) + hé‘”) 0y, + DN ... DO =0 (4.15)

e determinamos os fluxos temporais possiveis com o auxilio da equacdo de ordem

mais alta para a curvatura nula, i.e
[EW, DMN] =0 (4.16)

note que como os entes do Kernel (4.3) estdo nos espagos com mod(6) = 1 ou
mod(6) =5, os fluxos temporais positivos serdo N = 5,7,11,.... Assim, para o
primeiro fluxo N = 5, temos

B, D9+ [o (1” + "), D) +8,00) = 0,  @17)
),D(4)]+axD(4) -0, (4.18)

o (1 +1?), DO+ .00 — a0 (1 + 1) = 0, @19)
e resolvendo grau a grau, obtemos o seguinte Lax temporal

AP/BP — p© 4 pM) 4 p® 1 p® 4 p® 4 pO) (4.20)
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onde
p® = E® =g +EW) +EP (421)
DW = oEL —ER), (4.22)
DB — %(02 +og)(nP —niy, (4.23)
D@ — —%ax(v2 +o(EQ) —EQ)), (4.24)
P — —g@?+my—z@?+mhﬂﬂﬂ
oo~ 27) 4 (P + 200 E) (4.25)
DO — —é( 5 — 5002 — 50205, + 5005, + 04 (0 + 1)), (4.26)
associado a seguinte equacdo de movimento:
90, = —Usy — 503Uy + 50203x — 50%,( 4+ 2000,y — 50%0, + SU;O’C. (4.27)

Podemos prosseguir e calcular o préximo tempo positivo, N = 7 cujo par de Lax é

dado por
AP = p 4+ pU 4 p@ 4+ p® 4+ p®W 4 PO 4 DO + D7) (4.28)

escrito explicitamente no apéndice B.1, que estd associado a seguinte equagdo de

movimento

81v;, = 280,0° — 4203, 0" — 3360,02,0° + 280, + 1680, %03,
+ 21 <203xvx — 120,23 + 200, 2 + v5x) v + 420 (402xvx2 + 30450y + 502xv3x>

+ 21o, (1102x2 - v5x> ~3 (14v3x2 12109, 04 + U7x) (4.29)

e assim em diante.

Convém fazer duas observacdes aqui sobre a parte positiva da hierarquia
Tzitzeica/Bullough-Dodd . Primeiramente, note que por advir de uma reducéo
da hierarquia mKdV Aj; (4.14), podemos confirmar as equagdes de movimento por
esse processo. Porém ao passo que na hierarquia mKdV - A, existem os fluxos
temporais N = 2 e N = 4, na hierarquia Tz/BD esses fluxos ndo existem pois ndo
temos elementos do Kernel nesses espagos.

Isso é também confirmado pela redugdo v; = v, = v, visto que tanto (2.86)-
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(2.87)
3vt, = 200y + aiv, (4.30)

3v;, = —200y — d%v. (4.31)

quanto (2.88)-(2.89)

9v;, = —40,0° — 2090 + 2 (Z)g,x — 20x2) U+ 40,02y + Uay, (4.32)

9vy, = 40,0° + 209, — 2 <U3x — 27)x2> U — 40,V — Uyy. (4.33)

se reduzem a sistemas triviais
v = 0. (4.34)

no limite v; = v,. Porém, realizando o mesmo limite em (2.90)-(2.91) recuperamos
(4.27), como esperado. Outro fato notavel é as equagdes positivas da hierarquia
apresentam tanto solu¢des de vacuo nulo quanto nao-nulo.

4.1.3 Tempos negativos - Andlise geral

Gostariamos entdo de estender agora nossa anélise para os tempos negativos
desta hierarquia. Convém antes disso analisar a equacdo de curvatura projetada
no vécuo, verificando assim se existe alguma restrigdo sobre os fluxos temporais

(2)

negativos. Seja a equagdo de curvatura nula para os fluxos negativos de A, :
05+ EW 40 (1 + 1) 3¢+ DV 4 4+ DN =0 (4.35)

projetando no vdcuo v = vy, obtemos

B 40 (1 + 1), DD + -+ DM = 0 (4.36)

note que para vy # 0 a equagao de menor ordem (—N) serd

(DN, 4y (hY + 1)) = 0 (4.37)

(=N) (0) p(=N)

ou seja, D deve estar no Kernel do operador H = hgo) +hy, e KLy .

Isso s6 acontece para N = 6m + 3 ou N = 6m, visto que:

1 1
Gansa = KD 1D

(4.38)
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A outra opgdo, é ter vy = 0. Nesse caso, temos que a equagdo mais baixa sera
(=N +1):
(DN, EM] =0 (4.39)

que so6 serd satisfeita com N = 6m + 1 ou N = 6m + 5, jd que D(=N)

no Kernel de E?), DN € K.
Em resumo, as solucdo de vacuo ndo-nulo vy # 0 se originam de tempos

com DIN) pertencente ao Kernel do operador H = hgo) + héo) (N =3,6,9,--),
(N)

precisa estar

enquanto os tempo com D(N) pertencente ao Kernel de E(V) levarao a solugdes de

vacuonulovy =0(N =1,5,7---).

Surge entdo uma questdo: ja que os modelos Agz) podem ser obtidos via
reducdo dos modelos Aj, o que acontece entdo com tempos como N = 2 que
anteriormente apresentavam uma solugao de vacuo nulo? Vejamos.

Seja o par de equagdes do modelo mKdV A, para t_, (2.95) - (2.96). Sob a

redugdo v; = vy = v, temos:

v, =el (g1 (efd’l(v) [Czedfl(fv) _ Csedfl(Zv)D _

4.40
ol (—20) g1 (e—dfl(—zv) [Cled*(—v) . Czedfl(—v)D ’ (4.40)
o171 (20) 71 <efd*1(720) [Cledfl(fv) _ Czed”(fv)]) ) '
de modo que para ambas serem vélidas devemos ter a seguinte condigdo ¢; = —cp

e c3 = 0, levando a seguinte equacao:

v, =02 [edfl(v)dfl (efdfl(v)efdfl(v)> + edfl(fZU)dfl (267(1*1(720)67(1*1(1;))]

v, =02 [edfl(v)dq (e—zdfl(v)) +2€d*1(—2v)d—1 <ed*1(v)>} _
(4.42)

Porém a condicdo anterior para que a equagdo tivesse solugdo de vacuo nulo em A;
era que ¢; = ¢ = 3, que claramente ndo concorda com a condi¢do imposta pela
reducdo. Assim, no processo de redugdo, perdemos a possibilidade da equagédo de
movimento apresentar uma solucdo de vdcuo como anteriormente, como pode ser

facilmente verificado fazendo v = 0(d~1(v) = ¢o)

eod ! (672%) 4 2e7204 71 (%) = 3xe™ 0 #£ 0. (4.43)
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Também ¢ facil checar que um véacuo ndo-nulo também ndo é possivel v =
~1(p) —
vo(d™ (v) = vox)

e%0¥q~1 (e_zvox) 4 2e7200% g1 (pt0%) = —%e‘vox # 0. (4.44)
0

Concluimos entdo que a sub-hierarquia negativa se divide em trés categorias de
acordo com sua solugado de vacuo:

¢ Apresentam somente vicuo nao-nulo: f_g,, t_¢,+3
e Apresentam somente vacuo nulo: f 4,1, t_¢,15
¢ Nao apresentam vacuo nulo nem nao-nulo: f_¢, 7, t_¢,14

Como estaremos interessados em calcular as solugdes soliton para a hierarquia
isso depende diretamente da existéncia de um vacuo constante, iremos focar em

construir as duas primeiras sub-hierarquias.

4.14 Sub-hierarquia Negativa com vacuo nulo

Como vimos, os tempos que apresentam somente vacuo nulo sdo tais que
N = —6n+1ouN = —6n + 5. Como primeiro exemplo, podemos calcular o
modelo associado a N = —1, que serd um modelo tipo Toda. Seja entdo a equagdo
de curvatura nula dividida por graus (com v = ¢y):

o (WY + 1), DEV] 48,00 = o, (4.45)
EW, D] o ¢ (W7 +1") = 0, (4.46)

resolvendo grau a grau obtemos o seguinte Lax temporal

Tz/BD _ ¢ (0) (0) —2¢ (%)
AP = ePED +ePED e Eyian) (4.47)
associado a um modelo de Toda:
px, bt =e? —e 2 (4.48)

que nada mais é que a equacgdo de Tzitzeica (ou Bullough-Dodd) que nomeia a
hierarquia. Os primeiros estudos feitos acerca dessa equagdo sdo dados em [20] e

[21]. E f4cil ver que ela aceita uma solugdo de vacuo nulo.
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O préximo fluxo temporal possivel é tal que N = —5,
AtT,ZS/BD = DY 4+ p=2) 4 p(=3) 4 p(=4) 4 p(=5) (4.49)

onde os operadores D'¥) estdo descritos no apéndice B.1. A equagio de movimento
é dada entdo por:

v, = 3ed v g1 (ede_lvdfl [ed_lvdfl (ed_lvdfl (ede_lv _ ed”v))})

4 624 1o -1 <edflvd_1 [ed—lvd_l <ed71vd_1 <e_2d,1v B ed*v))]) | (4.50)

_24-1 -1 . ~
e no caso em que vy = 0, o termo e~ 2 Y —¢? ¥ se anula, satisfazendo a equagao.
No apéndice B.1, exibimos o préximo fluxo temporal N = —7. Também chamamos
atengdo ao fato que todos esses modelos podem ser obtidos como redugdo dos

modelos advindo da hierarquia mKdV para A;.

4.1.5 Sub-hierarquia Negativa com vacuo nao-nulo

Por fim, os tempos que apresentam somente vacuo ndo-nulo sido tais que

N = —6ou N = —6n + 3. Como primeiro exemplo, podemos calcular o modelo
associado a N = —3, com o seguinte Lax temporal
Af?/PP = pt=h 4+ p=2) 4 p(=3) (4.51)
tal que
DY = —ged Mgt (7 g (e ) (BN, + ES))
_ - - _1
_|_66de 1vd71 <€d 1vd71(ed 1U)> Ezgqfa)cz’ (4.52)
- - _1 _1
D=2 = g~ log-1(ed oy(ElD) gL 7)Y, (4.53)
_1 _1
D3 = pi72) {2 (4.54)

e assim temos a equagdo de movimento

_%Ut_3 _ ed’lvd—l (e—2dflvd—1(ed*1z))) +2e—2d*10d—1 <ed*10d—1(ed*10)> , (4.55)
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onde podemos checar facilmente que s6 é possivel uma solucdo de vacuo ndo-nulo

v = vy # 0, admitindo d~1vg = vgx:
0= e”oxd*1 (efZondfl(eUOX)) _i_zevaoxdfl (evoxdfl(evox)>

— evoxd*1 (levox> +267200xd71 (leZvox)

0 0 (4.56)

Se vy = 0, (4.55) nao é satisfeita ja que d~1vg|y,—0 = c .
O préximo fluxo temporal passivel de calculo é tal que N = —6,

AT#/BD — p(=1) L p(=2) L p(=3) 4 p(=4) L D(=5) . D(=0) (4.57)
-6

onde os operadores D) estio descritos no apéndice B.1. A equacio de movimento
é dada por:

o, = et 0d! (e—Zd’lvd—lw) e 2 oyl (ed’lvd—lyv) (4.58)
com
W = edflvd—l (edflvd—l(E—delvd—l(edflv) + 2edflvd—1(e—2dflv))> (4__59)

onde podemos verificar que W = 0 parav = vy # 0, d~lvg = vox e dai (4.58)
é satisfeita. Também podemos verificar que vy = 0, W # 0 de modo que ndo é
possivel obter uma solugdo de vacuo nulo para (4.58).

Como vimos na sec¢do anterior, a construcdo das algebras twisted é altamente
generalizdvel, de modo que podemos realizar o mesmo processo de construgdo de
hierarquias paras as demais algebras. A seguir, fazemos um breve compilado de

outros exemplos.

4.2 Hierarquia Tz/BD - Af) e generalizacdo para Ag)

4.2.1 Hierarquia Tz/BD - AZ(LZ)

Um exemplo posterior imediato é considerar agora um modelo twisted com

(2)

dois campos, como a hierarquia baseada na algebra G = A,”’. Relembremos sua
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estrutura graduada dada em (3.33)

Giom = {h\™ +n{"™ K" 4 pimy

(m+3)
Guomnn = {E +EL B+ B EVLY, L
. (m+3) (m+3) , (m+3) (m+3)
B (m+1) (m+1) (m+1) (m+1) p(m+3})
glom+9 - {E_‘Xl + E —y 7 E + E_‘XS 4 E(w1+12362+063+064) }

e daf definimos o elemento de constante de grau E(!) como

(0) (0) (0) (0) (2)
EV =EY +Ey) +Ey +Ey) +E? ey tastag) (4.61)
cujo os elementos do Kernel, Kr sdo dados por:

ICE — {E(IOerl)’ E(10m+3)’ E(10m+7), E(10m+9)} (4:62)
tal que

(“1+“2+0¢3+“4)
10m+3) _ p(m) (m) (m+3) (m+3) (m+3)
EUOY) = B raaran) T Elaarrastag T Euatan) + E(urban) T E(aa ey (163)
(10m+7) _ p(m+1) (m+1) (m+3) (m+3) (m+3) '
E o E—(M-szﬂéz) T E (wytastag) T Elagrag) T E(M-H’éz) E(“3+“4)
10m+9) _ p(m+1) | p(m+1) (m+1) (m+1) | p(m+3)
E( +9) E—lxl + E—“z + Eq + E—IX4 + E(le+az+zx3+a4)
O préximo passo é definir o operador de Lax espacial ATZ/BD .
AT (4, ) = EM 4 AO(0,w) = ED 4ok + 1) + w(r® + 1)
v 1 0 O 0
0O w—ov 1 0 0
= 0 o 0 1 0 (4.64)
0 0 0 ov—w 1
A0 0 0 -
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onde v1 = v(x,t) e v; = w(x, t) sdo os campos do modelo.

Sabemos entdo que para a sub-hierarquia positiva a seguinte equagao é valida

0x + ED +0(1? + ) + 0w + 1,8, + DNV 4 ... £ DO =0 (4.65)
tal que usando a equacgdo de ordem mais alta e (4.62), fixamos N em

N=379,--- (4.66)

Para o primeiro tempo positivo, N = 3, temos o seguinte Lax Temporal

AP (v,w) = D©' 4+ DMV 4+ D@ 4 pB) (4.67)
tal que
3 — B — O (0) (3) (3) (3)
D =E" = E(“1+062+043) E(“2+a3+0¢4) T E—z(“2+063) t E—Z(fxl-i-lxz) + E—Z(“3+044)’
) _ 0 g0 _ (3) _(3)
D =v (E(wﬁaz) E(w3+a4)) +(v-w) E—z(ﬂé1+txz+lx3) E—z(txz+a3+zx4) !
1
D = 5 <vx + Wy — 0% +ow + 2w2> (Egé?) + Ezg?;)) ,
1 2 2 0) (0)
+§ (vx — 4w, — v° — 4dow + 2w ) (Eéz + Eq, )
1 2 2\ p(3)
+ 5 (—4vx + 6wy — v° + 6vw — 3w ) E_Z(“1+a2+“3+a4),
1
D) = 5 (—03 +6wo” — 30 (w2 +0x — wx> + 3w (wy — vx) + 202y — 3w2x> (hio) + hio))
1
+ 5 <2w3 + 90%w — 30 <3w2 + 20, — wx> + 3w (wy — 20y ) + 30py — 7w2x> (hgo) + h§0)> ,
(4.68)
associado ao seguinte par de equagdes de movimento
501, = —30%(vx —2wy) + 30 (dwvy — 2wy — Vpyx + Woy ) — 30y
— 3w (vpy —woy) + 3wy? — 3wrvy + 203, — 3Wsy, (4.69)
5 _ 2 . . o . 2
Wi, = W (6wy —9vy) + 30 (6wvy — 6WWy — 202y + Woy ) — 6y

+ w (Bwyy — 6v2y) + 3wy? — 30wy + YWy 0? + 303y — 7way,  (4.70)

evidentemente, tanto vacuo nao-nulo (v, w) = (vy, wy) # 0, quanto vacuo nulo
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(v,w) = (0,0), sdo solugdes de (4.69)-(4.70). Como esperado, as demais equacdes
positivas também apresentam as duas possibilidades de vacuo.

Quanto a sub-hierarquia negativa, sabemos que os tempos possiveis serdo
determinado analisando a equagdo de curvatura nula

0x +ED +0(1” + 1) + w(n” + 1),8, , +DEY ... 4 DN =0
(4.71)
projetada no vécuo (v, w) = (vg, wp):

ED +oo(n” + ") +wo(hy” +15”), Diat’ + -+ DiaV] =0 472)

de modo que é fécil perceber pela equagdo de ordem mais baixa que para (v, w) =
(vo, wg) # 0, DI=N) deve pertencer ao Kernel de H = cl(hgo) + hio)) + cz(héo) +

hgo) ), K4 e por (3.33), vemos que para vacuo ndo-nulo N é tal que
N = 10m ou N =10m + 5. (4.73)

Ja se (v,w) = (0,0), D~N deve comutar com E(!), de modo que DN € K e os

tempos que apresentaram vacuo nulo serdo
N=10m+1, N=10m+3, N=10m+7, ou N=10m+9. (4.74)

Os demais tempos N = 10m +2, N = 10m +4, N = 10m + 6 e N = 10m + 8 ndo
apresentam solugdes de vdcuo nem nulo nem ndo-nulo.

Como exemplo, tomemos o modelo de Toda, N = 1, associado a essa hierarquia.
Seu Lax temporal sera tal que
ATz/BD _ 201~ p(m) 421 g(m) 4P glm) + 21— p(m) 4o 2 E(m*%)

t_q —a —a a3 —0y (aq+ap+az+ay)
(4.75)

onde parametrizamos v = dy¢; e w = dy¢, e cujo o par de equagdes de movi-
mento serd dado por

axtcpl = €2¢17¢2 - 672%, (476)
Oxppy = e P12 o=201, (4.77)

que claramente s6 aceita solug¢do de vacuo nulo.

Ja para o primeiro tempo negativo que aceita vacuo nao-nulo, temos N =5,
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tal que
AtT_ZS/BD — D=1 4 p(=2)  p(=3) L p(=4 4 p(-5) (4.78)

associado ao seguinte par de equagdes de movimento

v 5 = _ M 2o-w) g1 (edfl(fz&w)dfl [efdfl(v) (c_3— a73)]>
—ef (20w g1 (e_dfl(zv)d_]L [edﬁl(w) (c_3— b_3)]> (4.79)
_2e—d*1(20)d—1 (edfl(Zv—w)d—l [edfl(w) (C_3 _ b—S)])

g et (o) g1 (ed (20-w) g—1 [ —d (o) (c_s— a_3)}>

_ ze—dfl(Zv)d—l <ed*1(zv_w)d_1 [ed’l(w) (C_3 B b_3)}) (4.80)

a5 = _edflwd—l |:e—d71(20)d—1 (edfl(ZU—w)>}
e i el e e G

C_3= e—dflvd—l [e—dfl(v—w)d—l <ed*1(20—w)) - 2ed*1(2v—w)d—1 (e—dfl(v—w))] )
(4.81)

Pode se mostrar por substituigdo direta que v = vy e w = wy sdo de fato solugdes
possiveis, como esperado pela andlise anterior.

4.2.2 Anadlise geral para Aé‘z)

Concluimos entdo que apesar de obviamente ao aumentarmos o rank algebra,
o grau de complexidade do problema aumentar devido ao niimero de campos
envolvidos, muitas das andlises feitas sdo generalizdveis para os modelos Ag) do
tipo Tzitzeica/Bullough—Dodd.

Primeiramente, seja uma algebra de G = Agz) comr=1,2,3,--- podemos ver
através de (3.40) que o elemento constante de grau um sempre podera ser escrito
como

B B4 B B = TR B L )
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e daf terminamos o Kernel de E(), tal que Ag) =Ko M.

Ja um elemento qualquer de grau zero pode ser escrito como
Ao(01,02,--.,0) = U1 (hgo) + hé?) +02 (héo) + hg(r)),l) + o (hﬁo) + h£0+)1>

r
= Lo (n® + i) (4.83)

de modo que o operador de Lax espacial sera dado por

ATz=BD _ E(1) 4 4, — iE(OME(%) Yo (" +n5), ) @84
x 0 & a; —(ag+-Fay,) =~ 1 2r+1—i ’

e a equacdo de curvatura nula mais geral sera do tipo

[a _|_E(1) +A0'afN,M _|_D(N) 4+ ... _|_D(0) 4+ ... _|_D(—M)] =0

+;vl (W + 151 ) By + DN 4o+ DO 4 DEM] =,
(4.85)

Para a sub-hierarquia positiva, temos M = 0
[0 +EW + sz (n” +h5)0 ) 3+ DM 4 DO =0 (486)

e dai, pela equacdo de grau mais alto, temos que sempre N é tal que
DN e Kg (4.87)

e ambas solugdes de vacuo sdo possiveis.

Ja para os tempos negativos, temos
)+ Z o (" + 1% ) d + DN+ 4DV =0 (488)
que quando projetada no vacuo v; = vy ; nos leva &

+Zv (W04 n5 ) DN+ DY =0 4s9)
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da onde a seguinte condicdo é fixada para vy; # 0

o0 (1" + 15 ), D&M = 0. (4.90

,
i=1
Com auxilio de (3.40), é facil ver que N deve ser tal que

N=-22r+1m ou N=-22r+1)m—(2r+1) (4.91)

para que a equagdo de movimento apresente uma solugdo de vacuo nao-nulo. Ja
para vy ; = 0, a seguinte condicao é fixada

EW, DN =0 (4.92)
de modo que
DN € K. (4.93)

Teremos entdo - para um dado # fixo - as seguintes condi¢des de vacuo sub-
hierarquias negativas:

* 2rn tempos que permitem vacuo nulo’;
* 21 tempos que permitem vacuo nao-nulo ?;
* 2rn tempos sem vacuo determinado.

Agora que temos caracterizadas as possiveis solucdes de vacuo, podemos entdo
construir solugdes gerais baseadas nestas. Para isso, iremos utilizar o método de
Dressing, que necessariamente precisa de uma solucdo de vacuo conhecida, de

modo que iremos focar somente nas duas primeiras possibilidades acima.

Intimero de espagos com elementos do Kernel;
Zntimero de espagos que contém operadores Cartan;



Capitulo 5

Método Dressing

Nesse capitulo, desenvolvemos um dos possiveis métodos utilizados para obter
solugdes do tipo soliton para modelos integrdveis, o chamado método Dressing
[4, 6, 8, 9]. Como iremos ver, esse método baseia-se em "vestir'as solugdes de
vacuo previamente através de transformacgdes de gauge, obtendo assim diferentes
solugdes 1 — soliton, 2 — soliton e assim por diante. Introduzimos ainda um ansatz
auxiliar, chamado ansatz de Hirota [22] para simplificar nosso problema em casos
em que torne-se muito dificil o cdlculo via vértice. Ao fim, exemplificamos o
método através dos modelos A1 = sl(2) e A, = sl(3)

5.1 Formulacao Geral

A ideia central do método de Dressing é utilizar solu¢des de vacuo vy = 0 ou
Upac = Up para construir as demais solugdes para o problema utilizando sucessivas
transformagdes de gauge, se valendo da invaridncia por transformacao de gauge da
equacdo de curvatura nula. Para isso, primeiramente definimos os poténcias no

Vacuo como
A% = A, |- 51
U y|v Voac ( . )

onde u = x, tN. Sabemos que a equagdo de curvatura nula

[0x + AT, ¢y + Afﬁl‘:] =0 (5.2)
se reduz a
A%, A7) =0 53

quando uma solugdo de véacuo é utilizada. Queremos entdo aplicar uma transfor-

magcdo de gauge ©® de modo a construir outras solugdes a partir do vacuo:

Ay =0(0,+ A)O 7, (5.4)

45
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com i = x,t. Chamaremos essa transformagdo de gauge © de operador de Dresing.
Lembramos entdo que as solugdes de A, sempre podem ser escritas no formato
puro gauge, de modo que podemos escrever os operadores de Lax no vacuo na
forma

A = Too, Ty, (5.5)

e assim temos

A, =00,01 + 0Ty, T, '0! (5.6)

que pode ser reescrito como

Ay =0T, (Toy 'O )

(5.7)
= To,T™!

com T = OTy.

Temos que ® é um elemento de grupo que pode ser construido tando de
elementos positivos da dlgebra graduada, quanto de elementos negativos através
da decomposicdo de Riemann—Hilbert [23, 24]

O =0, = el (5.8)
O =0_=¢100203 (5.9)

Se substituimos (5.8) e (5.9) em (5.4) temos de modo geral duas equagdes que
devem ser satisfeitas:

Ay = ePe%16% | (9,) 70207010700 4 pf0p01p02  (AUIC) 02001, 00 (5.10)

Ay = e 1e%200-3  (9,)0-3e0-20-1 0102003 | (AUIYO-3p0200-1 (5 17)

Gostarfamos entdo de poder determinar cada um dos elementos 6; positivos e
negativos utilizando a decomposigdo por grau em (5.10) e (5.11). Caso isso seja
possivel, poderemos construir transformagdes T partindo tanto de ® quanto de

©®_, o que ird levar a seguinte equivaléncia entre © y e ©_ :

Ay =TT ' =0,.T0,(0,Tp) * (5.12)
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Ay =To,T ' =0O_Tyo,u(0_-Tp) ! (5.13)
de modo que a seguinte relacdo deve ser satisfeita
01 T90, (@4 Tp) ' = O_Tpau(O-_Tp) " * (5.14)

note que se
@+T0 =0_ Tog (5.15)

com g constante, essa relacdo € satisfeita imediadamente

01 T90, (@4 Tp) ' = O_Tygoug ' (O_Tp) !
= ©_Tpgg "0, (O_Tp)* (5.16)
= ®_T08}, (®_T())_1.

Assim, vemos que de modo geral:
O-'0; =TogT,! (5.17)

Este resultado sera de suma importancia para a construgdo das nossas solugdes.
Agora lembramos entdo que

AV = Ty, Ty~ (5.18)
e
PI¢ = Toory To " (5.19)

e que [AY", AY¥¢] = 0 pela condigdo de curvatura nula, o que nos permite determi-
nar Tj:

_ vac g AVAC
TO 1:exAx e Ny

Ty = ¢ ¥AY o INARY (5.20)

Introduzimos uma representagéo

{12, - [Ar)} (5.21)
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com estados de peso mais alto tal que:
0:|A;) =0 (5.22)

parai > 0. Para que esses estados sejam introduzidos, é necessario adicionar a
loop &lgebra uma extensdo central de Kac-Moody;, i.e, modificamos nossa algebra

adicionando um elemento a mais « tal que

1

[h(m)/h]('n)] = KM iOmino [Eaz(m)r E@ogi] = hz(ern) + KMOp4n0
i EY] = [k =0 (5.23)

i

note que x é sempre adicionado no subespago de grau zero Gy, de modo que nosso
potencial Ag serd modificado para

Ap(v) = Ao(v) + dxvk (5.24)

onde v é um campo auxiliar. Como x comuta com todos os elementos da 4lge-
bra, esse campo estara desacoplado dos campos v;(x, t) e todas as equagdes de
movimento calculadas previamente sem o termo central continuam vélidas.
Gostariamos entdo de calcular o seguinte elemento de matriz nessa representa-
¢ao:
(MOZ1OL A7) = (A ... e 0207010000010 |A}) (5.25)

note que pela defini¢do de estado de peso mais alto, temos a direita
%Ay = |Ay) (5.26)

parai > 0, e a esquerda
(Ail = (Aile? (5.27)

para j < 0. Assim, calcular esse elemento de matriz se resume a calcular
(@210 ]A5) = (Aile®|A)). (5.28)
Porém, vimos em (5.17) que a seguinte relacdo também ¢é vélida

0-'0; =TogT,! (5.29)
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e assim chegamos a relacdo geral:

</\i|T()gTO_1|)\]'> = <)\i|€90|)\j>, (5.30)
onde lembramos que
Tog Tyt = e A NI g NIy 2 AT (5.31)

e é esperado e% tenha alguma dependéncia com os campos v(x, t).

Note entdo que enquanto o lado direito terd uma dependéncia com a solugdo
v(x, t) que estamos buscando determinar, o lado esquerdo dependera exclusiva-
mente do potenciais de Lax calculados no vacuo Ay|y=o,,. e do elemento de grupo
constante g, que é livre. Portanto, uma escolha adequada do elemento de grupo g
se faz necessdria para que nosso problema seja factivel. Para isso, escolhemos a

constante livre como ;
g =[] (5.32)
i=1

com

(AL, F(1i)] = wu(7i)E (i) (5.33)

de modo que sera possivel rescrever a expressdo (5.31) como:

TogTy' = e e AN He () A g5
n vac —wyt vac
= He"Ax ele O (7i) g—xAYC (5.34)
i=1

que analogamente se reduz a

th ryl tN wx ’YZ

Tog Ty 1 He HeP' ENoX (5.35)

com p;(ty, x) = e~ i1 =@x(7)% " Agsim encontramos e® que contém as infor-

magdes do campo, utilizando:
Ti(v) = (Ale®|A) = (i Tog Ty A))

n
= (A Hepi(ter)F('Yi) A) (5.36)
i=1
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de modo que temos
) = WL (14nF) + 30000+ )N 69
=
Sendo F(;) um operador nilpotente, i.e, F¥(vy;) = 0 para algum k, temos
W) = QLT (1+0F) + 300 o+ P ) 1) (538)
i

onde k dependeré da nilpoténcia do operador de vértice e n é escolhido de acordo
com o numero de solitons que se deseja para a solugdo. Por exemplo, caso esteja-

mos lidando com uma soluc¢édo 1— soliton, escolnemos n = 1 e temos:

Ti(v) = <)\z‘|(1+.01F(71) 2.01F2(71)+ k,P1Fk(71)) A;) (5.39)

ao passo que para uma solugdo 2— solitons, temos n = 2 e dai

1 1
G = Ol (1 pF) + 5RP ) + o+ ot F ) )
1 1
(14 paF(r2) + 63 02) -+ b)) 1) 640

e assim por diante.

Aqui vale salientar que nem sempre é trivial calcular os elementos de matrizes
que envolvem poténcias do tipo (A;|F*(7;) |Aj). Podemos entdo, utilizar um ansatz
proposto por Hirota [22] que substitui esses elementos de matriz por coeficientes a

determinar, i.e, propomos entdo

Ti(v) = 1+ Z“ZP + Y X 01om -+ Zﬁlpzz + Y Brmpiom + - - (5.41)
l I,m

I,m

onde expandimos até um dado k e determinamos os coeficientes a,  por substi-
tuicdo direta na equagdo de movimento. Note que ainda precisamos conhecer as
funcdes p; nesse caso. Por exemplo no caso 1— soliton se propomos que F2(7;) = 0,
é imediato que

’L'l](V) = 14 a1p01 (5.42)
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de onde determinamos «1. Podemos generalizar isso para n solitons como

Ti(v) = 1+ Y a0 + Y wpmpiom + Y imppiompp +--- (5.43)
1

I,m ILm,p

Por outro lado, se propomos que F3(7;) = 0, temos para o caso 1— soliton
Ti(v) = 14a1p1+ B1p; (5.44)
que levaria no caso 2— solitons a

Ti(v) =1 + a1p1+ w202 + P13 + B2p3 + B1,2p102
+ 8120207 + 62,10301 + wWPiP5 (5.45)

e assim por diante. Podemos resumir entdo, o método que iremos utilizar nos

seguintes passos:
¢ Introduza as solugdes de vacuo no par de Lax e determine Ajf;
e Determine o operador ¢ e sua relagio com os campos v(x,t);

e Determine o auto-estado de vacuo ( Vértice ) F(vy;) e seus auto-valores

espaciais e temporais wy e wy,;

* Construa a fungdo p(x, ty) e escolha o tipo de solugdo pretendida fixando

um n (1— soliton, 2— soliton, etc.);
¢ Calcule os elementos T;;:

- Via elemento de Matrizes, utilizando os produtos de vértice OU

- via ansatz de Hirota, propondo que o vértice trunque em certa poténcia;

* Escreve os campos v(x,t) em fungdo dos elementos 7;; e determine as solu-

¢oes.

De modo a ilustrar a formulagéo geral aqui expostas, iremos mostrar como
aplicar o método a um modelo mais simples, 0 A; = s/(2) e logo apds calcular
algumas solugdes do modelo A, = sl(3), para poder comparar essas solugdes
com as do modelo fwisted Agz), que serdo obtidas no préximo capitulo. Porém,
antes disso expomos algumas caracteristicas gerais que serdo validas para qualquer

modelo do tipo mKdV, incluindo o modelo Tzitzeica/Bullough—Dodd.
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5.2 Dressing para hierarquias do tipo mKdV

Notemos primeiramente que os modelos do tipo mKdV sdo definidos através
de um Lax espacial do tipo (onde j& estamos considerando a extensdo com termo
central)

ARV (yy — ED 4 A0 (v) 4 v = EN oy H 4+ -+ 0, HE +vak, (5.46)

onde o elemento E() depende da dlgebra utilizada e o nimero de campos v;
depende de quantidade de elementos H{, € Gy presentes no sub-espago de grau
zero do modelo. Note entdo, que a projecdo desse operador no vacuo sera tal que
(onde consideramos ATKdV—vac — Avac ey, — ()

A = EM 4 Al = EW 4001 H + -+ o0 MG (5.47)
caso consideramos um caso de vacuo nulo, i.e, vg; = 0 para qualquer i, temos
A = M e g (5.48)

ou seja, a proje¢do no vacuo fica restrita a um sub-espago especifico G;. Caso
consideremos qualquer um dos vacuos possiveis ndo-nulo, i.e, v ; # 0 para pelo

menos um i, temos entdo
A;C/ac _ E(l) + UO,lH(l) 4+ 4 Uo,an € God Gy (5.49)

de modo que a projecdo tanto terd contribui¢des em G; quanto em Gy. Desse modo,

para determinar o operador de Dressing ©, teremos

Ay = 09,07 '4+0AO ! (5.50)
ED £ A0 vk = 09,071 +0 (E<1> + Aéﬁl) o1 (5.51)

62

de modo que adotando a decomposigdo positiva, i.e, ® = edefie?2  temos:

ED 4 Ag+vexe = ePef1e% . (9,)...e 2601~ %

+ efoetieh2 (E(l) + AS,%) ..o 270100 (5.52)
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e quebrando em graus, temos para o grau 0
Ao + vek = e%9,e7% + eGOAI()g)Ce_QO (5.53)
notemos entdo que no caso das hierarquias do tipo mKdV, podemos escrever
Ay +vek = 0 HY + - F o HE + vk = e~ Bo—vrg ebotux (5.54)
com

By = eh Mot ey (5.55)

onde parametrizamos v; = (¢;)x e lembramos que no caso das hierarquias do tipo
mKdV, [’HZ ,H{'] = 0. Assim, é facil ver que a solucdo de (5.53) serd

vac

e~ = ¢~ Bi" pBotvr, (5.56)
onde
By = 901 Mot thony (5.57)
com ¢ ; = vg;x. Note que no limite de vacuo nulo a expressdo se reduz a
e~ 0 = Botvr, (5.58)

O elemento e~% ird nos dar informagao acerca dos campos, e assim, poderemos
determinar a solugdo. Determinado 6y, podemos recursivamente determinar os

outros 6;. Por exemplo, a préxima equacgao positiva sera
EW = e p(Me—to _ % (9,01 )e% 4 efo ([91,AT(J2)C]) e~ (5.59)

da onde determinamos 6; e assim por diante. Além disso, também podemos
tazer a decomposic¢do do operador de Dressing em elementos negativos, i.e, © =
ef-1e0-2¢9-3 . tal que

ED 4 Ag+vee = P 1682693 (9y)...e 03¢ 020701

+ efref2pfs (E<1> +A§,2)C) e 0em020 01 (5 60)

de modo que, analogamente, resolvemos grau a grau
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e Grau0
Ag + vy = [0_1, EW)] (5.61)

e Grau —1

0=[0_,EV]+ %[[9_1,15(”],9_1] +10-1, AR — 3x6_1 (5.62)

e assim em diante. Os resultados gerais utilizados nessa secdo serdo tteis para
todos os modelos do tipo mKdV estudados nessa dissertagdo. De modo geral,

iremos precisar da projecdo do operador de Lax espacial no vacuo
AV = EN pog HY+ -+ 0o 0 HE (5.63)
e da relagdo entre o elemento de grau zero do operador de Dressing e os campos
e~ 0 = 75" pBotvr (5.64)
com
By = efrHot oy, (5.65)

Dados esses ingredientes, podemos entdo exemplificar com os modelos expostos
anteriormente.

5.2.1 A1 = SZ(Z)

De modo a elucidar o procedimento descrito acima, detalhamos o processo
geral aqui para o sistema mais simples possivel, que é a hierarquia mKdV proveni-
ente do modelo A; = s1(2). Esse modelo ja foi amplamente estudado previamente
em [4], porém, por ser um modelo que contém somente um campo e com subespa-
cos graduados relativamente pequenos, é possivel realizar o processo para ambos
os vacuos de modo bastante sistematico e assim escolhemos ele para ilustrar as
principais etapas a serem utilizadas pelo método. A seguir, determinamos o vér-
tice, os auto-valores positivos e negativos da solugdo e forma funcional da solugao
para a hierarquia mKdV.
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Determinando o vértice

No caso da hierarquia mKdV para Ay = sl(2), (5.63) se reduz a

AP = EM 4ot (5.66)

de modo que o primeiro passo é achar um operador que seja auto-estado de A},

tal que

[AY™, F(vi)] = wx (i) F (i) (5.67)

note que comegamos utilizando o AY" para determinar o vértice porque ele é
universal e serve para toda a hierarquia. Nosso ansatz geral é que o operador de

vértice serd uma combinacdo do tipo

Fiy)= Y. 77% [aomsj,o +aih) 4 BV + asEVF 1)} , (5.68)

j=—eo

de modo que substituindo em (5.67) chegamos ao seguinte sistema de equagdes

Mwy = ,Yiz (a3 —ay), apywy = 2 (avg —ay), (5.69)

-2
azwy = 2(ay —asvp), agwy = A2V;". (5.70)
Resolvendo esse sistema para o auto-valor wy, obtemos

wy = £24/03 + 72 (5.71)

de modo que fazemos a seguinte mudanca de varidvel para que o formato do

vértice torne-se mais simples

Vit — 05 =i (5.72)
e agora obtemos

wy = £27; (5.73)
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em conjunto com o seguintes operadores de vértice

Frn) = 3 (3 =) e [0 = O Mg gD U

= oo 27 Vo — Vi Vi + 0o
(5.74)
e
F(y;) = i (712 - v%) e {h(j) + (UOZ;%')K(;].,O + ! E,,(Cj) — ;Euil)]
j=—oo Vi vo + i Yi — 0
(5.75)

onde os coeficientes satisfazem o sistema (5.69) e € é um parametro livre. Note

que se definirmos o operador

Qpauyr) = ESY 4+ EVY 1 0gh®™ = EM) 4 wgh(™) (5.76)

—&

é facil verificar que o os operadores de vértice acima sdo auto-estados dele, tal que

[Qn41), F* (11)] = £27 <%2 - U%) "FE () (5.77)

(25 41) ndo tem grau 2n + 1 sobre a gradagdo principal usual, pois a proje¢do nos
cartans tem grau 2n.
Auto-valores positivos

De posse do operador de vértice, podemos comegar a calcular os auto-valores
associados a cada fluxo temporal. Comecamos com os fluxos positivos. Seja o
modelo mKdV tal que N = 3, cujo o Lax temporal

Az = ED 4 E@) 4 oh 41 (o, — o) EO

t3 — 2
1 1
) (vx + vz) Eél) + 1 (vxx — 203) A (5.78)
tem a seguinte projegdo no vacuo (v = vp)
2
e — EM 4 E®) 4 ogn® - % (B + B+ 00h®) (5.79)
_ a, - %q (5.80)
(3~ ) '
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e dai é imediato que

2
v
[AVZS, FX(71)] = [Q), F* (1)) — 50[0(1),Fi(%’)] (5.81)
aonde determinamos o seguinte auto-valor
_ 3 2
wiy = —(2v] — 3vp) (5.82)

onde adotamos daqui para frente a convencédo F(7;) = F~(vy;). Do mesmo modo,

é facil verificar que para o préximo fluxo temporal, temos

vac _ U% 303
At5 = 0(5) — —2 0(3) + _8 Q(l) (583)
da onde é imediato que
W = — Lo (i — ) (308 — 1203 + 872 5.84
ts = 4’)’1 (’)’1 UO) (UO + ’)’1) (% [0 + Yi ( . )

e dai por diante. De fato, foi verificado por [4] que no caso da hierarquia positiva,

sempre podemos escrever
m
A, = L a0u) (5:55)
i=0
de modo que podemos achar os auto-valores utilizando sempre a relagado (5.77):
- 2 _ .2
Wtypir = Z —2a;y; (')’i - Uo) " (5.86)

i=0

Note também que para a hierarquia positiva, podemos facilmente tomar o li-
mite vy — 0 e obter todos os resultados para solugdes solitons com condigao de
contorno nulo.

Auto-valores negativos impares

Como vimos anteriormente, a sub-hierarquia negativa se divide em impares e

pares, devido aos diferentes vacuos das solugdes. Comecamos entdo com os fluxos
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temporais impares, tais que vy = 0. Nesse caso, o vértice se reduz a:

FOy) = Y5 7 e (W) — Sxdjo+ ?EEZ) — —gUfY (5.87)
jZ*OO 1 1

o operador auxiliar se reduz a
O gy = ECHHY (5.88)
tal que agora os auto-valores serdo
(O oy E(70)] = [EC2D, ()] = =297 21 (). (5.89)

Note que para os fluxos temporais negativos impares, temos as seguintes proje¢oes

no vacuo

— —

A= (e MY+ MEG) =BV +ES
E -1

(5.90)
— (=1
iy = [e*‘l’E&‘Z) + e2¢E(:a1) +d7t ((3724’ — eZ‘P) A
+ 2e%g71 (efzq’d*l (e*Z‘P — 624’>> E,g_l)
_ 20 3-1 (20 3-1 ( ,—2¢ _ 2¢ (0)
2e°%d (e d (e e ))E_“L:O
_ E£—2) +eCD
-
= EG9 (5.91)
de modo que podemos generalizar
Ape =EC 4 B = 2D (5.92)
e dai é imediato que os auto-valores serdo
Wiy, = =27 (5.93)

tal como é esperado para esses modelos, mostrando assim que no limite em que
vp = 0 recuperamos resultados muito bem conhecidos.
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Auto-valores negativos pares

Comegamos entdo com os fluxos temporais pares, tais que vy 7# 0. Nesse caso,
usamos o vértice completo com a deformagdo em vy. Seja entdo as proje¢des no
vacuo (onde lembramos que v = vy — ¢ = vox )

vac _ (h(fl) + (2672¢d71(62¢)> E[g_l) — 2€2¢d71(672¢)E(0)>
0=09

to
_ 1 (1—:;‘1) + E@i) +hY

- 0y (5.94)

o= (WO e a (262 BV e (2 ) ECY
A7 (20" (262) 4 X" (2072) ) D

e 2d~! (262" (2" (26%) 4 Ma (20720) ) ) ELY

- onan (e (e () v ) 0

_|_

_|_

Il
/N
™

=2~
N
_|_
™
g
=
N——
_I_
=
s

de modo que podemos generalizar

1

P = U_OQ(—Zn—H) (5.96)

e dai, é imediato que os auto-valores serdo do tipo

v 1 2yi (77 —9§)"
[AYS F(ri)] = — 102y, F(71)] = = (07— ) F(7:), (5.97)
0 (40
com
27 (v7 —v§
w , =) (7;() %) (5.98)

Os valores obtidos em (5.98) implicam imediatamente que vy # 0, visto que

a expressdo apresenta polos em zero. De posse dos auto-valores possiveis, as
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fungdes p;(tn, x) = e My (TIN=OH (1Y fioam completamente definidas, de modo

que para que a solugdo fique totalmente determinada devemos entdo determinar

a forma funcional desta.

Forma funcional das solu¢des

Seja a seguinte relagdo previamente definida

Ti(v) = (Aile®|A))

(5.99)

notamos que para o caso da hierarquia mKdV para a algébra s/(2) = Aj, temos

3_90 — e—BguCeBo-‘rVK

com (onde lembramos que v = ¢y)

0 0
By = e(phg ) B(z))ac — evoxhg )

e assim, obtemos a seguinte equivaléncia

(0) (0)
Tij(V) _ <)\i|€ZJOXh1 —¢hy _VK|/\]'>-

Introduzimos entdo o seguinte sistema de pesos fundamentais:

h1|Ao) = 0[Ag)  x[Ao) = 1|Ao)
mlA) =11 x|Ay) = 1A
e assim, podemos calcular as seguintes quantidades

(0) (0)
TOO(V) — </\0’evoxhl —phy —VK|AO> — eV

(0) (0)
Tll(V) = </\1‘evoxh1 —¢hy *VK|/\1> — pUox—¢—v

da onde é imediato que

$(x,t) = vox +In (@>

1

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)
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e dai

v(x,t) = vg + 0xln (@) , (5.107)
11

de modo que nossa solugdo fica totalmente determinada para dados 1y e 713.

Lembremos que esses elementos sdo dados por

n 1 1
Tj(v) = (Ail E (1 +0iF (i) + 5T (1) + -+ Hp{-‘F"(yJ) A;).  (5.108)

tal que p; e F(7;) estdo completamente determinados na subsecdo anterior. Assim,

fixando por exemplo a solugdo 1 — soliton, temos
1
5(v) = 1+ ME()Aer+ 5 M (r)Aef +-- (5.109)
onde falta determinar
QolF(r) Ao} e (MIF(y)IA0), (5.110)

Utilizando o vértice dado em (5.75) e os pesos fundamentais dados acima, é facil

ver que em primeira ordem, temos

_ (vo—m)
(AolF(71)]Ao) = oy € (5.111)
e
MIE(7)|A) = e + (002;171% - (Z’O;yl““)e. (5.112)

Para os termos de ordem maior, i.e k > 1, pode-se mostrar (veja [4] para as contas

em detalhes) que
(AolF(11)¥[Ao) = (AM1|F(71)5|A1) =0 (5.113)
de modo que temos

Too(v) =1+ P1 (5.114)
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e dai, nossa solugao serd tal que

1 + (00771)6 1
v(x,t) = vy + dyln (vzr ) P , (5.115)
1+ %T?lepl
p1 estd totalmente determinado, ja que
01(t, x) = e @(mt=wx(n)x — pmwi(n)+2mx (5.116)
e os auto valores sdo tais que
m
wt2m+1 = Z _2ai,)/i <r)/12 - U%) I’l’ (5117)
i=0
para tempos positivos e
Wt oy = =297, (5.118)
27; (72 — 03
w , =) (’sz %) (5.119)
0

para tempos negativos. Para os tempos negativos que s6 aceitam solugao de
véacuo nulo, basta fazer vy — 0 na forma funcional. Além das solu¢des 1 — soliton
aqui expostas, as demais solug¢des n — soliton podem ser calculadas (ver [4]).
E interessante analisar como o parametro de deformacdo altera as solugdes e
estabelece uma subdivisao clara para hierarquias ndo somente quanto aos seus

fluxos temporais, mas também quanto a suas solugdes.

5.2.2 Az = Sl(3)
Operador de vértice e auto-valores para vacuo nulo

Gostariamos agora de achar algumas solug¢des para a hierarquia mKdV advinda

Ay =51(3). Note que a agora, nosso Lax espacial dependerd de dois campos
APKYV (5 05) = ED o1 1 40,0 (5.120)

Como o escopo principal desse trabalho ndo é estudar a fundo essa hierarquia, mas

()

sim usa-l4 como parametro de comparacdo para a hierarquia twisted A,”’, focare-
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mos somente nas solug¢des de vacuo nulo (v1,v2) = (0,0) nessa exemplificagdo.
Assim, temos

Ave = g0 =0 1 EO 4 E(—l()txl-HXz) (5.121)

de modo que para obter o operador de vértice devemos resolver a seguinte equacao
de auto-valores

[AY, F(7i)] = [EW, F(73)] = wx(7i) F(73)- (5.122)

onde propomos o seguinte ansatz

, , iy . , - 3
F(7vi) = YA [alhgj) + azhg) + azkdioly; T + [a4E§Z1) + a5E§Z2) + a(,E(_]al)Jraz)]'yi /
j
(+1) (j+1) (7) —3j-2
+ [117E_a1 + LZgE_az + agE(alJr“Z)]’)/i }, (5.123)
tal que, substituindo em (5.122) obtemos o seguinte sistema
wxay = yi(az — ag),
wxae = vi(a1 + a2),
wxay = yi(ag — ag), won (a6 — a5)
7 = 7ilae — as),
wets = Yias, = (5.124)
wxag = i(as — as),
wxay = 7vi(az — 2a1),
wxag = 7yi(as — as)
wxas = yi(a1 — 2a2),
A solugdo mais geral para esse sistema é tal que
W = —3%45 (5.125)
ou seja, teriamos 6 possibilidades de valores de wy distintos, i.e
W,y = V3ies, W2,x = V3rie %,
W3,y = Ve ¥, Wy = NE T
wsx = V31e®,  wex=V31e ", (5.126)

note porém, que eles diferem entre si somente por uma fase, i.e, podemos escrever
Wy

wy = V37 (5.127)
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tal que
5 = 7ie'® com €% = —1 (5.128)
de modo que nosso vértice seria entdo

F(7) = Y {[ahY +ash) + azxs;gle 305,73
j

+ [ﬂ4E§{) =+ a5E££) + a6E(_]'a11)+a2)]ef3i(]'+1)9,)_/l_73(]'+1) (5.129)
+ [a7E£]:11) + agE(j;;l) + agE&)ﬁaz)]e—Si(Hz)e,yifg,(Hz)},

com os seguintes coeficientes

o (V3 +1)

agp = ——, az = — _
2 1— \/56319 3 \/56319 +3
26219511 (\/§€3i9 + 3> ai
ay = —, as = : —, 5.130
4 1— \/56319 5 3p4i0 _ \/5619 ( )
) <\/§e3i(9 — 3) a o D¢~ 20y,
6 3¢40 _ /3010 7T /3
' o—2i0 <\/§€319 + 1) a
ag = e A0, ag =

V/3e3i0 — 1 !

tal que a1 = constante é um coeficiente livre. Como estamos trabalhando somente
com solugdes de vacuo nulo, os tinicos tempos possiveis serdo tais que N = 3m £ 1.
E facil ver que nesses casos, temos:

Avac  — p(BmE1) (5.131)

t3m+1
cujo os auto-valores associados sdo
(A% E(73)] = [EW, ()] = V3i" 72" F () (5.132)
ie

Wamt1 = V3im ML (5.133)
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De posse dos auto-valores, podemos entdo calcular as diversas solugdes. Do
mesmo modo que no caso s/(2) fixamos um dos auto-valores para computar as
solugdes de modo mais simples, adotaremos o mesmo procedimento aqui. No
nosso caso, faremos a seguintes escolha

0

e =i — wype1 = V3" (i) (5.134)

i

g =L 4 (5.135)

=¢€

|G
W
N | ~.

temos entdo o seguinte vértice

—in

i (i . einKé.
Fly) = Yleon) 4o nl) 4+ =22
j

04 —3j - Sin () . ix () _ix (j+1) _3j-1
V3 ]'Yi ]+[66Ea]1 +66Ea]2+€ 2tV )]'Y /

—(artap)d i

—3j-2
— 2 (a1+ap)d T

1

(5.136)

Comecemos entdo com a solugdo 1-soliton.

Solugiao 1-soliton

De modo usual com as fungoes T;;
Ti(v) = (Aile®|A)) (5.137)
notamos que para élgebra sI(3) = A, com vacuo nulo, temos
e 0 — Botvx (5.138)
com
By = eP1itezha (5.139)
e assim, obtemos a seguinte equivaléncia

(0) (0)
Ti(v) = (Aj|etri —als VK |A). (5.140)
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Introduzimos entdo o seguinte sistema de pesos fundamentais:

h1|)\0> = 0|/\0>, hz|)\0> = 0|)\0>, K|/\0> = 1|)L0>,
h1|)\1> = 1|/\1>, h2|)\1> = 0|)\1>, K|/\1> = 1|)\1>, (5.141)
h1|)\2> = 0|/\2>, h2|/\2> = 1|)\2>, Kl/\z) = 1|/\2>,

e nos leva as seguintes quantidades

(0) (0)
w00(v) = (Aglefn TR Ag) — o7, (5.142)
o1+l ux —v—¢
T11(V) = <)L1|€ ™ 2% |)L1> =e 1, (5.143)
e
¢ h(o)—l—cp nY 4ok —v—¢
Tzz(V) = <)\2|€ ™ 2% |)t2> =e 2, (5.144)

da onde é imediato que

$1(x,t) =In (@> e ¢o(x,t)=1In <@> (5.145)
T1 T2
e dai
(2, 1) = dxln (?) . (5.146)

No caso da solugao 1 — soliton temos entao

Ti(v) = 1+<M|F(71)|Aj>pl+%(Ai|P2(71)|A,->p$+m (5.147)

note que em primeira ordem utilizando (5.136), temos

ei?‘(
AolE(r)Ae) = —,
< 0’ (71)| 0> \/§
i in
MIE)A) = Sotef =2, (5.148)
V3 V3
Ein —in 67%

+
x
°
I

(A2|F(71)[A2) =

S
S
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Para os termos de ordem maior, i.e k > 1, podemos verificar com o auxilio do
método de Hirota que

(AolF(71)k|Ao) = (MIF(11)KA1) = (A2|F(11)¥[A2) =0 (5.149)

de modo que nossas solugdes serdo

i
01(x,£) = Dyl (He—pl) , (5.150)
1+e3p
e
i
0y(x,£) = uln <1+e—pl> , (5.151)
1+e 3p;

onde absorvemos um fator de v/3. Lembramos p; estd totalmente determinado
por

p1(t,x) = e~ Va1 (5.152)
com
Wapr1 = V3" (i;)>" (5.153)

Do mesmo jeito que realizamos o procedimento para um auto-valor especifico,
podemos repetir o exato mesmo procedimento para o vértice geral dado em (5.129).
Nesse caso, obtemos

a (1+\/§e3i9)p
_alrve )
v1(x,t) = OxIn 3430

2a 4
1+ 21—
+ 3—|—\@€319'01

(5.154)

1_o (1+\/§e3i9)

o 5159
a (2\@331'9_'_3661'9_'_5) .
23030 365 P1

va(x,t) = dxln
1—

com

Wame1 = V3" mEL (5.156)
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que obviamente se reduz a solugdo anterior dado as escolhas de 6 e a; anteriores.

Ao introduzirmos mais um campo no modelo e aumentarmos o rank da algebra,
o grau de complexidade do modelo e para obter as solu¢des também aumentou,
seja pelo tamanho do vértice, seja pelo aumento de possibilidade dos auto-valores.
Visto isso, na préxima segdo iremos obter a solucdo 2-solitons utilizando um mix
entre o método Dressing e o método de Hirota. O mesmo procedimento serd

(2)

utilizado posteriormente para a solugdo do modelo twisted A,™.

Solugdo 2-solitons

Para obtermos a forma funcional da solugdo 2-solitons, lembramos uma pro-
priedade muito importante da solu¢des para hierarquias integraveis: a forma
funcional da solugdo é a mesma para todos os fluxos temporais dentro de uma
mesma hierarquia, ou seja, os coeficientes

(V) = 1+ ) ' + Y aiuoiom + o+ Y Biof + Y Bumeiom + - 5.157)
I ) I,m

Im

que acompanham as fungdes p;, e suas poténcias na expanséo das fungoes T;; sdo 0s
mesmo para qualquer fluxo temporal dentro da mesma hierarquia, visto que esses
coeficientes estdo ligados a elementos de matrizes do tipo (A;|F () - - - F(ym)F [Aj)
que s6 dependem dos pesos fundamentais e do operador de vértice, que ndo mudam
numa mesma hierarquia. Assim, o elemento que diferencia os diferentes fluxos
temporais € justamente a fungdo p(x, t). Desse modo, suponha que gostariamos
de encontrar uma solugao do tipo 2-solitons, i.e:

T = 1+ ai/jpl(x, t) + bi,]-pz(x, t) + ci,jpl(x, t)oa(x,t) (5.158)

e sabemos, a priori devido ao método de Dressing que as solugdes sdo tais que

T T

p1(x,t) =1In (ﬁ> e ¢o(x,t)=1In (ﬂ> (5.159)
m 22

e também conhecemos as fungdes p;. Assim, podemos obter os coeficientes 4; ,

b;; e ¢;j substituindo a forma funcional das solu¢des em alguma equagdo de

movimento da hierarquia com o p; fixo. Obviamente é conveniente fazer isso nas

equacgdes de ordem mais baixa. Seja entdo, a equagao de Toda para mKdV - A,

(Plx,t = eZ(Pl_‘PZ _ 6_4’1—472, (5160)
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Pox s = P20 _ =P (5.161)

substituimos o seguinte ansatz no par acima

14 agpp1(x,t) + bopp2(x,t) 4+ coop1(x, t)p2(x, t))
x,t)=1In - ’ ’ 5.162
1) = b () @19

14 agpp1(x,t) + bopp2(x,t) + coop1(x, t)p2(x, t))
) =1 ’ 4 4 5.163
$2(x1) = In (1 + a2201(x, ) + bapp2(x,t) + c2201(x, t)p2(x, t) (5.163)

com

piltn,x) = e V2TV (5.164)

conforme determinado anteriormente por (5.134). A solucdo do sistema serd entdo:

a1, = dagp,  ap =dtagy, 1= —e 3, (5.165)
b1,1 = 521?0/0, bz/z = 5%1?0,0, 0y = —e%,
e (+ )
a0,0boo (71 — 271 + 75
€00 =C1,1 = C22 = = - (5.166)
(71 +72)2
de modo que nossa solugdo 2 — solitons sera
1+ ag001 + boopa + a0,0b0,0 (V2 —T2 71473 ) 102
) ) 5 54)2
¢1(x,t) = In a ?f 72 o (5.167)
a J—
1+ b1a0,001 + 62bo,0p2 + =2 7(2112;?)2 L2/0be
e
e,
1+ 0,001 (x, t) + bO,O.Oz(X, t) + ﬂo,oboo( (7 1271)?72)!71(72
p1(x,t) =1In bon (BT s . (5.168)
-2 2
1+ (5%a0,0p1(x, t) + ‘%b0,0PZ + 200700 (1 +721) 2)f

Por fim, cabe ressaltar que apesar dos coeficientes terem sido calculados para
N = —1, a generalidade do vértice para toda a hierarquia garante que o formato

funcional é o mesmo, e as demais solugdes sdo obtidas utilizando os distintos

pi(x,t).
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Reduc¢do vy — vy

Para encerrar o capitulo, gostariamos de realizar uma ponte entre os resultados
obtidos e o foco central do nosso trabalho, que sdo as solugdes solitons para modelos
do tipo twisted. Como apontamos previamente, uma outra maneira de obter os
modelos twisted Agz) ¢é tomar o limite v; — v, — v nos modelos advindo de A,.
Vejamos o que acontece no caso em que tentamos o limite na solucdo 1-solitons, i.e,

igualando v; = v, temos

1 u1(1+\/§e3i9)p 1 a1(1+\/§e3i9)p
T T a. /a3 M1 T T Al /B8 Ml
3 ln 34y = dyln 34 V3l (5.169)
1+ —13Mp1 1- a (2\/§e +3e +5)
3+V/3¢ 2300 3603 Pl

cuja tnica solugdo possivel é
a1 =0 (5.170)

ou seja, v = 0 que é solugdo de vacuo. Ou seja, sobre a reducgdo necesséria para
os modelos twisted, a solug¢do 1-soliton colapsa numa solugdo de vacuo. Como
poderiamos entdo encontrar uma solugao nao trivial para esses modelos?

Realizemos a mesma redugdo na solucgao 2-solitons. Nesse caso, tomemos o
limite 1 — 72 — v nas solucdes anteriormente obtidas (5.167) e (5.168):

b 2
o1 = In 1+ (aop + boo)p + 5% (5.171)
— — .
1+ (81a0,0 + 62bog)p + 2007000
b 2
1+ (110,0 + b0,0)P + Z00%0.00 4?’0‘0

. . PRI (5.172)
1+ (51a0,0 + 52170,0)[) + %

gl)z:ll’l

Podemos verificar que no caso em que agg = bg o, obtemos ¢; = ¢ = ¢ igual

1.2 2
40 + 2a +1
¢ =In (4 000" 2A00P ) (5.173)

Q7

1.2 2
190,007 — A0,00 +1

ja que 67 + 63 = 81 + 6, = —1. Como iremos ver, essa solugdo é equivalente a
solugdo da equagdo obtida através do modelo A3. Note que com essa redugéo
obtemos uma indicagdo muito importante: as solu¢des para o modelo twisted nao

truncam em primeira ordem de p mas sim em segunda. Assim, é natural que o
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vértice desses modelos seja tal que (A;|F(7;)?|A;) # 0. Logo, no proximo capitulo

. ~ 2 P
estamos interessados em achar todas as solu¢des para o modelo A(Z), com vacuo

(2)

nulo e ndo-nulo, bem como uma possivel generalizagdo para modelos de ordem
mais alta a vacuo nulo.



Capitulo 6

Solugodes para Hierarquia Tz-Bd

O objetivo central desse capitulo é apresentar as solucdes gerais para a hierar-
quia Tzitzeica/Bullough—Dodd - Agz), bem como algumas solug¢des de vacuo nulo
para algebras maiores e um ansatz para generalizacdo das solu¢des para modelos
twisted Ag). Os resultados inéditos aqui expostos geraram a publicagdo [15].

61 A

6.1.1 Resultados gerais

Recordamos primeiramente, que ao contrdrio do casos anteriores, a hierarquia
Tzitzeica/Bullough—Dodd apresenta a seguinte estrutura quanto as solugdes de

vacuo:
® tent1, tents — ambos os vacuos;
® { ¢, t_6n13 — somente vacuo nao-nulo;
® { ¢n11, t_6ntr5 — somente vicuo nulo;
® { ¢ni2,t_6nra — nao admitem vacuo nulo nem nao-nulo.

Desse modo, como o método Dressing precisa necessariamente de uma solugao
de vacuo como ponto de partida, focaremos na obtengdo de solugdes para os trés
primeiros casos.

Para isso, projetamos o Lax espacial num vacuo constante qualquer:

A;lc"z—Bd<v)|v:UO — E(l) + UK+ 0 (h%o) + h£0)> |U:Uo

aye = EO 4o (h” +1") 6.1)

e analogamente projetamos os operadores temporais:

72
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¢ Sub-hierarquia positiva:

vac 1 1 1 1 1 vE 11
ape = EQ +EQ 4B ooE - B+ 20 - 13)
03 1
— DUEY +E +EZ ) + 000 +hY) 6.2)
3
Ape = EYEQTEC, L) ool i)
vZ 1 1 1 11
+ —DBEL, + B, + B )+ 0u0(ER) — BB + 0B (h] — 3)
408 1
+ SUER +EQD +ER, L)+ oo +hd) 63)

* Sub-hierarquia negativa com vacuo nulo:

ape = E© 1 EO 4 gD,

M 2 (a1+az)
-1 -1 (_l) _
APS = E‘S‘l )+ Elg‘z )+ E*(Ofﬁrtxz) =EY,
v - - (—n£3) —
Atfécmil - E(iﬂé?) + E(it’éz) + E:F(ZH-ZDQ) = El 6mil), (6.4)

* Sub-hierarquia negativa com vacuo ndo-nulo:

_1 _1 3 _1 _1 3 1
ars = w0 2 (B ) 1 5 (B9 v v B ).

vae _ L (p(-1) | p(-1) | —3 (1) | (1)
At_ag — 'U_O (Eal + Eﬂ(z + E*(ZDC1+062) + U()(hl + hz ) ’
Y ' | el 3 il il
A = h§ ! 2)_h§ " 2)+v_0 (qun 2)_E§(2n 2)>/
3 [ p(=nt1) | o(—n+1) n+
+ v_% (E_“l tEL, o F E“l"‘ﬂé ’

a 1 —n —n - —n —n
Aye = U—O(Eé1 VR EG A ET g 4k ))). 6.5)
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Definindo os seguintes operadores

m m m 1 m m
Quemsn) = EC+ED 4+ EVF2) oo (ni™ 4 m(™), 6.6)
m m 1 1 1
1ﬂ(6m—|—5) = E(*Dé—li_l) + E(ﬂle) + Eiﬁé) + UO(E£T+2) - EISZH—Z))
02 m+1 m—+1
o e, o
tal que
6l +1
[Qems1), T 6145)] = > K Omt141,0/ (6.8)

podemos condensar os resultados dos operadores de vacuo para as sub-hierarquias

positivas
AYC = Qqy, 6.9)
%
;;ac — 1_'(5) — 3—20(1), (6.10)
v 02 2206
At7ac = Q(7) - §OF(5) + ?00(1), (6.11)
4 6 3., 10
v _ U() 500 2°v
m = Tay =300 + 32 Le) — —36 Qay (6.12)
2 2.6 8 12
flic = Qqua) — ?F(ll) + ?0(7) - ¥F 5) 38 Qq), (6.13)
bem como para as sub-hierarquias negativas com vécuo vy # 0
v, = ST (6.14)
t_em+3 02 (—6m—+5)/ .
0
v 1
Fon = g Qeomsn, m=12,. (6.15)
e para aquelas com vy = 0,
A = O eminlog=o = ET"Y, (6.16)
AP = Tleminlo=0=EC Y, m=1,2,... (6.17)

Desse modo, diagonalizar os operadores de Lax projetados no vacuo se resume a
diagonalizar os operadores () (g, 11) € I'(6y45)- Prosseguimos entdo para a deter-
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minacdo do operador de vértice.

6.1.2 Operador de Vértice e auto-valores

Neste ponto, ja é claro que precisamos resolver o seguinte sistema
Ay, F(2)] = [ED + o9 (B + 1), F(z2)] = 7F(2), (6.18)

onde a mudanga de notagdo 1 = z e wy = 7y ficard clara mais a frente. Propomos
entdo o seguinte ansatz

Fz) = Lz el + 1))+ awsio +ar(E) +E) +ase (Y
]

boag(EVED CEUEDY e nUFD) ) g (U Uy

—q —N
+1 i+1 +%
+ ar(EVY + EUED) +asE T (6.19)

onde € é um parametro livre. Substituindo esse ansatz na equagdo de auto-valores,

obtemos o seguinte sistema

Ya, = axvy—E, Yyaz = 2€ — 2asvy, Ya4 = —agvy — ay + as,
Yas = a4, Yae = asvy — 3as, Yaz = de — azyvy,
yag = 2agvy — 2ag, vz8ag = 2al, 20 (ay —ag) = ey (6.20)

que nos leva as seguintes solugdes

—(y+wvo)e € 2e 3ve
M = —————, A= , a3 = , A4 = ,
3y v — Y v+ 20 (v — o) (7 + o) (v +209)
3e —9¢
a = , g = 6.21
ST e (1w (1 + 200 " (r—o0)2 (7 + o0) (1 + 200) (621
9¢ 18¢
a; = — ag =

(v +2v0) (12 —0§) % (v —2v0) (v —v0) 2 (7 + o) (7 +200)

desde que a seguinte equivaléncia seja respeitada !

2% = 37%[(vo—7)((v0+7))]*(200 — 7) (200 + ) (6.22)

Inote que no limite em que vy — 0, recuperamos o resultado esperado para algebras Aj:
6 _ 3,6
1P = =3z
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e dai, obtemos entdo o seguinte vértice

F(7) =539 [(v0 — 1) (00 + 7)) ¥ [(200 — 1) (200 +7)] 7 {e(n? + 1Y) + arxeyg
az(E,gj) n E,SZ)) 4 a0 + a4(E(_j,‘,f11/2) B E(j+1/2)) . aS(h(j+1/2) _ h§j+1/2))

1 2 —(aq+an —& 1

tag(EUTYD — EJ/2)y 4y (EUTY £ EUTDY 4 agEU“/Z)} (6.23)

2 —aq —a2 (a1+az)

com os coeficientes determinados em (6.21). Utilizando esse vértice, obtemos
entdo por calculo direto os seguintes auto-valores para os operadores (g, 1) €

L (6m5)

Qensr, FM] = (-3) "y (1 —40) " (o~ 77) "F(1),  (624)

Fonis, F(1)] = (=1)7(3) 72y (12— 43) "1 (5 = 42) 21 F(7), (625)

da onde é imediato que

[AYS, F(7)] = wiF(7) =7F(v), (6.26)
[ASS F(7)] = wNF(7), (6.27)

onde, por exemplo, utilizando (6.10) e (6.11) obtemos para os primeiros fluxos
positivos

ws = %’r (’rz — 40%) (v% — 72> — %37 = % (50373 — 505y — 75) , (6.28)

1
wr = o (—377 + 219502 — 429308 + 28wg> , (6.29)

que estardo ligados as seguintes fung¢des p(x, t)

p(t5,x) — pwxX—wsls _ e*'yxf%(Svg'ﬁva%yff)ta (6.30)
1
3

7 5.2 3.4 6
—wex—wrty — == (37712172 0+ 280)tr (g 37

p(tz7,x) = e

tal que para valores maiores de N basta realizar o mesmo procedimento com os

diferentes Lax temporais projetados no vacuo. Ja para o sub hierarquias negativas
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com vacuo nio-nulo, temos

32y
w3 = = ) (6.32)
5 (v —v0) (7 + o)

W = — 3 5, (6.33)
vo (7 — 200) (7 + 200) [(7 — v0) (v + ©0)]

tal que as fungdes p(x, ) para os primeiros fluxos negativos serao

_ x_327’7
p(t73,x) = ¢ ! Z%(’Y—UO)(W'*‘UO)LS, (6.34)
o(tex) = e Gl (6.35)

Caso consideremos o caso em que vg = 0, 0 operador de vértice (6.23) torna-se

Y . . 1 _ . . B .
F(7) = L3 e () + ) — Sr50 — (B + EY) + 207 EV 2
]

b sy (B0 D) 5D i)

ur
— 9y H(EYTD Uy 9y 5(EUD 1 EUTY)
+ 18972 (6.36)

E interessante notar que nesse caso, identificamos o vértice obtido previamente

em [11], considerando ¢y = v/3z. Assim, os auto-valores serdo

W_gmi1 = (=1)7"(3)"y O, (6.37)
W emis = (—1)7"(3)M TRy mOmES, (6.38)
tal que
o(t_gmir,x) = e TN (6.39)
0(t_gmis,x) = e DO T g (6.40)

Em resumo as equagdes (6.30)-(6.31), (6.34)-(6.35) e (6.39)-(6.40) fixam a dependén-
cia temporal de cada modelo. Agora, basta descobrimos a forma funcional das
solugdes e teremos o resultado para os campos de toda a hierarquia.
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6.1.3 Forma funcional das solucoes
Seja entdo a fungao T;j(v)
Ti(v) = (Aile®[A;) (6.41)

(2)

teremos para o caso da hierarquia A,

et = =B pBotvr (6.42)
com
By = ef" 1)) gae — poe(nl® 4 p0) (6.43)
de modo que
Ti(v) = (Ao + )=o) vy, (6.44)

Introduzimos entdo o seguinte sistema de pesos fundamentais [14]:

<h§°> +h§°>) 0) =0, x|0) = 2/0)
(M +nP) 11y =11), 1) =2[1) (6.45)

de modo que estabelecemos as relagdes

To(v) = {Aole R ag) — 2 (646)
e
mv) = (A evox(h§°>+h§°>)—¢(h§0>+h§°>)—m| Ay) = eP0x—9-2v (6.47)
da onde é imediato que
$(x,t) = vox +1In (%) e v(x,t) =0vy+dyn (%) : (6.48)

Note que com base no estudo prévio feito através da redugédo realizada no modelo

Ajp (subsegdo 5.2.2), sabemos que é esperado que o vértice (6.23) deve truncar
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somente em terceira ordem, i.e, (A;j|F3(7y)|Aj) = 0. Assim, temos

T = 14 (i|F(y)[i)p + (i| F(7v)]i)p? (6.49)

onde as fun¢des de p(x, t) estdo completamente determinadas para um dado N
conforme exposto na se¢do anterior. Assim, utilizando o vértice dado em (6.23) e

o sistema de pesos fundamentais dado em (6.45), temos os seguintes elementos de

matriz:

(1) _ _ 2(y+w) @) _ o2 (v —40%) (7 + )
(1) _ _ Y~ 20 (2) _ g2 ~(ry—2w)? ,

V= aEm = TN o = P = T (650

Note que esses elementos de matriz (6.50) sdo os mesmos para todos os fluxos
temporais da hierarquia. No caso das solugdes para fluxos positivos, vy pode
assumir qualquer valor constante. Ja para os fluxos negativos, os elementos de
matriz serdo fixado escolhendo vy = 0 ou vy # 0 a depender do fluxo temporal

considerados. Ao fim, nossa solugdo serd tal que

v(x,ty) = dxp(x, t;) = vo+ dxIn <
T\ ot ) + P p2 (1)

Um forma de checar a consisténcia dessa solucdo é repetir o mesmo procedimento
de Hirota realizado para o caso Ay: dado o formato funcional (6.48), propomos
uma expansdo para T;; e calculamos os coeficientes tal que ele satisfaca a equacdo
de movimento. Note porém, que no caso de interesse, precisamos de uma solugao
que abarque tanto os casos em que vy = 0 quanto aqueles em que vy # 0, assim,
invés de usar o modelo mais simples disponivel que seria o de Toda, tomamos o
segundo fluxo mais simples - t5:

90, = —Usy — 503Uy + 50%03, — SU%x + 2000509y — 500y + 5?}2 (6.52)

substituimos entdo nessa equagdo o ansatz (6.48) acompanhado das seguintes

propostas

Too(x, t) = 1+ Brap1(x, t) + 818201 (x, t)?, (6.53)
T11(x, t) = 1+ Bowp1(x, t) + 820?01 (x, t)?, (6.54)
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com
p1(t,x) = e/t ¥, (6.55)

Substituindo na equagdo de movimento para ts5, coletamos o sistema em poténcias

de p. A equacdo de menor grau para p nos da a relacdo de dispersdo

~5£05 + 5105 + f{ +9g1 = 0. (6.56)
se tomamos f; = —, (6.56) coincide com a relacdo de disperséo ja previamente
conhecida, i.e. g1 = —%(57}0273 — 5vp*y — 7). Utilizando agora essa relagdo de

dispersdo no coeficiente de grau p?, temos

67(2 —01) (v —vo) = (B2 — B1) </51 (272 — 5y + 20(2)) + B2 (472 — Yvg — 205)) ,

tal que, resolvemos a expressdo para J; e substituimos na préxima poténcia p3,
obtendo

~36027% (7 = 0) = (B1 — B2) (7 — 200) (B2 (972 + 0 (v = 200) ) + B1 (37 — o) (7 — 200) ),

de modo que, obtemos o coeficiente ;. Substituimos ambas informagdes na
equacdo para p*, obtemos

207° (B1— B2)* (7 — 200) > (1772 - 50(2)) (B1 (7 —2v0) +2B2 (v +10)) =0,
e dai, temos os seguintes coeficientes ndo triviais como conjunto solucéo, (81 # B2)

Br(v—2v0)  _PI(r—4%) o BE(r—200)7

- T A . N/ 5_ 7 - ., /. . __ N9
& Va6 —R) 2T d6(rtw)?

2 (7 + ) (6.57)

As demais poténcias de p se anulam quando a escolha (6.57) é feita. Veja que
essa solugdo coincide com a encontrada previamente (6.51) desde que a escolha
de constantes livres seja adequada. Assim, tomando f1 = —7, & = 5 e f1 =
—2 (v +vp) temos

1
a=5(-5dr+5r+1°),  Bi=q)  p=c, (658
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sy=c?,  &=c?, (6.59)

como gostariamos de verificar. Assim, determinamos a solu¢do mais simples para
o sistema twisted Agz). Como esperado, foi verificado que essa solugdo depende
até termos em p?(x,t), recuperando resultados como expostos em [11, 25, 26]
para modelo de Toda e generalizando para toda hierarquia advinda dos modelos

)

provenientes da dlgebra A,”’. Como veremos a seguir, esse formato de solucao é

(2)

extensivel para os demais modelos advindo das algebras A, ~.

6.2 Af) e generalizacao para modelos de Toda Ag)

De modo a estender o tratamento apresentado para as solucdes da hierarquia
Tz-Bd - A;z) para outras hierarquias twisted, apresentamos aqui mais um exemplo:
as solugOes para hierarquia advinda da 4lgebra AL(IZ). Note que introduzir um
niimero maior de subespagos graduados como no caso anterior aumentou o grau
de complexidade do operador de vértice e das solu¢des, mesmo a considerando
somente modelos a um campo.

Obviamente, introduzir um vacuo niao-nulo vy é uma camada adicional de
complexidade, pois introduzimos um parametro de deformagdo. Assim, em
modelos com um nimero maior de campos, trabalhar com modelos com vacuo
ndo nulo significa introduzir n parametros de deformacgéo v;o. Por esse motivo,
optamos nesse trabalho por trabalhar somente com modelos a vacuo nulo quando
tratamos de modelos a mais de um campo, como é o caso do Aiz). Utilizaremos

um método similar ao utilizado com o caso anterior:
® Determinacdo dos auto-valores via operador de vértice;

* Determinagdo dos coeficientes das funcdes 7; ; utilizando o método de Hirota,

adotando o modelo de Toda com expansdo até p? para o calculo.

Os detalhes, devido a extensdo do modelo, estdo descritos no apéndice B.
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6.2.1 Solugdes 1-soliton Af)

Os fluxos temporais que apresentam solugdes de vacuo nulo para o modelo
Af) sdo tais que

N=10m+1, N=10m+3, N=10m+7, ou N=10m+9, (6.60)

com m € Z. E facil (via segdo 4.2), que o operador de Lax espacial projetado no
vécuo (v, w) = (0,0) é simplesmente

v 1 0 0 0 0, p(3)
AYC = E® = Eﬂ(él) + Egéz) + E§é3) + Etgﬁ4) + E—Z(uc1+ucz+oc3+tx4) (6.61)
e as projegdes temporais sdo dadas por
yac = g(N) (6.62)

conforme descrito em (4.62). Assim, utilizando a equagao de auto-valor
[EN), F(7)] = w.F(y) (6.63)
achamos o vértice conforme descrito no apéndice B.2. Esse vértice é tal que

[E'" L F(y)] = mii """ L F(y) = (= 1) (i) 'O (),

. | (6.64)
[E™" L P(y)] = it " T F(y) = (=1)" e (i) "™ M1 E ()
e
[EY"=3 F(y)] = i >y 3 F(y) = (1) (i) 3F (), 65
E10m+3 E _ -3 10m+31: — (=1)™ : 10m+3F ( ) )
[ JF(y)] = med”y (7) = (=1)"mx (i) (7).
tal que
Nk = 2sin (2%”‘) . com k=41, 42, +3, +4. (6.66)

Em resumo, as fungdes p(x, t) serdo tais que

p(tn,x) = e Wx¥ WNIN (6.67)
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com
wy = 7 (i),
Wiom1 = i (=1)" (i),
wWiom—1 = 1 (=1)" (i), (6.68)
Wiomts = gk (=1)" ()10,
Wiom-3 = Mk (=1)" (7)1
Desde modo, de posse do elemento de grau zero
By = 10”15 92" 157 (6.69)
de modo que
(0) 4 1,(0) (0) 4 1,(0)
Ti(v) = (Adlem P08 Tl vy, (6.70)
utilizamos os pesos fundamentais conforme apéndice B.2 e obtemos
P1(x,ty) = In (@) —  ov(x,tN) = dyln <@> (6.71)
1 11
e
$2(x,tN) = In (@> = v(x, tNy) = dyln (@) : (6.72)
T2 2
Realizamos entdo a expansao
To0(x, t) = 1+ Bowp1(x,t) + Soap1(x, )2, (6.73)
711(x, ) = 1+ Brap1(x, t) + 614201 (x, )%, (6.74)
T (x,t) = 1+ Brap1(x, t) + 50201 (x, t)? (6.75)
e substituindo no par de equagdes de Toda
Ouigy = 20172 — g2, (6.76)
Oy = e~ NP2 _ o720 (6.77)
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obtemos

Bo = 2sec (%ﬂk) , P1=2cos (?) sec (%ﬂk) , PB2=2,

Bo = —2(B1+PB2), =201 =0. (6.78)

comk = +1, +2, 43, +4 e p(ty, x) = "~ @NIN com os auto-valores definidos
em (6.68).

Como pode-se ver, conforme aumentamos o rank da algebra, introduzimos
mais possibilidades no coeficiente 7, que acompanham os auto-valores. Abaixo,
propomos uma ansatz geral que leva essas possibilidades em conta e pode ser til
para aplicar o método de Hirota de forma mais rdpida a dlgebras maiores.

6.2.2 Ansatz geral para soluc¢des do tipo Aéf) para modelos do

tipo Toda

Somente como informagao adicional, realizamos o mesmo procedimento des-
crito acima para equagdes do tipo Toda advindas de dlgebras maiores. Devido a

complexidade do operador de vértice, utilizamos o método de Hirota para deter-

(2)
6

de Toda é dado pelo seguinte conjunto de equagdes de movimento

minar inclusive o auto-valor do modelo. Por exemplo, no caso A, cujo o modelo

axt<P1 — 212 _ e*2¢1’
Oyt = e~ P112P2=¢s _ o=201 (6.79)
Oxths = e~ P2t _ =201,
obtemos a seguinte solucao
4)1(x, t) =In <@> ,
1
$2(x,t) = In <@> , (6.80)
2
¢p3(x,t) =1In (@> ,
33
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com
Too = 1+ Boap(x, t) + azpz(x, t),
711 =1+ Brap(x,t + a%p? x,t),
1 Brap(x,t) 202( ) (6.81)
T = 14 Boap(x,t) +a“p~(x,t),
T33 = 1+ Bsap(x,t) + azpz(x, t),
tal que
Bo = 2sec <2—7;k) ,  B1=2cos (4—7;k) sec (2—7;]{) , (6.82)

Br = (~Vfcos (5 Jsec (3F), g2, pu=—2(pr+pat po)

em conjunto com

p(t_1,x) = (T 5), 1 = 2sin <27;1k) (6.83)

comk=+1, +2, ---, £6.
(2)

A partir disso, propomos entdo o seguinte ansatz para modelos twisted A,

o1 (x,t) = In <@) ,

1
Po(x,t) =In <@) ,
™2 (6.84)
100
Hx,t)=In| — |,
pilx,t) = n (20
com
00 = 1+ Boap(x, t) + a*p(x, t),
71 = 1+ Brap(x, t) + a0?(x,t),
T =1+ Baap(x, t) + a2p2(x, t), (6.85)

Ty = 1+ Brap(x,t) + azpz(x, t),
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tal que

27tk 4l 27tk
Bo = 2sec (27+1>, B1 = 2cos (m)sec (Zr—i—l)'
vk ik 27tk
B = (—1)*cos (—Zr—i—l) sec (21’4—1) , (6.86)

Br = 2, Bo=-2(B1+P2+Bs+..+B),

com!/ = =+1,+£2,---,42r. No caso dos modelos de Toda, temos

p(t_q,x) = M (TX— %)’ N = 2sin (221’7-—Ciik1> . (6.87)

Podemos descobrir o formato dos demais betas utilizando a relacdo By =
—2(B1+ B2+ B3+ .. + Br). Por exemplo, para o modelo de Toda para A2, teriamos:

27tk 47tk 27tk
Bo = 2sec (T) , B1=2cos (T) sec (T) ,

By = PU%BC§>M(¥?), (6.89)

Bs = 2, Po=—2(B1+ B2+ B3+ Ps)

comk=+1,4+2,--- ,£8e

p(t_q,x) = 7%~ 7 Nk = 2sin (z%lk) : (6.89)

Dai, teriamos a relagédo

%Z—%—l—&—m (6.90)

(2)

e assim descobririamos a forma funcional deste 83, que podera ser usada no Al(zj
(com as devidas modifica¢des no argumento das fungdes trigonométricas) e assim
por diante. Note também que pela estrutura de hierarquia, uma vez descobertos
os coeficientes B; irdo servir para todos os fluxos temporais, ndo somente para
t_1. Assim, basta determinar o auto-valor de cada tempo posteriormente, com as

fungdes Tj; ja fixas.
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Conclusao

Nesse trabalho, generalizamos para as algebras Ag) técnicas bem consolidadas

para modelos do tipo mKdV para algebras A,. Além de reproduzir resultados ja
bem conhecidos com condi¢do de contorno nula para modelos do tipo Toda, obti-
vemos equagdes ndo locais que necessariamente necessitam de uma condicdo de
contorno ndo-nula, levando assim a introdugdo de um parametro de deformacgao
na forma de vacuo na nossa formulacgao.

Utilizar o processo de folding para a construcdo das &lgebras Ag) elucida
algumas questdes, como por exemplo, a existéncia de solugdes que dependem de
p?. Da redugéo v; — v; fica claro por exemplo, que ndo é possivel uma solugdo
que trunque em primeira ordem. Outra estrutura importante que introduzimos
é o conceito de vacuo como forma de classificar as sub-hierarquias negativas.
Ao passo que a sub-hierarquia positiva sempre aceita ambos os vacuos, a sub-
hierarquia negativa se quebra em outras sub-hierarquias a depender da solucao de
véacuo aceita. No caso das algebras A, cada fluxo negativo aceita pelo menos um
véacuo, seja nulo ou ndo-nulo. Porém, quando realizamos o folding, observa-se que
certos fluxos para Ag) nao aceitam nem um véacuo nulo nem um ndo-nulo. Isso é
um problema em aberto que carece de um olhar mais atento, ja que precisamos de
um vacuo bem definido para construir as solugdes soliton.

Outra observagdo interessante que surge ao introduzirmos o vacuo ndo-nulo é
que os operadores de Lax projetados no vdcuo ndo necessariamente ficarao num

espago graduado bem definido. Tomemos como exemplo os operadores ()4, 1 €

Lom+s
1
Qem+1) = EM + EM + E(_";T_Ziz T og(h™ 4 1),
1 1 .
Toms) = BV + BN+ ESNE oo(ET2 - ET2)

2
%

D )

1 2

é claro que esses operadores sé teriam grau 6m + 1 e 6m + 5 respectivamente se

87
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introduzirmos um operador de gradagdo que enxergasse a poténcia de vy, i.e:

61\2 = TJOi (7.1)

A PO 5 d
Q=6d+dy+ (p1+u2)-H com dj=A— 7
0

dA’
o que induz que poderiamos introduzir uma estrutura de 2 — loops, conforme
explorado em [27, 28]. Como uma perspectiva futura, pode-se tentar implementar
essa estrutura desde o inicio e verificar quais seriam as modificagdes geradas por
ela.

Além dos aspectos aqui abordados, destacamos que a experiéncia durante o
estudo desse tépico levou a desdobramento em outras dire¢des. Devido ao inte-
resse e expertise desenvolvido em equagdes negativas ndo-locais estendemos essa
andlise para modelos KdV —A,, onde obtemos as equagdes para a sub-hierarquia
negativa desse modelo bem como sua relagdo com as sub-hierarquias negativas de
mKdV via transformagdo de Miura. Resultados preliminares foram submetidos em
[29] e um trabalho mais aprofundado encontra-se em desenvolvimento. Ademais,
um estudo acerca da estrutura de vacuo para solugdes quasi-periddicas elipticas

em sistemas integrdveis também encontra-se em desenvolvimento.



Apéndice A

Representacdo matricial das algebras
Ay =sl(r+1)

Abaixo exibimos a representacdo matricial utilizado no decorrer no trabalho.

As demais raizes sdo obtidas via relagdo de comutagdo de cada élgebra.

Al A1 = SZ(Z)

Seja, a 4lgebra de Lie G = Ay = sl(2), escolhemos uma representacdo matricial

h:<1 o)} E“:<o 1) E_“:<o 0)/ A1)
0 -1 00 10

A2 Az = 51(3)

tal que

Seja a dlgebra de Lie G = A, = s1(3), escolhemos uma representagédo matricial

tal que
010 000
Elxlz 0 O 0 7 EDQ: O 0 ]- ’ (Az)
000 000
00 000
Eo=|100], E4&m=|000], (A3)
000 010

89



Apéndice A. Representacio matricial das dlgebras A, = sl(r + 1) 90
1 0 0 00 O

hi=10-101], ho=|[01 0 A4

0 0 0 00 —1 (Ad)

A3 A, =sl(r+1)

Seja a dlgebra de Lie G = A, =

matricial tal que

* Raizes simples positivas:

* Raizes simples negativas:

S O O =

o © O O

S O o O

0
0
0
0

o O O O

o © O O

(r+1)x(r+1)

o O O© O

sl(r + 1), escolnemos uma representa¢do

o O O© O

(r+1)x(r+1)

S O o O

- o O O

N
o O O O
o o = O

S = O O

(r1)x(r+1)

o = O O

o O O O

(r+1)x(r+1)

o © O O

o O O O

(r+1)x(r+1)

o © o O

(A.5)

(A.6)

(r+1)x(r+1)
(A7)

(A.8)
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e Cartans:
1 0 O 0 00 O
0 -1 0 0 01 O
hiy=10 0 O 0 h=10 0 —1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 (r+1)x(r+1) 000
00 0 0
00 0 0
hy = 1| .
: 0 1 0
00 0 —1

o O O© O O

(r+1)x(r+1)
(A.9)

(A.10)
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Hierarquias Tz/BD A%)

B.1 Lax Temporais para hierarquias Tz/BD A,

[ ] N:7

(2)

ATZ/BD — p(0) 4+ pM) 4 p@ 4 p® 4 p& 4+ PG 4 pl) 4 D7) (B.1)
7

+ o+

EY) 4+ EY 4+ E?)

—(a14az)’
v(hgl) + hgl));
—%(vz + vx)(E(_l,,)61 + E(_l,,)Q) — %(v2 — ZUX)EED%BHQ);
—% <v3 — Dx0 — vzx) (Efé) - Efé));
5 (0" + 2002 — 2020 — 02 — 03) (b — 1});
% <4lev3 + 209, 0% + 403 0 — 2003, — 401,09 — v4x> (E(,%,X)1 - E(,%,X)Z);
8%[406 — 240, 0* — 180,,0° + 607 (vaz + 303x) + 30 (240,02 + U4y )

40,3 — 240,03, — 3 (302,2 n va)]EU)

1

§[4vxv4 — 202xv3 —4 (20x2 + v3x> v* + (V4 — 160,025 ) ©
1

40,3 + 409> + 60,03 + USX]E(—Z()al—i—az);

1

g [407 — 420y, 0% — 84v%xv3 +21(20, 00y + v4x)vz

7(403 + 1203,0, + 9v%x)vl + 4202x(2v%x — U3y)

2101, 04y — 3U6x] (h(l) + h(Z))'
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[ ] N g —5
Af?/PP = pt 4 p2) 4 p(=3) 4 pY) 4 D) (B.2)
com
DY = 3e? a ! (e a7z (B + EY)
—2d~1p 5 1y 5 (=3) |
e 24 o1 (ed o4 1I> E\ 2
_ _1 _1
D(—z) = —3€_d 1Ud—1z' <E15¢1 2) _ Egcz 2)) ;
D(—3) — _e—d_lvz- <h§%) _ h£%)> ;
D(—4) — i o1 (ede_lv . ed_lv) (E(—LX%) B E(—(é)) ’,
- _ _ L (—1
DO =t (BG4 BY) e e
onde
T — ed_lvdfl (ed_lvdfl <672d_1v . ed_lv>> '
[ N —= —6

AP?/®0 = p(-=1) 4 p(-2) 4 (=3 4 D(+4) 4 p(-3) 4 D(-6) (B.3)

D(—Z) — _3e—d 1vd—1 <ed 101') (qué) o Ezi;%) ;

p(=3) A7 (I’lgé) hg 2)> ;

D =1 <E(_af) E(;f)) ;

D=5 — p~d o1 (ed—lv> (Elgl—l) i Elgz—l)> _pp2d o g1 <672d_1v> ES%ZQZ,

D6 = b~ 4 gD,
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onde

com
D(fl) — 36d710d71 (efdflvdflefdflvdfl |:ed71‘0 (dfl (I)
e 2 g1 <ezd*1vd—1e—d*1z;d—1 [edflv (d—l (T

D(-2) — _3p—d log-1 [edflv (d—l (I))] (Elgl—i) _ E(g;%)) ;

N—
~
| I
N~

up!

= —~
kA

+

QR
N

<

DY =7 (E(_,X%) - E(_,,é)) ;

P (¢ () (1)
_ pp2d o g1 <672d‘1vd71 (efzd‘lv _ ed—1v>> E(ﬁ—é)ﬁ@/

D6 — 4-1 (e—zdflv B ed%) (hgq) +h§*1)>;

D(*7) — ed_lv (E(_i) + E(_1)> _i_e,Zd—lvE(_%) )

—n —u K1+’
onde
I =¢l"2q"" (e*d_lv (as — b5)>
tal que
as = e—d_lvd—l (ed_lvdfl (672(1‘10 . ed_lv))
e

bs = _np2d o g1 <e—2d*10d—1 (8—251*10 _ ed*%))
associado a seguinte equacdo de movimento
0,0 = 3¢t 'og-1 <e_dflvd_1e_d71”d_1 [e”lilvd_1 (I)])
+ 66—2d*10d—1 <62d*10d—1e—d*10d—1 [edflvd—l (I)]) )

~—
—_
~
—
T
|/-\
I =22
=
!
—
o
=
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B.2 Vértice e fungoes T7;; para hierarquia AL(LZ)

Seja o seguinte ansatz para o vértice no caso da hierarquia Tz/BD para algebra

F(z) = Z{[”l(hgj) + hz(;j)) + ﬂz(hg) + hgj)) +agxdjolz 1Y
j
+ [114(E§(]1) + Elg]zl)) + 115(E,§]2) + Etgc]_%)) + a6E(,]?;cllfvzz+a3+a4)]Z_1oj_1

(7) (7) (j+1/2) (j+1/2) ~10j-2
107 (B iy ar) ~ Bagrag) T 08B (0 ) ~ B (aaagbag 12

(
+ [ag(EEj) () )) + alo(E(jH/z) = gli+1/2) )) n allE(jH/z) 17103

wyFar+a3) (ap+az+ay — (a1 4an —(a3+ay —(ap+a3)

E(_jz—ll/Z) . E(_ja+41/2)) +a13(E(j+1/2) . E(j+1/2))]z_10]‘_4

—Q&2 —Q3

hgj-&-l/Z) . hij+1/2)) + a15(h§j+1/2) o h§j+1/2))]2_10j_5

1/2 i+1/2 i+1/2 i+1/2 _10i—
E(H/)—Eif/))—l—aw(Egj/)—E,g]j/)) 10j—6

|z

(a1+ax+az) +EZ ap a3y a1+az) (az+ag) (ap+a3)

(/) (j+1) gli+1/2) (j+1/2) —~10j—8
E(“1+0¢2) N E(“3+0¢4)) +an(E (a+ar+az) E(“2+0¢3+t¥4))]z :

EVLD + EULD) + o (BYL) + EVLD) a1 LT,
(B.5)

(
(
(
(EV) 0
(
(

Obtemos os seguintes coeficientes para o vértice

a1 = 217,‘(104, a, = 10a, a3 = —2007,%,&115 = 217,‘3’0&
a a a a 2 1751X
4 =23 = a10 = M9 = — =&,

V5

a5 = ayy = ag = ayg = ayg = 2iV/5na, (B.6)
2. 3

A = a5 = a11 = aAxp = —2°1njw,
. 4

ag = ax = a3 = a7 = —2ina,

ay — dy1 — —d1p = —ad16 = 2\/517%0(.
tal que (com « uma constante livre)

.
c—2sin [ Z5K)  com k=41, 42, 43, 44 (B.7)
1 5

))+a (Eéj+1/2)+E(j+1/2))+a2 E(j+1/2)]z_10]'_7
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Introduzimos entdo os seguinte sistema de pesos fundamentais |Ag), |A1) e |A7)
tal que:

hi +hg|lAo) = 0[Ao),  ha+h3lAo) = 0[Ao),  x|Ao) = 2[Ag),
h1+h4|)\1> = 1|/\1>, hz+l’l3|)\1> :O‘/\1>, K’)\1> :2|)L1>, (B.8)
hi + h4|)\2> = 0|/\2>, hy + h3|)\2> = 1|/\2>, K|)L2> = 2|)L2>,

Desse modo, com By = e~ (m+h)d1—+hs)é2 temos:

Tog = </\0|BQ€_KU|)L0> €_2V

T = <A1|BQ€_KV|)\1> = 6_21/_4’1, (B.9)

Ty = <)\1|BQ€_KV|A1> = 6_2]/_4)2,

7

e assim podemos escrever

p1(x,t) =In (E) ,

T1

bo(x,t) = In (@> .

2

(B.10)

(2)

De modo geral, para hierarquia A,,’ introduzindo o seguinte sistema de pesos
fundamentais {Ag), - -, |Ar)}

hi 4 hor|Ag) = 0[Ag),  ha + hy—1|Ag) = 0|Ag), hy + he11|Ag) = 0[Ao),
hi + hy| A1) =1|Ag),  ho+hyr—1|A1) = 0]Ag), hy + hyq|A1) = 0]Ag),
hi+ho|A2) =0[A2),  ha+hy1|Aa) =1|A2), - hr+hyy1|d2) = 0[A),
hl + h2r|)\r> - 0|)\r>; hZ + th—1|)\r> - 0|)\r>/ hr + hr+1|/\r> - 1|Ar>/
(B.11)
e
K|/\]> = 2|)\]> (B.12)

para j qualquer, obtemos

Too = <)&0|Bo€_KV|)\0> = e_z",

N (B.13)
7 = (Al Boe ' |A)) = e,
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(0) (0) (0) (0)
m j h oty
co ]:1,"',Vpara[>’0:e"”1<1 +h27>+ +¢ (hr +hr+1>.
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