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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos as unidades do anel de inteiros de um corpo abeliano K,
onde damos énfase aos corpos quadraticos e ciclétomicos pela facilidade de descrever o anel
de inteiros, bem como o grupo das unidades desses corpos. Demonstramos o Teorema das
Unidades de Dirichlet que da informagoes a respeito da estrutura do grupo das unidades
de um corpo de nimeros K. Apoiados no teorema de Kronecker-Weber que diz que
todo corpo abeliano K esta contido num corpo ciclotomico Q(&,) definimos o conceito de
unidades ciclotomicas de corpo K, onde mostramos também que o conjunto das unidades

ciclotomicas forma um grupo que tem indice finito no grupo das unidades.

Palavras-chave: anel de inteiros, unidades, corpos abelianos, unidades ciclotomi-

cas.



ABSTRACT

In the present work, we present the units of the ring of integers of an Abelian field K,
where we emphasize quadratic and cyclotomic fields for the facility in describing the ring of
integers, so as the group of units of these fields. We demonstrate the Dirichilet’s Theorem
of Units which give information about the group of units of a number field K. Based
on Kroenecker-Weber’s theorem, which says that every abelian field K is contained in a
cyclotomic field Q(&,), we define the concept of cyclotomic units of the field K, where we
also show that the set of cyclotomic units form a group whose index in the group of units

s finite.

Keywords: ring of integers, units, abelian field, cyclotomic unit.
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Introducao

Introducao

Neste trabalho, abordamos as unidades do anel de inteiros de um corpo abeliano K. Um
elemento do anel (ou corpo) A é dito ser um inteiro sobre um de seus subanéis B se este
for raiz de um polindémio moénico com coeficientes em B. Veremos que o conjunto O4 de
todos os inteiros de A tem estrutura de um anel, e estudaremos os elementos invertiveis
de O4 que serao chamados de unidades de K. Veremos que o conjunto de tais unidades
tem estrutura de grupo e estudaremos a estrutura de tal grupo, denominado grupo das
unidades de K. Quando nos referimos as unidades de K fica implicito que estamos nos
referindo as unidades do anel de inteiros de K, uma vez que em um corpo qualquer, todo
elemento nao nulo é invertivel.

No Capitulo 1, introduzimos conceitos basicos de teoria dos niimeros que serao tteis
no decorrer deste texto, onde trabalhamos conceitos de raizes da unidade, elementos
inteiros, anel de inteiros, extensao de corpos, norma e traco de uma extensao, norma de
ideais e classes de niimeros.

No Capitulo 2, mostramos alguns resultados necessarios para finalmente demonstrar
o Teorema das Unidades de Dirichlet, que afirma que num corpo de nimeros K de grau
n o anel de inteiros Ok é o produto de um grupo ciclico finito, a saber o grupo das
raizes da unidade contidas em K, por um Z-moédulo livre de posto r = r; + ro — 1, onde
r1, 79 a0 0s nimeros de imersoes reais e os pares de imersoes puramente complexas de K,
respectivamente.

No Capitulo 3, veremos as unidades de um corpo ciclotémico Q(¢,,), onde n é uma
poténcia de primo. Apresentamos ainda, o conceito de unidade ciclotémicas e mostramos
algumas de suas propriedades, e na ultima se¢ao introduzimos a definicao de unidades
circulares.

Neste trabalho, salvo mencao contraria, os anéis considerados sao comutativos e com

unidades.
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Capitulo 1

Resultados preliminares de teoria dos

numeros

Neste capitulo, abordaremos alguns dos conceitos basicos de teoria algébrica dos ntme-
ros que serao uteis no decorrer deste trabalho. Na Se¢do (1.1), apresentamos algumas
definicoes e resultados bésicos de teoria dos ntimeros tais como divisibilidade, elemen-
tos associados, raizes da unidade e unidades. Na Secao (1.2), introduzimos o conceito
de elementos inteiros sobre um anel e mostramos algumas propriedades importantes dos
anéis de inteiros. Na Secao (1.3), trabalhamos com extensoes de corpos, onde definimos
o conceito de grau de um extensao e terminamos a secao com o importante Teorema do
Elemento Primitivo. Na Secao (1.4), apresentamos o conceito de norma e trago de um
elemento e exibimos algumas de suas propriedades elementares. Na Secao (1.5), definimos
a norma de um ideal e demonstramos alguns resultados importantes. Também, definimos
anéis de Dedekind e Noetheriano, e o discriminante de um corpo de nimeros K. Na Secao
(1.6), tratamos de forma particular o anel de inteiros no caso de corpos quadraticos e de
corpos ciclotomicos (no caso em que £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade e p é um

niumero primo).
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1.1 Resultados basicos

Nesta secao, apresentamos conceitos basicos de teoria dos nimeros que serao a base teoérica
necessaria para o decorrer dos demais capitulos. As principais referéncias desta secao sao
[1] e [2].

Definicao 1.1.1. Sejam A e B anéis. Uma aplicagao ¢ : A — B é um homomorfismo,

se para todo x,y € A valem:
1.z +y) = ¢(x) + ¢(y).

2. p(zy) = p(x)p(y).

Um homomorfismo tal que p(x) # ¢(y) para x # y € dito injetor ou um monomorfismo.
Um homomorfismo tal que para todo y € B eziste x € A tal que p(x) = y € dito sobrejetor
ou um epimorfismo. Um homomorfismo que é simultaneamente injetor e sobrejetor € dito

ser um isomorfismo.

Definicao 1.1.2. Dois anéis A e B sao ditos isomorfos quando existe um isomorfismo

p: A— B, e denotamos por A= B.

Definicao 1.1.3. Sejam A um dominio, K seu corpo de fracoes e x,y elementos de K.
Dizemos que x divide y com relacdo a A, se existe a € A tal que y = ax, e denotamos

por a | b.

Definicao 1.1.4. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes. Dizemos que a,b € K

sao associados, quando a | b e b | a, e denotamos por a ~ b.

Definicao 1.1.5. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes. Os elementos do
conjunto U = {a € K;a ~ 1}, sdo os invertiveis de A e sao chamados as unidades do

anel A.

O conjunto U da Defini¢do 1.1.5 tem uma estrutura de grupo multiplicativo (ver

[1])-
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Definicao 1.1.6. Sejam K um corpo e n € Z. Um elemento £ € K é chamado uma raiz
n-ésima da unidade, se & for raiz do polinémio x™ — 1, ou seja, se " = 1. Quando £" =
e ™ #£ 1 para todo m tal que 1 < m < n—1, dizemos que & é uma raiz n-ésima primitiva

da unidade.

Escrevemos £ = &, para explicitar que £ é um raiz n-ésima da unidade. Além disso,

através das formulas de Moivre é possivel escrever &, na forma

i 2 2
& = 627 = coS (—W> + 1sen (—W) .
n n

Proposigao 1.1.1. Sejam &, € C uma raiz n-ésima primitiva da unidade e k € 7. Assim,

&8 6 uma raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se, mdc(k,n) = 1.

Demonstracao: Seja £, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Suponhamos que

mde(k,n) # 1, ou seja mde(k,n) = d, com d # 1 e d # n. Assim, n = dr para algum

x € N, e deste modo,

8>

(€' = ()" = (&) =1,

0 que ¢ um absurdo, uma vez que 1 < d < n e £, é uma raiz n-ésima primitiva da
unidade. Portanto, mde(k,n) = 1. Reciprocamente, se mdc(k,n) =1 e se m € N é tal
que (£8)™ =1, entdao ¥ = 1. Assim, n | km o que implica que n | m uma vez que k e n

sao primos entre si. Portanto, £ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. 0

Assim, pela Proposicao 1.1.1, as raizes n-ésimas primitivas da unidade sao os ele-
mentos £¥ com mdc(k,n) = 1, para k =1,2,--- ,n — 1. Deste modo, o ntimero de raizes

n-ésimas primitivas da unidade é dado por
on)=#{1 <m<n—-1:mde(m,n) =1,m,n € N}

Proposicao 1.1.2. Sejam &, uma raiz m-ésima primitiva da unidade e &, uma raiz n-
ésima primitiva da unidade, com mdc(m,n) = 1. Assim, ¥€, onde 0 < k < m — 1,

0 <1 <n—1 ¢éuma raiz mn-ésima primitiva da unidade se, e somente se, & ¢ uma raiz

m-ésima primitiva da unidade e & é raiz n-ésima primitiva da unidade.

14



Demonstragio: Suponhamos que &F ¢! seja uma raiz mn-ésima primitiva da unidade.

Se £F nao é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entao mdc(m, k) = d > 1. Assim,

= ()™ =1 =1,

mn
d

(&hel)

0 que ¢ um absurdo, uma vez que 3+ < mn e €F ¢l 6 uma raiz mn-ésima primitiva da
unidade. Reciprocamente, se £¥ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e &, é uma raiz

m-ésima primitiva da unidade, entdo mdc(k, m) = mde(l,n) = 1. Assim,
(&) =1 egr=" adgrg™ =1 ()" =1 & m|na

Como mdc(m,n) = 1, segue que m | a. Analogamente, mostra-se que n | a. Portanto,

mn | a e assim
k !
(nen)™ = (@D €™ = 1.
Deste modo, mn é a menor poténcia para a qual se tem (£5¢4)™" = 1, e portanto, ¥ ¢,

¢ uma raiz mn-ésima primitiva da unidade. O

1.2 Elementos inteiros

O objetivo desta secao é introduzir o conceito de elementos inteiros sobre um anel, e exibir
alguns resultados importantes, muitos dos quais teremos o cuidado de demonstra-los, as

principais referéncias desta segao sao [1], [2] e [3].

Definicao 1.2.1. Sejam A C R anéis. Um elemento a € R é dito ser inteiro so-
bre A se a € raiz de um polinémio monico com coeficientes em A, ou seja, se existem
ap,ai, - ,an_1 € A, ndo todos nulos, tal que a" + a,_ 10"t + -+ a0 + ag = 0, com
a; € A e0<i<n. Quando todo elemento b € R é um inteiro sobre A dizemos que R é

inteiro sobre A.

Sejam A = Z e Q C K uma extensao de corpos. Se a € K for inteiro sobre A

dizemos que « é um inteiro algébrico.
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Proposicao 1.2.1. Sejam R um anel, A um subanel de R e o um elemento de R. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. « € inteiro sobre A.
2. 0 anel Ala] = {Z a;asa; € A} ¢ um A-mddulo finitamente gerado.

3. Existe um subanel B de R que contém A e a que é um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragio: Paral) = 2), seja M um A-submodulo de R gerado por {1,«, -+ ,a" '}

Como « é inteiro sobre A, segue que
Q"+ ap, 0"t ay =0,

com a; nao todo nulos. Assim,

o = —ap " — - —ag,

e portanto, o" € M. Mostramos agora, que M = Ala]. Para isso, devemos mostrar
que o/ € M, para todo j € N. Para j < n, tem-se claramente que o/ € M. Agora,

suponhamos que o/ € M e mostramos que o/ € M. Como o’ € M, segue que o/ =
n—1

> sia, onde s; € A. Assim,
i=0

n—1
A = dda = E s;al |«
=0
1
= ($p 10" 4+ 50
= 810"+ 5, 00" L+ spr

1

- -1
= Sp_1(@p10" T — - — @ — ag) + Sp—2a” T + -+ + Sp

n—1 n—2
= (Sp—2 = Ap_157-1)Q" " + (Sp—g — Ap—2Sn—1)a" "+ -+ + (89 — A155-1)Q — ApSp_1.
Como cada termo entre parénteses é um elemento de A, segue que /™' € M, para

todo j € N. Assim, Ala] € M. Como M C Alal, uma vez que M é gerado por

{1,a,-++ ,a" '}, segue que Ala] = M. Portanto, A[a] ¢ um A-moédulo finitamente gerado.
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Para 2) = 3), considerando B = Ala/], segue que B é finitamente gerado, A C Be a € B.

Finalmente, para 3) = 1), por hipotese, B = A[a] é um A-moédulo finitamente gerado.

Se {y1,Y2," -+ ,yn} € B & um conjunto de geradores de B, entao
B = Z a;Y;,
i=1
onde a; € A parai = 1,2,---,n. Assim, ay; € B, para todo 1 < ¢ < n, uma vez que

a € B. Assim,

n

Y = Z ijY;j

J=1

e portanto,
n
Yi — Z aijy; = 0.
j=1

Deste modo,
n

> (Gya = aiy)y; = 0,

j=1

0 se 1# 7.
Cramer, segue que dy; = 0, para todo ¢ = 1,2,--- ,n. Assim, dy = 0 para todo y € B.

1 se 1=
onde 0;; = { J Seja d = det(d;;a — a;;) = o™ + -+ + ap, pela Regra de

Em particular, d1 = d = 0. Deste modo, d = a" + --- + a9 = 0, e assim o elemento o é

inteiro sobre A. 0]
Proposicao 1.2.2. Seja R um anel, A um subanel de R e {ry,ry, -+ ,1,} um conjunto
finito de elementos de R. Ser; € inteiro sobre Alry,ro, -+ ,1i_1], para todoi =1,2,--- | n,
entao Alry,re, -+ ,ry] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: A prova é feita por inducao sobre n. Para n = 1 o resultado segue

da Proposi¢ao 1.2.1. Para n > 2 assumimos que B = Alry,rg, -+ ,7,-1] € um A-mddulo

finitamente gerado, e sejam {y1, 2, - ,y,} um conjunto gerador de B sobre A, isto &,

i=1
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Como 1, é inteiro sobre B, pela Proposi¢ao 1.2.1, segue que Bl[r,] é um B-mddulo finita-

mente gerado. Assim, existe {s1,s2,---,s,} C Blr,] tal que
q q p
Blr,] = Zst = Z ZA% s; = ZAyisj.
j=1 j=1 \i=1 irj
Portanto, Blr,| = A[ry,72,---,r,] € um A-modulo finitamente gerado por {y;s;}, onde
l<i<pel<j<gq O

Proposicao 1.2.3. Sejam A C B C R anéis. Assim, R € inteiro sobre A se, e somente

se, R € inteiro sobre B e B € inteiro sobre A.

Demonstragao: Se R é inteiro sobre A, entao para a € R, existem ag, aq, -+ ,a,_1 € A,

tal que

Q"+ ap_1a" 4 qp = 0.

Como A C B, segue que ag, aq, - ,a0,_1 € B, e assim « é um inteiro sobre B, e portanto
R & inteiro sobre B. Agora, seja § € B. Como B C R, segue que 8 € R e como por
hipotese R é inteiro sobre A, segue que [ é inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A.
Reciprocamente, se R é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A, para a € R, entao existem

by, b1, -+ ,b,_1 € B, nao todos nulos, tal que
Q"+ byt by = 0.

Assim, «v é inteiro sobre A[bg, by, - -+, b,_1] e como B é inteiro sobre A, segue da Proposi¢ao
1.2.2 que A[bg, by, - -+ ,b,—1,a] ¢ um A-modulo finitamente gerado. Assim, pela Proposicao

1.2.1, segue que « é um inteiro sobre A e assim R é inteiro sobre A. U]

Definicao 1.2.2. Sejam A C R anéis.

1. O conjunto de todos os elementos de R que sao inteiros sobre A € um subanel de R
chamado de anel de inteiros de R sobre A, ou ainda, o fecho inteiro de R sobre A,

e serd denotado por Og.
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2. Se A € um dominio de integridade e K € o seu corpo de fracoes, o fecho inteiro de

A em K € chamado de fecho inteiro de A, e denotado por Ok.

Definicao 1.2.3. Um dominio de integridade A € dito integralmente fechado se for o seu

proprio fecho inteiro.

Definicao 1.2.4. Sejam R um anel e K um corpo contido em R. Um elemento o € R é
chamado algébrico sobre K se existem elementos ag,aq,--- ,a, € K, nao todos nulos, tal
que

apa” + -+ aa+ayg=0 (1.1)

Se a nao € algébrico sobre K dizemos que « € transcendente.

Sendo K um corpo e assumindo que a, # 0 podemos multiplicar a Equagao (1.1)
por a; ' € K, e assim notamos que « ¢é inteiro sobre K. Logo, se « ¢ inteiro sobre K, entao

a é algébrico sobre K.

1.3 Extensao de corpos

Nesta secao, apresentamos alguns resultados de extensao de corpos que serao tteis no
decorrer desse trabalho. O principal resultado desta secao é o Teorema 1.3.2, conhecido

como Teorema do Elemento Primitivo. A principal referéncia desta secdo é [1].
Definicao 1.3.1. Sejam K C 1L corpos.

1. Dizemos que L € uma extensao de K, ou simplesmente, que K C I € uma extensao

de corpos.

2. O corpo L pode ser visto como um K-espago vetorial, e assim definimos o grau da

extensao como sendo a dimensao de I como um K espaco vetorial, ou seja,
L : K] = dimgL.

No caso em que [L : K] € finita, dizemos que a extensdo € finita.

19



3. Quando todo elemento de Il for algébrico sobre K dizemos que a extensao € algébrica.

Proposicao 1.3.1. Sejam K C L. € M extensoes de corpos. Se K C L el C M sao

extensoes algébricas, entao K C M € uma extensao algébrica e vale

M: K] =[M:LIJL :K].

Demonstragao: Pela Proposicao 1.2.3, segue que K C M é algébrica. Agora, se {x;}icr

¢ uma base de L sobre K e {y,};c; ¢ uma base de M sobre L, entdo {z;y;} jjcrxs ¢

um conjunto gerador de M sobre K. Finalmente, se ) a;;z;y; = 0, com a;; € K, entao
i,

> (Z aijxi) y; = 0 mas, como {y;} jes, ¢ uma base e portanto linearmente independente,

jEJ \i€l

devemos ter, (Z aijxi) = 0 para todo j € J mas, como {x;};c; € uma base, segue que
il

ai; = 0 para todo (4,5) € I x J. Portanto, {x;y;} jcrxs € uma base de M sobre K, e

assim, [M : K] = [M : L][L : K]. O

Definicao 1.3.2. Uma extensao de corpos K C L € dita ser uma extensao simples se
eristir a € L tal que K(a) = L.

Definicao 1.3.3. Sejam K C L corpos e a € L. O polinémio mdnico com coeficientes

em K de menor grau tal que o € raiz é chamado de polindomio minimal de .

Proposicao 1.3.2. Seja K C L uma extensao de corpos. Se a € L € algébrico sobre K,

entao o polindomio minimal de o € irredutivel e unico.

Demonstragao: Seja p(x) € K[z] o polinomio minimal de « de grau n. Se p(zx) for

redutivel em K|z], entdo existem polinomios f(z),g(z) € K|z] tal que p(z) = f(x)g(z)
com 1 < 9(f(x)), d(g(z)) <n—1,assim p(a) = f(a)g(a) =0= f(a) =0 ou g(a)=0.
Em qualquer um dos casos segue que « é raiz de um polinémio em K[z| com grau menor
que n, o que é uma contradigdo. Suponhamos, agora, que o polinémio minimal p(z) de
a nao seja unico. Deste modo, se p(z), ¢(x) € Klz] sao dois polindémios minimais de «,

distintos e de grau n entdo g(x) = p(x) — ¢(x) € K[z] e tem grau menor que n, uma vez
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que p(x) e g(x) sao monicos de grau n, e além disso « é raiz de g(z) o que contradiz a

hipotese. 0

Teorema 1.3.1. Se K ¢ um corpo de caracteristica zero, I € uma estensao de K de grau
n, e M € um corpo algébricamente fechado, entao existem n K-monomorfismos distintos
de I em M.

Demonstragdo: A afirmagao é verdadeira se L = K(«) é uma extensao simples de K,

uma vez que o polinémio minimal de « sobre K tem n raizes distintas a4, s, - - - , v, em ML
Logo, existem n K-monomorfismos o; : L. — M, tal que 0;(a) = o, parai =1,2,--- n.
No caso em que L nao é uma extensao simples de K, a demonstracao é feita por inducao
sobre n. Seja a € L e a extensao de corpos K C K(a) C L, onde ¢ = [K(«) : K]. Podemos
assumir que ¢ > 1 e assim existem ¢ K-monomorfismos distintos de K(a) em M. Como «
e 0;(a) tem 0 mesmo polindmio minimal, para todo i = 1,2,--- , ¢, segue que 08 COrpos
K(a) e K(o;(c)) sdo isomorfos. Seja L; uma extensdo de K(o;(a)) que é isomorfa a L,
com 0; sendo tal isomorfismo. Assim, K(o;(«)) é de caracteristica zero e
L: : K(o:(a))] = [L : K(o;(a))] = g <n.

Logo, pela hipotese de inducao, segue que existem 4 K(o;(a))-monomorfismo distintos
7;; de L; em M para 1 < j < %. Portanto, a composicao 7;; 0 0; : L — M é um
K-monomorfismo e como existem q% = n aplicagoes T;; o 0;, segue que existem n K-
monomorfismo de I em M. Além disso, sdo todos distintos, uma vez que se i # i, entao
7,50 0; e 7700, diferem em K(«). Além disso, quando ¢ = i’ mas j # j’, segue que 7;;06;

e 7;; o 0; diferem em L. O

Teorema 1.3.2 (Teorema do elemento primitivo). Se K é um corpo de caracteristica zero
e L € uma extensao de grau n sobre K, entao existem o € L tal que L = K («), onde o é

dito um elemento primitivo.

Demonstracao: Suponhamos que K é de caracteristica zero e portanto de cardinalidade

infinita. Pelo Teorema 1.3.1, existem n  K-monomorfismo distintos ¢; de I num corpo
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algebricamente fechado F contendo K. Para cada ¢ # j tem-se que o conjunto V;; =
{8 eL; 0:(B) =0j(B),i # j} ¢ um K-subespago vetorial de L, uma vez que se «, 5 € V},
entdo para ¢ # j segue que o;(af87!) = oy()oi(B)"! = gj(a)o;(8) 7t = o;(af7). Além
disso, V;; & L uma vez que existem elementos v € L tal que 0;(7y) # 0;(7). Como K é
infinito, segue da algebra linear que |JV;; & L. Agora, se a € L —JV};, entao os ojs sdo

i,j (2]
dois a dois distintos, e assim o polinémio minimal de o tém no minimo n raizes distintas

em F. Assim, [K(a) : K] > n e como K(a) CL e [L: K] =n, segue que L = K(a). O

Definicao 1.3.4. Dizemos que um corpo K € um corpo de numeros se for uma extensdo
finita do corpo dos nimeros racionais Q, isto €, K = Q(0), tal que [Q(0) : Q] < cc.
Quando o grau da extensao Q(6) | Q for igual a 2, dizemos que K = Q(#) € um corpo

quadrdtico.

Definicao 1.3.5. Um corpo ciclotomico, é um corpo gerado por uma raiz n-ésima da

unidade sobre o corpo Q dos niumeros racionais, e denotado por Q(&,)

Definicao 1.3.6. Sejam K C L uma extensao de corpos e Aut(LL) o grupo dos automor-

fismo de IL. Definimos o grupo de Galois de I sobre K como sendo
Gal(L : K) = {0 € Aut(L);0(x) = x, para todo x € K}.

A extensao K C L € dita ser Galoisiana ou de Galois, se a ordem do grupo de Galois for
igual ao grau da extensdo, isto €, se o(Gal(L : K)) = [L : K]. Se Gal(L : K) ¢ abeliano
(respectivamente, ciclico) dizemos que a extensao K C 1L € abeliana (respectivamente,

ciclica).

1.4 Traco e norma

Nesta secao, apresentamos os conceitos de traco e norma de um elemento relativo a
uma extensao, e exibimos algumas de suas propriedades, onde algumas das quais por

conveniéncia nao serao demonstradas. A bibliografa usada nesta se¢ao é [4].
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Definicao 1.4.1. Seja K C L uma extensdao de corpos de grau n e sejam 01,09, ,0p
0s K-monomorfismos de K em C. Dado um elemento o € ., o trago e a norma de o com
respeito a extensao K C 1L sao definidos como sendo

n n

Trog(a) = Z oi(a) e Nyx(a)= Hai(oz),

i=1 i=1

respectivamente.
Dentre as principais propriedades para o traco e a norma, destacamos as seguintes.

Propriedade 1.4.1. Sejam M C K C L extensoes de corpos tal que [ : K] = n. Se

a,B €L ea €K, entao valem as sequintes propriedades:
1. Tryg(a+ B) = Tk (a) + Trug(B).
2. Tryk(aa) = aTryk (o).
3. Tryk(a) = na.
4. Nug(aB) = Nug(a) Nuw(5).
5. Nyg(ao) = a" Ny (o).
6. Nuk(a) =a".

Quando nao houver risco de ambiguidade sobre a extensao K C L que estamos
considerando, denotamos o trago e a norma de a € L, simplesmente por Tr(a) e N(a),

respectivamente.

1.5 Anel de inteiros algébricos

Nesta secao, explicitamos o anel dos inteiros algébricos de alguns corpos de niimeros,
onde calculamos explicitamente o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadrético
Q(v/d), onde d & um inteiro livre de quadrados, e para os corpos Q(¢), onde aqui ¢ denota

uma raiz p-ésima primitiva da unidade com p um nimero primo. O caso geral, por sua
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complexidade, nao serd tratado nesse trabalho, e as principais referéncias dessa secao sao

[1] e [2]. Comegamos com o anel de inteiros algébricos nos corpos quadraticos.

Teorema 1.5.1. Se d é um inteiro racional livre de quadrados, entao o anel de inteiros

algébricos de Q(v/d) € dado por

1. Ox =7 [\/8] se d =2(mod4) ou d= 3(mod4).
2. Ox =Z [%+\/73} se d = 1(mod4).

Demonstragdo: Um elemento o € Q(v/d) tem a forma a = r+5v/d, onde r, s € Q(\/d).
a+bVd

Podemos, portanto escrever a = , onde a,b,c € Z sao primos entre si e ¢ > 0.

Agora, o € um inteiro sobre Z se, e somente se, for raiz de um polinomio ménico P(t) com

coeficientes em Z. Assim, o conjugado ot = icd, é também raiz de P(t), e portanto,

podemos fatorar P(t¢) na forma

o= (- (2229)) (- (==2))

Assim, os coeficientes de P(t), devem ser elementos de Z, isto é,

a® — b*d
ez (1.2)
’ 2
?a e Z. (1.3)

Como a e ¢ sdo primos entre si, segue da Equacao (1.3) que ¢ = 1 ou ¢ = 2. Se ¢ =1,
entdo obviamente o é um inteiro algébrico, e assim Ox = Z[/d]. Se ¢ = 2, entdo devemos
ter a,b de mesma paridade e % € Z. Portanto, a®> — b*d = 0(mod4). Agora, um
niimero impar da forma 2k + 1 ao quadrado satisfaz 4k? + 4k + 1 = 1(mod 4). Portanto,
a’> =1 = b*(mod4) e assim d = 1(mod4). Reciprocamente, se d = 1(mod4), entao para
a,b impares (o caso par é trivial) tem-se que o é um inteiro sobre Z uma vez que valem
as Equagoes (1.2) e (1.3). Sea=2k+1,b=2¢+ 1, com k,q € Z , como d = 1(mod4)

segue que d = 4w + 1 para algum inteiro w. Assim
a® — b*d = 4k* + 4k — 16¢*w — 16q — 4w — 4¢*> — 4q = 0(mod 4).
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Logo, valem as Equacoes (1.2) e (1.3), e assim Ok = Z [% + \/7&] O

Agora, similarmente ao Teorema 1.5.1, analisamos o anel dos inteiros algébricos de
um corpo ciclotomico K = Q(§), onde £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade com p

um nimero primo impar.

Teorema 1.5.2. Se K = Q(§), onde £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p
um nimero primo fmpar, entio O € um grupo abeliano livre com base {1,&,6%, -+ P72}
ou seja, Og = Z[].

Demonstragido: Tem-se que {1,£,£2,--- P72} é linearmente independente sobre Q,

pois caso contrario, £ seria uma raiz de um polindémio com grau menor do que p — 2, con-

trariando a hipotese. Assim, se x € Ok, entao existem nimeros racionais agp, a1, - , Gp—2,
tal que

T = ag+ alf + -+ Clp72€p72. (14)
Agora, provamos que cada a; pertence a Z, para ¢ = 1,2,--- ,p — 2. Multiplicando a

Equagao (1.4) por £ tem-se que
2€ = o + a1 + - + a0’ (1.5)
Subtraindo a Equacao (1.5) de (1.4) tem-se que
2(1—8&) =ag(l —&) +ar(é — &)+ +a, o(EP2 — P71, (1.6)

Tem-se que os tragos de &, &2, -+, &P72 em Q(€)|Q sdo todos iguais uma vez que os ele-

mentos sao conjugados, e portanto
Tr(x(1—=¢)) = Tr(ag(1 — &) = agTr(l — &) = ao[(p — 1) + 1] = ayp.

Para mostrar que ag € Z, calculamos Tr(z(1—¢)). Para isso, sejam z1, 2o, -+ , 2,1 € Ok

os conjugados de z. Assim,

Tr(z(1 =€) =21(1 = &) + 22(1 =€)+ + a1 (1 —¢"71) = (1 - §)a’ € O(1 — ¢)
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uma vez que 1_521 =1+4+&+-+& € Og. Mas, Tr(z(1 — ) € Ok NQ = Z.

Portanto, Tr(z(1 — &)) € Ox(1l — &) NZ = Zp, e assim ay € Z. Agora, para mostrar

que ap,as, - - ,ap—2 também pertencem a Z, usamos inducao. Para mostrar que a; € Z

multiplicamos a Equacao (1.4) por €777 e obtemos
TP = a4 P b b P fay Faj e a, PR (1)

Expressando P71 em termos das poténcias menores de &, podemos escrever x£P~/ na

forma

w67 = (a; — aj1) + ai€ +ay+ o ay . (1.8)
Por hipétese de indugao, a;_1 € Z e com o mesmo argumento tem-se que a; — a;j_1 € Z.
Portanto, a; € Z. Assim, tem-se que {1,£,&%--- ,&P72} é uma Z-base para O, e além
disso, Ok = Z[¢]. O

1.6 Norma de um ideal

Nesta secao, definimos a norma de um ideal de Ok e exibimos algumas de suas proprieda-
des que serao uteis no decorrer dos proximos capitulos. As principais referéncias usadas

nesta secao sao [1],[4] e [2].

Definicao 1.6.1. Seja A um dominio de integridade que ndo é um corpo, ¢ K o seu
corpo de fragoes. Um A-submddulo b de K é chamado de ideal fraciondrio de A, se existir

de A—0 tal que db C A. Os ideais de A sao chamados de ideais inteiros.

Definicao 1.6.2. Um anel A € dito ser Noetheriano se satisfaz umas das sequintes con-

digoes:
1. Todo conjunto nao vazio de ideais de A contém um elemento mazimal.
2. Todo sequéncia crescente de ideais de A € estacionaria.

3. Todo ideal de A € finitamente gerado.
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Definicao 1.6.3. Dizemos que um anel A é um anel de Dedekind, se satisfaz as sequintes

condicoes:

1. A € integralmente fechado.
2. A € Noetheriano.

3. Todo ideal nao nulo de A € maximal.

Definicao 1.6.4. Sejam K um corpo de nimeros, Ox o anel de inteiros algébricos de K.
Se a ¢ um ideal de Ok, definimos a norma do ideal a com sendo a cardinalidade do anel

quociente de Ok por a, isto €,
O
N(a) = card (—K) :
a

Definicao 1.6.5. Sejam A um anel, m um ideal mazrimal de A e B um A-mddulo. Dize-

mos que B € anulado por m quando para todo m € m e b € B, tem se que mb = 0.

Se B é um A-moédulo anulado por um ideal maximal m, entao B pode ser considerado
A

como um i espago vetorial. Assim, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Lema 1.6.1. Se A é um dominio de Dedekind, m um ideal mazximal de A e b um ideal

nio nulo de A, entio % ¢ um nél-

s espaco vetorial de dimensao 1.

Demonstracio: Se T € 2, entdo T = x + mb, onde x € b. Assim, se m € m, entdo

mb’

mx = mx + mb. Logo, mx € mb, ou seja, % ¢ anulado por m. Portanto, %

ﬁ—espa@o vetorial. Os ﬁ—subespagos proprios de % sao da forma -, onde q ¢ um ideal tal

é um

que mb & g & b o que nao pode ocorrer, portanto % é um ﬁ—espago vetorial de dimensao
1. O

Teorema 1.6.1. Seja A um dominio Dedekind que nao é um corpo. Se @ € o conjunto
de todos 0s ideais primos nao nulos de A, entdao todo ideal fraciondrio P’ nao nulo de A
pode ser expresso como o produto de poténcias de ideais primos de A de modo unico, isto

.~

¢

p=]]w
=1
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onde ey, -+, e, € 7.

Demonstragao: Mostramos inicialmente a existéncia da decomposi¢ao. Se p’ é um ideal

fracionario de A, entdo existe d € A — 0 tal que db’ C A. Logo, db’ é um ideal inteiro
de A, ¢ assim escrevendo dp’ = Adp’ tem-se que p’ = (Ad)* (dp"). Se mostrarmos que
Ad = H p;* e que dp = H pii, com r;, s; € Z, entdo p’ = H p;i7". Assim, é suficiente
mostrarmos o resultado para ideais inteiros de A. Seja p a famlha dos ideais inteiros de
A, nao nulos, que nao sao o produto de poténcias de ideais primos de A, E suponhamos
que o # (), como A & noetheriano, segue que p tem um elemento maximal m, e m # A,
uma vez que A é o produto da colecao vazia de ideais primos, logo, m C p, onde p é um
ideal maximal de A. Além disso, q = {z € K; ap C A} é tal que pq = A. Como m C p,
segue que mq C pq = A. Além disso, como A C ¢, segue que m = mA C mq C A. Assim,
m C mgq, pois se m = mq e se ¢ € ¢, entao zm C m. Logo, x"m C m para todo n € N, e
assim se d € m—0, entdo dz” € m C A. Portanto, A[z] é um ideal fracionario de A. Como
A é neotheriano, segue que Alzr| é um A-moédulo finitamente gerado, e assim x é inteiro
sobre A. Agora, como A é integralmente fechado, segue que x € A, e portanto, q C A.
Assim, q = A, mas isto nao pode ocorrer uma vez que se q = A, entdo p =pA=pg=A
o que é um absurdo, pois p é um ideal primo. Pela maximalidade de m e como m C mg,
segue que mq € o, ou seja, mq = H pi', onde p;, @ =1,2,---  n sdo ideais primos de A.

Multiplicando ambos os lados por p, segue que
(ma)p = m(pq) = mA =m =[] p{'p
i=1

0 que ¢ um absurdo, pois m € p. Portanto, ¢ = (), e assim concluimos a prova da
existéncia. Para a unicidade, suponhamos que p seja um ideal inteiro de A que admite

duas fatoragoes distintas em ideais primos, ou seja,

p=]]r e p=]]pm
=1 i=1

com m; # n; para algum ¢ € N. Assim, [] p™ "™ = A. Denotamos por —f = n; —m; se
Pi€gp
n; < m; e por a =mn; —m; se n; > m;. Assim,

PIPST Py =)ty gl
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onde p;,q; € pep; #qj, comi =1,2,--- rej=12--- 5. Como p; é primo e

P 2 ptps? e plr = q*flq§2 -+ g%, segue que p; D q; para algum j = 1,2,--- ;5. Fazendo
uma reordenacgao, se necessario, podemos supor que p; 2 ;. Assim, p; = ¢, uma vez que
q: ¢ maximal, o que contraria o fato de que p; # q; para¢=1,2,--- ;rej=1,2,--- s
Portanto, a fatoracao é unica. U

Proposicao 1.6.1. Se a e b sao ideais de Ok, entao N(ab) = N(a)N(b).

Demonstracao: Uma vez que o ideal b se fatora em produto de ideias primo, é su-

ficiente mostrarmos que N(am) = N(a)N(m) para m um ideal primo. Consideremos o

homomorfismo

Ox Ok
e S

am a
¢ (r+am)==x+a.

Uma vez que am C a, segue que ¢ é sobrejetora, e além disso, Ker(¢) = - Logo,

card <%> = card (%) card (l> )
am a am

Assim, devemos mostrar que card (ﬁ) = card (%) Agora, - ¢ um Og-modulo anulado
por m, o que significa que podemos considera-lo como um especo vetorial sobre % Estes
subespacos possuem submoédulos que sao da forma %, onde q é um ideal tal que am C
q C a. Mas, como nao existem ideais entre am e a, segue pelo Lema 1.6.1 que o espago

vetorial —-- tem dimensao 1 sobre %, o que implica que
a (@)
card <—) = card <—K) ,
am m
provando a proposicao. [l

Proposicao 1.6.2. Se b é um ideal nao nulo de Ok, entdo N(b) € b .

Demonstracao: O conjunto % ¢ um grupo aditivo tal que card (%) = N(b). Assim,
N(b)1 =0, ou seja, N(b) € b. O
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Proposicao 1.6.3. Seja b um ideal de Ox. Se N(b) é um numero primo, entio b € um

tdeal primo.

Demonstracao: Suponhamos que b nao seja um ideal primo de Ok. Assim, b = Ok

ou entao b = am, onde a e m sao ideais nao nulos e distintos de Okg. No primeiro caso,
tem-se que N(b) = 1, e no segundo caso tem-se que N(b) = N(a)N(m). Em ambos os
casos concluimos que N(b) ndo é um niumero primo, o que contradiz a hipotese, portanto

devemos ter que b é um ideal primo. O

Proposicao 1.6.4. Se b € um ideal nao nulo de Ok, entao N(b) = 1 se, e somente, se
b - OK.

Demonstragao: Por defini¢ao tem-se que N(b) = 1 se, e somente se, card (%) =1 se,

e somente se, Og = b. U

Definigao 1.6.6. Sejam K um corpo de nimeros de graun e {oq, a9, -+, } uma base

para K como um Q-espaco vetorial. O discriminante desta base é definido como

A[ala Qg, - 70471] = det[ai(aj>]2'

Se tomarmos uma outra base {fi, 52, , B} de K, entdo

n

Bk = § CigQly, COM Cig, € Qv para k= 1a 27 e, N,
=1

e que det ¢;; # 0. Uma vez que os o.s sao K-automorfismo, tem-se que

n

AlBr, oy Bl = det(03(8))° = det(o() ciman))”

det(HCikzﬂ loi (w)]])?
= det(cy,)? det(o;())?

= det(cik)2A[oz1, g, Q).
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Teorema 1.6.2. Sejam G um grupo abeliano livre de rank r e H um subgrupo de G.
Assim, G/H tem rank finito se, e somente, se o rank de G e H sao iguais. Além disso, se

G e H tem Z-bases {x1, 21, -+ ,Tn} € {Y1, Y1, , Yn}, rESPectivamente, comy; =y a;;T;,
J

entdo | G/H |=| det(a;;) |.

Demonstragio: Ver [2], pg. 30. O

Teorema 1.6.3. Se K ¢ um corpo de nimeros com Ok o seu anel dos inteiros algébricos,
entdo todo ideal a nao nulo de Ox possui uma Z-base {ay, g, -+ ,an}, onde n € o grau

do corpo de nimeros K, e

onde A € o discriminante do corpo K.

Demonstragao: O conjunto (O, +) é um grupo abeliano livre de rank n. Como %

tem rank finito, segue que (a,+) é um grupo abeliano de rank n, e portanto possui uma
Z-base da forma {ay,as, - ,a,}. Agora, se {wy,wq, -+ ,w,} é uma Z-base de Ok e se

a; = Y ¢;jw;, entdo pelo Teorema 1.6.2 segue que
J

Ok

N(a) = = det(ci;).
Agora, como Afwy, wa, -+ ,wy,] = det(c;;)2A, segue que se Awy,ws, -+ ,w,] = N(a)?A,
entdo N(a) = ‘—A[wl’wi’""w"] %. O
Coroléario 1.6.1. Se p = (a) é um ideal principal de Ok, entao N(a) =| N(a) |.
Demonstracao: Segue diretamente do Teorema 1.6.3. U
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1.7 Classe de ideais

Nessa secao, definimos o conceito de classe de ideais e o numero de classes que serao

amplamente usados no Capitulo 3. A principal referéncia para essa se¢do é [1].

O R

Sejam {x1,22, - ,r,} uma base integral de um corpo K, e z ;

conjugados de x;. Se
p=112 1)
j=1 i=1

entao 4 ¢ um niumero real positivo .

Lema 1.7.1. Se K ¢ um corpo de nimeros, entdo para todo ideal inteiro J de Ok, existe

um elemento a € J, com a # 0, tal que | Ngjg(a) |< N(J)p.

Demonstragao: Ver [1], pg. 144. O

Se § ¢ o grupo multiplicativo abeliano dos ideais fracionarios nao nulos de Ok e p, é
o subgrupo dos ideais fracionarios principais nao nulos, entao podemos considerar o grupo
quociente %. Dois ideais fracionéarios nao nulos, M e M’ sao ditos serem equivalentes,
quando existe x € K, com = # 0, tal que M’ = Ogax M, onde denotamos por M ~ M’'. Tal
relacdo é claramente de equivaléncia e se My ~ My e M| ~ M), entdao My M| ~ MyM).
Além disso, g, é precisamente o subgrupo cujos os ideais sao equivalentes ao ideal unidade
de Ok. Cada elemento de % é chamado uma classe de ideais de K e % é chamado grupo
das classes de ideais de K que denotamos por Clk.

Uma questao natural que se coloca é que sera possivel que % tenha indice infinito?
No préximo teorema, respondemos essa questao para corpos de nimeros algébricos.

Teorema 1.7.1. O ndmero de classes de ideais de um corpo de niumeros é finito.

Demonstracao: A norma de um ideal inteiro é um inteiro positivo. Assim, para o

numero real u, segue que existe somente um numero finito de ideais nao nulos J1, Jo, -« + , J&
tal que N(J;) < p. Assim, mostramos que se [ é um ideal ndo nulo de Ok, entdo [ é

equivalente a algum ideal J; e assim o ntimero de classes de ideais nao é maior do que k e
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portanto finito. Agora, se I=! é o ideal fracionario inverso de I, entdo existe um elemento
c € Ok, com ¢ # 0, tal que ¢/~ é um ideal inteiro. Pelo Lema 1.7.1, segue que existe
um elemento b € ¢!, com b # 0, tal que N(Ogb) < N(cI~!)u. Multiplicando por N(I)

e observando que Ibc™! C Ok obtém-se que
N(Ibc " )N(Oke) = N(Ibc *Okc) = N(Ib) = N(Oxb)N(I) < N(cI M )N(I)p = N(Oke)p.

Assim, N(Ibc™!) < u, e portanto Ibc™! = J; para algum indice i. Logo, I ~ J; para

algum indice 7, o que conclui a demonstracao. 0

Definicao 1.7.1. O numero das classes de ideais de um corpo de numeros algébricos K

€ chamado de classe de nimeros de K e é denotado por h = hx.

Proposicao 1.7.1. Se J € um ideal fraciondrio nao nulo do anel Ok, entao 3 ¢ um ideal

fraciondrio principal de Ok.

Demonstracao: Como h é a ordem do grupo multiplicativo % das classes dos ideais

de K, segue que a h-ésima poténcia de todo ideal fracionario é um ideal principal, pois se

Je g, entao J" = 1. Assim, J" € p,. O

1.8 Consideracoes finais do capitulo

O Capitulo 1, tem como objetivo expor alguns resultados que servirao de base teérica
para o desenvolvimento dos demais capitulos. Destacamos neste capitulo a importancia
da Se¢ao (1.2), onde trabalhamos o conceito de elementos inteiros e da Sec¢ao (1.4), onde
trabalhamos o conceito de traco e norma de um elemento, que serao importantes para

caracterizar as unidades de um anel de inteiros.
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Capitulo 2
Unidades corpos de niimeros

Nesse capitulo, apresentamos alguns resultados que serao necessérios para a demonstracao
do Teorema das unidades de Dirichlet, que diz que num corpo de nimeros K de grau n o
anel de inteiros Ok é o produto de um grupo ciclico finito (a saber, o grupo das raizes da
unidade contidas em K) por um Z-moédulo livre de posto r = r1+ry—1, onde 71 é 0 nimero
de imersoes reais e 2rs é 0 ntimero de imersoes puramente complexas de K. Na Secao (2.1),
mostramos que o grupo das raizes da unidade de K é um grupo multiplicativo ciclico finito
e daremos a caracterizagao das unidades de Og. Na Se¢ao (2.2), apresentamos as unidades
do anel de inteiros de um corpo quadratico K = (@(\/E) com d < 0 livre de quadrados,
e apresentamos o conceito de unidade fundamental. Na Secao (2.3), apresentamos as
unidades do anel de inteiros de um corpo ciclotomico K = Q(¢,), onde £, é uma raiz
p-ésima primitiva da unidade e p um nimero primo. Na Sec¢ao (2.4), apresentamos alguns
resultados que auxiliam na demonstracao do Teorema de Dirichlet e definimos o regulador
de K.

2.1 Unidades

Nesta secao, apresentamos as unidades de um corpo de ntimeros K, onde estabelecemos
a relacao entre as unidades de Ok e as raizes da unidade de K. Apresentamos, também,

uma caracterizagao das raizes da unidade (Proposigao 2.1.5), onde as principais referéncias
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desta se¢ao sao [1] e [2].

Proposicao 2.1.1. Toda raiz da unidade em K é uma unidade em Ok.

Demonstracao: Se z € K é uma raiz da unidade, entao existe n € N, tal que z"—1 = 0.

Assim, z é uma raiz de 2" — 1, e deste modo, z € Ok. Além disso, z é uma unidade de

Ok uma vez que 22" ! = 2" =1, e assim, 2" ! € Of. O

Denotamos por U o grupo das unidades de Ok, e por W o grupo das raizes da
unidade em K. Assim, pela Proposicao 2.1.1, segue que W C U. Notemos que 1 e —1 sao
elementos de W. Assim, W # ¢, e portanto, U # ¢.

Observagao 2.1.1. Para a prézima proposicao usamos o sequinte resultado. Se f(z)
¢ um polinomio de grau n sobre K com raizes ri,ro,--+ 1, € se p(x1,%2, -+ ,x,) € um
polinémio simétrico sobre K, entio p(ri,ra,--- ,1,) € K (uma demonstracio para esta

observacao pode ser encontrada em [4]).

Proposicao 2.1.2. Se ¢ € Z € positivo e K € um corpo de nimeros, entdo existe somente
um niimero finito de inteiros algébricos v € K, tal que |v9| < ¢, para todo conjugado x

de .

Demonstracao: Primeiro, determinamos um conjunto finito S que depende apenas de

¢, e provamos que se x € O é tal que || < ¢ para todo conjugado 2, entdo » € S.
Para isso, sejam [K : Q] = n e sq, 892, , S, 08 polindmios simétricos elementares em n
variaveis, isto é,

)

S1=21+x2+ -+,

Sg = ) T;T;
i<y

Sp = 12" Ty

\

Seja ¢ um numero real suficientemente grande, por exemplo,

c’:maaz{nc, <g>cz,~--,<%>ck,---,cn}.
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Aqui, (%) denota a combinacao de n elementos tomados i a i. Seja F' o conjunto de todos
os polinémios moénicos de grau no maximo n cujos os coeficientes sao inteiros a; tal que

la;| < ¢, isto é,
F=Aa+az+---+z"; r<n; |a| <, i=0,1,--- ,n}.

O conjunto F' é finito, uma vez que os coeficientes a; que podemos escolher formam um
conjunto finito. Agora, seja S o conjunto dos elementos de K que sao raizes de algum

polindmio pertencente a F', ou seja,
S ={a €K; existe p(z) € F tal que, p(a)=0}.

O conjunto S é finito uma vez que F é finito. Se |[z®| < ¢ para todo conjugado de

r € K, entdo |si(z™M,2® ... )| < ¢, para k =1,2,--- ,n, uma vez que
(
|Sl(x(]-)7x(2)7 e 7x(n))‘ S |x(1)‘ + |I‘(2)| + e + |x(n)’ S nc S C,.
|sa(a®, 2@ e < | wiay| < Y|y S 2= (5) 2 < ¢
Como z é um inteiro algébrico, seque que si(z™M,z®, ... ,x(”)) € 7Z para todo k =
1,2,--+,n. Porém, sp(zM, 2@ ... M) para todo k = 1,2,--- ,n, sdo todos os coe-

ficientes do polinomio p(x) = [[(z — 2°). Logo, p(x) € Zlx] possui os coeficientes sy

limitados, e portanto, p(z) € F. Assim, x € S uma vez que x é uma raiz de p(z). d

Um corolario imediato do resultado da Proposicao 2.1.2 é uma caracterizacao das

raizes da unidade em K.

Proposicao 2.1.3. Um elemento x € K € uma raiz da unidade, se e somente se, x € um

inteiro algébrico de K tal que | z® |= 1 para todo conjugado 29 de .

Demonstracao: Se x € K é uma raiz da unidade, entao o mesmo ocorre com todo

conjugado ) = o;)(), pois, se 2" = 1 entdo o;(z)" = o;(2") = 0;(1) = 1. Logo,
| 2@ =] 20 =] 1 = 1= 2 = (|29 )5 =10 = 1,
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para todo ¢. Reciprocamente, suponhamos que x ¢ um inteiro algébrico de K tal que
| 2) |= 1 para todo conjugado 2V de z. Pela Proposicio 2.1.2, segue que existe somente
um nimero finito de inteiros algébrico y € K tal que | @ |= 1 para todo conjugado y® de

y. Porém as potencias, y,y?, 9> - - -, satisfazem a esta propriedade uma vez que y* € Ok e

=l 0w ") I=l o ®)* [=l 0w (y) ["=] 4 [*=] 1 |= 1.

Assim, o conjunto {y, 4% v3,---} deve ser necessariamente finito, e deste modo, existem
inteiros r e s distintos, digamos s < r, tal que y" = y®. Logo, y"y~° = 1, ou seja, y"~° = 1.

Portanto, y € K é uma raiz da unidade. 0

Proposicao 2.1.4. O grupo W das raizes da unidade em K é um grupo multiplicativo

ciclico finito.

Demonstracao: Claramente W é um subgrupo multiplicativo do grupo U das unidades

de Ok. Pelas Proposicoes 2.1.2 e 2.1.3, segue que W deve ser finito. Se h é o méximo das
ordens dos elementos de W, entao a ordem de todo elemento de W divide h. Logo, W
esta contido no grupo das raizes h-ésimas da unidade, uma vez que se x € W e o(x) = k,
entdo k|h, ou seja, h = kr para algum r € Z. Assim, 2" = (2%)" = 1, ou seja, x é uma
raiz h-ésima da unidade. Como o grupo das raizes da unidade é ciclico e é gerado pelos

elementos {1,&,,&2,--- &1}, segue que W é ciclico. O

O nimero de elementos de W sera denotado por w e deve ser par, uma vez que se

r € W entdo existe n € N tal que 2" = 1. Assim, (—z)*" = (z)*" = 1, ou seja, —z € W.

Proposicao 2.1.5. Um inteiro algébrico x € uma unidade se, e somente se, N(x) = =+1.

Demonstragao: Se z é uma unidade, entao existe um inteiro algébrico 2’ tal que zz’ = 1.
Assim, N(zz') = N(z)N(2') = N(1) = 1, e deste modo, N(x) é uma unidade em Z, e
portanto, N(z) = #+1. Reciprocamente, se N(z) = £1, ou seja, N(z) = [[2¥ = £1.

Assim fazendo 2’ = 2®z®) ... 2 segue que 1 = N(z) = z2’, e como 2’ é um inteiro

algébrico, segue que x divide 1 em Og. Portanto, 2’ ¢ uma unidade em Ok. U

37



2.2 Unidades em corpos quadraticos

Nesta secao, apresentamos as unidades do anel de inteiros de um corpo quadratico Q (\/3) ,
e explicitamos as unidades no caso onde d ¢ um inteiro negativo livre de quadrados, e
definimos o conceito de unidade fundamental, bem como um método bruto para a deter-
minacao das unidades fundamentais de um corpo quadratico. As principais referéncias
desta secao sao [1], [2] e [3].

Seja K =Q <\/c_l>, onde d é um inteiro racional nao nulo e livre de quadrados. Nos
proximos resultados, determinamos as unidades de K = Q(v/d), para d < 0.

Se d = 2(mod4) ou d = 3(mod4), entio os inteiros algébricos de Q(v/d) sio da
forma o = a + bv/d com a,b € Z, e o conjugado de o é dado por o = a — bv/d. Assim,

N(a) = aa’ = (a + bVd)(a — bVd) = a® — bd.

Além disso, x é uma unidade se, e somente se, N(z) = £1. Se d < 0, entdao « é uma
unidade se, e somente se, a®> — b*d = 1.

Agora, se d = 1(mod4), entdo os inteiros algébricos de Q(v/d) sdo da forma o =

a+bVd a—bVd
2 )

2
segue que

, com a,b € Z e de mesma paridade. Como o conjugado de a é dado por o =

N(a) = ad’ = <a—|—2b\/a) (a—Qb\/El> = #ﬁ

a?—b3d
4

segue que « é uma unidade se, e somente se, = 1, ou seja, a®> — b*d = 4.
Proposicao 2.2.1. Seja K = @(\/E), onde d € um inteiro racional livre de quadrados.
1. Sed <0,d+#—1,d+# —3, entio as unidades de Q(v/d) sdo 1 e —1.
2. Sed = —1, entio as unidades de Q(v/—1) sdo 1, —1,i, —i.

3. Se d = =3, entdo as unidades de Q(v/—3) sao 1,—1, %‘73, %‘73

Demonstragido: Para o item (1),se d <0, d # —1 e d # —3, entao devemos considerar

dois casos:
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a) Sed = —d >0, entdo d # 1, ou seja, d > 2 e d # 3. Assim, a é uma unidade se, e
somente se, a® + b?d’ = 1. Como d' > 2 segue que b =0 e a = +1. Logo, a = 1 e

o = —1 830 as unidade de Ok.

b) Se d = —d > 0, entdo d' # 1. Como d # 2 e d' # 3, segue que d’' > 5 (pois d' = 4,

nao é livre de quadrados). Assim, o é uma unidade se, e somente se, a? + b?d’ = 4.

Como d' > 5, segue que b =0e a = +1. Assim, « = 1 e @« = —1, sdo as unidades
de OK
Para o item (2), se d = —1 entdo d # 1(mod4). Assim, pelas consideracoes que precedem

este teorema, segue que a = a+ byv/d é uma unidade se, e somente se, a2+ b* = 1. Assim,
a=0eb==xloua==xleb=0,edeste modo,a =4, a=—,a=1ea= -1
sao as unidades de Og. Para o item (3), se d = —3, entdo d = 1(mod4). Assim, das
consideragoes que precederam o teorema, segue que o = a + bv/d é uma unidade, se e
somente, se a®> — b%d = 4, ou seja, a®> + 30> = 4. Portanto, a = +2eb=0o0ua = £l e
b= 41. Assim, como o = a + by/=3, segue que a =1, a = -1, a = %‘73, o= %
sao unidades de Ok. ]

Consideraremos, agora, o caso mais interessante, isto é, quando d > 0. Neste caso,
Q(+/d) esta contido no corpo dos reais, uma vez que v/d € R. Assim, Q(v/d) C R. Deste
modo, as raizes da unidade em Q(\/E) sao 1 e —1. O proximo passo, € analisar as unidades
de Ok, onde K = Q(\/E), com d > 0.

Lema 2.2.1. Se a > 0 ¢ um nimero irracional, entdo para todo inteiro racional m > 0

existem inteiros racionais a, b nao ambos nulos, tais que

1
lal<m,|b|<me|a+ab|< —2

Demonstragio: Ver [1]. O

Teorema 2.2.1. Se d ¢ um inteiro positivo livre de quadrados, entao o grupo U das
unidades do corpo Q(vd) é U = {1,—1} x C, onde C' é um grupo multiplicativo ciclico

infinito.
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Demonstragiao: Tem-se que W = {1, —1}. Para mostrar a existéncia de outras unidades

em Q(v/d), usamos o Lema 2.2.1 com o = v/d. Para cada inteiro m > 0, seja o conjunto

1+\/3}

sm:{(a,b)ezxz;a2+b27éo; la|<m, |b|<mela+bVd| < -

Pelo Lema 2.2.1, segue que 5, é nao vazio, e assim podemos escrever

Sp=StusS us°,

onde
St ={(a,b) € Sp; a> 0}
S, ={(a,b) € S;; a <0}
So ={(a,b) € S;; a=0}.

Note que se m = 1, entao
57 ={(a,b) € 515 a =0} = {(0,1), (0, =1)},

e se m > 2, entdao S° = (). Afirmamos que |J S,, é um conjunto infinito. De fato, se
m>1

J S. for um conjunto finito, entao existe my € R tal que

m>1

1
— <la+0Vd, Y(a.b)e | Sn.
Mo m>1

No entanto, se m é suficientemente grande e se (a,b) € S,,, entao

1+\/3S

1
m mo

la+ bVd| <

Y

o que é uma contradicdo. Portanto, |J S, ¢ infinito, e deste modo |J S;; ¢ também
m>1 m>1

infinito. Como | a [< m e | b |< m, segue que

la — bVd| < |a| + |bVd| < |a] + [b]Vd < m +mVd = m(1 + Vd).



Além disso,
0 # |a? — b%d| = |a® — (bV/d)?| = |a—bVd||a+ bVd|
< m(1 4+ Vd)(Y)
= (1+Vd)?,

para todo (a,b) € |J S, e consequentemente, para todo (a,b) € |J S;. Como |a®—b*d]|
m2>1 m2>1

é um inteiro positivo entre 0 e (1 + \/3)2, segue que existe somente um nimero finito de

possibilidades de valores a* — b?d, para (a,b) € |J S;;. Como |J S ¢ infinito, segue
m>1 m>1

que existe um inteiro n tal que n = a® — bd, com 0 < |n| < (1 + v/d)?, para um namero

infinito de pares (a,b) com a > 0. Além disso, tem-se que
(a1,b1) = (ag,by) <= a1 = as (mod n) e by = by (mod n)

¢ uma relagao de equivaléncia. Entre os infinitos pares de elementos (a,b), com a > 0 para
0s quais existe n tal que 0 < |n| < (1++/d)? e n = a® — b%d, consideramos n? 4 1 dentre
eles, de modo que tenhamos no méaximo n? classes de equivaléncia. Sejam x; = a; + b1Vd
e Tog=ag+ bg\/;l dois elementos distintos numa mesma classe de equivaléncia e considere
u = 2. Assim, N(z;) = (a14+b1vVd) (a1 —b1Vd) = a2 —b3d = n e N(z3) = (az+by\/d) (a3 —
bovd) = a? — b3d = n. Deste modo, N(u) = 1 e u # 1, pois 1 # +25, uma vez que
(a1,b1) # (az,by) € aj,ay > 0. Além disso,

_ oz T1—T2 __ (z1—32)7)
u _x2_1+ T2 =1+ N(xz)

1 g s (/)

onde x5, denota o conjugado de x5, fazendo

a1 — a2
a = et
n

by — b
=1 2 com d.,beEZ,

segue que
u=1+ (a/ + b/\/a)(&g - b2\/6_i> = (1 + a/a2 - b/bgd) + (CLQb/ - a/bz)\/a

¢ um inteiro algébrico. Como N(u) = 1, segue que u é uma unidade e como vimos é

diferente de 1 e —1. Logo, existe ao menos uma unidade u > 1 em Q(v/d), uma vez
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que se u ¢ uma unidade, entdo —u,u"!, —u~! sdo também unidades e ao menos uma

delas é maior do que 1. Agora, provamos que entre as unidades u > 1 existe uma menor
possivel. Com efeito, se u ¢ uma unidade tal que u > 1 esec e R é tal que 1 < u < ¢,
entdo N(u) = £1. Se N(u) = uv/ = 1, entdo 1 <« < 1. Agora, se N(u) = —1, entao
-1 <d < —%. Assim, segue que % <u <lou-1<u< —% e em qualquer caso,
tem-se que | ' |< ¢. Pela Proposigao 2.1.2, segue que existe somente um nimero finito
de inteiros algébricos u; tal que | u; |< c¢. Assim, o conjunto de tais unidades ¢ finito, e
deste modo, admite um elemento minimo, ou seja, existe u sendo a menor unidade tal
que u > 1. Seja u; a menor unidade tal que u; > 1. Agora, provamos que toda unidade
positiva é uma poténcia de u;. Com efeito, se u > 0 é uma unidade, entao existe m € Z

tal que u" < u < ul"*! assim, - ¢ também uma unidade tal que 1 < &5 < u;. Como

1 1
uy ¢ a menor unidade maior que 1, segue que - = 1, e portanto, u = uf". Similarmente,
1

toda unidade negativa é da forma —u"™ para algum m € Z. Sejam C o grupo gerado por

u1. A aplicacdo ¢ : U — {1, —1} x C, definida por

p(ul’) = (1,uf")
p(—ur) = (1, —uf")

¢ um isomorfismo, e portanto,
U={l,-1} xC,

0 que prova o teorema. O

Definigao 2.2.1. A menor unidade uy > 1 de Ok € chamada de unidade fundamental do

corpo K.

Exemplo 2.2.1. Em Q(v/2) ndo existe uma unidade entre 1 e 1 ++/2. De fato, se
€e=x+ y\/§ é uma unidade entre 1 e 1 + \/5, entao

N(e) = 2* — 29> = +1

l<e<l+V2 (2.1)
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Assim, N(¢) = 22 —2y* = (x+yv2)(z—yv/2) = %1 se, e somente se, 1—y\/2 = szlﬂ <1
e
v —yv2| < 1. (2.2)

Somando as desigualdades (2.1) e (2.2) membro a membro, seque que 0 < 2z < 2 +2/2,

ou seja, 0 < x < 1,8. Uma vez que x € Z, seque que x = 1. Mas,
l<l+yV2<1+V2

nao € possivel para nenhum valor inteiro de y. concluimos assim que 1 ++/2 é a unidade

fundamental de Q(V/2).

Observagao 2.2.1. Notemos que uma solugao para 1> —2m? = +1 ¢é (1,1) tal que \ =
1+ /2 é uma unidade.

Exemplo 2.2.2. O corpo Q(\/ﬁ) tem uma infinidade de unidades que sao dadas por £\",
onden = 0,+1,£2,---. De fato, observe que Q(v/2) C R. Assim, se € é uma unidade de
Q(\/ﬁ) entao € € positiva ou negativa. Suponhamos, sem perda de generalidade, que € > 0.
Uma vez que X = 1 + /2 > 1 podemos encontrar um inteiro n tal que \* < e < A"t1 e
assim, eEN™" é uma unidade satisfazendo 1 < eA™ < 1+ /2. Pelo Ezemplo 2.2.1, seque
que eA™" =1, e deste modo, € = \". Para o caso em que € < 0 o resultado seque de modo

andlogo.

Exemplo 2.2.3. A determinacao da unidade fundamental pode ser feita da sequinte ma-

newra:

1. Quando d = 2(mod4) ou d = 3(mod4). Se u = a + bV/d é uma unidade, com

L sdo também unidades e somente um desses nimeros

u # %1, entdo —u,u™t, —u~
€ maior do que 1, uma vez que estes sao exatamente os numeros +a 4+ bVd. Assim,
a+bVd > 1 somente quando a,b > 0, se u; = a1 + b1V/d é a unidade fundamental.
Se Uy, = ul* = ap, + bV d, entio

_ . m+l1
Um+1 = Up

= Qpy1 + bm—l—l\/a
= Uty = (ap + by V/d) (a1 + b1V/d)
= (a1am + biby) + (a1bp, + bram)Vd.

43



Assim,

bm+1 = albm + blam;

e portanto, by < by < bz---. Como N(u1) = af — bid = %1, seque que bid = a? + 1.
Assim, se escrevermos a sequéncia d,4d,9d, 16d,25d, - - -, entao by € o menor inteiro
tal que by > 0 e b2d é um quadrado mais ou menos 1. Considerando, por exemplo, o
corpo de nimeros Q(\/g), ou seja, quando d = 3, tem-se que b23 = at + 1. Fazendo
by = 1, seque que b?3 = 3 = 22 — 1, e portanto, a; = 2. Como by é 0o menor inteiro
positivo para o qual isto ocorre, seque que by =1 e ay = 2, e portanto, uy = 2 + V3
¢ a unidade fundamental de Q(\/3).

2. Quando d = 1(mod4). Com argumento similar, seque que uy = —‘”“2’1‘/3

com ay e
by inteiros positivos de mesma paridade. Assim, se u; € uma unidade fundamental,

entdao
ai — b%\/a
4

se, e somente se, bid = a? + 4. Devemos, entdo, encontrar o menor inteiro positivo

N(up) = = +1,

by > 0 tal que b3d é um quadrado mais ou menos 4. Consideramos, por ezemplo, o
corpo Q(v/5), isto é, quando d = 5. Assim, b2d = a? + 4, e fazendo, by = 1 lem-se
que b35 = 5 = 3% — 4, ou seja, a; = 1 (uma vez que a; = 3 nao convém). Como
by = 1 é o menor inteiro para o qual isto ocorre, seque que 1 + /5 € a unidade

fundamental de Q(v/5).

2.3 Unidades em corpos ciclotomicos

O objetivo desta secao é apresentar o grupo das unidades de um corpo ciclotomico K =
Q(&y), onde p é um néimero primo. Apresentamos as raizes das unidades de K = Q(¢,) e
veremos que toda unidade de Ok pode ser escrita como o produto de uma unidade real

por uma poténcia de uma raiz da unidade. As principais referéncias desta segao sao [1] e
[2].

Seja K = Q(&), onde £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade e p um primo impar.

O polindémio minimal de & sobre Q(&) é dado por
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¢p:XP—1_|_XP—2_|_..._|_X_|_1.

Portanto, £ pertence ao anel de inteiros de Q(€) e as raizes de ¢, sdo dadas por £, &2, &3, -+, &P71,

Assim,

e deste modo,
p—1
(1) =1""4+1"2 4. 1" +1=[]Q-¢&) =p
i=1
ou seja,

p=(1-A-&)-- (1)
Lema 2.3.1. Se p é um primo impar e & = &,, entdo p = u(l — £)P~', onde u é uma

unidade de Z[&].

Demonstracao: O primo p pode ser escrito como

p=(1-§A &) (1-&7).
Se1<i,7<p-—1ek€Zsao tais que j = ik(mod p) entao
1_€j B 1_§ik B

(k=1)i | | ¢ i
¢ 1_8.—5 + 4+ T+ +1 e ZE.

Analogamente, '
1-¢&
1-¢&

1-g\ (1-gY .
r—¢) \1-¢) ="
Assim, {1_5i I_EJ} sdo unidades de Z[¢{], tomando se u; = L& ¢ Z[], tem-se que

1= 1-¢ ¢
1 —& =u(1—¢), onde u; ¢ uma unidade de Z[¢] para i = 1,2,---p — 1. Portanto,

€ Z[¢].

Além disso,

p = (1-91-¢)(1-¢
= uy(1— ug(l — &) - up_q (1 =€)
= u(l—f)p_17
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onde u = ujus - - - up—; ¢ uma unidade de Z[¢]. O

Sejam p um primo impar, £ uma raiz p-ésima primitiva da unidade e K = Q(¢).
Pelo Capitulo 1, segue que [K: Q] = p — 1 e o anel de inteiros de K & Ok = Z[¢].
Teorema 2.3.1. O grupo multiplicativo W das raizes da unidade de Q(&) € dado por
W = {175,527 Y T T e i P
Assim o(W) = w = 2p e toda unidade de u € Q(£) pode ser escrita na forma u = +&Fv,

onde v € uma unidade real positiva de Ok.

Demonstracao: O grupo W é um grupo multiplicativo ciclico de ordem finita, digamos

igual a w, como —¢ € W e —¢ tem ordem 2p, segue que 2p divide w. Seja x € W
um elemento de ordem w, isto é, o(x) = w. Como W C K, segue que = € K, e assim,
Q(x) C K, deste modo,
p(w) = p(o(z)) = [Q(z) : Q] divide p — 1 = [Q(¢) : QJ.
Agora, w = p"m, onde r > 1 e m > 2, uma vez que w = 2pk, ja que 2p | w e p{ m. Assim,
como mdc(p”,m) = 1, segue que
p(w) = ")p(m) =p"" (p — 1)p(m),
uma vez que p é primo. Como p(w) divide p — 1, segue que p — 1 = kp(w), para algum
k € Z, logo:
p(w) =p"(p = Dp(m) = pkp(w)p(m),
e deste modo, kp(m)p"~! = 1, como ambos sio inteiros positivos, segue que p"~! =1, e
assim r = 1 e p(m) = 1. Como m > 2, segue que m = 2, ou seja, o(W) = w = 2p. Como
—1, &, €2, — &7l 16,62 .- €P7L 30 raizes da unidade distintas, segue que
W= {_17 _57 _527 T gp—l’ 17 57527 T 7517_1}'
Agora, seja v uma unidade de K = Q(€), como {1,£,£2,--- P72} é uma Z-base de Z[¢],

segue que podemos escrever u = ag + a1 + as&* + - + a,26P72, onde a; € Z para

1=1,2--- ,p—2. O conjugado complexo de u é também uma unidade e é dado por

u = Qo + CL1§_1 + CLQf_Q + -+ ap_gé_(p_z).
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Logo, ' = u@ é também uma unidade, e além disso, se u¥) = ag + a16* + ax% + - +
ap,Qﬁk(p_m, onde k = 1,2,--- ;p— 1, sao os conjugados de u, entao os conjugados de u
Sao0
ﬂ(k) = Uk(ﬂ) = aqg+ alf_k 44 ap_Qf_k(p_Q)
= ap+ay(EF)+ -+ a/p—Q(m)

= uk.

Assim, os conjugados de u’ sdo dados por (u')*®) = op(v) = op(va ) = op(u)op(T™?) =

u® [P = 4@y ® T Logo:
| (@)® =] u®u® ™ =] u®Pu® ™ =) P = 1) = 1,
com k =1,2,---,p— 1. Pela Proposicao 2.1.3, segue que v’ é uma raiz da unidade, e

portanto, devemos ter v’ = +£" com 0 < h < p — 1, afirmamos que v’ = £". De fato,

suponhamos que v = —&" e consideremos o homomorfismo canénico

. YAI3
0:ZE] — o

v = @) =2+ (1-9Z[] =[],

onde [z]| representa a classe de equivaléncia de x em %. Agora, como 1 — £ €
(1 =¢&)Z[¢], segue que [1 —&] =0 em %, assim, 0(§) = [¢] = [1] = 1, e deste modo,

O(c%) =0(&)F =1, para k=1,2,--- ,p— 2. Além disso,

O(u) = O(ap+ €+ al® + -+ a,2£"7?)
= ag+ a0(§) + axf(&)* + - + ap20(8777)
= ap+ay+ay+--+ap,_g =0(7).

Como u = —&h

u, segue que O(u) = O(—£"u) = —0(u), assim, tem-se que 0(u) = —0(u),
ou seja, 6(2u) = 0, e portanto 2u € (1 — &)Z[¢]. Deste modo, existe w € Z[¢] tal que
2 = (1 — &w, e assim, 2 = (1 — &wuL, logo 1 — £ divide 2 em Z[€], o que implica
que (1 —&)P~! divide 277!, Pelo Lema 2.3.1, segue que p = w'(1 — )P~} onde w’ é uma

unidade, e assim (w')"!'p = (1 — £)P71 e deste modo, p | (1 — &)P~! em Z[¢]. Logo,
1= 277 e p| (1=,
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e assim, p | 277! ou seja, p | 2, o que é um absurdo, uma vez que supomos p primo
fmpar. Portanto u’ = £, e assim, u = "u. Agora, seja k tal que 2k = h(modp). Assim,

&h = €2k e portanto:

S S S

L=yl P = ugPF € Z[€]. Como u e £F sdo unidades segue que v é uma unidade

Agora, se v > 0 entdo u = v, e se v < 0, entdo v = —v > 0, ou seja, u = —&F(—v) =

Seja v =

s

real, e além disso,

—&ky' com v' > 0. Portanto, u = +£*v, onde v é uma unidade real positiva. 0

2.4 Teorema de Dirichlet

Nesta secao, estabelecemos alguns resultados necessarios para a demonstragao do Teorema
das unidades de Dirichlet, que dara informacoes importantes a respeito da estrutura do
grupo das unidades de um corpo abeliano K, e definimos o regulador de K que sera
largamente explorado no capitulo 3. As principais referéncias desta se¢ao sao [1], [2] e [5].

Dado um corpo de ntmeros K de grau n sobre Q, existem n imersoes de K no
corpo dos complexos C. Destas n imersoes tem-se que r; > 0 sao reais e 2r, > 0 sao
complexas, uma vez que os conjugados complexos aparecem aos pares, e assim, n = r; +

2r5. Usamos as notacdes KM, K@) ... K™ para os conjugados de K, isto &, K@ = ¢;(K).

Além disso, convencionamos que KM, K® ... K1) s3o os conjugados reais de K e que
Kri#+D ... K™ sdo os corpos conjugados de K nio reais. Deste modo, tem-se que
K(ri+3) = K+r249) para j = 1,2,--- ,79. Se z € K, entdo 29 € K® ¢ o conjugado de

z, e assim, x(r+i) = g+t para j=1,2,- -7y,

Consideramos, agora, a seguinte aplicagao

AU — R
u  — Mu) = (log | u® |, log | u® |,--- log | u |),
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onde r =1 4+ 7y, — 1, e | u® | denota o niimero real positivo que é o valor absoluto de

u € C e “log"o logaritmo natural.

Proposicao 2.4.1. Seja u uma unidade. Assim, u € uma raiz da unidade se, e somente

se, M(u) = (0,0,---,0) € R".

Demonstracao: Se u ¢ uma raiz da unidade, entao pela Proposicao 2.1.3, segue que

| u9) |= 1, para todo conjugado de u. Assim, log(| u¥) |) = log(| 1 |) = 0, para todo
j=12---r-- n, e portanto, A(u) = (0,0,---,0). Reciprocamente, se u € U é tal

IN(@) | = | u@u® . u™ |=1.

Assim,

n

log(1) = log(| N(u) |) = log(| uVu® - |) = [ logu® |= 0.

i=1
Agora, como z(r1+i) = g(+7m2+5) segue em valores absolutos que | 2"+ |=| g(ritr2+i) |,

para j = 1,---,79, Assim, para j = 1,---,15 — 1, segue que 2log(| u(™*2) |) = 0,

e portanto, | u("F72) |=| w(1F22) |=| 4™ |) = 1, ou seja, | u) |= 1, para todo i =
1,2,--- ,n. Pela Proposicao 2.1.3, segue que u é uma unidade. 0
Sejam 1 < ¢ <7 e uj,ug, - ,u; €U tal que {A(u1), A(uz2), -, Mug)} CR?éum

subconjunto linearmente independente em R". Seja
q
G = {(al,ag, <o+ ,ay) € RY; existe v e U; Av) = Zaj)\(uj)} :
j=1
Propriedade 2.4.1. Tem-se que 7 C G.

4q .
Demonstragio: Se (ai,ag,- - ,a,) € Z% entdo tomando-se v = [] u?”, tem-se que
i=1

q
Av) = MJ] u’). Analisando coordenada a coordenada, segue que

: J
Jj=1

q

log = > ajlog | uj|,
1

q
a;
H U
j=1

j=
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q9
e assim, A\(v) = Y a;jA(u;). Portanto, (a1, as,--- ,a,) € G, e deste modo, Z9 C G. [
j=1

Propriedade 2.4.2. O conjunto G é um subgrupo aditivo de RY.

Demonstragao: Se a = (a1, as, - ,a,) € b= (b1,bs, -+ ,b,) sdo elementos de G, entdo

existem vy, v € U tal que

q q

Muv) = a;M(u) e Muva) =Y biA(uy).

j=1 7j=1

Assim, se vy, v9 € U, entao Z—; € U, além disso,

q
U1
M(2) = - b,
2 o
Portanto, a — b € G, e assim, G é um subgrupo de RY, O
Seja G1 = {(ay,az2,--- ,a,) € G; 0<a; <1 paratodo i =1,2,---,¢q}.

Propriedade 2.4.3. Toda classe de G relativa ao subgrupo 71, contém um unico elemento

do subconjunto G, mais ainda, diferentes elementos em G tem diferentes classes em %.
Demonstragio: Para a existéncia, se (ay, a9, -+ ,a,)+2Z9 € %, entao (ay, asz, - ,a,) €

R?. Agora, como todo nimero real se encontra entre dois ntimeros inteiros consecutivos,

segue que pOdemOS escrever
(a1>a27'” aaq) +Zq = (21,2,’2,--' 7Zq)+ (‘Tlvx%"' 7xq)+Zq7

onde (21,29, ,24) € Z% e (x1,29,--- ,z,) € Gi. Assim, segue que (ay,as, -+ ,a,)+ 27 =
(21,29, -+ ,xy) + 2%, e deste modo, toda classe de Z9 contém elementos de G;. Para a
unicidade, suponhamos que uma classe de Z? contenha pelo menos dois elementos g, h €
(1. Assim, para todo i = 1,2,--- ¢, tem-se que g = (g1,92, -+ ,9,), com 0 < g; < 1,
e h = (hi,hy, - ,hy), com 0 < h; < 1. Deste modo, g = h = g—h = 0, ou seja,
gi — h; € Z. Logo, g; = h;, e portanto, g = h. 0
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Lema 2.4.1. O grupo % € finito.

Demonstracao: Pela Propriedade 2.4.3, segue que é suficiente mostrar que G é um

conjunto finito. Para isto, seja U; = {v € U : existe (a1, a2, -+ ,a,) € Gytal que A\(v) =

q
Yo ajA(uy)}. Sev e U e (ar,as, -+ ,aq), (b1,be,- - ,b,) € G sdo tais que
j=1

q q

M) = aA(u;) = biA(uy),
j=1 j=1
q
entdo . (a; —b;)A(u;) = 0. Como, por hipotese, {A(u1), A(uz), - -+, AM(uy)} € um conjunto
j=1
linearmente independente, segue que (a; — b;) = 0, e deste modo, a; = b; para todo
j=1,2,--- q. Seja a aplicagao

q
ve Uy — (ar,aq,--- ,a,) € G, onde A\(v) = Zaj)\(uj).

j=1
Pela definicao de GGy, segue que a aplicacao é sobrejetora. Assim, para mostrar que G; é

finito, é suficiente mostrar que U; é um conjunto finito. Se v € U;, entao

q q
[og(| v ) | = |3 ajlog(| ul” D] < Y log(|ul? )i =1,2--+,r.
Jj=1 j=1
Consideremos, agora, «; = Zq: log(| U§'i) |> 0, para i = 1,2,---,r, e seja ainda, a =
max{aq, ag, -+ ,a;}. As.s.im,]:1
e < oW |< e < e,
parat=1,2,--- 7.

Logo, existe 5 > 0 tal que | v |< B, parai = 1,2,---  r, pela Proposicio 2.1.2, segue

que U; é um conjunto finito, onde conclui-se a demonstragao. 0
Definicao 2.4.1. As unidades uy,us, -+ ,ur de Og sao ditas independentes quando a
relacao

utug? -t =1,
comm; € Z, para 1t = 1,2,--- |k, for possivel somente quando my =mo = --- =my = 0.
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Observacao 2.4.1. Cada unidade u; pertencente a um conjunto independente de unidades

nao pode ser uma raiz da unidade, uma vez que se u; for uma uma raiz da unidade em um

conjunto {uy, us, - - ,ux} de unidades independentes, entao existe m; # 0 tal que ui™ = 1.
Assim, ufug-- U -ug =1, onde nem todos 0s expoentes sao nulos, o que contraria o
fato das unidades uy, us, - -+ , ug, serem independentes.
Lema 2.4.2. Se uq,us, -+ ,up sao unidades de Ok, entdo as sequintes afirmacoes $ao
equivalentes:
1) uy,ug, -+ ,ug sao unidades independentes.
2) Muq), AM(ug), -+, AMug) sao linearmente independentes sobre Q.
3) Muy), AMuz), -, Mug) sdo linearmente independentes sobre R.
Demonstragao: Para (1) implica (2), se M(uy), Muz), -+, AMug) sdao linearmente depen-
k
dentes sobre Q, entao existem inteiros 7,72, - - - , Nk, nd0 todos nulos, tal que Y n;A(u;) =
j=1

k .
0. Assim, Y n;log(] uéz) |) =0, parai=1,2,--- 7. Deste modo,
j=1

0 = nlog(|u|) +mlog(|ug|) + -+ mlog(| u |)
= log(| uy |™) 4 log(| ug ) + - - - log(] us ™)

= log(|uy [ ug [ -+ [y ™)
= log(| uf'ug? - uy |) = 0,

k k
e assim, A(]] u;”) = 0. Pela Proposicao 2.4.1, segue que [] u;-'j ¢ uma raiz da unidade,
j=1 j=1
ou seja, existe h > 1 tal que

k
Q=1
j=1
i hn1 . h h
Assim, ([T uj)"™ = 1, ou seja, uy™us™ -+ u,™ = 1, com hn;, para j = 1,2,---  k nao
j=1
todos nulos, o que contradiz a hipotese de as unidades wq,usq, -+ ,ug, serem indepen-
dentes. Para (2) implica (3), se {A(u1), A(uz2),- -+, A(ux)} sdo linearmente dependentes
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sobre R, entao por hipotese A(u;) # (0,---,0) € R", para todo j = 1,2,--- k. Apos

uma renumeragio, caso necessirio, pode-se assumir que {A(uy), A(u2), -+, A(uy)}, com
0 < ¢ < k, é um conjunto linearmente independente sobre R. Assim, cada A(ug) tal que
q
q < s <k, édaforma ANus) = a; > A(u;), com a; € R. Portanto, (a1,as,--- ,a,) € G.
j=1
Se h = #(%), entdo ha; € Z, e assim, a; € Q para todo j = 1,2,---,¢. Deste modo,
{AM(u1), AMuz), -+, Mug)} é linearmente dependente sobre @, o que é uma contradi¢ao. Fi-
nalmente, para (3) implica (1), se uy, ug, - - - , uy sdo dependentes em Ok, entao existem in-
k
teiros my, mo, - - - , my nao todos nulos, tal que u"uy? - - - u™* = 1. Logo, Y m;jA(u;) =0,
j=1
com my, Mg, -+ ,my nao todos nulos. Assim, {A(u1), A(ua), -+, A(ug)} é linearmente de-
pendente sobre Z, e portanto, sobre R, o que é uma contradicao. Il

Teorema 2.4.1 (Teorema de Minkowski). Sejam n > 1 formas lineares dadas por L; =

n
Y- a;j X, onde i = 1,--- ,n, com coeficientes complezos tal que d = det(a;;) # 0. As-
i=1
- n
sumimos que para todo i existe um indice i' tal que Ly = ) a;X; (0 complezo conju-
j=1
gado da forma L;) € igual a Ly. Além disso, se L; tem coeficientes reais, entao i = i'.

Se T, To, -+ ,Tp 8GO0 numeros reais positivos tal que L; = Ly, entao 7, = 1y. Além

disso, se TTy--+T, >| d |, dado algum indice iy tal que L,y = Ly, entdo existem in-

/
0

teiros 1, -+ ,x, € 7Z, ndo todos nulos, tal que | Li(xy, - ,x,) |< 7 para i # iy e
| Li(l‘h e 7xn) |§ Tig -
Demonstragao: Ver [1] cap 9, pag 157. O

Teorema 2.4.2 (Teorema de Dirichlet). Sejam K um corpo de nimeros de grau n, ry e
ry 08 numeros definidos anteriormente e r =11 + 19 — 1. O grupo U das unidades de K

€ isomorfo a Z" x W, onde W € o grupo das raizes da unidade contidas em K, isto €,
U=W xZ.

Demonstracao: Primeiramente, mostramos que U é um grupo multiplicativo de tipo

finito, e para isso calculamos seu rank. Consideramos a imersao canonica definida por
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(o1(x),09(x), -+, 0p,4ry(2)) de K sobre R™ x C™, e a aplicagao

A K — RO
r — Aa)=(log(| 2™ ]), - log(] 271F72) ).

A aplica¢do A € um homomorfismo (chamado de imersao logaritmica de K*). Seja B um
subconjunto compacto de R™ "2, Vamos mostrar que o conjunto B’ das unidades de x € U
tal que A(z) € B é um conjunto finito. Como B é limitado, segue que existe um ntimero
real @ > 1 tal que para todo z € B’, tem -se a~! <| 2@ |< a, pois as fungoes simétricas
elementares sao limitadas em valor absoluto. Uma vez que os coeficientes das funcoes
simétricas estdao em Z (jA que x € Ok), segue que o conjunto dos possiveis valores para
uma funcao simétrica de z(¥ ¢ um conjunto finito. Portanto, existem finitas possibilidades
de polindémios caracteristicos para os elementos x € B’, e consequentemente, existem
somente finitos valores possiveis para x. Assim, B’ é um conjunto finito, e a finitude de

B’ implica diretamente as seguintes propriedades:

1. O kernel da restricao de A & U, é um grupo finito, e assim consiste das raizes da
unidade. Como toda raiz da unidade de K pertence ao kernel de A, segue que
ker(A) = W.

2. A imagem A(U) é um subgrupo discreto de R™*"2, e consequentemente, A(U) é um
Z-modulo livre cujo rank é s < ry+7y. Pelo primeiro teorema do isomorfismo, como

A(U) é livre segue que U ¢é isomorfo a W x Z°.

Resta agora, mostrar que o rank s de A(U) é igual a r1+ry—1. A desigualdade s < r1+ry—1

segue do fato que se x € U, entao a relacao

r1+r2

+1 = N(z) = Hai(x) - Hoi(x) H o;(z)oi(x)

implica que o vetor A(x) = (y1,- -, Yr, 1) Pertence ao hiperplano H definido pela equagao
T1 ri+r2
RS S
i=1 Jj=r1
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Uma vez que A\(U) é um subgrupo discreto de H, segue que
s<ri+ry—1.

Para completar a demonstragao necessitamos mostrar que existem r = ry +ry — 1 vetores
independentes em A(U), isto é, que existem suficientes unidades independentes em U.
Mas isto, é basicamente o conteido da seguinte afirmacao: se ci,co, - ,¢ € R, nao
todos nulos, entao existe uma unidade u € U tal que

r

> cilog(| u® |) #0.

i=1
De fato, sejam {ai,as,- - ,a,} uma base integral de K e d = det(a;;), como d? é o
discriminante do corpo K, segue que 1 < d? € Z, e assim, 1 <| d |. Seja 8 um nimero
real suficientemente grande, digamos

T

B> leil|log(|d])+1.

i=1

Consideramos as n formas lineares

n

LZ‘:ZCLZ‘]‘XJ', 1= 1, , N.

i=1
Sejam 7y, 7o, - - - , T, NUmeros reais positivos, satisfazendo as condigoes
L. Tri+i = Tritroti-
2. My, =| d |
Podemos escolher 71,7, -, 7. arbitrariamente, e as relagoes acima determinam unica-
mente os demais. Pelo Teorema de Minkowski, segue que existem inteiros xy, - - - , Z,, nao

todos nulos, tal que se
n
y“) = Li(z1, 29, 1) = Zaz’ij>
j=1

entao

|y(i) <7, i=1,---,n.
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Em particular, se y € Ok, y # 0 e 1 <| N(y) |<| d |, entdo

T; T;

< ! <7 <T7|d|
= - Ty ST .
ld|  mmem T I y® |~
i#]
Se .
F(y) = cilog(|y@ ),

i=1

entao

= D alog(|y® ) =) eilog(m)
=1 i=1
r )
_ ng(M)‘
- T;
=1
(i)
1Og(ly |>‘
T;

< > lal
i=1
= (Z | ¢ |) log(| d ) < B,
1=1

(i)
uma vez que —log(| d |) < log <‘ Y |) < 0 <log(| d|). Suponhamos, agora, que para
Ti
—_———
<1
todo h =1, ,r podemos escolher niimeros reais positivos 75,1, Tha, - - - , T, Satisfazendo

as condigoes do Teorema de Minkowski, e também, a seguinte condi¢ao adicional

r

Z c;log(mh) = 25h.

i=1
Isto é possivel uma vez que existem indices i; 1 <i <r, para o qual ¢; # 0. Se y,, € Ok,

com y, # 0, é obtido a partir de 7,1, Tho, - -+ , Thr, €nta0
| F(yn) —28h | = |F(yn) = Y _ cilog(mhi)| < B,
i=1

e assim, [ F(yn) — 2Bh |< B, logo B(2h — 1) < F(yn) < B(2h — 1), com h = 1,--- 1.
Portanto,
F(y1) < Fly2) < Flys), -
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Mas,
N(ynOk) = N([yn]) = N(yn) [<|d | .

Assim, como N(y,) € Z (pois yn, € Ok), e como existe um niamero finito de ideais com
a mesma norma, segue que existem indices h # b’ tal que y,0x = yOk. Portanto,

u = % ¢ uma unidade em K, uma vez que F' é linear. Assim,
h

F(yn) # F(yw) = F(uyn) = F(u) + F(yn).
Logo, F(u) # 0, e assim

F(u) = ZC log(| u® [) # 0,

o que completa a demonstracao do teorema. O

Definigao 2.4.2. Todo conjunto de r unidades independentes {uy,us, -+ ,u,} de K, com
r=ry+1ry—1, para os quais valem as propriedades do Teorema de Dirichlet é chamado

um sistema fundamental de unidades em K.

Defini¢ao 2.4.3. Seja {uy,uq,- - ,u.} um sistema fundamental de unidades de K. O

nimero real positivo R =| det(log | ug-i) ) | € chamado o regulador de K.

Nosso interesse, agora, ¢ mostrar que o regulador de K esta bem definido, isto é, que
independe do sistema de unidades escolhido, que ¢ basicamente o contetido da seguinte

proposicao.

Proposicao 2.4.2. Se {uy,ug, - ,u,} e {vy,vq, -+ ,v.} s@o dois sistemas fundamentais

de unidades de K, entao

(%) _ ()
| det(log | u;” [) | =| det(log | v;" [) |

Demonstracao: Pelo Teorema de Dirichlet, podemos escrever

_ ¢bi, a15, az2j Qrj
/Uj_g]ul u2 ""LLTT],

com bj,a;; € Z, para j,i = 1,2,---  r. Similarmente, podemos escrever

I I
_ b G5 925 @
u; = &0 vy e
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/

com b, a.. € Z para j,i = 1,2,--- ,r. Assim,

707
v; = £bju(111ju32j .. _ugr_gfw fbgv‘ll/lj Ugéj .. .Uf;i. . .u?w’
e portanto,
b +bjaz;, @15, 92 aj;+aj; ai;, azj Ar(j=1), Or(+1) Arj
v; = 1%,V v, ...Uj cee Uy Uy e i1 i+l ceeund

Pela unicidade da representacao, segue que
o — 1 se 1=
v 0 se ©# 7.

5| € a matriz inversa da matriz [Ja;]|, e assim,

Logo, Halj’
det(a;;) det(az;) = 1.
Portanto,
| det(ai;) [=| det(azy) |= 1.

Agora, considerando os conjugados das unidades, seus valores absolutos e logaritmos,

obtém-se que
o 1= €O g O = € | | ]

Aplicando o log segue que

log(| vf” [) = log(| €% || uf™ [| ug® | --- | w7 ) = > anylog(| up |)-
h=1
Assim,
‘det (log(vj(.i)))‘ = |det (Z ap; log(| u,(f) |)> '
h=1
— [det (s | 1og | uf? 1]))|
— | det Jan | ||det ||1og | uf ||
=1

= | det(log | uy ) |

o que conclui a demonstracao. 0
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2.5 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos mais detalhadamente as unidades de um anel de inteiros,
onde obtemos uma caracterizacao para essas unidades através da norma via a Proposi-
¢ao 2.1.5. Além disso, definimos as unidades fundamentais de um anel de inteiros que
possibilitou definir o regulador R de um corpo K, bem como demonstrar o Teorema das

unidades de Dirichlet que é o principal resultado estabelecido neste capitulo.
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Capitulo 3
Unidades especiais

Neste capitulo, tratamos as unidades de um corpo ciclotomico Q(¢,,), no caso em que n é
uma poténcia de primo, definimos o conceito de unidades ciclotomicas e por fim, introdu-
zimos as unidades circulares. Na Se¢do (3.1), apresentamos alguns conceitos necessarios
para o desenvolvimento deste capitulo, exibimos o Teorema de Kroneck Weber e definimos
o conceito de elemento ciclotémico. Por fim, trabalhamos com os Caracteres de Dirichlet
que serdo de grande importancia no decorrer do capitulo. Na Se¢do (3.2), apresentamos
o conceito de L-séries de Dirichlet e alguns de seus resultados bésicos. Na Secao (3.3),
tratamos das unidades ciclotémicas de Q({,m ), onde p é um primo, e mostramos que o
grupo das unidades ciclotomicas tem indice finito no grupo das unidades. Na Secao (3.4),
definimos as unidades circulares segundo Thaine, as unidades circulares segundo Sinnott,

e mostramos que em certas condicoes essas unidades coincidem.

3.1 Resultados basicos

O objetivo desta secao é introduzir algumas definicoes que consideramos basicas para o

desenvolvimento deste capitulo, onde definimos os caracteres de Dirichlet e exibimos o

Teorema de Kroneck-Weber. As principais referéncias desta se¢ao sao [1], [6] e [7].
Sejam K um corpo de niimeros e Ok o seu anel de inteiros. O anel Ok é um dominio

de Dedekind e assim todo ideal se fatora de modo tinico como o produto de ideais primos
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de Okg. Se L é uma extensao finita de K e a ¢ um ideal de K, entao aQp, é um ideal de
OL gerado pelos elementos de a, e o ideal aQy, é chamado de levantamento de a em Op.

Se p é um ideal primo de Oy, entao existem inteiros e;, com ¢ = 1,2,--- , s, tal que

pO]L = H q??
=1

onde os q; sao os ideais primos q de O, tal que g N Og = p. Neste caso, dizemos que g;
divide p, ou ainda, que g; ¢ um ideal de L que esta acima de p. Além disso, segue que

s

> elOu/a; s Ox/p] = [L: K].

i=1
O ndmero inteiro e; é chamado indice de ramificacdo de g; na extensao K C L. Se ao
menos um destes nimeros for maior que 1, dizemos que o ideal primo p se ramifica na
extensao K C L. Se ¢; = 1 para todo ¢ = 1,2,---,s, dizemos que o ideal primo se
decompde completamente em L. Se e; = [L : K], para algum 4, entdo s = 1, e nesse caso,

diz se que o ideal primo p se ramifica completamente em L.

Definicao 3.1.1. Sejam K C L uma extensao galoisiana, p um ideal primo de K que nao
se ramifica em 1L e p’ um ideal primo de L que estd acima de p. Neste caso, eriste um

unico K-automorfismo v de L, que tem a sequinte propriedade
v(z) = 2%/ (mod p'),

para todo x € Or. FEsse K-automorfismo é denominado automorfismo de Frobenius para

0 ideal primo p’ na extensao K C L.

Teorema 3.1.1 (Kronecker - Weber). Seja K um corpo de nimeros. Se K é abeliano,

entdo existe um nudmero inteiro positivo n tal que K C Q(&,).

Demonstragao: Ver [6]. O

Definigao 3.1.2. Seja K um corpo abeliano. O menor inteiro positivo n tal que K C
Q(&,) € chamado de condutor de K.
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Definicao 3.1.3. Um elemento ciclotomico é um elemento do tipo

n—1
e==x& [J(1-8)" € Q&),
=1

com n, t e b;, nimeros inteiros positivos com i,5 =1,2,--- ., n— 1.

Um elemento € é uma unidade ciclotomica quando € e e~ ! pertencem a Og. O

conjunto de todas as unidades ciclotomicas forma um grupo que denotamos por C,.

Definicao 3.1.4. Um caracter é um homomorfismo x : G — C*, onde G € um grupo

abeliano finito.

Dado um grupo abeliano finito G, seja G o conjunto de todos os caracteres de G
em C*. Em G podemos definir o produto de dois caracteres de forma natural, isto é, se
X1, X2 € @, entao x1x2 ¢ a funcdo de G em C* definida por y1x2(9) = x1(9)x2(9), para
todo g € G.

No caso em que o grupo abeliano finito G é isomorfo a (Z/nZ)*, para algum ntimero
inteiro positivo n, dizemos que os caracteres de G sao Caracteres de Dirichlet definidos
mod n, ou simplesmente, um caracter mod n.

Se n divide m, entao y induz um homomorfismo de (Z/mZ)* — C* pela composic¢ao
natural com a aplicagdo (Z/mZ)* — (Z/nZ)*. Portanto, podemos considerar x definido
mod m ou mod n. E conveniente considerar o caso quando n minimo e chamamos n
de condutor de x, que denotamos por f,. Quando x(a) = x(—a), dizemos que x é um

caracter par, e quando x(a) = —x(a), dizemos que y é um caracter impar.

3.2 L-séries

Nesta secao, apresentamos o conceito de L-Séries de Dirichlet e alguns resultados que
por conveniéncia nao serao demonstrados, mas serao usados no decorrer do capitulo. A

principal referéncia desta secao ¢ |6].
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Definicao 3.2.1. Seja x um caracter de Dirichlet definido mod f,. A L-série de Dirichlet
definida por x € dada por

com R(s) > 1.

Definigao 3.2.2. Seja x um caracter de Dirichlet definido mod f,. A soma Gaussiana

¢ definida por
Ix .
T(x) = Y x(a)e I .
a=1

O seguinte teorema sera util no decorrer da proxima secao, por uma questao de

conveniéncia omitiremos sua demonstracao.

Teorema 3.2.1. Com as mesmas notagoes dadas anteriormente tem-se que

Ix
T = a
L(Lx) = — "W > X(a)log | 1— ¢ |
fX a=1
sex(—1)=1ex#1.
Demonstragao: Ver [6]. O

Teorema 3.2.2. Sejam K, = Q(&,), ondem > 2, m # 2(mod4), e &, uma raiz m-ésima
primitiva da unidade. Sejam K =K, "R, h,, = h(K,,) e ht = h(K!) o nimero de
classes de K,,, e K respectivamente.

Temos que

fx
1 1
h;:ﬁn <§Z—X(k)10g\1—flfx |>

xpar k=1
x#1

IxIm

onde R* denota o regulador de K.

Demonstragao: ver [1| pag. 662 O
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Lema 3.2.1. Sejaey,es- -+ | €, unidades independentes de um corpo de nimeros K gerando
um subgrupo A de unidades de K, e seja ny,1mo,- -+ ,n. gerando um subgrupo B; Se A C B

¢ de indice finito entao

R(Ela € 767‘)
R(nhn% e 7777")

[B: Al =

Demonstragao: ver [2| pag. 41 O

3.3 Unidades ciclotomicas

Determinar o grupo de unidades de um corpo de ntimeros é, em geral, uma tarefa extre-
mamente trabalhosa. No entanto, para corpos ciclotémicos é possivel determinar expli-
citamente tal grupo de unidades, chamadas de unidades ciclotémicas, e que tem indice
finito no grupo de todas as unidades. Nesta secao, estabelecemos esses resultados. A

principal referéncia desta segao se encontra em [6].
Sejam n # 2(mod4) e V,, o grupo multiplicativo gerado por
{£&,1 -1 <a<n—1}.

Sejam U, o grupo das unidades de Q(§,) e C =V, NU,. O grupo C é denominado de
grupo das unidades ciclotomicas de Q(&,,). Mais geralmente, se K ¢ um corpo de nimeros
abeliano, entao podemos definir as unidades ciclotomicas de K, tomando K C Q(¢,) com
n minimo e definindo Cx = UgNC, isto é, definimos as unidades ciclotomicas de um corpo
abeliano K tomando se as unidades ciclotémicas do condutor deste corpo interseccao com
as unidades do corpo K.

A seguinte igualdade sera ttil ao longo desta se¢ao. O elemento

v (128 ()

) T

é real, e se substituirmos a por —a, entao obtemos a mesma unidade multiplicada por —1.

No Capitulo 2, vimos as unidades ciclotdmicas no caso em que n é primo, e agora,

consideraremos o caso mais complicado, onde n é uma poténcia de primo.
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Lema 3.3.1. Seja p um primo e m > 1.

1. As unidades ciclotomicas de Q({ym)t sao geradas por —1 e as unidades

e (180
fazgpm 2 (1_€pm)’

com 1 <a< ip™emdc(a,p)=1.

2. As unidades ciclotomicas de Q(§,m) sao geradas por Eym e as unidades ciclotomicas

de Q(&pm) ™.

Demonstracao: Para simplificar a notacao, facamos § = §,m. A definicao de unidades

ciclotomicas envolve 1 — &% para todo a # 0(modp™). Se k < m e mdc(b,p) = 1, entado
usando a relacao

R | (!
segue que

- = TLa-eom s,

3=0

Uma vez que mdc(p, b+ jp™—k) = 1, podemos considerar somente os a com mdc(a,p) = 1.
Como 1—£% e 1—¢7* diferem por uma potencia de £, segue que é suficiente considerarmos
1<a< %pm. Suponhamos, agora, que

6 _ j:gd H (1 . ga)ca

1<a<%pm
mdc(a,p)=1

¢ uma unidade de Q(£). Como os ideais [1 — £?] sao os mesmos (uma vez que 1 — & e

1 — & sdo associados para todo 4,5 € Z), segue que Y. ¢, = 0. Portanto,

1—&a\™ .

¢=+¢T] (1—) =+ [ [ &

—¢

a#l

onde e = d+ % > cqa(a—1). Note que, se p = 2 entao mdc(a,p) = 1 se, e somente se, a for
impar. Assim, £¢ esta em Q(€), e isto completa a prova do item (2). Se £ € Q(£)™, entao
cada fator do produto dado acima é real. Assim, +£¢ deve ser real, e portanto, deve ser

igual a £1, o que conclui a demonstracao. [l
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Lema 3.3.2. Se G ¢ um grupo abeliano finito e f € uma funcdao de G com valores em um

corpo de caracteristica zero, entao

1. det(f(om™)orea = I1 D x(0)f(0).

Xeé ceG
2. det(f(om7") = f(0))orzr = I 22 x(0)f(0).
x#1loeG
3. Se > f(o) =0, entao det(f(o71))grp1 =| G |7} ];[1 Z:Gx(a)f(a).
o X oc
Demonstragao: Ver [6], pg. 71. O

Mostramos, agora, que o grupo das unidades ciclotomicas é de indice finito no grupo
de todas as unidades. Para isto, é suficiente considerarmos subcorpos reais. Comegamos

com o caso mais simples de se tratar, ou seja, quando n é potencia de primo.

Teorema 3.3.1. Se p é um primo ¢ m > 1, entao as unidades ciclotémicas C’;m de

Q(&m)™ € de indice finito no grupo das unidades Ujn €
ot .o
hpm — [Upm . Cpm],
onde him € 0 mimero de classes de Q(&m)™.

Demonstracao: Mostramos que o regulador das unidades &, do Lema 3.3.1 é nao nulo.

Para isto, sejam § = " e a aplicagdo
0,:& — & o, € Gal(Q(§) : Q).

Sejam os elementos o,, para 1 < a < %pm e mdc(a,p) = 1. Se G = Gal(Q(§)™ : Q), entdo

podemos escrever .
(sFa-9)
E7(1-¢)

Y=
Se p = 2, entao estendemos o, para Q({ym+1), e tudo continua valido, uma vez que

(€72 (1 — €))7¢| independe da escolha da extensdo. Tomamos, agora, o elemento f(o) =
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log | 5%1(1 — &) |=log | (1 =€)7 |, com o € G. Aplicando o Lema 3.3.2, segue que

R({&}) = =detflog | & [Jarz1
= £det[f(o1) — f(T)]orp1
= tdet[f(ro™ " — F(T)ort1

=+ [[ D_x(0)f(0)

I#XGGUEG

= = J] D x(o)log| (1-¢)7|
1#£xeG o€G

= =[] Y. x@log|1-¢"|
1<a<ipm

1 & .
S IR
Se f, = p*, com 1 < k < m, entdo usando a relagio

I a-g)=1-¢,

1<a<p™
a=b(mod p*)

obtém-se que

pm p*
D x(@)log | 1=¢] = Y x(b)log |1 &y |
a=1 b=1

Ao
-ty
- (LD,

Logo,
1 _
R(&) = =[] -5700L(L.X) = h"RY #0,
x#1
onde R* é o regulador de Q({,m)". Portanto, +£¢, gera um subgrupo de indice finito no

grupo de todas as unidades, a qual denotamos por C* e

R(&)
U : Cp] = oy = h,
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o que conclui a demonstragao. 0

Passamos, agora, ao caso mais geral, onde n é um inteiro qualquer. Neste caso, a
demonstracao é similar ao caso de poténcia de primos, mas neste caso devemos tomar

alguns cuidados, uma vez que para isto necessitamos dos seguintes lemas.

Lema 3.3.3. Se f, { (%), entao

n

Y. xl@)log|1-&m|=0.
mdc%a:,rlz)zl

n
m
1, pois do contréario y : (n%)* — C* pode ser fatorado completamente em ( ZZ

Demonstragao: Assumimos que existe b = 1(mod (£)) tal que mdc(b,n) =1 e x(b) #
I

33

assim, f, | 2, o que é uma contradi¢ao. Como £ = £9m segue que

> x(@)log [ 1 =& = x(a)log [ 1— & |= x(b)™" Y x(a)log | 1 —&™ | .

Uma vez que x(b) # 1, segue que devemos ter o somatorio nulo, ou seja, obtém-se que

> x(a)log | 1 — &% |= 0, o que conclui a demonstragao. O

Lema 3.3.4. Seja n = mm’ com mdc(m, m') = 1. Se f, | m, entao

> x@log | 1—&m |=¢(m) > x(b)log|1-&, .
deL(LCL:,}L):l mdc?lf#z):l

Demonstragao: Sejaa =b+cm,com 1 <b<me0<c<m. Semdela,n) =1,

entdo mdc(b,m) = 1. Reciprocamente, para cada b com mdc(b,m) = 1, segue que existe
¢(m') escolhas de ¢ tal que mdc(b+ em, m') = 1. Portanto, mdc(b+ ¢cm,n) = 1, uma vez

que mdc(m, m') = 1. Como x(a) e £2™ dependem somente de b, segue o resultado. [

Lema 3.3.5. Se F,g,t sao inteiros positivos com f, | F' e g | F', entdo

Ft F
> xl@log[1—& = Y x(b)log|1—& .
mdcla.g)=1 mde(b.g)=1
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Demonstragdo: Sea=b+cF,com1<b< Fe0<c<t, entdo mdc(a,g) =1 se, e

somente se, mdc(b, g) = 1. Além disso,

t—1
H(l_ b+CF> — 1_5%
c=0
Uma vez que x(a) depende somente de b, o resultado segue. U

Lema 3.3.6. Se f, | m, entao

x(b)log [1-¢&, 1.

hE

i
X

plm

> x®log1-&, = [J]0-x®p)

mde(b

Demonstragio: Ver [6], pg. 148. O

Teorema 3.3.2. Sejam n # 2(mod4) en = H p;' sua fatoragao em primos. Seja I per-
=1
correndo todos 0s subconjuntos proprios de {1, 2,--- s} (isto €, I percorre os subconjuntos

de {1,2,--- s} exceto {1,2,--- ,s}). Sejan; =[] p’, para 1 < a < 3n e mde(a,n) = 1.
i€l
Se g
. 1 — gang
=& H o
onde da = 3(1 —a) Y. ny, entao {&} forma um conjunto de unidades independentes para
T

Q(&)*T, onde C! denota o grupo gerado por —1 e as &,’s, e U denota o grupo das
unidades de Q(&,)". Além disso,

WG =hi T T (0 ) + 1= x(m) # 0,
X?élpz)(fx
onde ht é a nimero de classes de Q(&,)" e x percorre todos os caracteres pares nao

triviais de “Z.
nZz

69



Demonstragao: A demonstracio é similar a do Teorema 3.3.1, no entanto é um pouco

mais técnica. Como na prova do Teorema 3.3.1, segue que

R({&}) iH Z (a) Y log | 1—&m 1,

1 a=
X7 mdc(a, n) 1

onde x percorre todos os caracteres pares nao triviais modn. Se m’ = n; para algum I,
entdo n = mm' com mdec(m,m’) = 1. Se f, | m, entdo

n

Z log |1 —¢&m | = Z x(b)log | 1 - ¢, |
b=1

a=1 =
mde(a,n)=1 mdc(b,m)=

= o) [[JO=x®)| Y x(b)log|1-¢, |

i
= o(m) |TJ =x) | D x(a)log | 1 - &5, |

- _¢(m')7{;)L(1,y) g(l —x(p))
= —o(m) ()LL) [ - x@)
plm

Se n = nyn}, entdo ny = m’ e n; = m. Portanto,

n

> x(@)) log|1—gm| = L(1,X) Zcbnz [T - xw)

a=1 1 n
mdc(a,n)=1 fx\nl plnt

= hiR} ZfanH —-x() |

p|n’
fx|”1 "

onde hf e RT sdo o numero de classes e o regulador de Q(§,)™, respectivamente. Agora,
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S
se n =[] p;*, entdo
i=1

Z o(n) [ [ = x() = [ (6(pi") + 1 = x(p)) -

p‘”] plifx

fx|n1

Expandindo o lado esquerdo da equagao, segue que

z¢(zp)n ().

ieJ i¢J
onde J percorre todos os subconjuntos de {i;p; ¢ f,}. Se p | fy, entdo 1 — x(p) = L.
Portanto, aumentamos o conjunto ¢ ¢ J para incluir todo ¢ ¢ J com 1 < i < s. Se

—_ (73 ! (73 X
ny=[[pi" en, =[] p;, entao

ieJ i¢J
> o) [ - x),

J pln’;

uma vez que J esta incluso na soma se, e somente se, mdc(ny, f,,) = 1 se, e somente se,
fy | 7y Assim, se f, # 1, entdo ny # 1, e deste modo, J # {1,2,--- , s} como requerido.
Finalmente, como a parte real de (¢(p;") + 1 — x(p;)) € positiva, segue que esse produto é

nao nulo. Como [U,f : C;F] é a razao dos reguladores R({{.})/ R}, segue o resultado. O

Corolario 3.3.1. Se C” ¢é o grupo gerado por —1 e as unidades da forma
(=a) (1 — &2 1
&n ? (%) com 1<a< 3™ mdc(a,n) = 1,

entao

U=t TITI0 - v

x#1 pln
onde x percorre todos 0s caracteres pares nao triviais definidos modm, e o indice € infinito

se, e somente se, o lado direito da equacao for nulo.

Demonstragio: Ver [6], pg 150. O
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3.4 Unidades circulares

Em [7] Nobrega define o grupo das unidades circulares segundo Sinnott que denotamos
por Cs(K), e define, também, o grupo das unidades circulares segundo Thaine denotado
por Cs(K). Além disso, mostra que em certas condiges esses dois grupos coincidem, e
sao estes resultados que estabelecemos nesta secao.

Sejam K um corpo abeliano de condutor m e K/ a interseccao de K com Q(¢&,),
onde n € N. Seja, ainda, a(n, a) a norma de Q(&,) sobre K/, dos elementos 1 — &%, com

nl

neNn>2ea=12--- n—1.

Definigao 3.4.1. O grupo das unidades circulares definido por Sinnott, denotado por
Cs(K), € definido como sendo a intersecao de O com o subgrupo de K* gerado pelos

elementos {1,-1, -+, a(n,a)} ,neN, n>2 a=1,--- ,n—1.

Definicao 3.4.2. O grupo das unidades circulares definido por Thaine, denotado por
Cr(K), ¢ definido por

Cr(K) = U C;(1),

onde
Cj(X) = {f(X) = iH (X' —&,)%, tal que , a, € Z, f(X) € K[X] e f(1) € 0&2},

m € o condutor de K e j € um numero inteiro positivo.

Para cada nimero inteiro positivo n tal que m | n e j é um inteiro positivo, seja

Ci(X, n) = {f(X) = :I:Hl:[(Xi — & )%, tal que , a;, € Z, f(X) € K[X] e f(1) € (’)E‘g}.

i=1 r=1
Seja, ainda,
Ci(L,n) ={f(1): f(X)eCj(X, n)}.
O conjunto Cj(1, n) tem estrutura de grupo para qualquer n miltiplo de m e j € N.
Além disso, C1(1, n) C Cy(1, n) C ---, uma vez que se f(X) € C;(X, n), entao f(X) =
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Jtln-1
+ H H( — &r)%r. Assim, podemos considerar f(X) = + (Xt — &r)bir . onde

i=1r= =1

po ) @i se 1<
v 0, se 1 =735+1.

3

—_
<

~.

Assim, tem-se que C;(X, n) C C;41(X, n), e portanto, C;(1, n) C Cj11(1, n). Deste

modo, conclui-se que |J C;(1, n) é um grupo, o qual denotamos por C'(n). Além disso,
j=1

tem-se que C(m) = Cr(K) (ver [7]).

Lema 3.4.1. Seja K um corpo abeliano de condutor m. Se j,n € Z* e x é uma indeter-

minada, entao
1. Cj(x, n) C Cy(x, tn), para algum inteiro positivo t.
2. C1(1, n) C C1(1,tn), para algum inteiro positivo t.
3. C= Ej Ci(1,tm) € um grupo.

t=1

4. Cr(K) C C.

Demonstracio: Para o item (1), se f(x) € Cj(x,n), ent@o as raizes de f(x) sdo raizes

dos polinémios ' — &7, com i =1,2,--- . jer =12 ---.n—1. Assim, se § é uma raiz
n? )= ) = ) )

de f(z), entdao 0" = £ e portanto, 6 = £ = 1. Deste modo, as raizes de f(z) sao
(tn)—

as raizes tn-ésimas da unidade, onde t = 1,2,--- ,j. Assim, f(x) = £ H (:c — &) e
C’l(x tn), e portanto, C’»(x n) C Cy(x,tn). Para (2), se f(x) € Cy(x, n) entéo fz) =

(tn)— A it = 0(mod t
=T -6 =+ T (g onde b = ¢ @0 > 1= Bimed )
0, caso contrario,

f(x) € Cy(z,tn), ou seja, f(1) € Cy(1,tn). Para (3), se f(1),9(1) € C, entdo podemos
supor, sem perda de generalidade, que f(1) € Cy(1,tym) e f(1) € Ci(1,tam) com ty,ts

e portanto,

inteiros positivos. Pelo item (2), segue que C1(1,tym), Ci(1,tom) C C1(1,t1tom). Agora,
como C(1,t1tam) & um grupo, segue que f(1)g(1) € Ci(1,t1tam) C C. Para (4), vimos
que Cp(K) = C(m) = |J C;(1,m). Agora, pelo item (1), segue que C;(1,m) C C41(1,tm)

j=1
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Cr(K) C C. 0

o o
para algum inteiro positivo ¢, e portanto, |J Cj(1,m) C |J Ci(1,tm) = C, ou seja,
=1 t=1

Lema 3.4.2. Se f(x) = m]:[l(:c — &) e Klz|, entio f(x) = [] fi(x), onde f;(z) =

jlm

m—1 )
T (@-€)" €Kl

1=
mdc(i, m)=j

Demonstragio: Ver [7]. O

Lema 3.4.3. Sejam n um ndmero inteiro positivo, L um subcorpo de Q(&,) e G =
Gal(Q(&,) : L). Se {01,601, ---,05} é um conjunto de representantes das classes de G, /G,
onde G, = Gal(Q(&,) : K), entao

1. 0s polinémios g;(z) = [] (x — £%7) pertencem a LL[z] e sdo irredutiveis em L, onde
veG
i=1,2,- s,

2. g;(1) = Noey(1 — &87), onde i =1,2,--- s,

3. o grupo multiplicativo

s:{mwthx—aw;%eZemweLm}

i=1

é um Z-mddulo livre de posto [L : Q] e gerado por {g;(X) : parai=1,2,--- ,s}.

Demonstragio: Ver [7]. O

Com esses resultados ja estabelecidos, chegamos ao ponto crucial desta secao, onde
mostramos que as unidades circulares de Sinnott e as unidades circulares de Thaine coin-

cidem.

Teorema 3.4.1. Seja K um corpo abeliano de condutor m. Se Cr(K) é o grupo das

unidades circulares de Thaine e Cs(K) € o grupo da unidades circulares de Sinnott, entdo

Cr(K) = Cs(K).
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Demonstragao: Inicialmente, mostramos que Cs(K) C Cy(1). Para isto, se 6 € Cs(K),

n—1
entao 6 = [] 8., onde &, = [] a(n, a)’». Sejam f,.(z) = [] (X — &%), onde G =

nlm a=1 neG

Gal(Q(&,) : K),  fulz) = Hf?ga(x) e F(z) = ][ fu(z). Observamos, agora, que
nlm
frna(x) € K[z] € fra(l) = a(n,a). Assim,

fo(D) =[] fra() = [ aln.a) = 6,

e
FO) = [[f0) =[on =0
m—1
Como F(z) = [] fu(z), segue que podemos escrever F(x) = [] (x — & )%, com F(x) €
n|lm =1

K[z], uma vez que f,, € K[z] e F(1) € Of. Portanto, § = F(1) € Cy(1), e assim,
Cs(K) € Cy(1). Mostramos, agora, que C' C Cg(K). Para isto, seja 6 € C. Assim,

d € C1(1, n) para algum n multiplo de m. Se f(x) = ?ﬁl(x—ffm)“i € K[z] tal que f(1) =4,
pelo Lema 3.4.2, segue que podemos escrever f(z) :1:11[ fi(x), com f;(x) € K;L/j [z]. Pelo
Lema 3.4.3, segue que para cada divisor j de n exist]e‘:n polinomios g;;(z) € K] [z] tal
que f;(z) = Hgfjj () e gi(1) = No,,,)/m, (1 = 5;/].). Assim, aplicando f;(z) em 1
tem-se que fj(ll) = [T Na(eg)mm(l = ;/j)bia e portanto, f(1) = Hfj(].) € Cs(K). Ja
haviamos mostrado (;ue Cr(K) C C, e provamos agora que CT(K)MQ Cs(K), visto que
Cr(K) 2 C1(1) 2 Cs(K). Portanto, concluimos que Cr(K) = Cs(K). O

3.5 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos as unidades ciclotémicas e mostramos que o grupo das
unidades ciclotdmicas tem indice finito no grupo de todas as unidades. Definimos também

duas classes especiais de unidades, as unidades circulares de Sinnott Cs(K) e as unidades

7



circulares de Thaine Cr(K), e mostramos que para um corpo abeliano K de condutor m,

tais grupos de unidades coincidem.
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Capitulo 4
Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, tratamos as unidades dos anéis de inteiros de certos corpos abelianos.
Para isso, inicialmente, tratamos alguns resultados da teoria dos niimeros para obtermos
a base tedrica necessaria para o desenvolver do trabalho. Apresentamos de forma genérica
o conceito de elemento inteiro sobre um anel, e vimos que o conjunto dos inteiros sobre
um anel tem estrutura de anel. Em seguida, nos dedicamos ao estudo dos elementos
invertiveis deste anel, isto é, as unidades do anel de inteiros. Usando a norma de um
elemento © € K caracterizamos as unidades de Ok, como sendo os elementos inteiros
que tem norma igual a 1. Demonstramos o Teorema das unidades de Dirichlet, que d&
informagoes sobre a estrutura do grupo U das unidades de um corpo abeliano K, onde
usamos como base o Teorema de Minkowiski.

Explicitamos as unidades de corpos quadraticos Q (\/E), com d um inteiro livre de
quadrados, e de corpos ciclotomicos Q (£), onde £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade
e p um numero primo. Nestes casos, por serem mais simples podemos dar o anel de
inteiros bem como suas unidades de forma explicita. Apresentamos, também, a estrutura
do grupo das unidades de Q (§,), quando n é poténcia de um primo. Apoiados no Teorema
de Kronecker-Weber definimos as unidades ciclotomicas de um corpo abeliano qualquer
K como sendo a interseccao do grupo das unidades de K com o grupo das unidades do
condutor de K, e mostramos que o grupo das unidades ciclotomicas é de indice finito no

grupo das unidades.
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Como perspectiva de estudos futuros, podemos aplicar a teoria das unidades para a
obtencao de codigos corretores mais eficazes.

A teoria de codigos corretores de erros surgiu com o matematico Claude A. Shanon,
e consiste em codificar uma informagao que é enviada de uma fonte através de um canal
até um receptor. Ao enviar uma informagao através de uma canal, a mesma pode sofrer
interferéncias que chamamos de ruidos do canal. Um cédigo corretor de erros é uma forma
de detectar e corrigir erros que possam vir a ocorrer na transmissao. Separando as palavras
codigos em esferas no espaco R” com um raio d, chamado de distancia minima, podemos
associar um codigo corretor com um reticulado no R", isto é, com um subconjunto discreto
do R™. Tal interpretacao nos leva ao problema do empacotamento esférico de Hilbert,
que visa cobrir o espaco R"™ com esferas de mesmo raio de modo a cobrir a maior area
possivel. Assim resolver o problema do empacotamento esférico equivale a encontrar
codigos eficientes, o que motivou o estudo e a descoberta de varias classes de reticulados.

Minkowski mostrou que tomando-se um corpo de niimeros K de grau n, o seu anel de
inteiros Ok e um homomorfismo chamado de homomorfismo de Minkowski de modo que a
imagem de um ideal nao nulo de Ok seja um reticulado de posto n no R™. Tal reticulado
¢ chamado de reticulado algébrico e a partir deste, pode se determinar reticulados com
densidade 6tima para diversas dimensoes e assim codigos perfeitos. Como observamos,
a teoria algébrica dos niimeros se mostrou uma ferramenta muito eficaz para resolver
problemas prético na area de telecomunicacao.

Finalmente, observamos que muitas questoes desta teoria ainda se encontram em
aberto e muitos resultados particulares podem ser obtidos através de futuros estudos na
descoberta de outras unidades, e também, em aplicacoes na teoria da informacao e da

codificacao.
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