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NOGUEIRA, PEDRO FUSCO NOGUEIRA Oscilador harmoénico unidimensi-
onal via transformada unilateral de Fourier e mapeamento do potencial de
Morse nos potenciais pseudo-harmoénico e de Kratzer tridimensionais. 2015. 59
f.. Trabalho de Graduagao (Graduacao em Bacharelado em Fisica) - Faculdade de En-
genharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta,
2015.

Resumo

Neste trabalho tivemos como objetivo aplicar métodos pouco explorados para resol-
ver a equacao de Schrodinger independente do tempo. Resolvemos o oscilador harmonico
quantico unidimensional via transformada unilateral de Fourier, e os potenciais pseudo-
harmonico e de Kratzer tridimensionais via mapeamento no potencial de Morse unidi-
mensional, o qual também foi solucionado.

A aplicagao do método da transformada unilateral de Fourier na equagao do oscila-
dor harmonico unidimensional é interessante porque o potencial do oscilador harmonico é
par o que implica em solucées com paridade bem definida. Como o dominio da transfor-
mada unilateral se estende de 0 a oo, pudemos nos concentrar em encontrar a autofuncao
no semieixo positivo e, com as condigoes de contorno apropriadas na origem mais a conti-
nuidade da autofuncao e de sua derivada primeira, encontramos as extensoes adequadas
para a autofuncao em todo eixo.

Posteriormente resolvemos o potencial de Morse unidimensional generalizado, a fim
de mapeéd-lo no potencial poténcia tridimensional com singularidade inversamente qua-
dratica. Manipulando a equacao para este potencial mostramos que s6 existem dois casos
particulares, para estados ligados, que permitem o mapeamento na equacgao do potencial
de Morse. Essas possibilidades sao o potencial pseudo-harmonico e o potencial de Krat-
zer. Substituindo varidveis adequadas, tanto na equacao do potencial pseudo-harmoénico
quanto na do potencial de Kratzer, conseguimos encontrar equagoes semelhantes a equacao
do potencial de Morse. Com isso conseguimos identificar os parametros dessas equagoes
com os parametros do potencial de Morse, de forma que, pudemos encontrar a solucao
para os potenciais pseudo-harmonico e de Kratzer, assim como para os respectivos casos
particulares, oscilador harmonico e potencial de Coulomb, sem nem mesmo resolver as

equacoes correspondentes.

PALAVRAS-CHAVE: equacao de Schréodinger, estados ligados, transformada
seno e cosseno de Fourier, potencial de Morse, potencial pseudo-harmoénico,
potencial de Kratzer.



NOGUEIRA, PEDRO HENRIQUE FUSCO One-dimensional harmonic oscila-
tor via unilateral Fourier transform and mapping the one-dimensional Morse
potential onto the three dimensional pseudoharmonic and Kratzer potentials.
2015. 59 f. Graduate Work (Graduate in Physics) - Faculdade de Engenharia do Campus

de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueté, 2015.

Abstract

The objective of this study is to solve the Schréodinger equation for the one-dimensional
quantum harmonic oscillator via unilateral Fourier transform, and three-dimensional pseu-
doharmonic and Kratzer potentials via mapping onto the one-dimensional Morse poten-
tial. These methods are little explored in the literature on quantum mechanics.

The unilateral Fourier transform method is interesting because the harmonic os-
cillator potential is an even potential which implies solutions with well-defined parities.
As the domain of unilateral transformed extends from 0 to co, we can focus on finding
the eigenfunction in the positive axis and, with appropriate boundary conditions at the
origin plus the continuity of eigenfunction and its first derivative, we can find the proper
extension to the eigenfunction on the whole axis.

Subsequently we solve the one-dimensional generalized Morse potential, so mapping
it onto the three dimensional power potential plus an inverse quadratic term. Manipula-
ting the equation for this potential we show that there are only two particular cases that
allow the mapping onto the Morse potential. These possibilities are the pseudoharmonic
potential and the Kratzer potential. Substituting appropriate variables in both the equa-
tion of the pseudoharmonic potential and the Kratzer potential, we find similar equations
to the Morse potential. Thus we can identify the parameters of these equations with the
Morse potential parameters, so that we find the solution for the pseudoharmonic potential
and Kratzer potential, as well as their particular cases, the harmonic oscillator and the

potential Coulomb without solving the corresponding equations.

KEYWORDS: Schrodinger equation, bound states, Fourier transform, Morse

potential, pseudoharmonic potential, Kratzer potential.
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1 INTRODUCAO

Para descrever as interacoes microscopicas fazemos o uso da mecanica quantica.
Esta, juntamente com a teoria da relatividade, constitui os pilares da fisica moderna.

No inicio do século XX foi necessario o desenvolvimento de uma nova teoria para
explicar certos resultados experimentais, resultados esses que a fisica conhecida na época
nao dava conta de explicar, como a radiacao de corpo negro, o efeito Compton, entre
outros. Para solucionar tais problema comecou-se a formular a mecanica quantica, a qual
é fruto de um arduo e instigante trabalho de muitos nomes da fisica em geral. Seja qual for
a forma que abordemos a mecanica quantica somos sempre surpreendidos, comprovando
que na escala microscopica ocorrem diversos fendmenos fisicos que fogem ao senso comum.

Neste trabalho iremos abordar a equacao de Schrodinger, que é a equacao respon-
savel por descrever situacoes fisicas na mecanica quantica nao relativistica. Resolveremos
a equacao de Schrodinger independente do tempo utilizando métodos matematicos pouco
explorados e com isso mostraremos que existe grande vantagem em abordar a equagao
através desses métodos.

A equacgao de Schrédinger independente do tempo é uma equacao de autovalor,
portanto para obtermos a solucao completa desta equacao devemos encontrar o par ca-
racteristico correspondente, autovalor e autofuncao. Os autovalores da equacao corres-
pondem ao espectro de energias do sistema, isto ¢, sao as energias possiveis do sistema.
A combinacao linear das autofunc¢oes, juntamente com a solucao temporal da equacao de
Schrédinger, nos fornece a funcao de onda da particula estudada. E esta funcio de onda
que nos fornece todas as caracteristicas do sistema fisico.

Primeiramente trabalharemos com o método de transformadas integrais, mais es-
pecificamente o método de transformada unilateral de Fourier, para analisar o oscilador
harmonico quantico unidimensional. Apéds isso iremos abordar o potencial de Morse uni-
dimensional, e em seguida mapear o potencial poténcia com singularidade inversamente
qudrética tridimensional no potencial de Morse unidimensional o que nos permitird en-
contrar a solucao do potencial pseudo-harmonico e do potencial de Kratzer, assim como
dos seus respectivos casos particulares o oscilador harmonico e o potencial de Coulomb.

Descrig¢oes da mecanica quantica nao relativistica segundo a equagao de Schrédinger
podem ser encontradas em uma grande variedade de livros-textos (veja e.g. [1]-[4]). O
Capitulo 2 disserta resumidamente sobre a teoria de Schrédinger para servir de pano de

fundo para os capitulos subsequentes. Os Capitulos 3, 4 e 5 retratam o trabalho original
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desenvolvido durante o periodo de inicia¢ao cientifica de seis meses (projeto Fapesp n°
2014/25456-0). Uma versao do Capitulo 3 encontra-se publicado no periodico European
Journal of Physics (NOGUEIRA, P. H. F. e DE CASTRO, A. S. Revisiting the quantum
harmonic oscillator via unilateral Fourier transforms. FEur. J. Phys., v. 37, p. 015402,
2016.). Uma versao dos Capitulos 4 e 5 também serd submetida & publicacio em um
periddico de circulagao internacional. Finalmente, no Capitulo 6 temos os comentarios
finais do trabalho.



2 A EQUACAO DE SCHRODINGER

Para resolver problemas fisicos devemos equacionar o problema em questao utili-
zando as leis fisicas corretas para cada situacao que queremos estudar. Na mecanica
classica utilizamos as leis de Newton, na eletrodinamica classica utilizamos as equacoes
de Maxwell, e assim por diante.

Para resolver problemas fisicos na mecanica quantica nao relativistica fazemos o uso
da equacao de Schrodinger. Esta é uma equacgao diferencial parcial, linear, de segunda
ordem nas coordenadas e primeira ordem no tempo. Na equacao de Schrédinger o que
caracteriza o sistema é o potencial ao qual uma particula estd submetida. A solucao da
equacao é a funcao de onda ¥, que possui todas as informacoes fisicas do sistema quantico
estudado. Comegaremos apresentando a equagao de Schrédinger em uma dimensao e

posteriormente iremos generaliza-la para trés dimensoes.

2.1 EQUACAO DE SCHRODINGER EM UMA DIMENSAO

Em uma dimensao a equacao de Schrodinger é:
oV (x,t)
ot

onde ¢ é a unidade imaginéaria, i é a constante de Planck dividida por 27 e H é o operador

HU(2,t) = ik (2.1)

hamiltoniano, o qual é dado por:

H = ——m7+V($,t), (2.2)

com m sendo a massa da particula e V' o potencial ao qual a particula estd submetida.
A mecéanica quantica nao pode ser interpretada de forma deterministica (como é na
mecanica newtoniana), ela é uma ciéncia probabilistica. Dessa forma, a fungdo de onda
U contém todas as informacoes referentes as probabilidades de encontrar a particula em
certa regiao do espago ou com certo momento especifico, e etc.
Uma quantidade de grande importancia na mecanica quantica é a densidade de

probabilidade, a qual é dada por:

pla,t) = |W(a, 1) (2.3)

Integrando a densidade de probabilidade em todo espaco temos a probabilidade de

12
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encontrarmos a particula descrita pela funcao de onda. Para o caso de estados ligados,
o qual serd tratado mais adiante neste trabalho, o movimento da particula deve estar
restrito a certa regiao do espago, portanto, temos a seguinte condi¢ao de integrabilidade

para a densidade de probabilidade:

/_00 p(z,t)dr < co. (2.4)

Para estados de espalhamento, circunstancia na qual o movimento da particula é irrestrito,
a integral acima diverge.

Para que a funcao de onda tenha significado fisico é necessario impormos certas
condicoes de contorno. Para isso exigimos que as funcoes de onda pertencam ao espago
de Hilbert, isto é, as func¢oes de onda devem ser elementos de um espaco vetorial, além

disto, devem ser quadrado-integraveis. O produto interno fica definido por:

/00 dx Vi (z,t)VUs(x, t), (2.5)

o0
onde o asterisco significa tomar o complexo conjugado da funcao.

Outra importante relacao que aparece na mecanica quantica é a equagao da conti-
nuidade. Essa equagao aparece em diversas areas da fisica, como no eletromagnetismo,
na dinamica de fluidos entre outras. Para encontrarmos esta equacao multiplicamos a
equagao (2.1) por U* e subtraimos do complexo conjugado de (2.1) multiplicado por .

Com isso chegamos a equagao:

ov* ov ih [O*T* 0*U
UV+U—=—— U —U— . 2.
o T e T T ( 027 83:2) (2:6)
Definimos entao .JJ como sendo a corrente de probabilidade:
ih [ OU* L OV

Utilizando a definicao de densidade de probabilidade, escrevemos finalmente a equacao

da continuidade:
ap 0J
ot T or

Interpretando a equacao da continuidade vemos que a probabilidade de encontrarmos a

0. (2.8)

particula em certo sistema deve ser conservada.
Na mecanica quantica, operadores correspondentes a grandezas fisicas devem ser
hermitianos, dessa forma os autovalores que correspondem a estes operadores serao reais.

A definicao de operador hermitiano é escrita como:



14
onde ¥, e ¥, sao fungoes de onda quaisquer.

2.2 ESTADOS ESTACIONARIOS

Como dito anteriormente temos a intencao de trabalhar com os estados estacionarios
da equacao de Schrédinger, estes sao os estados que possuem densidade de probabilidade
independente do tempo. Em diversos problemas fisicos os potenciais de interesse sao
funcoes apenas da coordenada, quando isso acontece é possivel usar o método de separagao
de variaveis para resolver a equagao (2.1). Escrevemos entao a funcao de onda da seguinte

maneira;:

U(z,t) = ¢(z)o(t). (2.10)

Substituindo a separacao acima na equacao de Schrédinger obtemos a equagao separada:

p L) 1 i)

o(t) di 2m(z) da? (). (2.11)

Podemos perceber que o lado esquerdo da equagao acima depende apenas do tempo
enquanto o lado direito depende apenas da coordenada. A tnica maneira de satisfazer
essa igualdade é se cada lado da equacao for igual a uma constante. Sugestivamente
escolhemos a letra E para denotar esta constante, a qual é conhecida como constante de
separacao. Dessa forma, a equacgao do lado esquerdo, conhecida como equacao temporal,

¢ dada por:

Llde
25%—

A equagao acima nao depende da forma do potencial, além disto, é uma equacao de

E. (2.12)

primeira ordem, logo podemos simplesmente resolvé-la por integracao direta. Sua solugao

é:

o(t) =e 7, (2.13)

onde deixamos que a constante arbitraria, resultante da integracao, seja compensada

pela constante que aparecera quando solucionarmos a equacao que depende apenas das

coordenadas. Dessa forma, temos uma solucao particular para a funcao de onda dada
por:

U(z,t) = d(z)e 7', (2.14)

Em geral tanto a energia F quanto a autofuncao ¢ dependem, pelo menos, de um

nimero quantico n, chamado de nimero quantico principal. Dessa forma teremos varias

solucoes particulares para a equagao de Schrédinger, cada uma delas caracterizada pelo
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nimero n que a acompanha, assim a solucao geral é dada por uma combinagao linear

dessas solucgoes:

Uz, t) =D eathalx)e 0", (2.15)

onde ¢, sdo coeficientes a serem determinados a partir da fun¢ao de onda inicial ¥(z, 0).

Dediquemos agora nossa atengao ao membro direito da equagao (2.11):

V) |V ai(a) = Bola), (216)

Podemos simplificar a equagdo acima definindo a constante k = \/—2mFE /A%, com

isso a equacao é escrita como:

d*y(z)

dx?

— [k:? + 2mﬁ—V2(:L')} Y(z) = 0. (2.17)

Esta equacao é conhecida como equacao de Schrédinger independente do tempo.
Como ja conhecemos a solu¢ao da equagao temporal (2.12), para obtermos a solugao
completa da equacdo de Schrédinger (2.1), devemos resolver a equacao (2.17). O que
caracterizard cada sistema é a forma do potencial V' que serd inserido na equacao de
Schrédinger independente do tempo.

A solugao (2.10) caracteriza os chamados estados estacionarios. Pode parecer es-
tranho dizer que uma funcao dependente do tempo é estacionaria, porém a grandeza de
interesse na mecanica quantica nao é a funcao ¥ em si, mas sim a densidade de proba-
bilidade (2.3) e formas bilineares como W*OW. Nestes casos em que conseguimos usar
separacao de variaveis na equacao de Schrédinger a densidade de probabilidade é dada

por:

pla,t) = [U(z,t)|* = " (2)e M (z)e P = [g(a) . (2.18)

De fato, quando tratamos de estados estacionérios, a densidade de probabilidade nao
depende do tempo. Vale chamar a atencao para o fato de que os estados estacionéarios sao
possiveis apenas quando o potencial na equagao de Schrédinger nao depende do tempo.
Uma importante consequéncia da conclusao acima é que, como a densidade de pro-
babilidade nao varia no tempo, a corrente de probabilidade serd uniforme. Olhando para

a equagao (2.8), temos:

0J _ﬁ<a¢*¢_¢*a¢

%_O:J_Qm oz ox

Logo, a corrente de probabilidade ¢ a mesma em qualquer lugar do espaco.

) = uniforme. (2.19)

Concluimos que para os casos em que o potencial depende apenas das coordenadas,

a corrente de probabilidade é uniforme e estacionéria, isto é, ela nao muda de valor quando
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o tempo ou o espaco sao variados.

2.3 ESTADOS LIGADOS

Os estados ligados constituem uma importante classe de solugoes da equacao de
Schrodinger. Este tipo de solugao aparece quando o potencial possui a capacidade de
confinar uma particula em determinada regiao do espaco. Os estados ligados sao impor-
tantes por descreverem o espectro discreto de atomos, moléculas, e etc. Para estes estados

temos a seguinte condicao de contorno:

lim ¢ (z) — 0. (2.20)

|z|—o00
Ja afirmamos, utilizando a equacao (2.4), que as fun¢oes de onda devem ser quadrado-

integraveis para que possuam significado fisico. Agora, além da finitude da integral de

p(x) em todo espaco, iremos exigir também que esta integral seja igual a um:

/OO p(x)dx = 1. (2.21)

o0

A exigéncia acima é chamada de normalizacao da funcao de onda.

2.4 POTENCIAIS PARES

Um potencial é par quando V(z) = V(—z). Quando uma particula esta sujeita

a um potencial deste tipo, aparece uma interessante particularidade a respeito de sua

autofuncao. Se fizermos a troca de x — —x na equagao (2.17) vamos obter a seguinte
equacao:

d*(—x 2mV (x

V) e 2

dx? h?

} W(—z) = 0. (2.22)

Isso significa que tanto ¥ (z) quanto ¢ (—=x) satisfazem a equagao (2.17) com o mesmo
autovalor.
Vale lembrar que, como a equagao (2.17) é linear, a soma de duas solugbes também

é solucao. Entao podemos escrever:

v(x) = Ylx) - (). (2.23)

Fazendo a troca © — —z em (2.23) temos:
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YvH(x) = ¢ (—x) =T (z) é funcao par

v (x) = —¢ (—x) =1 (x) é fungdo impar. (2.24)

Portanto, quando lidamos com potenciais pares, podemos buscar autofuncoes apenas para
0 semieixo positivo e posteriormente, analisando as condi¢oes de continuidade na origem,
encontrar as extensoes apropriadas para o semieixo negativo (par, impar ou ambas). Caso
as autofunc¢oes aceitem ambas as extensdes (pares e impares) para uma mesma energia,
teremos duas autofungoes distintas para um tnico autovalor de energia, neste caso dizemos

que a energia é duplamente degenerada.

2.5 EQUACAO DE SCHRODINGER EM TRES DIMENSOES

A generalizagao da equacgao de Schrodinger para trés dimensoes é simples, ela fica
escrita como:
ov(r,t
HO(7 1) = in 22D (2.25)
ot
Agora o operador hamiltoniano ¢ dado por:
n_,
H=—-——V"4+V(rt), 2.26
VR V() (2.26)

onde V2 ¢ o operador laplaciano. Em coordenadas cartesianas este operador é:

Vi= S+ —+—. (2.27)

Se o potencial ao qual a particula estd sujeita depender apenas das coordenadas

teremos como solugao os seguintes estados estacionarios.

U (7, t) = p(Fle 7. (2.28)

Novamente nossa tarefa é solucionar a equagao de Schrodinger independente do
tempo.

Como normalmente o potencial ¢ uma funcao somente da distancia até a origem
costuma-se adotar coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Nestas coordenadas o operador laplaci-

ano é:

0 (p0N, 1 (oY 1 (@
v ~r2or \| or +T286n960 sen@ae +r28en29 0% )" (2:29)



18

Para solucionar a equagao de Schrédinger comecamos procurando por solugoes se-

paraveis da seguinte forma:

W(r, 0, ¢) = @Y(@, ?). (2.30)

Inserindo este Ansatz na equagao de Schodinger, temos:

R[Yd(,du LY 0 o an
om | r2dr Tdrr r3sen 6 00 t 00 )’

u 0%
r3sen? 0 0¢?

} + V(r)%Y - E%Y. (2.31)

Dividindo a equacao acima por ¥ e multiplicando por —2?—52, a equagcao sera dada por:

r’d?u  2mr? 1 1 0 oY 1 0%Y
[sen@@@ ( ) } =0 (232)

——— ——[V(r)— E|l+ = senf— | + ————
u dr? h? Y 00 sen? f 0¢?
Os primeiros dois termos da equacao acima dependem apenas da variavel r, enquanto o
terceiro termo depende apenas de 6 e ¢, assim cada um dos termos deve ser constante.
Para separarmos essas equacoes iremos usar convenientemente a constante de separacao

[(I+1). Assim temos:

0 Y 0?Y 9
sen 9% (Sen 0%) + 9 —I(l+1)sen* 8, (2.33)
h? d*u(r) I(1+1)A? B

A equagao (2.33) é chamada de equacao angular. As solugoes regulares desta equacao
sao os conhecidos harmonicos esféricos, os quais sao mostrados no apéndice A. A equacao
(2.34) é chamada de equagao de Schrodinger radial. Ela é uma equagao de autovalor,
portanto para que possamos considerar esta equacao solucionada precisamos encontrar o
par caracteristico u e I, onde E caracteriza a energia da particula estudada.

A normalizacao da funcao de onda para o caso tridimensional é dada por:
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2w ™ 00
/ dqb/ d@/ dr |1 (r,0,8)|*r?senf = 1,
0 0 0

00 27 T
2 2 _
;»/0 lu(r)| dr/o dgb/o Ao |Y (0, ¢)|*send = 1. (2.35)

Usando os harmonicos esféricos normalizados, a normalizagao da autofungao radial fica

definida como:

/000 lu(r)|*dr = 1. (2.36)

A autofuncao ¥ é uma funcao que depende de trés nimeros quanticos, o nimero
quantico principal n, nimero quantico azimutal [ e o magnético m;, onde [ = 0,1,2,---
e —l < my < [. Em geral o par caracteristico, isto é, a funcao radial u e a energia F,
dependem dos niimeros quanticos n e [ e os harmonicos esféricos dependem dos nimeros
quanticos [ e m;. Assim, levando em conta estes nimeros, a separagao de variaveis (2.30)
fica escrita como:

Uy (1)

Yt (1,0, 0) = ==Y™(0,0). (2:37)

Como a energia depende apenas de n e [, isto é, F,;, quando o nimero m; nos
harmoénicos esféricos ¢ mudado a energia continua a mesma. Assim, teremos mais de
uma autofuncao para uma mesma energia, isso caracteriza a chamada degenerescéncia
essencial. Levando em conta a variacao do nimero quantico magnético em relacao ao
nimero quantico azimutal, podemos afirmar que: nos casos em que temos potenciais
que, expressos em coordenadas esféricas sao fungoes apenas da coordenada r, podemos
fazer a separacao de varidveis em funcao radial e harmonicos esféricos e assim iremos ter

degenerescéncia essencial de ordem 2/ + 1.



3 SOLUCAO DO OSCILADOR HARMONICO UNIDIMENSIO-
NAL VIA TRANSFORMADA UNILATERAL DE FOURIER

3.1 INTRODUCAO

O método de transformada integral é um método 1til e poderoso para resolver equa-
¢oes diferenciais lineares ordinarias, porque ele pode converter a equacao original em uma
equacao diferencial mais simples ou até mesmo em uma equagao algébrica. No entanto,
os calculos para obter a inversao da transformada podem ser bastante complicados. Se
este for o caso, e as integrais nao puderem ser encontradas em tabelas, o método se torna
inutil.

O oscilador harmoénico quantico é um dos modelos mais importantes na mecanica
quantica, ele é o analogo quantico do oscilador harmonico classico. Assim como no caso
classico, também na mecanica quantica uma grande variedade de potenciais podem ser
aproximados por um potencial harmonico nas proximidades do ponto de equilibrio esta-
vel. Esse potencial pode ser utilizado para tratar de problemas de vibragoes de atomos
individuais em moléculas e em cristais, de moléculas diatomicas, etc. Além disto, o os-
cilador harmonico é um sistema que pode ser resolvido analiticamente por uma grande
variedade de métodos. Geralmente ele é resolvido pelo método de séries de poténcia [5],
pelo método de operadores algébricos [6], ou pelo método de integrais de caminho [7].
Recentemente, o oscilador harmoénico unidimensional foi também solucionado pelo mé-
todo de transformada exponencial de Fourier [8]-[11] e pelo método da transformada de
Laplace [12].

O método da transformada exponencial de Fourier tem sido aplicado ao problema do
oscilador harmonico unidimensional, no entanto descobrimos que a literatura que aborda
este método apresenta afirmacoes falsas.

Murnoz (8] observou que as autofungdes e suas transformadas de Fourier satisfa-
zem, formalmente, equacoes diferenciais e condigoes de contorno idénticas, isso o levou
a concluir erroneamente que a autofuncao e sua transformada diferem no maximo por
uma constante de proporcionalidade. Apontamos que o erro de Munoz foi nao considerar
que a autofuncao e sua correspondente transformada sao funcoes de variaveis diferentes,
inter-relacionadas pela propriedade de escalonamento F{f(cz)} = F(k/c)/|c|, onde x é a
variavel original, k é a variavel da transformada e ¢ é uma constante.

Ponomarenko [9], a fim de determinar os estados ligados do oscilador harménico,

20
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afirmou que a condi¢ao necesséria e suficiente para a autofuncao possuir paridade definida
pode ser expressa em termos da solugdo de (—1)" = +1, onde w é a constante a ser
determinada. Para Ponomarenko a solucao da equacao é w € Z, dessa forma ele concluiu
que as autofuncoes poderiam ser pares ou impares. Porém, alegamos que ele nao atentou
ao fato que a equacao em questao possui muitas outras solugoes além daquelas em que
w é um valor inteiro, de forma que, a equacao nao é suficiente para afirmarmos qual é a
paridade das solucgoes transformadas do oscilador harménico.

Engel [10] concluiu que, para que o método de Ponomarenko possa ser aplicado, é
preciso substituir o argumento da paridade definida da autofuncao pelo de normalizagao.
Ele argumentou que, como a origem é um ponto singular na equagao de Schrédinger
transformada, Ponomarenko falhou ao considerar que a fungao transformada é vélida em
todo o eixo. Apontamos que o argumento de Engel é falho, pois a equagao transformada
possui solu¢oes com paridade definida, apesar da singularidade mencionada. Assim, para
a € R, k = |ko|e’ a9 k+2mm) " com m € 7Z, se mudarmos k — —k, k% sera par ou impar se a
for par ou impar, respectivamente. Isso acontece porque o médulo ao quadrado da funcgao
de onda independe do fator de fase. E importante mencionar que Engel percebeu que a
relacao entre o m-ésimo momento da fungao e a m-ésima derivada de sua transformada
exponencial de Fourier na origem ¢ indispenséavel na determinacao da solugao dos estados
ligados para o oscilador harmonico.

Além disto, Palma e Raff [11] desenvolveram uma estratégia para solucionar os es-
tados estacionarios da equacao de Schrodinger independente do tempo para uma grande
classe de potenciais, porém nao podemos deixar de mensionar que eles erraram ao utilizar
o argumento de univocidade do valor da autofuncao. Quando a univocidade da auto-
funcao nao é imposta, esta serd uma funcao plurivoca, porém dois ramos quaisquer da
autofuncao diferem entre si apenas por um fator de fase, o que nao traz consequéncia para
a determinacao das observaveis, o que torna este argumento falacioso.

Neste capitulo iremos revisitar o problema do oscilador harmonico unidimensional
utilizando a transformada unilateral de Fourier. Excetuando o caso do potencial delta
duplo unidimensional [13|, esse método nao tem sido aplicado a equagao de Schrodinger.
Mostraremos que a transformada unilateral de Fourier aplicada ao oscilador harmonico é
um método simples e eficiente com que os estados ligados podem ser tratados na mecanica
quantica nao relativistica. A relacao entre o n-ésimo momento da funcao transformada
com a derivada n-ésima da funcao original se mostra inapta para encontrar uma tnica
solucao para os estados ligados do oscilador harmonico quantico unidimensional. Tanto
a paridade definida quanto a integrabilidade da autofun¢ao ao quadrado sao requisitos
suficientes para determinar a solucao adequada do problema em questao.

Na proxima secao apresentaremos uma breve revisao de algumas propriedades da
transformada unilateral de Fourier, para que em seguida possamos partir para o problema

do oscilador harmoénico em si.
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3.2 TRANSFORMADA UNILATERAL DE FOURIER

A transformada exponencial de Fourier e sua transformada inversa sao, respectiva-
mente, definidas como [14]-[16]:

F{6(x)} = B ¢_/ dr ¢(2)c™,

FH{B(k)} = ola \/_/ s B()e= (3.1)

Para fungoes pares (¢.(—z) = ¢.(z)) e impares (¢s(—z) = —¢s(z)) existem duas mo-
dificagoes necessarias nas transformadas exponenciais de Fourier. Definindo, z = |z| e
k = |k|, as transformadas seno e cosseno de Fourier para as fungoes ¢, e ¢, sao expressas,

respectivamente, da seguinte forma:

Fu{6a(2)} = Du(k) = \/g /0 " iz 6u(2) sen kz, (3.2)
Fufdu(2)} = Bu(k) = \/g /0 " 4z 6u(z) coskz (3.3)

e as transformadas inversas sao:

FoHD(2)} = os(k \/7/ dk ®,(k) sen kz, (3.4)
FoH{@e(2)} = delk f/ dk ®.(k) coskz. (3.5)

Para que a existéncia da transformada unilateral seja assegurada é necessario que
as fungoes ¢ e ¢. sejam absolutamente integraveis no intervalo [0,00). Em particular ¢
e ¢. devem se anular no infinito, isto é, quando z — oo temos que ter ¢ — 0 e ¢. — 0,
o mesmo deve acontecer para as funcoes transformadas ¢, e . quando k£ — co. Além

disso, o par das transformadas de Fourier unilaterais satisfaz o teorema de Parseval
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| aser = [ anocr,

| @z = [ arer (3.6)

E importante notarmos que as transformadas inversas de Fourier possuem diferentes con-
di¢oes de contorno na origem. Para ¢, temos a condicao de contorno homogénea de

Dirichlet, e para ¢. temos a condi¢ao de contorno homogénea de Neumann. Isto é:

lim ¢4(2) = 0, lim d9.(2)

2—0 z—=0  dz

— 0. (3.7)

Outra relagao importante aparece quando aplicamos sucessivas derivadas nas equa-
¢oes (3.4) e (3.5) proximo a origem. Com isso encontramos a rela¢ao entre o momento
da funcao transformada e as derivadas da funcao original na origem. Essas relagoes sao

dadas por:

) d2n+1¢5 P
lim — 5= d22”+1 "k R D),

. dPoe(2) on
f/ wernin

CPn) L P2
i = o =l =5 =0, (3:8)

Fazendo o mesmo para as equagoes (3.2) e (3.3), encontramos relagoes semelhantes para

as derivadas das funcoes transformadas na origem e o momento da funcao original.
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) d2n+1q) _—
llg(l] dk;2n+1 o \/7/ dz 764(2),
: d2n(I) 2n
eI dk;?" - \/7 / de 270c(z

d2n(1) k d2n+1q) k
s(k) = lim e(F)

bo0  dk2n i g O (3.9)

Em aplicacoes para equacoes diferenciais é necessario saber como expressar as trans-
formadas para as funcoes que envolvem as derivadas de ¢ em termos de ®. As transfor-

madas unilaterais de Fourier possuem as seguintes propriedades:

(400} - o it

F { di;i(j) } = —k2(k), (3.11)

onde o operador F e a funcao ® referem-se tanto a transformada seno quanto a transfor-
mada cosseno de Fourier da funcao ¢, que satisfaz as condicoes de contorno adequadas

para assegurar a existéncia da transformada inversa.

3.3 O OSCILADOR HARMONICO QUANTICO UNIDIMENSIONAL

3.3.1 O problema de autovalor

O potencial do oscilador harménico unidimensional é V(y) = mw?y*/2, onde m é
a massa da particula, w é a frequéncia angular e y € (—00,00). Assim, a equagao de
Schrédinger independente do tempo para o oscilador harmonico unidimensional é dada

por:

dj;( y)  2m n (E_ %mw y ) W(y) = 0. (3.12)

Buscando simplificar a equagao acima, substituamos as seguintes constantes: A = /h/mw

e ¢ = F'/hw. Dessa forma, temos a equagao:

()

dz?

+ (2¢ — 2*)ap(x) = 0, (3.13)
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onde x = y/A. Como a constante A possui dimensao de comprimento, = é adimensional.
A equagao acima é uma equacao de autovalor para o par caracteristico (e, ¥) com

e € R e com a condicao de contorno:

/OO dz|h(x)]? < oo, (3.14)

isto é, a autofuncao deve ser quadrado integravel. Buscaremos, a partir de agora, as
solucoes dessa equacao.

Como z = 0 é um ponto regular da equagao (3.13), ¢ é analitica na origem, ou
seja, |d"/dx"|—o < oo para todo n € N. Como o potencial do oscilador harmoénico
tem paridade par, temos que ¥ (—z) também é solugdo da equacao em questao, dessa
forma podemos construir combinagoes lineares de autofuncoes com paridade bem defini-
das: ()£ (—x). Assim, podemos concentrar nossa atengao apenas ao semieixo positivo
de z e, ap6s obtermos a solucao do oscilador harmoénico neste semieixo, utilizar condicoes
de contorno apropriadas na origem de v para encontrarmos a extensao correta para a so-
lugao, simétrica ou antissimétrica. As combinagoes ¥ (z) £ (—x) compartilham o mesmo
autovalor, de modo que devemos esperar uma dupla degenerescéncia, porém podemos
mostrar que a exigéncia da continuidade da funcao e de suas primeiras derivadas invalida
uma das duas combinacoes para um dado autovalor, o que é consistente com o teorema
da nao degenerescéncia [2].

Quando x — 0 o termo 2¢ é dominante sobre 2% em (3.13), temos entao a seguinte

equacao aproximada:

d*(z)

dz?

Supondo ¢ — 2%, onde § é uma constante arbitraria, temos que 1 é solucdo de (3.15)

+ 2eh(x) = 0. (3.15)

somente se

56 —1
% 42 =0. (3.16)

Como z — 0, o termo que acompanha 22 domina, ent3o:

5(6—1)=0. (3.17)

3 com & igual & 0 ou 1, isto &, duas solucdes linearmente

Logo, a solugao da equacao serd x
independentes, uma par (z°) e uma impar (z'), independentes da magnitude de e. Com
o resultado proximo a origem podemos antecipar que a condicao homogénea de Dirichlet
(¥|z=0 = 0) se aplica apenas para § = 1, de forma que, nesta condigao, 1 devera ser
impar. Ja a condicdo homogénea de Neumann (dv/dx|,—o = 0) se aplica apenas para

0 = 0, portanto, para esta condicao, 1 serd par. Logo, para ¢ = 0 teremos solugoes pares
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e para 0 = 1 teremos solucoes impares.
Analisemos agora o comportamento assintético da equacao em questao. Quando

|z| = oo o termo que ird dominar sera x?. Assim temos:

d*(x)
dx?

Usando o Ansatz ¢ — e’ na equagao (3.18), vemos que v é solucao de

— z%Y(z) = 0. (3.18)

27+ (44* — 1)2® = 0. (3.19)
Como |x| — o0, 0 termo que acompanha z? domina sobre o termo 2. Assim temos:

v=+1/2 (3.20)

Logo, ¥(|x| — 00) =~ e*7*/2 Porém, a funcio 1 deve ser quadrado integravel, o que nos
faz escolher o sinal negativo da exponencial. Mais ainda, como a exponencial domina
sobre qualquer poténcia de x, podemos afirmar que o comportamento assintético de ¢ é
dado por 1(|z] = 00) ~ z%e~*"/2, com « arbitrario.

Com isso podemos pensar em fatorar a autofuncao na forma

V(w) = pz)e” /. (3.21)

Observemos que na fatoracao acima escolhemos o sinal positivo para o expoente. Com
essa escolha garantimos que ¢ — 0 quando |z| — oo, pois, como ja conhecemos o
comportamento de ¢ nesta situacao, podemos afirmar que o comportamento de ¢ seré
o(|z] = o0) ~ z%*" . Assim, fica assegurado a existéncia da transformada unilateral de
Fourier pra ¢(z).

Inserindo (3.21) na equacao (3.13), encontramos a seguinte equagao:

d*¢(x)
dx?

Notemos que na equacao acima ¢ tem paridade bem definida e z = 0 ¢ um ponto regular.
5

+ 2xdq;<;) + (2e + D)() = 0. (3.22)

, com 0 igual a zero ou
—x2/2

Além disso, nas vizinhancas da origem, ¢ se comporta como x
um, e para valores muito grandes de |z|, ¢ se comporta como x%e . Estas condicoes,
juntamente com a regularidade em x = 0, asseguram a existéncia da transformada seno e

cosseno de Fourier para a fungao impar e par, respectivamente.

3.3.2 Transformadas seno e cosseno de Fourier

Convém agora restringir nossa atencao ao semieixo positivo de z, fazemos entao

z = |z|. Aplicando a transformada unilateral de Fourier (3.11) na equagao (3.22), a



27

transformada unilateral de Fourier estabelece um mapeamento da equacao de segunda

ordem para ¢(z) em uma equacdo de primeira ordem para ®.(k) ou D4(k):

onde ®(k) denota (k) ou ®.(k). Esta equacao pode ser resolvida por integragao direta

e sua solucao é dada por:

D(k) = A@faek /1 (3.24)

onde A ¢ a constante de integracio e a = ¢ — 1/2 € R ¢ ainda indeterminado.

alogk

Como k% =e e log k & uma funcao plurivoca, a solugao (3.24) pode também ser

escrita como:

B(k) = AW || /A2imme e 7. (3.25)

Quando a solucao é escrita da maneira acima, se vé claramente que ela possui infinitos
ramos se a for um nimero irracional e ¢ ramos se a = p/q, onde p e ¢ sdo inteiros com
q # 0. Porém, os ramos de ®(k) diferem entre si apenas por um fator de fase (™) que
independe da variavel k, de forma que, gracas a condicao de normalizacao e ao teorema
de Parseval, nao possui consequéncia fisica. Logo, os fatores podem ser absorvidos na
constante de integracao.

Como k = 0 é um ponto singular da equacdo (3.23), a vizinhanga de k£ = 0 na
funcao ® deve ser manipulada cuidadosamente, pois, para certos valores do expoente
de k, a solu¢ao pode apresentar singularidade na origem. Inserindo a solugao (3.24) na
formula de Parseval (3.6), concluimos que, para que a autofungao seja quadrado-integravel,
devemos ter a > —1/2.

Sabemos que as derivadas de ¢. e de ¢, sao finitas quando z se aproxima da origem.
Assim, as duas primeiras linhas da (3.8) exigem que o 2n-ésimo momento de ¢, e o
(2n + 1)-ésimo momento de @ sejam numeros finitos, exigindo que a > —1. Esta é uma
condicao mais fraca do que aquela que vem do teorema de Parseval. A tultima linha da
(3.8) também nao impoe restrigdes suficientes para que possamos encontrar valores para
a.

Restricoes maiores sobre os valores permitidos para a sao encontradas utilizando as
derivadas da funcao transformada ® proximo & origem. Para analisar estas propriedades
apliquemos a derivada n na fungao ®, com a propriedade da funcao gama, I'(w + 1) =

wI'(w) (Apéndice B), encontramos:

: dn(I)(k> _ A(a) F(CL + 1) . a—n
T P L (3.26)

Observemos que para grandes valores de z a exponencial decrescente em ¢s e em
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¢. sempre predomina sobre qualquer outro fator com poténcia crescente, dessa forma o
2n-ésimo momento de ¢. e o (2n + 1)-ésimo momento de ¢, sdo nimeros finitos. Neste
caso, as propriedades da transformada unilateral de Fourier, expressas nas duas primeiras

linhas de (3.9), implicam que:

> (k) 4@ I'(a+1)

. — . a—22n — .
T T(at1_on) AB" finito
&> 0, (k) P(a+1)
: s — Ala) : a—2n—1 _ :
e~ a2y fiito (3:21)

Para que as condicoes de finitude acima sejam satisfeitas podemos fazer o uso dos polos
simples da fun¢do gama no denominador da equacao, exigindo que seu argumento seja
igual a —n, com n € N. Outra maneira é exigir que o expoente de k£ seja maior ou igual
a zero. Assim, podemos concluir que para ®. temos as condi¢oes a < 2n —1 (com n # 0)
e a > 2n, e para P, temos a < 2n e a > 2n + 1. Neste caso, a = n tanto para . quanto
para ;.

Para as propriedades expressas na terceira linha de (3.9), temos que:

42 d, (k) T(a+1)
S — (a) . a—2n _
g - A a1 2n) iR 0

>, (k) ['(a+1)
1 A ¢ — (a) : a—2n—-1 _
11;1—r>r(l) dk?2n+1 A ['(a —2n) llclgtl) K 0 (3.28)

Estas condicoes de nulidade, assim como no caso da finitude, sao satisfeitas quando o
argumento da func¢ao gama no denominador da equagao ¢ um nimero nao positivo, o que
nos leva a a < 2n — 1 (com n # 0) para &, e a < 2n para ®,. A outra possibilidade
é exigir que o expoente de k seja maior que zero, o que nos fornece a > 2n para P, e
a > 2n + 1 para ®,. Estas tltimas sao restricoes mais fortes que aquelas encontradas
quando tratamos do expoente de k nas relagoes de finitude, e nos levam a concluir que:
a =n com n par para a funcao ®. e com n impar para funcao ®,. Portanto, em principio
temos o espectro de autovalores determinado: €, = n+ 1/2, com n par para ®. e n impar

para P,.

3.3.3 A inversao das transformadas

Precisamos, por fim, determinar as autofungoes. Para encontrarmos as autofuncgoes
no semieixo positivo precisamos calcular as integrais relacionadas com as transformadas

inversas de Fourier:
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2 [e.e]
oM (z) = A(”)\/j/ dk k" e 1% cos(kz),
T Jo

2 [ 2
0

Utilizando (3.952.7) e (3.952.8) da referéncia [17], encontramos para as integrais acima:

de(2) = AMe " M(—n/2,1/2,2%),

bs(2) = AMe " 2 M (—n/2 +1/2,3/2, 22), (3.30)

onde M(a,b,w) é a funcao hipergeométrica confluente (Apéndice C).
M (—n,b,w) é proporcional ao polinémio associado de Laguerre L%b_l)(w) com w €
[0,00) (Apéndice C.1.1), de forma que, quando b = 1/2, temos:
M (=i, 1/2,w) o< L& (w) (3.31)

e quando b = 3/2, temos:

M(=,3/2,w) < L& (w). (3.32)

7
Mais ainda, os polinomios de Laguerre estao associados com os polinomios de Hermite,

da seguinte forma (Apéndice C.1.2):

LEY? o Ho(v/w),

LY o \/wHos i1 (v0). (3.33)

Portanto, podemos relacionar as funcoes hipergeométricas confluentes que aparecem na

solugao (3.30) com os polinémios de Hermite:
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M(—n/2,1/2,2%) < Hyp(2),

M(—n/2+1/2,3/2,2%) &< Hopy1(2). (3.34)

Entao as solucoes sao dadas por:

¢£2n) - A2n 6_Z2 H2n<z)7

¢£2n+1) = A2n+1 €_Z2 H2n+1(2). (335)

E importante notar que a altima linha de (3.9) impoe restrigdes mais fortes para os
valores permitidos de a, sem que precisemos postular a convergéncia do momento de ¢.
Com isso, vemos que o expoente de k faz a equacao (3.28) se anular para valores reais de
a sujeito a condicao a > 2n para ®., e a > 2n + 1 para ®, fazendo a = n, com n par
para ®. e n impar para ®,. Utilizando as formulas (3.952.9) e (3.952.10) da referéncia
[17], obtemos as solugoes das integrais para ¢. e ¢ expressa por (3.29) em termos da
funcao hipergeométrica confluente. Finalmente relacionando as equagoes hipergeométrica

confluente com o polinomio de Hermite obtemos as solucoes ¢. e ¢s.

3.3.4 Solucao completa do problema

E importante perceber que extensoes simétricas nao sao permitidas para a fungao
¢(2”+1) 2n
S

- s 1SS0 acon-

, assim como as extensoes antissimétricas nao sao permitidas para ¢
tece por causa da diferenciabilidade infinita na origem. Essa restricao adicional faz 1,
ter paridade par para n par e paridade impar para n fmpar, implicando na nao dege-
nerescéncia do espectro. A auséncia de degenerescéncia estd de acordo com o teorema
da nao degenerescéncia [2]. Portanto, usando a propriedade do polinomio de Hermite,

H,(—z) = (—1)"H,(x), a solu¢ao do problema original em todo eixo é expressa por:

€n=n+1/2

Un(z) = Npe ™ 2H, (), (3.36)

onde N,, sao constantes de normalizagao.
Em suma, mostramos que a solucao completa do oscilador harmonico quantico uni-

dimensional pode ser abordada via transformada unilateral de Fourier. A exigéncia da
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univocidade da autofuncao nao ¢ um bom argumento por causa de fatores de fase ir-
relevantes. A convergéncia dos momentos da transformada unilateral de Fourier nao é
suficiente para obter as solucoes de interesse, porém a nulidade das derivadas 2n-ésima de
¢s e (2n+1)-ésima de ¢, sdo essenciais para encontrarmos o espectro de autovalores para
o oscilador harmonico. Felizmente, a inversao das transformadas seno e cosseno de Fou-
rier resultam em integrais tabeladas e a solu¢ao dos estados ligados pode ser diretamente

obtida somente exigindo paridade definida e fungoes quadrado-integraveis.



4 O POTENCIAL DE MORSE UNIDIMENSIONAL

4.1 INTRODUCAO

Muitas vezes para descrever a interacao entre moléculas diatomicas usa-se o potencial
do oscilador harmoénico, porém sabe-se que as vibracoes de moléculas diatdémicas nao
sao harmonicas. Com a finalidade de descrever vibracoes inarmoénicas Phillip M. Morse
propos em 1929 o que conhecemos hoje como o potencial de Morse [19]. Desde entao
este potencial tem possuido um papel importante na mecanica quantica, ele foi usado
para descrever estados vibracionais de moléculas diatomicas [20], a absor¢ao de atomos e
moléculas por superficies solidas |21], a deformacao de metais cibicos [22], e etc. Grande
parte da importancia desse potencial se deve a possibilidade de obter sua solucao exata
analiticamente [23|, [24]. O potencial de Morse pode ser solucionado pelo método de
séries [25], via transformada de Laplace [26], pelo método variacional [27]| e por integral
de caminho [28].

Neste capitulo, iremos solucionar a equacao de Schrédinger independente do tempo
para o potencial de Morse generalizado. Este potencial é dito generalizado por possuir
parametros arbitrarios. Solucoes do potencial de Morse desse tipo podem ser encontradas

na literatura sobre mecéanica quantica (veja e. g. [29]-[31]).

4.2 ANALISE QUALITATIVA DO POTENCIAL DE MORSE

O potencial de Morse generalizado é escrito como:

V(z) = Vie ™ + Voe 2 a > 0. (4.1)

Olhemos primeiramente os esbocos graficos de V' para os diversos casos de V; e V5.

32
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Figura 4.2: FEsbogo grafico do potencial
Figura 4.1: Esbogo grafico do potencial de Morse com Vo < 0e Vi <0.
de Morse com Vo >0e V; > 0.

g
= 3
Fonte: Imagem elaborada pelo autor Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Figura 4.4: FEsbogo grafico do potencial

Figura 4.3: Esbogo grafico do potencial de Morse com Va < 0 e Vi > 0

de Morse com Vo > 0e V7 < 0.

>

WVix)

Fonte: Imagem elaborada pelo autor Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Graficamente vemos que os estados ligados sao possiveis apenas para o caso ilustrado
na figura 4.3. Pois, neste caso, a particula pode ter seu movimento restrito a uma regiao
do espago, desde que sua energia seja maior que o potencial minimo e menor do que o
ponto ordenado em que passa a assintota horizontal do potencial.

Fazendo uma analise qualitativa mais completa vamos verificar o comportamento
assintotico e o ponto critico para o potencial em questao. Na andalise da espectroscopia
molecular, Morse utilizou apenas o caso de V; < 0, com V5 = —2V/.

O comportamento deste potencial na origem e no infinito é:
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V(0) = V1 + V4,
V(x — 400) =0,

+oo se V5, >0,

(4.2)
-0 se Vi <.

V(z — —o0) = {

A derivada primeira do potencial é zero para z igual a zy, com

1 (v
xo——aln(sz). (4.3)

Isso significa que existe um ponto critico apenas se o sinal de V5 for diferente do sinal de
V1.

Como estamos interessados nos estados ligados para o potencial de Morse, queremos
que o ponto critico encontrado seja um ponto de minimo. Inserindo o ponto o na derivada

segunda do potencial de Morse encontramos:

042‘/12
2V,

Portanto, zy serda um ponto de minimo se Vo > 0, implicando que V; < 0. Assim,

V' (xg) =

(4.4)

encontramos o menor valor do potencial na ordenada do ponto de minimo:

_V12
AVy

Logo, pela anélise qualitativa, podemos afirmar que os estados ligados s6 acontecem

V(xo) =

(4.5)

para o potencial de Morse se tivermos V5 > 0 e V7 < 0.

4.3 POTENCIAL DE MORSE NA EQUACAO DE SCHRODINGER

Consideremos a equacao de Schrodinger:

d*p(x)  2m B
Y2 e v e =0 (16)

Inserindo o potencial de Morse (4.1) na equacdo de Schrodinger, temos:

2
d;i(f) I 2ﬁ_7721 (E P ‘/'26—20@) ¢($) =0. (47)

Introduzindo a nova variavel &, na forma
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2v2mVy
—e

§=—7 (4.8)
A equagdo (4.7) torna-se:
d*p(€)  1dy(€) < 2mE 1 mVi )
Z _— = 0. 4.9
dg? i ¢ dg? * a?h?&? 4 ahy2mViaé Vo) (4.9)
Note que
r— —00 = &—+ix se V5 <0,
r——00 = —=+00 se Vo>0,
r— +oo = &—=0. (4.10)

Vamos agora, convenientemente, introduzir as seguintes constantes adimensionais:

S = S+ =

2

n = — —

ah  ah/2mVi

Aqui, n nao é necessariamente um nimero natural. Chegamos entiao na seguinte equacao:

(4.11)

CEE (o)

d>p(€)  1dip(€) 1 n+S+1 92
& g de *(_1 T @

Analisando o comportamento assintotico da equacao acima, podemos ver que:

) 9 = 0. (4.12)

£ 0= p(e) ~ €55,
£ 00 = Y(€) ~ e E
S

€ = ioo = Y(E) ~ eFS (4.13)

Como buscamos estados ligados devemos considerar a condicao )~ d|¢][W(€)[?/|¢] =
finito. Logo, devemos excluir o caso em que £ = i|¢|. Levando em conta que as autofungoes
da equagao de Schrodinger devem ser quadrado integraveis, devemos exigir que ¥ (§ —
) ~e 2 comEE€R (Vo >0)e (€ —0)~E% com S >0eVi,0. Pela (4.11) vemos
que S > 0 implica em um limite superior para energia F e para a constante n, estes

limites sao:

oomh 1
ah/2mVy, 2

Fatorando a autofun¢ao () na equagao (4.12):

E<0, n< (4.14)
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v(e) = €~ tw(e). (1.15)

Somos levados a equagao hipergeométrica confluente:

EW"(E) + (28 +1—W'(E) + nW (&) = 0. (4.16)

As solugoes desta equagdo sao bem conhecidas, elas sao as fungoes de Kummer (Apéndice

C). A solugao completa da equacgao (4.16) é:

W(€) = AM(—n, 28 + 1,£) + BU(—n, 25 + 1,€). (4.17)

Para £ — 0 a funcao M (—n,25+1,£) — 1, portanto esta solu¢ao tem bom compor-

tamento proximo a origem. Ja a fungao U(—n, 25+ 1,¢) tem o seguinte comportamento:

g% U(—n,28 +1,€) = %525. (4.18)

Como ja sabemos que S > 0, para garantir o bom comportamento de W proximo a

origem, somos levados a fazer B = (. Dessa forma a solucao particular fica sendo:

W (€) = AM(—n,2S + 1,€). (4.19)

Para £ — oo, temos:

) M(—TL, 28 + 17 £> efirrngn 6££7n72571
lim N +
oo (254 1) I'25+1+n) '(—n)

(4.20)

No segundo termo do limite acima aparece a exponencial ef, esta exponencial faz com que
a solugao (&) divirja quando £ — oo, assim a solu¢ao nao sera quadrado integravel. Para
que este segundo termo seja igual a zero devemos usar os polos da funcao gama fazendo
n € N.

O resultadon = 0,1,2,---, nos leva a algumas importantes conclusoes. Observando
a segunda equacao da (4.11), concluimos que de fato, V; < 0, o que comprova nossa analise
qualitativa feita na segdo anterior. Com isto, daqui em diante usaremos V; = —|Vi].
Outro fato importante aparece quando igualamos n = 0 na segunda inequagao da (4.14),

encontramos a condicao para que exista pelo menos um estado ligado:

m|Vi|?
han/2mVs

Por tltimo, como n > 0, a partir da definigdio de n na equagao (4.11), podemos

1
> —. 4.21
: (421)

concluir que:

m|Vi| 1
< —— -, 4.22
— ah/2mVy, 2 ( )
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Como S = v/ —2mkFE/(ah) encontramos um limite inferior para a energia:

1 m\Vi|  ah\?
E>—— EE— 4.2
= <\/m 2 ) (4.23)

Substituindo S na segunda expressao de (4.11) obtemos o espectro de energia discreto do

potencial de Morse generalizado:

2 V_f [1 _ah/2mVy

4V m|Vi|

Deve ser observado que a menor energia é maior que o potencial minimo ditado por

(n + 1/2)] . (4.24)

(4.5). Finalmente, utilizando o caso especial 13.6.9 da Ref. [18], temos:

W(€) o LV (€), (4.25)

onde L ¢ o polinomio associado de Laguerre (Apéndice C.1.1).
Assim, temos que a autofuncao da equacao de Schrédinger independente do tempo

é dada por:

Un(€) = Ane 265 L9 (¢), (4.26)

onde A, é uma constante de normalizacao.
Vamos listar abaixo os resultados importantes encontrados nessa secao. Esses resul-
tados serao importantes para o mapeamento do potencial que serd explorado no proximo

capitulo.

202mVs .
= —]¢€

£=" (4.27)
g = Y=2mb (4.28)
ah
n < % - % (4.29)
E, = o @(n +1/2) 2 (4.30)

e m|Vi]

Y (&) = Ape 265 L2 (€) (4.31)



5 MAPEAMENTO DE UM PAR DE POTENCIAIS TRIDIMEN-
SIONAIS NO POTENCIAL DE MORSE UNIDIMENSIONAL

5.1 INTRODUCAO

O mapeamento do potencial de Morse em outros potenciais nao é uma novidade na
literatura sobre mecanica quantica. Na Ref. [32], Lee utilizou o mapeamento do potencial
de Coulomb no potencial de Morse com a finalidade de resolver a equacao radial de Schro-
dinger para o atomo de hidrogénio. Bagchi e Gorain [33] mostraram que o potencial de
Morse com a massa dependente da posicao possui solucao exata, para isso mapearam este
potencial no potencial de Coulomb na presenca de massa dependente da posicao. Na Ref.
[34], Singh e Devi, conhecendo os operadores escada do potencial de Kratzer, mapearam
equacao para este potencial na equacao do potencial de Morse, e assim conseguiram obter
os operadores escada para o potencial de Morse. Na Ref. [35], Montemayor e Urrutia,
também encontraram os operadores escada para o potencial de Morse, porém fizeram isso
mapeando este no potencial do oscilador harmonico bidimensional.

Neste capitulo iremos manipular a equacao de Schrodinger para o potencial po-
téncia com singularidade inversamente quadratica, a fim de mapear esta equacao na
equacao do potencial de Morse. Com isso, pretendemos obter as solugoes do poten-
cial pseudo-harmonico e do potencial de Kratzer, ambos tridimensionais. Os potenciais
pseudo-harmonico e de Kratzer sao mais dois exemplos de potenciais inarmonicos.

O potencial pseudo-harmonico é a soma do oscilador harmoénico mais um termo in-
versamente quadratico. O potencial de interagio inversamente quadratico 1/z? foi intro-
duzido em 1956 por Post para estudar o problema de muitas particulas em uma dimensao
interagindo aos pares |36]. Porém, o termo pseudo-harmonico foi utilizado a primeira
vez no inicio dos anos sessenta por Goldman e Krivchenkov [37]. O potencial pseudo-
harmonico pode ser encontrado em muitos textos sobre mecanica quantica. Por exemplo,
Landau e Lifshitz determinaram a solugao exata da equacao de Schrodinger tridimensio-
nal para uma particula [2]. Calogero abordou o problema de N corpos interagindo através
de um potencial pseudo-harmonico [38]. Hurley, utilizou este potencial para abordar o
problema de trés corpos em uma dimensao [39]. O potencial de Kratzer é o potencial
de Coulomb (4tomo de hidrogénio) mais um termo inversamente quadratico. Este é um
potencial também importante na descriio de moléculas diatomicas (veja e. g. [40]),

assim como para descrever interagoes e estruturas moleculares [41].
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Além dos potenciais pseudo-harmonico e de Kratzer queremos obter também a solu-
¢ao dos casos particulares destes potenciais, o oscilador harménico e potencial de Coulomb,

respectivamente.

5.2 POTENCIAL POTENCIA COM SINGULARIDADE INVERSAMENTE
QUADRATICA

O potencial poténcia com singularidade inversamente quadratica tem a seguinte

forma;:

K23
2mr?’

onde A e [ sao constantes arbitrarias. O termo quadratico singular no potencial acima

V(r) = Ar’ +

(5.1)

foi convenientemente escolhido para que possamos uni-lo & barreira de potencial.

Nesta secao vamos explorar este potencial com a intencao de mapeé-lo no potencial
de Morse generalizado. Mostraremos que com as mudancas de variaveis apropriadas nao
precisamos nem mesmo resolver a equacao de Schrodinger. O potencial poténcia com
singularidade inversamente quadratica é um potencial central tridimensional, portanto sua
solucao possuira ao menos a degenerescéncia de ordem 2/ + 1, a chamada degenerescéncia

essencial. Trabalharemos daqui em diante com a equacao de Schrédinger radial:

d*u(r) | [2mE 2mAr5 _BHII+T)

proal = 2 = u(r) = 0. (5.2)
Introduzamos a nova variavel r = rqe™*, com ry > 0 e v > 0. Verificando o
comportamento desta varidvel temos:
r—0=x— oo,
r— 00 =T — —00. (5.3)
Dessa forma, a equagao (5.2) é escrita como:
d*u(x) du 2mriyE 2my? Ar§t?
we ol & =2y 2TV AM0 v (248) . A2 _
dIQ + fyd:L‘ hQ € 7 h2 € K Y [6 + l(l + 1)] U(SU) - 0
(5.4)

A fim de eliminar a derivada primeira da equacio acima fazemos u = e 7*/2®. Dessa

forma, a equagao se torna:

232

{rgf g™ —rfAc 9] - X054y 1/2)2]} ) =0. (5.5)

d*®(z)  2m
dx? +ﬁ
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Comparando a equagdo acima com a equagao (4.7), podemos concluir que os valores
possiveis para a constante J, sem que precisemos impor valor para -, podem ser: § =
0, com V; = 0oud = —2, com Vo = 0, porém nestes dois casos o potencial (5.1)
sera inversamente quadratico, e assim, nao acorrerao estados ligados. As duas outras
possibilidades, as quais possuem estados ligados, sdo § = 2 (potencial pseudo-harmoénico)

e = —1 (potencial de Kratzer). Exploremos cada uma dessas possibilidades.

5.2.1 Potencial pseudo-harmonico

Para 6 = 2 o potencial se torna o potencial pseudo-harmonico:

V(r) = Ar* + it (5.6)

omr?’

Olhemos para os gréficos de V' dos diversos casos de A e 5.

. ; ) Figura 5.2: Esbogo grafico do potencial
Figura 5.1: Esbogo grafico do potencial pseudo-harmoénico com A < 0 e 8 < 0.
pseudo-harmoénico com A > 0e 3> 0.

v(r)

=

Fonte: Imagem elaborada pelo autor Fonte: Imagem elaborada pelo autor
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Figura 5.4: FEsbogo grafico do potencial
pseudo-harménico com A < 0e 5> 0.

Figura 5.3: Esbogo grafico do potencial
pseudo-harmoénico com A > 0e 8 < 0.

V(r)

V(r)

Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Fonte: Imagem elaborada pelo autor
Qualitativamente podemos concluir que os possiveis estados ligados acontecem quando

A > 0, conforme as figuras 5.1 e 5.3.
A equacao de Schrodinger para este caso é dada por:

d*®(x)  2m o e VCR?
B L eere - ac ] - T 54 127 b =0, 5)
Comparando a equagdo acima com a equagao (4.7), impomos:
a =27, (5.8)
Vi = —r2y?E, (5.9)
Vo = 1972 A, (5.10)

(5.11)

E= —7225 B+ (1+1/2)%).

Olhando para as correspondéncias acima podemos ver que a condi¢ao V; < 0 implica que

€ > 0 e a condigao V5 > 0 implica A > 0. Utilizando a equagao (4.28), temos que:
(5.12)

5+(l+1/2)2.

5= 9

Como S > 0, podemos concluir que § > —1/4, como tem que ser para evitar o famoso

colapso para o centro [2]. Para encontrarmos a energia para o caso em que 6 = 2 igualamos

(5.11) a (4.30). Assim temos:
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E = 2h\/%(n+ 1/2+S). (5.13)

Na equagao acima aparece uma ambiguidade de sinais, porém podemos excluir esta am-

biguidade utilizando a equacao (4.29). Com isso, temos:

En > 2ﬁ\/%(n +1/2). (5.14)
Et = 2ﬁ\/%(n+ 1/2+5). (5.15)

O mapeamento da autofuncao fica sendo:

Logo:

D, (&) = Ane 825129 (¢). (5.16)

Por altimo falta encontrar a relacao da variavel £ com r. Para isso usamos a equa¢ao
(4.27) e nesta substituimos (4.8) e (5.10). Assim, temos:

£ = 2;;“47«2. (5.17)

Assim, temos que ®(r) para § = 2 é dado por:

A Nermy:y V2mA
(1) = Aye™ 725 L9 ( - r2> . (5.18)
A fim de voltarmos a variavel original r, substituimos = —In(r/r¢)/y em u = e 7*/2®.

Assim, encontramos que u(r) = \/7/ro ®(r). Portanto:

V2mAr2T25+1/2L£LzS) ( V2mA 2) . (5'19)

Upy (1) = Bye™ 2k = r

Note que u(0) = 0 é uma condi¢ao de contorno que surge naturalmente como decorréncia
do mapeamento, e nao imposta a priori.
Com isto, temos o par caracteristico da equacao de Schrodinger para o potencial

singular com d = 2, isto é, temos a solucao completa para este caso:

h

En = 2“/% (n+1/245S5). (5.21)

VamA V2mA
ot (7) = Crge™ 5251229 <—m> Y (0,0), (5.20)
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Com S = /B + (1 +1/2)2/2.

Oscilador harmonico

Um caso particular do potencial pseudo-harmonico é o potencial do oscilador harmo-
nico. Para encontrarmos a solugdo para o oscilador harmonico fazemos A = mw?/2 e
£ = 0. Com isso o potencial se torna:
1

V(r)= émw%?. (5.22)

Novamente v2mA/h = mw/h, porém com S = (I + 1/2)/2. Logo, a solu¢ao para o

oscilador harmonico é:

un(r) = NnJe_%’"QTHngHm (%rﬁ , (5.23)
En = hw(2n + 1+ 3/2). (5.24)

Podemos ainda fazer N = 2n + [. Assim temos:

mw

U i (7) = Coae™ 37 L) ( hi
2

) Y, (0,0). (5.25)

Ev = (N + 3/2)wh. (5.26)

Aqui, a energia £ depende apenas do nimero quantico N = 2n+(, enquanto a funcao
u depende de N e [. Note que N =0,1,2,--- e que l < N, com [ par (impar) se N for par
(impar). Logo, mudando [ na equagao de onda teremos mais de uma fungao de onda para
a mesma energia, o que caracteriza uma nova degenerescéncia além da degenerescéncia

essencial. Esta degenerescéncia é chamada de acidental.

5.2.2 Potencial de Kratzer

Para 6 = —1 temos o potencial de Kratzer:
vy =4 8 (5.27)
r)= — . .
r o 2mr?

Olhemos para os esbocos gréaficos do potencial acima:
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Figura 5.5: Esbogo grafico do potencial Figura 5.6: Esbogo grafico do potencial
de Kratzer com A>0e 8 > 0. de Kratzer com A< 0e 8 <0.

wir)

wir)

Fonte: Imagem elaborada pelo autor Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Figura 5.8: Esbogo grafico do potencial

Figura 5.7: Esbogo grafico do potencial
de Kratzer com A <0e 3> 0.

de Kratzer com A > 0e 3 <0.

\ir)

wir)

/\ r

|

 S—

Fonte: Imagem elaborada pelo autor Fonte: Imagem elaborada pelo autor

Vemos que estados ligados sao possiveis para os casos esbogados nas figuras 5.6 e

5.8.
Dessa forma, a equacao fica escrita como:

d*® 2 712~2
dx(;?) ﬁ_gn {7“372 [56_27$ — ro_lAe_W:v} . 272; [6 + (l + 1/2)2]} @(x) -0 (5.28)

Novamente, comparando a equacao acima com a equagao (4.7), encontramos uma

similaridade se fizermos as seguintes identificacoes:
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a =7, (5.29)

Vi = ro7? A, (5.30)

Vy = —157°€, (5.31)
v’h? 2

E=——[3+(+1/2)°). (5.32)

Porque V; < 0e V4 > 0, temos que A < 0 e £ < 0. Inserindo (5.32) na equagao (4.28),

temos:

S=+/B+(1+1/2)>2 (5.33)

S > 0, implica que 5 > —1/4, e novamente surge naturalmente a condigao para evitar o
colapso para o centro.
Igualando (5.32) com (4.30), temos:

mA?

Enl = — 5.
22 (n+1/2£95)

(5.34)

Novamente para retirarmos a ambiguidade de sinais que aparecem na equagao acima

utilizamos a equacao (4.29) com (5.30) e (5.31). Assim, temos que:

mA?
Logo:
A2
nl = — o 5 - (5.36)
2R (n+1/2+9)
A autofuncao é:
B (&) = Ane™PETLE (). (5.37)

Substituindo (5.31) na (4.27), temos:

e = 2v2mie] (5.38)

h

Entao, a autofuncao fica sendo:
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< /2mE] 24/2m|E
(I)nl('r) e Anei 2ﬁ € rrSLSES) ( IZLTL| |T> ) (539)
Usando u(r) = /7/ro®(r), encontramos a solugao geral do presente caso:

Nor 2./2m|E
Uiy (7) = Cre™ 2ﬁ'£'rrs—1/2L1(12S) <Tm"7~) Y, (6, ¢),

2
= — mA - (5.40)
2% (n+1/2+5)

com S =4/ + (I 4+ 1/2)2. Olhando para a funcao radial vemos que a condi¢ao u(0) = 0

na origem surge naturalmente.

Potencial de Coulomb

Para o potencial de Coulomb fazemos A = 4_;:) e 5 =0. O potencial é dado por:
—e?
Vir) = . 5.41
(r) dmegr ( )
Solugao geral:
Uni (1) = Npye~ Vzglf\rTS+1/2L7(12l+l) (%m\cﬂr) 7 (5.42)
4
me
En = — : 5.43
L oA (n + I+ 1) (5-43)
Com N =n+1+1.
Ve 2./2m|€ .
i, (7) = Nane™ 5 " LAY, (Tmu> Y6, ). (5.44)
4
Ey = —— ¢ (5.45)

212 (4meg)2N?
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Vemos que para este caso também temos uma degenerescéncia acidental, isso acontece
devido & definicio N =n+ 1+ 1. Note que N =1,2,3,--- el < N — 1.



6 COMENTARIOS FINAIS

Nossa intencao neste trabalho foi a de propor uma forma alternativa para a resolugao
de problemas na mecanica quantica. Ainda que o método de transformadas integrais
tenha aparecido em diversos trabalhos em mecanica quantica, o método especifico da
transformada unilateral de Fourier tem sido pouco explorado na resolucao de problemas
nessa area. O mesmo acontece para o método de mapeamento no potencial de Morse.
Este método tem aparecido na mecanica quantica para potenciais especificos, porém nao
encontramos um trabalho sequer que apresentasse um tratamento tao geral quanto o que
apresentamos aqui.

No Capitulo 3 utilizamos o método de transformada unilateral de Fourier para reso-
lugao do oscilador harmonico quantico. Este método é 1til quando tratamos de potenciais
pares, pois o dominio da transformada é o semieixo positivo. Como o potencial do os-
cilador harmonico é um potencial par, pudemos buscar solucoes com paridade definida,
sendo possivel resolver o problema apenas para o semieixo positivo e depois analisar a
continuidade (descontinuidade) da fungao e de sua derivada primeira a fim de encontrar
a extensao adequada, impar, par, ou ambas. Mostramos que podemos encontrar o espec-
tro do oscilador harmoénico utilizando a nulidade e a finitude das derivadas n-ésimas das
transformadas unilaterais de Fourier proximas a origem. Realizando a inversao das trans-
formadas seno e cosseno de Fourier encontramos as autofuncoes em termos da equacao
hipergeométrica confluente, ja com um de seus parametros definido. Impondo as condi-
coes de contorno no infinito, encontramos o outro parametro da equacao hipergeométrica
confluente, de forma que, com isto, conseguimos escrever as autofuncoes em termos dos
polinomios de Hermite. Tendo encontrado as solucées no semieixo positivo, fizemos as
extensoes das solugoes de acordo com as condicoes de continuidade na origem. Dessa
forma, encontramos a solu¢ao completa do oscilador harmoénico quantico.

E uma pena que a metodologia aplicada no Capitulo 3 s6 se mostrou ttil para o
potencial do oscilador harmonico quantico unidimensional. Quando tentamos aplicar o
método da transformada unilateral de Fourier na equagao de Schrédinger com outros po-
tenciais encontramos equacoes contendo tanto a transformada seno quanto a transformada
cosseno ou uma equacao de ordem superior a dois. Nos dois casos o problema original
se tornou mais complicado e assim o método se tornou inutil. Apesar dos transtornos,
o caso do oscilador harmonico unidimensional foi proveitoso e resultou na publicacao na

European Journal of Physics.
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No Capitulo 4 apresentamos o potencial de Morse generalizado unidimensional e
fizemos uma breve andlise qualitativa deste potencial. A equacdao com o potencial de
Morse generalizado foi manipulada a fim de obtermos uma equacao na forma da equa-
¢ao hipergeométrica confluente. Aplicando as condig¢oes de contorno préoximas a origem
conseguimos eliminar uma das solu¢oes de Kummer e aplicando a condigao de normaliza-
bilidade pudemos encontrar a condicao de quantizacao do espectro do potencial de Morse.
Com isso, encontramos o espectro para o potencial de Morse generalizado e encontramos
a autofuncao em termos do polinémio de Laguerre.

No Capitulo 5 apresentamos o potencial poténcia tridimensional com singularidade
inversamente quadratica. A equacao de Schrédinger para este potencial foi manipulada
para obtermos uma equacao semelhante a equacao do potencial de Morse. Percebemos que
para mapeamento da equacao em questao na equacao do potencial de Morse fosse possivel

% esses valores sio 6 =2e d = —1.

sO existem dois valores para o expoente d no termo r
Com ¢ = 2 obtivemos o potencial pseudo-harmonico em uma equacgao semelhante a do
potencial de Morse. Comparando as duas equacoes identificamos os parametros através
daqueles encontrados no Capitulo 4 e assim encontramos a solucao completa do potencial
pseudo-harmoénico, sem precisar resolver a equacao deste potencial. Além das solugoes
do potencial pseudo-harmonico, nés obtivemos também a solucao para o caso particular
deste potencial, o oscilador harmoénico quantico tridimensional. Com § = —1 obtivemos
o potencial de Kratzer, também em uma equacao semelhante a equacao do potencial de
Morse. Isso nos permitiu novamente identificar os parametros dessa equacao com aqueles
paramentros da equacao do potencial de Morse. Assim pudemos, de maneira simples,
encontrar a solucao para o potencial de Kratzer e para seu caso particular, o potencial
de Coulomb. Vale pontuar também que a condicao para evitar o colapso para o centro
aparece naturalmente, apenas impondo a igualdade entre os parametros das equagoes,
assim como a condi¢ao u(0) = 0. Mesmo obtendo sucesso ao mapear a equagoes do po-
tencial poténcia tridimensional com singularidade inversamente quadratica no potencial
de Morse, as normalizacoes nao podem ser mapeadas, pois a variavel da equacao do Capi-
tulo 5 é diferente da varidvel do potencial de Morse. Realmente, os resultados obtidos sao
extremamente interessantes, e um texto encontra-se em fase de redagao para sersubmetido
a publicagao.

Todos os potenciais tratados nesse trabalho possuem solucao bem conhecida e pu-
demos comparar os resultados encontrados aqui com a literatura existente. Concluimos
assim que os métodos descritos acima sao bons métodos para a resolucao dos problemas

em questao.
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Apéndice A HARMONICOS ESFERICOS

Os harmonicos esféricos sao solugoes da seguinte equagao diferencial:

1 0 o 1 9
[Sen(‘)% (Sen6%> T sen2 0 926 +Ul+1)]Y(0,9) =0. (A.1)

Podemos escrever os harmonicos esféricos, ja normalizados, como segue:

w0 o U D= )] s
Y, <e,¢>e\/ T R cosh), (A.2)

onde | =0,1,2,--- e =l < my <[. Para (A.2) temos também ¢ = (—1)™ para m; > 0
ee=1sem <0. Pl(ml)(cosé) sao as fungoes associadas de Legendre, elas sao definidas

COImMo:

Imal
Pl(ml)(l') =(1- x2)|m1|/2 (%) Pi(z), (A.3)

onde Py(x) é o l-ésimo polinémio de Legendre.

Rix) = o1 (di) (- 1) (A1)

Para m; < 0, os harmonicos esféricos se relacionam da seguinte forma:

vim0,0) = (-1 (V) (6,0). (A.5)

Apéndice B FUNCAO GAMA

A fungao gama I'(z) é definida a partir da fungao II(x), a qual é uma generalizacao
da representacgao integral para n fatorial, onde n é um ntmero inteiro. Esta representacao

¢ dada por:
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n!:/ t"e tdt. (B.1)
0

De forma que pode ser generalizado para fungao II(x) da seguinte forma:

II(z) = /000 t*e *dx, (B.2)

onde = nao é necessariamente um nimero inteiro.

A integral acima converge para todos os valores de = no infinito, porém para que
a integral convirja em ¢ = 0 é preciso exigir que x > —1. Logo, a representagao integral
de II(x) esta definida para todos os valores reais de > —1. Podemos ver também que
I1(0) = 1, que é a razao para a convengao 0! = 1.

Como II(n) = n!, temos que:

(n+1) = (n+ 1)I(n). (B.3)

De forma que a formula acima pode ser generalizada para x e podemos escrever:

I(x+1) = (z+ 1II(z). (B.4)

Assim, se tivermos uma tabela com o valor de = no intervalo 0 < x < 1, a férmula acima
permite o célculo de II(x) para qualquer x > —1. Além disso, permite uma extensao da
defini¢ao de II(z) para a regiao x < —1.

Quando z tente para —1 a fungao I1(x) tende para o infinito, dessa forma, a partir da
formula de recorréncia (B.4), concluimos que tal fun¢ao possui descontinuidades infinitas
para valores inteiros negativos de z. Tendo definido a funcao II(x) podemos definir agora
a fungao I'(z). Esta fungdo é relacionada com a fung¢io II(x) da seguinte forma:

[(x) =1I(z —1). (B.5)

De forma que I'(z) satisfaz as relagao:

IF'z+1) = al'(z) (x real),

I(z) = (z—1)! (x = inteiro positivo).

[(x) = /000 t"te~tdt (x >0). (B.6)
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Evidentemente a representagao ['(z) vai a infinito quando x =0, —1, =2, - - -

Apéndice C EQUACAO HIPERGEOMETRICA CONFLUENTE

A equacao hipergeométrica confluente é de grande importancia para a matematica
em geral pois praticamente todas as funcoes que sao estudadas sao limites dela. As
informacoes neste apéndice sao as necessarias para o presente trabalho, uma discussao
mais completa das propriedades da equacao em questao podem ser encontradas na Ref.
[18].

A equacao hipergeométrica confluente é dada por:

—aw(z) = 0. (C.1)

Esta é uma equacao diferencial ordinéaria, homogénea de segunda ordem, ela possui
uma singularidade regular em z = 0 e uma singularidade irregular em z = co. Suas duas
solugoes linearmente independentes sao as fun¢oes de Kummer M(a, b, z) e U(a,b, z), de

forma que sua solucao geral fica escrita como:

w(z) = AM(a,b, z) + BU(a,b, z), (C.2)

onde A e B sido constantes arbitrarias.

As fungoes de Kummer sao dadas por:

az  (a)y2?
PR TONRRETTON

onde (a)g=1e (a), =ala+1)(a+2)---(a+n—1),e (a)y=1.

M(a,b,z) =1+

o M (a,b, ) oMl +a—0,2—-0,2)
Ula,b,2) = sen 7 |T(1+a—b)T(b) & [(a)(2 —b) ' (C-4)

Atentemos para o comportamento proximo a origem das funcoes de Kummer.

Para z — 0:

M(a,b,z)=1+---,
Ula,b,z) = Hdz 7+, b# 1L (C.5)
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Para |z| — oo (a, b fixos):

M (a,b,z eima,—a e _a—
é(b) ) o T Tm? b —1/27 < argz < 3/2m,
Ula,b,z) = 27, —3/2m < argz < 3/2m. (C.6)

C.1 RELACAO DAS FUNCOES DE KUMMER COM OS POLINOMIOSs
DE LAGUERRE E DE HERMITE

C.1.1 Polindmios de Laguerre

Os polindmios de Laguerre aparecem como solucao da equacao de Laguerre:

LY () AL (z)
- n — )= (a) —
syt (a+1—x) T nL,(x) = 0. (C.7)

Essa equacgao ¢ definida no intervalo [0, 00).

Os polinémios de Laguerre sao um caso especial da fungao de Kummer M (a, b, z),

eles ocorrem quando @ = —n. Assim temos:
LY 1)(z) = —M(—n,b,z) (C.8)
" n! T '

Os polinomios de Laguerre estao relacionados com os polinomios de Hermite, essa

relacao é dada por:

L@ = "y ),

T Q2np)

LU () = 2(2;11); HQ"?};\/E). (C.9)

C.1.2 Polinémios de Hermite

Os polinomios de Hermite sao solucoes da equacao de Hermite. Esta equagao é dada

por:

d*H,(z) dH,(x)
-2
dx? o dx

A equagao acima ¢ definida no intervalo (—oo, 00).

+ 2nH,(z) = 0. (C.10)

Os polinomios de Hermite também sao um caso especial da funcao de Kummer

M (a,b, z), eles sao encontrados quando a = —n/2, b = 1/2 e a variavel z aparece ao
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quadrado, assim temos:

Hgn(2> = (_1)n_'M(_n, 1/27 22),

(2n+1)

Hynii(2) = (=1)" !QZM(—n,3/2,22). (C.11)

n!

A paridade dos polinomios de Hermite é dada de acordo com o grau do polindémio, se
n for par o polindmio sera par e se n for impar o polindémio sera impar. O comportamento

destes polindmios na origem é dado por: dHs,/dz|, 0 =0 e Hopi1],—0 = 0.



