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RESUMO

Nesta dissertacao nés discutimos a influéncia de modos-zero fermidnicos em di-
ferentes contextos. Comecamos estudando a localizacao de férmions sem massa em paredes
de dominios (3-brana) num espago-tempo de 5 dimensoes com geometria nao deformada,
seguindo o cendrio proposto originalmente por Rubakov e Shaposhnikov. Lancamos mao
de um modelo nao-polinomial com um campo escalar auto-interagente que tem como
solucao da equacao de Bogomol’'nyi um kink deformével que exibe uma configuracao de
kink duplo. No contexto em que estamos trabalhando, esta configucao de kink duplo
permite ilustrar o fendémeno de separacao de branas. Novos modelos nao-lineares da teo-
ria de campos que fornecam tais configuracoes de kink duplo sao construidos. Usamos
um método de reconstrucao cujo ponto de partida sao os modos-zero das equagoes de
estabilidade de modelos bem conhecidos. Finalmente, mostramos em alguns casos, o pa-
pel dos modos-zero fermidnicos no fracionamento do nimero (ou da carga) fermionico,

especialmente em redes de grafeno.

PALAVRAS-CHAVE: Equacao de Dirac, Modos-zero, Localizacao de férmions, De-

feitos topoldgicos, Fracionamento do nimero fermiodnico, Grafeno.
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ABSTRACT

In this dissertation we discuss the influence of fermion zero modes in different con-
texts. We begin by studying the localization of massless fermions on domain walls (3-
brane) embedded in a five-dimensional flat space-time, following the scenario originally
proposed by Rubakov and Shaposhnikov. We use a non-polynomial model with a self-
interacting scalar field whose solution of the Bogomol’nyi equation with minimum energy
is a kink which can be continuously deformed into a two-kink. In the context we are work-
ing on, this two-kink configuration is used to illustrate the brane splitting phenomenon.
New field theory nonlinear models are built to provide such two-kink configurations. Such
a reconstruction is based on previous methods which employ the zero mode solution of
the excitation spectra of the defects as the starting point. Finally, we show in some cases,
the role played by fermion zero modes on fermion number (or charge) fractionization,

especially in graphene networks.

KEYWORDS: Dirac equation, Zero modes, Fermion localization, Topological defects,

Localization, Fermion number fractionalization, Graphene.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas para férmions em 1+ 1 e 2 + 1 dimensoes do espago-tempo tém
sido reconhecidos como importantes para a compreensao de véarios fendmenos em distintas
dreas da Ffisica, tais como em matéria condensada, fisica de particulas, entre outros. Um
das razoes mais imediatas é de ordem pragmética: a dindmica das particulas é descrita
por equacoes de estrutura bem mais simples que no caso de dimensionalidade maior, que
leva a que alguns desses sistemas pertencam & rara categoria de problemas analiticamente
soliveis. Embora a generalizacao dos resultados nao seja trivial, o estudo desses mo-
delos costuma apontar rumos para anédlises de sistemas em dimensoes superiores, como
por exemplo em supercondutores a alta temperatura, cendrios do efeito-Hall quéntico e
alguns modelos na fisica de altas energias. Mas, a bem da verdade, a Fisica em baixas
dimensoes é muito mais do que um protétipo do mundo tridimensional. A razao vem
do fato de que esses sistemas fornecem cendrios propicios para o aparecimento de novos
e exéticos fendmenos que chamam atualmente a atencao dos fisicos. Um dos fenémenos
mais surpreendentes foi originado na teoria quéntica de campos, o chamado fracionamento
de nimero fermionico ou fracionamento da carga fermionica.

Este fenomeno foi descoberto em 1976, quando Jackiw e Rebbi [1] estudavam férmions
unidimensionais interagindo com campos escalares de fundo tipo séliton. Nesse trabalho,
eles mostraram a existéncia de estados isolados de energia nula do sistema férmion-séliton
e demonstraram que esses estados podem apresentar um nimero (ou carga) fermidnico
fraciondrio £1/2. De fato, fracionamento da carga fermionica estd diretamente asso-
ciado a existéncia dessas excitacoes fermionicas de energia nula, chamadas geralmente
de modos-zero fermionicos. Também mostraram que a realizacao experimental daquele
novo nimero quantico ocorre em cadeias de poliacetileno [2, 3, 4]. Mais recentemente
foi evidenciado que esse niimero fraciondrio seria responsdvel pela condutividade elétrica
desse material. Isso motivou um crescimento vertiginoso na pesquisa desse fendmeno em
matéria condensada, principalmente no estudo de sistemas em redes cristalinas. Neste

ponto, teoria de campos e matéria condensada se ajudam mutuamente.
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Os conceitos da teoria de campos usados na descricao de alguns desses sistemas
mostrou que a dindmica dos elétrons perto da superficie de Fermi é feita por meio de uma
equacao de Dirac. Mesmo se tratando de sistemas nao-relativisticos, a equagao de Dirac
aparece devido a linearizagao da relagao de dispersao em torno de pontos (um nimero
finito deles) no espaco de momenta do férmion onde a energia é nula (pontos de Dirac).
Tais sistemas exibem um nimero fermidénico fraciondrio se a equacao de Dirac possui
estados ligados fermionicos isolados no meio do gap (se existir), isso devido a simetria no
nidmero de férmions em relagdo ao nimero de anti-férmions (ou entre cargas negativas e
positivas). Um das principais vertentes de nossa investigagao trata justamente do estudo
de efeitos similares no grafeno.

E bem sabido que os portadores de carga (elétrons) numa rede de grafeno (uma
unica camada de dtomos de carbono em rede hexagonal) comportam-se como particulas
relativistas sem massa que obedecem uma equacao de Dirac em 2 dimensoes espaciais.
Devido a natureza monoatdémica da rede, o gap de energia entre as bandas valéncia e
a banda de condugao ¢ nula. No entanto um espagamento energético entre as bandas
pode ser colocado a mao se existirem defeitos (distor¢oes) na rede. As distorgoes sao
descritas por meio de um campo escalar que, acoplado ao férmion, proporciona uma
"massa" dependente da posicao para o férmion. Nesse contexto, Hou, Chamon e Mudry
[5] mostraram que estados isolados no gap de energia sao obtidos quando os elétrons
interagem com as distor¢oes de rede (chamadas de distorgoes de Kekulé), incorporadas
por meio de campos escalares complexos, e que levam a um fracionamento do nimero
fermionico quando esses campos escalares sdo de natureza topolégica (vértices). Jackiw
e Pi [6] mostraram que o sistema anterior é invariante sob uma transformacao de gauge
quiral global e que a invariancia do sistema sob uma transformacao de gauge quiral local é
preservada se o componente espacial de um potencial de gauge (axial) acoplado de forma
quiral aos férmions é adicionado no sistema. Embora essas distor¢oes de rede nao sejam
consideradas nesta dissertacao, analisamos a possibilidade de obter um nimero fermiénico
induzido quando o campo de gauge usual (potencial vetor magnético) e o campo de gauge
considerados em [6] sdo adicionados ao sistema.

De fato, a existencia de modos-zero considerando estruturas topoldgicas e que forne-
¢am um nimero fermiénico induzido parece ocorrer também em cenédrios cosmolégicos, por
exemplo, no contexto de mundos-brana. Em 1983 Rubakov e Shaposhnikov [7] propuseram
um cendrio em que nosso universo estaria confinado em uma parede de dominio. A
parede de dominio, denominada também de uma 3-brana, estaria imersa em um mundo
de cinco dimensoes e ¢ descrita por uma solugao tipo kink de um campo escalar real
que se estende ao longo da dimensao extra. Ao discutirem a necessdria localizagao da
matéria, ou seja a possivel realizacao de nosso universo na brana, observaram que férmions
acoplados ao campo escalar (dependente unicamente da coordenada extra) poderiam ser

localizados facilmente com o surgimento natural de férmions sem massa (modos-zero).
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Pode ser pensado na existéncia de um niimero fermioénico fraciondrio induzido, desde que
a equacao efetiva dos modos fermidnicos seja equivalente & equacao de Dirac em 1 + 1
dimensdes, similar ao considerado em [1], mas, focaremos nossa aten¢ao somente no papel
que desempenham os modos-zero na localizacao da matéria dentro da brana.

Por outro lado, é bem sabido que o estudo desses sistemas de férmions acoplados a
campos escalares com perfil tipo kink tém sido muito estudados e usados em diversas areas
da ciéncia, razao pela qual, vislumbrou-se um crescimento vertiginoso de trabalhos onde
novos modelos nao-lineares em teoria de campos sao construidos. Seguindo esse mesmo
espirito, nesta dissertacao desenvolvemos um método de reconstrucao de modelos nao-
lineares que apresente como ponto de partida o modo-zero [8, 9] da equagao de estabilidade
de modelos bem conhecidos e que possam ser aplicdveis a cendrios de mundos brana.

Organizamos esta dissertacio da seguinte maneira. No 2° capitulo estudamos a lo-
calizacao de férmions sem massa (modos-zero fermionicos) em cendrios de mundos branas,
particularmente branas espessas. Investigamos a possivel localizacao de férmions em uma
3-brana em 5D com geometria nao deformada e nos detemos na questao de como férmions
ficariam localizados em uma situacao em que uma brana se deforma a tal ponto de formar
duas branas. Esta separagao de branas foi proposta originalmente em [10] utilizando um
modelo com um campo escalar complexo com simetria Z3. Os resultados mostrados neste
capitulo formam parte de um trabalho ja publicado [11], onde, além do estudo no espago
plano, também foi mostrado a possibilidade de localizar férmions num espago com geome-
tria deformada onde férmions sem massa se mostram como os unicos estados localizados.
Nesse artigo encontra-se uma andlise mais detalhada desse caso.

No 3° capitulo, mostramos como os modos-zero bosdnicos (excitagbes de um campo
escalar real em modelos nao-lineares) em 1 dimensao espacial podem ser utilizados para
reconstruir modelos de teoria de campos em 1+ 1 dimensoes do espaco-tempo. La encon-
tramos novos modelos de teoria de campos nao-linear cujas solugoes cldssicas de energia
minima sao solugoes topoldgicas deforméveis. Alguns desses modelos, chamados de mo-
delos deformados, ja foram obtidos em [12]. Nesses trabalhos o método de deformagao
basicamente consiste em usar um modelo nao-linear da teoria de campo e maped-lo em
outros modelos bem conhecidos. O resultado ¢ um modelo deformado cuja solucao BPS
exibe uma configuracao de kink duplo. Em nosso caso seguimos o método de reconstrugao
proposto em [8] considerando a superposigao de duas cépias de um modo-zero da equagao
de estabilidade de modelos conhecidos.

No 4° capitulo, mostramos em alguns casos o papel dos modos-zero fermiénicos no
fracionamento do mimero (ou da carga) fermidnico. Neste ponto é importante ressaltar
que o fracionamento do niimero fermiénico também pode surgir da interagao de férmions
sem massa com um campo magnético. Nesse caso, a imposicao de manter a carga fer-
miodnica inteira leva a quantizagao do fluxo magnético e, se o campo magnético tem origem

topolégica (vortices de campo magnético), a quantizagao do fluxo magnético estd direta-
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mente associada a vorticidade do campo escalar. De qualquer forma, a simetria do espectro
¢é preservada e o estado isolado no meio do gap entre estados positivos e negativos induz
um nidmero fraciondrio. Estudamos efeito similares em redes de grafeno e analisamos os
efeitos da adicao de termos constantes que levam a gaps de energia nos estados de uma
Unica particula, também de forma artificial, visto que a rede de grafeno nao apresenta

estes gaps de energia. Encerramos a dissertacao com as conclusoes e comentdrios finais.
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Capitulo 2
Mundos brana

Nosso universo é descrito extremamente bem pelo Modelo Padrao e a Relatividade Geral.
Ambas as teorias sao expressas num espaco-tempo de 3+1 dimensoes. Mas esses modelos
sao incompletos, o que motivou o aparecimento de uma grande quantidade de trabalhos
tentando melhorar nosso modelo do universo assumindo uma ou mais dimensoes extras.
A primeira teoria que considerou dimensoes extras foi a proposta por Kaluza e Klein em
1921. Nesta teoria adicionou-se uma dimensao espacial as 3 + 1 dimensoes conhecidas
considerando a dimensao extra curvada sobre si mesma com raio muito menor do que as
escalas comumente observadas. Na terminologia matematica, diz-se que essa dimensao é
compacta. Mas a teoria Kaluza-Klein apresentava certos problemas em sua interpretagao
como uma, teoria que unificava a gravidade e o eletromagnetismo. A mais notavel previa
uma unidade de carga que era muito menor que a carga do elétron. Estes problemas, em
cumplicidade com a efervescente pesquisa em mecanica quéntica na época, fizeram com

que a teoria fosse abandonada por vdrios anos.

Na década de 1970 a ideia foi reestabelecida no cendrio da Fisica das Altas Ener-
gias e Cosmologia. Dentro das novas teorias que apareceram, uma surgida recentemente
chamada de Cosmologia de Membranas, propoe que existam algumas dimensoes espaciais
extras em um cendrio onde estas possam ser grandes, sob a suposicao de que a matéria
ordindria (particulas e campos do modelo padrao) esteja localizada no subespago tridi-
mensional, chamado de brana, imerso em um espaco dimensionalmente maior, chamado
de bulk. Essas branas seriam representadas através de defeitos topoldgicos, tais como

paredes de dominio ou cordas césmicas, supondo que nés vivemos no niicleo desse defeito.

A proposta de que nosso universo poderia ser um defeito topolégico em cinco dimen-
soes do espaco-tempo ja foi apresentada na década de 80 por Rubakov e Shaposhnikov
[7]. Imaginando o mundo real como um universo de 4 + 1 dimensdes no espago-tempo
sem deformagao, mostraram que quando campos de matéria sao confinados dentro de
uma parede de dominio, a teoria efetiva de baixa energia obtida pode ser vista como uma

teoria em (3 4+ 1)D. Portanto, os modos-zero 4-dimensionais (as solugoes de mais baixa
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energia) localizados (confinados) no defeito, podem ser interpretados como particulas sem

massa em nosso universo tridimensional.

Essa parede de dominio foi descrita através de um campo escalar representado
pela solucdo classica (que depende unicamente da dimensao extra) fornecida pelo modelo
A¢* em (4 + 1)D, de tal forma que entre as excitacoes desse campo escalar que forman
a parede, conseguem localizar modos-zero que poderiam ser vistos como uma particula
escalar 4-dimensional. Também, o modelo incorpora naturalmente férmions através da
interacao de Yukawa, permitindo desta forma a localizacao de modos-zero fermionicos no

nicleo da parede.

Neste capitulo desenvolvemos um mecanismo de localizacao similar ao mostrado no
pardgrafo anterior. Considerando um modelo 5-dimensional para um campo escalar real

¢ no espaco-tempo de 4 4+ 1 dimensoes com a acao dada por
1
S = /d4xd'r <§nabaa¢ab¢ — V(¢)> , (a,0) =0,....4 (2.1)

com r € (—00,+00) como a dimensao extra e 7,, = diag[l, —1,—1, —1, —1], estudamos o
problema da localizacao de férmions para situacoes em que uma brana se deforma a tal
ponto de formar duas branas (split brane) [10]. Langamos mao do modelo nao-polinomial
proposto em [13], onde sdo encontradas solugoes cldssicas para um campo escalar com
perfil de kink deformédvel para um kink duplo, sendo esse tipo de solugoes 6timas para
a descricao do fendmeno de separacao de branas. Portanto, o confinamento dos estados
fermidnicos de energia nula, ou seja, a realizacao do universo observavel dentro das branas,
dependeria unicamente da forma com que os férmions sao acoplados ao sistema. Nas
proximas secoes desenvolvemos em detalhe o mecanismo de localizacao de férmions. A

seguir, analisamos brevemente os aspectos mais relevantes do modelo considerado.
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2.1 O modelo

As solugoes cléssicas com perfil de kink duplo sao de grande interesse em diversas areas
da ciéncia, desde que essas solugoes poderiam representar transicoes de fase de primeira
ordem. Fisicamente, essas transigoes descreven as mudangas de fase (por exemplo, liquido-
s6lido) e acontecem quando uma fungao termodinamica se comporta de maneira nao suave
ao variar um parametro, por exemplo a temperatura. Sao exemplos desse tipo de tran-
sicoes os cambios de agregacao, os cambios de fase entre fases sélidas em diferentes estru-
turas cristalinas, etc. No contexto cosmoldgico, especificamente em cendrios de mundos
brana, essas transicoes estariam intimamente ligadas ao fenomeno de separacao de branas
[10]. Nesta se¢ao analisamos um dos modelos que fornece esse comportamento e que foi
proposto anteriormente em [13]. O modelo em questao fornece solugoes cldssicas para
um campo escalar com perfil de kink duplo, a partir de um potencial V' (¢) que pode ser
exXpresso como .

V() = §W§ : (2.2)
onde as solugoes BPS, as quais saturam o limite de Bogomol'nyi (vide capitulo 3), satis-

fazem a equagao diferencial de primeira ordem
dW(¢)

o B
& — ) (2.3)

e as equagoes de movimento (eq. dif. de 2* ordem) no limite estédtico. Neste caso, o

modelo considerado apresenta um superpotencial W (¢) dado por [13]:

W(¢p) =2u [qﬁ (%+f2+g\/¢2+f2) —|—%arcsin <?)] (2.4)

com f=+b>—a? eb< —a < 0. Uma derivada simples permite mostrar que

We(9) = 20(¢” + f2 +by/¢* + f2). (2.5)

Finalmente, ao substituir (2.5) em (2.3), a solucao cldssica tipo kink correspondente ao
modelo considerado é expresso como
— sinh(2par)

¢ = lLacosh(?uar) —b/f (26)

O sinal +(—) representa a solugdo com perfil de kink (anti-kink). Pode-se observar na

figura 2.1 que a solucao adota a forma de kink simples, mas, & medida que b se aproxima
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Figura 2.1: Perfil da solugao (2.6), considerando a = 1 para b = —1.1 (linha tracejada) b =
—1.001 (linha fina) e b = —1.0000001 (linha cheia).

de —a, a configuracao muda para um perfil de kink duplo. Uma andlise mais detalhada
do modelo é encontrada em [13].

A solugao (2.6) pode ser convenientemente reescrita [14] da seguinte forma
¢ = :I:g [tanh(pa(r + L)) + tanh(pa(r — L))] (2.7)

identificando a relacdo b = —acoth(2ual). Vemos que a solugao (2.7) pode ser vista
como a juncao de dois kinks ¢, = % [£1 + tanh(pa(r F L))] cujos nicleos ficam em r = L
e r = —L. Entao, é conveniente o uso da expressao (2.7) como nossa solugao cldssica,
ja que (2.7) permite perceber de forma direta a localizagao dos niicleos das branas onde
o universo poderia se realizar. De fato, a regiao de méxima probabilidade da realizacao
do universo observdvel vem da andlise da densidade de energia do campo escalar. A

partir da agao (2.1), nés construimos o tensor energia-momento 50, onde o componente

T = E (%) FV(9)

representa a densidade de energia. Substituindo (2.7) em (2.8), obtemos 7% em funcao

tempo-tempo dado por

) (2.8)

¢=(r)

da dimensao extra r cujo perfil é mostrado na figura 2.2. Notamos inicialmente que a
densidade de energia sempre é positiva (isso ndo acontece em sistemas onde a geometria
do espaco é deformada, pois naqueles casos a densidade de energia pode assumir valores

negativos). Além disso, ela apresenta seus valores maximos nos pontos L e —L, acompa-
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r

Figura 2.2: Perfil da densidade de energia do campo escalar para L = 0.5 (linha tracejada),
L = 0.8 (linha fina) e L = 2.5 (linha cheia).

nhando a separacao dos nicleos das branas e mostrando que, nessa regiao, a probabilidade
de confinar matéria ordindria ¢ maxima.

Na secao seguinte, estudaremos a possibilidade de obter férmions localizados em
qualquer das duas branas resultantes da divisao da brana original (L = 0). Mostraremos
que isso vai depender da existéncia de modos-zero normalizdveis cujas regioes de maxima
amplitude acompanhem a divisao das branas. Veremos que o tipo de acoplamento usado

cumpre um papel fundamental nesse contexto.
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2.2 Localizacao de férmions

No cendrio de mundos brana, tem chamada a atencao a possibilidade do confinamento
nas branas de todo tipo de campos de matéria. Seguindo o mesmo interesse, nesta secao
analisamos a possibilidade de localizar férmions no nicleo das branas descritas pela solucao
cldssica (2.7), adotando o enfoque proposto em [7]. O problema é abordado basicamente
através da procura de solucoes normalizédveis da equacao de Dirac para férmions acoplados
com campos escalares via um acoplamento geral de Yukawa UF (¢)¥, onde F (¢) é uma
funcao arbitraria do campo escalar ¢ tomado na solugao cldssica. Como serd mostrado a
seguir, a forma funcional do F/($), bem como sua dependéncia com r (dimensio extra),
¢ um fator crucial para a possivel localizacao de férmions na brana. Comecamos nossa

andlise a partir da acao para férmions, definida como
S térmion = / &5z (@'raaa\p - Eﬁ@\p) , (2.9)
a qual fornece a seguinte aquacao de movimento
[ﬂ”&f—f@ﬂ§wa):0, (2.10)

onde as matrizes gama satisfazem a dlgebra {I'*, I’} = 21%° e podem ser definidas na
representacao irredutivel como I'* = 4#, T'* = —iy5. Desta forma, de (2.10) é possivel
obter

[waﬂ +4%0, — ﬁ(a)} U(z,1)=0. (2.11)

Resulta 1til usar a decomposigao quiral usual de Kaluza-Klein (KK) na equagao (2.11),

decompondo o espinor 5-dimensional de tal forma que:
U(w,r) =Y bra(@)amn(r) + Y Ppa(r)an(r), (2.12)

onde ¢, () e Pp,(r) sdo os componentes do campo espinorial quadridimensional de

quiralidade esquerda e direita, respectivamente, e que satisfazem

75¢Ln(x) =Y. (2), 751/’Rn(x) = Vg, (), (2.13)

juntamente com a equacao de Dirac 4-dimensional para férmions com massa

W”aM/’L(R)n(x) = mn¢R(L)n(x)~ (2.14)
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As fungoes ayp,(r) e ag,(r) representam a parte extra-dimensional do campo espinorial
e que, apds substituir (2.12) em (2.11) e usando as consideragoes ditas anteriormente,

encontramos que elas obedecem as equagoes:
O/Rn - F(a)@Rn = —MpQpp (215)

O/Ln + ﬁ(a)alﬂl = MpQ&Rny , (216)

onde o simbolo primo denota a diferenciacao com respeito a r.

Neste cendrio, a possivel localizacao de férmions na brana, tanto para o caso massivo
(m,, # 0) bem como para o caso sem massa (m, = 0), estd representada pelas solugoes
normalizdveis obtidas a partir das eqgs.(2.15)-(2.16). As fungoes ayp,(r) e ag,(r) existem

somente se elas satisfizerem as relacoes de normalizacao

/ooaLn(T)aLm(r)dr = /OoaRn(r)aRm(T)dr:(Snm, (2.17)
/ " o ama(r)dr = 0. (2.18)

Nessa parte, enfocaremos nossa atengao na procura de solugoes para o caso em que m,, = 0,

79

também chamada””s de solugoes de enegia nula ou simplesmente modos-zero. Assim,

de (2.15) e (2.16), obtemos

arg(r) = Npge /OO (2.19)
ary(r) = Ngget S PO (2.20)
onde F(r) = F(¢). As quantidades N L(r), Sa0 constantes de normalizacdo que podem

ser encontradas a partir das rela¢oes de normalizacao (2.17)

+00
|NL,|? / e 2/ N g — (2.21)

+0o0
|Ng, |2 / P2/ EA g — (2.22)

E evidente que s6 uma dessas solucées pode ser normalizada, ou seja, quando ar, €
normalizdvel, ag, ndo é, e vice-versa. Isto torna-se evidente de (2.19) e (2.20), onde vemos
que a existéncia de qualquer uma das duas solugoes depende somente do comportamento
assimptdtico de [ F(r')dr’. Este tipo de situagdo j4 foi estudado em [15] no contexto
de férmions interagindo com um potencial pseudoescalar em 1 4+ 1 dimensoes, onde as
solucoes para o modo-zero sao também chamadas de solugoes isoladas. Esta particular

estrutura dos modos-zero (com um tnico tipo de quiralidade) é a principal caracteristica
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para obter um nimero fermionico fraciondrio, como foi mostrado em [1].

Por outro lado, para o caso em que m, # 0 (modos massivos), as solugbes sao

encontradas das equacoes diferenciais de 2* ordem para oy, € ag, , obtida apés desacoplar
(2.15) e (2.16) em

—apy + Ur(r)ag, = miag, , (2.23)
—ao, +UL(rap, = miap, , (2.24)
onde
Up(r) = F*+F, (2.25)
U(r) = F*—F'. (2.26)

Notamos que as equagoes (2.23) e (2.24) apresentam uma estrutura tipo equagao de
Schrodinger independente do tempo com potenciais efetivos dados por Uy e Uy, onde seus
respectivos hamiltonianos sao parceiros supersimétricos um do outro [16]. As implicagoes
da teoria supersimétrica neste contexto permite-nos deduzir que, para o caso em que
F(r) >0 (< 0), qualquer estado localizado de Ugr (Uy) implicaria num estado localizado

de UL, (Ug), exceto o modo-zero que s6 pertence a U, (Ug).

No principio mencionamos que F (¢) é considerada arbitraria, mas agora sua escolha
estd condicionada diretamente a existéncia de um modo-zero normalizdvel que levaria
a possivel localizagdo do férmion nao massivo na brana. Rubakov e Shaposhnikov [7]
consideraram férmions 5-dimensionais interagindo com um acoplamento de Yukawa pro-
porcional ao campo escalar ¢. Nesse trabalho, esse campo escalar representa a solucao
classica fornecida por um potencial da teoria de campo do tipo A¢*. Resulta interessante
notar que nessa teoria, a 2* derivada do superpotencial, que serd denotado por Wy, tam-
bém é proporcional a ¢. Baseados nestes resultados, é natural o particular interesse nesta
dissertacao da andlise do comportamento dos modos quirais (massivos e nao massivos)
interagindo com 2 diferentes tipos de acoplamentos: F(r) = no(r) e F(r) = —nWas.
Serao considerados 17 > 0 como uma constante de acoplamento e Wz como a 2 derivada

do superpotencial (2.4) com respeito a ¢ tomada na solugao cldssica (2.7).
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2.2.1 Caso I: F(r) = no(r)

O termo ¢ YW é o acoplamento de Yukawa mais natural usado na descricdo de férmions
interagindo com campos escalares. Por esse motivo, foi considerado em [7] para estudar
pela primeira vez a localizacao de férmions em paredes de dominio. Seguindo o mesmo
cendrio, a localizagao de férmions é abordado inicialmente com o estudo dos modos-zero.

E possivel verificar de (2.19) e (2.20), que somente o modo ay, ¢ normalizével e dado por:

(SIS

ar,(r) = N, (cosh(2L) + cosh(2r)) 2, (2.27)

agy(r) = 0. (2.28)

O perfil do modo-zero é mostrado na figura 2.3 considerando 1 = 2. Pode-se observar que
oy, € simétrico em 7 e apresenta um pico em r = 0. Em torno desse ponto, a probabilidade
de localizar o férmion sem massa é maxima, ou seja, para L = 0 (brana sem dividir), a

densidade de probabilidade de encontrar o modo «, no nicleo da brana é alta.

Quando L aumentar, vé-se que o modo-zero sofre achatamento no seu pico mé-
ximo sem acompanhar a divisao das branas, portanto, a densidade de probabilidade de

encontrar aquele modo no niicleo das branas diminui para valores de L cada vez maiores.

(L’LO

0.5}
’

04t

03

02

—4

Figura 2.3: Modo zero para F(r) = ¢(r), para L = 0.01 (linha tracejada ), L = 1.2 (linha
fina ) e L = 1.6 (linha cheia).
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Figura 2.4: Potenciais efetivos para o caso F/(r) = ¢(r), para L = 0.01 (linha tracejada),
L = 1.6 (linha fina) e L = 5.0 (linha cheia).

Mesmo se considerar o campo escalar acoplado a gravidade em 4 + 1 dimensoes do
espago-tempo deformado, o modo-zero ainda mantém um pico na metade entre as duas
branas com um comportamento similar ao mostrado na figura acima, ou seja, neste caso
também a densidade probabilidade de encontrar o modo nao massivo no niicleo das branas

¢ pequena.

Além disso, nesses casos com geometria deformada, a equagao efetiva para os modos
quirais fornece um potencial efetivo que exibe um perfil do tipo vulcao (aparentemente
¢ independente do modelo usado). A principal caracteristica deste tipo de potenciais é
que permite a existéncia s6 de solucoes para modos fermionicos sem massa, como tinico
auto-estado do espectro discreto. E importante destacar que isto sempre acontece inde-
pendente do modelo nao-linear de campo acoplado & gravidade que fornega as branas. Por
outro lado, o fator de deformagao (warp factor) que aparece na métrica desempenha um
papel crucial na possivel localizacao daqueles modos, pois agora dele também depende a
normalizagao das solugdes (diferente do caso da geometria plana em que a normalizabi-
lidade depende somente do comportamento de F(r)). Uma andlise mais detalhada desse

caso ¢ encontrada em [11].

Na maioria dos casos com geometria deformada, a complexidade das equacoes per-
mite s6 um tratamento numeérico dos resultados, sendo as vezes imprescindivel lancar mao
de ferramentas computacionais. No espaco plano, as equagoes ficam bem mais simples
que o caso com geometria deformada (com gravidade), o que permitiu neste caso o cdlculo
analitico do modo-zero, mas também ha casos em que precisamos fazer uso de métodos

numéricos, como veremos a seguir.

Substituindo F(r) = n¢(r) em (2.25) e (2.26), obtemos os perfis de Ug(r) e UL(r)

(ver figura 2.4). Quando L aumenta, ambos os potenciais sofrem alargamento da boca
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do poco. Além disso, pode-se observar a formacao de um poco duplo para Uy cujos
minimos acompanham a separacao das branas, enquanto Ur sempre apresenta a configu-
ragao de um pogo simples positivo (Ur > 0). Isto explicaria a preferéncia do modo-zero
ficar na quiralidade esquerda, pois s6 U; permite a existéncia de solu¢ées com m,, = 0.
Mas também os potenciais poderiam suportar estados massivos localizados, sendo eles de
paridade definida pois Ugz)(—7) = Ug(r)(r). Porém, com a imposibilidade de encontrar
solucoes analiticas para este caso, foi preciso realizar o estudo somente de forma numérica.
Um dos métodos computacionais mais usados e conhecidos na literatura para a resolucao
de equagoes diferenciais de 2% ordem do tipo (2.23) e (2.24) ¢ o método de Numerov
[17, 18, 19]. O perfil das solugoes fazendo uso deste método para é mostrado na figura
2.5.

2

7

Figura 2.5: Perfil dos modos massivos para F(r) = ¢(r), para L = 4.0

Encontramos 4 modos massivos para L = 4, os quais satisfazem também as equagoes
diferenciais de primeira ordem dadas pela egs. (2.15) e (2.16). Vemos que todos os estados,
exceto a,, e ag,, apresentam uma considerdvel densidade de probabilidade na regiao entre
as duas branas. Enquanto todos os estados, exceto ap,, apresentam uma densidade de
probabilidade proeminente ao redor de r = £L, lugar onde os niicleos das branas ficam
localizados. Neste ponto é claro que o problema da localizagao de férmions nas branas
depende também do comportamento das solugdes quando as branas se dividem (L > 0).
Portanto, resulta pouco interessante considerar acoplamentos que nao permitam localizar
matéria nelas (as branas). Em nosso caso, o acoplamento 1¢(r) ndo permite a localizacao
do modo-zero nas branas j& que o pico da solucio fica entre a duas paredes de dominio. E

interessante notar que um das formas para se conseguir ter o pico de oy, exatamente no
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niicleo de pelo menos uma das branas, é adicionando uma massa constante 5-dimensional
ao acoplamento de Yukawa.

Assim, tendo F(r) = n(é(r) + M), encontramos que

nM

ar,(r) = Npee > (cosh(2L) + cosh(2r))”

[NIS)

(2.29)

agy(r) = 0. (2.30)

Este termo de massa deverd ser considerado de tal modo que permita a ay, acompanhar
um dos nicleos das branas. Para esse propdsito, basta impor que a primeira derivada de
ar,(r) seja nula para r = L. Desse modo, o pico maximo de (2.29) sempre fica nesse ponto.
Um célculo simples permite mostrar que o valor para M que fornece tal comportamento
para o modo-zero é M = %tanh(?L). Na figura 2.6 pode-se apreciar que agora o pico do
modo-zero fica no niicleo da brana da esquerda. A inversao de sinal do M leva o modo-zero
ser localizado na brana da direita. Em qualquer dos dois casos, o modo-zero é localizado

em alguma das branas. Nao encontramos modos massivos localizados nem dentro nem

Figura 2.6: Modo zero para F(r) = ¢(r) + M, para L = 0.01 (linha tracejada), L = 1.2
(linha fina) e L = 1.6 (linha cheia).

fora das branas. A auséncia dos modos massivos neste caso pode ser justificado pelo
fato de que em torno de r = —L, o perfil Ur apresenta uma barreira de potencial onde
Uy, apresenta um pocgo. Portanto, nenhum estado massivo localizado é suportado dentro
da brana. Contudo, vemos que ter preferéncia por uma das branas para a realizacao
do universo naturalmente quebra a simetria r — —r, sendo evidente que uma forma de
preservar esta simetria é considerar acoplamentos que permitam a localizacdo em ambas

as branas, como veremos em seguida.
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2.2.2 Caso II: F(r) = —nWg

Notamos que com este tipo de acoplamento, das egs. (2.25) e (2.26) tem-se que

Ur(r) = (nWs5)* =W, (2.31)
Ur(r) = (nWs3)* + Wi (2.32)

Esses potenciais acima sao idénticos em estrutura aos potenciais da mecénica quéntica
supersimétrica em 1 + 1 dimensoes, onde —nWg5 desempenha o papel do superpoten-
cial. Como dito anteriormente, a parte r-dependente do campo fermionico satisfaz duas
equagoes de Schrodinger onde os potencias efetivos sao parceiros supersimétricos um de
outro, sendo essa caracteristica independente do acoplamento usado. E interessante notar
que essa mesma estrutura pode ser encontrada no estudo da estabilidade das solugoes
cléssicas. Nessa andlise, a parte r-dependente das excitagoes do campo escalar (branons)
obedece uma equagao de Schrodinger semelhante ao obedecido por ay, (1) com n = 1,

com um potencial efetivo dado por
Ueff(r) = W@Q + W@ (233)

Justamente, o fato de ter um espectro idéntico para branons (excitagoes bosénicas) e
férmions, é um dos principais ingredientes da supersimetria na Fisica das particulas. Por
esta razao, W5 é dita ser um reminiscente da SUSY. Guiado por isto e pelo fato de que
estamos procurando por fungoes oy, (1) e ag,(r) cujos picos estejam localizados no nicleo
das branas, adotamos o acoplamento —nWg5, cujo perfil, obtido a partir das expressoes
(2.5) e (2.7), ¢ mostrado na figura 2.7.

F()

Figura 2.7: Perfil de F/(r) = —W4, para L = 0.01 (linha tracejada ), L = 1.6 (linha fina
) e L = 4.5 (linha cheia).
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Novamente obtemos a ay, como tnica solugao normalizdvel, expressa como

ary(r) = Nr, (sech®(r + L) + sech®(r — L))", (2.34)
ag,(r) = 0. (2.35)
Uma 6bvia diferenga aparece em relagao com o caso anterior: agora obtemos um modo-

ar,
05

0

0 s r

Figura 2.8: ay, no caso F(r) = —Wgz para L = 1.6 (linha fina) e L = 4.5 (lina cheia).

zero cuja auto-funcao tem pico em ambas as branas. Da figura 2.8 notamos que oy, €
simétrico em r e apresenta um pico em cada um dos nicleos das branas quando elas se
separam. Portanto, a densidade de probabilidade de encontrar férmions nao massivos

entre as duas branas diminui quando L aumenta.

A localizacao de férmions massivos vai depender, como sempre, do comportamento
dos potenciais efetivos. A figura 2.9 mostra o perfil dos potenciais Ugr(r) e UL(r) para
um valor especifico de L e considerando n = 1. Para valores de L préximos a zero, a
configuracao de U, é de um poco simples com um minimo em r = 0. Quando L aumenta,
o minimo também aumenta, de tal forma que o perfil de U, muda de concavidade em
r = 0 a partir de um valor critico L. determinado pela condigao U}/ (r = 0) = 0. Assim,
para L 2 L., dois pequenos pogos sao observados ao redor de r = £L, que logo adotam
a forma de um pocgo duplo para L = [, correspondente a condigao Uy (r = 0) = 0. Este
comportamento sinaliza a possivel existéncia de modos massivos além do, sempre presente,
modo-zero. Pode-se observar que Uy (r) = 2(2 — 3sech?(r)) e Ur(r) = 2(2 —sech?(r)) para
L =0en =1 de tal forma que o primeiro admite dois estados ligados e o segundo, s6
um. O estado fundamental de Uz (r) para L = 0 e p = 1 é oy, ~ sech?(r), enquanto o

primeiro estado excitado é ay, =~ sech(r) tanh(r).
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Figura 2.9: Potenciais efetivos para o caso F/(r) = —Wg5, com L = 1.5. Ur(r) (linha
continua ), Ug(r) (linha tracejada ).

Por outro lado, o primeiro estado excitado de Ug(r) para L=0en =1 ¢é ag, ~
sech(r). Além disso, de (2.34) para n = 1, pode-se construir uma fungao anti-simétrica
tipo ay, ~ sech®(r + L) — sech?(r — L), como uma solucdo aproximada para o primeiro
estado excitado de Up(r) quando L > [. Esta aproximagao para o primeiro estado
excitado é comumente usada no estudo do tunelamento em um potencial tipo pogo duplo
[20][21].

Usando os resultados descritos acima, em conjunto com o método de Numerov,
analisaremos o comportamento de ar,, ar, e m? para valores intermedidrios de L. A
figura 2.10 mostra como ap, fica distribuido principalmente na regiao entre as branas,
portanto temos uma pequena densidade de probabilidade de observar aquele modo massivo
dentro das paredes onde o universo seria realizado, enquanto que para «y,, a densidade de
probabilidade é pronunciada exatamente nos micleos das branas. Em sintese, pelo menos

um modo massivo poderia ser localizado nas branas.

Da figura 2.11 vemos que o autovalor m? decresce suavemente quando L aumenta;
isto € um resultado esperado quando tratamos problemas com pocos duplos em mecanica
quantica nao-relativistica. Deste modo, os autovalores de ay, e oy, sao muito préximos
para valores de L suficientemente grandes, ou seja, sao estados quase-degenerados. Isto
nos permite construir um estado massivo de quiralidade esquerda a partir da mistura do

primeiro estado excitado com o estado fundamental, da seguinte forma
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Figura 2.10: ay, (superior) e ag, (inferior) para F'(r) = —Wgs, para L = 1.6 (linha fina)e
L = 4.5 (linha grossa).

XL (2.36)

onde y; é um espinor constante o qual satisfaz v>x; = —x;. Um cendrio semelhante &

U mis = N(ag, +arp,e

encontrado no estudo quantico da molécula de amoénia (N Hs). Nesse caso, uma equagao
de Schrodinger com um potencial efetivo tipo pogo duplo foi usada para descrever a pos-
sibilidade da inversao da molécula (quando o dtomo de nitrogénio passa através do plano
formado pelos 3 dtomos de hidrogénio) por meio do efeito tinel. Tal efeito foi vislumbrado
através da obtencao de uma densidade de probabilidade dependente do tempo construida
a partir da superposicao de fungoes de onda simétricas e antisimétricas geradas por um
pequeno “splitting” da energia que aparece ao considerar a pequena probabilidade de ter
tunelamento entre os dois po¢os, ou seja, ao considerar as duas possiveis posi¢oes do d&tomo
de nitrogénio na molécula de amonia. A construgao da expressao (2.36) estd baseada nesse
argumento. Tratamos de ser cautelosos ao propor este estado misturado, posto que es-
tamos supondo que existe um marco de referéncia em repouso para as particulas em tal

estado misto.
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Figura 2.11: Autovalor do primeiro estado excitado contra L

Baseado neste raciocinio, a equagao de Dirac iv*0,%; ;s = m,Yp ¢ satisfeita,
ja que miyOx e7™t = myxre ™! (vPxp = Xp) € nao existem particulas sem massa
de quiralidade direita, nem dentro nem fora das branas. A densidade de probabilidade

associada com Wy ,,;s ¢ dado por
p(r,t) = \N\2 [04%0 (r) + 04%1 (r) + 2ap, (1), (1) cos(mlt)] , (2.37)

o qual apresenta uma densidade de probabilidade oscilante com perfodo de oscilagao
T = h/mc?.

Ajudados pelo método de Numerov, o comportamento de p(r,t) é mostrado na
figura 2.12. Ao definir um instante inicial (¢ = 0), o férmion nesse estado misturado
exibe maxima probabilidade de ser medido (localizado) na brana da esquerda. A partir
de t > 0, essa probabilidade decresce e compensa em um aumento da probabilidade de
encontrar o férmion na brana da direita. O tunelamento ocorre para t = T', desde que a
probabilidade de encontrar o férmion na brana da direita seja maxima. Note que, uma
pequena massa m; implicaria um longo tempo de tunelamento. O férmion poderia tunelar
de uma brana para outra, provavelmente ele poderia ser encontrado em ambas, mas nao
simultaneamente. Além disso, devido ao férmion ter quiralidade definida, entao poderia

representar neutrinos com alguma massa pequena.

Quando L cresce, outro estado massivo localizado pode-se realizar dentro das branas.
Na verdade, ndés encontramos numericamente espaco para mais um estado, neste caso, 0s
modos ay, e ag, para um determinado valor de L. De fato, existe uma grande dependéncia
entre o nimero de estados massivos confinados e o valor de L. Isso é devido a que esse
parametro define a largura da boca de pogo do qual depende a obtencao de mais modos

fermionicos ligados.
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Figura 2.12: Perfil de p(r,t) para distintos valores de t.

Estados misturados com esses estados adicionais poderiam ser construidos, mas nao
serao tratados nesta dissertacao. Contudo, ¢ evidente que o acoplamento —W, fornece
um cendrio muito mais interessante do que fornecido pelo acoplamento considerado no
Caso I, desde que o acoplamento usado no segundo caso permite, além da localizacao dos
modos massivos, a localizacao de modos-zero quando as branas sao divididas, situacao

que foi descrita muito bem pelo modelo nao-polinomial considerado neste capitulo.

No entanto, outros modelos poderiam ter sido usados para representar a separagao
das branas; basta que esses modelos fornecam solucoes que, além de saturar o limite
de Bogomol'nyi, exibam uma configuracao tipo kink duplo para as solugoes cldssicas.
De fato, as solugoes cldssicas com perfil de kink duplo sao também de grande interesse
em outras dreas da ciéncia, desde que essas solugoes poderiam representar, pelo menos

qualitativamente, transicoes de fase de primeira ordem. Dependendo do contexto, essas
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transicoes poderiam ocorrer devido a variacoes da temperatura, de tal forma que quando o
sistema se aproxima de uma temperatura critica, a interface que interpola entre duas fases
distintas comega a se dividir (splitting) formando duas interfaces (paredes de dominio) e
aparecendo, no meio delas, uma nova fase homogénea (desordenada). O crescimento dessa
fase significa que o sistema estaria cada vez mais préximo da temperatura critica, podendo
até produzir, inclusive, o que em matéria condensada chamam de “complete wetting”
[22, 23]. A separacao de paredes de dominio seguido do “wetting” ou do “complete wetting”
poderiam ocorrer em alguns materiais paramagnéticos [24] e ferroelétricos [25], também
em QCD supersimétrica [26]; mas o nosso interesse particular estd na possibilidade de
ocorréncia desses fendmenos em cendrios de mundos brana, onde a divisao de branas

(split brane) [11] toma lugar.

A ideia do “splitting brane” foi estabelecida originalmente em [10]. Considerando um
modelo que inclue um campo escalar complexo num espago-tempo (4 + 1)D com geome-
tria deformada, as equacoes de movimento para cada um dos componentes do campo,
fornece numericamente solucoes cldssicas com um perfil tipo kink duplo, sendo a brana
descrita por um dos componentes desse campo. Mais recentemente, solugoes cldssicas nao
analiticas para descrever separagao de branas surgem também considerando o potencial
V(p) = a¢® — bo* + ¢¢® [17]. Nesse caso, valores criticos de a levam ao aparecimento de
solucoes cldssicas nao unicas que exibem uma configuracao de kink duplo, mesmo se o

espago-tempo fosse deformado ou nao.

Numerosos trabalhos [27] surgiram tentando encontrar novos modelos que fornegam
solucoes cldssicas analiticas que sejam aplicdveis a contextos de mundos brana, especifi-
camente no estudo de modelos num espago-tempo 5D com geometria deformada. Nesses
casos, o modelo incorpora a expressao (2.2) uma contribuigdo negativa proporcional a
W2(¢), que na maioria dos casos é predominante. Isso produz que a maioria dos mod-
elos apresentem um potencial efetivo nao limitado por baixo (unbounded from below)
que, de fato, seria uma desvantagem do modelo, devido que implicaria a impossibilidade
de analisar a estabilidade das solucoes sob pequenas flutuacoes em torno das solucoes
de minima energia. Essa é uma caracteristica especial de todos os modelos polinomiais,
inclusive também dos modelos nao-polinomiais similares ao considerado neste capitulo.
Talvez o tinico exemplo (e o mais ilustrativo) de um modelo “bounded from below” seja o
modelo seno-Gordon. Esse modelo exibe uma tendéncia oscilatoria que implica na existén-
cia de solucoes clédssicas analiticas de energia minima. Essas particularidades do modelo
seno-Gordon juntamente com o nosso interesse de encontrar outros modelos com solugoes
cldssicas com perfil de kink duplo que, além de que possam ser usados para descrever se-
paracao de paredes de dominio e a formacao de uma fase “wetting”, possam ser aplicdveis

a cendrios de mundos brana, motivaram a realizacao do capitulo seguinte, onde é descrito
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um mecanismo de reconstrucao de novos modelos nao-lineares da teoria de campo que
exibam solugoes cldssicas com perfil de kink simples e que possam ser continuamente

deformadas para um kink duplo. Isso serd mostrado a seguir.
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Capitulo 3

Reconstrucao de defeitos deformados
em teoria de campos a partir da

deformacao do modo-zero

Motivados pelos resultados obtidos no capitulo anterior, a seguir descrevemos um método
de reconstrugao de modelos nao-lineares em teoria de campo (MNLTC) que envolvem um
campo escalar auto-interagente em (1 + 1) dimensoes do espago-tempo e que fornegam
solucoes cldssicas de energia minima do tipo kink simples deformédveis a um kink duplo.
Tal reconstrucao estd baseada em métodos prévios [8, 9] que consideram a solucao de
modo-zero da equacao da estabilidade como ponto de partida. Neste caso, novos MNLTC
sao construidos a partir das autofuncoes de modo-zero que sao deformagoes de modos-zero
da equacao de estabilidade para modelos bem conhecidos. O procedimento de deformacgao

desses modos, juntamente com o método de reconstrugao serao abordados na secao 3.2.

Como foi dito no final do capitulo anterior, é nossa esperanca encontrar novos
MNLTC que fornegcam solugoes cldssicas de energia minima com perfil de kink duplo
e que possam ser usadas na descricao de fendmenos criticos tais como a separagao de
paredes de dominio e a realizagao do “wetting” ou do “complete wetting” em alguns ma-
teriais paramagnéticos [24] e ferroelétricos [25]. Comentamos também que nossa principal
motivacao estd em construir modelos aplicdveis em cendrios de mundos brana, similares
ao modelo nao-polinomial usado no capitulo anterior. Embora no 2° capitulo s6 foram
considerados cendrios onde a geometria é plana, procuramos também potenciais deforma-
dos aplicdveis a geometria “warped” que sao limitados por baixo e cujos minimos sejam
de fato minimos globais tal que o sistema seja estdvel. Na secao seguinte mostramos

brevemente os aspectos mais gerais do fundamento tedrico usado neste capitulo.
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3.1 Aspectos gerais

Diversos MNLTC em 1 + 1 dimensoes do espago-tempo sao descritos pela densidade la-
grangiana

L= 50,60~ V(6), (3.1)

onde v = 0,1 e V(¢) é um potencial auto-interagente, que admite solugoes classicas exatas,
¢.(x, 1), conhecidas como sélitons [9, 28]. A existéncia dessas solugdes depende de algumas
exigéncias que o potencial V(¢) da teoria de campos tem que satisfazer. Por exemplo:
V(¢) tem que ser nao-negativo e apresentar pelo menos dois minimos. Isso permite
a andlise da estabilidade das solugoes sob pequenas flutuagoes em torno das solugoes
de minima energia. Tais solucoes de energia minima conectam dois minimos vizinhos
do potencial. Portanto, as solugoes 5(:5) sao solucoes topolégicas também chamadas de
solucoes tipo kink ou antikink. Pode-se também mostrar que kinks e antikinks sao solucoes

da equacao diferencial de primeira ordem
=+t—— =IW,, (3.2)

com o potencial sendo expresso numa forma “supersimétrica’, a saber V(¢) = Wj /2,
onde W (¢) é o superpotencial. Usando as consideragoes ditas anteriormente, a energia

(massa) do séliton escrita como

+o0 i d 2
Epps = / dx %(ﬁ) +V(¢)

+o00

$(c0)
= /¢ . AW, (3.4)
= [W(g(+00)) = W(g(—00))], (3.5)

é também chamado de energia Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield [29, 30|, ou simples-

mente, energia BPS, e dizemos que a solugao de (3.2) satura o limite de Bogomol'nyi.

As solugoes de energia minima sao estdveis sob pequenas flutuacoes lineares. Isso

pode ser mostrado expandindo o campo em torno delas, tal como

o(x, )+ Z W, ()e (3.6)
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e mantendo termos quadraticos na acao. Usando a equacao de movimento, encontramos

que as flutuagoes 1, (r) satisfazem uma equagao de Schrédinger independente do tempo

A equagao (3.7) e conhecida na literatura como a equagao de estabilidade, onde

d
2 2
U(ZE) = W¢¢ + W¢W¢¢¢ =3 (z) = W¢>d> + %W@s I (38)
¢=0()
onde o sinal superior (inferior) corresponde a solucao da equagao (3.2) com o sinal superior

(inferior).

Por outro lado, pode-se observar que a equagao de Schrodinger (3.7) pode ser fa-
torada como
STSy, = w2, (3.9)

com ST = - —w(x), onde o superpotencial da mecénica quantica ¢ w(z) = FWeyy| =Bz

Tal fatoragao do operador de Schrodinger permite mostrar que w? > 0.

Portanto, o conhecimento de fungoes de onda de energia nula, ¥y (z) (wy = 0), para
certos potenciais da equacao de Schrodinger pode ser usado para reconstruir MNLTC em
1+ 1 dimensoes [8, 9].

N6s estamos particularmente interessados na reconstrugao de MNLTC cujas solugoes
classicas de energia minima exibam o perfil de um kink simples e que possam ser conti-
nuamente deformados em kinks duplos. Tais modelos, chamados de modelos deformados,
foram estudados em [12] onde os autores propéem um método de deformagao que con-
siste basicamente no mapeamento de um MNLTC em outro modelo cujas solugoes sao
bem conhecidas. No nosso caso, seguimos o método de reconstrucao proposto em [8] con-
siderando um modo-zero deformado construido a partir da superposicao de duas copias
de um modo zero da equacao de estabilidade de um MNLTC conhecido e cujos picos, lo-
calizados em lados opostos do origem, sao colocados simetricamente em torno dos pontos
xr = +L, sendo esse modo-zero deformado autofuncao de uma nova equacao de estabili-
dade. Quando finalmente a solugao clédssica de energia minina e o MNLTC sao obtidos
via a deformagao do modo-zero, elas sao chamadas de defeitos deformados e MNLTC
deformados, respectivamente.

A seguir, desenvolvemos brevemente o formalismo matema&tico da construcao de
MNLTC. Logo, serd mostrado a aplicacao desse método usando a deformagao do modo
zero fornecido pela equacao de estabilidade de modelos conhecidos, entre eles, os modelos

seno-Gordon e o A¢*.
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3.2 Meétodo de construcao de MNLTC

Nesta secao serd mostrado brevemente o mecanismo de construcao de MNLTC a partir

do modo-zero. Da equacgao (3.9), é fécil ver que o modo-zero satisfaz a

Uy = EWegthy. (3.10)
Usando as equagoes diferenciais de primeira ordem (3.2) encontramos que

d¢

— A1
= (311)

Vo) = =N Wy |45 = N
onde N = Eg}! 52 ¢ uma constante de normalizacao. Portanto, dada uma solugao de modo-
zero associada a um problema quéntico nao relativistico cujo espectro é nao negativo,

integramos a eq.(3.11)
3wy [ vy, (3.12)

para obter a solucao kink (antikink) do respectivo MNLTC. Escolhendo uma conveniente
constante de integragao, que estd relacionada com as posi¢oes do minimo do potencial da
teoria de campo, procuramos a funcao inversa de E(x), escrevendo x como funcao de ¢.

Finalmente, o potencial da teoria de campos resulta ser
2 _ 1 o

Desde que a continuacao analitica de V(a) para valores reais de ¢ fora do dominio de ¢
revela um potencial nao-negativo que é limitado por baixo, ji seja com uma estrutura
periédica de minimos ou com minimos definidos unicamente pelo comportamento assimp-
tético de ¢, entdo podemos estender o dominio do potencial da teoria de campo fora dos
valores de ¢, desta forma
V(6) = Wi = 20 (x(6)).

Deste modo, vemos que é possivel a construcao a prior: de modelos da teoria de campos
a partir de um modo-zero normalizavel arbitrario. Note da eq. (3.12) o aparecimento de
outra constante de integracao arbitraria que juntamente com a constante surgida da eq.
(3.11), definem a fase e amplitude de ¢. Assim, concluimos que o potencial da teoria de
campos nao ¢ unico, desde que essas constantes implicariam em um deslocamento rigido
dos minimos e um redimensionamento do modelo. A positividade e o nimero de minimos
do potencial nao sao afetados por essas constantes, razao pela qual podem ser colocadas
convenientemente dependendo de qual modelo queremos reconstruir. Na secao seguinte
mostraremos a aplicabilidade do método descrito acima considerando a deformacao dos

modos-zero das equagoes de estabilidade de alguns dos modelos da teoria de campo mais
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conhecidos na literatura. E evidente que qualquer que seja o modo-zero considerado, a
possibilidade de encontrar um MNLTC deformado depende fundamentalmente da inte-
grabilidade de modo-zero e da inversao da solucao cldssica, onde esse tiltimo exibe sempre

a um perfil de kink deformé&vel.

3.2.1 Modelo de seno-Gordon deformado

O modelo seno-Gordon é um dos modelos mais conhecidos e estudados na teoria de cam-
pos cléssicos nao-lineares. Igualmente ao modelo A¢*, o modelo seno-Gordon possui uma
propriedade raramente encontrada em modelos nao-lineares: fornece solugoes exatas. Con-

sideramos o seguinte modo-zero deformado:
Yo(z) = sech(x + L) + sech(z — L). (3.14)

Esta funcao de onda pode ser pensada como a juncao de dois modos-zero associados a
equacgao de estabilidade resultante do bem conhecido modelo de seno-Gordon; um deles
localizado em x = L e outro em x = —L.

A solugao tipo kink obtida usando (3.12) é dada por

¢(r) = 2arctan [ta,nh (#)] + 2 arctan [tanh <x ; L)] -, (3.15)

onde a constante integracao 7 foi escolhida convenientemente. Os perfis do modo-zero

e de ¢() sdo mostrados na figura 3.1 para dois valores diferentes de L. Vemos que o
modo-zero apresenta um pico na origem para L = 0 quando ¢(z) exibe um perfil de kink

simples, o qual é continuamente deformado para um kink duplo quando L cresce.

7 R 2

X

Figura 3.1: Perfil do modo zero e kink deformados para L = 0.5 (linha fina) e L = 4.5
(linha cheia).
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Logo, invertendo = como funcio de ¢ e usando (3.13), obtemos

Vis—a(¢) = 2 [cotz @) + sech? (L)] sin® (%) . (3.16)

O perfil do potencial pode ser observado na figura 3.2. O modelo apresenta uma estrutura
periédica de minimos globais em ¢ = 2nm com n = 0,41, +2..., para o caso em que
tanh(L) < v/2/2. Quando tanh(L) > v/2/2, um minimo local aparece entre 2 minimos
globais vizinhos que vira minimo global quando L — +o00. Notamos que verdadeiramente
o modelo (3.16) é uma deformacao do modelo seno-Gordon, pois ele é recuperado quando
L = 0. Um modelo seno-Gordon deformado foi anteriormente obtido no primeiro artigo

de [12] usando outro método de deformacao.

Vis-G

200

. . . . ¢
=10 =5 o 5 10

Figura 3.2: Perfil do modelo sine-Gordon deformado para L = 0.1 (linha tracejada),
L = 1.6 (linha fina) e L = 4.5 (linha cheia).

Desta forma, encontramos um MNLTC deformado cuja solucao cléssica de energia
minima exibe um perfil de kink deformével, similar ao modelo usado no 2° capitulo.

Um das diferencas do modelo seno-Gordon deformado encontrado aqui em relagao
ao proposto em [13], pode ser apreciado mais claramente quando se trabalha em cendrios

de mundos brana com geometria deformada. Nesse caso, o potencial dado por

V() = 5WA(6) — 5W0) (317)

apresenta um contribuicao negativa que, na maioria dos casos, é predominante. Por esta
razao, é comum encontrar modelos ndo limitados por baixo (unbounded from below). Esse
comportamento ocorre sempre em potenciais polinomiais, por exemplo em modelos tipo
Aot e ¢°, e também no proposto em [13]. Afortunadamente, devido a natureza oscilatoria
da expressao (3.16), o modelo seno-Gordon deformado fornece um potencial que é limitado

por baixo (ver figura 3.3 ).
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Figura 3.3: Perfil do potencial (3.17) com W, = 2\/cot2 (¢/2) + sech? (L) sin’ (¢/2) para
L =10.5 (linha tracejada), L = 1.6 (linha fina) e L = 0.65 (linha cheia).

3.2.2 Modelo ¢* deformado I

Juntamente com o modelo seno-Gordon, o modelo A¢* é um dos modelos mais famosos na
teoria de campos nao-linear. E vasto o nimero de fenémenos onde este modelo mostrou-
se ttil, por exemplo, em fisica da matéria condensada para o modelamento de algiins
polimeros unidimensionais (como o poliacetileno), em algumas teorias cosmoldgicas onde
a introducao de defeitos topoldgicos fornecidos pelo este modelo incorpora a aparicao de
buracos negros, etc. De fato, o modelo usado no capitulo anterior para localizar férmions
em cendrios de mundos branas, é uma deformacao de um modelo do tipo ¢*. Esse modelo
deformado, obtido a partir da equagao de orbita de um MNLTC com dois campos escalares
[13], era de natureza nao-polinomial e exibia um pérfil de kink duplo. O interesse desta
secao € a obtencao de um modelo alternativo usando o método de deformagao descrito
neste capitulo, e que serd desenvolvido a seguir.

Consideramos a seguinte fun¢ao de onda do modo-zero associado a equacao da es-
tabilidade do modelo ¢*

(sech®(z + L) + sech®(z — L)) . (3.18)

DO | —

Yo(z) =
A integragao da expressao anterior reproduz exatamente a solugao cldssica (2.7)

) = g (tanb(o + L)+ tanb(s = ) = e O

(3.19)

e que exibe uma configuragao de kink duplo semelhante & da figura 3.1. Seguindo o

mecanismo de reconstrucao descrito nesta secao, é facil mostrar que o potencial da teoria
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de campo fornecida por (3.19) é dado por
[1+4 (¢* — 1) tanh?(2L)]

¢ —1)° .
. 14+ /1 (6" = 1) tanh?(2L)|

V:z¢4—1(¢) =

(3.20)

N

O perfil do potencial é mostrado na figura 3.4. O modelo apresenta dois minimos
globais em ¢ = +1 para o caso em que cosh(2L) < 2. Quando cosh(2L) > 2, um minimo
local aparece em ¢ = 0, que vira minimo global quando L — +o0.

Note que para L = 0, o modelo ¢* é recuperado. Isso é uma vantagem referente
ao modelo considerado no capitulo anterior, ja que esse modelo nao é bem definido para
L = 0. Quando L — 400, embora o modelo apresente 3 minimos globais, nao foi possivel
reproduzir o modelo ¢° da teoria de campo. A seguir é mostrado a reconstrucao de um
MNLTC alternativo ao modelo (3.20) que recupera satisfatoriamente os modelos usuais

com 2 e 3 minimos globais para L = 0 e L. — 400, respectivamente.

qu?“_ ;

Figura 3.4: Perfil do modelo V1 ; para L = 0.1 (linha tracejada), L = 0.65 (linha fina)
e L = 1.5 (linha cheia).

45



3.2.3 Modelo ¢* deformado II

A construgao deste modelo surgiu da necessidade (e curiosidade) de encontrar MNLTC
deformados (se existirem) que reproduzam corretamente os modelos ¢* e ¢° usuais. A
grande variedade de candidatos aceitaveis para modos-zero deformados que recuperem o
modo-zero do modelo ¢?*, viu-se reduzido pois poucos conseguem-se integrar e fornecer
solugoes classicas aceitdveis do tipo kink. Embora poucas dessas solugoes encontradas se
conseguiram inverter, a seguir, serd mostrado o processo de construgao de um MNLTC
deformado a partir de um modo-zero que satisfaz os requerimentos desejados neste secao.
Entao, propoe-se a seguinte funcao de onda de modo-zero
cosh?(L) cosh(z)

Po(z) = (sinhQ(L) N coshQ(x))3/27 (3.21)

que também é uma versao deformada do modo-zero da equagao de estabilidade do modelo

#* e cujo perfil & similar ao exibido na figura 3.1 . A solucdo classica fornecida pela
integracgao de (3.21) ¢ dada por

sinh(z) ‘
\/Sinhz(L) + cosh?(x)

o(x) = (3.22)

Note-se que, por construgao, tanto ¥y(z) quanto ¢(x) recuperam a fungao de onda de
modo-zero e a solucao cldssica, do modelo ¢* usual, para L = 0. A simplicidade das
expressoes acima permitiu encontrar, de forma relativamente simples, um novo MNLTC

deformado

Vies_11(6) = 56— 17 [(¢* ~ tank(L) +1]. (3.23)

O perfil do potencial é mostrado na figura 3.5. Semelhante ao da secao anterior,
este modelo apresenta dois minimos globais em ¢ = 41 para situagoes em que sech(L) >
1//3. Isso significa que valores de L < 1.14 preserva-se o perfil de kink simples na solugao
classica. A deformagao para um kink duplo acontece quando sech(L) < 1/ V/3, onde o
potencial adquire um minimo local em ¢ = 0, que vira minimo global quando L — +o0.

Uma das caracteristica principais deste MNLTC deformado, diferentemente do mo-
delo encontrado na secdo anterior, é que este recupera exatamente tanto o modelo ¢*
quanto o modelo ¢° nos casos em que L = 0 e L — oo, respectivamente. MNLTC
similares a (3.23) foram construidos no terceiro artigo da referéncia [12] e versoes mais
gerais do mesmo sao apresentadas em [24] para descrever transigoes de fase de primeira
ordem em materiais magnéticos e em [31] quando se discute modelos de duas sacolas para

0s hadrons.
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Figura 3.5: Perfil do modelo V4 ;; para L = 0.65 (linha tracejada), L = 1.5 (linha fina)
e L = 6.5 (linha cheia).

Em cendrios de mundos brana com geometria deformada, tanto o modelo ¢* d-I
quanto o modelo ¢* d-II fornecem potenciais nao limitados por baixo (unbounded from
below). Devido estarmos interessados na construgao de modelos que, além de fornecer
solugoes cldssicas com perfil de kink duplo, sejam limitados por baixo (bounded from
below) quando aplicados a mundos brana em espago-tempo curvo, a seguir mostramos o
processo de construgao de um MNLTC seguindo um processo diferente para deformacgao
do modo-zero. Nesse caso, consideramos um modo-zero surgido da simetrizacao de um
potencial associado & equagao de estabilidade de um modelo que, similar ao modelo seno-

Gordon deformado, exibe uma natureza oscilatoria.
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3.2.4 Simetrizacao do potencial Scarff da mecénica quéantica e
um novo MNLTC

Nesta secao serd desenvolvido o processo de construcao de um novo MNLTC originado
da simetrizacao do potencial Scarff-II associado a equacao de estabilidade de um dos
MNLTC estudados em [32] e [8]. De fato, a simetrizagdo desse potencial foi resultado
da simetrizagdo do modo-zero original vy(z) = sech(z) exp(Stan~!(sinh(x)) com 3 >
0, onde essa simetrizacao mostra-se como um processo equivalente com o método de
deformacao do modo-zero usado nos exemplos anteriores, dando origem a seguinte fungao
de onda

Vo(x) = sech(x) cosh(Btan'(sinh x)), (3.24)

que representa o modo-zero da equacao de estabilidade associada ao MNLTC deformado
que tenta-se reconstruir. Devido a simetrizacao, tal funcao de onda exibe um compor-
tamento similar ao mostrado pelos modos-zero considerados nas secoes anteriores, com
[ desempenhando o papel de pardmetro de deformacao.

A formacao de dois picos méximos localizados simetricamente em relagao 4 origem

acontece para [ > 1. Nesse caso, a solucao cléssica tipo kink dada por

3(z) = %sinh(ﬁ tan (sinh z)), (3.25)

¢ continuamente deformada até exibir uma configuragao de kink duplo. Seguindo o

processo de reconstrucao, é mostrado um novo MNLTC deformado dado por

Vivono_a(6) = %COS%% sin"L(86))(1 + 526%), (3.26)

cujo comportamento para dois diferentes valores de S é mostrado na figura 3.6.

Este modelo, semelhante ao modelo seno-Gordon deformado, apresenta um conjunto
infinito de mfimos, localizados em ¢ = +(1/3)sinh((2n + 1)73/2)), com 3 > 0 e n um
numero inteiro nao negativo. Quando § > 1, um minimo local aparece em ¢ = 0, mas
nunca vira um minimo global. Qualquer par de minimos vizinhos podem ser conectados

através da generalizagao da solugdo (3.25), na forma
— 1
b, () = iB sinh B(nm + tan™!(sinh 7)), n=0,1,2.. (3.27)

onde o sinal superior (inferior) corresponde as solugdes que conectam os minimos positivos
(negativos). Entao, a fixagdo de n fornece um setor topolégico que é representado por

uma determinada solugao cldssica e uma energia BPS especifica. Essa energia, dada por

cosh(m3) cosh(2nm3)
(1+45%)

Eppsmy =1+ (3.28)
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Figura 3.6: Perfil de Viyoyo—a(¢) para f = 0.25 (linha fina), 5 = 0.3 (linha cheia).

é diferente em cada setor topolégico e muda com a deformacao, contrario ao que acontece
com o modelo seno-Gordon cujos setores topoldgicos sao degenerados devido que os vacuos
vizinhos sao equidistantes uns dos outros. Além disso, pode-se perceber que o setor
topoldgico com energia BPS mais baixa que conecta os minimos ¢, = + sinh(87/2)/3, é

o tnico cujas solugoes cldssicas nao triviais exibem perfil de kink duplo.
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3.3 Comentarios Finais

Nosso interesse inicial na reconstrucao de novos MNLTC que fornegam solucoes cldssicas
com perfil de kink duplo foi principalmente motivado pela possibilidade de aplicar esses
modelos em cendrios de mundos brana em situacoes em que as branas se dividem. De
fato, com qualquer dos novos MNLTC encontrados, poderia ser desenvolvida uma anélise
similar a feita no 2° capitulo, onde foi mostrado que a localizacao de matéria nas branas
dependia principalmente da existéncia de estados fermidnicos isolados de energia nula
(modos-zero) que acompanhem a divisao das paredes de dominio. Além disso, comentamos
que a presenca desses estados sao o ingrediente principal de um dos fenémenos préprio
da teoria quantica de campos, o fracionamento do nimero fermionico. Embora nao tenha
sido estudado no contexto de mundos brana, um nimero fermionico fraccionario poderia
ser induzido neste cendrio. Isso pode ser facilmente demonstrado a partir das equacoes
(2.15) e (2.16). Essas expressoes podem ser unificadas em uma equagao de autovalores da
forma H ¥(r) = E ¥(r) identificando E = m? e

H = ap + BV,(r), (3.29)

com UT(r) = (o}, aj ). As matrizes o« = 05 € § = 01 s@o as matrizes de Pauli e V,(r) =
F (5) Portanto, pode-se dizer que o cendrio proposto por Rubakov e Shaposhnikov é
equivalente a considerar uma equacao de Dirac em 1+ 1 dimensoes para férmions sem
massa interagindo com um potencial escalar tipo séliton em unidades onde ¢ = A =
1. Tal como foi mostrado por Jackiw e Rebbi (1976) [1], tais sistemas férmion-séliton
induzem um nimero fermionico fraciondrio supondo a existéncia de estados de modos-
zero. Particularmente, a interagao de férmions com sélitons tem chamado muita atencao
no contexto da mecénica quantica relativistica. Um desses casos foi estudado em [15].
Nesse trabalho os autores mostraram que o sistema férmion-séliton acoplados via interagao
pseudo-escalar fornecia estados isolados para férmions massivos, bem como sem massa
(as interagoes escalares e pseudo-escalares sao indistinguiveis para férmions sem massa).
Usando argumentos de simetria e tendo como precedente o trabalho feito por Jackiw [1],
eles comentaram a possibilidade de ter fracionamento de carga fermiénica no caso de

férmions de massa nula.

De fato, nimeros fermiénicos irracionais também poderiam ter sido induzidos colo-
cando no sistema termos que quebram a simetria de conjugagao de carga [33, 34|, mas
esses casos nao serao analisados nesta dissertacao e focaremos nossa atencao no estudo
do papel que desempenham os modos-zero na obten¢ao de niimeros fermionicos induzidos

em diferentes circunsténcias. Isso serd mostrado a seguir no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Modos-Zero Fermidnicos e Carga

fracionaria induzida

A carga (ou nimero) fermionica ¢ uma quantidade conservada associada com a invarian-
cia sob transformagoes de fase U(1) numa lagrangiana com férmions de Dirac. Usual-
mente, segundo a TQC, esse nmimero fermionico é zero no vicuo. O surgimento natural de
numeros fermionicos fraciondrios induzidos acontece, tal como foi mostrado originalmente
por Jackiw e Rebbi (1976) [1], em sistemas em que férmions unidimensionais interagem
com campos escalares de fundo tipo séliton. Nesse trabalho encontraram que a existéncia
de modos-zero fermidnicos no sistema férmion-séliton implicaria estados quénticos com
nimeros fermionicos fraciondrio +1/2, e além, demonstraram como aquele novo nimero

quéntico pode ser induzido na molécula de poliacetileno.

Mais tarde foi mostrado que esse nimero fraciondrio seria responsavel pela condu-
tividade elétrica desse material. Isso motivou um crescimento vertiginoso na pesquisa
desse fendbmeno em matéria condensada, principalmente no estudo de redes cristalinas.
Guiados por essa efervescéncia, neste capitulo estudamos o papel que desempenham os
estados fermionicos de energia nula na possibilidade de obter nimeros fermiénicos induzi-

dos em sistemas semelhantes ao proposto em [1] é também em redes de grafeno.
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4.1 Fracionamento do niimero fermidénico em 1 + 1

dimensoes

A seguir, ¢ mostrado o mecanismo de fracionamento da carga para férmions unidimen-
sional interagindo com campos escalares de fundo tipo séliton usando o formalismo de-

senvolvido em [35].

4.1.1 Mecanismo do fracionamento

Consideramos um campo fermionico de Dirac ¥ interagindo com um campo escalar real
¢ em (1+ 1) dimensdes do espago-tempo através de um acoplamento de Yukawa definido

pela lagrangiana .
L= L(0,0)0"6) ~ V(9) + T(ig) — go)¥. (4.1

onde V(¢) é a energia potencial do campo escalar e g a constante de acoplamento de
Yukawa. Introduzimos a notacdo de Feynman A = YA, onde ¥ sdo as matrizes de

Dirac que satisfazem o dlgebra de Clifford

{7} = 29", (4.2)

em (1+1) dimensoes do espaco-tempo. O campo fermiénico ¥ e seu adjunto ¥ obedecem

as seguintes relagoes de anticomutacao a tempos iguais

{\If(xl,t),\lf(xz,t)} = {\IJT(.CEl,t),\DT(Q?Q,t)} :0,
{U(a1,t), Ul (22, 1)} = (a1 — m2). (4.3)

Enquanto as expressoes acima sao de validade geral, V(¢) é assumido como um
potencial simétrico com dois minimos globais (ver figura 4.1) em ¢ = +pu, ou seja, um

potencial com um minimo duplamente degenerado. As equagoes de Euler-Lagrange para

9, (%ﬁw) - g—g =0 (4.4)

0 campo ¢,

implica para o caso estdtico,

1(d ?

3 (o) =V, (4.5
Solugoes tipo séliton surgiriam da equagao (4.5), desde que V' (¢) apresenta minimos es-
taveis em £ (u > 0). Entao, procuramos solugoes x-dependentes para (4.5) que mini-
mizam a energia bosonica, de tal forma que a densidade de energia seja finita e localizada
no espaco ao redor de x = 0 e que ¢ exiba o seguinte comportamento assimptético

lim  ¢(x) = +pu. (4.6)

r—Fo00
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Desta forma, os sélitons interpolam entre 2 vacuos duplamente degenerados em

= 4pu, onde a simetria de reflexdao ¢ < —¢ é espontaneamente quebrada. Solugoes
explicitas para a eq. (4.5) sao conhecidas para diferentes escolhas de V(¢), mas, para fins
ilustrativos, a forma explicita do perfil do séliton ¢(z) é considerada arbitraria; tudo o

que precisamos é que a propriedade (4.6) seja satisfeita.

V(@)

Figura 4.1: Potencial simétrico com um minimo duplamente degenerado

Com tais configuragoes do campo ¢(x) descritas acima, o Hamiltoniano de Dirac

correspondente a Lagrangiana (4.1) no marco da primeira quantizagao é dado por
. d
HVg(z) = (—wz% + ng(w)) Up(r) = EVg(z). (4.7)

E importante notar que (4.7) exibe uma simetria de conjugacao do espectro com respeito a
matriz o3, ou seja, { H, 03} = 0. Essa simetria permite obter solugoes de energia negativa a
partir das solugoes de energia positiva através da operacao V_g(r) = o3 Wg(r), portanto, o
espectro é simétrico em torno de £ = (. Para quantizar um campo fermiénico precisamos
encontrar todos os modos (solucoes da eq. de Dirac) e associar a cada um deles operadores
de criagao ou absorcao. O mesmo procedimento é aplicdvel na presenca de modos-zero
sobre o kink Z em 141 dimensoes do espaco-tempo, os quais serao denotados por Wy.
Entao, a expansao do operador do campo ¥(z) em fungao dos modos (do continuo e do

discreto) mencionados acima é dado por

U(z,t) = aTpz)+ / dk{e*iEkfbkqf,g“(x) +eiEktd,1\1/,§—>(x)} + (4.8)

Z {efiEktbk\Ij](:) (ZC) + elEktd};\Ijl(;)(x)} , (49)
k

onde \IJ,(;F) (x) e \I/,(;) (x) sdo as solugbes de energia positiva e energia negativa, respectiva-
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mente, para (4.7) com F = \/m Os operadores by, b,t e dg, dL absorvem e criam
os férmions e antiférmions, respectivamente, sendo o operador a associado & autofunc¢ao
de energia zero. O fato crucial estd em perceber que, devido que o estado fundamental
fermionico no setor do séliton estd duplamente degenerado, o operador a que atua no
modo-zero leva um novo estado com a mesma energia. Entao, pode-se definir dois estados
para o vécuo tipo |£), de tal forma que a|+) = |-), al |-) = |[+) e al |[+) = a|-) = 0.
Também usaremos as relacoes de anticomutacao a tempos iguais para o campo fermionico

juntamente com

{bkubLQ} = {dkudLQ} = 0(k1 — k2),
{a, aT} = 1. (4.10)

Devido que a lagrangiana de Dirac em (4.1) é invariante se os campo fermionicos sao
rotados por uma fase, o modelo exibe uma corrente de mimero fermiénico conservada. A
corrente de Noether ¢ dada por U/*¥ (1 = 0,1). Na TQC, esse operador da corrente
precisa ser ordenado normalmente. Isso é equivalente a definir o operador do nimero

fermionico como

1
N = /dx 0= §/d:1: [UT(r), U(r)]
1
— afa+ /dk [bLbk - d,tdk} -5 (4.11)
E evidente que (| N |+) = +1. Portanto, cada estado do vécuo ¢ duplamente degenerado

e cada um leva um niimero fermionico fraciondrio ou carga (+| Q|+) = £ fraciondria. Na

secao seguinte, baseados em argumentos similares aos considerados nesta secao, estudamos

a possibilidade de obtencao de niimero fermionicos induzidos em redes de grafeno.
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4.2 Férmions planares, Grafeno e Campos de Gauge

E bem sabido que os portadores de carga (elétrons) numa rede de grafeno (uma tinica
camada de dtomos de carbono em rede hexagonal) comportam-se como particulas rela-
tivistas sem massa que obedecem uma equacao de Dirac 2D na representacao redutivel
(matrizes 4 x 4). Estados isolados no gap de energia sao obtidos quando os elétrons
interagem com as distor¢oes de rede (chamadas de distor¢oes de Kekulé), incorporadas
por meio de campos escalares complexos [5], e que levam a um fracionamento do nimero
fermionico. Baseando-se nos modelos de formacao de vértices, os resultados de [5] foram
estendidos em uma teoria mais geral, dita uma teoria de gauge quiral para o grafeno [6], e
mostra-se que nem a estrutura espinorial do modo-zero fermiénico nem a carga fraciondria
sao modificadas pela adicao de um potencial vetorial de gauge que se acopla de maneira
quiral aos férmions. Embora ainda nao exista uma realizacao experimental do grafeno
com as distorgoes de Kekulé e o acoplamento quiral de elétrons com o potencial de gauge
nao ter realidade fisica [39], neste capitulo é abordado o estudo de estados de férmions
na presenca de potencial vetor que acopla minimamente aos férmions juntamente com o
potencial vetorial introduzido em [6] (que acopla de forma quiral) e analisamos a possi-
bilidade de obter um numéro fermionico induzido na presenca de vértices magnéticos e
campos magnéticos homogéneos. Neste 1ltimo caso, os estados de uma tnica particula
sao todos ligados, assim nao é possivel apreciar a inducao de nimero fermiénico irracional
que sao advindos dos modos-zero fermionicos e de uma assimetria dos estados de espal-
hamento de férmions e antiférmions resultante da interagao com um campo escalar de
fundo [33, 34]. Lembramos que esses niimeros irracionais sdo possiveis quando a simetria
das subredes presente na rede de grafeno (simetria do espectro de energia no caso de esta-
dos de energia de uma tnica particula) é quebrada e que os termos constantes (potencial
quimico e termo de "massa"que quebra a paridade) quebram estas simetrias. A intro-
ducao desses termos em sistemas planares na presenca de campos magnéticos homogéneos
e estudar o papel que eles desempenham na obtencao e estrutura de nimeros fermiénicos

induzidos, é uma das nossas vertentes de investigacao.

Finalmente, o iltimo objetivo desta secao ¢ a andlise do processo de polarizacao do
vicuo nessa QEDs,; estendida para obter a agao efetiva para os campos de gauge, no
contexto relativistico, e verificar a geracao de termos de Chern-Simons cruzados na teoria
por meio da teoria de perturbacao. Iniciamos esta se¢ao desenvolvendo os aspectos mais

relevantes no modelamento tedrico de uma rede grafeno.
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4.2.1 O Grafeno

O grafeno consiste de uma folha composta por dtomos de carbono com hibridizacio sp?
de maneira que o cristal é formado por uma rede hexagonal bidimensional (figura 4.2) que
pode-ser visto como a superposi¢ao de duas subredes triangulares e que apresentam uma
célula unitéria formada por dois atomos de carbonos inequivalentes identificados por A e
B. A distancia entre dtomos de Carbono é a(~ 0.142nm), de maneira que os vetores-base

da rede hexagonal que geram a subrede A podem ser escritos como
T1=a (V3,0), @y= g (V3,3) , (4.12)

também vemos que os vetores que ligam um dtomo A com seus primeiros vizinhos do tipo

B sao dados por

Fi=a(0,—1), o= g (V3,1), Fs3=2(—V3,1) (4.13)

a
2

i =, S _ “r, L "
- = sy .

@ itomo da subrede A
@ Atomo da subrede B

Figura 4.2: Estrutura cristalina do grafeno construido como uma superposicao de duas
. — —

subredes triangular A e B, com vetores-base a’; para a rede A e vetores s; conectando

A com B.

— —
Os vetores da rede reciproca b1 e b 5 estao relacionados com os vetores da rede real

—
— — o~ = ~ .
a1 e a9 pela definicao @’;. b ; = 27d;;. Com a convengao assumida para os vetores-base
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— —
Figura 4.3: Rede reciproca do Grafeno formada pelos vetores b1 e b5 . A regiao colorida
representa a 1¢ zona de Brillouin

da rede, obtemos que os vetores da rede reciproca sao dados por
ﬁ

sendo evidente que a 1* zona de Brillouin (ZB) pode apresentar também uma estrutura
hexagonal como mostra a figura 4.3.

Cada vértice da primeira ZB contém 1/3 de um dtomo de carbono, 3 partes de cada
tipo. Portanto, o Grafeno é um cristal formado por dois &tomos por célula unitdria. Além
disso, da configuracao eletronica do carbono e do tipo de hibridacao que ele possui, vemos
que por cada dtomo de Carbono existem trés elétrons de valéncia que sao responsiveis
da formacao de fortes ligacoes covalentes . O quarto elétron de valéncia, aqueles dos
orbitais 2p.; é responsivel pela formagao das ligacbes w. Os elétrons que originam as
ligacoes 7 sao altamente deslocalizados. Esses elétrons comportam-se praticamente como
particulas livres, sendo maioritariamente responsaveis pelas propriedades épticas e de
transporte elétrico do grafeno.

O diagrama de bandas para os elétrons m é composto pelas bandas de valéncia e
de conducao, 7™ e 7*, respectivamente. Uma expressao analitica para o hamiltoniano dos
elétrons 7 no formalismo de segunda quantizacao pode ser obtido pelo método de ligagoes

fortes (tight-binding), que inclui apenas as interagoes entre primeiros vizinhos.
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O hamiltoniano na aproximacao tight-binding, que descreve o salto (hooping) de um

elétron de um ponto da rede a outro, com uma constante de salto uniforme, é dado por

Hy=—t> > [al(T)W(7 +33) + /(7 + 5)a(T)], (4.15)

reA 4 i=1,2,3

onde Ay = ma; + n'a, representa os pontos de rede da subrede A e t (= 2.8 eV)
¢ a constante de intensidade de salto. Os operadores de aniquilacio (criacdo) a (af)
e b (b") atuam sobre A4 e Ap respectivamente e obedecem a dlgebra usual onde os tinicos

anticomutadores nao nulos sao
{a(ri),a’(rA)} =1, {b(rp),b'(r5)} = 1. (4.16)

Por simplicidade consideramos " =rperg=r s+ ;.

Desta forma, as transformadas de Fourier dos operadores de aniquilacao das subredes

A e B definidas como
a(ra) | _ 1 3 ¢'* Ta(k) (4.17)
b(7B) N e TEp( k)

transformam o hamiltoniano (4.15) em

!

3

Hy =" [6(R)a'(F)b(F) + 6" (K )b (K )a(F))| (4.18)

k

onde o fator de estrutura (b(?) é dado por

gb(?) = —t Z GF T g [e_i“ky + 2¢'3%v cos (?ak&)] . (4.19)

i=1,2,3

E evidente que o hamiltoniano pode ser expresso na forma matricial

Hy=>( dl bL><¢E ¢‘6><Zi> (4.20)

—

k

ﬁ
onde assumimos a convengao f( k) = fx. Diagonalizando este hamiltoniano, encontramos

um espectro de energia dado por

Ep =+ |¢y| = £t, | 3 + 2cos(V/3ak,) + 4 cos (37&/%) cos (ﬁakx) (4.21)

2
que apresenta seis cones (figura 4.4) que se cruzam em E = 0, dos quais apenas dois nao
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Figura 4.4: Estrutura de banda do Grafeno obtida a partir da aproximacgao "Tight
Binding .

sao equivalentes, posicionados no espago reciproco em

k= K-+ (3‘% 0) | (4.22)

Os pontos K. sao conhecidos na literatura como pontos de Dirac devido que a
linearizacao do hamiltoniano em torno destes pontos fornece uma equacao de Dirac efetiva
no limite de baixas energias. Além disto, é possivel mostrar que expandindo (4.21) na
vizinhanga de cada um destes pontos e desprezando termos de ordem (k2 k:Z) (limite de
baixas energias), o espectro de energia é quase linear, tipo £ = tuvy |k|, onde vy = 3ta/2 é
a velocidade de Fermi dos elétrons perto do ponto de Dirac. Isso sugere que o elétron nesta
regiao do espago reciproco comporta-se como uma quase-particula sem massa com energia
positiva (negativa), no caso de ser expandido em torno de K, (K_). Por outro lado,
também ¢ interessante analisar o que acontece com a estrutura do hamiltoniano quando
expandimos ¢, em torno dos pontos de Dirac da forma k = K.+p. Desta maneira,

substituindo (4.13) em (4.19) e aproximando % ~ 1 + ip.s;, obtemos

3ta

Ops N Pt ipy] = Fvp D, (4.23)
3ta _ .
Op— = e —ip] = —vp 17 (4.24)

onde ¢, ; € a linearizagao de ¢, em torno dos pontos de Dirac K4, respectivamente.
Torna-se evidente a necessidade de ampliar a dimensao da estrutura matricial do

hamiltoniano pelo fato de que agora existe um grau de liberdade adicional para o elétron
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em cada subrede, tanto na banda de conducao (F > 0) bem como na banda de valéncia
(E < 0). Portanto, o hamiltoniano (4.18) considerando a lineariza¢ado em torno dos dois

pontos de Dirac

Z‘I’TKU‘I’ =2 [w al(p)bi(p) + ¢},:bl(P)ai(p) | , (4.25)

p Z +?

pode ser expresso em forma matricial como

0 p~ 0 0
0 O 0
KO = Uy b ’
o 0 0 —p
0 0 —p 0
com um espinor de 4 componentes \Ifg = (bp+, Gp+ » Ap— , bp_). E evidente, portanto,

que a dindmica dos portadores de carga no grafeno é governada pelo hamiltoniano de
Dirac na representagao redutivel (matrizes de 4 x 4), e esses portadores podem, entao, ser
comparados com particulas relativisticas. No espago real (espago de coordenadas), essa

linearizacao do hamiltoniano, chamado agora de hamiltoniano de Dirac, é da forma

o= [ V(@)K T)U(T), (4.26)
onde agora
o (7) 0 —2i0, 0 0
U (r) = Vi) : Ko = 20 v ,0 : (4.27)
Y (7) 0 0 0 2i0.
P (7) 0 0 20 0

com z =z +iy e 0, = (0, — i0,)/2 e considerando v; = 1. Em resumo, acabamos de
demonstrar que, quando consideramos elétrons com baixas energias, o problema torna-se
equivalente ao problema de uma quase-particula livre sem massa obedecendo a equagao
de Dirac. A este modelo aproximado, damos o nome de modelo continuo ou modelo de
Dirac para o grafeno. E evidente que, devido a linearidade da relacdo de dispersdo, o gap
entre as bandas de condugao e de valéncia é nulo. Isso é comum ocorrer em materiais
constituidos por um tnico tipo de dtomo. No entanto, um gap de energia nao nulo no
sistema pode surgir devido a defeitos (distor¢oes) na rede. Jackiw e Rebbi [1] mostraram,
no poliacetileno, que essas distor¢oes perturbam o movimento do elétron de tal forma que
ela acopla aos puntos de Dirac e abre um gap no espectro de energia. Na descrigao da
equacao de Dirac para o poliacetileno, as distor¢oes sao descritas por meio de um campo

escalar que, acoplado ao férmion, proporciona uma "massa"dependente da posicao para
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o férmion. Tais sistemas exibem um nimero fermionico fraciondrio se a equagao de Dirac
possui estados ligados fermidnicos isolados no gap entre as bandas.

No contexto do grafeno, as distor¢oes de redes (ou também chamadas de distor¢oes
de Kekulé) sao incorporadas ao sistema por meio de campos escalares complexos. A in-
teracao de férmions com tais distorcoes de rede pode ser estudado adicionando ao hamil-

toniano (4.25) o seguinte termo [5, 6]:

Hgerue = AZ[CM p) + bl (p)a }+AZ[ p) + b (p)as(p)|,
(4.28)

onde A é o parametro de ordem de Kekulé como funcao da posicao. A estrutura matricial

do hamiltoniano tight binding que inclui a distorcao de Kekulé, é dado por

0 —2id. A(r) 0
—2i0 0 0 A(r)
A(r) 0 0 2i0,

0 Ar) 2i0: 0

(4.29)

Quando A(r) = Ay = cte, a relacao de dispersao adquire a forma simples

E =4 /|p]> + |A¢|?, que prova que um gap no espectro da energia |Ao| aparece. Mesmo
se Ay for complexo, o gap de energia é sempre real. Certamente, isso sugere que a fase de
Ag é redundante e poderia ser removida de (4.29) por meio de uma transformagao quiral.
Isso ndo acontece em sistemas onde a fase de A(r) mude no espago. Recentemente, Hou,
Chamon e Mudry [5] mostraram que quando aquela distor¢ao de rede exibe um perfil tipo
vortice (A(r) = Ag(r)e™?), ela apresenta excitagoes de modos-zero no espectro de energia
da particula. A vorticidade da distorcao, mesmo se n > 1 ou n < —1 , determina em
qual das subredes os |n| modos-zero sao suportados. A partir da existéncia de modos-zero
fermionicos e da simetria da subrede, eles mostraram que a carga quantica fermionica é
fraciondria.

Jackiw e Pi estenderam o modelo anterior em uma teoria mais geral, dita uma teoria
de gauge quiral para o grafeno [6]. Nesse trabalho mostraram que o sistema considerado
em [5] é invariante sob uma transformagao de gauge quiral global e que a invariancia do
sistema sob uma transformacao de gauge quiral local é preservada se o componente espa-
cial de um potencial de gauge (axial) acoplado de forma quiral aos férmions é adicionado
no sistema. Tal potencial de gauge incorporado é o mesmo campo vetorial considerado
no modelo fenomenolégico Nielsen-Olesen-Landau-Ginzburg-Abrikosov onde campos es-
calares complexos sao minimamente acoplados ao potencial de gauge e cujas as solugoes
classicas de energia minima exibem perfis tipo vortice.

Neste trabalho estamos interessados no estudo de estados de férmions na presenca

do potencial vetor que acopla minimamente aos férmions juntamente como o potencial
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vetorial introduzido em [6] (que acopla de forma quiral).

4.2.2 Modos-zero fermidnicos em vértices magnéticos

O hamiltoniano linearizado que descreve a dinamica dos elétrons sob uma rede grafeno na
presenca de um campo escalar complexo e um potencial vetor de gauge acoplado de uma

forma quiral aos elétrons, é convenientemente reescrito numa versao simplificada como [6]
_ 22yt (@ ik~ 1 - > o o
H= [ @F U F) [~ia.V = qysa A + 98¢ — imae)| TP, (4.30)

onde a, S e 5 sao as matrizes de Dirac na representacao explicitada embaixo. O hamilto-
niano (4.30), em auséncia do vetor potencial de gauge 1?; (7), pode ser obtido diretamente
da expressao (4.29) identificando A(r) = g¢(7). Portanto, a distorgao de Kekulé é re-
presentada pelo campo complexo p(7) = |p(7)]|eX = " (F) + ip'(F) e f_lg(f') é o vetor
potencial de gauge que permite ao hamiltoniano ser invariante sob a transformacao de
gauge quiral local ¢ — My | U — ¢75¢Y [6]. A estrutura matricial de (4.30) é

posta em evidéncia usando a seguinte representacao

s 0 0 I
57:(0 _;>, 5:<10), (4.31)
0 I 0
— s 73 , = —iata?a’® = , 4.32
By 0 —oy s 0 —J ( )

- 0 —o
5 = (H “>, (4.33)
o 0

onde I é a matriz identidade de 2 x 2, ¢ = (01, 03) € 03 sd0 as matrizes de Pauli.

Q1
I

Se consideramos o hamiltoniano (4.30) excluindo a contribui¢do do termo de in-
teracao dos elétrons com a distorcao de Kekulé e com um conveniente comportamento
assimptético do vetor potencial de gauge, conseguimos mostrar a existéncia de modos-zero
fermionicos isolados no espectro de energia da particula. Por simplicidade, consideramos

os componentes do vetor f_l; (r) da forma
AL = €99, 45(r) = Bs = -V As(r), (4.34)

onde As(r) é uma func@o escalar que depende tnicamente da coordenada radial. A

equacao de Dirac independente do tempo

0=V — 5 A5) V() = BU(7), (4.35)
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pode ser expressa em 4 equagoes acopladas para os componentes do espinor. Duas dessas
equacoes sao
~2i [0, — g0, As] ¥, = By, (4.36)

— 2i[0, + q0.As| % = Byt (4.37)

enquanto as equacoes para ¢)° e ) podem ser obtidas tomando o complexo conjugado das
equacoes acima e identificando ¢’ = (wi)* e? = (¢%)*. Contudo, podemos demonstrar

facilmente que os auto-estados de energia zero, nao normalizados, podem ser dados por

vy = fla)ett ), (4.38)
“© = Rh(z)e ), (4.39)
WP = f(z)eteds ) (4.40)
Wt = h(z)e ), (4.41)

onde f(z) e h(z) sao fungoes holomorfas, de fato sdo fungoes inteiras. Como foi dito
anteriormente, a normalizacao das autofuncoes depende do comportamento assimptdético
de A5(r) e, a partir da dependéncia funcional dos componentes do espinor, seja 1[)1(?) ou
¢ (7) normalizéveis, obtemos as seguintes possibilidades para representar os auto-estados

de energia zero

o tild 0
0 efilé
B =N | [ ow o =N | e, (4.42)
e 2,
o—ilf 0

onde [ € Z§ e 0 & a varidvel angular em coordenadas cilindricas. A degenerescéncia do
nivel de energia zero depende dos valores que [ pode assumir. Além disto, ela esta ligada
ao fluxo magnético de acordo com os teoremas provados em [36]. Nesta segao focamos
nossa atencao em sistemas que fornecam um fluxo magnético finito.

Para mostrar que uma carga fermionica fracionaria pode ser induzida com tais confi-
guracoes de campo magnético, precisamos perceber uma importante simetria do operador

3

. . - — H . . . .
hamiltoniano «a.(p'— v545): ele anticomuta com a matriz o°. Essa simetria, chamada

de simetria espectral, permite-nos obter as autofuncoes de energia negativa a partir de

autofungoes de energia positiva, desta maneira
= 3
V(1) = a”Wig (7), (4.43)
ou seja, o espectro de energia é simétrico em torno do nivel de energia zero cujas co-
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rrespondentes autofungoes sao autoconjugadas (a*¥y = ¥y) e portanto, autofungoes de
a3. A existéncia desses modos isolados sdo responséveis pelo aparecimento de nimeros
(cargas) fermionicos (as) induzidos (as) e além disto, estas quantidades seriam propor-
cionais ao fluxo magnético. Esta relacao entre o nimero fermiénico induzido e o fluxo
magnético, que é verificado ocorrer sé em sistemas fermionicos bidimensionais, tem sua
origem na teoria quantica de campos no contexto de férmions relativisticos acoplados a
campos de gauge onde uma corrente topologicamente nao trivial é induzida no vidcuo
2, 33, 35, 37].

Portanto, o mapeamento daqueles em nosso caso, levam a um niimero fermionico
induzido dado por

Ps

N [ = [ oo, v - =3 (4.44)

onde ¢5 = / d*7Bs ¢ o fluxo magnético e o sinal superior (inferior) refere-se aos modos-

zero que sao atribuidos a férmions (antiférmions).

Portanto, a carga fermionica induzida é finita sempre que o fluxo magnético também
for finito. Seguindo o formalismo usado em [36], nao ¢é dificil mostrar que As(r — c0) ~
®sG(7), onde G(7') ¢ a funcio de Green, que no caso bidimensional adota a forma
G(7) = —In(r)/27. Finalmente obtemos que

®5

As(r — 00) ~ o Inr. (4.45)

Sistemas descritos por tais configuragoes para as funcoes escalares relacionados a campos
magnéticos pela eq.(4.34), sdo conhecidos como solendides ou vértices magnéticos.
Vemos que a normalizabilidade das autofungoes de energia zero, as quais contém elementos
de apenas uma subrede triangular, vai depender do sinal de ®5. Substituindo (4.45) em

(4.42), obtemos que o modo-zero para ®5 > 0, é dado por

6+il9

0 o
Wolr — o0~ | P (4.46)

—ilf

enquanto que para ¢5 < 0,

—ilf s

rit e (4.47)

Wo(r — 00) ~ oHild
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Assumimos que | < [|22] — 1], com [v] denotando o méximo inteiro de v. Se recuperarmos

vy e h nas equagoes, o espinor dado por (4.46) torna-se

€+il9
0 _ q%

To(r —o0)~ | i (4.48)
e—ilé’

implicando numa mudanga similar no espinor (4.47). Devido a adimensionalidade do
exponente, as unidades de fluxo magnético seriam as mesmas de hvg/q. Portanto, a

carga
(Ol (), w(?)]|0) = F5a. (4.49)

DN | —

Q=q[d7

é fraciondria se o fluxo magnético ¢ um nimero inteiro impar (ng) do quantum de fluxo
hvg/q, onde h é a constante de Planck. A seguir, desenvolvemos uma andlise semelhante

H
considerando o vetor potencial de gauge usual A.
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4.2.3 Potencial Vetor minimamente acoplado: modos-zero e fra-

cionamento da carga fermioénica

O hamiltoniano (4.30) é também invariante sob a transformacao de gauge global usual
U — %W, com ¢ uniforme e constante. Promovendo tal transformacao a uma local, um
vetor potencial de gauge A deve ser adicionado ao termo cinético de tal forma que A
— _A>+€f . Neste ponto focaremos nossa atencao na estrutura espinorial dos auto-estados
de energia zero do sistema quando tal vetor é levado em conta, ou seja, vamos considerar

a equacao de Dirac do tipo
N — — —
a.(—iV — qysAs — e A)U(F) = EV(7), (4.50)

no cendrio em que ambos os potenciais de gauge gerem um fluxo magnético finito. Aqui
temos explicitado as constantes de acoplamento e (unidade de carga elétrica) e ¢, esse
dltimo associado ao acoplamento quiral.

E interessante notar que o operador de Dirac em (4.50) anticomuta com duas ma-

3

trizes: a® e a’y;. No caso anterior mostramos que as possiveis solugoes de modo-zero

— —
eram autofuncoes de o®. Mas se considerarmos As = 0 e os componentes de A expressos
como
. .. -2
A'=¢eY0;A(r) = B=-V A(r), (4.51)

encontramos que as solugoes de energia zero sao agora autofungoes de avs. De (4.50),

encontramos que os componentes do espinor satisfazem as equacoes

~2i[0, + ed, AlYS = EYY,
_Zi[az_eazA]wi = By,
2i [0, + ed, Al = Ey°,

2i [0, — ed, A|Y* = Ey°, (4.52)

cujas autofungoes para E = 0 sao dadas por

oHild 0
0 I _eA(r) e I —eA(r)
Uy (r) = N e | TE ou V() =N 0 r'e . (4.53)
e
0 e—il&

Aqui também o espectro de energia é simétrico ao redor de £ = 0, mas agora, a matriz
de conjugacio do espectro é representada por a3ys, ou seja, os auto-estados de energia
negativa sao obtidos a partir dos auto-estados de energia positiva pela operacao V_ g (7) =

—\

a3y W g (7)
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Novamente nosso interesse principal fica em sistemas onde o fluxo magnético seja
finito e portanto, forneca uma carga fermionica induzida também finita. Sabemos, de
acordo ao caso anterior, que aqueles sistemas sao obtidos considerando a fung¢ao escalar
A(r) do tipo

A(r — 00) ~ _2 Inr . (4.54)

2

Nesse caso, encontramos que as autofungoes de energia zero para ® > 0, sao dadas por

oHild
v 0 5 4
o(r — 00) ~ Hil0 ‘e (4.55)
0
e para ® <0,
0
o—il0 o
Wy (r — 00) ~ . riten (4.56)
o—il0

Uma carga fermionica induzida pode ser obtida seguindo o procedimento abordado na
secao anterior, sendo evidente que a obtencao de uma carga fermionica fraciondria pode
ser encontrada s6 no caso em que o fluxo magnético seja desta vez um nimero inteiro
fmpar do quantum de fluxo hvg/e. E interessante notar que a autofuncao de energia zero
para este tipo de acoplamento apresenta componentes em distintas subredes, diferente
do caso em que s6 As foi considerado [6]. Neste trabalho nés estamos particularmente
interesados no estudo da dindmica dos férmions em redes de grafeno quando ambos os tipos
de acoplamentos sao incorporados. Baseado no formalismo seguido acima e considerando
os casos em que ambos os fluxos magnéticos sao quantizados, mostraremos que também
é possivel obter fracionamento do nimero fermionico (carga). Veremos que essas situa-
¢oes acontecem em casos especificos. Além disso, mostramos que existe outra carga, que
chamaremos de carga quiral, que também pode ser fraciondria. Tudo isso sera mostrado
a seguir.

Os componentes do espinor satisfazem as seguintes equagoes (h = vp = 1)
—2i [0, + 0. A4] Vi o= Ewi’
—2i[0; — 0; A4] wi = EvY,
2i [0, + 0, A" = By,
2i[0, — 0, A" = Ey°, (4.57)

quando ambos os vetores potenciais de gauge sao levados em conta. Definimos AL =
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eA + gAs, onde as funcoes escalares associadas aos dois acoplamentos apresentam os

seguintes comportamentos assimptoticos

Ny

As(r — o0) ~ 7 Inr, (4.58)
n
Alr — o0) ~ - Inr, (4.59)

— —

com ns e n como niumeros inteiros positivos que medem a vorticidade de As e de A,
respectivamente.

Auto-estados de energia zero normalizados sao obtidos para alguns casos particu-

lares, a saber

1 ,,,.l+ ell+06A+(’f‘)
\/471' ooo 2L Q244 () g
0
n>ns . .
\IJOJ%L(F)— . LA ,n>mng, Iy =0,1,...,[ntns — 1],
r-eTTrer
\/471' fooo T,2l,+leQA_ (,,./)dr,
0
(4.60)
ou
1 rl+ ell+9€A+(7‘)
\/47r 0O<> T'2l++162“4+(rl)d7"’
0
n<ns =\ _
\IIO,Z+,I_(T) = 0 ,n<mns ly =0,1,.. [ns£tn—1].
1 Tl7 6—il796—A7(r)
\/47Tfooo 7“'2l"+1e_2"4*(7"l)dr/
(4.61)

3 n>ns -\ n>ns — 3 n<ns 2\ n<ns — =
Note que a’y;Wg7 ") (7) = Vg7 () e o g™ (7) = ¥gy") (7) quando ns e n sao
ambos niimero inteiros positivos. Quando ambos os fluxos magnéticos sao negativos, os
: 3 In|>|ns| 2 _ |n[>|ns]| (- 3 plnl<insl o _ glnl<ins| /-
modos-zero satisfazem a’y; Wy, () = =W 70H(F) e o Wy oy () = Wy o (7).
Ambos os tipos de modos-zero dados pelas expressoes (4.60) e (4.61) permitem o
aparecimento de nimeros fermionicos fraciondrios induzidos que dependem dos fluxos

magnéticos, como explicitamos abaixo.

1
N = /d2F 5(0][@*(?),\11(77)]]@ = :F@, para |n| > |ns|, (4.62)

¢ 1
N = [ 0l w10 = +2 para ol < sl (4.63)
Além disto, verificamos que um nimero fermidnico (quiral) fracionario ou carga quiral
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fraciondria pode também ser induzido da teoria. Obtemos

1 . n

No= [ S0 250 0) = F L para fol > sl (69
’ 1 |
- s n

Ny = /d2r 5(0\[\IJT(F),75\II(7")]]0> =F, para In| < |ns|. (4.65)

O ndmero fermiénico (quiral) é proporcional a carga fermionica (andémala) fraciondria
encontradas anteriormente em estruturas hexagonais de Boro-Nitreto [39].

Na secao seguinte analisamos em detalhe os estados para os elétrons em estruturas
hexagonais na presenca de campos magnéticos homogéneos, quando um potencial quimico

e um termo que quebra a paridade sao adicionados ao hamiltoniano.

4.2.4 Niveis de Landau e cargas induzidas em campos magnéti-

cos uniformes

Nesta secao estudaremos os estados ligados para férmions quando os elétrons sofrem a agao
dos potenciais vetoriais de gauge considerando campos magnéticos homogéneos. Nesta
andlise introduziremos termos na densidade Hamiltoniana que fornecam gaps de ener-
gia no espectro da particula. Tais termos sao um potencial quimico pua® e um termo
de "massa"que quebra paridade m,a®ys = m,y%y3vs = m,.B7. O potencial quimico ja
foi considerado em [33, 34] para mostrar a obtencdo de uma carga fermionica irracional
induzida por campos escalares e ainda manter a simetria de reversao temporal. Concer-
nente a m,, consideramos ela constante, mas o mesmo termo foi considerado dependente
da posic¢ao (uma parede de dominio) em [40] para estudar como as propriedades eletronicas
do grafeno sao modificadas na presenca desses defeitos topoldgicos.

E interessante notar que quando aqueles termos sido adicionados simultdmente no

3ealys.

hamiltoniano, o correspondente operador de Dirac j4 nao mais anticomuta com o
Obviamente que isto implica a perda da simetria de conjugagao do espectro. Porém,
ainda é possivel encontrar operadores que mapeiem os auto-estados de energia negativa
em positiva, e vice-versa. Um desses casos ja foi estudado em [35], onde foi construido
um operador (matriz) de conjugagao do espectro para o caso de férmions massivos unidi-
mensionais interagindo com um campo escalar de fundo tipo séliton. Devido & natureza
nao unitaria daquele operador, a densidade de estados de energia positiva mostra-se dife-
rente da dos estados de energia negativa pertencentes ao espectro de energia do continuo
e que, como consequéncia disso, poderia ser induzido um nimero fermiénico irracional.
Em nosso caso consideramos campos magnéticos homogéneos cujos niveis de energia para
uma Unica particula sao os conhecidos niveis de Landau. Uma vez que o espectro é dis-
creto, nao hé forma de se realizar um nimero fermionico irracional. Aqui a densidade do

nimero fermionico é proporcional a degeneréncencia do nivel de Landau mais baixo cujos
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3

auto-estados sao associados a o ou a3~;, dependendo da magnitude do campo magnético

aplicado. Isto serd mostrado a seguir.

Agora, a equacgao de Dirac é dada por
— = — —
[a.(—ZV g5 A — e A) + pas + mfﬁT] U(F) = BU(F), (4.66)

onde os vetores potenciais sao escritos como em (4.34) e (4.51) com A(r) e As(r) dados
por
Br? Bsr?
A(r) = —TT e As(r) = — o

Partindo de (4.57) e (4.67), o sistema de equagdes para os componentes do espinor pode

com B, Bs > 0. (4.67)

ser escrito como

—i[20; —w Z WY = (E-mu)l,

—i[20, +wi ¥y = (B +mi)yl (4.68)
i[20, —w z]Y" = (E+m_ )y, (4.69)
i[20, +w_z]¢Y* = (E—m_ )", (4.70)

onde wy = (eB+¢Bs)/2 e my = p+m,.

Veremos em seguida, que a estrutura espinorial dos auto-estados do operador hamil-
toniano depende da condigao p > m, ou u < m,, bem como de eB > ¢qBs5 ou eB < ¢Bs.
Doravante consideramos p, m, > 0. Os casos em que (eB, ¢Bs) < 0 e/ou (i, m,;) <0
nao serao considerados aqui, posto que sua analise pode ser realizada de forma similar aos
casos considerados neste trabaho. Comecamos distinguindo estrategicamente dois tipos

de situacoes diferentes para os casos em que eB > ¢Bs e eB < ¢Bs.

Caso 1: ¢Bs > eB . O espectro de energia é |Ey| = \/4n |wi| + m3 com n e N.

\/ 1 + ‘Z;_I‘Rn,l,w_._ (T7 9)

Ey>0 _ 1, /1 — %Rn—l,lﬁ-l,er (r,0)
+ »ﬂi 0
0

il Bt

0

o—ilE-|t 0

E_>0
_ = . m_ * 471
v V2 Y. 1 - [E_| n—1,l+1,\w,\(7°> 0) ( )
VIt E:\ w72 0)




1 — 25 R, 10, (1,0)

B4
f+<0 _ el Bl _i\/l‘i‘E—I‘an,lﬂ,w(T, 0)
V2 0
0

E_<0 el

0
— = - m— * 4.72
V2 b/ 1+ [E_]| n—1,l+1,|w_|(7"» 0) ( )
\/ 1 - (Ej o |(1:0)

onde

TL' lot] o

Ryjw. (r.0) = \/]wi\lﬂ meiwrle’Tr L! (Jws|r?) com [ € N, (4.73)

sao os modos de Gauss-Laguerre escritos em coordenadas cilindricas em funcao dos
polinémios de Laguerre associados L, (Jw+|r?). Aqui R* indica o complexo conjugado de

R, e satisfaz
/ | Ry (r,0)|* rdrd = 1, (4.74)

e assumimos que R_y,,, (r,6) = 0.
Para n = 0, no caso em que p > m, (my > 0), a estrutura espinorial do estado

fundamental adota a seguente forma:

RO,l,w+ (7"7 9) 0
- . 0 _ ; 0
¢f+—m+ _ e—lm+t \ wﬁ__m_ — e_l‘m*‘t . (4.75)
0 0
0 0 Jw-| (r.0)

Observamos que quando m, = 0, o espinor exibe a mesma estrutura obtida em
(4.61), onde vértices magnéticos foram considerados. Se devolvessemos a 1 a possibilidade
de que possa assumir valores negativos, a densidade de niimero fermiénico induzida (pode-

se entender como densidade por unidade de drea), é dada por

_ 1 f . _qB5£
1 B
ps = 50l [¥h 750 10) = —Z—Wﬁ. (4.77)

Em geral, em teorias da EDQ,, a adicao no hamiltoniano de um termo que quebra a

simetria espectral faz com que a solucao do estado fundamental privilegie um espectro,
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positivo ou negativo, sendo essa escolha dependente do sinal do termo adicionado. Em
nosso caso, se m, = 0 para u < 0 a autofungao correspondente a n = 0 corresponderia a
E = p < 0 mas com a mesma estrutura e dependéncia em (r,6) das autofungoes (4.75).
Isto explica a ambiguidade do sinal encontrada para os nimeros (cargas) fermidnicos
(as) em (4.49), (4.63) e (4.65). Isto é: quando p > 0 o modo de energia F = p > 0
(elétron na banda de condugao) contribui para (Q) < 0, e quando ¢ < 0 o modo de
energia £ = pu < 0 (elétron na banda de valéncia) contribui para (Q) > 0. Portanto,
quando definimos o sinal de p, nao existe ambiguidade no sinal do nimero fermionico.
Além disto, vemos que esses resultados sao consistente com os encontrados na se¢ao
anterior, quando consideramos sistemas como vortices magnéticos. Resultados similares
considerando campos magnéticos homogéneos e inhomogéneos, podem ser encontrados
em [41, 42, 43].
Caso 2: ¢Bs < eB . O espectro de energia é |Ey| = \/m com n € N.

\/ 1 + %Rn,l,mq. (Ta 9)

f+>0 _ e—i/Eith 2'1 /1 — %Rn—l,l+l,w+ (T‘, 9) (478)
0
0
0
E_>0 e E-1t 4.79
w_ o \/§ A / | n lw— ( ’ )
1/ n 1,4+1,w_ T 9)
A /1 \E Rnl (7“, 9)
E+<0 — el\ljglt _Z‘ / m+ R 1,l+1,w+ <T7 9) (4.80)
0
0
0

il Bt

0
\/5 WJ1 4 mRn,l,w, (T, 8) ( )
Z‘\ / 1— %Rnfl,ﬂrl,w_ (T> 9)

Para n = 0, no caso em que u < m, (my 2 0), a estrutura espinorial do estado

E_<0
(o




fundamental adota a seguente forma:

RO,l,w+ (Ta 9)
B A 0 B A 0
f+—m+ — pimit . : @Df**‘m*‘ — g~ im-|t R (T Q) (4.82)
0,l,w_\">
0 0

Aqui observamos que, quando i = 0, o espinor exibe a mesma estrutura obtida em
(4.60). Se devolvessemos a m, a possibilidade de que possa assumir valores negativos, as

densidades de mimero fermiénico induzidas é dada por

1 eB m
— Z{ol [of )= -———T 4.83
1 qBs m,
— Z{o| [yT 0) = — 12 4.84
p5 2 < | [7»/} 775¢} | > 47T |m7—|7 ( )
resultados que sao consistentes com os encontrados em (4.62) e (4.64).
Nao foram consideradas os casos para n = 0, com g > m, para o Caso 1 e

1 < m, para o Caso 2, pois propiciam o surgimento de estruturas espinoriais que levam
a densidades de niimero fermiénico nao consistentes com os encontrados anteriormente.
Além disso, resulta importante notar que no célculo das densidades, nao foram consid-
eradas ambas massas simultaneamente; pois nesse caso nao existiria simetria espectral

nehuma no espectro no sistema.
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4.3 Calculo do nmiimero fermionico via abordagem per-

turbativa

Nesta secao desenvolvemos o célculo explicito dos mesmos niimeros fermionicos obtidos
na segao anterior, por meio do célculo da contribui¢ao da polarizacao do vdcuo (ver figura
4.5)

pk pik Rk
»&\/\Q\/\k/w biann Q--—--—--—- f\}va —————— -4
7
. L DU | <>AY

Figura 4.5: Diagramas da polarizagao do vacuo

e lancando mao da expansao perturbativa em &k (momento externo). Neste caso, a con-
tribuicao de ordem mais baixa em k é o termo de Chern-Simons. Antecipamos aqui
algumas propriedades relevantes. Primeiro é que o propagador fermionico livre completo,

para o caso que trabalhamos (representagao redutivel), é escrito como

1

SF(p) - p(_ [1/‘)/3 _ mTT’

(4.85)

No entanto, devido a impossibilidade de inverter a expressao (4.85) para calcular a auto-

energia do féton 11" dada por

d3p [ 1 1
™ = —i/ Tr e+ gy’ 7 (e+ay)|,
ap (G = —mor Oy = )
(4.86)
é preciso considerar dois propagadores fermidnicos separadamente, que sao:
N (4.87)
Fu\P) = 77— .
=
¢ 1
SrEm ==, 4.88
f‘—‘7 T (p) ]f _ mTT ( )

do um jeito similar ao feito no caso de campos magnéticos homogéneos, onde as densi-
dades do nimero fermidnico encontradas via técnica nao-perturbativa foram calculadas
considerando p e m, separadamente. Com o primeiro propagador verificamos que o tinico
diagrama que terd uma contribuicao de primeira ordem em k é o terceiro que aparece

na figura 4.5, enquanto que se usarmos o segundo propagador, contribuicao de primeira

74



ordem em k£ serd encontrada somente nos dois primeiros diagramas da figura 4.5. Isto
tudo é devido ao fato que a contribuicao de ordem mais baixa no momento para II*” deve
apresentar o seguinte comportamento 11" ~ £*“k,, onde para se obter o simbolo de

Levi-Civita é necessdrio ter traco de v#~v”~y“1 presente, desde que
Tr(y ~"~y%T) = —4igh”®.

Assim, no caso do primeiro propagador, este traco aparecerd quando combinamos

Tr(uysy"ph"7s). Desta forma, encontramos que II*” pode se expresso como

v Heqd va 3 1 1
= —=emag, [ d . 4.89
o3 / =) o+ k)2 — 2 (489)

Os denominadores no integrando podem ser combinados usando a férmula de Feynman,

ou seja
1 1 /1 dz (4.90)
(P —12) (p+ k)2 = Jo [P*— 12+ 2pk(1 — 2) + K2(1 — 2)]2 '
tal que
v Heqd e 2
I = 2 n I 4.91
271'38 ke (k )7 ( 9 )
onde
2 ld d? ! 4.92
I(k*) = : .
() /0 Z/ P =@ k21— )P 492)

A dltima integral estd tabelada na maioria de livros de Teoria Quantica de Campos;

recomendamos os resultados mostrados em [45] e [46]. Desta forma

! dz
2y _ . 2
(k") = —im /0 [—k22% + k22 — 2] /2 (4.93)

resultando simples mostrar que

2
lim I(k?) = —i—

. 4.94
£ m 4549

Finalmente, substituindo (4.94) em (4.91), encontramos que para o primeiro propagador

o termo de ordem mais baixa em k dé a seguinte contribuigao

1w e,

. 4.95
2r |1 (4.95)

Considerando que no espaco de coordenadas k, = i0,, construimos a acao efetiva
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em segunda ordem dos campos, que neste caso ¢ dada por
1 1% 7
sef =3 / Pz (A, (2)1"(0) AP (z) + AP (2)11"(0) A, (2)) (4.96)

com a derivada de II*” atuando sobre o respectivo campo da direita. Assim, temos que

acao efetiva em primeira ordem em k é da forma

@) _ 4B e [ . i
S ==l /d v (A ()0, AD (@) + AD(@)0,A(2) . (497)
onde é notada a presenca de termos do tipo Chern-Simons cruzados. Com essa acao efetiva,

a densidade de carga fermidnica pode ser calculada da seguinte maneira

. 155§2,1)
(0] j%10) = 55—/{0,

q ,u Oua (5
04,
T ul”

_ ‘-’|“| (82A 61A§5)>,

q [t (5
L 7 p®) 4.98
4’7T ‘,U/| 21 ( )

Da mesma forma obtemos para <0| ] |0> o seguinte

1 (2,1) ¢ u

0] jo 0y ==—4 = —— . 4.99

< ’3(5)| > 5AO A |/J,| 21 ( )

Os resultados acima sdo compativeis com aqueles encontrados na segao anterior (ex-

pressoes (4.76) e (4.77), respectivamente) para o caso em que consideramos campos mag-
néticos homogéneos.

Calculos similares podem ser feitos considerando o propagador definido por (4.88).

Nesse caso, termos para II*” do tipo II*" ~ "k, sao obtidos quando combinamos

Tr(m 7y ") ou Tr(m 7y ysph"ys) = m Tr(Ty*ph”). Aqui encontramos

e? m,

" = j—elk, 4.100
22778 “Im.| ( )
para o primero grafico, e
s o 4.101
[ = j 2 gmwag 7 _
"2t (4.101)

para o segundo. A acao efetiva para cada um desses casos pode ser construida de forma

76



similar a (4.96). Assim, obtemos

S50 = 5 [ #r (A @)4,0),
:_Eazhwm/f%MA@mm@», (4.102)
para o primeiro diagrama, e
s§ = 5 [ (P AY @)
_ _E;ﬁZ; gwa/ﬁfx(AfxmﬁgAfnx», (4.103)

para o segundo. Portanto, as cargas fermionica fornecidas por (4.102) e (4.103) sdo dadas

por

' 15852,1)
<0| j0|0> - 6(5—14)00’
e m,

_ Fa. (4.104)

4r my|

(2,1)
<()y ;0 |0> — ldse_f
J(5) q 6A0 )
_ 4 M )
4 im,| 2

(4.105)

respectivamente; que mostram a compatibilidade com as expressoes (4.83) e (4.84).
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Capitulo 5
Conclusoes e Comentarios

No 2° capitulo foi abordado o estudo do mecanismo de localizagao de férmions (massivos
e nao massivos) em situagoes em que uma brana se deforma a tal ponto de formar duas
branas se separando num espago-tempo com geometria nao deformada [7]. Modos-zero
analiticos foram encontrados considerando ambos os tipos de acoplamento. Mostramos
que aqueles férmions de massa nula apresentam um tnico tipo de quiralidade, ou seja,
quando oy, é normalizdvel, ar, nao é, e viceversa. Isso poderia explicar por que observa-
mos neutrinos com sé um tipo de quiralidade em nosso universo. Especificamente, no caso
em que ﬁ(g_b) o —Wg3, encontramos modos-zero localizdveis no micleo das branas, ou seja,
o pico méximo da fun¢ao de onda do estado fundamental acompanha a divisao das branas;
ao contrario do que acontece considerando o acoplamento F (6) o ¢, onde os modos-zero
levam a uma densidade de probabilidade pequena de se encontrar férmions na brana,
pois aquelas solugoes apresentam um pico na metade entre as duas paredes. Adicionou-se
um termo de massa M neste iltimo acoplamento com o propdésito de localizar o férmion
sem massa em pelo menos uma das duas branas. Considerando M = tanh(2L)/2, con-
seguimos que o pico do modo zero fique no nicleo da brana esquerda (a mudanga do sinal
do acoplamento levaria localizar o modo-zero na outra brana). Mas, basseado em um ar-
gumento SUSY, vemos que F (¢) = n(¢+ M) nao soporta estados localizados associados
a férmions massivos, ao contrério do que acontece com F(¢) < ¢ e F(9) o —W55. Neste
iltimo caso, utilizamos o método de Numerov para encontrarmos que um férmion massivo
eventualmente poderia tunelar entre as branas. Além disso, ao considerar F (¢) = —Wiss
encontramos que a parte r-dependente das excitagdes do campo escalar (brdnons) obedece
uma equagao de Schrodinger muito similar ao obedecido por «y,. Isso implicaria num
espectro idéntico para branons (excitagoes bosénicas) e férmions e portanto, poderia-se
dizer que existe uma SUSY ao nivel quantico. Contudo, todo essa andlise desenvolvida no
2° capitulo poderia ter sido feita usando outros modelos nao-lineares da teoria de campo.

No 3° capitulo foram encontrados novos MNLTC deformados construidos a partir de
modos-zero que sao a deformagao das solucoes de modo-zero da equacao de estabilidade

fornecida por modelos bem conhecidos. As solucoes clédssicas encontradas e que exibem um
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perfil de kink duplo, poderiam descrever, pelo menos qualitativamente, transi¢oes de fase
de primeira ordem; mas a nossa maior motivacao estava na aplicabilidade desses modelos
a cendrios de mundos brana num espaco-tempo 50 com geometria deformada, onde esses
modelos possam ser "bounded from below". Dois dos modelos encontrados, o modelo seno-
Gordon deformado e o modelo dado por (3.26), gozavam dessa particularidade devido a
sua natureza oscilatéria. O modelo seno-Gordon usual é recuparado para o caso em que
L = 0. Da mesma forma, s6 o modelo ¢* deformado tipo II recupera com sucesso o
modelo \¢* e ¢° usuais.

No 4° capitulo estudamos o papel que desempenham os modos-zero fermidonicos na
obtencao de nimero fermionicos induzidos. Mostramos que é possivel realizar modos-zero
fermidnicos com diversas estruturas espinoriais que levam ao fracionamento da carga fer-
miodnica no caso de vértices magnéticos com fluxo magnético finito e quantizado. Também
consideramos os efeitos da adicao de termos constantes que levam a gaps de energia nos
estados de uma tnica particula, também de forma artificial, visto que a rede de grafeno
nao apresenta estes gaps de energia. Verificamos que os gaps de energia introduzidos no
sistema nao modificam as estruturas espinoriais dos estados de minima energia (eles nao
possuem energia nula) quando comparadas com as estruturas espinoriais de energia nula
que encontramos quando consideramos os efeitos de vortices de campos magnéticos, e
estes estados de minima energia ainda levam a inducao de nmimero fermionico no vicuo
nessa EDQy 1 estendida com simetria de gauge chiral U(1) local. Finalmente, analisamos
o processo de polarizacao do vacuo para construir a acao efetiva para os campos de gauge,
no contexto relativistico, e verificamos a presenga de termos do tipo Chern-Simons cruza-
dos nessa EDQ,. 1. Neste caso, a corrente fermionica anéomala induzida calculada por
meio de teoria de perturbacao, exibe uma dependéncia similar com o potencial quimico
e o termo de massa que quebra paridade, quando consideramos campos magnéticos ho-
mogéneos. A compatibilidade dos resultados obtidos nesses trés casos (vortices, campos
magnéticos homogéneos e polarizacdo do vdcuo) d4 validade aos resultados mostrados

nesta dissertacao.
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