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RESUMO

A teoria de curvas algébricas possui diversas aplicagdes na matematica. Quando as
estudamos sobre corpos finitos, obtemos aplicacdes na teoria de codigos, criptografia
e geometria finita.

Neste trabalho, tratamos da parte algébrica desta teoria, € nosso principal objeto
de estudo séo os corpos de fungdes algébricas, os quais veremos a principio, sobre
corpos arbitrarios. Posteriormente, restringiremos para corpos finitos, e estaremos in-
teressados no numero de lugares racionais que um corpo de funcdes possui, € uma
cota superior para este numero. Serdao apresentados também resultados que esti-
mam seu género. As aplicacdes destes resultados culminam na existéncia de curvas

maximais, e um cédigo bastante importante: os cédigos de Goppa.

Palavras-chave: Corpos de fungdes algébricas. Teorema de Riemann-Roch. Exten-
sbes de Kummer e de Artin-Schreier. Cota de Hasse Weil. Género.






ABSTRACT

The algebraic curves theory has several applications in mathematics. When we
study them over finite fields, we get applications in code theory, cryptography and finite
geometry.

In this work, we deal with the algebraic part of this theory, and our main object of
study are the algebraic functions fields, which we will see at first, over arbitrary fields.
Later, we will restrict to finite fields, and we will be interested in the number of rational
places that a function field h as, and an upper bound forthisn umber. R esults that
estimate its genus will also be presented. The applications of these results culminate

in the existence of maximal curves, and a very important code: the Goppa codes.

Keywords: Algebraic function fields. Riemman-Roch theorem. Kummer and Artin-Schreier
extensions. Hasse-Weil bound, Genus.
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1 Introducao

O estudo de curvas algébricas é um tépico essencial na area da geometria algébrica, a
qual ocupa um papel central na matematica moderna, e tem conexoes com areas diversas,
como analise complexa, topologia e teoria dos nimeros. Nesta dissertacao de mestrado,
o foco principal sera estudar os corpos de fungoes algébricas, e é baseado nas referéncias
[ e [2].

No primeiro capitulo, iniciamos com a definicdo de um corpo de funcoes algébricas,
e estaremos interessados em estudar os conceitos de lugares, valorizagoes discretas, anéis
de valorizacao e divisores associados a ele. Com isso, introduzimos o espago de Riemann-
Roch. O problema envolvendo esse espago consiste em determinar sua dimensao, e para
isso, introduzimos o género de um corpo de fungoes. Os principais resultados deste ca-
pitulo consistem no teorema de Riemann-Roch, o teorema da Dualidade e o teorema da
Aproximacao Forte.

O capitulo seguinte é destinado as aplicagdes da teoria do capitulo 1. KEstaremos
interessados na construcao de codigos corretores de erros, utilizando corpos de fungoes
algébricas. Mais precisamente, nos cédigos de Goppa e BCH, que na pratica sao os mais
utilizados. Além do que veremos neste capitulo, outras aplicagoes destes resultados podem
ser encontrados em [5], [§], [10] e [11].

No capitulo 3, estaremos interessados em estudar extensoes de corpo de funcoes al-
gébricas, além de relacionar conceitos da teoria de corpos com as estruturas até entao
vistas. Veremos a definicao de bases integrais locais, as quais estdao diretamente associa-
das a extensoes de lugares e de anéis de valorizacao. Alguns resultados classicos como a
formula do género de Hurwitz e o teorema do diferente de Dedekind serdo demonstrados
neste capitulo. Por fim, serdo introduzidas por fim, duas extensoes especiais de Galois: as
de Kummer e as de Artin-Schreier. Um aprofundamento de ambas pode ser encontrado
em [12] e [13].

No tultimo capitulo desta dissertacao, estudaremos o comportamento dos corpos de
fungoes sobre corpos finitos, e a sua relacao com a fungao de Zeta e a hipétese de Riemann.
Um dos resultados centrais serda a cota de Hasse-Weil para corpos de fungoes, a qual
nos fornece uma cota superior e inferior para o nimeros de lugares de grau 1 de F/F,.
Concluimos com as melhorias desta cota, quando estivermos sob hipdteses adicionais,
além de relacionais estes resultados com a hipétese de Riemann.
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2 Corpos de funcoes algébricas

Neste capitulo, introduziremos alguns resultados e defini¢oes sobre corpos de fun-
¢oes algébricas como valorizagao, lugares, divisores, género de uma curva algébrica e em
seguida, veremos o teorema de Riemann-Roch e algumas de suas aplicagoes: o teorema
das lacunas de Weierstrass, o teorema de Clifford e o teorema de Hurwitz.

Ao longo deste capitulo, K sempre denotard um corpo arbitrario (posteriormente, sera
necessaria a finitude do corpo K para resultados mais especificos de nossa teoria).

2.1 Corpos de funcoes algébricas e lugares

Iniciamos esta se¢do com a definicao de corpo de fungoes algébricas, e em seguida
veremos alguns exemplos.

Definicao 2.1. Um corpo de fungoes algébricas de uma varidvel sobre o corpo K é
uma extensio F' O K tal que F/K(x) € finita, para algum x € F' transcendente sobre K.

Essa definicao diz que um corpo de fungoes algébricas é uma extensao finita do corpo
de fungoes racionais.

Exemplo 2.2. O exemplo mais simples de um corpo de funcoes algébricas é o corpo
das fungoes racionais: F/K € chamado racional se F' = K(x) para algum x € F que é
transcendente sobre K. Aqui, cada elemento nao nulo z € K(x) tem um unica represen-

tacao
z = a]:[pz-(x)"i,
i
onde a € K*, p;(x) € K[z| sao mdnicos, irredutiveis e dois a dois distintos, e n; € 7.

Exemplo 2.3. Considere o anel K[z,y| e a cispide dada pela equagio polinomial
y?— 123 =0. Seja I = (y* —x3). Quando fazemos o quociente, obtemos o corpo de fragoes
Kz, y]
(y* — z?)
K(x)(v/x3), neste caso de grau 2 sobre K (x), ou como K (y)(/4?), de grau 3 sobre K (y).

. Este ¢ um corpo de fungoes de uma variavel sobre K, e pode ser escrito como

A fim de facilitar a escrita, diremos que F//K é simplesmente um corpo de fungdes.
Claramente, quando consideramos o conjunto K = {z € F'| z ¢ algébrico sobre K}, este
¢ um subcorpo de F, visto que dados a,b € K, entdo a +b,a-b,a”' € K,a # 0.

O conjunto K é chamado de corpo das constantes (ou fecho algébrico) de F'//K . Assim,
como existe x € F' tal que = é transcendente sobre K, entao valem as inclusoes

KCKGF
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22 Corpos de fungoes algébricas

A seguir, veremos uma maneira de caracterizar os elementos de F' que sdo transcen-
dentes sobre K, o que nos auxiliard nas demonstragoes de resultados posteriores.

Proposicao 2.4. Seja F/K um corpo de fungoes algébricas. Entao,
z € F € transcendente sobre K <= a extensao F/K(z) é finita.

Demonstragao: Primeiramente, note que do fato de F'/K ser um corpo de fungoes,
entdo F' é uma extensao finita de K(z), para algum z transcendente sobre K. Entdo,
dado z € F, vale a inclusao K C K(z) C F. Observe o diagrama a seguir:

/ \
BN /

(=): Seja z € F transcendente sobre K. Como a extensdo F/K(x) ¢ finita, entdo é
algébrica. Por outro lado, como z € F, entdo z é algébrico sobre K (). Assim, existem
ap(x),a1(x),...,an(x) € Klx],am(x) # 0 tais que ap(x)2z™ + -+ + a1(z)z + ap(z) = 0,
para algum m > 1. Como z é transcendente sobre K, existe algum i tal que a;(x) é nao
constante.

Agora, reescreva a,,(x)z™ + -+ + ai(z)z + ap(z) € K(2)[z], e isto mostra que x é
algébrico sobre K(z). Desse modo, [K(z,z) : K(2)] < oo, e como [F : K(z,z)] < oo,
pelo teorema da multiplicidade dos graus, vale que [F': K(z)] < 0o, como gostariamos de
mostrar.

(<) Reciprocamente, suponha por absurdo que z € F' é algébrico sobre K. Entao
[K(2) : K] < co. Por hipétese, [F : K(z)] < oo, e assim, temos [F' : K| < co. Novamente
pelo teorema da multiplicidade dos graus, temos que [K(z) : K] < 0o, o que é absurdo,
uma vez que x é transcendente sobre K. Portanto, z é de fato transcendente sobre K.

Veremos agora a definicao de anel de valorizacao, que serd um conceito importante
para a definicao de lugares e de valorizagoes discretas.

Definigao 2.5. Um anel de valorizag¢io de um corpo de fungoes F/K é um anel O C F
que satisfaz
(a)K&OGF

(b) Para cada z € F*, temos 2 € O ou 271 € O.

Essa definicao é motivada pela seguinte observacao no caso de um corpo de fungoes
racionais K (x): dado um polinémio moénico e irredutivel p(z) € Klz|, consideramos o
conjunto

f(x)

Ope) = {g() . F(a), 9(a) € Kla, pla) +g<x>} .
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Nessas condicoes, O,,) ¢ um anel de valorizacdo. De fato, temos K C Oy, e ainda,
r € Opy, mas x ¢ K, uma vez que x ¢ transcendente sobre K. Logo, K ; Op(a). Por

1
outro lado, O,y € K(x), pela definicdo de O,,y. Agora, note que — € K(x), mas

, p(x)
@) ¢ Opa), € assim a inclusdo ¢ estrita. Portanto, K G Oy & K (7).
Agora considere z = fE:E; € K(x) com fatoragao completa, ou seja, med(f(x), g(x)) =
g(x

1. Se z € Oy, entdo nao ha o que mostrar. Suponha que z ¢ O,y. Assim, g(z) é
divisivel por p(z), e como z possui uma fatoragdo completa, segue que 2 le Op(z), cOMO
gostariamos de mostrar.

Do que mostramos acima, segue que O,,) ¢ um anel de valorizagao. Claramente se
p # q, entao Opz) # Oy(a)-

Proposicao 2.6. Seja O um anel de valoriza¢io de um corpo de fungoes F/K. Entao

(a) O é um anel local, isto é, O tem um tnico ideal mazimal P = O\O*, onde
O* ={z € O| z e invertivel em O}.

(b) Seja 0 # x € F. Entio, v € P<=a'¢ 0. N

(c) Seja K o corpo de constantes de F/K. Entao K C O e KNP ={0}.

Demonstracao: (a) Mostremos inicialmente que P é um ideal de O. Sejam z € P e
z € O. Se xz € O, entdo x seria invertivel, o que nao ocorre pois x € P. Logo, xz ¢ O*,
e portanto, xz € P.

Agora, considere x,y € P. Entao, x e y nao sdo invertiveis. Sem perda de generalidade,
assumimos que z/y € O, e segue que 1+ z/y € O também. Desse modo, = + y =
y(1+ z/y) € P, pelo que mostramos acima. Logo, P é um ideal de O.

Mostrado isto, segue que P é maximal e inico uma vez que um ideal préprio nao pode
conter um elemento invertivel.

(b) Segue da seguinte equivaléncia:

r € P <= x ndo é invertivel em O <= z71 ¢ O.

(c) Seja z € K e assuma que z ¢ O. Como O ¢ um anel de valorizagao, entdo
2~1 € 0. Por outro lado, como z é algébrico sobre K, entdo z~! também o é, ou seja,
existem aq,...,a, € K tais que

a (Y + o tazt+1l=0=21(a,(z7) "+ Fa) = -1=
=>z=—(a,(z) 4+ +a),

e assim, z € K[27'] € O, o que contradiz a hipétese. Portanto, concluimos que K CO.
Agora, resta mostrar que K N P = {0}. Suponhamos que exista z # 0 na interse¢ao
acima. Como x € K, entao existem ay,...,a, € K tais que

anx”+-~~+a1x+l=0:>:L‘(anx”_1+~~~+a1):—1:>x_1:—(anx”_l—i—n-—i—al),

e assim, z seria invertivel em O, o que contradiz o fato de x € P. Logo, x = 0, e isso
conclui a prova de que K N P = {0}.

A seguir, temos um lema que sera utilizado mais adiante na demonstragao de alguns
resultados importantes, além de motivar a definicao de anel de valorizacao discreta.
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Lema 2.7. Sejam O um anel de valorizagio do corpo de fungoes F/K, P seu ideal
maximal e 0 # x € P. Sejam ainda x4,...,x, € P tais que v1 = x e x; € ;.1 P, com
i=1,....,n—1. Entio, n < [F: K(x)] < o0.

Demonstragao: Pelas proposicoes [2.4]e [2.6|item (3), segue que F'|K (z) é uma extensao
finita, ou seja, [F': K(x)] < co. Resta mostrar que n < [F': K(x)]. Para isso, ¢ suficiente
mostrar que os x;’s do enunciado do lema, com ¢ = 1, ... n, sao linearmente independentes
sobre K(z). Sejam ¢1(),...,¢,(x) € K(z) tais que »_ ¢;(z)z; = 0. Assumimos que

i=1
todos os @;() sdo polindémios em x e que x nao divide todos eles. Denotamos a; = ¢;(0),
e definimos para cada j € {1,...,n}, a; # 0 e a; = 0 para ¢ > j. Assim,

n

Y@z =0=> ¢i(@)z; + ¢j(@)r; =0 <= > ¢;(x)x; = —p;(x)z;,

i1 2 i
com ¢;(z) € O, para i = 1,...,n (jd que v = x; € P), x; € z;P, para i < j e
wi(x) = xg;(x), para i > j, onde g;(z) é um polinémio em x. Dividindo a equagao acima
por z;, obtemos

1
Y _wila)ri = —p;(x)r; = (Z @i(fﬂ)ﬂfi) c— = —pr) =
i#j . i#£] . J
d_wile)— + D xgi(r) - = pi(2).

i<j i i Zj

Os termos do lado esquerdo pertencem a P, e logo ¢;(x) € P. Agora, note que ¢;(z) =
a; + xgj(x), onde g;(z) € K[z] C O e x € P. Assim,

a; = pj(x) —xg;(x) € K.

Desse modo, 0 # a; € KNP C Kn P, o que contradiz a proposicao item (3). Logo
@i(x) = 0, para todo i = 1,...,n. Portanto, z1,...,x, sdo linearmente independentes, e
concluimos que [F': K(z)] > n, como gostariamos de demonstrar.

Demonstrado o lema acima, provaremos um teorema a seguir que nos fornece em
seguida a definicao de anel de valorizacao discreta.

Teorema 2.8. Sejam O um anel de valorizagio do corpo de fungoes F/K e P seu
ideal mazximal. Entdo

(a) P € um ideal principal.

(b) Se P =10, entio cada 0 # z € F tem uma unica representacio da forma z = t"u
para algum n € Z e u € OF.

(¢c) O é o um dominio principal. Mais precisamente, se P =tO e {0} #1 C O é um
ideal, entdo I =1"QO, para algum n € N.

Demonstragao: (a) Suponhamos que P nao é um ideal principal e considere 0 # x; €
P. Como P néo é principal, entdo P # 2710, e assim, existe o € P\z;0. Afirmamos
que zox7t ¢ O. De fato, se zoz; " € O, terfamos x5 € 2,0, o que é absurdo pela escolha
de z5. Novamente, pela proposicao item 2, como zoz;" ¢ O, entdao zy,'x; € P, e
portanto, 1 € xoP. Analogamente, podemos encontrar z3 tal que x5 € x3P.
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Por inducao, conseguimos uma sequéncia infinita de elementos x1, zo, x3,... em P tal
que z; € x;41 P, Vi > 1, o que contraria o lema uma vez que [F' : K(z)] < oo.
Portanto, concluimos que P ¢ um ideal principal.

(b) Para a demonstragao deste item, mostremos a existéncia dessa representagao. Seja
0 # z € F. Como O ¢ anel de valorizacao, sem perda de generalidade, assumimos que
z€ 0. Se z € O*, entdo z = t°2, e ndo hd o que mostrar. Suponha que z ¢ O*, ou seja,
z € P pela defini¢do do ideal maximal. Assim, pelo lema [2.7], existe m > 1, m maximal,
tal que z € ™0, uma vez que a sequéncia

_ _ 4m—1
T1=2,T9=1 -

e T =1
é limitada. Assim, escrevemos z = t"u, com u € O. Resta mostrar que u € O*. Suponha
que u ¢ O, ou seja, u € P =tO, isto é, u = tw, com w € O. Desse modo,

2 =t"u = t"tw = t"w C O,

o que contradiz o fato de m ser maximal. Logo, devemos ter u € O*, e isto conclui a
existéncia da representacao. A unicidade desta representacdo segue do fato de termos m
ser maximal e u ser invertivel.

(c) Seja {0} # I C O um ideal. Mostremos que existe n € N tal que I = t"O.
Considere o conjunto A = {r e N|t" € I}.

Notamos primeiramente que A # (). De fato, se 0 # x € I, entdao pelo item anterior
x = t"u, com u € O%, e portanto zu~! = ¢". Como z € I, entdo zu™! =" € I.

Seja n := min(A). Afirmamos que I = t"O. De fato, como " € I, do fato de I ser
ideal, segue a inclusao t"O C I. Reciprocamente, seja y € I. Pelo item anterior, existe
s> 0ew € O tal que y = t*w. Pela minimalidade de n, temos s > n, e ainda, t* € I.
Reescrevendo y de uma maneira adequada, obtemos

y=t""t"w =t".(t""w) € t"O,
e segue que I C t"O, e portanto vale a igualdade.
|

Defini¢do 2.9. Um anel que possui as propriedades (a), (b) e (c) do teorema [2.§ é
chamado de um anel de valorizagdo discreta.

Definido o conceito de anel de valorizacdo discreta, podemos definir o conceito de
lugar, objeto principal de estudo nessa se¢ao, e de parametro local.

Defini¢ao 2.10. Seja F'/K um corpo de fungaes.
a) Um lugar P de F/K é o ideal mazimal de algum anel de valorizagio O de F|K.
Todo elemento t € P tal que P = tO é chamado de parametro local ou elemento primo

de P.
b) Pp:={P | P € um lugar de F//K}

Se O é um anel de valorizacao de F//K e P é seu ideal maximal, entdo O é unicamente
determinado por P, isto ¢, O = {z € F | 27! ¢ P}. Assim definimos Op = O como o
anel de valorizacao do lugar P.
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Definicao 2.11. Uma valorizagio discreta de F/K é uma fungao v : F — Z U {0}
que satisfaz:

a) v(r) =00 <= x=0;

b) v(zy) = v(x) + v(y), Yo,y € F;

c) v(z +y) > min{v(x),v(y)}, Yo,y € F;

d) existe z € F tal que v(z) = 1;

e)v(a) =0,Va e K, a#0.

Observacao 2.12. O simbolo co serve para denotar um elemento ndo pertencente a
Z tal que co+0c0o=00+n =00, Vn € Z e co > m, Ym € Z.

Observagao 2.13. Seja n € Z. Pelo item d) da defini¢io acima, existe z € F tal que
v(z) = 1. Do item b), seque que v(z") =v(z)+---+v(z) =1+ ---+1=n. Portanto, v
¢ sobrejetora.

Veremos agora como se comporta a propriedade ¢) da definigao de valorizagao discreta,
para o caso em que v(x) # v(y).

Lema 2.14. (Desigualdade triangular estrita) Sejam v uwma valorizag¢do discreta de
F/K ex,y € F tais que v(x) # v(y). Entao v(x 4+ y) = min{v(x),v(y)}.

Demonstragdo: Primeiramente, note que se a € K, entao v(ay) = v(a) + v(y) = v(y),
pelos itens (b) e (e) da defini¢do 2.11] Em particular, v(y) = v(—y).

Por hipétese, v(x) # v(y). Sem perda de generalidade, suponha que v(z) < v(y)
e que v(z +y) # min{v(z),v(y)}. Entdo, pelo item (c) da defini¢ao R.11] v(z + y) >
min{v(z),v(y)} = v(z). Por fim, temos

v(x) = v((z +y) —y) = min{o(z +y),v(=y)} = min{v(z +y),v(y)} > v(2),
o que é absurdo. Portanto, v(x 4 y) = min{v(x),v(y)}.
|

Definig¢ao 2.15. A cada lugar P € Pg, associamos a fung¢io vp : F' — Z U {0} da
sequinte forma: escolhemos um parametro local t de P. Entao, cada 0 # z € F possui
uma representagao unica da forma z = t"u, com u € Op en € Z. Desse modo, colocamos
vp(z) =n e vp(0) = oco.

Observamos que a definicdo anterior depende unicamente de P, e nao da escolha do
parametro local t. De fato, seja t’ um outro parametro local para P. Entao, P = tO = t'O.
Desse modo, pelo item (b) do teorema t = t'w, para algum w € Op. Assim,

t"u = (tw)"u = (t')"w"u = ()" (w"u), onde w"u € Op.
Logo, teremos vp(t"u) = n = vp((t')"(w™u)), o que garante que a defini¢do ndo depende
do paramtro escolhido.

Teorema 2.16. Seja F/K um corpo de fungoes. Entdio
(a) Para cada lugar P € Pg, a fung¢io vp da definicio anterior é uma valorizag¢do
discreta de F/K. Mais ainda, temos:

Op ={z€ F |vp(z) > 0},
p={z€ F[uvp(z) =0},
P={z¢€ F|vp(z) > 0}.
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(b) x € F é um parametro local de P se, e somente se, vp(z) = 1.

(¢) Seja v uma valorizagio discreta de F/K. Entio P :={z € F | v(z) > 0} é um
lugar de F/K, e Op ={z € F |v(z) > 0} € o anel de valoriza¢io correspondente.

(d) Todo anel de valorizagao de F/K €é um subanel préprio e mazimal de F'.

Demonstragao: (a) Mostremos que vp satisfaz as 5 propriedade da defini¢ao de valo-
rizacao discreta.
(i) Segue da definigdo de vp que vp(x) = 0o <= z = 0.
(77) Sejam z,y € F e t um pardmetro local de P. Logo, z = t™u, y = t"v, com
m,n € Z e u,v € Op. Temos

vp(zy) = vp(t™ut™v) = vp(t"uv) = m +n = vp(r) + ve(y).

(17i) Sejam x,y € F com vp(x) =n e vp(y) = m. Assumimos que n < m < oo e
r = t"uy, y = t™uy, com uj,us € Op. Logo,

x4y =1t"up + t"uy = t"(ug + " "ug) = t"z,

onde z = uy + t™ "uy € Op. Se z = 0, entdo vp(x +y) = vp(0) = oo > min{m,n}.
Suponha que z # 0. Entdo 2z = t*u, com k > 0 e u € Op. Assim,

vp(r +y) = vp(t"z) = vp(t"thu) = vp(t"*u) = n + k > n = min{vp(z),vp(y)},

pois n < m.

(iv) Tomando z = t, temos z = t! - 1, com 1 € O%, e portanto vp(t) = 1.

(v) Seja a € K, a # 0. Assim, claramente a = t°.a, e a € Op. Desse modo,
vp(a) = 0.

De (2), (ii), (1), (iv) e (v) segue que vp é uma valorizacao discreta de F/K.

Agora, provemos que P = {z € F' | vp(z) > 0}. Suponha que exista z € P tal que
vp(2z) < 0. Entao, z = t"u, com u € O* e n < 0. Assim, u =t "z. Agora, como t,z € P,
entdo 7"z = u € P, o que é absurdo pois u é invertivel. Logo, P C {z € F | vp(z) > 0}.
Para a outra inclusao, considere z € F tal que vp(z) > 0. Se vp(z) = 0o, entdo z =0 € P.
Se vp(z) =n € Z, entdo z = t"u, com u € O* e n € Z, e assim, z € tO = P. Portanto,
segue a igualdade dos conjuntos.

Por outro lado, para todo z € F pela proposicao item (b), 2 € O < 27! ¢
P < vp(z7!) < 0 <= wvp(z) > 0. Portanto, Op = {z € F | vp(z) > 0}. Do que
fizemos, segue que Oy = {z € F'| vp(z) = 0}.

(b) Se z € F' é um pardmetro local, entdo x =z - 1, com 1 € O}. Logo vp(z) = 1.

Reciprocamente, considere ¢ um parametro local para P, ou seja P = tO e sejam
a € P e vp(r) = 1. Queremos mostrar que x é um parametro local para P. Como
a € P =10, entdo a =t-o0, com o € O. Agora, como vp(z) = 1, entdo x =t - u, com
u € OF. Assim, a = x - u - 0. Definindo w := u - 0, segue que a = x - w, com w € O, e
portanto, x é parametro local de P.

(c) Segue diretamente do que foi feito no item (a).

(d) Sejam O um anel de valorizagao de F//K, P seu ideal maximal, vp a valorizagao
discreta associada a P e z € F\O.

Mostremos que F' = O[z]. Claramente O[z] C F, uma vez que O C F e z € F. Para
a outra inclusdo, considere y € F. Entdo, vp(yz—*) > 0, para k suficientemente grande
(isto vale pois como z ¢ O, entdo 27! € P, e segue que vp(z~') > 0). Logo, definimos
w = yz~ % e temos w € O, pois vp(w) > 0. Entdo w = yz~* & y = wz* € Oz], ou seja,
F C O[z]. Portanto, O[z] = F, como gostariamos de mostrar.
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Pelo que vimos no teorema acima, lugares, valorizagoes discretas e anéis de valorizacao
estao associados as mesmas estruturas.

Agora, considere P um lugar de F/K e Op o seu anel de valorizagdio. Como P é um
ideal maximal de Op, entao o anel de classe residual Op/P é um corpo. Para x € Op,
definimos z(P) € Op/P como a classe residual de x médulo P, e para x € F\Op,
colocamos z(P) := oco. Pela proposicao , sabemos que K C K C Ope KNP C
K NP = {0}, e assim, a aplicaggo Op — Op/P induz uma aplicacdo canoénica de K
em Op/P. Assim, consideramos K como um subcorpo de Op/P, via essa injegdo. Vale
ressaltar que podemos considerar o corpo das constantes K no lugar de K. Isso nos
motiva a seginte definicao:

Definigao 2.17. Seja P € Pp.
a) Fp:=Op/P é o corpo de classe residual de P, e a aplicagao

po: F— FpU{oco}
x+— x(P)

é chamada aplicacio de classe residual com respeito a P. E comum utilizarmos a notagio
r+ P :=z(P).

b) deg P = [Fp : K] é chamado grau de P. Se um lugar P possui grau 1, P é chamado
de um lugar racional de F|K.

A proposicao a seguir nos garante a finitude do grau de P.
Proposicao 2.18. Se P € um lugar de F|K e 0 # x € P, entdo
deg P < [F: K(x)] < 0.

Demonstragao: J& vimos pela proposigao [2.4|que [F : K(z)] < co. Mostremos a outra
desigualdade. E suficiente mostrar que, para quaisquer zi,...,z, € Op, cujas classes
residuais z1(P), ..., z,(P) € Fp sdo linearmente independentes sobre K, sdo linearmente
independentes sobre K (x).

Suponha que exista uma cominacao linear nao trivial da forma

n

> pi(z)z =0,

i=1
com @;(x) € K(z). Sem perda de generalidade, assumimos que ¢;(x) sao polinémios em x
e nem todos sao divisiveis por z, ou seja, p;(z) = a; + gi(z), com a; € K e g; € K|z], com
a; # 0, para algum j = 1,...n. Como x € P e g;(z) € Op, entao ¢;(x)(P) = a;(P) = a;.
Agora, temos

0=0(P) = fjlsoxx)(P)zi(P) - iaizm,

e isso contradiz o fato de z,(P), ... z,(P) serem linearmente independentes sobre K. Por-
tanto, z1,..., %, sao linearmente independente sobre K(x), e segue que deg P < [F :
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Corolario 2.19. O corpo K das constantes de F/K € uma extensdo finita de K.

Demonstracao: Seja P € Pr. Como K — Fp via a aplicacado Op — Fp, segue da
proposicao [2.18 que

K : K| <[Fp:K]=degP <[F: K(z)] < .
[ |

Observagao 2.20. Seja P um lugar racional de F/K, isto é, deg P = 1. Assim,
Fp = K, e portanto, a aplicacio de classe residual com respeito a P € dada por

p: F— KU{oo}
r—x+ P

Em particular, se K é um corpo algebricamente fechado, entao todos os lugares tem grau
1. De fato, se K ¢ algebricamente fechado, entdo toda extensdo algébrica € trivial, ou seja,
[F, : K] =1, para todo P € Pr. Podemos entao olhar para z € F' como uma aplicagio

) PF—>KU{OO}
"l P— 2+ P

Por essa razao, F/K é chamado de um corpo de fungoes. Por outro lado, os elementos
de K, interpretados como funcoes pela aplicacio acima, sdo as constantes, e por isto €
chamado de corpo das constante de F'.

A seguir, veremos a defini¢cao de zeros e polos de um elemento z € F. Essa defini¢ao é
uma generalizagao desses conceitos vistos na teoria de fungoes de uma variavel complexa.

Definigao 2.21. Sejam z € F' e P € Pr. Dizemos que P é um zero de z, se vp(z) > 0
e que P € um polo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) =m > 0, entdo P é um zero de ordem m
e se vp(z) = —m < 0, entao P é um polo de ordem m.

Até o momento, baseamos nossa teoria na existéncia de lugares de um corpo de fungoes.
Uma pergunta natural que surge é a seguinte: dado um corpo de fungdes F//K, sempre
existe P um lugar de F//K? O préximo teorema garante que Pp # ().

Teorema 2.22. Sejam F/K um corpo de fung¢oes e R um subanel de F' com K C R C
F. Considere {0} # I ; R um ideal proprio de R. Entao, existe P € Pp tal que [ C P e
R C Op.

Demonstragao: Considere o conjunto F := {S | S é subanel de F' com R C S e IS #
S}. Sabemos que IS por definigdo é o conjuntos de todas as somas finitas da forma
> a,s, onde a, € I,s, € S, e que é um ideal de S. Afirmamos que F # (), uma vez que
R € F. Além disso, F é ordenado pela inclusdo. De fato, se H C F é um subconjunto
totalmente ordenado de F, entdao T := U{S | S € H} é um subanel de F' com R C T.
Temos que verificar que I'T" # T. Suponha que isso seja falso, ou seja, que I'T = T. Entao,

1= Z a,s,, com a, € I,s, € T. Como H é totalmente ordenado, entao existe Sy € H

v=1
n

tal que sq,...,8, € Sy, 0 que implica que 1 = Z a,s, € 1Sy, o que é uma contradicao.
v=1
Assim, T' € F e, claramente, T' é majorante de H.
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Entao pelo lema de Zorn, F possui um elemento maximal, ou seja, existe O C F tal
que RC O C F,I0 # O, e O é maximal com relagao a essas propriedades. Para concluir
a demonstragao, resta mostrar que O é um anel de valorizacao de F/K.

Por hipétese, I # {0} e IO # O, ou seja, O C F e I C O\O*. Suponha que exista
um elemento z € F tal que 2 ¢ O e 27! ¢ O. Desse modo, temos 10[z] = Olz] e
1027 = O[z7Y. Assim, existem ag, ..., dy, bo, - .., by € IO tais que

l=ay+arz+---+a,2" e
1=0by+biz b+ bz ™

Agora, note que m,n > 1, pois caso contrario terfamos ay = 1 ou by = 1, ou seja,
1 € 10, implicando em IO = O. Ainda, podemos supor que n,m sao os menores inteiros
positivos que satisfazem as igualdades acima, e sem perda de generalidade, que m < n.
Multiplicando a primeira equacao por 1 — by e a segunda por a, 2", obtemos

1—b0: (1—b0)a0+(1—b0)a12+—I—(l—bo)anz" (§
0= (bgp— 1) ap2" +b1a,z" ' + -+ + bpa,z"™.

Somando as duas equacds, obtemos 1 = ¢y + 12 + -+ + ¢,_12"" !, onde ¢; € 1O, mas
isso é uma contradi¢ao, pela minimalidade de n. Assim, para todo z € F, temos z € O
ou z~ ! € O, e segue que O é um anel de valorizacao, o que conclui a demonstracio do
teorema.

O corolario a seguir garante que, todo elemento z € F, que nao pertence ao corpo das
constantes K, possui pelo menos um zero e um polo.

Corolario 2.23. Sejam F/K um corpo de fungoes e z € F transcendente sobre K.
Entao z tem pelo menos um zero e pelo menos um polo.

Demonstragao: Considere o anel R = K|[z] e o ideal I = zK|z]. Pelo teorema [2.22]
existe P € Pr tal que z € P, e portanto, P é um zero de z. Analogamente, prova-se que
27! tem um zero Q € Pr, ou seja, @ é um polo de z. Em particular, obtemos que Pp # 0.

2.2 O corpo das funcoes racionais

Na secao anterior, trabalhamos com corpos de fun¢des mais gerais e alguns resulta-
dos acerca deles. Para um entendimento melhor de como funcionam os corpos de fungoes,
abordaremos nesta se¢ao o caso mais simples, em que o corpo de fungoes é racional, ou
seja, quando temos F' = K (x), com x transcendente sobre K.

Consideramos F' = K (z) ao longo desta se¢ao. Dado um polinémio monico irredutivel
p(z) € K[x], obtemos o anel de valorizacao

O = {11 1(0)0t0) € Kl pto) 90}
de K(z)|K, cujo ideal maximal é

gm:{ﬁyﬂmwweKMmmummmwmm}



O corpo das fungoes racionais 31

Claramente O,y ¢ um anel de valorizacdo e P,) o seu ideal maximal. Um caso
particular, é quando consideramos o polinémio p(x) = = — «, com o € K. Nesse caso,
escrevemos P, := Py € Pr(q).

Além do anel de valorizagao Op(;), ¢ possivel definir outro anel de valorizacao de
K(z)/K. Considere o conjunto

0. = {J;Eg | F(a). gle) € Klal, deg f(z) < degg<x>}.

Afirmamos que O é um anel de valorizagao de K(x)/K.

De fato, claramente K C O, e ainda, a inclusao é estrita uma vez que z = — € O,

T
mas z ¢ K. Assim, K G O,. Por outro lado, por defini¢do de O, temos Oy C K(z),
mas z =1 € K(x) e 2 ¢ Ox. Logo, O & K(2).

Agora, seja z = féx; € K(x). Se z € O, nao ha o que mostrar. Suponha que
g(x
z ¢ Ou. Entao, deg f(x) > degg(x). Assim, z7! = fcix; € O. Logo, segue que O é
T
um anel de valorizagao de K(z)/K.
E f4cil verificar que o conjunto P, = {géi; | f(z),9(x) € Kz|,deg f(z) < deg g(w)}

é ideal maximal de O4. O lugar P, é chamado de lugar infinito de K(z).

As proposigoes a seguir nos fornecem uma série de propriedadades de cada um dos
dois tipos de anéis de valorizacoes e seus respectivos lugares definidos acima. Em seguida,
mostraremos que esses sao os Unicos lugares do corpo de fungoes K (x)/K.

Proposicao 2.24. Considere em K(x)/K o lugar P = Py € Pk, onde p(x) €
K[z] é um polinomio ménico e irredutivel. Entdo p(x) é um parametro local para P e a
valorizagio vp correspondente € definida da sequinte forma: se z € K[xz]\{0} € escrito

da forma z = p(x)" - (f(x)/g(x)), comn € Z, f(x),g(x) € K[z], p(x) { f(x) e p(r) 1

g(x), entao vp(z) = n. Ainda, o corpo de classe residual K(x)p = Op/P € isomorfo a
K[z]/{(p(x)), e um isomorfismo é dado por

¢'{ Kzl /(p(x)) —  K(z)p
@) mod plz) — f(z) + P

Consequentemente, deg P = [K (z)p : K] = deg(p(x)).

Demonstragao: O fato de p(x) ser um pardmetro local para P segue do teorema ,
uma vez que p(z) = p(z)! - 1, ou seja, vp(p(r)) = 1, e portanto, ¢ um pardmetro local.
Ainda, a aplicacao definida no enunciado é claramente uma valorizagao.

Considere o homomorfismo

| Klz] — K(x)p
¢'{ f(z) — f(z)+ P

Vamos determinar o nicleo da aplicagdao ¢. Temos

Kerg = {f(z) € Klz] [ ¢(f(x)) = 0} = {[f(2) € K[a] | f(z) + P =0} = {f(x) € K[2] |
f(x) € P} = (p(x)).
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u(z)
v(x)
u(z),v(x) € Klz] e p(x) 1 v(z). Logo, mde(p(x),v(z)) = 1, e segue que existem
a(z),b(x) € K[z] tais que a(z)p(x) + b(x)v(x) = 1. Assim,

u(z)

z=z-1= m - (a(@)p(z) + b(z)v(z)) =

ou seja, z(P) = z+ P = (b(x)u(z)) + P € Im(¢). Pelo teorema do isomorfismo, temos

Ainda, temos ¢ sobrejetora, uma vez que, dado z € Op(,), escrevemos z = , onde

() + bz)u(z),

_%r
==

Ainda deg P = [K(z)p : K| = deg(p(z)).
|

Proposicao 2.25. Nas condicoes da proposicao anterior, considere o caso em que
p(zr) =z —«a, coma € K. Entio deg P =1 e a aplicagao de classe residual é dada por

2(P) = z(«a), para z € K(z), onde z(«) € definido da sequinte forma: escreva z = g((g,
onde f(z),g(z) € K[z| sio primos entre si. Entao
/(=)
Z(O./): m7 g(Oé)?éO )
0o,  g(a)=0

Demonstracao:
Nesse caso, temos P = P,, com a € K. Claramente deg P = 1, pois pela proposi¢ao

2.24] temos deg P = [K(z)p : K] = deg(p(z)) = 1.
Se f(z) € K|z], entao (z — «) | (f(x) — f(«)), e consequentemente

f(@)(P) = (f(z) = fF(@)(P) + (f(@)(P) = (f(a))(P),
pois f(z) — f(a) € P,. Seja z € Op arbitrario. Entéao

_ f(=)
g(x)

, com f(z),g(x) € Klz] e p(x) = 2 — at g().

Logo, g(x)(P) = g(a) # 0, e temos z(P) = = = z(a),g9(a) # 0. Se

g(a) =0, colocamos z(«) = oo e o resultado segue.
|

Proposicao 2.26. Seja P = Py, o lugar infinito de K(x)/K. Entdio degP,, =1 ¢
um parametro local para Py, ét = 1/x. A valoriza¢io discreta correspondente vy, € dada
por

f (I))
Voo | —= | = deg(g(z)) — deg(f(x)),
(23] = dentato)) ~ den( )
onde f(x),g(x) € K|x]. A aplicacio de classe residual correspondente a Py, é determinada
por z2(Px) = 2(00), para z € K(x), onde z(00) € definida da sequinte maneira: escreva
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anajn_i_..._'_ao

= n;bm 0.
‘ bppx™ + -+ + by com a 7
Entao,
an
— sen=m
z(00) = 0 sen<m -

9] sen>m

Demonstragao: Como F' = K(x), entdo F é corpo de fungdes racionais, e portanto,
[Fp, : K] =1, ou seja deg P, = 1.

Para concluir a demonstragio, resta verificar que ¢t = 1/z é um parametro local, uma
vez que a valorizagao v, esta bem definida e é de fato uma valorizagao, e ainda, a aplicagao
de classe residual corresponde de fato a P...

Note primeiramente que, pela definicdo de P, temos 1/z € P,,. Agora, considere

_fl@) -
z = o) € P, ou seja deg(f(x)) < deg(g(x)).
Assim, obtemos z = imgf(g) Agora, note que deg(zf(z)) < deg(g(x)), e assim,
zf(x)

1
€ O4. Segue que z € () Os.
g(z) T )

Portanto — é um gerador do lugar infinito, ou seja, — é um parametro local para P,..
x x

Com essa ultima proposicao, podemos fazer uma relagdo com a teoria de caclulo dife-
rencial e integral, sobre calculo de limite de fungoes racionais. Sejam f(z) = 22 + 2z + 1

e g(x) = 2%+ 2, e considere z = fél‘; Pela proposicao [2.26] como deg(f(z)) =2 <3 =
g(x
deg(g(z)), temos z(o0) = 0, que coincide com lim M

. Veja a figura a seguir.

Os casos em que os graus sao iguais ou o grau do numerador é maior que do numerador,
seguem de maneira andloga.

Proposicao 2.27. Considere K(x)/K o corpo das fungoes racionais. Entio K € o
corpo das constantes completo de K(z)/K, isto é, K é algebricamente fechado em F.
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Demonstragao: Considere P um lugar de K (x)|K de grau 1 (basta considerar P = P,,
com a € K). Entao, K(z)p = K. Agora, o corpo das constantes K de K(x) esté contido
em K(x)p. De fato, como K C K(z), basta considerarmos a homomorfismo definido na
proposicao . Assim, temos K C K C K(z)p = K, ou seja K = K como queriamos
mostrar.

Finalizamos essa secdo com o teorema a seguir, que caracteriza todos os lugares no
corpo de fungdes racionais K (x)/K, os definidos no inicio desta secao.

Teorema 2.28. Nao existem outros lugares do corpo de fungoes racionais K(x)/K
diferentes dos lugares P,y e Py definidos no inicio desta segao.

Demonstragao: Seja P um lugar de K (z)/K. Temos duas possibilidades: € Op ou
x ¢ Op. Vamos dividir a demonstragao nesses dois casos.

Caso 1: Suponha que z € Op. Logo, K[x] C Op. Definimos I := K[z]N P. Note que
I é um ideal de K|z|, e mais ainda, é primo. Desse modo, a aplicacdo de classe residual
induz uma inje¢do K|x]/I — K(z)p, o que garante que I # {0}. Disto, segue que existe
um unico polindémio moénico e irredutivel p(x) € K[z] tal que [ = K[z] N P = p(z) - K[z].
Agora, dado g(z) € K|[z], com p(z) t g(x), temos que g(x) ¢ I, e como g(z) € Klz],
devemos ter g(x) ¢ P, o que implica que 1/g(x) € Op, pela proposicao . Logo, temos

Opa) = {ﬁg | f(2),9(x) € K[z],p(x) J(g(m)} C Op.

Pelo teorema [2.16] os anéis de valorizagao sao subanéis proprios e maximais de K(z), e
portanto, Op = Oy, € segue que o lugar P coincide com o lugar Py ,).

Caso 2: Suponhamos agora que x ¢ Op. Como Op é um anel de valorizacdo, segue
que z7t € Op, e assim, K[z7!'] C Op. Ainda, como = ¢ Op, temos 2! € P, ou seja,
rltePNK[z7'e PNK [z =27'K[z7!]. Como fizemos no caso 1, temos

op_{f§_1§|f< ) o) ek ] b (7))

ap +az -+ ax”
0
e —— T }

m—+n
{aga: + - 4 a ™ | bo # 0}
(9

box™t" + - - 4+ b,z

“v(2) € Klo], degu(z) < degv<x>}

oo

Novamente, pela maximalidade do anel de valorizacao, temos Op = O, e segue que
P = P,,. Portanto, temos P = P,y ou P = P, como gostarfamos de demonstrar.
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2.3 Independéncia de valorizacoes

Nesta se¢ao enunciaremos alguns resultados que serao uteis na construgao do espaco
de Riemann-Roch, o qual veremos na secao seguinte. As demonstragoes dos resultados
enunciados aqui serdo omitidas, mas podem ser encontradas em [IJ.

O principal resultado desta secao é o teorema da aproximacao fraca, o qual essencial-
mente diz que, dadas vy, ..., v, valorizacoes discretas distintas duas a duas de um corpo
de fungoes F/K e z € F, mesmo que saibamos os valores de v1(z),...,v,-1(2), ndo é
possivel concluir nada sobre v, (2).

Teorema 2.29. (Aproxzimagao fraca) Sejam F/K um corpo de fungoes, Py, ..., P, €
Pr lugares dois a dois distintos de F/K, xy,...,x, € F ery,...,r, € Z. Entao, existe
x € F tal que

vp, (x —x) =1 comi=1,... n.

Como consequéncia imediata do teorema [2.29, temos o corolario a seguir, que nos
garante a existéncia de uma infinidade de lugares de um corpo de fungoes.

Corolario 2.30. Todo corpo de fungées possui infinitos lugares.

Na préxima secao, veremos que um elemento x € F, transcendente sobre K, possui
a mesma quantidade de zeros e polos. A proposicao a seguir desempenha um papel
importante na demonstracao do resultado citado anteriormente.

Proposicao 2.31. Sejam F/K um corpo de fungoes e Py, . .., P, zeros de um elemento
x € F. Entao

i}”ﬂ(@ .deg P < [F : K(2)).

Para encerrar esta secdo, temos um corolario importante, que garante a finitude do
nimero de polos e zeros de um elemento x € F'.

Corolario 2.1. Em um corpo de fungoes F/K, todo elemento 0 # x € F tem uma
quantidade finita de zeros e polos.

2.4 Divisores

A partir desta se¢do, e ao longo deste capitulo, F'/K denotard sempre um corpo de
fungoes algébricas de uma variavel tal que K é algebricamente fechado em F'.

Nesta secao, definiremos um conceito importante em nossa teoria: os divisores, os
quais aparecem na definicdo do espaco de Riemann-Roch. Além disso, definiremos o
conceito de género de um corpo de fungoes, para que possamos demonstrar o teorema de
Riemann-Roch mais adiante.

Definicao 2.32. O grupo divisor de F'/ K é definido como o grupo abeliano livre gerado
pelos lugares de F/K, e denotado por Div(F).

Os elementos de Div(F') sao chamados de divisores de F'//K. Em outra palavras, um
divisor é uma soma formal do tipo

D= Z npP, com np € Z, e np # 0 apenas para uma quantidade finita.
PE]PF
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O suporte de D é definido por supp D := {P € Pr | np # 0}. Algumas vezes, escreve-

remos D = Z npP, onde S C Pr é um conjunto finito tal que supp D C S.
PeS

Definicao 2.33. Se um divisor D € tal que D = P, para P € Pgr, chamamos D de
divisor primo.

Podemos definir uma adicao entre dois divisores, e ainda, exibir um elemento neutro
para essa operagao.
Dados D = > npP e D = > npP, definimos D+ D' := > (np+np)P.
PePp PePp PePp

Além disso, definimos o divisor zero por 0 := Z rpP onde rp = 0, para todo rp.
PG]PF

Claramente D +0 = 0+ D = D, para todo D € Div(F). Agora, dados @ € Pr e

D = > npP € Div(F), definimos vg(D) = ng. Assim, podemos reescrever o suporte
PePp
de D como

suppD ={P €Pr |vp(D)#0} e D= > wvp(D)-P.

Pesupp D

Para nossa teoria, é interessante que tenhamos em Div(F') uma relagao de ordem. Para
isso, definimos a seguinte relagdo de maneira natural: dados Dy, Dy € Div(F') dizemos
que D; < Dy se, e somente se, vp(D1) < vp(Ds), para todo P € Pp. Claramente a
relacao "<" ¢é de ordem parcial.

No caso em que tivermos D; < Dy e D; # Dy, podemos escrever simplesmente
Dy < Dy, ese D >0, dizemos que D é um divisor positivo ou efetivo.

Defini¢ao 2.34. Dado D € Div(F), definimos o grau de D por deg D := > wvp(D)-
PePp

deg P.

Da forma que definimos grau de um divisor, existe ¢ : Div(F) — Z homomorfismo:
basta associarmos cada divisor D ao seu grau. Agora, a cada ponto x € F, podemos
considerar um divisor associado a x, o qual denotaremos por (x). Isso nos motiva a
seguinte definicao:

Definicao 2.35. Sejam 0 # x € F, Z o conjunto de zeros de x em Pr e N o conjunto
dos polos de x em Pr. Definimos

(x)o :== > _ vp(x)P, como o zero divisor de x,
Pez

(T)oo == Y_ (—vp(x)) P, como o polo divisor de ,
PeN

(x) == ()0 — (T)0o como o divisor principal de x.

Segue diretamente da defini¢do anterior que (x)y > 0 e (2)o > 0. Ainda, temos que

() = > wvp(z)P. Além disso, os elementos ndo nulos € F que sdo constantes sio
PePp
caracterizados por z € K & (z) = 0. Esse fato segue diretamente do corolario [2.23]

assumindo que K ¢ algebricamente fechado sobre F'.
Considere agora o conjunto Princ(F) := {(x) | 0 # = € F}. Temos Princ(F) um
subrupo de Div(F), uma vez que, para quaisquer 0 # z,y € F'| temos
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(zy) = Zvp(zy)P = X (vp(x) +vp(y)) P = X vp(x) P + Zvp(y)P = (z) + (y).

Defini¢ao 2.36. O conjunto Princ(F) := {(z) | 0 # x € F'} é chamado de grupo dos
divisores principais de F/K.

O grupo quociente CI(F') := Div(F')/ Princ(F') é chamado grupo de classe divisora de
F/K. Dado D € Div(F), o elemento correspondente a D em CI(F') é denotado por [D]
ou D, e chamado de classe de D.

Veremos agora a definicdo de divisores equivalentes, a qual serd bastante utilizada no
desenvolvimento desta teoria.

Defini¢do 2.37. Dados D, D" € Div(F), dizemos que D e D' sio equivalentes, e
denotamos por D ~ D', se D = D', isto €, existe x € F nao nulo tal que D = D' + (x).

Claramente ~ da defini¢ao anterior é uma relacao de equivaléncia. A seguir, definimos
o espago de Riemann-Roch, que serd nosso objeto central de estudo de agora em diante.

Defini¢ao 2.38. Dado A € Div(F), definimos o espago de Riemann-Roch associado
a A por

L(A):={zeF|(z)>-A}u{o}.

' S
Essa defini¢ao tem a seguinte interpretagao: Se A = Z n; P, — Z m;Q;, onde n;, m; >
i=1 j=1
0, entao

L(A)={z e F|(z) >-A}U{0} :{xeF| >—(ZnZPZ ZmJQJ)}U{O}:

<

{xEF\ > nZP+ZmJQ]}U{O}

=1

Logo, = tem zeros de ordem > m; em (), com j = 1,...,s e tem polos somente nos
lugares P;, cujas ordens em P; sao limitadas por n;, com ¢ =1,...r.

A observacgao a seguir tem uma demonstragao bastante simples, porém sera bastante
usada no decorrer da secgao.

Observacgao 2.39. Seja A € Div(F). Entdo
(a) x € L(A) <= vp(x) > —vp(A), para todo P € Pp.
(b) L(A) # {0} <= existe A’ € Div(F) tal que A’ ~ A e A" > 0.

Demonstracao: (a) Temos

$€£(A> <>> A@ZUP P>—ZUP(A)P<:>
PGIPF PePp

= Z Up P> Z P<:><:>Up( )Z—Up(A),VPEPF.

PePp PePp

(b) L(A) # {0} & existex € L(A) comz #0 < (x) > —A < (z) + A > 0. Assim,
basta tomarmos A’ = (z) + A, e teremos A ~ A’ por defini¢ao, e A’ > 0.



38 Corpos de fungoes algébricas

Quando consideramos o espaco de Riemann-Roch associado a um divisor A, podemos
definir neste conjunto, uma adi¢cao e uma multiplicacao por escalar, de maneira usual.
O préximo resultado nos garante que o conjunto L£(A) é um K-espago vetorial. Além
disso, obtemos uma condicao suficiente para que dois espagos de Riemann-Roch sejam
isomorfos.

Lema 2.40. Seja A € Div(F'). Entdo:
(a) L(A) € um espago vetorial sobre K.
(b) Se A~ A, entao L(A) ~ L(A), como espagos vetoriais.

Demonstragao: (a) Sejam x,y € L(A) e a € K. Pela observacao 2.39(a), vp(z +y) >
min{vp(x),vp(y)} > —vp(A) e vp(ax) = vp(a) + vp(x) = vp(xr) > —vp(A). Assim,
também pela observacao [2.39(a), concluimos que x + y e ax estdo em L(A). Como as
operagoes sao fechadas em L£(A), segue que o conjunto é um K-espago vetorial, uma vez
que as propriedades para ser espago vetorial se restringem a operagoes entre divisores e
valorizagoes.

(b) Seja A’ € Div(F) com A" ~ A. Logo, existe z € F' nao nulo tal que A = (z) + A’.
Afirmamos que L£L(A) ~ L(A’). Considere a aplicagao

| L(A) — F
v T xz
Afirmamos que ¢ é linear. De fato, p(ax +vy) = (ax + y)z = (azx)z + yz = a(zz) + yz =
ap(z) +¢(y), YV z,y € L(A) e V a € K. Além disso, observe que

relL(A) e @)+ A>0 (0)+ () + A >0 (z2) > -A Sz e L(A)
S p(r)e LIA) e Imp C LA).

Agora, definindo

1>

. LA) — F
v T — 2"

segue de maneira andloga que ¢ é linear, e ainda

(po)(x)=p(xz)=az"l2 =0 Vo e LA) e
(¢ o) (z) = p(xz) = 2227 = 2,V € L(A)

Portanto ¢ é um isomorfismo entre £(A) e L(A').

Sabendo que o conjunto L£(A) possui estrutura de espago vetorial. Uma pergunta
natural que surge é o valor da dimensao deste espaco, que é exatamente o problema de
Riemann-Roch. Os préximos resultados que apresentaremos serao todos com o intuito de
mostrar que o espa¢o L(A) tem dimensao finita, e ainda, que existe uma cota superior
para sua dimensao, que é de fato atingida. A seguir, temos dois lemas que serao utilizados
em demonstragoes futuras.

Lema 2.41. (a) £(0) = K
(b) Se A <0, entdo L(A) ={0}.
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Demonstragao: (a) Ja vimos que se 0 # = € K, entdo (x) = 0, ou seja, (z) > 0, e
portanto € £(0). Reciprocamente, dado 0 # x € £(0), temos (x) > 0. Assim, x nao
tem nenhum polo. Pelo coroldrio [2.23| devemos ter # € K. Portanto, K = £(0).

(b) Seja A < 0 e assuma que exista 0 # = € L(A). Logo, (z) > —A > 0, o que
implica que x tem pelo menos um zero e nenhum polo, o que é absurdo pelo corolario
2.23| Portanto, £(A) = {0}.

Lema 2.42. Sejam A, B € Div(F) e A < B. Entio L(A) C L(B) edim(L(B)/L(A)) <
deg B —deg A .

Demonstragao: Seja z € L(A). Entdo, (z) > —A > —B = x € L(B). Mostremos
que vale a outra afirmacao. Como B > A, colocamos B = A + P, para algum P € Pp.
O caso geral segue por inducdo. Escolhemos t € F' tal que vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1.
Assim, para cada z € L(B), temos vp(x) > —vp(B), pela observagao [2.39(a), ou seja,
vp(z) > —vup(t) = vp(z) + vp(t) > 0 = wvp(xt) > 0. Pelo teorema [2.16, segue que
xt € Op. Assim, temos bem definida a aplicacao

¢£(B)—)Fp
z— at+ P

Claramente v é linear sobre K, pois trata-se de operacoes envolvendo lugares e valoriza-
)
¢oes. Vamos determinar o nicleo desta aplicagao. Temos

Ker(¢) ={zx € L(B) | Y(z) =0} ={zx € L(B) |at+ P =0} ={z € L(B) | 2t € P} =
={x € L(B) | vp(at) > 0} = {z € L(B) | vp(z) > —vp(t)} =
={x € L(B) |vp(x) > —vp(A)} ={x € L(B) |z € L(A)} = L(A).

Portanto, Ker(¢) = £(A). Assim, ¢ induz um K-monomorfismo L(B)/L(A) — Fp.
Disto, segue que

dim(L(B)/L(A)) < dim(Fp) = deg P = deg(B — A) = deg B — deg A.
[

Utilizando esses dois lemas, iremos agora demonstrar uma proposi¢ao que nos fornece
uma primeira cota superior para a dimensao do espago L(A).

Proposicao 2.43. Para cada A € Div(F), o espago vetorial L(A) tem dimensao finita
sobre K. Mais precisamente, se A = A, — A_, onde A, e A_ sdo divisores positivos,
entio dim(L(A)) < deg A, + 1.

Demonstragdo: Vamos mostrar primeiramente que £(A) C L(A}). Seja = € L(A).
Entao () > —A = —(A, —A )= —-A, +A_ > —A,, ouseja, x € L(A,). Logo,
L(A) C L(AY).

Assim, é suficiente mostrar que dim(L(Ay)) < deg(A;) + 1. Como A, > 0 por
hipétese, pelo lema [2.42] temos dim(L£(A4)/L£(0)) < deg A, — deg0 = deg A,. Agora,
pelo lema 2.41] temos £(0) = K, ou seja, dim(£(0)) = dim K = 1. Assim,

dim(L£(A)) < dim(L(A4)) = dim(L(Ay)) — dim(L£(0)) + 1 = dim(L(A4+)/L(0)) +1 <
deg(Ay) + 1.
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Demonstrada esta proposi¢ao, faz sentido a préxima definicao.

Defini¢ao 2.44. Seja A € Div(F). O inteiro ((A) = dim(L(A)) é chamado de
dimensao do divisor A.

Como falamos anteriormente, um dos mais importantes problemas da teoria de corpos
de fungoes algébricas é calcular a dimensao de um divisor. A resposta para esse problema
sera dada na proxima segao, pelo teorema de Riemann-Roch.

Teorema 2.45. Todos os divisores principais possuem grau zero. De fato, pata todo
reF/K,
deg({z)0) = deg({z)o0) = [F": K(z)].
Demonstragio: Sejamn = [F: K(z)] e B := (2)oo = Y _(—vp,(2)) P = (vp(z7h))P;,
i=1 i=1
onde P, ..., P, sao todos os polos de = (segue da interpretagao feita apds a defini¢ao do

conjunto L£(A)). Entao, pela proposigao
deg B=> wvp, (ZU_l) ~deg P, < [F : K(x)] = n.
i=1

Mostremos que n < deg B. Como [F' : K(x)] = n, escolha uma base {uy,...,u,} de
F/K(z) e um divisor C' > 0 tal que (u;) > —C, para todo j = 1,...n, ouseja, u; € L(C).
Agora, note que z'u; € L(mB + C), para 0 <i<me 1 < j < n. De fato,

vp(z'u;) = ivp(x) + vp(u;) > —ivp(B) — vp(C) > —mop(B) — vp(C) = —vp(mB + C).

Agora, como esses elementos sao todos linearmente independentes sobre K (x), temos
{(mB + C) > n(m + 1), para todo m > 0. Colocamos ¢ := deg C. Pela proposigao [2.43]
temos

n(m+1) <l(mB+C) <deg(mB+C)+1=mdegB+c+ 1.

Portanto, m(degB —n) > n—c— 1,V m € N. Como o lado direito da desigualdade
nao depende de m, entao a desiguldade s6 é satisfeita quando deg B — n > 0, ou seja
deg B > n. Portanto, deg B = n, e mostramos que deg({x)) = [F : K(z)]. Agora, como
(2)o = (27 1)oe, seguie que

deg((z)o) = deg({z™ o) = [F: K(z71)] = [I: K(x)].

Em particular, todos os divisores principais possuem grau zero, ja que deg({x)y) =
deg(()0)-
[ |

Como consequéncia desse teorema, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.46. (a) Sejam A, A" € Div(F) tais que A ~ A’. Entdo ((A) = ((A") e
deg A = deg A’
(b) Se deg A < 0, entao ((A) = 0.
(c) Se deg A = 0, entao sao equivalentes:
(1) A € principal;
(i1) L(A) > 1;
(i13) L(A) = 1.
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Demonstracdo: (a) Sejam A e A’ divisores com A ~ A'. Pelo lema2.40] £L(A) ~ L(A"),
ou seja, {(A) = ((A’). O fato de deg A = deg A’ segue do teorema [2.45]

(b) Suponha que ((A4) > 0, ou seja, L(A) # {0}. Pela observacio [2.39 existe A’ €
Div(F) com A ~ A" e A’ > 0. Pelo item (a), temos deg A = deg A" > 0, o que contraria
a hipdtese de deg A < 0. Portanto, segue que ¢(A) = 0.

(c) (i) = (i1): Se A = (x) é principal, entdo x=! € L(A). Assim, dim(L(A)) > 1, ou
seja ((A) > 1.

(i4) = (iii): Como £(A) > 1, entdao L(A) # {0}, e pela observagao [2.39 existe A’ > 0
tal que A ~ A’. Pelo item (a), deg A’ = deg A = 0. Como A" > 0, entdao A’ = 0. Pelo
lema [2.41] segue que £(A) = ((A") = £(0) = dim(L£(0)) = dim(K) = 1.

(14i) = (i): Suponha ¢(A) = 1 e degA = 0. Entdo, L(A) # {0}, e assim, existe
0+# z¢€ L(A). Assim, (z) + A > 0. Logo, deg(A+ (z)) =0, ouseja A+ (z) =0= A=
—(z) = (z71). Portanto, A ¢ principal.

O préximo resultado nos fornece uma cota inferior para ¢(A), semelhante a desigual-
dade ((A) < 1+ deg(A), vista na proposigao [2.43|

Proposicao 2.47. FEziste v € Z tal que para todo A € Div(F'), € vdlida a desigualdade
deg(4) — ((4) < 7.

Demonstracao: Observamos primeiramente que, para quaisquer divisores A; e A,
temos

deg(Az) — deg(A1) = deg(A1) — €(A1) < deg(As) — £(As).

Fixe agora x € F/K e considere B = (z)oo = »_ (—vp(z))P, onde N é o conjunto dos
PeN
polos de x em Pp. Pelo que fizemos na demonstragdo do teorema existe C' > 0

tal que {((mB + C) > (m + 1) - deg(B), para todo m > 0. Ainda, pelo lema [2.42]
{(mB + C) < {(mB) + deg(C). Combinando ambas as desigualdades, obtemos

(m+ 1)deg(B) < {(mB) + deg(C) = ¢(mB) > mdeg(B) + deg(B) — deg(C) =
deg(mB) + ([F : K(z)] — deg(C)) = deg(mB) — {(mB) <,

onde v = deg(C) — [F : K(z)] € Z.

Nosso objetivo agora ¢ mostrar que a desigualdade acima ¢ valida quando substituirmos
mB por A € Div(F) qualquer.

Afirmacao 1: Dado um divisor A, existem divisores A; e D e um inteiro m > 0 tal
que A< A, Ay ~DeD <mB.

De fato, escolha A; € Div(F) com A; > 0e A; > A. Pelo lema m,

{(mB — Ay) > {(mB) — deg Ay > deg(mB) — v — deg(A4;) >0

para m suficientemente grande. Logo como ¢(mB — A;) > 0, existe 0 # z € L(mB — Ay).
Assim, definimos D := A; — (z), e entdo A; ~ D. Ainda, como z € L(mB — A;), temos

Agora, usando a afirmagao 1 que acabamos de mostrar, temos

deg(A) — £(A) < deg(A;) — ((Ar) = deg(D) — (D) < deg(mB) — {(mB) < 7.
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Com o que fizemos acima, podemos definir o género de um corpo de funcgoes. Pela
proposigao anterior, max{deg(A) — ¢(A) + 1| A € Div(F)} existe, pelo principio da boa
ordem. Assim, faz sentido a seguinte definigao.

Definicao 2.48. O género g de F/K € definido por g := max{deg(A) — ¢(A) + 1 |
A € Div(F)}.

Observe que g existe pelo Principio da Boa Ordem. Segue diretamente da definicao
que ¢g é um inteiro ndo negativo, basta tomar A = 0, e teremos deg(0) — ¢(0) + 1 =
—deg(A)+1=—-1+1=0, ou seja, g > 0.

A seguir, iremos relacionar a dimensao de um divisor A diretamente com o género de
um corpo de fungoes.

Teorema 2.49. (de Riemann) Seja F/K um corpo de funcoes de género g. Entao

(a) Para todo A € Div(F), ((A) > deg(A) +1—g.

(b) Eziste um inteiro ¢, dependendo apenas do corpo F/K, tal que ((A) = deg(A) +
1 — g, sempre que deg(A) > c.

Demonstragao: (a) Seja A € Div(F'). Entao, da definigdo de género, segue que g >
deg(A) — L(A) +1=((A) > deg(A) + 1 — g, como queriamos.

(b) Seja Ay € Div(F) com g = deg(Ag) — ¢(Ap) + 1 e defina ¢ = deg(Ay) + g. Se
deg(A) > ¢, entao

((A = Ag) = deg(A — Ag) +1 — g = deg(A) —deg(Ao) +1—g > c—deg(Ap) —g+1=1,

e portanto, existe 0 # z € L(A — Ay). Considere o divisor A’ = A+ (z). Entao, A’ > Ay,
e assim, usando o fato que A ~ A’, obtemos

U(A") —U(Ap) < deg A" —deg Ay = ((A) — ((Ap) < deg A — deg Ay
= ((A) —deg A < ((Ap) —degAg=g—1=Vl(A) <degA+1—g.

Do item (a), vale a igualdade ¢(A) = deg(A) +1 —g.
|

Exemplo 2.50. Mostremos que o género g do corpo de fungoes racionais K(x)/K é
zero.

Sejam P, = {fgx)) | f(z),g(x) € K[z], deg(f(x)) < deg(g(m))} o polo divisor de z
g(x

e r > 0 suficientemente grande. Considere o espaco de Riemann-Roch associado ao

divisor r Py, L(rP). Os elementos 1,z,...,2" € L(rP,), e como eles sdo linearmente

independentes, segue que 7+ 1 < {(rPy) = deg(rPy) +1—g=r+1—g. Assim, g <0,
e portanto, g = 0.

2.5 O teorema de Riemann-Roch

Nesta se¢ao, F'/K denotard um corpo de fungoes algébricas de género g. O principal
resultado desta segdo sera explicitar uma maneira de calcular a dimensao de um divisor
qualquer.
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Definicao 2.51. Seja A € Div(F). O inteiro i(A) = ((A) —deg(A)+g—1 é chamado
indice de especialidade de A.

O teorema nos garante que i(A) > 0 e quando deg(A) é suficientemente grande,
temos i(A) = 0. Introduziremos agora a no¢ao de uma adele.

Defini¢ao 2.52. Uma adele de F/K é uma aplicagio

]P)F—>F
@ P — ap

tal que ap ¢ Op apenas para um numero finito de P € Pp.

Uma adele é um elemento do produto direto H F' e usaremos a notacao a =
PE]PF
(ap) pepp ou simplesmente o = (ap). O conjunto

Ap :={a | a é uma adele de F//K}

é chamado de espago adele de F/K. Claramente Ar é um espago vetorial sobre K. A
adele principal de x € F é a adele cujas componentes sao todas iguais a . Ainda, temos
uma injecao F — Ap.

Com o intuito de utilizar todos os resultados ja vistos para valorizagoes, podemos
estender naturalmente os conceitos de valorizagoes para o espaco das adeles, colocando
vp(a) = vp(ap), onde ap é a componente P da adele a.

Definig¢ao 2.53. Seja A € Div(F'). Definimos Ar(A) por
Ap(A) :={a € Ap | vp(a) > —vp(A) para todo P € Pp} .

Analogamente ao que demonstramos no lema segue que o conjunto Ap(A) é um
K-espago vetorial de Ap. O teorema a seguir relaciona o indice de especialidade de um
divisor com as adeles relacionadas a ele.

Teorema 2.54. Seja A € Div(F). Entio i(A) = dim (Ap/ (Ap(A) + F)).

Demonstracao: Dividiremos a demonstracao deste teorema em algumas afirmagoes.

Afirmagao 1: Sejam Aj, Ay € Div(A) com A; < As. Entao Ap (A1) C Ar (Ag) e
dim (Ap (A2) /Ar (A1) = deg Ay — deg A;.

Segue trivialmente da defini¢do que Ap(A;) C Ap(Az). Resta mostrar a igualdade da
afirmacao.

Como A; > A;, colocamos Ay = A; + P, com P € Pr. O caso geral segue por
indugdo, analogamente ao lema [2.42] Agora, como vp é sobrejetora, escolha ¢t € F tal que
vp(t) = vp(Az) = vp(A;1) + 1. Analogamente a demonstragao do lema [2.42] consideramos
a aplicacao linear

. AF(AQ) — Fp
v o — tap+ P’

a qual estd bem definida. Vamos calcular o nicleo de ¢. Temos
ker p = {a € Ap(Az) | p(a) =0} = {a € Ap(A2) | tap(P) =0}

= {O./ € AF(AQ) | tap € P} = {CY € AF(AQ) | Up(tOzp) > O}
={a € Ap(Ay) | vp(ap) > —vp(t) > —vp(A1)} = Ap(A1).
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Além disso, @ é claramente sobrejetora. Pelo teorema do isomorfismo, temos
dim(Ap(A2)/Ar(A1)) = dim(Im ¢) = dim(F,) = deg(P) = deg(As—A;) = deg(A2)—deg(4,),

o que conclui a afirmagao 1.
Afirmagdo 2: Se Ay, Ay € Div(F') sao tais que A; < As, entdo

dim ((Ap (A2) + F) / (Ar (A1) + F)) = (deg Ay — £ (As)) — (deg A1 — £ (A1)
Inicialmente, consideramos a sequéncia exata
0 — L(A2)/L(A]) T Ap (A2) JAr (A1) 25 (Ap (A)) + F) / (Ap (A) + F) — 0,

onde o1 e 0y sao aplicagoes candnicas. Usando a exatidao da sequéncia e a afirmacgao 1,
obtemos

dim (Ar (A2) + F) / (Ap (A1) + F) = dim (A (A2) /Ar (A1) — dim (£ (Ag) /L (A1)
= (deg Ay —deg A1) — (€ (A2) — £ (A1),

e isso conclui a afirmacdo 2. Por fim, temos uma ultima afirmacdo que relacionara a

dimensao de um divisor B especifico com o espago de adele associado a este divisor.
Afirmagao 3: Se B é um divisor com ¢(B) = deg(B) + 1 — g, entdo Ap = Ap(B) + F.
De fato, considere um divisor B; > B. Pelo lema [2.42]

((By) <degB; + {(B) —deg(B) =deg B, + degB+1— g —deg B
=degB;+1—g.

Por outro lado, pelo teorema temos ¢(B;) = deg(B;y) + 1 — g, para todo B; > B.
Agora, seja o € Ap e escolha By > B tal que a € Ap(Bp). Pelo afirmagao 2 e da
construcao acima, segue que

dim((Ar(B1) + F)/(Ap(B) + F)) = [deg(B1) — {(B1)] — [deg(B) — {(B)]
=(@g-1)—-(¢g—-1)=0.

Logo, Ap(By) + F = Ap(B) + F, e como « € Ap(B) + F, e segue a afirmacao.

Com essas trés afirmagoes, podemos provar o teorema. Seja A um divisor qualquer.
Pelo teorema existe A; > A tal que ¢(A;) = deg(A;) + 1 — g. Pela afirmacao 3,
Apr = Ap(A;) + F e pela afirmacao 2, obtemos

dim(Ap/(Ap(A) + F)) = dim((Ap(A1) + F)/(Ar(A) + F)) =
= (deg(A1) — £(A1)) — (deg(A) — £(A)) == g — 1 —deg(A) + {(A)

i(A).

Como consequéncia imediata deste teorema, obtemos o seguinte corolario.
Corolério 2.55. g = dim(Ar/Ap(0) + F)).

Demonstragao: Pelo teoremal2.54] temos dim(Ap/Ap(0)+F)) = i(0) = £(0)—deg(0)+
g—1=g.
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Podemos reescrever o teorema 2.54] como
0(A) =deg(A)+1—g+dim(Ar/Ap(A) + F).

Com isso, vamos introduzir a defini¢do de diferencial de Weil, a qual nos dara uma inter-
pretacao diferente do indice de especialidade de um divisor.

Definigao 2.56. Uma diferencial de Weil é uma aplicagdo linear w : Ap — K que
se anula em Ap(A) + F, para algum A € Div(F).

Chamamos o conjunto Qp := {w | w é uma diferencial de Weil de F'/K} de mddulo
das diferenciais de Weil de F//K. Agora, dado A € Div(F), definimos o conjunto Qp(A)
por

Qp(A) :={w € Qp | w se anula em Ap(A) + F}.

O conjunto Qp é um K-espago vetorial com as operagoes definidas de forma usual, e como
consequéncia disso, 2r(A) é um subespago vetorial de Qp. O préximo resultado relaciona
o indice de especialidade com o conjunto das diferenciais de Weil.

Lema 2.57. Seja A € Div(F'). Entdo dim Qp(A) = i(A).
Demonstracao: Considere a aplicagao linear

v w o wH (Ap(A) + F)

Claramente ¢ é sobrejetora e é facil verificar que kerp = {0}. Logo, ¢ é isomorfismo
entre K-espacos vetoriais, e segue do teorema do isomorfismo e do teorema que

dim Qp(A) = dim(Ap/Ap(A) + F) = i(A).
n

Como consequéncia do lema [2.57] temos Qg # 0, uma vez que dado A € Div(F') com
deg A < —2, segue que

dim(Qp(A)) =i(A) =L(A) —deg(A) +g—1=0(A)+g+1>1,
ou seja, Qp # 0.

Definigao 2.58. Sejam x € F e w € Qp. Definimos a aplica¢io zw : A — K por
(zw)(a) = w(za).

Segue diretamente da definicao acima que xw é uma diferencial de Weil, uma vez que,
se w se anula em Ap(A) + F, entdo zw se anula em Ap(A + (x)) + F.

Proposicao 2.59. Qp tem dimensao 1, como espago vetorial sobre F.

Demonstracao: Ja vimos que Q2r # 0, e portanto, existe 0 # w; € Qp. A demonstracao
desta proposicao constituird de mostrar que dado qualquer wy € Qp, existira z € F' tal
que wy = zwi, ou seja, {w;} serd linearmente independente e gerador de 2, e portanto
base.

Seja wy € Qp arbitrario e ndao nulo. Consider Ay, Ay € Div(F') tais que wy € Qp (A1)
€ wy € QF (AQ)
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Para um divisor especifico B, o qual sera explicitado posteriormente, considere as
aplicagoes

(i=1,2)

Vi x — TW;.

Claramente @; estd bem definida, é K-linear e injetiva, para i = 1, 2.
Afirmacao: existe B € Div(F) tal que

o1 (L (A1 + B)) N (L(A2 + B)) # {0}.

Usaremos o fato de que, se V' é um espaco vetorial e U; e Uy sdo subespacos de V/,
entao

Seja B € Div(F') com deg(B) grande o suficiente para que {(A; + B) = deg(A; + B) +
1 —g,1=1,2 (vide teorema [2.49)).

Defina U; = ¢;(L(A; + B)) C Qp(—B). Pelo lema [2.57]
dim(Qp(—B)) =i(—B) ={(—B) —deg(—B) + g — 1 =deg(B) + g — 1,

e assim,

dim(U;)+dim(Us) —Qp(—B) = deg(A1+B)+1—g+deg(As+B)+1—g—(deg(B)+g—1)
= deg(A;) +deg(B) +1 — g+ deg(As) +deg(B) +1—g—deg(B)+1—g
= deg(B) + (deg(A;) + deg(As) +3(1 —g)) > 0.

Observe que a parcela entre parénteses nao depende de B. Assim, dim(U;)+dim(Us) —
Qp(—B) > 0. Da afirmacdo feita acima, concluimos que

ou seja Uy N Uy # {0}. Portanto,
e1 (L (A1 + B)) N2 (L (A2 + B)) # {0}.
Agora, usando esta afirmagdo, consideramos x; € L(A; + B) e 29 € L(Ay + B) com
p1(71) = pa(w2).
Assim, z1w; = Towy # 0, ou seja, wy = (1175 )w;. Portanto, {w;} é base de Qp, e
segue que dim(Qp) = 1.

Queremos agora relacionar cada divisor A com uma diferencial de Weil w # 0. Assim,
dado w € Qp, consideramos o conjunto

M(w) = {A € Div(F) | w se anula em Ap(A) + F'}.

Lema 2.60. Seja w € Qp. Entdo existe um divisor unicamente determinado W &
M (w) tal que A < W, para todo A € M(w).
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Demonstracao: Pelo teorema existe ¢ € Z dependendo somente de F'/K tal que
i(A) =0(A) —deg(A)+g—1=0,
para todo A € Div(F) com deg(A) > c. Por outro lado, pelo teorema [2.54]
dim(Ap(A)/(Ar(4) + F)) = i(A).

Assim, dim(Ap(A)/(Ar(A) + F)) = 0, para todo A € Div(F) com deg(A) > ¢, ou
seja, deg(A) < ¢, para todo A € M(w). Desse modo, podemos escolher W € M(w) de
grau maximo, ja que temos uma limita¢ao superior para o grau dos divisores de M (w).

Suponhamos que W nao possui a propriedade do lema. Assim, existe Ay € W (w) com
Ay & W, ou seja, existe Q € Pr tal que vg(Ag) > vo(W).

Afirmamos que W+@Q € M(w). De fato, considere uma adele a = (ap) € Ap(W+Q).
Escrevemos o« = o/ + o, onde

;. ap se P#Q, o "o._ 0 seP#Q,
PTY 0 seP=0Q, Op = ag se P=Q.
Entao, o/ € Ap(W) e o € £(A,) e segue que

w(a) =w(d) +w(a”) =0.

Assim, w se anula em Ap(W + Q) + F, e portanto W + Q) € M (w), o que é absurdo pela
maximalidade da escolha de W. A unicidade de W é facilmente verificavel do que fizemos
agora.

[ |
Agora, com esse resultado, faz sentido a seguinte definigao

Definicao 2.61. (a) O divisor (w) da diferencial de Weilw # 0 € o divisor unicamente
determinado de F/K satisfazendo

1. w se anula em Ap({(w)) + F,
2. se w se anula em Ap(A)+ F, entio A < (w).

(b) Para 0 #w € Qp e P € Pg, definimos vp(w) := vp((w))

(¢c) Um lugar P é dito um zero (respectivamente polo) de w se vp(w) > 0 (respectiva-
mente vp(w) > w). A diferencial de Weil w é chamada reqular em P se vp(w) >0, e w €
dita simplesmente reqular se é reqular em todos os lugares P € Pp.

(d) Um divisor W é chamado divisor candonico de F/K se W = (w) para algum
w € QF.

Observacao 2.62. Valem Qp(A) = {w € Qp | w = 0 ou (w) > A} e Qp(0) =
{w e Qp |w € regular }.

Proposigao 2.63. (a) Se 0 #z € F ¢ 0# w € Qp, entdo (zw) = () + (w)
(b) Quaisquer dois divisores candnicos sao equivalentes.
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Demonstragao: (a) Se w se anula em Ap(A)+ F, entdo zw se anula em Ap(A(x))+ F,
e segue que (w) + () < (aw).
Por esse memso argumento, segue que (zw) + {(x7!) < (z7'zw) = (w). Logo,

(@) + (W) < (aw) < {27 + (w) = (2) + (W),

e segue a igualdade desejada.
(b) Sejam W7 = (wq) e Wy = (ws) divisores candnicos, com wq,wy € Qp. Como
dimp(Qp) = 1, existe x € F tal que w; = zws. Portanto,

(w1) = (zwa) = (wo) + (z) = Wy = (z) + Wy = Wy ~ Wh.
[

Com essa proposi¢ao, podemos provar o teorema da Dualidade, que acarretara imedi-
atamente no teorema de Riemann-Roch.

Teorema 2.64. (da Dualidade) Sejam A € Div(F) e W = (w) um divisor canénico
de F/K. Entao a aplicagio

u:{ LW —A) — Qp(A)
T — W
¢ um isomorfismo de K-espagos vetoriais. Em particular, i(A) = (W — A).
Demonstragao: Note que, dado = € A, temos (z) > —(W — A). Agora,
(zw) = () + (W) > —(W - A) + W = A = (2w) > A.

Logo, zw € Qp, pela observagao [2.62] Assim p estd bem definida. Temos ainda que:

(1) Se v,y € LW — A) e a € K, entdao plar +y) = (ax + y)w = a(rw) + yw =
ap(z) + u(y). Logo, p é linear.

(2) p é injetora. De fato,

ker(pu) ={x € LW —A) | u(z) =0} ={x € LW — A) |wzx =0} =
={zx e LW —A)|x=0}={0}.

(3) p é sobrejetora. De fato, seja wy; € Qp(A). Como Qp(A) tem dimensédo 1 sobre F,
entao existe x € F tal que w; = zw. Agora,

(@) + W = (2) + () = (zw) = (w1) 2 A= (2) 2 =(W = A).

Logo, x € LIW — A) e p(x) = wr = wy.
Portanto, p é isomorfismo, e segue que dim(Qp(A)) = dim(L(W — A)) = (W — A).
Pelo lema segue que (W — A) = i(A).

Teorema 2.65. (de Riemann-Roch) Seja W um divisor candnico de F/K. Entao,
para cada divisor A € Div(F),

U(A) =deg(A)+1—g+ (W —A).

Demonstragao: Segue imediatamente da definicao de i(A) e do teorema m
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O teorema de Riemann-Roch nos da uma forma de calcular a dimensao de um divisor
de um corpo de fungoes F'//K. Porém, nem sempre é ficil calcular a dimensao de W —
A onde W é um divisor canoénico. Para isso, veremos no préximo resultado um caso
particular em que a dimensao de um divisor pode ser facilmente calculada, sob certas
hipdteses iniciais.

Teorema 2.66. Considere A um divisor de F/K tal que deg(A) > 2g — 1. Entao
U(A) =deg(A)+1—g.

Demonstragao: Seja W um divisor canonico qualquer. Afirmamos que deg(W) = 2g—2
e (W) =g.

De fato, pelo teorema de Riemann-Roch, se considerarmos A = 0, obtemos
000) =deg(0)+1—g+Lt(W)=1=1—g+L(W)=LW) =g.
Por outro lado, se considerarmos A = W, obtemos
(W) =deg(W)+1—g+4£(0) = g=deg(W)+1—g+ 1= deg(W) =29 — 2.

Agora usando o fato de que deg(W) = 2g — 2 e que por hipdtese deg(A) > 2g — 1,
obtemos

deg(W — A) = deg(W) —deg(A) <2g—2—-(29g—1)=—-1= (W — A) <0,
e pelo coroldrio [2.46] temos (W — A) = 0. Portanto ((A) = deg(A) + 1 — g.
|

Observe que a cota 2g—1 no teorema anterior é a melhor possivel, pois se considerarmos
W um divisor candnico, teremos

degW)+1—-g=29—2+1—g=g—1<g=LW).

2.6 Consequéncias do teorema de Riemann-Roch

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados importantes que decorrem do teorema
de Riemann-Roch. Na secao anterior, encerramos com um resultado que nos dava exata-
mente a dimensao de um divisor cujo grau fosse > 2g — 1. Além disso, ja sabemos o que
acontece quando o grau ¢ um nimero negativo. Nos resta analisar o que acontece com
((A) quando 0 < deg(A) < 29 — 2. O teorema de Clifford nos dard uma cota superior
para esta dimensao, que é de fato atingida.

Por agora, veremos alguns resultado envolvendo divisores candnicos, os quais serao
utilizados na demonstracao do teorema das lacunas de Weierstrass e de Clifford.

As primeiras duas proposi¢des mostram que o divisor candnico é caracterizado pelo
seu grau e sua dimensao.

Proposicao 2.67. Sejam gy € Z e Wy € Div(F) satisfazendo ((A) = deg(A) + 1 —
go + LWy — A), para todo A € Div(F). Entao g = gy e Wy é um divisor candnico.
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Demonstragao: Colocando A = 0, obtemos ¢(Wj) = go. Analogamente, se A = W,
temos deg(Wy) = 2go — 2.

Seja W um divisor canénico de F'//K. Escolha um divisor A com deg(A) > max{2g —
2,290 — 2}. Entao

((A) = deg(A) + 1 — g, pelo teorema e
0(A) = deg(A) + 1 — go, pela construgao acima.

Portanto, g = go. Agora, mostremos que W ~ Wj. Substituindo A = W na equagao da
hipétese e usando que g = gy, obtemos

(W) =deg(W)+1—g+t(Wo—W) = g=(29—2)+1—g+Ll(Wo—W) = L(Wy—W) = 1.
Agora,

E(Wg—w):deg(WO—W)—l—l—g+€(Wo—(W0—W)):>
:>1:deg(WO—W)+1—g—l—g:>deg(W0—W):O

Assim, pelo coroldrio Wy — W é principal, e portanto W, ~ W, o garante que W, é
divisor canonico.

Proposicao 2.68. Um divisor B é candnico se, e somente se, deg(B) = 2g — 2 e
U(B) = g.

Demonstracao: Se B é um divisor canonico, o resultado segue imediatamente. Reci-
procamente, suponha que deg(B) = 2g — 2 e {(B) > g e seja W um divisor candnico.
Mostremos que B ~ W. Pelo teorema de Riemann-Roch,

g<{UB)=deg(B)+1—g+{(W—-B)=29—-2+1—g+{(W —B) =
g—1+4(W —-B)= (W —-B)>1.

Analogamente a proposigao anterior, temos deg(IW — B) = 0. Pelo corolério [2.46, W — B
¢ principal, e portanto W ~ B, garantindo que B é canonico.

Proposicao 2.69. Seja F/K um corpo de fungoes algébricas. Entao sao equivalentes:
(a) F/K € racional
(b) F/K tem género zero, e existe A € Div(F) com deg(A) = 1.

Demonstragdo: A implicacdo (a) = (b) segue de maneira andloga ao exemplo [2.50]

Para a outra implicacdo, suponha g = 0 e deg(A) = 1. Pelo teorema [2.66, como
deg(A) =12>2g—1, entdo {(A) = deg(A) +1—g=2. Assim A # {0}. Pela observagao
2.39 existe A’ > 0 com A ~ A'. Logo, {(A’) = 2. Como ((A') = 2 > 1, entdo existe
re LIA)\K.

Assim, (z) #0e (x)+ A" > 0. Como A’ > 0 e deg(A’") = deg(A) = 1, isto s6 é possivel
se A\ = () oo

Por fim, pelo teorema [2.45

[F: K(x)] = deg({x)o) = deg(A') =1 = F = K(x),

e segue que F'//K é racional.
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Veremos agora uma versao mais forte do teorema da aproximacao fraca, visto nas
secoes passadas.

Teorema 2.70. (da Aprozimagio Forte) Sejam S G Pp e Py,...,P. € S. Suponha
que sejam dados elementos xy,...,x, € F eny,...n, € Z. Entdo, existe um elemento
x € F tal que

vp (x —x;)=mn; (i=1,...,r), e
vp(z) >0  para todo P € S\{Py,...,P.}.

Demonstracao: Considere a adele & = (ap)pep,. onde

Z; SGP:Pi,izl,...,T
ap = L. .
0 caso contrario.

Escolhemos @ € Pr\S. Para m € N suficientemente grande, temos
i=1
pelos teoremas e[2.66] levando em conta a defini¢gao de indice de especialidade. Logo,

existe z € F com z —a € Ap (m@ —> (ni+1) R-). Isto significa que
i=1

vp(z —x;) >nj,comi=1,....r e wvp(z) >0, paratodo PeS—{P,...,P.}.

Agora, escolha yy,...y, € F com vp(y;) = n;. Como foi feito na escolha de z € F,
podemos escolher y € F' tal que

vp(y —y;) >n;,comi=1,....r e wp(y) >0, paratodo P€ S —{P,...,P}.
Assim, pela desigualdade triangular estrita,
vp,(y) = vp,((y — vi) +vi) = ns.
Por fim, consideramos = := y + z, e obtemos
vp(x — ;) =vp(y+ (2 — x;)) = ny.

O fato de que vp(x) > 0, para todo P € S—{ Py, ..., P,} segue do fato que vp(y),vp(z) >0
nesse mesmo conjunto.

[ |
A préxima proposicao sera a motivacao da definicdo de niimero polo e lacuna.

Proposicao 2.71. Seja P € Pgr. FEntdo, para cada n > 2g, exviste x € F' tal que
(T)oo = nP.

Demonstragao: Como n > 2¢g, entdo n — 1 > 2g — 1, e do teorema [2.60] segue que
l((n=1)P)=(n—1)deg(P)+1—g e {(nP)=ndeg(P)+1—g.

Assim, L((n — 1)P) & L(nP). Desse modo, todo elemento x € L(nP)\L((n — 1)P) tem
um polo divisor nP.
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Definicao 2.72. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 é chamado de nimero polo de P se
existe v € F' com (x)o, = nP. Caso contrario, n é chamado de lacuna de P.

O teorema a seguir, conhecido como teorema das lacunas de Weierstrass é um impor-
tante resultado que nos permite saber exatamente a quantidade de lacunas de um lugar
P. Além disso, ele no garante que o inteiro 1 é uma lacuna e todas as outras lacunas sao
limitadas por um inteiro positivo dependendo do género.

Teorema 2.73. (das lacunas de Weierstrass) Suponha que F/K tem género g > 0 e
P é um lugar de grau 1. Entdo, existem exatamente g lacunas iy < --- < iy de P. Ainda,

h=1 e i,<29—1.

Demonstragao: Pela proposi¢ao[2.71] cada lacuna de P é < 2g—1, pois caso contrario,
terfamos um ntmero polo de P.

Ainda, da defini¢do de niimero polo, segue que n é um nimero polo de P se, e somente
se, {(nP) > {((n — 1)P), ou seja,

i ¢ uma lacuna de P < ((iP) = (((i — 1)P).
Agora, consideramos a sequéncia de espacos vetoriais dada por
K = £(0) C L(P) € L(2P) C - C L((29 — ) P).

Pelo teorema dim(£(0)) =1 e dim(L((2g — 1)P)) = g. Além disso, é facil verificar
que dim L(:P) < dim L((i — 1)P) + 1.

Com isso, na sequéncia de espagos vetoriais construida, temos exatamente g — 1 niime-
ros 1 <i<2g—1com L((i —1)P) & L(iP). Os outros g niimeros restantes sao lacunas
de P. Obviamente todas as lacunas sao < 2¢g — 1. Resta mostrar que 1 ¢ lacuna.

Suponhamos que 1 nao é lacuna. Logo 1 seria um numero polo de P. Como os
numeros polos formam um semigrupo aditivo, entao todo n € N seria um ntmero polo, o
que contradiz o fato de termos g > 0 lacunas de P. Portanto, 1 é lacuna de P.

Definigao 2.74. Um divisor A é chamado nao-especial se i(A) = 0. Caso contrdrio,
A € chamado especial.

Temos algumas consequéncias imediatas da definicdo acima e dos resultados até o
momento vistos.

(a) A é nao especial < ((A) = deg(A) +1 —g.

Esse fato segue diretamente da definicao de indice de especialidade.

(b) Se deg(A) > 2g — 2, entao A € nao especial.

Segue diretamente do teorema [2.66|

(c) A propriedade de um divisor A ser especial ou nao-especial depende unicamente
da classe A de A no grupo de classe divisora.

Segue do fato que ¢(A) e deg(A) dependem somente da classe de A.

(d) Todo divisor candénico é especial.

De fato, sendo W um divisor canénico, do teorema[2.64]segue que i(W) = (W —-W) =
0(0) =1 # 0. Portanto W é especial.
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(e) Se A é um divisor tal que £(A) > 0 e deg(A) < g, entdo A é especial.

De fato, se £(A) > 0, entdao £(A) > 1. Assim 1 < ¢(A) = deg(A)+1—g+i(A). Logo,
i(A) > g — deg(A) > 0, e portanto, A é especial.

(f) Se A é nao especial e B > A, entdo B € nao-especial

De fato, como A é ndo-especial, entdo i(4) = 0. Pelo teorema2.54] temos dim(Ap/Ap(A)+
F) =0, ou seja, Ap = Ap(A) + F.

Como B > A, entdo Ap(A) C Ap(B), e segue que B é nao especial.

Proposicao 2.75. Suponha que T C Pp € um conjunto de lugares de grau 1 tal que
|T| > g. Entao, existe um divisor nao-especial B > 0 tal que deg(B) = g e supp(B) C T.

Demonstracao: Provaremos a seguinte afirmacao: dados Py, ..., P, € T distintos e um
divisor A > 0 com ¢(A) =1 e deg(A) < g—1, existe j € {1,...,g} tal que ((A+ P;) = 1.
Suponha que a afirmacao seja falsa, ou seja, que para quaisquer j = 1,..., g, temos
((A+ P;) > 1. Assim, como ¢(A) = 1, segue que existe z; € L(A + P;)\L(A). Agora,
como
Up; (Z]) = —Up (A) -1 e Up; (’ZJ) > _UPi(A) se i 7é Js

pela desigualdade triangular estrita, os g + 1 elementos 1, 21, . .., 2, sao linearmente inde-
pendentes sobre K. Escolha um divisor D com D > A+ P, +---+ P, e deg(D) = 2¢g — 1.
Entao, 1,21,...,2, € £L(D). Da independéncia linear desses elementos, segue que ¢(D) >

g + 1. Pelo teorema de Riemann-Roch, ¢(D) = deg(D)+1—-¢g=29—14+1—-g =g.
Portanto, chegamos em uma contradigao, e a afirmagao deve ser verdadeira. Agora, pela
afirmagao acima, podemos encontrar divisores

O<P, <P, +P,<---<PB +PF,+ -+ D,

com i, € {1,...,g}, ndo necessariamente distintos tais que ((F;, +---+ F;;) = 1, com
j=1...,g. ,

Defina B := ) P,.. Entdo ((B) = 1. Claramente B > 0 e deg(B) = g pela afirmacao
=1

provada. Resta mostrar que B é nao-especial. Basta notar que
(B)y=1=14+g—g=deg(B)+1—g=/{(B)—deg(B)+g9g—1=0=1i(B)=0.
[ |

Lema 2.76. Sejam A, B € Div(F) com ((A),¢{(B) > 0. Entio ((A)+{¢(B) < 1+
((A+ B).

Demonstracao: Por hipétese, existem Ag, By > 0 tais que A ~ Age B ~ By. Considere
o conjunto

Note que X # (), pois Ag € X. Como D > 0, para todo D € X, pelo principio da boa
ordem, existe Dy € X de grau minimo, e segue que

K(DO — P) < K(DQ), VP € Pp.

Queremos mostrar que ¢(Dg) + {(By) > 14(By + Dy). Aqui assumimos que K é um corpo
infinito.
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Considere supp(By) = {Py,...,P,}. Desse modo, L(Dy — P;) & L(Dy), para i =
1,...,r. Agora, utilizando o fato de que todo espaco vetorial sobre um corpo infinito nao
é uniao finita de subespagos préprios, podemos considerar

2 € L(D)\ | LDy~ P).
i=1
Considere a aplicagao

L (Bo) — L (Do + Bo) /L (Ao)
SO.{ xz — zz mod L (Ag)

¢ é K-linear, pois dados =,y € L(By) e a € K, segue que
plaz+y) = (az+y)z mod L{Ag) = a(rz mod L{Ag))+ (yz mod L(Ap)) = ap(x)+¢(y).
Além disso, ker(p) = K. Pelo teorema do isomorfismo

L(By)/ ker(¢) ~ Im () < L(Do + By)/L(Ag) = dim(L(By)) — dim(K) <
< dim(£(Do + By)) — dim(L(Ag)) = dim(L(By)) + dim(L(Ay)) <
< dim(L(Dy + By)) + 1 = U(By) + £(Dy) < £(By + Dy) + 1.

Usando este fato,

((A) + €(B) = £(Ag) + €(By) = £(Dy) + £(Bo) <14 €(Dy+ By) <1+ £(Ag+ By) =
=1+ 4(A+ B).

Encerramos essa se¢cao com o teorema de Clifford, que nos dard uma cota superior
para a dimensdo de um divisor A tal que 0 < deg(A) < 2¢g — 2.

Teorema 2.77. (de Clifford) Seja A € Div(F) tal que 0 < deg(A) < 2g — 2. Entao
1
0(A) <1+ 5 deg A.

Demonstragao: Ja vimos que ¢(A) = deg(A)+1—g+ (W — A), onde W é um divisor
candnico qualquer. Se ¢(A) = 0, a desigualdade segue trivialmente. Por outro lado, se
(W — A) =0, entao

((A) =deg(A)+1—g= ;deg(A) +1- ;deg(A) —g=
=1+ ;deg(A) + ;(deg(A) —29) <1+ ;deg(A).
Agora, suponha ¢(A) > 0 e {(W — A) > 0. Pelo teorema de Riemann-Roch, segue que
U(A) — LW — A) =deg(A) +1—g.
Pelo lema [2.76
C(A)+ (W —A) <1T4+UA+W -A)=1+L((W)=14g

Somando ambas, obtemos

20(A) < deg(A)+2=((A) <1+ ;deg(A).
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2.7 Componentes locais das diferenciais de Weil

Na secao 2.5, consideramos as injecoes da forma F' — Ap tais que a cada =z € F é
associada a sua adele principal. Lembramos que uma adele de F//K é uma aplicagao

{PF—>F
(67
P — ap

tal que ap ¢ Op apenas para um nuemro finito de P € Pp. Nosso objetivo nesta
secao, ¢ introduzir, para cada lugar P € Pr, uma injecao local, a qual denotaremos por
tp : F— Ap. Com isso, podemos mostrar que cada diferencial de Weil serd a soma de
suas componentes locais ligadas diretamente com ¢p.

Definicao 2.78. Seja P € Pp.

(a) Dado x € F, definimos tp(x) € Ar a adele cuja componente P é x e todas as
outras sao nulas.

(b) Dada uma diferencial de Weil w € Qp, definimos sua componente local pela apli-
cagio wp : F'— K tal que wp(x) = w (1p(x)).

E facil verificar que wp(z) é uma aplicacio K-linear.

Proposigao 2.79. Sejam w € Qp e a = (ap) € Ap. Entao wp(ap) # 0 somente para
um numero finito de lugares P e

w(a)= > wp(ap).

PePp

Em particular, Y wp(l) =0.
PePp

Demonstragao: Assumimos que w # 0 e definimos W := (w) o divisor associado a w.
Da definicao de divisor, existe S C P finito tal que

Up(W)ZO (§ Up(Oép) ZO, VP%S
Agora, defina § = (8p) € Ap por

By Op s P ¢S,
P10 se Pes.

Logo, B € Ap(W) e a =B+ > tp(ap). Ainda, como 3 € Ap(W), entdo w se anula em
PeS
£, ou seja,

w(a) = Z wp (ap) .

pPes
Por fim, se P ¢ S, temos tp(ap) € Ap(W) e assim, wp(ap) = 0. Portanto,

wla) =Y wp(ap).

PePr

Agora, note que 1 ¢ P, para todo P € Pp, pois P é ideal maximal. Logo, wp(1) = 0,
para todo P, e portanto, Z wp(1) =0.
PE]P)F
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O resultado seguinte nos diz que a diferencial de Weil é unicamente determinada por
cada uma de suas componentes locais.

Proposicao 2.80. (a) Sejam w # 0 uma diferencial de Weil de F/K e P € Pr. Entao
vp(w) =max{r € Z | wp(x) =0 para todo x € F' com vp(x) > —r}.

Em particular, wp nao € identicamente nulo.
(b) Se w,w € Qp sao tais que wp = wWh, para algum lugar P, entio w = w'.

Demonstragao: (a) Por defini¢do, vp(w) = vp(W), onde W = (w). Seja s = vp(w).
Dado = € F com vp(x) > —s, temos tp(x) € Ap(IW), e segue que wp(x) = w(tp(z)) = 0.
Resta mostrar a maximalidade. Suponha vp(z) = 0 para todo x € F' com vp(x) >
—s—1eseja a = (ag)gep, € Ar(W + P).
Escrevendo a = (o —tp (ap)) + tp (ap), temos a — tp (ap) € Ap(W) e vp (ap) >
—s — 1. Logo,
w(a) =w(a—tp(ap)) +wp (ap) =0,

ou seja, w se anula em Ap(W + P), o que contradiz a definicdo de W, e isso conclui o
item (a).

(b) Suponha que exista um lugar P tal que wp = wp. Assim, (w —w'), = 0 e pelo
item (a), segue que w — W’ = 0, ou seja, w = w'.

Para encerrar este capitulo, veremos o caso particular em que F' = K(z). Lembramos
que P, denota o polo divisor de x e P, denota o zero divisor de x — a, onde a € K.

Proposicao 2.81. Considere o corpo de fungoes racionais K(x)/K. Entao

(a) O divisor —2Py, é canénico.

(b) Existe uma unica diferencial de Weiln € Q(z) com (n) = —2Ps enp, (7)) = —1.
(c) As componentes locais np,, e np, da diferencial de Weil acima saisfazem

Upm((x—a)n):{o_l se n#—1

se n=-—1

e
m )0 se mn#E-1
o ={ ] % "7

Demonstragao: (a) Calculando o grau e a dimensao do divisor —2P,,, considerando
g =0, temos deg(—2Px) = —2 =2g — 2 e {(—2P,) = 0 = g. Da proposi¢ao [2.68] —2Px
é canonico.

(b) Primeiramente, escolha w uma diferencial de Weil tal que (w) = —2P,,. Assim, w
se anula em Ak ;) (—2P), mas nao se anula em Ag ;) (—Ps). Agora, como

dim (Ago) (—Poc) Ak (—2Px)) = 1

e tp (7)) € Ak(w)(—Pso)\Ak(2)(—2Px), segue que ¢ := wp_(z71) = w (tp (z71)) # 0.
Agora, defina n = —c~'w. Assim, segue que (n) = —2P, e np,_ (z7!) = —1.
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Para a unicidade, suponha que exista n* com as mesmas propriedades de 7 acima.
Entdo 7 —n* se anula em Ag () (—Px), ousejan —n*=0=n=n".

(c) J& sabemos que diferenciais de Weil se anulam em adeles principais. Assim, pela
proposigao [2.79] segue que

O=n(z—a))= 3 nr(z-a)").

PE]P’K(I)

Agora, se considerarmos lugares P distintos de Py e PB,, temos vp((x — a)") = 0, e
utilizando a proposic¢ao a diferencial 7 aplicada nesses elementos resulta em np((z —
a)") = 0.

Desse modo, o somatério inicial se resume a np, ((z — a)™)+np, ((r —a)™) = 0. Vamos
analisar trés casos possiveis para n.

Caso 1: n < —2.

Neste caso, temos vp_ ((z — a)™) > 2, e pela proposi¢io[2.80} segue que np_ ((z — a)") =
0. Assim, também devemos ter np, ((x —a)™) = 0.

Caso 2: n > 0.

Analogamente, temos vp, ((z — a)™) > 0, e pela proposi¢ao[2.80} segue que 7p, ((z — a)") =
0, o que acarreta em np,_ ((x —a)") = 0.

Caso 3: n = —1.

Para resolver o problema quando n = —1, escrevemos

1 a 1

r—a xz(r—a) =

Agora, note que tp_ ( ) € Agk(z) (—2P4). Assim, aplicando 7p,_, obtemos pelo

z(zr — a)

np,. ((a: — a)_l) =1np, (x_1> =—1.

Logo, também temos np, ((z —a)™) = 1, o que conclui a demonstracao.

item (b) que






3 Cobdigos algébricos geométricos

Este capitulo ¢é voltado para a aplicagao dos resultados do capitulo anterior em codi-
gos matematicos. A teoria dos cddigos lineares pode ser abordada através de diferentes
ferramentas matematicas. Aqui, vamos descrever a construcao de codigos corretores de
erros usando corpos de fungoes algébricas. Em 1981, V. D. Goppa introduziu os c6digos
geométricos utilizando ferramentas algébrico-geométricas. Para isso, comecaremos um
breve estudo dos conceitos da teoria de codigos, antes de introduzirmos os cédigos AG
(algébricos geométricos) de Goppa. O foco sao os codigos de Goppa racionais.

3.1 Caddigos

Introduziremos algumas notacoes bésicas da teoria dos codigos. Seja F, um corpo finito
com ¢ elementos. Consideramos o espago vetorial [y, de dimensao n, cujos elementos sao
n-uplas a = (ay, ..., a,), onde cada a; € Fy.

Definigao 3.1. Dados a = (a1,...,a,) e b= (b1,...,b,) € F}, seja
d(a,b) := [{t;a; # bi}|.
Essa fungio d é chamada distancia de Hamming em Fy. O peso de a € Fy € definido por
wi(a) := d(a,0) = [{i;a; # 0}].

Note que d(a, b) = wt(a—b,0). Ainda, facilmente se prova que a distancia de Hamming
¢ uma métrica em Fy.

Definigao 3.2. Um cddigo C' sobre o alfabeto ¥, € um subespago linear de Fy, e os
elementos de C sdo chamados palavras codigos.

Chamamos de comprimento de C' o natural n e dimensdo de C' a dimensao de C' como
[F-espago vetorial. Um cédigo [n, k| é um cddigo de comprimento n e dimensao k.

Definicao 3.3. Seja C' um cédigo nao nulo. Definimos a distancia minima de C, e
denotamos por d = d(C') o inteiro

d(C) := min{d(a,b) | a,b € C e a # b} = min{wt(c) | 0 # c € C}.
Um c6digo [n, k] com distdncia minima d serd denotado por [n, k, d].

Observagao 3.4. Mais geralmente, podemos definir um codigo para um subconjunto
0 #C C A", onde A# 0 éum conjunto finito. Se A =T, e C CF} é um subespago
lineaer, dizemos que C' € um codigo linear. A maior parte dos codigos trabalhados na
prdtica pertencem a esta categoria.

29
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Dado um cédigo C' com distancia minima d = d(C'), definimos ¢ := [(d—1)/2], onde [x]
denota a parte inteira do niimero real x. Nessas condig¢oes, C' é dito um corretor t-error.
Agora, dado u € Fyy e d(u,c) <t, para algum ¢ € C, entdo c é a tinica palavra cédigo tal
que d(u,c) <t.

Uma maneira simples para descrever um codigo C' especifico, é escrever uma base para
C, como [F-espaco vetorial. Isso nos motiva a seguinte definigao:

Definicao 3.5. Seja C' um cédigo [n,k] sobre F,. Uma matriz geradora de C' é uma
matriz k X n, cujas linhas formam uma base para C.

Agora, podemos definir um produto interno em [y, o qual ¢ andlogo ao produto interno
usual de R"™.

Definigao 3.6. O produto interno canonico em ¥y € definido por

<CL, b> = Z CLibi,
i=1

para a = (ay,...,a,) eb=(b1,...,b,) € F}

Observe que que este produto interno é uma forma bilinear simétrica nao-degenerada
em F7. A proxima definigao vem de encontro com a defini¢ao de ortogonalidade de um
conjunto da teoria de algebra linear.

Definigao 3.7. Seja C' C Fy um cddigo. O conjunto

Ct = {u €y | (u,¢) =0 para todo c € C}
é chamado de dual de C'.

O cédigo C' é chamado auto dual se C = C*+ e chamado auto ortogonal se C C C*.
Segue também da dlgebra linear que o dual de um cédigo [n, k] é um [n,n — k] coédigo, e

i
que (CL) = C'. Em particular, a dimensao de um codigo auto dual de comprimento n,
com n par, é n/2.

Definicao 3.8. Uma matriz geradora H de C* é chamada de matriz verificadora para

C.

Claramente, uma matriz verificadora H de um codigo C' é uma matriz (n — k) x k de
posto n — k, e temos
C:{uEIFZ\H-ut:O},

onde u! é o transposto de u. Logo, a matriz verificadora serve para dizermos quando um
vetor u € ) é ou ndo uma palavra codigo.

Um dos problemas béasicos da teoria algébrica dos cédigos é construir, sobre um al-
fabeto fixado IF,, cédigos cujas dimensoes e distancia minima sejam grandes, quando
comparadas com seu comprimento. Porém, ha algumas restri¢des nesse processo. No caso
da dimensao do cddigo ser grande, com respeito ao seu comprimento, teremos sua distan-
cia minima pequena. O préximo resultado nos assegura isto, fornecendo uma desigualdade
envolvendo as trés constantes.

Proposicao 3.9. (Cota de Singleton) Dado um cédigo C' com parametros [n, k,d|, a
sequinte desigualdade é vdlida:
k+d<n+1.
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Demonstragao: Considere o subespago FE C Fj' dado por

Assim, todo a € E tem peso < d — 1, e portanto, E N C = {0}. Como dimF = d — 1,
obtemos

k+(d—1) = dim C+dim £ = dim(C+E)+dim(CNE) = dim(C+E) < n = k+d < n+1.
|

Codigos tais que k+d = n+1 sao 6timos cddigos, e sao chamados de codigos separaveis
de distancia maxima, ou cédigos MDS. Mostraremos mais adiante que se n < g+ 1, entao
existem cédigos MDS sobre [F, para todas as dimensoes & < n.

3.2 Cobdigos algébricos geométricos (AG)

Os c6digos algébricos geométricos (AG) foram introduzidos por V. D. Goppa, e por
isso nos referimos a eles como cédigos de Goppa. Com o intuito de motivar a construcao
desses c6digos, vamos inicialmente considerar o que chamamos de c6digos Reed-Solomon
sobre I, ou codigos RS. Os cédigos AG sao uma generalizagao dos codigos RS.

Sejan = ¢g—1e € F; um elemento primitivo do grupo multiplicativo F; =
{B,p%...,5" = 1}. Dado um inteiro k com 1 < k < n, consideramos o espaco veto-
rial de dimensao k dado por

L= {f € Fyfa] | deg f < k—1}

e a aplicagao avaliagio ev : Ly — Fy dada por

ev(f) = (f(8). F (8°).....£ (B")) € Fy.

Obviamente essa aplicagao é F,-linear, uma vez que f é polinomial com coeficientes em
F,. Além disso, ¢ injetiva, uma vez que um polindémio nao nulo f € F [z] de grau < n
tem menos do que n raizes. Assim,

Co={(fB).F(B).....F(BY)) | | € L1}

¢ um cédigo [n, k] em F,, chamado de codigo RS (cédigo de Reed-Solomon).
O peso de uma palavra cédigo 0 # ¢ = ev(f) € C é dado por

Wt(c):n—‘{ie{1,...,n};f(ﬁi>:O}‘Zn—dengn—(k—l).

Logo, a distancia minima d de CY, satisfaz d > n — k+ 1. Pela cota de Singleton, obtemos
d=mn—k+ 1, e segue que cdédigos RS sao cddigos MDS. Porém, é importante ressaltar
que cédigos RS sao curtos em comparagao com o tamanho do alfabeto [F,, uma vez que
n=q—1.

Antes de definirmos um outro tipo de cdédigo AG, vamos fixar algumas notacoes que
serao uteis no decorrer desta segao:
F/F, é um corpo de funcoes algébricas de género g.
Py, Py, ..., P, sao lugares distintos dois a dois de F'/F,, todos de grau 1.
D=P + P+ -+ P,
G é um divisor de F/F, tal que supp G Nsupp D = 0.
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Definigao 3.10. O cédigo AG C(D,G) associado aos divisores D e G € definido por
Ce(D,G) ={(x(P),...,v () |z € L(G)} CF,.

Essa defini¢ao faz sentido: dado = € L(G), temos vp, (z) > 0, uma vez que supp G N
supp D = (). Agora a classe residual z(P;) de * mdédulo P; é um elemento do corpo de
classe residual de P;, e como deg P, = 1, sua classe residual é I, e portanto, z(FP;) € F,.

Como fizemos anteriormente, podemos definir a aplicacdo avaliacdo evp : L(G) — Fy
por

evp(x) := (z (Py),...,x(P,)) € Fy.

Essa aplicacao é F -linear e Cz(D, G) é a imagem de L£(G) sobre a aplicac@o evp.
O primeiro resultado desta se¢do é um teorema que nos fornece algumas rela¢oes entre
os parametros de um cédigo Cr(D, G)

Teorema 3.11. Seja Cr(D,G) um codigo com parametros [n, k,d|. Entdo
k=0G)—4G—-D) e d>n—degG.

Demonstragao: Observe que a aplicagao evp : L(G) — Cr(D, G) é sobrejetiva. Agora,
seu nucleo é dado por

ker (evp) = {x € L(G) | vp(z) >0 parai=1,...,n} = L(G — D).
Logo, segue que
k=dimCr(D,G) =dim L(G) —dim L(G — D) = {(G) — ¢{(G — D)

e isso prova a primeira afirmacdo do teorema. Agora, mostremos que d > n — degG.
Assumimos que Cz (D, G) # 0 e consideramos x € L(G) tal que wt(evp(x)) = d.
Assim, n — d lugares P, ..., P, , € supp(D) sdo zeros de x e assim,

0#zeL(G—(Pi+-+P_))
Do corolario [2.46| segue que
0<deg(G— (P, +--+h,_,))=degG—n+d
e portanto d > n — degG.

Como consequéncia imediata do teorema acima, temos o seguinte corolario:

Corolario 3.12. Nas condicoes do teorema anterior, se deg G < n, entdo a aplicagdo
evp : L(G) = Cr(D,G) é injetiva e ainda,
(a) Ce(D,G) é um codigo [n,k,d] com

d>n—degG e k=/0(G)>degG+1—g.

Consequentemente, k +d >n+1—g.
(b) Se2g —2 < degG < n, entdo k =degG + 1 — g.

(c) Se {xy,...,xx} € uma base de L(G), entdo a matriz
T (Pl) T (Pg) | (Pn)
M = : : :

¢ uma matriz geradora de Cr(D, G).
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Demonstragao: Por hipdtese deg G < n, e como deg D = n, segue que deg(G—D) < 0.
Assim, L(G — D) = 0. Assim, Ker (evp) = L(G — D) = {0}, e portanto, a aplicacdo é
injetora.

(a) Segue diretamente do teorema e do teorema de Riemann-Roch.

(b) Segue dos corolarios do teorema de Riemann-Roch.

(¢) Segue da defini¢do de matriz geradora e do teorema [3.11]

Do corolario anterior, conseguimos uma cota inferior para a distancia minima d, dada
por
d>n+1—g—k.

Essa cota é bastante similar a cota de Singleton, que é dada por d > n + 1 — k. No caso
em que deg G < n,
n+l—g<d+k<n+1.

Se F' tem género zero, entdo d + k = n + 1, e obtemos que cédigos AG construidos
sobre corpos de funcoes racionais da forma F,(z) sdo sempre cédigos MDS. O fato de
necessitarmos da hipdtese deg G < n nos motiva a defini¢ao a seguir.

Definicao 3.13. O inteiro d* = n—deg G € chamado de distancia projetada do codigo
Cr(D,G).

O teorema nos diz que a distadncia minima de um co6digo nao pode ser menor do
que a distancia projetada. A observacao a seguir nos diz quando d* = d ou d* < d.

Observacao 3.14. Suponha ((G) >0 ed* =n—degG > 0. Entaod*=d < I D' €
Div(F) com 0 < D' < D, tal que deg D' = deg D e {(G — D’) > 0.

Demonstra¢ao: Suponha d = d*. Logo, existe 0 # = € L(G) tal que a palavra cddigo
(x(P1),...,z(P,)) € Ce(D,G)) tem exatamente n — d = n — d* = deg G componentes
nulas, ou seja,

x (R-j) =0paraj=1,...,degG.

deg G
Defina D' := Z P;,. Entao

=1
0< D' <D,deg D' =degG e ¢(G—D'") >0, uma vez que x € L(G — D").

Reciprocamente, seja D’ satisfazendo as propriedades acima e escolha 0 # y € L(G — D").
O peso da palavra cédigo correspondente (y (P1),...,y(FP,)) é n — deg G = d*, ou seja,
d = d*.

Vamos introduzir agora um outro tipo de codigo, que também esta associado aos di-
visores D e (G, usando as componentes locais de Weil vistas na ultima se¢ao do capitulo
anterior. Lembramos que, dado A € Div(F'), denotamos por 2z(A) o espago das diferen-
ciais de Weil w tais que (w) > A. Este conjunto, é um [ -espaco vetorial de dimensao
finita i(A) (indice de especialidade de A). Ainda, dado P € Pr e w uma diferencial
de Weil, a aplicacao wp : F' — F|, denota a componente local de w em P. Com isso,
podemos definir o outro tipo de cédigo citado no inicio.
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Definicao 3.15. Sejam D e G definidos como anteriormente. Definimos o codigo
Ca(D,G) CFy por

Co(D,G) = {(wp,(1),...,wp, (1)) |w € Qp(G — D)}

O cddigo Cqo(D, G) C Fy é também chamado de c6digo algébrico geométrico. A relacao
entre os codigos Cqo(D,G) C Fy e Cr(D,G) serd apresentada mais adiante. O préximo
resultado ¢ uma versdo andloga do teorema (3.11} agora para o c6digo Co(D, G) C Fy.

Teorema 3.16. Um cédigo Co(D,G) C Fy com parametros [n, k', d'] satisfaz
KF=i(G—-D)—i(G) e d>degG—(29—2)

Ainda, se degG > 29 — 2, entio k' = i(G—D) >n+g—1—degG, e se2g—2 <
degG <n, entio k' =n+g—1—degG.

Demonstracao: Seja P € Pr um lugar de grau 1 e w uma diferencial de Weil com
vp(w) > —1.

Afirmagao 1: wp(l) =0 <= vp(w) > 0.

A proposicao [2.80] afirma que, dado r € Z, tem-se

vp(w) > r <= wp(z) = 0 para todo = € F com vp(x) > —r.

Assim, se vp(w) > 0, entdo wp(x) = 0, para todo x € F' tal que vp(x) > 0. Agora, como
vp(1l) > 0, segue que wp(l) = 0. Por outro lado, suponha wp(1) = 0 e considere x € F
com vp(z) > 0. Como deg P = 1, escrevemos z = a +y, com a € F, e vp(y) > 1. Entao,

wp(z) = wp(a) + wp(y) =a-wp(1) +0=0.

Aqui usamos o fato de que, se vp(w) > —1 e vp(y) > 1, entdo a proposi¢ao m garante
que wp(y) = 0. Com isso, a afirmacao fica provada.
Consideramos agora a aplicacao

| {QF(G — D) — Cqo(D,G),
oD w i (wp (1), .., wp, (1))

Claramente pp ¢ sobrejetiva, e ainda usando a afirmacao 1, temos

ker op = {w € Qp(G — D) | op(w) — 0} ={w € Qp(G — D) |wp,(1) =0,i=1,...,n}
={w e Qp(G—-D) |vp(w) >0,i=1,...,n} = Qp(G).

Assim, do teorema do nucleo e da imagem, temos

K = dim Qp(G — D) — dim Qp(G) = i(G — D) — i(G).

Agora, considere gp(w) € Cq(D,G) uma palavra cédigo de peso m > 0. Entao,
wp, (1) =0, para indices i = i1,...,i,_m, € assim,

peo, (G_ (D_fp))

Agora, como i(A) = Qp(A) # 0, pelo teorema [2.66, segue que deg A < 2g —2, e assim,

2g—2>degG—(n—(n—m)) =degG—m=m >degG — (29 — 2),
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e portanto a distdncia minima d’ satisfaz d’ > deg G — (29 — 2).
Agora, vamos considerar o caso em que degG > 2g — 2. Do teorema [2.66|, obtemos
i(G) =0, e assim,

K =i(G

"=i(G—-D)=U¢G—-D)—deg(G—D)—1+g
=lG—-D)+n+g—1—degG.
Como {(G— D) >0,entao k' >n+g—1—degG.
Se tivermos 2g — 2 < deg G < n, teremos /(G — D) = 0, e portanto, vale a igualdade

no caso acima.

O inteiro degG — (29 — 2) é chamado de distincia projetada do cédigo Cq(D,G).
Agora, veremos que existe uma relacdo bastante 1util entre os dois codigos geométricos
que trabalhamos até agora.

Teorema 3.17. Os cidigos Cr(D,G) e Co(D,G) sao duais entre si, isto é,
Co(D,G) = C(D,G)*.

Demonstragdo: A ideia aqui serd mostrar que Cq(D,G) C C(D,G)*, e em seguida,
verificar que ambos possuem a mesma dimensao como espagos vetoriais.

Sejam P € Pr de grau um, w uma diferencial de Weil com vp(w) > —1 e x € F tal
que vp(x) > 0.

Afirmagao 1: wp(z) = x(P) - wp(1).

De fato, como = € F, podemos escrever x = a + y, com a = z(P) € F, e vp(y) > 0.
Assim, utilizando a proposicao temos

wp(x) =wp(a) +wp(y) =a-wp(l) +0=z(P) - wp(1).

Agora, vamos mostrar que Cq(D,G) C C(D,G)*. Considere w € Qp(G — D) e
xr € L(G). Como as diferenciais de Weil se anulam em adeles principais, entao w(z) = 0.
Por outro lado, da proposigao [2.79] podemos escrever cada diferencial de Weil como soma
de suas componentes locais, ou seja,

w(r) = Z wp(z).

PePr

Agora, se considerarmos P € Pp—{Py,..., P,}, temos vp(x) > —vp(w), ja que z € L(G)
ew € Q(G — D). E assim, pela proposigao temos wp(z) =

Logo, usando isto, e a afirmac¢ao 1, temos

0=w(z)= ) wp(x)

PcPp

0.
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Logo, Ca(D,G) C Cr(D,G)*. Resta verificarmos que ambos os c6digos possuem mesma
dimensao como espagos vetoriais. De fato,

dim Cqo(D,G) = i(G — D) —i(Q)
=UlG—-D)—deg(G—D)—1+g— ({(G)—degG —1+g)
=deg D+ {(G — D) — {(G)
=n— (((G)— UG - D))
=n —dimC(D,G) = dim Cz(D,G)" .

Portanto, Co(D,G) = Cz(D,G)*.
|

O préximo resultado nos garante a existéncia de uma diferencial de Weil 1 com pro-
priedades especificas, e esta, serd ttil para mostrarmos que todo cédigo Cq(D, G) pode
ser representado por Cr(D, H), onde H é um divisor dependendo de 7.

Lema 3.18. Eziste uma diferencial de Weil n tal que
vp(m)=—-1 e np(l)=1 parai=1,...,n.

Demonstracao: Escolhemos inicialmente uma diferencial de Weil arbitraria wy # 0.
Pelo teorema da aproximagao, existe z € F tal que vp(z) = —vp,(wy) — 1, para i =
1,...,n. Defina w = zwy. Entao, vp(w) = —1. Colocando a; = wp,(1), temos a; # 0,
uma vez que vp, (w) =1 < 0. Utilizando novamente o teorema da aproximagao, podemos
encontrar y € F tal que vp,(y — a;) > 0. Assim, y — a; € P, e segue que vp,(y) =0 e
y(P;) = a;. Agora, basta definir n = y~'w e teremos

vp,(n) = vp,(w) = —1

e
e (D) =wp (v7) =y (B) wp () =o' o= 1.
[
Proposigao 3.19. Seja n uma diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e np,(1) =
1 parat=1,...,n. Entao,

Cr(D,G)r =Cq(D,G) =Cr(D,H), onde H:=D-—G+(n).

Demonstracao: O teorema [3.17| garante a primeira igualdade. Observe que o codigo
Cr(D,D — G + (n)) estd bem definido, uma vez que supp(D — G + (n)) Nsupp D = 0,

pois vp,(n) = —1.
Assim, do teorema da dualidade, existe um isomorfismo

pi LD =G+ (n) = (G- D)
dado por p(z) := xn. Assim, para x € L(D — G + (n))
(2n)p, (1) = np,(x) = 2 (B) -np (1) = 2 (F),

e concluimos que Cqo(D,G) = Cr(D,D — G+ (n)).
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Corolario 3.20. Suponha n uma diferencial de Weil tal que
2G—-D<(n) e np(l)=1 for i=1,...,n

Entio, Cr(D, Q) € auto-ortogonal. Ainda, se tivermos 2G — D = (n) e np,(1) = 1, para
i=1...,n, entdo o cédigo Cr(D,G) é auto-dual.

Demonstragao: Assuma 2G — D < (n). Logo, G < D — G + () = H, da proposic¢ao
anterior. Da proposicao [3.19, temos

CtL(D7C¥)L = OE(Dv D -G + <7]>) 2 CE(Dv G)’

ou seja, Cr(D, G) é auto ortogonal. No caso de 2G — D = (n), a igualdade segue de forma
imediata.

[ |
Encerramos esta se¢ao com a defini¢do de codigos equivalentes.

Definigao 3.21. Dois cddigos Cy, Cy € Fy sdo ditos equivalentes se existe a = (ay, . .., a,) €
(F7)* tal que Cy = aCy, ou seja,

02 - {(alclv .- -,CLnCn) | (cly- .. ,Cn) € Cl}

Claramente codigos equivalentes possuem a mesma dimensao e a mesma distancia
minima. O resultado a seguir nos fornece condi¢des necessaria e suficiente para codigos
serem equivalentes.

Proposicao 3.22. (a) Sejam Gy e Gy divisores equivalentes tais que supp GiNsupp D =
supp Go Nsupp D = (). Entdo os cddigos Cr (D, Gy) e Cr (D, Gs) sao equivalentes. O
mesmo vale para os codigos Cq (D, Gy) e Cq (D, Gy).

(b) Reciprocamente, se C C Fy ¢ equivalente a Cr(D,G), entdo existe um divisor
G' ~ G tal que suppG' NsuppD =0 e C = C(D,G"). O mesmo vale para o cddigo

Co(D,G).

Demonstragao: (a) Da hipdtese, existe z € F tal que Go = G1—(z), e ainda, vp,(z) = 0,
para todoi=1,...,n.

Defina a := (2 (P1),...,2(FP,)). Segue que a € (Fy)*, ja que 2(F;) € F,. Considere a
aplicacao

) L(Gh) — L(Go)
v { a:—>l—> Tz '

Temos que ¢ ¢é bijetora pelo lema [2.40] Assim, usando o fato de ser uma bijecao,
dado € L(G3), podemos encontrar y € L£(G;) tal que p(y) = =, e disso, segue facil-
mente da defini¢cao do cédigo associado a um espaco de Riemann-Roch que Cr (D, G3) =
a-Cr(D,Gy), ou seja, os codigos sao equivalentes. Para mostrar a equivaléncia entre
Cqo (D,G1) e Cq(D,Gs), a demonstragao é analoga, bastante definir um isomorfismo en-
tre os codigos, usando o fato de Gy ~ Gj.

(b) Para a reciproca, considere C' = aCr(D, G), onde a = (a1, ..., a,) € (Fy)*. Defina
2(P;) := a; e considere G’ := G — (z). Entdo, G ~ G’ e ainda, segue que C' = C, (D, G’).
No caso dos c6digos envolvendo diferenciais de Weil, basta definir a; = wp, (1), e o resultado
segue de maneira andloga.
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3.3 Cdbdigos AG racionais

Nesta secao, introduziremos os cédigos AG associados a divisores de um corpo de
fungoes racionais. Esses tipos de codigos serao explicitados a partir de matrizes geradoras
e verificadoras, e sao chamados de cédigo de Reed-Solomon generalizados, ou c6digos
GRS. Dentre os exemplos que veremos estao os codigos BCH e os codigos de Goppa, que
sao os mais utilizados na pratica.

Definigao 3.23. Um cddigo algébrico geométrico Cr(D,G), onde D e G sao divisores
como na se¢do anterior de um corpo de fungoes F,(2)/F, € dito racional.

O comprimento de um cédigo AG racional ¢ limitado por ¢ + 1, uma vez que F,(z)
tem somente ¢ + 1 lugares de grau 1, a saber, o polo P, de z e para cada o € F,, o zero
P, de z — «a, como ja vimos no capitulo anterior.

O primeiro resultado desta sec¢ao nos fornece uma série de informacoes a respeito dos
c6ddigo AG racionais, envolvendo seus duais e os parametros n, k e d. Em seguida, veremos
uma proposicao que nos dara a forma da matriz geradora desse tipo de codigo.

Proposigao 3.24. Seja C' = Cr(D,G) um cidigo AG racional sobre Fy e n,k,d os
seus parametros. Entdo

(a) n < q+1.

(b)) k=0<degG<0ek=n<degG>n—2.

(c) Se0 < degG <n-—2, entio k=1+degG ed=n=degG. Em particular, C é
um codigo MDS.

(d) C+ é também um cédigo AG racional.

Demonstragao: (a) Segue da observagao feita apé6s a definicao de cédigo AG racional.

(b) Assuma que k = 0 e suponha por absurdo que deg G > 0. Entao, ((G) = deg G +
1—g+ W —G) > 1, onde W é um divisor candnico. Assim, temos ¢(G) > 0, o que
implica que k > 0, contradizendo a hipdtese. Portanto, deg G < 0.

Reciprocamente, se deg G < 0, entdo deg G < —1, e segue que ¢(C) = 0, ou seja,
k=0.

A outra equivaléncia segue do seguinte:

k=n<(C)=degG+1—g+l{(W—-C)en—1=degGH+L{(W -C) < degG > n—2.
(¢) Segue do teorema [3.11]
(d) Segue imediatamente da defini¢do de cdédigo AG racional.

Proposicao 3.25. Seja C = Cr(D,G) um codigo AG racional sobre F, com pardme-
tros n, k, d.

(a) Sen < q, entdo existem elementos distintos dois a dois ay, . ..o, € Fyevy, ..., v, €
7 (ndo necessariamente distintos) tais que

C={(nf (), vaf (a2) ..., onf (an)) | [ € Fylz] and deg f <k —1}

e a matriz
U1 (%) e Un
(65K [0 5X%) e ApUp
2
n

M=| advy  advy ... <dlu,
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¢ a matriz geradora de C (as linhas formam uma base para C').
(b) Sen =q+1, entao C tem a matriz geradora da forma

U1 V2 e Un—1 0
a1 (05X e Op_1Up—1 0
2 2 2
M = QiU QU2 .. QpqUpg 0|
k—1 k-1 k—1
) U] Qy Uy ... Oy _qUp—1 1
_ *
onde Fy = {ay,...,an 1} evy, ..., v, 1 €F;.

Demonstracao: (a) Seja D = P +--- P,. Como n < g, existe P um lugar de grau 1 tal
que P ¢ supp D. Seja @) # P de grau 1. Pelo teorema de Riemann-Roch, ¢(Q — P) =1,
e portanto () — P é principal, pelo corolério [2.46

Seja @—P = (z). Entao, z ¢ um gerador do corpo de fungoes sobre F, ¢ P é polo divisor
de z, e escrevemos P = P,,. Pela proposicao |3.24] podemos assumir degG =k —1 > 0
(o caso k =0 é trivial).

Considere o divisor G’ = (k—1)P,, —G. Temos deg G’ = 0, e portanto, G’ é principal,
e assim, existe u € F' nao nulo tal que

W) =G = (k—1)Py — G.

Agora, os elementos u, zu, ...,2*'u € L(G) e sdo linearmente independentes sobre F,.
Como ¢(G) = k, eles formam uma base para L£(G), e assim,

L(G) = {uf(2) | f € Fylz] and deg f <k —1}.
Definindo «; := 2z (P;) e v; := u (F;), obtemos

(uf(2)) (F) = u(P) f (2 (F)) = vif (),

e assim, C' = Cr(D,G) = {(vif(a1),...,vnf (o)) | deg f < k — 1}, como queriamos
mostrar.  Ainda, observe que a palavra cédigo em C correspondendo a wuz’! é
(vla{, '0204%, e ,vnafl), e portanto a matriz M do enunciado é a matriz geradora de C'.

(b) A prova desse item é semelhante ao caso em que n < ¢. Agora, como n = q + 1,
escolhemos z € F tal que P, = P, é o polo de z. Como no item (a), existe u € F, u # 0
com (k — 1)Py — G = (u) e de modo que {u,uz,uz? ... uz""1} seja base de L(G).

Parai=1,...,n —1 = ¢, os elementos «; := z(P;) € F, sdo dois a dois distintos, e
assim, Fy = {1, as,..., -1}, Ainda, para i =1,...,n — 1, v; := u(P;) € F;. Para o
caso em que 1 < j <k — 2, temos

((uzj) (Pr),..., (uz]> (Pn)> = (a{vl, e ,ozi,lvn_l, 0) ,

ese j=k—1, tem-se

((uzk_l) (P1),..., (uzk_l) (Pn)) = (a’f‘lvl, kT, 7)

onde 0 # v € F,. Substituindo u por v 'u, obtemos a matriz geradora do enunciado.

Isso motiva a seguinte definigao:
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Definigao 3.26. Sejam a = (a1,...,a,), com o;’s elementos distintos de F, e v =
(v1,...,0,), com v;’s elementos nao nulos, ndo necessariamente distintos de F,. Entdo
o codigo de Reed-Solomon generalizado, denotado por GRSy(c,v) consiste de todos os
vetores

(Ulf (al) PR >Unf (an)) )

com f(z) € Fy[z] edeg f <k —1, onde k <n é um inteiro fizado.

No caso de termos a = (3, 3?,...,8"), com n = ¢ — 1, 3 uma raiz n-ésima primitiva
da unidade e v = (1,1,...,1), o cédigo GRSk (c,v) é um cédigo de Reed-Solomon, como
na se¢ao anterior. Podemos mostrar agora uma reciproca da proposicao |3.25]

Proposicao 3.27. Todo cédigo GRSg(«,v) pode ser representado como um cédigo AG
racional.

Demonstragao: Sejam a = (ay,...,a,) € Fy e v = (v1,...,v,) € (Fy)*. Considere
o corpo de fungoes racionais onde F' = F (z). Denote por P; o zero de z — a; e por Py
o polo de z. Pelo teorema da aproximagcao, existe u € F' tal que u(P;) = v;, para cada
i=1,...,n. Desse modo, podemos definir D =P, +---+ P, e G=(k—1)Pyx — (u), €0
resultado segue da proposi¢ao , basta fazer o caminho inverso e teremos GRS, (o, v) =
Cr(D,G).

Para determinarmos o dual de um cédigo AG racional C' = C,(D, G), precisamos de
uma diferencial de Weil w de Fy(2) tal que

vp(w)=—-1 e wp(l)=1, para i=1,...,n.
O préximo resultado garante a existéncia de tal diferencial de Weil

Lema 3.28. Considere F' = F,(z) e n elementos distintos ay,...,a, € F,. Sejam

PieProzerodez—a; eh(z) =[[(z—a;) ey € F tal que y(P;) =1,1=1,...,n.
i=1
Entao eziste uma diferencial de Weil w de F, que satisfaz vp,(w) = —1 ewp, (1) =1 e o
divisor (w) satisfaz
(w) = (y) + (W'(2)) = (h(2)) — 2P,

onde h'(z) denota a derivada de h(z).

Demonstracao: Pela proposicao existe uma diferencial n de F' com (n) = —2P4
enp,(z71) = —1. Defina w :=y - (h'(2)/W(z)) - n. Assim, o divisor (w) satisfaz

(w) = (y) + (W(2)) = (h(2)) = 2P.

Em particular, vp, (w) = —1 para i = 1,...,n. Precisamos agora verificar que wp,(1) =
1. Primeiramente, escreva h(z) = (z — a;) gi(2), onde g;(z) = > (2—ay), comi =1,...,n.
i
Entao,
h'(2) gi(2) 1 1
. — (1 — 1)) [ Z —
v = (S5 L) -,

onde u € F e vp,(u) > 0, uma vez que vp,(y —1) > 0 e vp, (g:(2)) = 0.
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Agora, pelas proposigoes [2.80(a) e [2.81fc),

np, (2= ai)™") = Land np,(u) =0,

e assim,

Note que, o lema [3.28] combinado com o teorema [3.17] e as proposigoes e [3.25],
possibilita que especifiquemos uma matriz verificadora para o cédigo C,(D, G).

Nosso proximo objetivo é descrever dois codigos especificos: BCH e de Goppa, por
meio de cddigos AG racionais. Antes de definirmos c6digos BCH, precisamos da seguinte
definicao:

Definicao 3.29. Considere uma extensao de corpos Fgm de F, e C' um cédigo sobre
Fym de comprimento n. Entao,
Clg, == CNEy

¢ a restricio de C em F,.

Segue diretamente da defini¢cao que C' \Fq ¢ um cédigo sobre F,, e sua distancia minima
nao pode ser menor do que a distdncia minima de C, e podemos estimar a dimensao de
C’|Fq por dim C’|Fq < dim C. Com isso, vejamos a definigao de c6digos BCH.

Definicao 3.30. Suponha que n | ¢™ — 1 e seja € Fym uma raiz n-ésima primitiva
da unidade. Considere ainda l € Z e § > 2. Definimos o cddigo C(n,l,0) sobre Fym pela
matriz geradora

1 ﬁl le o B(n_l)l

1 I+1 2(14+1) o (n—1)(I+1)
e | ! B. B | B

i 51—%-'6—2 B2(H'-6—2) o B(n—l)'(l+6—2)

O cédigo C = C(n,l,0)*

outra palavras,

. ¢ chamado de codigo BCH de distancia projetada 6. Em

C={ceF |H =0}

O resultado a seguir nos fornece uma relacao entre cédigo BCH e codigos associados
a um espacgo de Riemann-Roch.

Proposigao 3.31. Sejamn | ¢"—1 e f € Fym uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
Considere F' = Fym(2) o corpo de fungoes racionais sobre Fym e Py (respectivamente Ps,)
o zero (respectivamente polo) de z. Parai=1,...,n, denote por P; o zero de z — 371 e
defina Dg := P, +---+ P,. Considere a,b € Z com 0 <a,b<n —2. Entdo,

(a) Cr (Dg,aPy+ bPy) = C(n,l,d), coml=—aed=a+b+2.

(b) O dual de Cr (Dg,aPy + bPy) € dado por

Cr (Dg,aPy+ bPsy)" = Cp (D, Py + 5Py,

s

e a
q

comr=—(a+1) es=mn—>b—1. Consequentemente, o cédigop BCH C(n,l,d)*

restrigio a F, do codigo Cr (Dg,rPy+ sPx), comr=1—1les=n+1—-6—1.
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Demonstragao: (a) Considere o cédigo Cr (Dg,aPy+ bPx) com 0 < a+b < n—2.
Os elementos 27%27, com 0 < j < a + b formam uma base para L(aPy + bP,).

De fato, observe que dim(aPy + bPs) = a + b+ 1, uma vez que deg Py = deg Py, = 1.
Ainda, se 0 < j < a + b, temos

(z7927) = —a(z) + j(2) > —(aPy — (—bPy)) = —(aPy + bPy),

ou seja, 277 € L(aPy + bP,). Ainda, esses elementos sao linearmente independentes, e
portanto formam uma base. Logo, a matriz

5—(1 5—2(1 o (ﬁn—l)—a
1 B—a—i—l B—2a+2 o <5n—1)*a+1
1 B—a-‘r(a-i-b) 6—2a+2(a+b) o (ﬁn—l)—a""(a'f‘b)
¢ uma matriz geradora do cédigo Cr (Dg,alPy + bPs). Se substituirmos [ = —a e § =

a+ b+ 2, obtemos a matriz da definigdo anterior, o que prova que Cg (Dg,aPy + bP) =
C(n,l,9).
(b) Usando a notacao do lema [3.28] colocamos

n

y:=2" e Nh(z)=]] (z — 6"’1) =2"—1

i=1
A proposicao nos diz que C¢ (Dg, aPy + bPOO)L = C (Dg, B), onde

B =Dg — (aPy+ bPx) + (z7") + (W (2)) — (h(z)) — 2Py
=Dg — (aPy + bPx) +n (P — By) + (n — 1) (P — P)
— (D — nPy) — 2Py
=(—a—1)Py+ (n—b—1)Px.
Como [ = —a e d = a+b+2, pelo item (a), podemos encontrar Cr (Dg, aPy + bPoo)L =
Cr(Dg,rPy+ sPx),coms =n—b—1=n—(d—a—2)—1=n+1-6—ler=—a—1=1[1-1.
|

Agora, introduzimos os cédigos de Goppa, e em seguida, veremos uma versao analoga
da proposicao para esse tipo de codigo.

Definicao 3.32. Sejam L = {aq,...,an} C Fym com |L| = n e g(z) € Fym[z] um
polinémio de graut com 1 <t <n—1 e g(a;) #0, para todo o; € L.
(a) Definimos o cédigo C(L, g(z)) C (Fgm)™ pela matriz geradora

g (o)™ gla)™ . g(ow)™
-1 -1 -1
a1g (041) Qg (042) N Y (an)
H = . . .
ai g (o)™ abg(an)™ L af g (o)

¢ chamado codigo de Goppa com polinémio

(8) O cddigo T(L,9(2)) = C(L,g(2))"],
de Goppa g(z), ou seja,

(L, g(2) = {ceFy | H-c' =0},
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Note que a matriz H é um caso especial da matriz do item (a) da proposi¢ao [3.25)]
onde v; = g(a;)™!, e portanto C(L, g(z)) e C(L, g(2))* sao codigos GRS.

Proposicao 3.33. Utilizando as notacoes da defini¢io anterior, consideramos P; o
zero de z — oy, para todo o € L, Py o polo divisor de z e D, = P+ ---+ P,. Seja ainda
Gy o zero divisor de g(z), do grupo divisor F = F m(z). Entdo

C(L,g(2)) = Cz (D, Gy — Ps) = Cz (Dp, A— Go)*

[(L.g(2)) = Cc (D1, Go— )|,

= CE (DLaA - G0)|1an

q

onde A é determinado tomando h(z) := [] (z — as) e definindo A := (h'(2))+(n—1)Px.

a; €L

Demonstragao: Como I'(L, g(z)) := C(L, g(z))i‘]F , basta provar a primeira igualdade.
S

Para 1 < j <t—1, o elemento 27g(2)~! € L(Gy — Py), uma vez que

(¢79(2)7") =5 (Po = Pa) = (Go — tPs) > —Go + Px.

Agora,
dim(Gg — Py) = deg Gy — deg Py, + 1 — g = deg Gy = t.

Assim, os elementos g(2)7!, 2g(2)7 !, ..., 27 g(2) ! formam uma base para L£(Gy — Py).

Logo, a matriz H da definigao de cdédigo de Goppa é uma matriz geradora para Cr (Dy,, Gy — Ps,),
e consequentemente

C(L,9(2)) = Cc (D1, Go — Px).

Ainda, pela proposicao e pelo lema m, temos Cr (Dp, Gy — Poo)L =C;(Dy, B),
onde
B =Dp—(Go— Px) + (W(2)) = (M2)) — 2Px

— Dy~ Go+ Pat A—(n—1)Pe — (Dy —nPy) — 2Ps
= A — G,

o que conclui a demonstracao.
|

Encerramos este capitulo com uma consequéncia de ambas as proposi¢oes que demons-
tramos acima, a qual explicita cotas inferiores para a distancia minima de c6édigos BCH
e de Goppa.

Corolario 3.34. (a) (Cota de BCH) A distancia minima de um cédigo BCH com
distancia projetada 0 € pelo menos 9.

(b) (Cota de Goppa) A distancia minima de um cédigo de Goppa T'(L,g(z)) € pelo
menos 1 + deg g(z).

Demonstracao: (a) Usando a notagdo da proposicao m, representamos um co-
digo BCH da forma C' = C(Dg,rPy+ sPx) A distdncia minima de um cédigo
Cr (Dg,rPy+ sPy) é dada por

5,

d=n—deg(rPy+sPyx)=n—((I—-1)+n+1=-0-1)) =9,
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pelas proposicoes [3.24] e [3.31]

Agora, como a distdncia minima da restricao de um c6digo nao pode ser menor que a
distancia minima do cédigo original, temos que a distancia minima de C' é > 9.

(b) Representamos I'(L, g(2)) como CL(Dy, A — Go)l,, como na proposicao e
assim, segue que

d=n—deg(A—Go) =n—((n—1)—degg(z)) =1+ degg(2),

e a afirmacao segue do fato de que a distdncia minima de uma restricdo nao pode ser
menor do que a distancia minima do c6digo original.



4 Extensoes de corpos de funcoes
algébricas

Seja F//K um corpo de fungoes algébricas. Neste capitulo, estudaremos extensoes
F'/F de corpos de fungoes algébricas. Estaremos interessados em relacionar lugares,
divisores, diferenciais de Weil e género de F' e F’. Antes de iniciarmos, vamos fixar
algumas notacgoes que serao utilizadas ao longo do capitulo.

Durante este capitulo, F//K denota um corpo de fungoes algébricas de uma varidvel,
cujo corpo completo das constantes ¢ K. Por sua vez, K serda considerado um corpo
perfeito, ou seja, toda extensdo é separavel. Ainda, consideramos F’/K’ um corpo de
funcgoes, com K’ o corpo completo das constantes de F’ tais que F’ D F é extensdo
algébrica e K’ O K. Por conveniéncia, fixamos um corpo algbricamente fechado ® O F e
consideramos somente extensoes F' de F' tais que F’ C ®.

4.1 Extensoes algébricas de corpos de funcoes

Defini¢ao 4.1. (a) Um corpo de fungoes algébricas F'/K' é chamado de extensao
algébrica de F/K se F' C F' é uma extensao algébrica e K C K'.

(b) A extensdio algébrica F'/K' de F/K ¢é chamada extensio de corpos constante se
F'=FK', o corpo composito de F e K'.

(c) A extensdio algébrica F'/K' de F/K é chamada extensao finita se [F' : F] < oc.

O resultado a seguir nos fornece algumas consequéncias da definicao anterior:

Lema 4.2. Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K. Entao

(a) K'/K € algébrica e K'NF =K.

(b) F'/K' é uma extensao finita de F/K < [K': K] < oc.

(c) Seja Fy = FK'. Entio Fi/K' é uma extensio de corpos constante de F/K e
F'/K' é uma extensao finita de Fy/K'.

Demonstracao: (a) Por hipétese, a extensao F'/F é algébrica, e como F/K tem grau
de transcendéncia igual a 1 (pois K e o corpo completo das constantes de F), segue que
a extensdo F'/K também tem grau de transcendéncia igual a 1. Observe o diagrama
abaixo:

75
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Ff
aZg/ \
F K’
\ /gg
K

Por outro lado, a extensdao F'/K’ também tem grau de transcendéncia igual a 1, ja
que K’ é o corpo completo das constantes de F’. Assim, o grau de transcendéncia da
extensao K'/K é zero, e ela é portanto algébrica.

Agora, obviamente K C K’ N F. Resta mostrar a outra inclusdao. Seja a € FF'N K'.
Entdo, a € K’, e como K'/K é algébrica, segue que a é algébrico sobre K. Por outro
lado, € F', e como K ¢é o corpo completo das constantes de F', segue a € K, e assim,
temos a igualdade K = K' N F.

(b) Suponha F'/K’' uma extensdo finita de F/K, ou seja, [F' : F|] < oo. Assim,
F' pode ser considerada como corpo de func¢oes algébricas sobre K, com K’ seu corpo
completo das constantes. Veja o diagrama abaixo.

As linhas tracejadas representam extensoes de corpos com grau de transcendéncia
igual a 1. Pelo coroldrio [2.19] segue que [K’: K] < oo.

Reciprocamente, assuma que [K’ : K] < oo (portanto, algébrica) e z € F\K. Entao
F'/K'(x) é uma extensao de corpos finita, uma vez que x é transcendente sobre K’ (se
fosse algébrico, = seria algébrico sobre K). Ainda, como [K’ : K] é finito, entdo existe
a € K’ tal que K’ = K(«). Além disso, da teoria de corpos, segue que « é raiz de algum
polindémio ¢(t) € K[t], irredutivel, com deg p(t) = [K' : K]. Portanto, K'(z) = K(z)(«).
Portanto,

[K/(2) : K(@)] = [K(2)(a) : K(@)] < dego(t) = [K' : K]

Logo, [F': K(z)] = [F': K'(x)] - [K'(z) : K(x)] < 00, e como K(z) C F C F', segue
que [F': F] < 0.

(c) Se F} = FK’, entao K’ é corpo de constantes de F. Como F’ é extensao algébrica
de F, entdao FK' também o é. Segue que F;/K’ é extensao algébrica de F'//K, e portanto
Fy /K’ é extensao constante. Agora, como [K’: K] =1, segue do item (b) que [F": Fj] <
00, e isso conclui a demonstracao.
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Nosso objetivo agora é relacionar os lugares de F’ com os lugares de F'. Para isso,
temos a seguinte definicao:

Definicao 4.3. Considere F'/K' uma extensio algébrica de F/K. Dizemos que um
lugar P' de F'/K' é uma extensiao de P € Pr se P C P', e escrevemos P'|P.

Veremos agora como se comportam os lugares de /K’ em relagdo aos lugares de
F/K, bem como seus anéis de valoriza¢ao. Além disso, o préximo resultado nos motiva a
defini¢ao de indice de ramificacao, o qual sera bastante utilizado no decorrer do capitulo.

Proposicao 4.4. Sejam F'/K' uma extensao algébrica de F//K, P um lugar de F/K,
P’ um lugar de F'/K’, e Op e Op: seus respectivos anéis de valorizag¢ao. Considere ainda
vp e vpr as respectivas valorizacoes discretas associadas aos lugares P e P'. Entao, sao
equivalentes:

(a) P'|P;

(b) Op C Op:;

(c¢) Existe um inteiro e > 1 tal que vp/(x) = evp(x), para todo x € F.

Além disso, se P'|P, entio P =P NF e Op = Op N F. Por essa razio, P também
¢ chamado de restricio de P’ para F.

Demonstracao: (a) = (b): Suponha P'|P e que Op € Op:. Logo, existe u € Op tal
que u ¢ Opr. Assim, vp(u) > 0 e vp/(u) < 0. Assim, devemos ter vp(u) = 0, ja que P'|P.
Escolha t € F tal que vp(t) =1 > 0. Assim, t € P C P'. Defina r := vp/(t) > 0.
Assim,
vp (u't) =r-vp(u) +vp(t) =1,

vpr (u't) =7 vp(u) +op(t) < —r+r=0,

e assim, concluimos que u"t € P\P’, o que contradiz o fato de P’ ser uma extensao de P.

(b) = (a) : Provamoes inicialmente a seguinte afirmagao.

Afirmagdo 1: Se Op C Opr, entao Op = F N Op:.

Claramente F' N Op: é subanel de F', com Op C F'N Op:. Assim, pelo teorema [2.16],
segue que FNOp = 0Opou FNOp = F.

Suponha que FNOp = F, ouseja, ' C Op e considere z € F'\Op,. Como a extensao
F'/F é algébrica, existem ¢y, cq,...,c,—1 € F tal que

ey 12 ez o= 0.
Note que vps (2") =n-vp/(z) <0 ja que z ¢ Opr. Logo,
vpr (2") <wvp(¢,2”) para v=0,---,n—1.
Agora, pela desigualdade triangular estrita, tem-se
vpr (z” +ep 12" ozt CQ) =n-vp(z) # vp(0),

o que contradiz o fato de vp (2" +¢,_12" 4+ +c124¢p) = 0. Portanto, FNOpr = Op.

Agora, podemos mostrar a implica¢ao (b) = (a). Seja a € P. Entao, pela proposicao
2.6, a=' ¢ Op = Op N F, pela afirmagio 1. Assim, como a™! € F, segue que a~' ¢ Opr,
e novamente pela proposicao , segue que a € P’ e portanto, P'|P.
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(b) = (c¢) : Seja u € F tal que vp(u) = 0. Logo, como Op C Op/, segue que
u,u”t € Opr, e assim, vp(u) = 0.

Escolha agora t € F' tal que vp(t) = 1 e defina e := vp/(t). Como Op C Op:, segue
que P C P’ pelo que fizemos anteriormente, e assim, e > 1, pois caso contrario, teriamos
vp(t) < vp(t), o que nao ocorre.

Agora, considere 0 # = € F e defina vp(x) := r € Z. Entao,

vp(xt™") = vp(x) —rvp(t) =0,
e assim,
vpr(z) = vp (xt™"t") = vp(at™") +up(t") = 0+ rop(t) = e vp(x).
(c) = (b) Nesse caso, supondo a existéncia de e, para cada x € F,
x€0p=vp(r)>0=vp(r)=€-vp(x)>0=vp(xr) >0=z€ Op.

Portanto, Op C Op:.

Provadas as equivaléncias, observe que, na demonstragao de (b) = (a), mostramos
ainda que O C FNOp:. Agora, supondo valida qualquer uma das hipéteses (a), (b) e (¢),
vamos mostrar que P =P ' NF. Como PC FFe PC P',entao PC P'NF.

De (c), segue que P' N F C P, pois dado z € P' N F, temos

vpr(2) > 0= vp(2) =e-vp(z) >0=2z€ P,
e assim, vale a igualdade desejada.
[ |

Uma consequéncia da proposicao anterior é que, se P’|P, entdao existe uma inje¢ao
canonica

. Fp — Fp
Y { 2(P) —s z(P')

onde z € Op. A aplicagdo ¢ estd bem definida e é injetora, pois dado x € Op tal que
p(z(P)) =0,

z(P)=p@(P)=0=z€P =xe P NF=P=z(P)=0.

Assim, Fp pode ser visto como subcorpo de F,.
Agora, podemos definir dois conceitos importantes para a teoria que sera desenvolvida
neste capitulo: o indice de ramificacao e o grau relativo de P’|P.

Definicao 4.5. Sejam F'/K' uma extensdo algébrica de F/K e P' € Ppr tal que P'|P,
onde P € Pg.

(a) O inteiro e := e(P'|P) tal que vp/(x) = e - vp(x), para todo x € F é chamado de
indice de ramificacao de P’ sobre P. Ainda, dizemos que P'|P é ramificada se e > 1 e
nao ramificada se e = 1.

(b) f(P"| P):=[Fp : Fp| é chamado de grau relativo de P’ sobre P.

Proposigao 4.6. Sejam F'/K' uma extensdio algébrica de F/K e P'|P, onde P € Pp
e P’ € Pr. Entao

(a) f(P'| P) < o0 <= [F': F] < 0.

(b) Se considerarmos uma outra extensao, F" /K" de F'/K', valem as igualdades:
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e(P"| P)=e(P"[P)-e(P"|P)

FP" [Py = [f(P"| P)-f(P"| P).

Demonstracdo: (a) Pelo lema [4.2] temos que [F” : F] é finito se, e somente se, [K' : K]
também o é. Ainda, temos [Fp, : K'| = deg(P') < oo e [Fp: K] = deg(P) < oc.
Agora, consideramos as extensoes K C Fp C Fp, e K C K' C Fp,. Assim, temos

deg P'- [K': K] =deg P - f(P'|P),

e o resultado segue imediatamente.
(b) Ambas as igualdade seguem diretamente da defini¢ao anterior, bastando aplica-las
duas vezes, uma para cada extensao.

[ |
Na préxima proposicao, veremos a relagao entre os lugares de F' e F”.

Proposicao 4.7. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Entdo:

(a) Para cada lugar P' de F'/K', existe exatamente um lugar P de F/K tal que P'|P,
com P=P NF.

(b) Reciprocamente, todo lugar P € Pr tem pelo menos uma, e no mdzrimo wm nimero
finito de extensoes P’ € Pp.

Demonstracao: Antes de provarmos cada um dos itens, vamos provar a seguinte afir-
macao:

Afirmagao 1: Existe z € F' nao nulo tal que vp(2) # 0.

Suponha que a afirmacao seja falsa, ou seja, vp/(z) = 0, para todo z € F e escolha
t € F' uma parametro local, isto é, vjp(t) > 0.

Como F'/F é algébrica, existem ¢; € F, com i =0,1,...n — 1 tais que

"+ ep "t F et =0,

onde ¢y # 0 e n de grau minimo. Por hipétese, vpi(¢;) = 0, para todo i = 0,...,n — 1.
Agora, . .
Vpr (tn) > VUpr (Citl) > Upr (Cjtj) , 0<i<i<n—1.

Por outro lado, pela desigualdade triangular estrita, temos
vpr(0) = vpr (t” Ot A+ 00) = vpr (o) = 0,

o que contradiz o que fizemos acima. Logo, a afirmacao é valida.

(a) Defina O := Op N F e P:= P'NF. Pela afirmagio 1, O é um anel de valorizagao
de F/K, pois K S O G F, edado z € F, podemos ter z € Ops ou z ¢ Opr.

Se z € Opr, entdo z € Opr N F = O. Por outro lado, se 2 ¢ Opr, entdo 27! € Op..
Assim, 7t € FNOp = O.

Concluimos que O é de valorizacao e o lugar correspondente é P = P'NF. A unicidade
segue do fato de P ser maximal.

(b) Seja P um lugar de F'/K. Pela proposicao [2.71, podemos escolher x € F/K tal
que o Unico zero ¢ P.

Afirmagao: Dado P’ € P/, temos P'|P < vpi(x) > 0.
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Se P'|P, entdo vp:/(x) = e(P'|P) - vp(x) > 0. Reciprocamente, se vp/(x) > 0, denote
por () o lugar de F'/K tal que ) C P’, o qual existe pelo item (a). Entao vg(x) > 0, ou
seja, P = @, uma vez que tomamos P como o Unico zero de z em F/K, e assim, P'|P.

Assim, como x tem no minimo um, mas no maximo um numero finito de zeros em
F'/K', o item (b) segue como consequéncia da afirmacao acima.

Definigao 4.8. Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K. Dado P € P, definimos
sua conorma em relagao a F'/F por

COHF//F(P) = ZG(P/‘P)PI

P'|P

Pela proposigao [£.7] podemos definir um homomorfismo entre os grupos divisores
Div(F) e Div(F"). Com isso, a definicdo de conorma pode ser estendida a um homomor-
fismo como citado acima, da forma:

COHF//F (Z np - P) = an : COHF//F(P).
Agora, pela proposicao se tivermos extensoes ' C F' C F”, vale a formula
COHF///F(A) = COI’IF///F/ (COHF//F(A)) s VA € DlV(F)

O primeiro resultado envolvendo a conorma de um lugar P, nos garante que ela leva
divisores principais de F' em divisores principais de F”’, via homomorfismo.

Proposicao 4.9. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Dado 0 # x € F,
denote por (z)t, (x)X e (x)I' o divisor zero, polo e principal de x em Div(F), res-
pectivamente, e (x)L, (2)E e (2)F" o divisor zero, polo e principal de x em Div(F’),

respectivamente. Entao,

Conpr)p (<[E>§) = (x>§/,ConF//p ((:L'>fo) = (a:)g, e Conp/p ((:I;)F) = (a:)F,

Demonstracao: Vamos mostrar somente a igualdade envolvendo o divisor principal
pois as igualdades envolvendo o divisor zero e o divisor polo podem ser demonstradas
analogamente, considerando-se somente a parte positiva e a parte negativa, respectiva-
mente.

Pela definicao de divisor principal, temos

(@) = 3 wpla)-P'= 3 Y e(P[P)-uvp(z) P

P'ePp PEPr P/|P
= Z vp(z) - Conpr/p(P) = Congr/p Z vp(x) - P
PePr PePr

= Congpr/p ((x)F) .

Pela proposicao anterior, a conorma induz um homomorfismo dado por

Coneye | 1) o CIE)
F//F " [D] — [Conpr/p(D)]
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Essa aplicacao estd bem definida, uma vez que, dados divisores A e B com [A] = [B],
existe 0 # x € F tal que A = B + (z)F'. Assim, pela proposicao ,

CODF//F<[A]) = [COHF//F(A)} = {COHF//F (B + <x>F)} =
= {CODF//F(B) + <JI>F/} = [CODF//F(B)} = COI]F//F([B]).

Em geral, essa aplicagao nao ¢ injetora nem sobrejetora, enquanto a aplicagao Congr/p :
Div(F) — Div (F") ¢ injetora.

Lema 4.10. Sejam K'/K wuma extensdo de corpos finita e x transcendente sobre K.
Entao,
[K'(z): K(x)] = [K': K].

Demonstragao: J4 mostramos no lema [4.2] que [K'(z) : K(z)] < [K’: K]. Mostremos
agora a outra desigualdade.

Como K'/K ¢ finita, entdo existe a € K’ tal que K’ = K(«). Vamos mostrar que o
polinémio minimal ¢(t) € K[t|] de o sobre K continua irredutivel sobre K(z). Suponha
que isso nao é valido e escreva ¢(t) = g(t) - h(t), com g(t), h(t) € K(z)[t] polindmios
monicos com grau < deg .

Como ¢(«) = 0, podemos supor sem perda de generalidade que g(a) = 0. Escreva

gt) =t" 4+ o1 ()t + -+ a(x)t 4 co(z), ¢(z) € K(x) e r < deg .

Entao o” + ¢,y (z)a" ' + -+ + ¢o(x) = 0. Multiplicando por um denominador comum,
obtemos
gr(@)a” + groa(z)a™ + - + go(z) =0,

para certos g;(x) € Klz], e podemos assumir que nem todos os g;(x)’s sdo divisiveis por
x. Colocando z = 0 na tultima igualdade, obtemos uma equacao nao trivial para a sobre

K de grau < degy, o que contradiz o fato de ¢ ser o minimal de a sobre K. Portanto,
[K': K] < [K'(z) : K(x)], e segue a igualdade.

O seguinte teorema ira relacionar o grau da extensao F’/F com o indice de ramifica¢ao
e o grau relativo de um lugar P’ sobre P.

Teorema 4.11. (Igualdade fundamental) Sejam F'/K' uma extensdo finita de F/K,
P € Pr e Py,..., P, todos os lugares de F'/K’' que estendem P. Sejam ainda e; =
e(P|P) e f; :== f(P)|P). Entdo

m

Zeifi: [F/F]

=1

Demonstragao: Escolha = € F tal que P é o unico zero de z em F/K e defina
vp(x) ;= r > 0. Assim, os lugares P, ..., P, sdo exatamente os zeros de z em F'/K’,
uma vez que P'|P < vpi(x) > 0.

Observe que [F': K(x)] = [F': K'(z)] - [K'(x) : K(x)]. Agora, do lema [4.10, temos
[K'(z) : K(x)] = [K': K], e assim,

[F': K(2)) = [F': K'(z)] - [K" : K].
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Por outro lado,

Logo,

[F': K(z)] = i (e: - vp(x)) - ([Fp - K] - K K])

(2

:r-iei- [Py« Fpl - [Fp: K]
=1

:r-degP-Zeifi.

=1

Como 7P ¢é o zero divisor de x em F/K, segue que [F : K(z)] =rdeg P, e

[F': K(z)]=[F :F|-[F:K(x)]=[F:F]-r-degP.

Comparando as duas igualdade, obtemos a igualdade fundamental desejada.

Definicao 4.12. Sejam F'/K' uma extensao finita de F/K com [F' : F| = n e
P e Pp.

(a) Dizemos que P se decompoe completamente em F'/F se existem exatamente n
lugares distintos P' € F'/K' tais que P'|P.

(b) Dizemos que P é totalmente ramificado em F'/F se existe P' € Pp com P'|P e
e(P'|P) = n.

Segue diretamente do teorema que P se decompde completamente em F'/F se,
e somente se, e (P' | P) = f(P'| P) = 1, para toda extensao P’ de P. Ainda, se P ¢
totalmente ramificado, entao existe um tnico lugar P’ de F'/K' que estende P.

Uma outra consequéncia da igualdade fundamental é o corolario a seguir, o qual nos
fornece uma relacao entre o grau de um divisor A e o grau da sua conorma.

Corolario 4.13. Sejam F'/K' uma extensao finita de F//K e A € Div(F). Entdo,

[F' . F]

deg COHF//F(A) = m

- deg A.

Demonstragao: Vamos mostrar inicialmente para o caso em que A é um divisor primo
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P. Segue que

deg Conpr/p(P) = deg (Z e(P'| P)- P’)

P'|P
= > (P P)- [P K]
P/|P
, [FI’J,:K]
= (P"| P)
PZ’I; | [K': K|
~ g S e (P ) 1B Pl K
: P'|P
1
_ e(P'|P)-f(P|P))| - -deeP
o (1;( P)-F(P >) cg
H deg P (pelo teorema.

No caso em que A é um divisor qualquer, escrevermos A = Y- npP. Agora, como

COHF//F (anp) = Z’FLP COIIF//F<P)

deg (Z in) =Y npdeg(P

podemos aplicar o caso particular feito anteriormente, e o resultado segue.

4.2 Subanéis de corpos de funcoes

Como na segao anterior, F'//K denota um corpo de fungoes com corpo constante K.
Vamos agora introduzir a definicdo de subanel de um corpo de fungoes, o qual serd im-
portante para definirmos posteriormente anel holomérfico.

Defini¢ao 4.14. Um subanel de F/K é um anel R tal que K C R C F e R ndo é
corpo.

Em particular, se R é um subanel de F//K, entdao K & R & F. Apresentamos dois
exemplos classicos de subanéis de corpos de fungoes.

(a) R= Op, com P € Pp.

(b) R=Klzy,...,x,], com z1,...,x, € F\K.

Claramente o exemplo do item (a) é um subanel, pela definicdo de Op. Para vermos
que K|[xq,...,x,] é subanel de F'/K, basta verificar que nao é corpo.

Escolha P € P tal que vp (1) > 0,...,vp (z,) > 0. Sejax =21 ed :=deg P = [Fp :
K]. Assim, as classes residuais 1, z(P),...,2%(P) € Op/P sao linearmente dependentes,
e existirdo ap,...,qq € K tais que z = ag + aqx + - -+ + agr? e vp(z) > 0.

Como z ¢ K, entdao x é transcendente sobre K. Obviamente z € K|z1,...,x,] mas
z V¢ Klxy,...,z,], uma vez que vp(y) > 0, para todo y € K[xy,...,1,] e vp(z7!) < 0.
Portanto K|z, ...x,] nao é corpo.
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Definigao 4.15. Dado () # S C Pp, seja Og :={z € F |vp(z) > 0 para todo P € S}
a intersecao de todos os anéis de valorizagoes Op com P € S. Um anel R C F da forma
R = Og para ) # S ; Pr € chamado anel holomadrfico.

Por hora, consideramos que o anel K[z| é um anel holomérfico do corpo de fungoes
racional K (x)/K, basta verificarmos que

K [l‘] = ﬂ OP,
P#Ps,
onde P,, denota o unico polo de z em K ().
O préximo resultado é um lema que nos fornece algumas propriedades desses anéis
e sera usado nas demonstracoes futuras. Uma delas, é que esses anéis sdo unicamente
determinados pelo conjunto S.

Lema 4.16. (a) Todo anel de valorizagio Op é um anel holomdrfico, onde Op = Og,
com S = {P}.

(b) Todo anel holomdrfico Og é um subanel de F/K.

(¢) Para P € Pp e () # S & Pp, tem-se

Os COp<= PeSs.
Consequentemente, Og = Op <= S =T.

Demonstragao: (a) imediato da definicao.
(b) Como K C Og C F, basta verificar que Og nao é corpo. Seja P; € S. Do teorema
da aproximacao forte, existe 0 # = € F tal que

vp, () >0 e wp(r)>0 paratodo Pe€S.

Assim, z € Og pois vp(x) > 0, para todo P € S, mas 2! € Og, pois vp, (z7!) =
—wvp, () < 0. Logo, Og nao é corpo.
(¢) Suponha P ¢ S. Novamente, pelo teorema da aproximagao forte, existe z € F
com
vp(2) <0 e wvg(z) >0 paratodo Q€S.

Se SU{P} # Pp, isso é sempre valido. Se S U {P} = Pp, basta tomar z € Og com pelo
menos um zero em S, e como z deve ter algum polo, segue que vp(z) < 0.

Agora, cada elemento z satisfazendo vg(z) > 0 estd em Og, mas nao estd em Op, o
que é absurdo da hipétese. Logo, P € S.

Reciprocamente, suponha que P € S e seja z € Og. Entao vp(z) > 0. Logo, z € Op,
e segue que Og C Op.

Definigao 4.17. Seja R um subanel de F/K.
(a) Um elemento z € F ¢é dito inteiro ou integral sobre R se f(z) = 0 para algum
polinémio monico f(z) € Rlz|. Isto €, existem ag,aq,...,a,—1 € R tais que

a2 a2+ ag = 0.

Essa equacao é chamada de equagdo integral ou equacdo inteira para z sobe R.

(b) O conjunto icp(R) := {z € F | z € inteiro sobre R} é chamado fecho integral de
R em F.

(c) Seja Fy C F o corpo de fragoes de R. O anel R é dito integralmente fechado se
iCF(R) = R.
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O proéximo resultado relaciona os conceitos de anel holomoérfico e ser integralmente
fechado.

Proposicao 4.18. Seja Og um anel holomdrfico de F/K. Entdio
(a) F € o corpo de fragoes de Og.
(b) Os € integralmente fechado.

Demonstracao: (a) Sejam 0 # = € F e Py um lugar. Pelo teorema da aproximagao
forte, existe z € F tal que vp,(2) = max{0,vp, (z7')} e vp(z) > max{0,vp (z71)}
para todo P € S.

Claramente z € Og, uma vez que vp(z) > 0, para todo P € S. Além disso, como
z # 0, defina y := zx, e assim, y € Og, visto que vp(y) = vp(z) + vp(z) > 0.

Logo, x = yz~! pertence ao corpo de fracoes de Og, o que prova o item (a).

(b) Seja u € F inteiro sobre Og e escreva u™ + a,_ju™ ' + -+ +ag = 0, com a; € Os.
Precisamos mostrar que vp(u) > 0, para todo P € S, e teremos u € Og.

Suponha que isto seja falso, ou seja, que exista P € S com vp(u) < 0. Como a; € Og,
para todo i, entdo vp(a;) > 0. Logo,

vp(u™) = nvp(u) < ivp(u) < ivp(u) +vp(a;) = vp(au'), para todoi=0,...,n— 1.

Assim, pela desigualdade triangular estrita, segue que vp(u) = 0, o que contradiz a
suposigao de vp(u) < 0. Portanto, Og ¢é integralmente fechado.

Teorema 4.19. Seja R um subanel de F/K e S(R) :={P € Pr | R C Op}. Entao,

(a) D # S(R) & Pp.

(b) O fecho integral de R em F ¢éicp(R) = Og(ry. Em particular, icp(R) € um anel
integralmente fechado de F/K com corpo de fragoes F'.

Demonstracao: (a) Como R nao é corpo, existe um ideal I & R préprio, e pelo teorema
existe P € Pr tal que I C P e R C Op. Entao, S(R) # (.

Agora, seja z € R transcendente. Cada lugar () € Pr que é polo de x, ndo pertence a
S(R), logo S(R) # Pp.

(b) Note que R C Og(ry e Og(g) ¢ integralmente fechado pela proposicao , e segue
que icp(R) € Ogr).

Agora, seja z € Og(r). Afirmamos que 27! - R[z7!] = R[z7!]. Suponhamos que isso
nao é valido. Assim, pelo teorema , existe ) € Pp tal que R[z7!] C Og e 27! € Q.
Logo, @ € S(R) e z & Og, o que contradiz o fato de z € Og(p).

Logo1—271>" ai(z"H" =0, ayg,...,as € R. Multiplicando por z**!,
i=0

S
2= a2 = 0.
i=0

Logo, z é integral sobre R, o que implica que Ogr) C icp(R), e disso segue o item (b).
|

Como consequéncia desse teorema, o seguinte corolario segue de forma imediata, e
este relaciona os conceitos de ser integralmente fechado e ser um anel holomoérfico.
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Corolario 4.20. Um subanel R de F/K com corpo de fracoes F é integralmente
fechado se, e somente se, R é um anel holomarfico.

O proximo resultado nos garante a existéncia de uma injecao entre o conjunto S e o
conjunto dos ideais maximais de Og.

Proposicao 4.21. Seja Og um anel holomérfico. Entdo existe uma injecdo entre S e
o conjunto dos ideais maximais de Og dado por P+— Mp:= PN QOg, P € S.
Mais ainda, a aplicacao

. OS/MP—)FPZOP/P

¢ um isomorfismo.

Demonstracao: Seja P € S e considere o homomorfismo de anéis

gb' OS — Ip
Nz +—z+P

Afirmamos que ¢ é sobrejetora. Seja z 4+ P € Fp, com z € Op. Pelo teorema da
aproximagao forte, existe x € F' com vp(x — 2) > 0 e vg(x) > 0, para todo @ € S\{P}.
Assim, x € Og e ¢(x) = v+ P = z+ P, uma vez que x — 2z € P, e isso prova a
sobrejetividade. E fcil ver que ker ¢ = Og N P.

Defina Mp := Og N P. Assim, ¢ induz um isomorfismo ¢ : Og/Mp — Fp. Como Fp
é corpo, segue que Mp é maximal. Se P # (), o teorema da aproximacao fraca garante
que Mp 7& MQ.

Resta mostrar que todo ideal maximal de Og pode ser escrito como P N Og, com
P e S. Seja M C Og um ideal maximal. Pelo teorema existe P € Pr com M C P
e Os C Op. Agora, pelo lema m item (c), segue que P € S. Como M C PNOse M
é ideal maximal de Og, obtemos M = P N Og.

Terminamos essa se¢ao mostrando que o anel Og é um dominio principal, em um caso
especifico.

Proposicao 4.22. Se S C Pr € um conjunto finito e nao vazio de lugares de F/K,
entdo Og é um dominio principal.

Demonstragao: Seja S = {Py,...,Ps} e considere {0} # I C Og um ideal de Og.
Parai=1,...,s, escolha x; € I tal que

vp, (x;) =:n; <wvp(u) paratodo wue€l,

o que é possivel uma vez que vp, (u) > 0, para todo u € I. Pelo teorema da aproximagao
forte, existe z; € F' tal que

vp, () =0 e 'UPj(i)>nj para  j # 1.

S

Como z; € Og, entdao r = Zx,zz € I. Pela desigualdade triangular estrita, temos
i=1

vp,(r) =mn;, parai=1,...,s.
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Nosso objetivo é mostrar que I C Og, ou seja, teremos [ principal. Seja z € I e defina
y = v 'z. Entdo

vp,(y) = vp(z7'2) = vp(2) —vp(z) =vp(2) —n; >0, i=1,...,s.

Portanto, y € Og, e z = xy € ©Og, o que conclui a demonstragao.

4.3 Bases integrais locais

Nesta se¢ao investigaremos o fecho integral de um subanel de F/K. Sempre F/K
denotard novamente um corpo de fun¢oes algébricas com corpo das constantes K, F' D F
uma extensao de corpos finita, e o corpo das constantes é K'.

O primeiro resultado nos fornece uma condigdo necessaria e suficiente para que um
elemento seja inteiro sobre um anel R.

Proposicao 4.23. Seja R um subanel integralmente fechado de F/K tal que F' € o
corpo de fungoes de R. Dado z € F' considere p(t) € F[t] seu polinémio minimal sobre
F. Entao

z € inteiro sobre R < ¢(t) € R[t].

Demonstragao: Suponhamos primeiramente que ¢(t) € R[t]. Por definigdo o(t) é
0 tnico polindmio moénico irredutivel com coeficientes em F' tal que ¢(z) = 0. Como
©(t) € R[t], entdo claramente z ¢é inteiro sobre R.

Para a reciproca, utilizaremos o fato de que R é integralmente fechado. Seja z € F’
inteiro sobre R e considere f(t) € R|[t] seu polinémio minimal. Como ¢(t) é seu polinémio
minimal sobre F', entdo claramente ¢ | f, ou seja, existe ¥(t) € F[t] tal que p(t)(t) =
1),

Agora, considere F” DO F’ uma extensao finita de F' contendo todas as raizes de ¢ e
R" = icpr(R) o fecho integral de R sobre F”. Como toda raiz de ¢ é também uma raiz
de f, essas raizes estdao em R”. Agora, os coeficientes de ¢(t) sao expressoes polinomiais
das raizes de ¢, e portanto ¢(t) € R"[t]. Por outro lado, temos ¢(t) € F[t] e FNR" = R,
j& que R é integralmente fechado. Logo, ¢(t) € RJ[t].

Vamos agora recordar a definicado e algumas propriedades da aplicacao trago. Con-
sidere inicialmente uma extensao finita M/L de grau n. Se M /L nao for separavel, a
aplicagao trago Try; p : M — L sera a aplicagao nula. Para isso, assumimos que a exten-
sao ¢é separavel. Escolha agora, um corpo algebricamente fechado ¥ O L. Uma injegao de
M/L em ¥ é um homomorfismo de corpos o : M — WV tal que o(a) = a, para todo a € L.
Como M/L é separavel, existem exatamente n injegoes distintas oy, ...,0, de M/L em
W. Assim, dado x € M definimos

n

Trarn(z) = oi(z).

=1

Se p(t) = t" + a,_1t" " +--- 4+ ag € L[t] for o minimal de = sobre L, entao Tryyp(z) =
—Ssa,_1, onde s := [M : L(x)].
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Além disso, a aplicacao trago funciona bem quando temos uma cadeia de extensoes,
isto é, dadas extensoes de corpos L C M C H, vale a igualdade

TI‘H/L(IL') = TrM/L (TI'H/M(ZL’)> .

Como consequéncia da construgao acima e da proposi¢ao [£.23] temos o coroldrio a
seguir.

Corolario 4.24. Nas mesmas notagoes da proposicao [{.23, considere a aplicag¢io
Trp/p e x € F' inteiro sobre R. Entao Trp p(x) € R.

Proposicao 4.25. Sejam M/L um extensao finita e separdvel e {z1,...,z,} base de
M/L. Entao existem elementos z5,...,z5 € M unicamente determinados, tais que
TrM/L (ZZZ;) = 6ij7
onde 6;; denota o simbolo de Kronecker. Nesse caso {z7,...,z:} € uma base de M/L, que
é dual a {z1,...,2,}.

Demonstragao: Considere M” o espago dual de M, ou seja, M* = {\: M — L |
A é L — linear}. Da dlgebra linear, sabemos que M” tem dimensdo n como L-espago
vetorial. Agora, dados z € M e A € M", defina z - A € M”" por (z - A)(w) := A(zw).
Assim, temos uma acao de M em M”. Desse modo, M”" é um espaco unidimensional
sobre M, ja que

n =dimy M" = [M : L] - dimy; M" = ndimy; M".

Agora, Try;/, nao é a aplicagao nula, ja que M/L é separével, e disso segue que, dado
A € M", existe uma tnica representacao da forma A = z - Try/p.

Em particular, funcionais lineares \; € M" dados por A; (z;) :==d;;, comi=1,...,n
podem ser escritos como \; = 2 - Try com 27 € M. Assim,

TI‘M/L (ZZZ;) = (Z; . TI'M/L) (Zz) = /\j (Zz) = 51]

Assim, como Ay, ..., A, sao linearmente independentes sobre L, o mesmo vale para z7, ..., 2%,
e assim, {z7,..., 2} forma uma base de M/L.

Teorema 4.26. Sejam R um subanel integralmente fechado de F/K com corpo de
fragoes F' e F'/F uma extensdo separdvel e finita de grau n. Considere R' = icp(R) o
fecho integral de R em F'. Entdo

(a) Dada uma base {x1,...,x,} de F'/F, existem a; € R\{0} tais que ayx1, . ..a,x, €
R'. Consequentemente, existem bases de F'/F que estdo contidas em R'.

(b) Se {z1,...,2,} C R é uma base de F'JF e {z},... 2%} € sua base dual com
respeito a aplicacao traco, entao

ZRzi CR C ZRzZ*

=1 i=1

(c) Se, no item acima tivermos a hipétese de R ser um dominio principal, entao existe
uma base {uy,...,u,} de F'/F que satisfaz

R/ = Z Rul
=1
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Demonstracgao: (a) Queremos mostrar que, dado x € F’, existe 0 # a € R tal que ax
satisfaz uma equacao integral sobre R.

Por hipétese, F'/F é finita, e portanto algébrica. Considere z € F’. Como a extensao
é algébrica e F' é o corpo de fragoes de R, existem elementos a;,b; € R, com a; # 0 tais
que

b,_ b b
R i 1}
Qr—1 ay Qo
Multiplicando a equacao por a”, com a :=ag-ay - --- - a,_1, obtemos

(ax)" + croi(az) " + -+ ¢ (az) + o = 0,

com ¢; € R e logo, ax € R'.
(b) Seja agora {z1,..., z,} uma base de F'/F tal que z; € R' e {z],..., 2} sua base
dual. Em particular, cada z € F’ pode ser representado da forma

z=e12{+...+e,z, com e €F

Se z € R entao zz; € R/, com j = 1,...,n, e do corolario4.24] segue que Trp/p (22;) € R.
Assim, como

Trpyp (22) = Trpyp (Z eizj2:> =D e Trpyr (22) = ¢,
=1

=1

segue que e; € R, e portanto, R’ C Z Rz!
i=1
(¢) Escolha {wy, ..., w,} uma base de F'/F com R’ C Y  Ruw;, o que é possivel pelo

i=1
item (b). Agora, para 1 < k < n, defina

k
Ry := B'NY Ru.

=1

k
Vamos construir recursivamente uq, ..., u, tais que Ry = Z Ru;.
i=1
Para k = 1, Ry = R'N Rw;. Consideramos o conjunto /; := {a € F' | aw; € R'}. Note

n
que Iy C R, uma vez que R C ZRwi. Mais ainda, I; é um ideal de R. De fato, dados
i=1
a € I er € R, temos aw; € R, e desse modo, (ar)w; € R, ja que R C R'. Portanto,
ar € 1.
Da hipétese, R é principal, e segue que I; = a;R, para algum a; € R. Defina
uy, = ajwq. Mostremos que Ry = uq R.
Se x € Ry = R' N Rw,, entdo x = awy, com a € R. Agora, a € I, e portanto a = aju
com u € R. Assim, x = aywyu, ou seja, r € u R.
Agora, se r € u1 R, entdo x = aqwyu, com u € R. Assim, claramente v € Rw;. Agora,
como a; € I, entdao ajw; € R', e como u € R C R, segue também que x € R'. Portanto,

x € Rw; N R e temos R, = Ru;.
k—1

Suponhamos agora que, para k > 2, encontramos 1, . . . , up_1 tais que Ry, = Z Ru;.
i=1

Seja

Iy :={a € F| existem by,...,b;_1 € R tais que byw; + - -+ + bp_wi_1 + awy, € R'}.



90 Extensoes de corpos de fungoes algébricas

Novamente, [, um ideal de R, e escrevemos I, = a;R. Escolha agora uy € R’ com

U, = CLW1 + +** + Cp—1Wk—1 + AWk

k
Como fizemos no caso k = 1, é facil ver que Ry D ZRui. Vamos mostrar a outra
i=1
incluséo.
Considere w € Ry e escreva w = dywy + -+ + dpwy, com d; € R. Entao d; € I, ou

seja, di = dag, com d € R, e temos

k—1 k—1
w — dug € R'ﬂZRwi = Ry = ZRuia

i=1 =1

k
ou seja, w € Z Ru,;.
i=1

n
Com essa constru¢do, provamos que R = R, = » Ru;. Pelo item (a), R’ contém
i=1
alguma base de F'/F, e segue que uy,...,u, sao linearmente independentes sobre F, e
portanto é base de F'/F.

A seguir, temos um corolario que relaciona o teorema anterior com os anéis de valori-
zagoes de um lugar P, juntamente com suas extensoes.

Corolario 4.27. Seja F'/F uma extensao finita e separdvel do corpo de fungoes F/K
e considere P € Pp. Entdo o fecho integral Op de Op em F' é

L= Op.

P'|P

Além disso, existe uma base {wi,...,u,} de F'/F tal que Op =>_ Op -y,
i=1

Demonstragao: A primeira igualdade decorre do teorema[1.19] (b), visto que icp(R) =
Os(r), onde S(R) = {P € Pp | R C Op}. A existéncia da base com a propriedade da
segunda igualdade segue diretamente do teorema anterior e do fato de Op ser principal.

Uma base como descrita no corolario ¢ chamada base integral de O sobre Op
ou base integral local de F’/F para P.

Antes de demonstrarmos o principal teorema desta secao, veremos a seguir um teorema
a respeito da existéncia de bases integrais locais.

Teorema 4.28. Sejam F/K um corpo de fungées e F'/F uma extensao finita e sepa-
rdvel. Entao toda base {z1,...z,} de F'/F € uma base integral para quase todo P € Pp,
exceto um numero finito de lugares.
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Demonstragao: Seja {z1,...z2,} base de F'/F e considere {z],..., 2"} sua base dual.
O polinémio minimal de z,...,2,,2],..., %, sobre F' envolvem um numero finito de
coeficientes apenas.

Seja S C Pr o conjunto de todos os polos destes coeficientes. Logo, S é finito. Ainda,
se P ¢ S, entdo

* * /
2oy Zny 21y ey 2m € Op

onde O% = icg (Op), uma vez que nao ha polos nesses pontos. Note que, pela construgao,
temos > Op -2, COp e > Op- 2 C Op.

Por outro lado, pelo teorema [4.26] (b), segue que Op C 3 Op - zF. Agora, se olhar-
mos para {z1,...,z,} como base dual de {2},..., 2}, novamente pelo teorema [4.26] (b),
obtemos Op C 3 Op - z;. Combinando todas as inclusoes, obtemos

> Op-zCOLCY Op-2; COLCTY Op- 2z
Portanto, {z1,...,2,} é base integral para todo P ¢ S.
n

Nosso préximo passo ¢ estudar o teorema de Kummer, o qual busca descrever um mé-
todo para determinar as extensoes de um lugar fixado P em F’. Para isso, primeiramente
vamos fixar algumas notagoes que serao utilizadas daqui em diante.

Denotaremos F' := Fp o corpo de classe residual de P e @ := a(P) =a+ P € F a
classe residual de a em Op. Dado um polindmio 1(t) = 3 ¢;t’ com coeficientes ¢; € Op,
definimos 1 (t) := Y ¢it* € FI[t].

Obviamente, todo polinémio y(t) € F[t] pode ser representado como (t) = 1 (t), onde
W(t) € Op[t] e deg(t) = deg~y(t). Fixadas tais notagoes, podemos demonstrar o teorema,
de Kummer.

Teorema 4.29. (de Kummer) Suponha F' = F(y), com y integral sobre Op e consi-
dere p(t) € Oplt] o polindmio minimal de y sobre F. Seja

B(t) = f[lwfi

a decomposicio de p(t) em polindmios irredutiveis sobre F (o0s polindmios vi(t) sdo ir-
redutiveis, monicos, dois a dois distintos, e €; > 1). Escolhemos polindmio maénicos
©i(t) € Oplt] com

@i(T) =v(T) e degpi(T) = deg(T).
Entao, para 1 < i < r, existem lugares P; € Pp que satisfazem
PP gi(y) €l e [f(P|P)>deg(T).

Mais ainda, se i # j, entao P; # P;.

Sob algumas hipoteses adicionais, podemos provar ainda mais. Suponha que ao menos
uma das condicoes a sequir € satisfeita:

(x)ei=1i=1,...,r;

(%) {1,9,...,y" '} € base integral de P.
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Entdo, para cada 1 < i <r, existe exatamente um lugar P; € P com P; | P e ¢;(y) €
P;. Os lugares Py, ..., P, sao todos os lugares de F' que estendem P e temos

COHF//F<P) = Z €Z'Pi,

isto ¢, ¢ = e (P | P). Ainda, o corpo de classe residual Fp = Op,/P; ¢ isomorfo a
Ft]/(vi()), logo f (P | P) = degi(t).

Demonstracio: Inicialmente, defina F; = F[T]/{(v(T)). Da hipétese, v;(t) é irredu-
tivel, e portanto, F; ¢ uma extensao de F' com [F; : F] = deg~;(t). Considere o anel

Oply] = > Opy’, onde n = [ : F] = degp(t).
7=0
Considere as aplicagoes

.} Op[T] — Oply]
TV — Yy’

Mostremos agora que ker p
De fato, seja p(t) € (¢
Portanto

<80(75)> e ker p C ker m;.
t)). Entao, existe A(t) € Op[t] tal que p(t) = A(t)p(1).

p(p(t)) = p(A())p(p(t) = p(A(t))p(y) =

ou p(t) € ker p. Agora, considere p(t) € ker p. Assim, p(y) = 0, e como ¢ é o polindémio
minimal de y, segue que ¢(t) | p(t), ou seja, p(t) € (p(t)), e segue a primeira igualdade
desejada.

Agora, vamos mostrar a segunda inclusdo. Considere p(t) = ker p = (p(t)). Assim,
existe A\(t) € Oplt] tal que p(t) = p(t)A\(t). Entao

AII

ou seja, ker p C ker ;. B
Assim, existe um unico homomorfismo o; : Oply] — F; tal que m; = 0; 0 p. Da
n—1
construcao que fizemos anteriormente, segue que o é um epimorfismo, e dado Z cjyj €
=0
n—1 ) ’
Oply], sua imagem pela aplicagdo o; é > ¢t/ mod ;(t).
j=0
Afirmagio 1: kero; = P - Oply] + i (y) - Oply].
Considere z € P-Oplyl+¢i(y)-Op[y|. Entédo, existemp € Peag,...,a,_1,b0,...,bp_1 €
Op tais que

Z=p (ao tay+-o-+ an—lyn_l) + ¢i(y) (bo +hy+---+ bn—lyn_l)

= 0i(2) = 0; (p (ao +ay+-+ an_ly”‘l) + ¢i(y) (bo +biy+-+ bn—ly"_l))

= 0i(p) (nz ajTj) mod 7;(T') =0,

j=0
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ou seja, P Oply] + wi(y) - Oply] C ker (o).

n—1 n—1
Para a outra inclusdo, considere Y ¢;y’ € ker (0;), ou seja, o; (Z ey’ ) =0 em F;.

j=0 Jj=0
n—1 n—1
Logo, > gt/ € (y(t)) = (@i(t)), e assim, existe ¢(t) € Op[t] tal que > gt/ =
=0 =0
witu).
Assim, > c;t! — ¢i(t)y(t) € P - Oplt]. Substituindo ¢ = y, obtemos
=0
n—i ) n—1
Yooy —wiy)vly) € P-Oplyl = > _ciy’ € P Oplt] + wily) - Oplyl,
=0 =0

e segue a afirmacao.

Pelo teorema existe P; um lugar de F’ tal que kero; C P, e Op[y] C Op,, e assim,
P € ker(o;) C P, ou seja, B|P e ¢;(y) € P,.

Agora, o corpo de classe residual Op, /P; contém Op[y|/ ker o;, o qual é isomorfo a
[}, via 0;. Em particular, ker 0; é um ideal maximal. Logo [F; : F| = deg~;(t), e temos
{F}’)i : Fp] > {FZ :F} = deg;(t).

Resta mostrar que, dados ¢ # j, temos P; # P;. Considere indices 4, j distintos v;(t) e
7;(t) primos entre si em F[t]. Logo, existem \;(¢), \;(t) € Oplt] tais que

L= X (0)0() + 5 (0.

Assim,
Dit)N(t) + T ()N (1) =1 =0
= pi(t)Ni(t) + p;j(H)A;(t) — 1 € POpl[t]
= i) Xi(y) + ;()Ai(y) — 1 € POpy]
= 1€ P-Oply] + ¢i(y)Oply] + ;(y)Ooly] = ker o; + ker 0.

Agora, se 1 € ker 0; + ker 0}, entdo, existe z; € P, tal que 1 — z; € P;, uma vez que ker o;
e ker 0; sao ideais maximais.

Se P; = P;, entao terfamos 1 € P}, o que contraria o fato de P; ser maximal. Portanto
P, # P;.

Agora vamos supor valida a condigdo (x). Nesse caso, temos p(T H ~i(t). Utili-

zando a primeira parte da demonstracao e o teorema |4.11},
[F': F] = degp(T) = ideg 0i(T)
<ZfP|P <Z (P, | P)-f(P | P)
< Z (P"| P)- (P'IP)Z[F L,
P/|P

Assnn em todas as passagens acima, vale a igualdade, e entao:

ZfP\P Z (P | P)f(Pi|P)=e(P|P)=1;

z 1

Zdeg% Zf (P | P) e degyi(t) < f(Pi | P),Vi= degyi(t) = f (P | P),Vi

=1
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()Y e(P|P)f(P|P)= > e(P|P)f(P'|P)= P,...,P, sio exatamente os
i=1 P'|P
lugares de F’ que estendem P. |
Por fim, vamos supor valida a condigdo (xx). Escolhemos novamente P; € P tal que
PP e pi(y) € P
Afirmacao 2: Py, ..., P, sdo os unicos lugares de F’ que estendem P.
De fato, considere uma extensao qualquer P’ de P em F’. Sabemos que

a ﬁ%(y)&' mod P - Opl[y].

Logo,
[[i(y)7 € P', pois P C P,
Como P’ é um ideal primo em Opr, segue que ;(y) € P/, para algum i = 1,...,7r e
ainda,

P - Oply] + ¢i(y)Oply] € P'N Op[y].

Pela afirmagao 1, kero; = P - Oply] + ¢i(y) - Oply]. Pela maximalidade do ntcleo, temos
a igualdade
P - Oplyl + ¢i(y)Orlyl = P'N Oply].

Além disso, como kero; C P, = P-Oply]+vi(y)Oply] € P,NOp[y], segue novamente
pela maximalidade do nicleo que P-Op[y]+¢:(y)Oply] = P,NOp[y], ¢ assim, ,NOp[y] =
P N Oply].

Pela hipétese adicional {1,y,...,y" '} é base integral de O% sobre Op. Logo, a
proposicao [4.21| garante que P’ = P;, o que prova a afirmacao. Pela afirmacao 2 e o
corolério [4.27] segue que

r

Oply] = ﬂ Op..

Pelo teorema da aproximacao forte, existem t1,...,t, € F" tais que vp, (t;) = 1 e vp, (t;) =

0, se i # j.
Escolhemos t € F' um parametro local para P. Entao,

t; € OplylcapP; = i(y)Oply] + tOp[y],

pelas construgoes ja feitas. Escrevemos cada t; como t; = ¢;(y)a;(y) + tbi(y), onde
a;(y), bi(y) € Oply]. Logo,

s s

116 =11 (ei()ai(y) + thily H% )7+ tb(y),

i=1 i=1
com a(y),b(y) € Oply]. Como ¢(y) = 0 e ngi(y)gi = ¢(y) mod tOp[y|, segue que

[T #:(y)* € tOp[yl. Assim, [] ¢i(y)* = tu(y), onde u(y) € Oply]. Por outro lado,

=1

co=vr, (ITH7 ) = on (attulo) 1006) = vm (o)) H60) om (1) > o) = (7| P).

i=1
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Resta mostrar que f (P; | P) = deg~;(t). J& vimos que [F; : F| = deg~i(t) e que
ker o; = P; N Oply]. Pela proposigao [4.21]

OP[Z/] ~ OPi
PNOplyl B
Assim,
deg ((T)) = [y - F] = [kfrp([gj) F] -[Snr = e,

Concluimos entao que deg~;(t) = f (P; | P), e pela igualdade fundamental, devemos ter
e(P; | P) = ¢;, o que conclui a demonstragao.

Encerramos esta secao com um caso particular do teorema de Kummer.

Corolario 4.30. Seja p(t) = t" + fr1(x)t"t + - + fo(z) € K(z)[t] irredutivel.
Consideramos o corpo de fungoes K(x,y)/K, onde y satisfaz p(y) =0 e o € K tal que
fi(a) # o0, para todo j = 1,...,n— 1. Denote por Py, € Py () 0 zero de x —a em K(x).
Suponha que o polinomio

Oalt) ="+ fu ()t P+ -+ fo(a) € K[t

tem a sequinte decomposi¢io em K[t]:
pa(t) = [T ¥i(t)
i=1

onde V;(t) sao monicos, irredutiveis e distintos dois a dois. Entdo:

(a) Para cada i = 1,...,r, existe um lugar P; € Pk () unicamente determinado tal
que v — o € P, e i(x) € P. O elemento x — a € tal que e(P; | P,) =1 e o corpo de
classe residual de P; é K-isomorfo a K[t]/{(1;(t)). Portanto, f(P;| P,) = deg;(t).

(b) Se existe i = 1,...,r tal que deg;(T) = 1, entao K é o corpo completo das
constantes de K(x,vy).

(c) Se pu(t) tem n = degy(t) raizes distintas 8 em K, entdo para cada B, com
©a(B) = 0, existe um tinico lugar Py € Pg(ay) tal que

r—a€P,pg e y—peP,ps
Nesse caso, P, g € um lugar de K(x,y) de grau 1.

Demonstragao: Definimos F' := K(z) e F' := K(z)(y) = K(z,y). Pela hipdtese
[j(a) # oo, entdo y é integral sobre o anel de valorizagao associado ao lugar P,. Ainda,
seguindo as notagoes do teorema de Kummer, o polindmio ¢, (t) é exatamente o polinémio
P(t). Assim, estamos nas hipéteses do teorema de Kummer, com a hipétese (%) sendo
valida. Assim, os itens (a), (b) e (¢) seguem imediatamente.
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4.4 Cotraco da diferencial de Weil e a féormula do
género de Hurwitz

Nesta se¢ao, novamente, F'//K denota um corpo de fungoes algébricas, com corpo das
constantes K, e F'/K' é uma extensao algébrica do corpo de fungoes F'/K, onde K’ é
corpo das constantes de F’. Ainda, consideramos o caso em que as extensoes F'/F e
K'/K sao finitas e separaveis.

O objetivo desta secao é associar cada diferencial de Weil de F'//K com uma diferencial
de Weil de F’/K’. Esta associa¢ao culminard em uma férmula 1til para o cdlculo do género
de F’, chamada férmula do género de Hurwitz. Como estaremos sempre considerando a
extensao F’/F sendo separavel, entdo a aplicacdo trago é nao nula. Introduzimos agora
a definicdo de médulo complementar.

Definig¢ao 4.31. Sejam P € Pr e O = icp(Op) o fecho integral de Op em F'. O
conjunto

Cp = {Z eF’ | TI"F//F (ZO;:) - Op}
é chamado de méddulo complementar sobre Op.

Usando as notagoes da definigdo acima temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.32. (a) Cp é um Op-mddulo e O C Cp.

(b) Se {z,...,z,} € uma base integral de Op sobre Op, entio
Cp = Z Op . Z;k,
i=1
onde {z5,...,25} € a base dual de {z1,...,z,}.

(¢) Eziste t € F', dependendo de P tal que Cp =t - O%. Mais ainda, vp/(t) <0, para
todo P'|P, e para todo t' € F’,

Cp = t’(’)'P =4 Up/(tl> = vp/(t),VP’\P.
(d) Cp = O, para quase todo P € Pp.

Demonstracao: (a) Considere z € Cp e a, 3 € Op. Entdo Trp p(za8) = Trpp(za) Trp p(B) €
Op. Portanto, Cp é um Op-moddulo.

Mostremos que O% C Cp. Seja y € Op. Entao, y é inteiro sobre Op. Pelo corolario
4.24] segue que Trp p(y) € Op. Portanto, Trp/p(yOp) € Op, ou seja, y € Cp.

(b) Seja z € Cp. Como {z7,...,2*} é base de F'/F, existem z1,...,x, € F tais que

2 =212 + X225 + -+ T2,
Como z € Cp e z1, ..., 2, € Op, segue que
TI'F//F(ZZj) € OP, j = 1,...,71.
Pelas propriedades de base dual,
TI'F//F (ZZj) = TI‘F//F (Z SL’Z'Z:Z])
i=1

= le Trp e (27 25) = ;.

i=1
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Assim, z; € Op e z € 3. Opz}, e segue que Cp C Y- Opz;.
Considere z € Y- Opzf e u € Op. Escreva z = Y x;2f e u = Y. y,2;, onde z;,y; € Op.
Entao,

Trpp(2u) = Trp g p (Z miyj2:2j>
= Z:L‘,Lyj TI‘F//F Z Z] szyz c OP?

e portanto, z € Cp, o que garante a igualdade desejada.
(c) Pelo item (b), sabemos que Cp = Y- Opu;, onde {uy, ..., u,} é uma base apropriada
de F'/F. Seja x € F tal que

vp(z) > —vp(u;), VPP e i=1,...,n.

Entao, vp (zu;) = e (P' | P) - vp(x) + vpr (u;) > 0,, para todo P'|P ei =1,...,n. Pelo
coroldrio segue que zCp C O%. Além disso, zCp é um ideal de O, pois dados a € Cp
ey e O,
Trpp((za)y) = 2 Trpp(ay) € Op.

Logo, (za)y € 2Cp, e segue que xCp é ideal. Como O’ é principal, entao existe y € O
tal que 2Cp = yO)p, pela proposicao m

Definindo ¢ := 27!y, temos Cp = tO%, onde t € F’. Agora, seja z € O tal que 1 = zt.
Entao, vp (t) = —vp/(z) < 0,VP'|P.

Por fim, dado ' € F’,

tOh =0 &ttt € O = vp () =0,YP' | P
=4 Up/(t) = VUpr (t/) ,VP, | P.
(d) Seja {z1,...,2,} base de F'/F. . Pelo teorema [4.28| {z1,...,2,} é base integral

para quase todo P € Prpe {z{,...,2:} ¢é base integral para quase todo P € Pr. Pelo
item (b), Cp = O para quase todo P € Pg.

|
Com esse resultado, podemo definir o expoente do diferente de uma extensao P’ de P.

Defini¢ao 4.33. Sejam P € Pr e Op = icp(Op). Considere Cp = tO% 0 maédulo
complementar sobre Op. Dado P'|P, definimos o expoente do diferente de P’ sobre P por
d(P/ ’ P) = —’Up/(t).

Note que, da proposigao .32, d(P'|P) esta bem definido e é nao negativo. Mais ainda,
d(P'|P) = 0 para quase todo P € Pr e P'|P, uma vez que Cp = 1 - O, para quase todo
P. Isso nos motiva a defini¢ao do diferente da extensao F'/F.

Defini¢ao 4.34. O divisor Diff (F'/F) := > Y d(P"| P)P' é chamado de dife-
PEPy P/|P
rente de F'/F.

Da definigao de diferente, segue que Diff(F"/F') > 0. A observacao a seguir nos fornece
uma condicao necessaria e suficiente para que um elemento z pertenca a Cp, envolvendo
o expoente do diferente.

Observacao 4.35. Dado z € F', temos z € Cp < vpi(2) > —d(P'|P), para todo
P'|P.
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A observacgao segue de maneira imediata uma vez que
vpi(2) > —d(P'|P) & vpi(2) > vpi(t) S vp(2t7!) > 0 2t € Op & 2 €tOp & 2 € Cp.

A partir de agora, utilizaremos algumas notagoes ja vistas no primeiro capitulo, na
secao em que estudamos as diferenciais de Weil.

Definigao 4.36. Definimos o conjunto Ap:/p por
Appi={a € Ap|ap = ag sempre que PNEF =Q NFE}.

Claramente o Ap//p ¢ um F'-subsepaco de Ap/. A aplicagdo traco Tr:F" — F pode
ser estendida para uma aplicagdo F-linear da Ap//r para Ap, definindo

(TI'F//F(OC))P = TrF’/F (Oép/) ,

onde P’ é um lugar de F’ que estende P e a € Ap/p. Note que apr € O} para quase
todo P’ € Pp, e assim, pelo corolario , Trpp(ap) € Op, para quase todo P € Pp.
Portanto, Trp//p(a) é uma adele de F//K.

Ainda, o traco de uma adele principal z € F ¢ a adele principal de Trp//p(2). Por
fim, dado A" € F’, definimos

AF’/F (A/) = Ap (A/) N -AF//F~

O teorema principal deste se¢do ird relacionar uma diferencial de Weil de F'/K com
uma diferencial de Weil de F'/K’. Antes de enunciarmos este resultado, veremos dois
lemas que auxiliarao na sua demonstracao.

O primeiro lema nos fornece uma escrita para os elementos do conjunto Ag.

Lema 4.37. Dado C' € DiV(F/), Ap = AF//F + .AF/(C/).

Demonstracao: Seja o = (apr)prep,, uma adele de . Para todo P € Pp, pelo teorema
da aproximacao forte, existe xp € F’ com

Vpr (Ozp/ —Ip) Z —Up/ (C,) ,\V/P/ | P.

Definimos agora 3 = (Bp/)P,GPF,, onde Bpr = xp, se P'|P.
Assim, B € Apypea—f € Ap (C'). Como o = 4 (o — 3), segue a igualdade
desejadas.

O segundo lema nos fornece uma espécie de extensao de uma aplicacao M-linear para
uma aplicacdo L-linear, onde M /L é uma extensao de corpos. Além disso, essa fungao
estendida é tinica, e fazendo a composicao do traco com esta aplicagao, voltamos na inicial.

Lema 4.38. Sejam M /L uma extensao de corpos finita e separdvel, V um espago
vetorial sobre M e p: V — L uma aplicacao L-linear. Entao, existe uma unica aplicacao
M-linear ' - V. — M tal que

Trar/ o’ = p.
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Demonstracao: Considere M := {\ : M — L | A é L — linear }. J4 vimos que M é
um espacgo vetorial sobre M se definirmos

(2A)(w) = A(zw),

onde A € M e z,w € M. Ainda, dimy; M = 1 e todo A € M tem um tnica representacao
A= 2zTryyp, com z € M.

Dado v € V, defina A\, : M — L, A\,(a) := pu(av). Facilmente verifica-se que \,
¢ linear. Como fizemos anteriormente, existe um tnico z, € M tal que A, = 2, Try/r.
Defina agora i/ : V.— M por p/(v) = z,. Assim para todoa € M ev €V

plav) = Ao(a) = (20 Trasye) (a) = (' (v) Traggn) (@) = Trasye, (o' (v),

Tomando a = 1, obtemos p = Try;/p op'. Ainda, ' é M-linear. De fato, dados u,v € V
e v € M, temos pi'(av 4+ u) = Zaptu, ONde Zappy € tal que Aayiu = Zavpu Trag/r. Assim,

Aav+u(a) = p((av +u)(a)) = ap(va) + p(ua) = Aav(a) + Au(a) =
= Zaw Trayr(a) + 20 Trag/n(a),

e disso segue que ' (av +u) = ap'(v) + 1 (u).
Por fim, resta mostrar a unicidade de y/. Suponha que exista pu* : V. — M tal que
p = Trapyp op’ = Trpgypop® e p/ # p*. Entdo, p' — p* é M-linear, e ainda,

Trayr op — Trarypop™ =0 = Trayp o(u' — u*) =0,

e segue que Trys/;, deveria ser a aplicagdo nula, o que contradiz o fato da extensao ser
separavel.

|
Com esses dois lemas, podemos enunciar e demonstrar o teorema principal desta secao.

Teorema 4.39. Dada uma diferencial de Weil w de F/ K, existe uma tunica diferencial
de Weil ' de F'/K' tal que

Trgeri (o' ()) = w (Trpyp(a)), Vo € Apr.

Essa diferencial de Weil é chamada de cotrago de w em F'/F e é denotada por Cotrpr/p(w).
Se w # 0, entdo
<COtI‘F//F(W)> = COHF//F(<W>> + Dift (F//F) .

Demonstragao: Vamos mostrar para o caso nao trivial em que w # 0 (se w = 0, basta
considerarmos w’ = 0).

Defina W' := Congr/p({w))+Diff (F'/F). A demonstragao serd dividida em trés etapas.

Etapa 1: A aplicagao K-linear wy : Ap//p — K definida por w; := w o Trpp tem as
seguintes propriedades:

(a1) wi(a) =0, para todo a € Apr/p(W') + F'.

(b1) Se B’ € Div(F") é tal que B’ ¢« W', entdo existe § € Ap/p(B’) com wi(5) # 0.

Demonstragao: (a;) Primeiramente, note que w; é linear sobre K, pois é composta de
aplicagoes K-lineares. Ainda, como w se anula em F', entdo w; se anula em F’, pois

wi(F') = wo Trpp(F') = w (Trpyp(F)) € w(F) =0.
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Agora, seja a € Ap/p(W'). Queremos mostrar que wy(c) = 0. Vamos mostrar que
para todo P € Pr e P'|P, vale que vp (TrF//F (ap/)) > —vp(w), e seguird da definigao do
divisor candnico (w) que wy(a) = 0. Seja x € F' com vp(x) = vp(w). Entao,

Vpr (ZL’OCP/) = Up/(x) —+ vpr (O{p/) Z € (P/ | P) . 'UP(W) — Upr (W/)
= vp (Conpp((w) = W') = —vpr (Diff (F'/F)) = —d (P' | P).

Assim, pela observacao [4.35| segue que zap € Cp, e logo, vp (TrF//F(xozp/)> > 0. Agora,

como Trp g (xap) = x - Trpp (ap) e vp(x) = vp(w), segue que

vp (TYF//F(.TCYP/)) > 0= Up(m) +vp (TI‘F//F(Oép/)> > 0= vp (TI‘F//F(Oép/)> > —Up(w),

e isso conclui o item (aq)
(b1) Seja B’ tal que B’ £ W’. Entao, existe Py € Pr tal que

vp+ (Conpp((w)) = B') < =d(P* | Ry),

onde P*|P e vps (B') > vps (W').
Sejam Op o fecho integral de Op, em F' e Cp, 0 médulo complementar sobre Op, e
considere o conjunto

J:={z € F'|vp:(2) > vp+ (Conpyp((w)) = B') ,YP" | Ry}

Pelo teorema da aproximagao forte, existe u € .J tal que vp«(u) = vp= (COHF//F<<CU>) - B’),
para todo P*|Py. Assim, pela observagéo e pela escolha de Py, temos J ¢ Cp,. Agora,
como J - Op C J, segue que Trg//p(J) ndo estd contido em Op,.

Considere t um parametro local para F,. Da definicao de J, existe r > 0 grande o
suficiente tal que " - J C Of, . Logo, t" Trpyp(J) € Op,. Mais ainda, t" Trp/p(J) é um
ideal de Op, e como estamos em um dominio principal, existe s > 0 tal que t" Trp//p(J) =
t°Op,. Assim, Trp p(J) = t™Op,, onde m = s—r. Por outro lado, como Trp/p(J) ¢ Op,,
segue que m < —1, e

t_l : OPO g TYF//F(J).

Pela proposicao[2.80]item (a), vp(w) = max {r € Z | wp(z) = 0,Vz € F comvp(x) > —r}.

Logo, podemos tomar x € F' tal que

UPO(:E) - _UP()(w) —1le wPo(x) # 0.
Seja agora y € F tal que vp,(y) = vp,(w). Entéo,
UPo(xy) =—-l=uaye t_loPm

e portanto, existe z € J tal que Trp p(z) = zy, uma vez que t'Op, C Trp p(J).
Definimos 3 € Apr/p por

0 se Pt Py,

Bpr = 1 ,

y 'z se P'| F.

Entao, para P'| Py,
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ou seja, f € App (B'). Por fim, basta notar que w;(5) # 0, como querfamos mostrar,
concluindo a etapa 1 da demonstracao.

FEtapa 2: Definimos agora wy : A — K’ da seguinte forma: considere @ € Ap.
Pelo lema , existem adeles § € Ap/p e v € Ap(W') tais que a =  + 7. Colocamos
entao wo(a) := wy(f).

Essa aplicagao estd bem definida. De fato, suponha o« = g+ v = 1 + 71, onde
B,61 € Apyp ey, € Ap(W'). Entao,

B=PBi=m—7€Apr N Ap(W') = Apyp(W).

Assim, wy(5) —w(f1) = w(B — B1) =0, por (a1). Logo, we(B + ) = wa(B1 + 7). Além
disso, wy é K-linear, uma vez que w; o é. Do que fizemos nos itens (a;) e (by) da etapa 1,
segue que

(as) wa(a) =0, para todo o € A (W') + F';

(bg) Se B' é um divisor de F’ tal que B’ £ W', entdo existe § € A (B’) tal que
wa(B) # 0.

Portanto, wy é uma aplicagdo K-linear que se anula em Ap(W’') + F'. O que nao
podemos garantir é que wy é uma diferencial de Weil de F’'/K’, pois podemos ter K ;Cé K.

Etapa 3: Nosso objetivo nesta etapa é estender a aplicacao wo da etapa 2, de modo a
obtermos uma aplicagdo K’-linear.

Pelo lema , existe w’ : Ap — K uma aplicac¢do K'-linear tal que Try/x ow' = wo.
Se a € Ap//p, entdo

Trr ke (W'(a)) = wa(a) = wi(a) =w (TrF//F(oz)> :

Para concluir a demonstracao, devemos mostrar:

(a3) W'(a) = 0, para todo o € Ap(W') + F":

(b3) Se B’ é um divisor de F’ tal que B’ £ W', entao existe 5 € Ap (B’') com w'(5) # 0

Demonstra¢ao: (a3z) Como w’ é K'-linear, a imagem de Ap(W') + F' por w’ é 0 ou
K'. Se ' (Ap (W')+ F') = K', como Trg/ /i é ndo nula, entdo existe a € Ap (W') + F'
tal que 0 # Trgr/k(w(a)) = wa(a), 0 que contraria o item (az), provando o item (as).

(b3) Por (by), existe 8 € Ap/(B’) tal que wo(B) # 0. Logo, Trg/x(w(B)) # 0 =
W (8) #0.

Assim, mostramos a existéncia de uma diferencial de Weil w’ de F'/K' tal que
TI'K//K<QJ/(06)) = W (TYF//F(OC>> y

onde w ¢é uma diferencial de Weil de F//K. Vamos mostrar agora que (w') = W’'. Seja
Ae M (W) ={Ae€Div(F) |« se anula em Ap(A)+ F}.

Se nao tivermos A < W', entao existe o € Ap/(A) tal que w'(a) # 0, logo A ¢ M (w').
Portanto, para todo A € M(w'), temos A < W’'. Disto, segue que (') = W’. Para
concluir a demonstracao, precisamos apenas mostrar a unicidade. Suponha w* € Qg tal
que Trgr /g (W) = w (Trp//p(a)), para todo o € Ap//p.

Defina 7 := w* — w'. Entdo Trgx(n(a)) = 0,YVa € Apyp. Além disso, como 7 ¢é
uma diferencial de Weil de F'/K’, segue que n se anula Ap (C"), para algum divisor C".
Pelo lema e pela construcao acima, segue que Trg/ /g (n(a)) = 0, para todo a € Apr.
Portanto, n = 0, e segue que w' = w*.
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Observe que, usando as notagoes das componentes locais de Weierstrass, pela propo-
sigdo [2.79] para todo P € Pr ey € I,

wp (Trp//p(y)> = Trx/ /i (Z w}(y)) )
PP

A préxima proposicao serd tutil para demonstrar a transitividade do diferente, ou seja,
como o diferente se comporta quando trabalhamos com extensoes de corpos F' C F' C F”.

Proposicao 4.40. (a) Sejam w,w; e wy diferenciais de Weil de F/K e x € F. Entao,

COtl"F//F (wl + CUQ) = COtl"F//F (wl) + COtI‘F//F (u}g)

Cotrp/p(zw) = o - Cotrpr/p(w).
(b) Se F"/F" é também uma extensdo finita e separdvel, entdo
Cotrpr/p(w) = Cotrprpr (COtl"F//F<OJ)) )
Demonstragao: (a) Note que, pelo teorema e pela linearidade do trago, temos
Trg i ((CotrF//F (w1) + Cotrpr/p (wg)) (a))

= Trgeryxe (Cotrpyp(wn)) (@) + Troyxc (Cotrpyr(wz)) (o)
= W1 (T]."F//F(Oé)) + wWa (TI‘F//F(Oé)) = (w1 —|—WQ> (TI"F//F<06)).

A unicidade no teoremamgarante que Cotrpr ) p (w1 + wa) = Cotrpr/p (wi)+Cotrp /p (wa).
Analogamente, prova-se que Cotrpr/p(2w) = x - Cotrp: /p(w).
(b) Vamos prosseguir de modo andlogo ao que fizemos no item (a). Observe que

TI‘K//K (COtI‘F///F(w)(Oé>) = w (TI'F///F(Oé)) = W (TrF”/F’ (TI'F//F(Oé))) 3
e novamente da unicidade, segue que Cotrpr/p(w) = Cotrpspr (Cotrpx / F(w)).
[ |

Corolario 4.41. (Transitividade do diferente) Se F C F' C F" sao extensoes finitas
e separaveis, entao:

(a) Diff (F"/F) = Conpn/p (Diff (F'/F)) + Diff (F"/F') e

(b)d(P"|P)=e(P"|P)-d(P'|P)+d(P"|P'), onde P" € Ppn, P' € P, P € P
ePC P CP.

Demonstragao: Note que (a) = (b). Mostremos o item (a). Seja w # 0 uma diferencial
de Weil de F'/K. Entao, pelo teorema [4.39] o divisor do Cotrpr/p(w) é

(Cotrpnp(w)) = Conpryp((w)) + Diff(F/F).

Pela proposicao [4.40],
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~—

<COtI'F///F w > <COtI'F///F/ (CotrF//F( >)>
(Cotrprp(w))) + Diff (F”/F')
Congprp((w)) + Diff (F'/F)) + Diff (F"/F")

w>) + COHF///F/ (lef (F//F>) + Diff (F”/F,)

= CODF///F/

/N N

= CO]_’lF///F/

—~

= CODF///F(

Comparando ambas as expressoes, temos o resultado.

Encerramos esta secao com um teorema que fornece uma férmula para o célculo do
género de um corpo de fungoes, a féormula do género de Hurwitz. Em seguida, temos
um corolario de um caso particular deste resultado, em que trabalhamos com corpo de
fungoes racionais.

Teorema 4.42. (Formula do género de Hurwitz) Sejam F/K wum corpo de fungoes
algébricas de género g e F'/F uma extensao finita e separdvel. Denote por K' o corpo
das constantes de F' e g’ o género de F'/K'. Entao

[F" 2 F]

2 2= R

(29 — 2) + deg (Diff (F'/F)) .

Demonstragao: Seja w # 0 uma diferencial de Weil de F'/K. Do teorema segue
que

(Cotrpnp(w)) = Conpryp((w)) + Diff(F/F).

Agora, lembramos que o grau de um divisor canonico de um corpo de funcgoes de
género g é 2g — 2. Assim, da equagao acima e do corolario [£.13], temos

deg <C0trp~/p(w)> = deg (Conpu/p(<w>) + Diff(F”/F)) =
deg <CotrF~/F(w)> = deg Conpr,p((w)) + deg Diff(F"/F) =

/g i F] (2g — 2) + deg (Diff (F'/F)).

29 K" K]

Corolario 4.43. Seja F/K um corpo de fungoes algébricas de género g e considere
r € F\K tal que F/K(x) é separdvel. Entao

29 —2 = =2[F : K(z)] + deg Diff(F/ K (x))

Demonstragao: Segue diretamente do teorema [4.42] bastando lembrar que g = 0 para
K(z)|K.
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4.5 O diferente

No fim da sec¢ao anterior, explicitamos uma féormula ttil para determinarmos o género
de um corpo de funcgées. Porém, aparece nesta féormula o grau do diferente, o qual
ainda nao sabemos como calcula-lo. Nesta secao, estudaremos mais a fundo o diferente e
propriedades que serao uteis para este calculo um pouco mais explicito.

Consideramos novamente uma extensao finita e separdavel F'/F, onde F/K e F'/K’
sao corpos de fungoes algébricas com corpos das constantes K e K’ respectivamente. Além
disso, consideramos os casos em que K e K’ sao perfeitos.

O primeiro passo é encontrar uma relagao entre o indice de ramificagao e o expoente
do diferente.

Lema 4.44. Sejam F*/F um corpo de fungoes algébricas, P € Pr e P* € Pp« com
P*|P. Considere também o um automorfismo de F*/F. Entao

o(P*):={o(z)|z€ P}

¢ um lugar de F* e
(a’) UU(P*)(?/) = Up~ (U_1<y)) 7vy € r.
(b) o (P*)|P.
(c)e(o(P?)|P) =e(P'|P) e f(o(P)|P)=[(FIP).

Demonstragao: Mostremos inicialmente que o (Op+) é uma anel de valorizagao de F*,
onde o ¢ uma automorfismo. Como Op- G F*, entdo 0 (Op-) & F*. Ainda, K* G Op-,
e segue também que o (Op«) contém K* via isomorfismo.

Seja z € F* e suponha o(2) ¢ o (Op+). Entdo, 2 ¢ Op~, e assim, 271 € Op«, e segue
que o(z7') € 0 (Op-). Ainda, como P* é ideal maximal de Op«, entdo o(P*) é um ideal
maximal de o (Op+). B facilmente verificdvel ainda que se t* é um pardmetro local de P*,
entdo o(t*) é um pardmetro local de o(P*).

(a) Seja 0 # y € F*. Logo, existe z € F* tal que y = o(z). Escreva z = (t*)"u, com
r=uvp«(z) e u € Op:\P*.

Assim, y = 0(z) = o(t*)"co(u), e segue que vy(p+)(y) =1 = vp«(2) = vp- (6 (y)).

(b) Segue diretamente do fato de que P C o¢(P) C o(P*), uma vez que o é um
automorfismo de F*/F e P C F.

(c) Seja z uma parametro local de P sobre F. Entao, do item (a),
vp(@)e(o(P)|[P) = vo(pe)(x) = vp- (071 (1)) = vp-(2) = vp(2)e(P"|P) = e(P" | P).

Agora, o automorfismo ¢ de F*/F induz um isomorfismo @ de F}. em F o (p+ys dado
por
g(z+ P*):=0(z) + o(P").

Agora, quando restringimos @ a Fp, temos a identidade, uma vez que se z € F e P € Pp,
tem-se

o(z+P)=0(2)+0(P)=2+P.
Portanto, f(P*|P) = f(a(P*)|P).
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Lema 4.45. Sejam P € Pp e Py,...,P. € Pr todas as extensoes de P em F'/F.
Considere k :== Op/P e k; :== Op,/P;, D k os corpos de classes residuais e m : Op — k
em : Op — k; as aplicagoes de classes residuais, 1 = 1,...,r. Entdo, para todo
u € Op =icp(Op), tem-se

r

7 (Trpyp(u)) = ;GP|P Ty, (i () -

Demonstragao: Aqui usaremos a propriedade de que Trp,p(u) pode ser avaliado como
o trago da aplicagao F-linear pu: F/ — F dada por p(z) = uz.

Primeiramente, vamos mostrar que (Tr F'/ F(u)) pode ser interpretada como o trago
de uma certa aplicacao k-linear 4 : V. — V, onde V é uma k-espago vetorial que
definiremos adiante. Por fim, iremos decompor V' em soma de subespagos invariantes e
teremos a igualdade desejada.

Seja t um parametro local de P sobre F'. Defina V := O /tO%. Esse conjunto tem
estrutura de k-espago vetorial se considerarmos a multiplicacao por escalar definida por
(x + P) (2 +t0p) := zz + (tO}).

Seja {z1,...,2,} uma base integral de O} sobre Op/, onde n = [F’ : F]. O conjunto
{z1 +tObp, ..., z, + tO%} forma uma base para V sobre k

De fato, basta mostrarmos que os elementos sao linearmente independentes. Considere

n

aig,...,ap € k,onde a; = x; + P, tais que Z%‘(Zz‘ +t0%) = 0. Entao
i=1

i=1 i=1 i=1
Zl’izi:0:>$i:0:>0éiep.
i=1

Logo, os elementos constituem uma base. Em particular, dim; V' = n. Definimos agora a
aplicagao k -linear i : V. — V por f(z + tOp) = uz + tO%.

Seja A = (aij)1<i j<n & matriz de p com relacao a base {21, ..., 2,}. Como essa base é
integral e u € O, entdo a;; € Op, para todo i,j. Ainda, A := (7(a;;))1<ij<n ¢ & matriz
de @ com relagao a base {z; + tOp, ..., z, + Op}. Assim,

7 (Tepyp(u)) = 7(Tr(A)) = Tr(A) = Te(a). (1)

Agora, para cada i = 1,...,r, definimos os quocientes V; := Op,/P*. Note que esses
conjuntos estdo bem definidos umas vez que se P; é ideal, entao P;* também é. Assim,
definimos as aplicagoes u; : V; — V; por

pi (z 4 B) = uz + B

Analogamente ao que provamos anteriormente, segue que V; também é um k-espaco
vetorial e consequentemente, p; é uma aplicagao k-linear. Nesse caso, podemos construir
o isomorfismo

f:V—>@VZ-
i=1

dado por f (z +tOp) == (z+ P, ...,z + P).
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A aplicacao f é de fato um isomorfismo. Para verificarmos a injetividade, consideramos
f(z+tOp) =0. Entao, z+ P/ = 0, para todo i. Assim,

2 € P =uvp(2) >e;=vp(2) >vp(t) = vp (st 1) >0= 2t € Op = 2 € tO).

Agora, a sobrejetividade segue do teorema da aproximacao forte. Temos entao o
seguinte diagrama:

onde (1, ..y pr) (U1, ...y v.) = (g (v1) -y lr (v)) ,v; € Vi Como f é isomorfismo,

n

entdo Tr(p) = Tr (g1, .., 1)) = ;Tr(u )

Logo, por (1), segue que 7 (TrF//F ) ZTr i;). Agora, restar mostrar que,

podemos escrever cada parcela Tr(u;) como e; Trk /k (i (u)).
Para isso, consideramos a cadeia de k-subespacos V; = Vi(o) ) Vi(l) -+ D V;(Si) =
{0}, onde V(j )= = P//P7 C V;. Com uma rapida manipula¢do, é possivel mostrarmos

que esses espagos sao invariantes sobre p;, ou seja, (V(] )> cV 2
Assim, p; induz aplicagoes lineares da forma

oo V;(i)/v;(j-ﬁ-l) N ‘/;(j)/‘/;(jﬁ-l),
Dl P e uz o+ P

com j =0,...,e; — 1. Aqui, [z + P{] denota a classe residual de z + P em V; ])/V i+,
e;—1

Entao Tr (u;) Z Tr (045).

Sabemos alnda que, Try, /i, (m;(u)) = Tr (v;), com v; : k; — k; uma aplicacao k-linear
dada por v;(z + P;) = uz + P;. o
Agora, consideramos, para cada j = 0,...,¢; — 1, um isomorfismo h : k; — V7 /V/? 1

de k-espacos vetoriais de tal forma que o diagrama a seguir comuta.
e;—1

Como h é isomorfismo, segue que Tr(y;) = Tr(o;;). Agora, temos Tr (p;) Z Tr (045)

e;—1

e Try, i (mi(u)) = Tr(v) = Tr(oy). Logo, Tr(m) = Y Trym(pi(u)), e segue que
=0
Tr (1;) = €; Try, /i (mi(w)), o que conclui a demonstragao do lema.

Com esses dois lemas, podemos enunciar e demonstrar o teorema do diferente de
Dedekind, o qual relaciona o expoente do diferente e o indice de ramificagao.
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1
k; : > k;

I’;-{j) /v’_(.f‘f’” > 1;_(}') /1,:’_(J'+1)

Teorema 4.46. (Diferente de Dedekind) Utilizando as notagoes ja vistas durante esta
segdo, para todo P'|P,

(a) d(P'|P) > e(P'|P) — 1.

(b) d(P'|P) = e(P'|P) — 1 < char K { e(P'|P). Em particular, se char K = 0, entdo
d(P'|P) =e(P'|P) — 1.

Demonstracao: (a) Seja Op = icgr Op e Cp 0 médulo complementar sobre Op. Que-
remos mostrar que Trp, p(tOp) C Op, para todo t € F' tal que vp(t) = 1 —e(P'|P), para
todo P'|P.

Considere F*/F uma extensao de Galois finita tal que F' C F' C F* e escolha n =
[F' : F] automorfismos oy, ...,0, de F*/F cujas restricoes a F’ sejam distintos dois a
dois. Dado z € O, temos

n

Trpyp(tz) =Y oi(tz). (1)
i=1
Para P* fixado tal que P*|P, defina P := o;'(P*) e P/ = P*NF'. Agora, como z € O,
temos que 0;(2) é integral sobre Op. e portanto, vp« (0;(2)) > 0 . Assim, usando o lema
4.44 e o fato de que vp/(t) = 1 — e(P’'|P), temos

vp- (03(t - 2)) = vps (04(t)) + vp (03(2))
> vp- (04(t)) = vp:(t)
=e(P7|P)(1- (P’IP))

> —¢ (P|P)) - ¢ (P|P)
= —¢(P|P) = ¢ (P'|P)

Entao
—e(P*|P) < vp+ (Trpyp(tz)) = e(P*|P)op (Trpyp(t2))
ou seja,
vp (TI"F//F(tZ)) >—-1=vp (TI"F//F(tZ)) >0= TI"F//F(tZ) S Op.
Agora, como Trp/p(tOp) C Op, segue que t € Cp, e pela observacao [3.4, temos
vp(t) > —d(P'|P) = 1 —e(P'|P) > —d(P'|P) = d(P'|P) > e(P'|P) — 1.

(b) Usaremos as mesmas notagoes do lema e escrevemos e; := e(F;|P). Seja P' = P,
e e = e(P'|P). Queremos mostrar que

d(P'|P)=e—1<% charK fe.
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(«<): Suponha que char K t e e que d(P'|P) > e. Entao, existe w € F’ tal que

Up/(w) < —e (§] TI'F//F(IUOQD) Q OP.

Como K ¢é perfeito, a extensao kj/k é separavel, e entao existe yo € O} tal que

Tr (m1(yo)) # 0.
Pelo teorema da aproximacao forte, existe y € F” tal que vp(y — yo) > 0 e vp(y) >

max{1,e; + vp,(w)}, com 2 <4 <r. Assim, y € Op, e pelo lema [4.45]

7 (Tt e(9) = € Toig o (m1(9) + D e Trv e ().

=2

Agora, como y foi tomado de forma que y € F;, parai = 2,...,r, temos Try, /; (m;(y)) = 0.
Para o caso ¢ = 1, temos m(y) = 71 (%0o)-

Assim, 7 (TrF//F(y)> = e Trg, /i (m1 (y0)) # 0, pois char K { e. Escolhemos x € F um
pardmetro local para P. Entéo, como vp(z™") <0, Trpp (z7'y) ¢ Op.

Por outro lado, x 'yw™! € O%, pois

vp(r lyw™t) = —vp(2) + vpi(y) — vp(w) = —e + vp(y) — vpr(w) >0,
pois vp(w) < —e. Ainda,
vp(x tyw™) = vp(y) — (ei +vp(w)) >0 i=2,... 1

Logo, 7'y € wO)p e Trp p(z7ty) € Op, pois Trp p(wOp) C Op, o que contradiz o
que fizemos anteriormente. Portanto, d(P'|P) < e = d(P'|P) = e(P'|P) — 1.

(=): Suponha agora que char K|e, e mostremos que obrigatoriamente teremos d(P’|P) >

Seja u € F’ tal que vp(u) e vp,(u) > —e; + 1, para i = 2,...,r. Novamente, tomamos
x uma pardmetro local de P, e dado z € O,

vpr(zuz) = vp () +vp(u) + vp(2) = vpr(2) >0

vp,(xuz) = vp(x) + vp(u) +vp(2) > e; —e; + 1+ vp(z) > 0.
Logo, zuz € O)p. Pelo lema [4.45]
T (Trpz/p(muz)) = eTry, i (m1(2uz)) = 0.
Entao
Trp p(zuz) = 2 Trpp(uz) € P =20p = Trp p(uz) € Op,Vz € Op.

Assim, u € Cp e pela observagaod.35, —e = vp(u) > —d(P'|P), o que contraria a hipdtese
de que (P'|P) = e — 1. Portanto, char K ¢t e.
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Definicao 4.47. Sejam F'/F uma extensdo algébrica de corpos de fungéoes e P € Pp.

(a) Uma extensao P' de P em F' é dita mansamente ramificada se e(P'|P) > 1 e
char K t e(P'|P) e é dita selvagemente ramificada se e(P'|P) > 1 e char K | e(P'|P).

(b) Dizemos que P é ramificado em F'/F se existe pelo menos um P’ € Pp tal que
P’ estende P e P'|P € ramificada. Se para todo P' € Pgr tal que P'|P tivermos P'|P ndo
ramificada, entdo P € dito nao ramificado.

(c) P € dito mansamente ramificado em F'/F se for ramificado e toda extensao P’ de
P for mansamente ramificada. Em contrapartida, se existe P' uma extensio de P tal que
P’ ¢ selvagemente ramificado, entao P é dito selvagemente ramificado.

(d) P € dito totalmente ramificado em F'/F se existe apenas uma extensio P’ de P
em F', e e(P'|P) = [F': F].

(e) A extensao F/F' é dita ramificada se pelo menos um de seus lugares o for. Caso
contrario, é dita nao ramificada.

(f) F'/F é dita ser mansa se nenhum P € Op for selvagemente ramificado em F'/F .

Com essa definicao, temos dois corolarios cujas demonstracoes seguem de maneira
imediata utilizando o teorema de Dedekind.

Corolario 4.48. Seja F'/F wma extensao finita e separdvel de corpos de fungoes
algébricas.

(a) Se P € Prp e P' € Pp sao tais que P’ estende P, entio P'|P é ramificada se, e
somente se, P' < Diff(F'/F).

No caso em que P'|P for ramificada, valem ainda as sequintes equivaléncias:

d(P'|P) = e(P'|P) — 1 < P'|P é mansamente ramificada; e
d(P'|P) > e(P'|P) < P'|P ¢ selvagemente ramificada.

(b) Quase todos os lugares P € Pr sdo nao ramificados em F'/F.

Corolario 4.49. Sejam F'/F uma extensao finita e separdvel de corpos de fungoes
com mesmo corpo de constante K. Entio F/K e F'/K' possuem o mesmo género.

O préximo resultado é uma versao do teorema do elemento primitivo para corpos de
funcoes.

Teorema 4.50. (Liroth) Todo subcorpo de um corpo de fungdes racionais € racional,
isto ¢, se K G Fy C K(x), entio Fy = K(y), para algum y € Fy.

Demonstracao: Vamos dividir a demonstragao em dois casos.
Caso 1: K(x)/Fy separdvel. Podemos entao usar a férmula do género de Hurwitz.
Seja go o género de Fy/K. Entao,

29— 2= W@gg —2) + deg Diff (K (z)/ Fp) =
= —2=[K(z) : Fy](290 — 2) + deg Diff (K (x)/ Fp)

Para a igualdade ser satisfeita, devemos ter 2go — 2 < 0, ou seja, go < 0 = go = 0. Agora,
seja P € Pk, de grau 1. Entao Py = PNFy € Pg, e tem grau 1 também. Pela proposigao
Fy/K é racional.

Caso 2: K(x)/Fy nao separavel. Existe entdao um subcorpo Fy com Fy C F} C K(x)
e Fy/F, é separavel e K (x)/F; é puramente inseparavel.
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Se provarmos que Fi/K é racional, cairemos no caso 1 e o resultado seguird. Observe
que, como K(x)/F; é puramente inseparavel, entdo [K(z) : Fi] = ¢ = p", onde p =
char K > 0 e 27 € F}, para todo z € K(z). Em particular,

K(z%) C F; C K(x).

Agora, pelo teorema [2.45, [K(x) : K(x%)] = ¢q. Pela multiplicidade dos graus segue que
[F} : K(x7)] =1, ou seja, F} é racional, e segue o resultado.

Teorema 4.51. Seja F' = F(y) uma extensdo finita e separdvel de um corpo de
fungoes F de grau [F' : F] = n. Sejam P € Pg tal que o polinémio minimal p(t) de y
sobre F(t) tenha coeficientes em Op, ou seja, y € integral sobre Op, e Py,..., P, € Pp
todas as extensoes de P em F'. Entao,

(@) d(P,| P) < vp, (¢ () i = 1.7

(b) {1,y,...,y""'} € uma base integral de F'/F em P < vp (¢'(y)) = d(P;| P),
i=1,...,r, onde ¢'(t) é a derivada de ¢(t).

Demonstrac¢ao: Primeiramente, mostremos algumas afirmagoes que nos serao uteis na
demonstracao dos itens (a) e (b).

Pela proposicao a base dual de {1,y,...,y" '} estd fortemente relacionada com
os expoentes dos diferentes d(P;|P). Por isso, vamos determinar essa base dual. Como
¢(y) = 0, podemos escrever ¢(t) em F'[t] da forma

p(t) = (t—y) (Cn—ﬂfn_l + o tot+ co) com cg,...,chp1 € Flec,_q = 1.

Co Cn—1

¢'(y) ¢'(y)

Note que ¢'(y) # 0, ja que y é separavel sobre F. Para mostrarmos a afirmacao, ¢é
suficiente mostrar que

PICECIEIY

Afirmacio 1: B = { } ¢ base dual de {1,y,...,y" 1}

Tre e (/CZ . yl> =d0; para0<il<n-—1,
¥'(y)

onde d;; denota o simbolo de Kronecker.
Considere oy, ..., 0, injecoes distintas de F'/F em ®, onde ¢ denota uma extensao
algebricamente fechada de F'. Defina y; := 0;(y). Assim,

go(t)—f[l@—yj).

Derivando a equacao e substituindo ¢t = y,,

¢ (v) =11 (o —wi).

i#v
Agora, para cada 0 <[ < n — 1, consideramos o polinémio

l

Qi(t) = (il tgp_(t;j - ) —t e [t].

@' (y5)
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Seu grau é, no maximo n — 1 e para 1 < v < n,

. N yly R
wz(yy)—(g(yy yz)) R 0

Assim, ¢; tem grau no maximo n — 1 e n raizes, e segue que ; = 0, ou seja,

tlzzf(). b o<i<n-1.
=1t Yj

¢ (y;)’

As injegoes o; : F/ — ® podem ser estendidas em injegoes o; : F'[t] — ®[t], colocando
o;(t) =t. Assim obtemos

j=1 B y
n n—1 y
= ag; Citl
o (S 5o)
n—1

. ! . ,
Comparando os coeficientes, Trg g (ci j(y)) = 6;;,0 < i, < n—1, como queriamos

mostrar, e segue a afirmacao 1.
n—1
Afirmacao 2: ¢; € Z Op-y' paraj=0,...,n—1.
i=1
Observe que o polindmio minimal (t) de y sobre F' é da forma ¢(t) = t" +a,_1t" '+
-+ ayt + ag, com a; € Op. Por outro lado, sabemos que

o(t) = (t—y)(cpat™ - - Ferttcg) = TR (—ycn 10 o)t - (—yerteo )t (—yco).

Comparando os coeficientes, obtemos

Cho1=1,c0y =—apecy=ci1—a;,paral <i<n—1
n—1 ]
Para j=n—1,¢,_1 =1€ »_ Op-y'. Suponha que exista j € {0,...,n — 1} tal que
i=0
n—1 ]
¢ = Z sy’ com s; € Op.
i=0

Pelo que fizemos acima,
n—2

Cj—1=a; + ¢y =a; + Z Sy
i=0

n—2 n—1 n—1
_ i+1 i i
—Gj+§ SiY _Snfli GiZJGE Op -y,
i=0 i=0 i=0

1+1 n
+ Spn—1Y
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e isso prova a afirmacao. Analogamente, podemos mostrar a seguinte afirmacao:
Afirmagio 3: 1y’ € nz_:l(?p ¢, paraj= ...,n— 1.
=0 . o
Para j = 0, temos y° =1 € Y Op - ¢;. Agora, se existe j > 0 tal que ¢/ = > ric;,
com r; € Op, pelo mesmo argumie:r?to que fizemos anteriormente, =

n—1

n—1
?JJJr1 = Z TiGY = Z T (Cz‘—l - az’) — ToGo
i=0 i=1

n—2 n—1 n—1
= Z Ti41C; — (Z Ti%;) *Cp—1 € Z Op-¢.
=0 =0 i=0

Agora, podemos mostrar o item (a) do teorema. Consideramos o médulo complemen-
tar Cp e Op = icp (Op). Queremos mostrar que d(B;|P) < vp, (¢'(y)), o que é equivalente

a mostrar que z € Cp = vp,(2) > —vp, (¢'(y)), parsi =1,...,7.
n—1 )
Seja z € Cp e escreva z = Z T Il ,comr; € F. | uma vez que pela afirmagao 1, o

= O]

conjunto B forma uma base de F’/F. Como y' é integral sobre Op e z € Cp, entdo
TrF//F (Zyl>60p, [=0,...,n—1.

Agora, pela afirmacao 1,

n—1 )
Trep (z . yl> = Trp/p (2% - Splc(zy) ) yl> .

Logo, r € Op. Da afirmacao 2,

1 n—1 ) 1
z € Opy' C 0.
¢'(y) E;; Y=oyt

Portanto, z¢'(y) € O, e segue que vp, (2¢'(y)) > 0, logo vp,(2) > —vp,(¢'(y)), para todo
i=0,...,n—1, e segue o item (a).

n—1 n—1
(b) Pelas afirmagoes 2 e 3, segue que » Opy' = > Ope;.
i=0 =0
(=) Seja {1,y,...,y" '} uma base integral de P. Pela afirmagdo 1 e a proposicio
(.32
nl ¢ 1 "i:lo
Cp= Op—— = : PG
;) e'ly) ) o
1 n—1 ) 1
= Y Op-yf=—— 0.
¢'(y) ; Py

Por outro lado, Cp = tO%, onde d (P;|P) = —vp,(t), VP;|P. Entao,

A(P|P) = —vn (Jm

(<): Reciprocamente, suponha d (P;|P) = vp, (¢'(y)). Queremos mostrar que Op C
n—1
Z Op -3, pois a outra inclusdo é trivial.
i=0

):vpi<w'<y>>7 =01,



O diferente 113

n—1
Seja z € Op e escreva z = Ztiyi, t; € F. Pela afirmacao 2, segue que ¢; € Ofp.
i=0

1
Ainda, da hipétese e da proposigao [4.32} segue que Cp = —— - O%. Logo,

©'(y)

1
TI'/ cC; X2 EO .
e <so’(y) ! ) "

Portanto, como

1 n—1 C )
TI'F/F<'C"Z) :TI'F/F< tl J yl> :t‘,
/ oy / Z J

par ()
concluimos que t; € Op, o que conclui a demonstracao.

Corolario 4.52. Sejam F' = F(y) uma extensdo finita e separdvel de corpos de fun-
coes de graun e o(t) € F[t] o minimal de y sobre F. Suponha ainda, que P € Pr € tal
que

p(T) € Op[T] e vp (¢'(y)) = 0.

Entdo P é nao ramificado em F'/F e {1,y,...,y" '} € base integral de F'/F em P.
Demonstragao: Pelo teorema (a),
0 < d(P'|P) <wvp (¢'(y), YP'|P = d(P'|P) = vp (¢(y)) = 0,

e do item (b) do mesmo teorema, segue que {1,y,...,y" '} é base integral de F’/F em P.
Agora, o teorema [1.46] garante que e(P'|P) = 1, para todo P’ que estende P, e portanto,
P ¢é nao ramificado em F'/F.

Encerramos esta secdo com uma condicdo suficiente para que as poténcias de um
elemento de F’ formem uma base integral para um lugar P.

Proposicao 4.53. Sejam F'/F uma extensao finita e separdvel de corpos de fungoes,
P € Prp e P € Pp, com P'|P. Suponha que P'|P € totalmente ramificado, ou seja,
e(P'|P) = [F' : F] = n. Considere t € F' um pardmetro local de P' e ¢ o polindmio
minimal de t sobre F. Entdo d(P'|P) = vp (¢'(t)) e {1,¢,...,t" "1} € base integral e
F'/JF em P.

Demonstragdo: Queremos mostrar que B = {1,¢,...,t" "'} é base integral de F'/F
em P. Primeiro mostremos que B é linearmente independente. Assuma que nao, ou seja,
existem r; € F' nao todos nulos tais que

n—1 )
Z Tl'tl =0.
i=0

Para os indices 7 tais que r; # 0,

vp (rit") — vpr(r;) +ivp(t) = vp(r;) + 1 = nvp(r;) +i =i (mod n).
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Portanto, se 4,7 sdo tais que ¢ # j e r; # 1, segue que vps (1;t') # vpr (r;t?). Assim, da
desigualdade triangular estrita,

n—1
vpr (Z Titi> = min {Up/ (Titi) Ty # O} < 00,
i=0
o que ¢é absurdo. Logo, B ¢ linearmente independente sobre F', e segue que B é base de
F'/F. Do teorema sabemos que Y e;f; = n. Como e(P'|P) = n, entdo P’ ¢é o tnico
lugar de F’ que estende P, e portanto, Op = icp(Op). Entdo, precisamos mostrar que

n—1
Op =Y Op-t.
i=0

Seja z € Op ndo nulo. Entdo, como B é base de F'/F, existem x;’s em F tais que
n—1

z = Z z;t'. Pelo mesmo argumento feito anteriormente, segue que
i=0
0 <wp(z) =min{nvp (x;) +4;0 <i<n-—1, comz; #0}.
n—1 ]
Assim, vp(x;) > 0, e segue que z; € Op, e portanto, z € Z Op-t'. Como a outra inclusao
i=1
¢ imediata, segue que 1,t,...,t""! ¢ base integral. Do teorema m, item (b), segue que

d(P'|P) = vpr (¢'(1)).
u

4.6 Extensoes de corpos constantes

Aqui, continuamos com as notagoes da se¢ao anterior e ressaltamos que K é um corpo
perfeito, e este fato sera essencial na demonstracao dos resultados desta se¢cao. Também
fixamos ® O F um corpo algebricamente fechado.

Consideramos K’ O K uma extensao algébrica tal que K’ C ®. Estaremos interessados
em estudar o corpo de fungoes F'/K’, onde F' = FK' é o comp6sito de F' e K', e seu
corpo das constantes é uma extensao finita de K.

A principio, ndo sabemos se K’ é o corpo das constantes de F'/K’. Para provarmos
que K’ é de fato esse corpo das constantes, precisamos do lema a seguir, o qual generaliza

o lema [4.101
Lema 4.54. Seja a € ® algébrico sobre K. Entio [K(«a) : K] = [F(«a) : F].

Demonstragao: Sejam [K(«) : K] = n = deg(minga) e [Fla) : F] = m =
deg (ming ). Como K C F, entdo n > m. Resta mostrar que ming a se mantém
irredutivel sobre F'.

Seja p(t) € K[t] o polindmio minimal de a sobre K, e escrevemos p(t) = t"+a, _1t" '+
-+ ait + ag, com a; € K. Suponha que ¢(t) é irredutivel sobre F', ou seja, existem
g(t),h(t) € F[t] com degg(t),degh(t) > 1, tais que ¢(t) = g(t) - h(t).

Como ¢(t),h(t) € F[t] e F C @, entao todas as raizes de g(t) e h(t) estdo em @, e
portanto, toda raiz de ¢(t) também estd. Assim, todas as raizes de ¢(t) sao algébricas
sobre K, ou seja, os coeficientes de g(t) e h(t) sdo algébricos sobre K.

Por outro lado, esses elementos estao em F, e como K é o corpo das constantes de
F, eles também estao em K, o que implica que g(t), h(t) € KJt], o que é absurdo pela
irredutibilidade de ¢(t) sobre K.



Extensoes de corpos constantes 115

Podemos entao demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 4.55. Seja F' = FK' uma extensdo algébrica constante de F'/ K, podendo
ser finita ou infinita. Entao

(a) K' é o corpo das constantes de F”.

(b) Se S C F ¢ linearmente independente sobre K, entio também o é sobre K’

(c) [F: K(z)] =[F': K'(x)], para todo z € F\K.

Demonstracgao: (a) Considere v € F’ algébrico sobre K’. Como K'/K é algébrica,
entao v é algébrico sobre K.

Como F' = FK', entdo existem ay, ..., q, € K’ tais que v € F(ay,...,qa,). Considere
a extensao finita separavel K (aq,...,q,)/K. Pelo teorema do elemento primitivo, existe
a € K' tal que K(ay,...,a,) = K(«).

Agora, como ~y é algébrico sobre K, existe 5 € F’ tal que K(«,v) = K(8). Logo,

F(B) = F(a,v) = F(a), pois v € F (aq,...,q;) .

Pelo lema [4.54] [K(5) : K] = [F(8) : F| = [F(«a) : F] = [K(a) : K],com K(a) C K(f).
Como K(a) C K(a,v) = K(f), entao vale a igualdade. Logo, v € K(f) = K(a) C K’ e
segue que K’ é o corpo completo das constantes de F”.

[ |

(b) Sejam vy, ...,y, € F linearmente independentes sobre F' e

> iy =0, com y; € K.

i=1

Uma vez que K é perfeito, existe « € K’ tal que v,...,7% € K(v,...,7) = K(«a).
Entao, escrevemos

n—1
Vi = Zcijo/, com ¢; € Ken=[K(a): K.
j=0

Assim,

onde » ¢;;y; € F. Pelo lema |4.54) [F(a) : F] = [K(«) : K] = n, portanto os elementos

i=1
.,

1,a,...,a" ! sdo linearmente independentes sobre F, e assim, Zcijyi = 0, para j =
i=1

0,...,n— 1. Agora, usando o fato de que yq, ..., ¥y, sdo linearmente independentes sobre

K, segue que ¢;; = 0, ou seja, v; = 0, para todo ¢.

(¢) Como [F': K'(z)] < [F : K(x)], basta mostrarmos a outra desigualdade. Para
isso mostraremos que se z1, ..., 2s; € I’ sdo linearmente independentes sobre K (x), entao
esses elementos continuam independentes sobre K (x).

Suponha que existam f;(z) € K'(z), ndo todos nulos tais que
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Multiplicando por um denominador comum, podemos assumir que todo f;(z) € K'[x].
Assim, a relagao acima nos fornece uma dependéncia linear do conjunto {x’z; | 1 < i <
s e j >0} sobre K.

Do item (b), obtemos que esse conjunto é linearmente dependente sobre K, e portanto,
terfamos z1, . .., z, dependentes sobre K (z), o que é absurdo. Portanto, fica demonstrada
a igualdade.

Encerramos esta secao com um teorema que relaciona o grau de um divisor com o grau
de sua conorma para casos em que temos extensoes de corpos constante, e um corolario
que fornece uma férmula para o calculo do grau da conorma no caso geral. Ainda, é
possivel mostrar que ambos possuem a mesma dimensao, como espagos vetoriais.

Teorema 4.56. Seja F' = FK' uma extensao de corpos algébrica constante de F/K.
Entao:

(a) deg Conpr/p(A) = deg A, para todo A € Div(F').

(b) F'/F € nao ramificado.

(c) Se K'/K é finita, toda base de K'/K é uma base integral de F'/F, para todo
P ePp.

(d) F'/K' e F/K possuem o mesmo género.

Demonstragao: (a) Basta mostrarmos para o caso em que P € Pr é um divisor primo.
Seja x € F tal que P é o Unico zero de x em Pp. Esse elemento existe pela proposicao
2.71} Entdo, o divisor zero (z)f de z em Div(F) é da forma (r)f = rP, com r > 0.
Assim, da proposigao [4.9]

(x)§" = Conp/p ((x)g) =1 Congrp(P).

Como pelo teorema [2.45 [F” : K'(x)] = deg ((x)gl), segue que

r - deg Conp  p(P) = [F': K'(x)]
_ [P K ()

= deg ((m)OF) =r-degP,
Como P é um divisor primo qualquer, entao a afirmagao é valida para todo A € Div(F).

(b) Consideramos primeiramente o caso em que temos uma extensao de corpos cons-
tante finita. Logo, como K é perfeito, existe a € K’ tal que K’ = K («). Nesse caso, como
K C F, segue que F' = FK' = FK(a) = F(«). Considere ¢(t) o polindmio minimal
de a sobre K. Entao pelo lema 4.54] ¢(t) é irredutivel sobre F. Considere P € Pr e
P’ € Pp com P'|P.

Pelo teorema o expoente do diferente satisfaz

0 < d(P|P) < vp (¢/()
Agora, a é separavel sobre K, e segue que ¢'(a) # 0. Assim, como ¢'(a) € K’, temos

vp (¢’ (a)) = 0. Pelo teorema de Dedekind, d(P’'|P) = 0, e portanto P’| P é nao ramificado
(esse caso sera importante para provarmos o item (c)).
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Agora, para o caso geral, consideramos P’ € P tal que P'|P e t € F’ um pardmetro
local de P’. Entao P’ = tOp:. Considere a extensao K'/K. Entao existe K; corpo tal
que K CK; C K'tal que [K;: K] <oocete Fy =FK'. Seja P, := P'NF,. Entao

1= Up/(t) = €(PI‘P)Up1(t) = G(P/|P1) =1.

Ja vimos que e(P|P) = 1, pelo caso finito, e da proposigao segue que e(P'|P) =1,
isto é, P'| P é nao ramificado.

(c) Como K é perfeito, entao existe o € K’ tal que K’ = K(«). Defina n = [K’ :
K]. Nesse caso, pelo item (a), temos d(P'|P) = vp (¢'(«)). Logo, pelo teorema [£.51]
{1,a,...,a™ '} é base integral de F’/F, para todo P € Pp.

Agora, se considerarmos {7y, ...,7,} uma outra base qualquer de K'/K,

n—1 n
ZOP'O/’:ZOP-’}/)-.
=0 j=1

Assim {~v,...,7,} é também base integral de F'/F.

(d) Sejam g o género de F'/K e F'/K’. No caso finito, podemos aplicar a férmula do
género de Hurwitz. J& vimos no item (a) que d(P’|P) = 0, e segue que Diff(F'/F) =0, e
portanto seu grau é zero.

Pelo lema temos [F' : F] = [F(«a) : F] = [K(«a) : K| = [K' : K|. Logo, pela
féormula do género de Hurwitz, ¢’ = g.

Provemos agora o caso geral, onde podemos ter uma extensao de grau infinito.

Afirmagao 1: ((A) < {(Conpr/p(A)), para todo A € Div F.

Seja{z1,...,z,} uma base de L(A). Assim, da proposigéo, temos z; € L(Congpr/p(A)).
Agora, pela proposicao , {z1,...,2,} é linearmente independente sobre K', o que
prova a afirmacao.

Escolha C' € Div(F') tal que deg C' > max{2g — 1,2¢' — 1}. Do teorema de Riemann-
Roch, segue que ¢(C) = deg C+1—g e, usando o item (c), temos tambem ¢(Congr,p(C)) =
degC+1—-4¢.

Da afirmacgao 1, segue que ¢’ < g¢. Agora, considere {u;,...,us} uma base de
L(Conpp(C)). Existe Ky um corpo tal que K C K, C K’, tal que [K, : K] < o0
eu,...,us € Iy = FKy. Obviamente uy,...,u, € L(Cong,,r(C)) e entdo

{(Conp,/p(C)) > €(Congr p(C)).
Pelo que fizemos no caso finito, Fy/ Ky tem género g, e do teorema de Riemann-Roch,
{(Conpr/p(C)) =degC +1—g,
ou seja, —g > —¢, logo ¢’ > g, e segue o item (d).
|

Corolario 4.57. Seja F'/K' uma extensio algébrica de F/K. Entdo para cada A €
Div(F),
deg Conprjp(A) = [F': FK'] - deg A.
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Demonstragao: Se F'/K’ for uma extensdo de corpos constante, o resultado segue
diretamente do teorema [£.56]

Para o caso geral, o lema garante que [F' : FK'] < oo, e FK'/K' é uma extensao
de corpos constante de F'/K. Agora, como

COI]F//F(A) = CODF’/FK’ (CODFK’/F<A>) s

segue do corolario e do teorema que
deg Conprjp(A) = [F': FK'| - deg Conpgryp(A) = [F' : FK'] - deg A.

4.7 Extensoes de Galois

Vamos investigar nesta se¢ao, como se comportam as extensoes de Galois de um corpo
de fungoes. Esses tipos de extensdes possuem muitas propriedades que outras extensoes
arbitrarias nao possuem. Veremos também dois tipos especiais de extensoes de Galois: as
extensdes de Kummer e as extensoes de Artin-Schreier.

Lembramos que, uma extensao de corpos finita M /L é dita ser de Galois se o grupo
de automorfismos

Aut(M/L) ={o: M — M;o é isomorfismo com o(a) = a,Va € L}

tem ordem [M : L]. Nesse Caso, chamamos Aut(M /L) de grupo de Galois da extensao
M/L e escrevemos Gal(M/L) := Aut(M/L).

Uma extensao F’/K' de um corpo de fungoes F//K é dita Galoisiana ou de Galois se
F'/F ¢ extensao de Galois de grau finito. Considere P € Pp.

Entao Gal(F’'/F) age no conjunto {P" € P | P'|P} via o(P') = {o(z) | x € P'}, e
ainda, pelo lema [£.44] vimos que

Vo(py(Y) = vpr (U‘l(y)> , paray € I

Teorema 4.58. Sejam F'/K' uma extensio de Galois de F/K e Py, Py € P exten-
soes de P € Pp. Entao existe 0 € Gal (F'/F) tal que o(P,) = Ps.

Demonstragao: Faremos a demonstra¢ao por absurdo. Suponha que o(P;) # Ps, para
todo o € Gal (F'/F) =: G. Pelo teorema da aproximagao existe z € F’ tal que vp,(z) > 0
e vg(z) =0, para todo @ € Pp/, com Q|P e Q # P». Em particular, vp, (2) = 0.

Considere Np//p : F' — F a aplicagao norma, a qual pode ser definida de maneira
analoga ao traco, porém neste caso, considerando-se o produto dos automorfismos de G.
Entao,

vp, ( Npyr(2)) = vp, (H U(Z)> = > vp(0(2)) =

oceG oceG
= Veipy(2) = X vopy(2) =0, (%)
ceG oeG

pois estamos supondo que P, # o(Py). Por outro lado,

vr, (Neyp(2)) = 3 tgey () = vm,(2) > 0. (30)

oceG
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Agora, como Np//p(z) € F, segue que

(2 ( NF//F(Z)) =0& vp ( NF'/F(Z)) =0 < vp, ( NF//F(Z)> -0,
o que contradiz (x) e (xx). Portanto, existe o automorfismo tal que o(P;) = P.
|

Corolario 4.59. Nas mesmas condicoes do teorema |4.58, considere Py, ..., P, todos
0s lugares de F' que estendem P. Entdo:

(a) e(P|P) = e(P;|P) e f(B|P) = f(P;|P), e portanto, escrevemos apenas e(P) e
f(P).

(b) e(P)- f(P)-r=[F':F].

(¢) Os expoentes do diferente d(P;|P) e d(P;|P) sdo iguais para todo i e j.

Demonstragao: (a) Segue direto do teorema [4.58 ¢ do lema M

(b) Da igualdade fundamental e do teoremal4.58} segue que [F = e(R|P)f(R|P) =
i=1

e(P)- F(P)-r.

(c) Considere o fecho integral

O =0

=1

de Op em F’ e 0 médulo complementar
Cp= {Z S F/;TYF//F (ZO/P) - Op}

Note que, dado v € F', Trpjp(u) = Trpp(o(u)),Vo € G. Mostremos inicialmente que
0(0p)=0pec(Cp)=Cp,Vo €q.

Seja z € Op. Entao vp,(z) > 0, para todo i = 1,...,r. Para cada 1 < j < r, existe i
tal que vp, (0(2)) = vo-1(p,)(2) = vp,(2) > 0. Logo, o(z) € Op, e assim, 0(Op) C Op.

Queremos mostrar que Op C 0(Op). Note que op, (07'(2)) = vy(p;)(2) = vp,(2) > 0.
Logo, 071(2) € Op = z € 0(0%) = O C 0(Oh), e isso prova a igualdade.

Vamos mostrar que o(Cp) = Cp. Seja z € Cp. Entdo Trp/p (20%) € Op. Observe
Trpp(o(z)u) = Trpyp (z07H(w)) € Op, Yu € Op. Entdo o (Cp) € Cp. Como fizemos
antes, Cp = o (Cp).

Escrevemos Cp = tO) (podemos fazer isso pela proposi¢ao , e

o(t)Op =0 (tOp) = 0 (Cp) = Cp = tOp.
Novamente, pela proposi¢ao e da defini¢ao do expoente do diferente,
vp(o(t)) =vp(t),i=1,....,7r = —d(P; | P) =wvp(c(t)),Vie Vo € G.
Por fim, considerando P; e P; distintos tais que P, = o(F;), segue que
—d(P,| P) = vp,(0(t)) = vy 1(py(t) = vp,(£) = —d(P} | P) = d(P|P) = d(P}|P)
[

Como foi dito no inicio da secao, estaremos interessados em dois casos particulares de
extensoes de Galois: as de Kummer e as de Artin-Schreier. O préximo resultado define
as extensoes de Kummer e nos fornece algumas de suas propriedades.
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Proposicao 4.60. (Eztensoes de Kummer) Seja F/K um corpo de fungoes algébricas
tal que K contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade, n > 1 e mdc(char K,n) = 1.
Seja u € F tal que

u#w Ywe F ed|n,d> 1.

Defina F' = F(y), onde y™ = u. A exntesio F'/F é chamada de extensio de Kummer, e
valem as sequintes propriedades:

(a) O polinomio ®(t) = t" —u € o minimal de y sobre F. Além disso, a extensao F'/F
¢ de Galois com [F': F) =n, seu grupo de Galois é ciclico, e os automorfismos de F'|F
sao dado por o(y) = Cy, onde ¢ € K é uma raiz n-ésima da unidade.

(b) Sejam P € Pr e P’ € Pp tal que P'|P. Entdio

e(P|P) =~ ed(P|P)=— —1,
rp rp

onde rp := mdc (n,vp(u)) > 0.
(¢) Sejam K’ o corpo das constantes de F', g o género de F/K e ¢' o género de F' /K.

Entao
g/:1+[K’n.K]< —1+ > (1—)deg(P))

PGIF’

Demonstragao: (a) Observe que y se anula em ®(t) e ®(¢) é irredutivel sobre F (caso
nio fosse, terfamos u = w?, o que é absurdo por hipétese). Entdo, ®(¢) é o minimal de y
sobre F'.

Pela hipétese K contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao contém todas.
As raizes de ®(t) sdo exatamente os elementos do conjunto {y, Cy, %y, ...,(" 'y}, entdo
a extensao F'/F é o corpo de raizes do polinémio ®(¢), e portanto é normal. Além disso,
a extensao F'/F é separavel, pois K é perfeito. Assim, por um resultado da teoria de
corpos, F'/F é de Galois, ou seja, o(Aut(F’'/F')) = n. Agora, segue imediatamente que o
automorfismo o(y) = (y gera os automorfismos do grupo de Galois, ou seja, a extensao é
ciclica.

(b) Vamos dividir em 3 casos:

Caso 1: rp = 1.

Como y" = wu, entdo nvp/(y) = vp (y") = vp(u) = e(P'|P)vp(u). Agora, como
1 = rp, segue que n | e(P'|P) e vp(u) | vp(y). Pelo item (a), [F' : F] = n, e assim,
do coroldrio [£.59] item (b), temos que e(P’'|P) | n, ou seja n = e(P’|P), como querfamos
mostrar. Por fim, pelo teorema do diferente de Dedekind, como n { char K, segue que
d(P'|P)=e(P'|P)—1=n/rp— 1.

Caso 2: rp = n.

Observe que nesse caso, n | vp(u), e entao existe | € Z tal que nl = vp(u). Assim,
vp(u) = nvp(y) = vp(y) = . Escolha t € F tal que vp(t) = [ e defina y; :== t 'y e
up =t "u. Entao y? = (7 1)"y" =t "u = uy, e ainda

vp(y1) = vp (t71y) = —vp(t) +vp(y) = —vp(t) +vp(y) = —1+1=0

vp(uy) = vp(t™"u) = —nvp(t) + vp(u) = —nl +nl = 0.
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Agora, o polinémio minimal de y; sobe F' é 9(t) = t" — uy, uma vez que y; se anula em
W¥(t) e 1(t) é irredutivel sobre F'. Entao, y é integral sobre Op e pelo teorema [4.51] segue
que

0<d(P'| P) < op (¥ ().
Agora, note que ¢'(y1) = ny} ', ou seja, vp (V' (y1)) = (n — Dvp(y1) = 0, e segue que
d(P'|P) =0, e assim, pelo teorema do diferente de Dedekind, e(P’|P) = 1, e fica provado
para o caso rp = n.

Caso 3: 1 <rp <n. .
Considere o corpo intermediario Fy = F(yo), onde yo = y». Neste caso, (t) = "7 —u
é o polindmio minimal de yo sobre F'.

, F':F] n ,
Logo, [Fo : Fl =rpe [F': Fy) = +w——— = —. Defina By := P' N Fy. Podemos
[F@ . F] rp
entdo aplicar o caso 2 para a extensdo Fy/F, uma vez que [Fy : F| = rp. Assim, temos

e(Py|P) = 1. Ainda, como y,” = u, segue que

r vp(u
vp, (W0") = v, (1) = vp, (Yo) = r )
rp
Assim, temos mdc <n>UPo (yo)) = 1 e podemos aplicar o caso 1 para I’ = Fy(y), e
rp
obtemos . i
e(P'|By) = — = ¢ (P'|P) = e (P'|R) e (Py|P) = —
rp
Ainda, do corolério 4.41, como P C Py C P,
n
d(P'|P) = e (P'|Py) d(Py|P) + d (Py|P) = =l
P

(c) Para mostrarmos esse item, a ideia serd aplicar a férmula do género de Hurwitz.
Inicialmente, calculamos o grau do diferente de F’/F. Pelo item (b),

deg (Diff (F'/F)) = Y S d(P|P)deg(P)= 3 3 <—1> deg (P).

PePr P’|P PePr P’|P

Agora, fixamos P € Pp. Pelo coroldrio o indice de ramificagdo e(P) = e(P'|P)
independente de P’, segue do item (b) e do corolério que

S deg (P') = e(lp) (Z e (P'|P) deg (P’)) - 6&3) deg (Z ¢ (P'|P) p/) _

P'|P P'|P P'|P
1 _rp [F' o F] _rp
=P deg (ConF//F(P)> =LK K deg(P) = KK deg (P).
Entao
deg (Diff (F'/F)) = > > (—1) deg (P') =
PEPy P'|P
:Z((r_l ZdegP’)
PcPp P P'|P

S (Z} - 1) [K,TK] deg(P) = —" Z ) deg(P).

Substituindo na férmula do género de Hurwitz,
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F':F
29’ — 2= u(?g—Q) + deg Diff(F'/F) =

[K'": K]
ig’—l—[K,nK](g—l)—I—; [KnK]P%P; (1—>degP:
:>g/:1+[K/ K](_1+ Z(l—)degP)

Corolario 4.61. Sejam F/K um corpo de func¢oes de F' = F(y) com y" = u € F,
onde char K 1 n, e K contendo uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Suponha que
existe () € Pp tal que mdc(vg(u),n) = 1. Entao K é o corpo completo das constantes de
F', a extensao F'/F é ciclica de graun e

L Z (n —rp)deg(P).

g=1+n(g—1)+
2PE]PF

Demonstracio: Suponha inicialmente que existe w € F tal que u = w?, com d | n

d > 1. Entao vg(u) = dvg(w) = d | vg(u). Como d | n, entdo terfamos mdc(vg(u),n) =
d > 1, o que contradiz a hipdtese. Logo, u # w?, para todo w € F, d | n, d > 1.
Assim, estamos nas hipdteses da proposigao [4.60L Vamos mostrar que [K': K| = 1.
Seja @' tal que Q'|Q em F'. Pelo item (b) da proposicao [£.60]
n
(QIQ) = =n=[F:F) ()
Suponha por absurdo que [K’ : K] > 1 e considere o corpo intermediario Fy := FK' 2
F eolugar Q) := Q' N Fy. Por (%), e(Q'|Q1) = [F' : F1], j& que

v(u) = e(@Q1]Q) - vo(u) = v (u),

pelo teorema [£.56] item (a).
Entao 1 = e(Q1|Q) = [F} : F] > 1, o que é absurdo, e assim, [K’ : K] = 1. Portanto,
colocando [K’ : K| = 1 no item (c) da proposicao e segue a igualdade desejada.

Observacao 4.62. Nas demonstracoes anteriores, ndao utilizamos o fato de que K
possui uma raiz n-ésima primitiva da unidade. As afirmagoes da proposicdo itens (b)
e (¢) e do coroldrio sao validas em geral, com uma unica excecao: F(y)/F nao é de
Galois caso K nao contenha uma raiz n-ésima da unidade.

Exemplo 4.63. Sejam K um corpo com char K # 2 e F = K(z,y), comy* = f(x) =
p1(z)pa(x) ... ps(x) € K[z], onde os p;(x)’s sdao polindmios monicos, irredutiveis e s > 1.
Entio K é o corpo completo das constantes de F' e F//K tem género g, onde

—1
g:m2 sem =1mod 2 ou

—9 )
m se m =0 mod 2,

g:

e m = deg f(z).
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De fato, note que F' = Fy(y), onde Fy = K(x). Sejam P; € P (4 o zero correspondente
a pi(z) e Py o polo de z em K(z). Entao vp,(f(x)) =1 e vp (f(z)) = —m. Assim, do
corolario[d.61] F/Fy = K (z,y)/K (z) ciclica de grau 2 e K o corpo completo das constantes
de F.

Agora, vamos verificar as informacoes a respeito de rp, onde rp é definido como nos
resultados anteriores. Observe que:

(i) Para 1 <i <'s, rp, = mde(n,vp, (u)) = mde(2,vp,(f(2))) = mde(2,1) = 1.

(ii) rp, = mde(n,vp, ) = mde(2,vp_(f(x))) = mde(2, —m) = 2, se 2 | m, ou 1, se
24 m.

(iii) Para P € Pg()\{ P4, ..., Ps, P}, 7p = mdc(n, vp(u)) = mde(2, vp(y?)) = 2.

Agora, substituindo na férmula do corolario 4.61],

1
g—1+2(0—1+ E deg ( )+§(2—rpoo):
7,1

m 2—rp m—rp
:——1 0 — >
2 * 2 2 ’

e segue a igualdade desejada.

Para finalizar esta se¢@ao, um outro tipo especial de extensoes de Galois sao as extensoes
de Artin-Schreier. Nesse caso, trabalharemos com corpos de caracteristica p > 0. Antes
de introduzirmos este tipo de extensao, precisamos do lema a seguir.

Lema 4.64. Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas de caracteristicap > 0, u € F
e P € Pr. Entao,

(a) ou existe z € F tal que vp(u — (2P — 2)) > 0,

(b) ou existe z € F tal que vp(u — (2P — 2)) = —m, onde mdc(m,p) = 1.

No caso da validade do item (b), o inteiro m é unicamente determinado por u e P,
como

—m = max {vp (u— (W’ —w));w € F}.

Demonstracao: Mostremos primeiramente a seguinte afirmacgao:
Afirmagao 1: Sejam xq,x9 € F — {0} tais que vp(z1) = vp(zy). Entao existe y € F
tal que

vp(y) =0 e vp (z1 — y’x2) > vp (71).

De fato, como vp(z1) = vp(xs), entdao vp (x ) =0 :> — E Op\P = ( ) (P) # 0.
T2
Como Op/P é perfeito e char K = p > 0, existe y € Op/P tal que (m)
2
(y(P))". Logo, vp(y) =0 e vp (xl — yp) > 0, e assim
X2
T p 1
vp<—y ) >0:>vp((x1—ypx2)> >0=
To 4
= vp (r1 — YPx2) > vp (x2) = vp (11).
Agora, queremos mostrar o seguinte: se vp (u— (2] — 21)) = —Ip < 0, entdo existe

29 € F tal que

vp (u— (25 — z2)) > —lIp.
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Seja t € F tal que vp(t) = —I. Entdao vp (u— (2§ — z1)) = —Ip = vp(t) - p = vp (). Pela
afirmagao 1, existe y € F' com vp(y) =0 e

vp (u — (zf — 21> — (yt)p) > —Ip.
Agora, como vp(y) = 0, entdo vp(yt) = vp(t) = —1 > —Ip e assim,
vp (u— (21 — 21) = ((yt)" — yt)) > —Ip.
Definimos 2, := 21 4+ yt, e entao

vp (u— (25 —2%)) = vp (u— ((z1 + yt)’ — (21 +yt))) = vp (u— 21 — (yt)’ + 21 +yt) =
vp (u— (27 — 21) = ((yt)? — yt)) > —Ip

Da forma como construimos, ou o item (a) ou o item (b) devem ser satisfeitos. Agora,
para o caso em que (b) é verdadeiro, precisamos determinar m. Neste caso, estamos
supondo a existéncia de z € F' tal que vp (u — (2¥ — 2)) = —m < 0 com mdc(m, p) = 1.

Seja w € F. Entao p - vp(w — z) = vp(zP — wP) # —m. Dividimos em dois casos:

Caso 1: pvp(w — z) > —m.

Nesse caso,

—m
pop(w —z) > —-m=vp((w—2)P)>-—-mevplw—2)>—>—m.
p

Logo, pela desigualdade triangular, segue que
vp ((w—2)P — (w—2)) > —m.
Ainda, pela desigualdade triangular estrita, temos

vp (u— (WP —w)) =vp(u— (2 —2) = (W —w) — (2 = 2)))
=uvp(u— (2 — z) — (WP — 2) — (w — 2)))
=vp (u— (2" = 2) = (w—2)" = (w—2))) = —m.

Caso 2: p-vp(w — z) < —m.
Nesse caso, se procedemos como anteriormente,

vp(u— (WP —w))=vp(u— (2 —2) — ((w—2)P = (w—2))) <—m.
Logo, sempre vp (u — (wP —w)) < —m, e segue que
—m = max {vp (u— (W’ —w));w € F},
como querfamos mostrar.
[

Proposigao 4.65. (Extensoes de Artin-Schreier) Seja F/K um corpo de fungdes al-
gébricas de caracteristica p > 0. Considere u € F' satisfazendo

u# w? —w,Yw € F.
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Defina F' = F(y) onde y* —y = u. A extensio F'/F é chamada de extensao de Artin-
Schreier de F'. Para P € Pg, definimos

m  se existe z € I tal que vp (u— (2P —z)) = —m <0
mp = e m #% 0 mod p,

-1 sevp(u—(2—2))>0 para algum z € F.

Entao,

(a) F'/F € uma extensio de Galois, ciclica de grau p, e os automorfismos de F'/F
sao dados por o(y) =y+v, comv=0,1,...,p— 1.

(b) P € nao ramificado em F'/F se, e somente se, mp = —1.

(c) P ¢ totalmente ramificado em F'/F se, e somente se mp > 0. Neste caso, se
denotarmos por P’ a unica extensio de P em F', temos

A(P|P) = (p — 1)(mp + 1).
(d) Se pelo menos um lugar Q) de F satisfaz mg > 0, entao K € algebricamente fechado

em F' e

2 PePp

g =pg+ p—1 (—2 + > (mp+1) deg(P)> ,

onde ¢’ denota o género de F'/K' e g denota o género de F/K.

Demonstragao: (a) Considere o polindémio ¢(t) = t* — t — u. Claramente y é raiz de
©(t), e ainda, para todo i =1,...,p—1,

ply+i)=(y+i) —(y+i)—u= (Y —y—u)+ (@ —i)=0.

Logo, ¢(t) tem p raizes distintas. Se uma delas estd em F, entdo todas estdo. Como
[F': F] = [F(y) : F], basta mostrarmos que ¢(t) é irredutivel sobre F', e assim, teremos
[F(y) : F] = degmingy = deg p(t) = p.

Suponha por absurdo que ¢(t) = g(t)h(t), com g(t), h(t) € F[t] e 1 < degg(t),degh(t).
Como as raizes de ¢(t) sdo y + 4, com i = 0,1...,p — 1, entdo podemos escrever

H (t—(y+1))

Assim, g(t) pode ser escrito como produto de t — (y + j), para alguns j’s. Sem perda de
generalidade, podemos considerar

o) =TL¢~w+0) e ho=TL¢(+0).

O coeficiente de t¢~! em g(t) é a soma dos termos —(y + i) dos d inteiros i que aparecem
em sua decomposicao. Logo, esse coeficiente é igual a —dy + j, para algum inteiro j.
Mas, d # 0 em F e y € F, pois os coeficientes de g(t) estao em F, o que nos gera uma
contradigao. Logo, ¢(t) é irredutivel. Além disso, todas as suas raizes estdo em F(y),
e portanto, F(y)/F é normal. Por fim, como ¢(¢) ndo tem raizes multiplas, segue que
F(y)/F é separavel. De um resultado da teoria de Galois, segue que F(y)/F é uma
extensao Galoisiana.
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Agora, como y+1 é raiz de p(t), segue que existe um automorfismo de F(y)/F tal que
o(y) = y+1. Logo, as poténcias o’ de o também sao automorfismos tais que o(y) = y+1,
parat=20,...,p— 1, e sao todos distintos.

Assim, como a extensao é de Galois,

p=I[F(y): F] =o(Aut(F(y)/F)),

e segue que o grupo de Galois de F(y)/F consiste desses automorfismos, gerados por
o(y) =y + 1, e portanto, a extensao é ciclica de grau p.

(b) e (c): Faremos ambos os itens de forma simultanea, e vamos dividir em casos.

Caso 1: mp = —1.

Da definicao, existe z € F' tal que vp (u— (2P —2)) > 0. Sejam y; =y — z e u; =
u— (2P — z). Entao F' = F(y;), pois z € F e p1(t) = t? —t — u; é o polinémio minimal
de y; sobre F'| ja que anula y; e é irredutivel em F'.

Como vp (u1) = vp (u— (2 — 2)) > 0, entdo u; € Op. Assim, pela proposicao 4.23]
segue que y; é integral sobre Op. Além disso, derivando ¢ (t), obtemos

Q) =ptrt —1=—1.
Considere P’ uma extensdo de P em F’. Entdo vp (¢} (y1)) = 0, e pelo teorema [4.51]
0 < d(P'|P) <vp (g1 (1)) =0=d(P[P)=0.

Pelo teorema do diferente de Dedekind, e(P’|P) = 1, ou seja P'|P é nao ramificada, e
logo, P é nao ramificado em F’/F, e isso prova uma implicagao do item (b).
Agora, assumimos mp > 0. Da definicao, existe z € F' tal que

vp(u — (2, — 2)) = —mp.

Novamente, consideramos os elementos y; e u; definidos como acima, e temos F' = F(y;)

e ¢1(t) = t* —t — uy o minimal de y; sobre F. Seja P’ uma extensao de P em F’. Como

D _
Y1 — Y1 = Uy,

vpr (ur) = e (P'|P)vp (ur) = —mp - e (P'|P)

vpr (ur) = vpr (11 — y1) = popr (1)
Ou seja, —mpe(P'|P) = pvp(y1). Como mde(m,p) = 1, entdo p | e(P'|P). Por outro
lado, e(P'|P) < [F' : F] = p, e segue que p = e(P'|P) (consequentemente, —mp =
vpr(y1)). Portanto, P é totalmente ramificado em F’/F, o que prova uma implicagdo do
item (c)

Para as outras implicagoes dos itens (b) e (¢), consideramos z € F' um pardmetro local
do lugar totalmente ramificado P (e(P'|P) = p) e P' uma extensao de P em F’. Como
mdc(—mp,p) = 1, existem 7, € Z tais que 1 = ip — jmp. Assim, o elemento t = x'y] é
um parametro local de P’, pois

Up/(t) = Upr (l’ly{) = ’iUP/(.f) +j1)p/ (yl) = 1.

Pela proposicao [4.53 d(P’|P) = vp/(¢(T)), onde ¥(T) é o polindmio minimal de ¢ sobre
F. Seja G := Gal(F'/F) e considere o polinomio [[ (T — o(t)). Como ¢(T') é o minimal
oeqG

de t sobre F' e F'/F é de Galois, entao

W(T) = HG(T —o(t)) = (T — (T, onde h(T) = l;ld(T —o(t)) € F'[T).
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Assim, '(T) = h(T) + (T — t)h/(T), e segue que ¢'(t) = h(t). Logo,
A(P' | P) = vp (H (t - o<t>>) Y unlt—olt))
oF#id o#id
Dado o € G—{id}, temos o(y1) =0(y—2) =y+pu—z=y1+p,onde p € {1,...,p—1},

e assim,

t-olt) = pyl =2 () = = ((+ ) — o) =

vp (Y = (1= Dop (1) = (I — 1)(—mp) = —Ilmp +mp e
vp(yi%) = (L= 2)vp(y1) = (I = 2)(=mp) = ~lmp + 2mp.

Como mp < 2mp, entdo vp/(yi 1) < vp(yh72), e pela desigualdade triangular estrita,

vp(t —o(t)) = vp (—x" (lzjg ( g >y1 ’ul>) =
= vpr (=) + ops (ZJ; ( ) ) = ip + vpr (( ‘{ ) uy{1> = ip+uvp (juyl ")

+(j—1)(—=mp) =ip—jmp+mp =1+ mp.

Portanto, d (P'|P) = Y vp/(t —o(t)) = (p — 1) (1 + mp). Assim,
o#id

P néo ramificado = e(P'|P)=1=d(P|P)=(1+mp))(p—1)=0=mp = —1,

P totalmente ramificado = e(P'|P) =p = d(P'|P) > p—1
= 1+mp)p—1)>(p—-1)=1+mp>1=mp >0,

o que conclui a demonstragao dos itens (b) e (c).

(d) Assumimos que existe () € Pp tal que mg > 0. Pelo item (c), segue que @
¢ totalmente ramificado em F'/F. Agora, a demonstracao do fato de K ser o corpo

completo das constantes segue da mesma maneira que fizemos no corolario 4.61}
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Pela féormula do género de Hurwitz,
29 —2=p2g—2)+ > > d(P'|P)deg(P') =
PEPr P'|P

=p(29—2)+ Y. > (mp+1)(p—1)deg(P') =

PePp P'|P

20—+ (-1 ¥ W*”deg(zemww) -

PePp e(P) P'|P

—pieg-2)+ (-1 3 oD
=2pg—2p+(p—1) Y (mp+1)deg(P)

= ¢ =pg+ (p—1) (—2+ Z (mp+1)deg(P)).

2 PePr

deg (ConF//F(P)) =

Observacgao 4.66. Nas notacoes da proposicao anterior, suponha que exista um lugar
Q) € Pp tal que vg(z) < 0 e p 1 vo(u). Entdo para todo k € K, vo(k? — k) = 0 ou
vo (kP — k) = 00, logo nio existe k € K tal que kP — k = u. Isso vale também para todo
ke OQ.

Seja agoraw € F\Og. Se tivermos wP?—w = u, entdo necessariamente vo(w?—w) < 0,
e portanto, vo(wP) < vo(w) < 0. Segue entio que vg(u) = pvg(w), ou seja, p | vo(u),
o que contradiz a hipotese. Logo, nao existe w € F' tal que u = wP — w, e portanto, u
satisfaz as condicoes da proposi¢do anterior, e podemos aplici-la neste caso.

Ambas as extensoes definidas nesta secao, sdo casos particulares de extensoes de Galois
muito utilizadas para construgao de curvas maximais especificas. Utilizando o 90° teorema
de Hilbert, é possivel mostrar que toda extensao ciclica de grau p, com p primo, pode
ser vista como uma extensdao de Artin-Schreier. Alguns exemplos das construgoes de
extensoes utilizando esses dois tipos especificos, as de Kummer e de Artin-Shcreier, podem
ser encontradas em [12] e [13].



5 Corpos de funcoes algébricas
sobre corpos finitos

Até o momento, estudamos a teoria de corpos de fung¢oes algébricas sobre um corpo
de constantes perfeito K. Estudaremos agora o caso particular em que K = I, onde g ¢
uma poténcia de primo. Estaremos interessados em lugares de grau um de um corpo de
fungoes sobre um corpo finito. O ntimero desses lugares é finito, e pode ser estimado pela
cota de Hasse-Weil.

Ao longo deste capitulo, F' denota um corpo de funcoes algébricas de género g cujo
corpo das constantes ¢ um corpo finito F,.

5.1 A funcao de Zeta de um corpo de funcgoes

Denote por Div(F) o grupo divisor do corpo de fungdes F/F,. Um divisor A =

Z apP é positivo (efetivo) se ap > 0 para todo P e escrevemos A > 0.
PcPp
O primeiro resultado desta secao nos garante a existéncia de um ntmero finito de

divisores positivos de um determinado grau.

Lema 5.1. Dado n > 0, existe somente um numero finito de divisores positivos de
grau n.

Demonstracao: Seja Dy € Div(F'). Lembramos que Dy é primo se Dy = P, com
P € Pp. Assim, um divisor D > 0 é a soma de divisores primos, nao necessariamente
distintos.

Considere o conjunto S = {P € Pp | deg(P) < n}. Provaremos que |S| < oo, e
portanto, s6 existirdo finitos divisores positivos de grau n. Seja x € F/F, e considere
So = {Fy € Pg ()| deg(Fy) < n}, onde

_ @ x),g9(x x] e
Fi) = { 101 fla)ate) e File o9 2 0f.

Pelas proposicoes e , PnNF,(z) € Sy, para todo P € S e cada P, € S tem
somente um numero finito de extensdes de F. Assim, resta ver que Sy é finito. Como os
lugares de [F,(z) correspondem a polindmios irredutiveis e ménicos p(z) € F,(z), entdo
Sp ¢é finito é segue o resultado.

129
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Definicao 5.2. O conjunto Div’(F) := {A € Div(F) | deg(A) = 0} ¢ chamado
grupo de divisores de grau zero, o qual é claramente subgrupo de Div(F') e o conjunto
CI°(F) := {[A] € CI(F) | deg(A) = 0} ¢ chamado grupo das classes divisores de grau
zero.

Proposicao 5.3. CI°(F) é um grupo finito.

Demonstracao: Seja B € Div(F') com deg(B) = n > g e considere o conjunto CI"(F') =
{[C] € CI(F) | deg(C) = n}. Defina a aplicacao

[ C’(F) — CI'Y(F),
‘P'{[A] — [A+ B]

A fungdo ¢ estd bem definida e é bijetora. Assim, basta mostrarmos que CI"(F) é finito,
e o resultado segue pois ¢ é bijetora. Afirmamos que dado [C] € CI"(F), existe A € [C]
com A > 0.
De fato, considere [C] € CI"(F'). Entao deg(C) = n > g. Pelo teorema de Riemann-
Roch, ¢(C) >n+1—g > 1. Assim, L(C) # {0}, e existe A > 0 com A~ C = A € [C].
Agora, pelo lema existe somente um nimero finito de divisores A > 0 de grau n,
e portanto, CI"(F) é finito, e segue que C1°(F) ¢é finito.

A ordem de CI°(F) é chamada nimero de classe de F/F,, e é denotada por h =
hy = ord(CI°(F)). Definimos o inteiro 9 := min{deg(A) | A € Div(F) e deg(A) > 0}.
Considere a aplicacio grau dada por ¢ : Div(F) — Z com ¢(A) = deg(A). E facl ver
que ¢ estd bem definida, Im(p) < Z e Im(p) = (9), ou seja, o grau de cada divisor de
F/F, é maltiplo de 9.

Estaremos interessados em calcular os nimeros

A, =|{Ae€Div(F)|A>0e degA=n}]|.
Claramente A; é o nimero de lugares P € Pr de grau 1 e por convenc¢ao Ag := 1.

Proposicao 5.4. a) Se 0t n, entio A, = 0.
1
b) Se [C] € CUF), entio {A € [C]| A2 0} = — (¢ —1).
q —
h
c) Sen>2g—2ed|n, entio A, = —— (¢"" 79 —1).
Demonstragao: a) Segue do fato de que a imagem da aplicacao grau (¢ citada acima)
¢ gerada por 0 e do fato de que todo divisor de F'/F, é multiplo de 0.
b) Note que se A € [C] e A >0, entdo existe 0 #x € F tal A= (z) +C e (z) > —C,
ou seja, L(C) # {0}.
Agora, note que | L(C)\{0} |= ¢V — 1. Ainda, dois elementos geram o mesmo
divisor, se, e somente se, eles diferem por um constante 0 # a € [F,. Por isso, dividindo
por q¢ — 1, obtemos

| {Ae[C]| A>0} ’_11(qe([c])_1>_

q J—
¢) Sabemos que existem h classe divisoras de grau n, as quais denotaremos por
[C4],...,[Ch]. Pelo item b) e o teorema de Riemann-Roch,
L ey Y L (g _
]{AE[Cj]|A20}|_ﬁ(q i _1)_(]_71(61 ~1), j=1,...h
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Agora, dado A € Div(F') com deg(A) = n, existe um tnico j =1,...,h tal que A € [C}].
Portanto,

h
hoyo

Defini¢do 5.5. A série de poténcias Z(t) = Zp(t) == > _ Aut" € C|[[t]] é chamada
n=0
fungio de Zeta de F'/F,.

Mostraremos agora que essa série converge em uma vizinhanca do zero.

Proposicao 5.6. A série de poténcias Z(t Z Apt" converge para |t| < q~'. Além
n=0

1

disso, se |t| < q¢~', entao

; _ - _ 1 ¢ 1
(a) Se F'/F, tem género g =0, entio Z(t) = p— (1 a7 1= t8>'
(b) Se g > 1, entao Z(t) = F(t) + G(t), onde

1
49— L 9<deg C<29—2
e
h 1 1
Gt) = —— 1—g t 2g—2+40 . )
0= (0 s -

Demonstragdo: (a) Suponha g = 0. Mostremos que h = ord(CI°(F)) = 1, ou seja,
todo divisor de grau zero é principal. Seja A € Div(F') com deg(A) = 0. Como g = 0,
entdo pelo teorema de Riemann-Roch, ¢(A) = deg(A) +1—g=1.

Assim, L£(A) # {0}, ou seja, existe 0 # = € F tal que (x) > —A. Como ambos os
divisores sao de grau zero, segue que

() > —A= A= —(z) = (') = A é principal.
Portanto, h = 1. Pelo lema [5.4]

o0 o
ST A= Apat™
n=0 n=0

=1

_ on—+1 on

_n Oq_l(q ' _1)t
(- £e)

n=0

1 q 1
g1 \1—(q)? 1-t9)’
para |t| < ¢!

(b) Suponha agora g > 1. Entao
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(e _ 1

SAr— Y [Aelchazoy-eee— ¥ L

deg C>0 degos0 41

7fdeg C

_ 1 Z qé(C) . tdegC + 1 Z qdegC+1fg . tdegC
4= 1 <deg 0x2g—2 q—1 deg C>2g—2
Z tdegC )+ G( )
q degC>O
onde )
F(t) — Z qK(C’) . tdegC
4= 1 gcgegczag—2
© oo ()
(q . 1)G(t) — Z hqna—l—l—g . tna . Z htnd
n=((20-2)/0)+1 =
— hqlfg(qt)ngQJra 1 —h 1

1—(qt)? 1—1t9

Corolario 5.7. A série Z(t) pode ser estendida a uma fungao racional em C, e tem

um polo simples em t = 1.

1

Demonstracao: Segue direto da proposi¢ao uma vez que 10 tem um polo

simples em t = 1.

Para o estudo de funcao Zeta de F'/F, sobre extensoes de corpos finitos, ¢ conveniente
que tenhamos uma segunda representacao de Z(t) como um produto infinito. Lembramos

que um produto infinito da forma

||::]g
)—l
+
39
&
m
@)
&
e
—

é dito ser convergente com limite a € C se

hmH +a;) =a # 0.

n—oo

O produto é dito absolutamente convergente se

oo
> a| < oo
i=1

Sabemos que absolutamente convergente implica em convergente, e o limite de um produto

absolutamente convergente independe da ordem dos fatores. Ainda,

oo o0
H (1+ a;) = a converge absolutamente = H + ai)f1 converge aboslutamente para
=1

=1
al.

O préximo resultado nos fornece uma fungao geradora de Z(t), a qual nos auxiliard em

estudar como essa funcao se comporta.
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Proposigao 5.8. (Produto de Euler) Se |t| < q~', a fungio Zeta pode ser representada
como um produto absolutamente convergente da forma

zity= 1] (1- tdegp)_l.

PePr
Em particular, Z(t) # 0 se |t| < ¢~ .

Demonstracao: Note que o lado direito da igualdade converge absolutamente para
lt| < ¢, pois

0o
S [P < 3 A < oo,
PePr n=0

pela proposicao [5.6 Cada fator do produtério acima pode ser escrito como uma série
geométrica, e portanto

1 o0 o0
H (1 i tdegP) _ H Z 75deg(nP) _ Z 2fdegA _ Z Antn — Z(t),

PcPp PEPp n=0 AEDiv(F);A>0 n=0
o que conclui a demonstracao.

Agora, consideramos F, o fecho algébrico de F, e a extensdo F = FF, de F/F,. Da
teoria de corpos, para cada r > 1, existe exatamente uma extensao F,/F, de grau r com
F,r C E e definimos

F,:=FF, CF.

Para o que veremos adiante, precisamos de uma igualdade polinomial apropriada.
Dados inteiros m,r > 1 e d = med(m, 1), vale a igualdade

(et~ 1) = I (= <™.
¢r=1

onde ( varia entre todas as raizes r-ésimas da unidade em C. Substituimos x = ¢t e
. . mrd
multiplicamos ambos os lados por t™" =ta | obtemos

d
(1= =TT (1= (ct)™).
¢r=1
Com isso, podemos demonstrar o proximo resultado.

Proposicao 5.9. Seja Z(t) (respectivamente Z,.(t)) a funcio de Zeta de F (respecti-
vamente F, = FF, ). Entao, para todo t € C,

7,(t") = 1 2(ct).

¢r=1

Demonstracio: E suficiente mostrarmos que essa igualdade é valida em uma vizinhanca
do zero, ou seja, quando |t| < ¢~!. Pela proposigao

Z.t =11 11 (1 —t“'degp')_l.
PePr P/|P
Fixando P € Pp, colocamos m := deg(P) e d = mdc(r,m). Entao,

H (1 _tr-degP') — (1 — tmn/d)‘i _ H (1 _ (Ct)m) _ H (1 . (Ct)degP> ‘

PP ¢r=1 (r=1
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Juntando ambas as igualdades,

Z() =TI TI (1—@o*=") " = I 2(ct).

("=1 PePp ¢r=1

Temos a seguir dois corolarios que seguem imediatamente da proposicao anterior.
Corolario 5.10. (F. K. Schmidt) 0 = min{deg(A) | A € Div(F') e deg(4) > 0} = 1.

Demonstracao: Para ¢? =1,

zct) =TI (1= o*=r) " = T (1-e"")" = (@)

PePp PePp
Logo, pela proposicao Z5(t?) tem um polo de ordem 9 em t = 1. Portanto, 9 = 1.

Corolario 5.11. (a) Todo corpo de fungoes F/F, de género zero é racional, e sua

funcgdo de zeta é dada por
1

=01 —qt)

(b) Se F/F, tem género g > 1, entao sua fungio de Zeta pode ser escrita na forma

Z(t)=F(t) + G(t), onde

Z(t) =

1

4= 1 gcgegczag—2

h 1 1
g429—1
G(t) (q t | ) :

:q—l —qt_l—t

Demonstracao: Se g = 0, pela proposicao W, segue que F/F, é racional. As igual-
dades tanto do item (a) quanto do item (b) seguem diretamente da proposigao e do
fato de que 0 = 1.

Agora, veremos um resultado que nos fornece uma igualdade para a funcao de Zeta
avaliada em ¢, envolvendo a fungao de Zeta avaliada em 1/qt. Essa igualdade é chamada
de equacao funcional da funcao de Zeta, e serda importante para a definicdo de L-polinémio
de um corpo de fungoes.

Proposicao 5.12. (Equagio Funcional da Fungdo de Zeta) A fungao de Zeta de F/F,

satisfaz a equagdo

1
Z(t) = ¢ 927 <> :
qt

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que g = 0. Entéo, pelo corolario[5.11] segue
que



A funcao de Zeta de um corpo de fungoes 135

L (qlt> B (;) (t12> (1 1 )1 (1 - 1) " (P —qtl—t+ N

qt t
— Z(1).

(1=1)(1 —qt)

Suponhamos agora que g > 1 e escreva Z(t) = F(t) + G(t) como no corolério [5.11]
Seja W um divisor canoénico de F. Logo, para qualquer C' € Div(F), tem-se ((C) =
deg(C)+1—g+L(W —C) e deg(W) = 2g—2. Ainda, se [C] é tal que 0 < deg(C) < 2g—2,
entao o mesmo vale para [IW — C]. Entao

G-DF) = X O g
0<deg C<2g—2
— Z qdegC+1fg+€([WfC]) . tdegC

0<deg C<2g—2
_g—1,429-2 deg C—(2g—2)+L([W-C deg C—(2g—2
e T RO o DHWC]) | ydesO~(20-2)
0<deg C<2g—2

e Y qe([W—CD.<

0<deg C<2g—2

1
— e - r (1),

qt

2g9—1
9—1429-2» l — h 9—1429=2 [ o9 l 1 _ 1
1 ¢ 11 T\ gt 1—gL 1-1L
q q q qqt qt
ho[1 1 gt
g —rat(l-g)

1
t) . Somando ambas as igualdades,
q

1 deg[W—C]
qt

1
LOgO, F(t) = qg—thQ_QF <t> e G(t) — qg—1t2g—2G (
q

Z(t)=q¢" 1t 7 (1) :

qt
[ |

Defini¢ao 5.13. O polinomio L(t) := Lp(t) := (1 — t)(1 — qt)Z(t) é chamado de
L-polinémio de F/F,.

Segue diretamente do corolario que deg(L(t)) < 2g. Observe ainda que, conhe-
cendo o polinémio L(t), conheceremos todos os A,,’s da defini¢ao de fungao de Zeta, uma
vez que

L(t)=(1—t)(1—qt) ) A"
n=0
Teorema 5.14. (a) L(t) € Z(t) e deg(L(t)) = 2¢
(b) A equagdo funcional de L(t) é dada por L(t) = ¢9t*L(1/qt)
(¢) L(1) = h, onde h é o nimero de classe de F'/F,.
(d) Escrevendo L(t) = ag + ait + - - - + ag,t??, seque que
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(i) ap =1 € azy = ¢*

(”) A2g—i = qgilai; com 0 S g S g

(i) a; = N — (¢ + 1), onde N é o nimero de lugares de grau 1.
(e) L(t) se fatora em Clt| da forma

2g

L(t) = [](1 — aut).

i=1

Além disso, os nimeros complexos o, ..., e, Sdo inteiros algébricos e podem ser reorde-
nados de forma a obter que cyagy; =q, comi=1,...,9.
(f) Se L.(t) == (1 —t)(1 — ¢"t)Z.(t) € o L-polinémio de F,, entao

2g

L(t) =T (1 - aft),

i=1
onde 0s «;’s sGo 0os mesmos do item (e).

Demonstragao: (a) Se g = 0, entdo pelo corolario segue que L(t) = 1, e o
resultado segue. Suponhamos g > 1. Por um lado, L(t) = (1 — t)(1 — qt)Z(t), ou seja,

L(t) é um polindmio, uma vez que a fungao de Zeta Z(t) é racional. Por outro lado,

L(t) = (1 —t)(1 — qt) Y Ant", ou seja, os coeficientes sao inteiros uma vez que A, € Z.

Assim, segue que L(t) éZ[t]. O fato de deg(L(t)) = 2g serd mostrado no item d).
(b) Para qualquer g > 0,

L<q1t>:<1_qlt> @‘DZ(;):((J;) <qt—1>(t—1>Z<q1t)

=(1-g)(1-t)Z() (qg_lizg_qu) _ L)

qIt29 ’

1
e portanto, L(t) = ¢9t*IL <t>
q

(¢) Se g = 0, o resultado decorre diretamente do item a). Suponhamos g > 1, pelo
corolario [5.11] temos substituindo os valores na equagdo, obtemos L(1) = h.

(d) J& sabemos que deg(L(t)) < 2g. Entao, escrevemos L(t) = ag + ait + - - - + ag,t*.
Do item (b), segue que

1 Agg . Q2g-1
Lt)=¢tL| =) = 2 + Tt + .-+ ¢%apt™.
() =q (qt> o Tttt

Assim, j& obtemos que as,—; — ¢ ‘a;, com 0 < i < g. Por outro lado, sabemos que

L(t) = (1 — gt — t + qt?) > A,t". Nessa expressao, o coeficiente de t° é dado por Ay
n=0

e o coeficiente de t é dado por Ay — (¢ + 1)Ag. Logo, ap = Ag e a1 = A1 — (¢ + 1)Ao.
Como por definigdo Ay = 1 e A; = N, segue que ap = 1 e a; = N — (¢ + 1). Por fim,
asg = apq? = ¢ # 0, e portanto deg(L(t)) = 2g.

(e) Vamos considerar o polinémio reciproco de L(t) dado por

1
LY (t) .= t¥L (t) = apt® + at? o ag, = gt 4 4 gl
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Como L*(t) ¢ monico em Z[t], segue que suas raizes sio inteiros algébricos. Escrevemos

entao
2g

LYt)=][(t—o) com «;€C.
i=1
Note que
I
L(t) = t*L* <t> =TI (1 —at).
i=1
29
Para cada j = 1,...,2g, vale L(aj’l) =(1- ajOé;l) [[Q - it) =0e []a:i = asy = ¢°.
i#j i=1
Substituindo ¢ = qu e usando a equagao funcional do item (b),
I1(—a0) = 1) = 21 (5
i=1 t
1 29
— L () L) = ¢ T[ (1 - au)
qu e
29 29 29
a; Q; q
= ¢7- (1_Jt>:q9.HJ.H<t_>
=1 q =1 1 j=1 Q;

Reagrupando as raizes, uma vez que a fatoragao dos polinémio é tnica, ooy = g,
parai=1,...,q.
(f) Da proposigao

L) =(1-t)(A-qt)Z ") =0 -1) 1 —-qt) [ Z(¢t)

¢r=1
T N L((t) _
= (1-1)(1 qu){l'_[1 1Dl — D) C1‘_[1L(gt)
:ﬁ 11 (1—%@):1}[(1—@%7’).
i=1¢"=1 i=1

i=1

O teorema anterior nos mostra que o nimero
N(F):=N = |{P € Pp|degP =1}

pode ser calculado se o polinémio L(t) for conhecido. Mais geralmente, consideramos o
caso em que r > 1, e definimos o ntimero

N, :=N(F,)=|{P € P, | deg P = 1}|,

com F). de grau r.
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Corolario 5.15. Para todo r > 1, vale a igualdade
g
NT:qT—Fl—ZOZ;,

onde o, ..., 095 € C sao os inversos das raizes de L(t).

Demonstragao: Pelo teorema [5.14] se considerarmos o L-polinémio de L, (t), o coefi-
ciente que multiplica ¢ é dado por N, — (¢" 4+ 1). Por outro lado,

2g
L) =T[ (1~ aft).
i=1
29
e assim o coeficiente que multiplica ¢ é dado por — Z a; . Portanto,
i=1
2g 2g

NT—(qr)—{—l:—ZaiéNr:qr—{—l—Zai.

i=1 i=1
|

O corolario a seguir encerra esta secao, nos mostrando que é possivel calcularmos
o L-polindbmio de um corpo de fungoes, quando se conhece os nimeros N,’s definidos
anteriormente.

29
Corolario 5.16. Sejam L(t) =Y _ait' o L-polinémio de F/F, e S, := N, — (¢" + 1).
=0
Entao
'(t)
(a) 7 ZS t
(b) ap = 1 e az = S;a9 + Si_1a1 + -+ + Sra;_1, com i = 1,...,q9. Assim, dados
Ny, ..., N,, podemos determinar L(t) pela equagio acima e por as,—; = ¢° ‘a
2g
Demonstragao: (a) Primeiramente escrevemos L(t) = [[(1 — a;t), como no teorema
i=1
.14l Por indugdo, podemos mostrar que
L,(t) . f: —Q;
L(t) &= (1 —ait)
Assim, do corolario e da defini¢ao de S,, obtemos
L/(t) 29 —a; 29 00 00 00
_— = _— = (—O[Z) . Oé: tTil - Srtril,
10 S r ey R S =5 (3 %
como queriamos mostrar.
29
(b) Pelo teorema [5.14] j& sabemos que ag = 1. Agora, como L(t) = Y a;t’, entdo
1=0

L'(t) = ay + 2ast + 3azt® + - - - + 2gag, t* .
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Do item (a), temos
ay + 2agt + -+ + 2gag t? ! = (ao +at+ -+ agthQ) . Z St
r=1

e comparando os coeficientes,

a1 = CL()Sl
2(12 = a032 + (1131

gag = CLosg + ang_l +--+ ag_lSl

e portanto vale a igualdade do enunciado.

5.2 O teorema de Hasse-Weil

Nesta secao, iremos manter todas as notagoes da se¢ao anterior. Nosso objetivo sera
estudar o teorema de Hasse-Weil, o qual afirma que os inversos das raizes de Lp(t) satis-
fazem

log| = ¢Y%, i=1,2,...,2¢.

O teorema de Hasse-Weil é geralmente referido como hipétese de Riemann para corpos
de fungoes. Mais adiante veremos essa comparacao com mais detalhes. Ao decorrer desta
secao teremos varios resultados que nos auxiliarao na demonstracao do teorema principal.

Lema 5.17. Seja m > 1. Entdo o teorema de Hasse-Weil é vdlido para F/F, se, e
somente se, € vdlido para a extensio de corpo constante F,,/Fgm.

Demonstrac¢ao: Denote por a;, ¢ = 1,2,...,2g os inversos das raizes de Lg(t). Pelo
teorema denotando por L,,(t) o L-polindmio de F,,, segue que os inversos das raizes
de Ly,(t) sdo af', ..., af,.

Assim,

o = g% e ol = (¢%)" & Jai'] = (4")'".
e portanto segue o resultado.

O préximo lema nos dard uma ideia de como sera feita a demonstracao do teorema de
Hasse-Weil.

Lema 5.18. Suponha que exista ¢ € R tal que, para todo r > 1, vale a desigualdade
[N, = (¢" + 1) < eq”?,

Entao, o teorema de Hasse-Weil é vdlido para F/F,.
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Demonstracao: Pelo corolério [5.15, para todo r > 1, tem-se

2g
N, —(¢"+1)==> al.
i=1

Logo,
IN, — (" +1)| < cq"? ZO‘ < cq!?
29t
Considere agora a fungao meromorfa H(t) := > . . L eo= min {‘a;l 1 <0< 29}.
=1+ %

Além disso, considere a expansao em série de poténcias de H(t). Note que, como as tinicas
singularidades de H(t) sdo os ; s, entdo o raio de convergéncia desse série em torno de
t = 0 é exatamente p.

Por outro lado, para |t| < g,

— ii(ait)r = f:l (Zg; a;") t"

29

PICH

=1

Como < ¢q'?, entdo H(t) converge para [t| < ¢~'/2, ou seja ¢7'/2 < p. Assim,

loii| < ¢'/2, para todo i = 1,...,2g. Por outro lado, pelo teorema |5.14} Hai =q% e

portanto

¢ = (¢7)" >H|O@!>Haz—q = "% = |ai|.

=1

Note que a desigualdade |N, — (¢" + 1)| < ¢q'/? é equivalente a existirem cotas supe-
riores e inferiores para NN,, ou seja, existem ¢y, co > 0 tais que

N, <¢ +1+caq” e N.>q¢ +1+cq",

para todo r > 1. Pelo lema o teorema de Hasse-Weil ¢é valido para F'/F, se ele for
valido para alguma extensao de corpo constante de F'. Logo, é suficiente provarmos as
desigualdade acima com algumas hipoteses adicionais, as quais pode ser vistas em alguma
extensao finita apropriada.

Proposigao 5.19. Suponha que F/F, é um corpo de funcoes tal que g é um quadrado
perfeito e ¢ > (g+1)*. Entdo, o niimero N = N(F) de lugares de grau 1 pode ser estimado
por

N < (g+1)+ (29 + )¢~

Demonstracao: Se N = 0, a proposicao é trivial. Suponhamos N > 0, ou seja, existe
Q) € Pr com deg(Q) = 1. Defina

qo::ql/Q, m:=q—1 e n:=2g9+ q.
Ser:=q—1+(2g+1)¢"/?, entdo r = m + ngo. Seja

T:={i|0<i<m,eieum nimero polo de Q}.
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Lembramos que ¢ > 0 é ntimero polo de @ se existe z € F tal que (x) = iQ.
Agora, dado i € T, existe u; € F tal que seu polo divisor é dado por Q). Logo, o
conjunto {u; | i € T'} é uma base pra £(m(@)). Considere o conjunto

£ = L(mQ) - L(Q)™  L(rQ).

Por defini¢ao, £ é formado por somas finitas da forma Z 2yl com z, € L(MQ) e
finita
Y, € L(nQ). Assim £ é um espago vetorial sobre F,, e a inclusdo £ C L(rQ) segue da

forma com que r foi definido. Dividiremos a demonstracao em trés afirmacoes.

q0
7

Afirmagao 1: Dado y € L, y pode ser escrito de maneira tinica da forma y = Z Ui 2
€T
com z; € L(nQ).
De fato, como y € £, entdo y = Y x,y®. Agora, como z, € L(mQ) e {u; |i € T} é
finita
base de L(m(@), entdao z, pode ser escrito como combinagao linear dos w;’s. Reajustando

os indices,

y=> wz"  com z € L(nQ).

i€T
Para a unicidade, suponhamos que exista uma igualdade da forma Zuixgo = 0, com
i€T
z; € L(nQ), onde nem todos os x;’s sdo nulos. Assim, para cada i € T tal que x; # 0,

vg (urd) = vg (u;) = —i mod go.

Agora, como m = gy — 1, os numeros ¢ € T sao dois a dois distintos médulo gy. Logo,
pela desigualdade triangular estrita, segue que

Vg (Z ui:z:;m) = min {vg (w;z{°) | i € T} # oo,

€T

e isso prova a afirmacao 1.
Agora, consideramos a aplicacao A : L — L ((gom + n) Q) dada por

A (Z uizf°> =Y ulz.

€T €T

Pela afirmagao 1, A estd bem definida, porém nao ¢ Fy-linear. Em contrapartida, A ¢ um
homomorfismo do grupo aditivo de £ em L((gom + n)Q).

Afirmagao 2: ker A # {0}.

E suficiente mostrarmos que dim £ > dim £ ((gom + n) Q). Pelo teorema de Riemann-
Roch,

dim £ =4(mQ) - {(nQ) > (m+1—-g)(n+1—yg).
Por outro lado,
qom +n=qo(go — 1)+ (29 + ¢0) = q+ 29

e logo obtemos dim L((gom +n)Q) = (2g+¢) +1—g = g+ ¢+ 1. Queremos mostrar que
(m+1—g)(n+1—g)>g+q+ 1. Por hipdtese ¢ > (g + 1)*, e logo,

q> (g+1)* < q > (g+1)* & qo+q > ¢*+29+1+q < (90—9)(29+q+1—g) > g+1+q &
& (m+l-g)n+l-g)>g+1+q
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Portanto, dim £ > dim L((gom + n)@), o que prova a afirmacao 2.

Afirmacgdo 3: Sejam 0 # x € L tal que x € ker A e P # ) um lugar de grau 1. Entao
z(P) = 0.

Primeiramente, note que y(P) # oo para todo y € £, uma vez que ) é o tnico polo
de y. Agora, como F, é o corpo de classe residual de P, temos y(P)? = y(P). Agora, da
hipotese, © € ker A e x # 0. Escreva z = Z w;z{°. Assim,

i€T

AP = (TP (P

1€T

=>_u"(P)-z(P)*

i€T
- (Sura) 7 =P =0
i€T
Logo, z(P) = 0.

Agora, vamos combinar todas essa afirmacoes para concluir a demonstragao da pro-
posicao. Da afirmagdo 3, existe 0 # = € L tal que z(P) = 0, para todo P € Pp com
deg P =1¢e P # Q. Logo, todos os lugares de grau 1, com excec¢ao de () sao zeros de ,
e o divisor zero (x)o é tal que deg(z) > N — 1.

Como z € L C L(r@Q), segue que

Combinando as duas desigualdades, obtemos N < ¢ + (29 + 1)q1/ 2 0 que conclui a
demonstracao.

Com essa proposi¢ao, mostramos a existéncia de uma cota superior para /N, bastando
escolher uma extensao de corpo constante apropriada. Para a demonstragao da existéncia
de uma cota inferior, uma série de resultados da teoria de grupos é necessaria, e podem
ser encontrados em [I] e em [2]. Com isso, é valido o teorema de Hasse-Weil, o qual
enunciaremos a seguir.

Teorema 5.20. (Hasse-Weil) Os inversos das raizes de Lp(t) satisfazem |oy| = q'/2,
comi=1,2,... 2g.

Observacao 5.21. Como citamos anteriormente, o teorema de Hasse- Weil muitas
vezes € referido como a hipotese de Riemann para corpos de fungoes. Muitos matemdticos
consideram a fungao de Zeta Zp(t) do corpo de fungoes F/F, como uma fungao andloga
a classica func¢ao ¢ de Riemann

((s) = f: n

onde s € C e Re(s) > 1, no sequinte sentido:

Definimos a norma absoluta de A € Div(F) por N(A) := ¢¥4. Aqui, a norma
absoluta N'(P) de um divisor primo P € Pr é a cardinalidade de sua classe residual no
corpo Fp, onde Fp = Op/P e Op ¢é o anel de valorizagao associado a P. Entdo, a fung¢ao
Cr(s) = Zr (q~°) pode ser escrita como

<F<s>=§)Anq-S"= TN

A€Div(F),A>0
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Da teoria dos nuimeros, sabemos que a (-funcdo de Riemann tem uma continuacao
analitica como uma fungao meromorfa em C. A classica Hipotese de Riemann afirma
que, a menos dos zeros triviais s = —2, —4, ..., todos os zeros de ((s) pertencem a reta

1
Re(s) = 7 No caso de corpos de fungoes, o teorema de Hasse-Weil nos assegura que

(r(s)=0=Zr(g*)=0=|¢ | =¢ '/

Re(s)

e como |¢~°| =q~ , 1sso nos diz que

Cr(s) = 0= Re(s) = 1

Logo, o teorema [5.20| pode ser visto como uma forma andloga da Hipdtese de Riemann.

Teorema 5.22. (Cota de Hasse-Weil) O nimero N = N(F') de lugares de F/F, de
grau 1 satisfaz a desigualdade

IN — (¢ +1)| < 2g¢"%.

2g
Demonstracao: Pelo corolario |5.150 N — (¢ + 1) = —Zai, e pelo teorema [5.20),
i=1

|| = ¢'/%, para i = 1,...,2g. Portanto,

< Zlazl —Zq1/2—2gq

IN — (¢ +1)] | Zal

Usando a cota de Hasse-Weil, podemos calcular uma estimativa para o nimero de
lugares de um grau fixado r. Dado F'/F, de género g, definimos

B, := B.(F) := |{P € Pr;deg P =r}|.

Observe que B; = N(F'). Existe ainda uma relagdo entre os nimeros B, e Ny, em que
Ny denota o ntiimero de lugares de grau um da extensao de corpos constantes Fy = FTF,
dada por

N, =Y d- By
dlr

Essa formula segue do fato de que todo lugar P € Pr de grau d, com d | r se decompoe em
d lugares de grau um em Pp, e as extensoes P’ de P em F,/F possuem grau deg P’ > 1
se deg P {r.

Considere agora a funcao de Mobius p: N — {0, —1,1} dada por

1 sen =1,
p(n) =140 existe um inteiro k > 1 tal que k? | n,
(

—1)!  se n é o produto de [ primos distintos.

A férmula da inversao de Mobuis transforma a relacao anterior em

.
roBe=3p () N
d|r
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29
Definimos agora S, := — >« onde os s sdo os inversos das rafzes de Lp(t). No caso
i=1
em que o género ¢ nulo, convenciona-se que g = 0. Assim, pelo corolério [5.15] temos
N, =q¢ +1+45,.
Agora, substituindo na equacao transformada por pu, obtemos

rB, —Zu( )Nd—Zu< > q +1+Sd)=;u<;>q +Z/~L< >+Zu( )

Portanto rB, = Z 0 (T

d) (qd + S4). Com isso, temos provado o seguinte resultado:
d|r

1
Proposicao 5.23. Para quaisquer r > 2, tem-se B, = — - Z,u <;) (qd + Sd) .
r d|r

Corolario 5.24. (a) A desigualdade

1/2 r/2 _

q q q
<< +2g1/2_1>- . <(2+7g)~r

r/2

¢ valida para todo r > 1.

(b) Se g =0, entao B, >0, para todo r > 1.

(c) Seja r tal que 2g +1 < ¢U=1/2 (q1/2 — 1). Entdo existe pelo menos um lugar de
grau r. Em particular, se r > 4g + 3, entdo B, > 1.

Demonstragao: (a) Para r = 1, a desigualdade segue diretamente da cota de Hasse-
Weil. Vamos mostrar para o caso em que r > 2. Pela proposigao temos que

1 r
5 ) ()
U TN ray N

Defina [ := [r/2] (parte inteira de r/2). Agora, observando que

29
> o] < 29¢"?,

i=1

|Sa| =

obtemos
1

r l r
q 29
<o+
r " a=1 Lt

I 9 1/2 r/2_1
_a d -1 299" ¢

r g—1 r qt/?2 — 1 '
1/2 r/2_1
q q q
< [—+42 .
(q—l+ gq1/2—1> r
qr/2
<(2+79)-

(b) e (c): Observe que do item (a), segue que B, > 0 sempre que

r 1/2 7”/2_1
q q q q
— > ——42 . . (x
( + gq1/2_1> . (*)

qg—1
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Agora, quando g = 0, a equagdo acima ¢é valida para todo > 1, o que prova o item (b),
e vamos supor agora g > 1. A equagdo (x) pode ser reescrita da forma

1 q'r (q1/2 o 1)
1 + q—1/2 < q1/2 <q7‘/2 _ 1)

2g +

Valem entao as desigualdades

qr <q1/2 _ 1)

29 + e
’ g 1)

1
- - (r=1)/2 (/2 _
1 q_1/2<29+1 e q (q 1><

Como estamos supondo 2g+1 < ¢(r=1)/2 (q1/2 — 1), temos B, > 0. Por fim, se r > 4g+ 3,
segue que

29 +1 < 2%*! (21/2 — 1) < or=1)/2 (21/2 _ 1) < /2 (ql/z _ 1) ’

o que conclui a prova do item (c).

5.3 Melhorias da cota de Hasse-Weil

Em geral, a cota de Hasse-Weil | N — (¢+1)| < 2g¢*/? é a melhor possivel, pois existem
exemplos de corpos de fungdes F/F, tais que N = ¢+ 1+ 2gq"? ou N = ¢+ 1 — 2g¢"/2.

Defini¢ao 5.25. Um corpo de fungoes F'/F, de género g é dito mazimal se N =
q+ 1+ 2gq*/>2.

Como n € Z, o corpo de fungoes maximais existe somente se ¢ for um quadrado
perfeito. Contudo, sob certas condic¢oes, essa cota pode ser melhorada. Se ¢ ndo é um
quadrado perfeito, entdao claramente

N = (g+1)] < [294"],
onde [a] denota a parte inteira do nimero a. Temos inicialmente a cota de Serre.

Teorema 5.26. (Cota de Serre) Se F'/F, é um corpo de fungoes de género g, entdo o
numero de lugares de grau 1 é limitado por

N = (q+1)| < g[2¢"].

Demonstracao: Seja A C C o conjunto dos inteiros algébricos, ou seja, o € A se, e
somente se, existe p(z) = 2™ + by_12™ "t + -+ + bz + by € Z[z] tal que p(a) = 0. Da
teoria algébrica dos nimeros, temos que A é um subanel de C e AN Q = Z. Assumimos
g > 0 e consideramos o L-polinémio de F/FF, dado por

2g

Lt) =[] (1 - ait).

i=1
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Os nmeros ay, ..., g, sa0 inteiros algébricos com |o;| = ¢'/2, e podem ser reordenados

de forma a obter o, = ¢. Como |oy| = g% e Qg = @, segue que o = Qg1 = g,

parai=1,...,g. Defina '
Vi = oy + o+ {2q1/2] +1

Pelo que construimos, 7; e o; sdo inteiros algébricos e como |as| = ¢'/2, segue que
v, 6; > 0. Cada injecdo da forma o : Q (aq, ..., as,) — C permuta oy, . .., ag,, uma vez
que

2g
I1 (¢ — o) = L*() € 21,
i=1

pelo teorema [5.14] Mais ainda, o(a;) = o, e entao
o () =0(q/e) =q/o () =0 (i) = a.

Logo, o ¢ uma permutagio dos conjuntos {7i,...7v,} € {d1,...,0,}. Defina

9
i=1 =

Os niimeros v e § sao inteiros algébricos, os quais sao invariantes sob todas as inje¢oes de
Q(ov, ..., a9) em C. Logo, 7,6 € ANQ = Z. Como 7;,9; > 0 entdo d,v > 0, e logo

g

g
H vi>1 e H 0; >1
i=1 i=1
Sabemos da aritmética basica que a média aritmética é sempre maior ou igual a média
geométrica, e portanto,

1.9 g /g

=D = (H%) > 1.

9i=1 i=1
Agora,

1 g 1 g g9
gZ%zgzx%+%+pWﬂ+)>1¢<Zﬁx+m>+ﬂmmhyzg¢
1=1 =1 =1

:>g§§g:%+g[2q1/2] +g
=1

Pelo corolario [5.15), Zaz (g+ 1) — N. Logo,

g< —N+(q+1)+g[2¢") ] +g= N < (¢ +1)+ g[2¢"2.

Agora, fazendo o mesmo processo para os d;’s, obtemos

19 g /g
Z@Z(H@) > 1.
9i=1 i=1

Consequentemente
N>q+1-g[2¢"?,

e portanto [N — (¢ + 1)| < g[2¢"/?].
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O préximo resultado, e ltimo deste capitulo, nos diz que F/F, ndo pode ser maximal
se g for grande em relacao a q.

Proposigao 5.27. (Ihara) Seja F/F, um corpo de fungoes maximal. Entao g <
q— q'/?
2

Demonstragao: Sejam aq, .. ., g, 0s inversos das raizes de L(t). Sabemos que
29
N=qg+1-Ya e |a=4¢"%
i=1
Além dsso, da hipétese, N = g+ 1 + 2gq¢'/2. Logo,
2g
29q"/% = —Zai =0 =—¢"% i=1,...,2¢.
i=1

Agora, consideramos o nimero N, de lugares de grau um da extensao FIFp2/F2. Temos
N2 > N, e
29
Ny=¢+1-3 ol =¢"+1-2gq.

i=1
Logo,
q— q\?

g+1+29¢"2 <@ +1-299=29(¢"*+q) < (¢—¢"*)(q+¢"*) =g < 5

Encerramos este capitulo com a seguinte observacao, a qual pode ser encontrada de-
talhadamente em [1], no exemplo 6.3.6.

Observagao 5.28. Considere o corpo de fungoes H :=F2(z,y) sobre F 2, onde x7t+
Yyt = 1. Neste caso H € chamado de corpo de fungoes Hermitiano sobre F .

Neste caso, € possivel mostrar que H ¢ um corpo de fungoes mazimal com g =
q(qg — 1)/2, o que garante que a desigualdade proposta na proposicao ndao pode ser
melhorada.
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