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Resumo

Neste projeto investiga-se numericamente escoamentos com escorregamento utilizando
uma formulacao alternativa para descrever o tensor que representa os efeitos viscoelasticos
do fluido. Sao analisados o caso Newtoniano e, no caso viscoelastico, os modelos cons-
titutivos Oldroyd-B e PTT (Phan-Thien—Tanner) linear, os tltimos tanto na formulagao
cartesiana quanto na alternativa. Em particular, nesta formulacao, conhecida como for-
mulacao natural do tensor, as equagoes constitutivas que definem o modelo matematico
do fluido viscoelastico sao construidas utilizando uma decomposicao diadica do tensor
polimérico. Estudos recentes indicaram que a aplicacao dessa formulacao pode melhorar
a precisao numérica da solucao em escoamentos com singularidades de tensao, como ¢é o
caso da contracao abrupta e do stick-slip. Entretanto, até o presente momento, nenhum
estudo foi realizado com a formulacao natural do tensor aplicada na solucao de escoa-
mentos viscoelasticos com escorregamento. Dessa forma, neste projeto sao analisados os
efeitos da condigao de contorno Navier linear combinada a formulagao natural do tensor
na solucao numérica de escoamentos com singularidades de tensao, como a contragao 4:1
e a expansao 1:4. Para este estudo é utilizado um método de projecao e as equagoes sao
discretizadas através de formulas de diferengas finitas para malhas nao-uniformes. Os re-
sultados obtidos foram positivos no contexto do estudo numérico fornecendo dados ainda
nao presentes na literatura. Verificou-se que a varia¢ao no coeficiente de escorregamento,
com ambas as formulagoes, provoca alteragoes nas propriedades do escoamento bem como,
em alguns casos, impede a convergéncia. Em contrapartida, é necessario um referencial
tedrico para uma conclusao mais concreta dos resultados como, por exemplo, considerar
a condicao slip no estudo assintotico, o que ainda nao foi publicado na literatura.

Palavras-Chave: Formulac¢ao natural do tensor, Condi¢ao de contorno com escorrega-
mento, Solu¢ao numérica, Diferencas finitas.






Abstract

In this project we numerically investigate slip flows using an alternative formulation to
describe the tensor which represents the fluid viscoelastic effects. We analyze both New-
tonian and non-Newtonian cases, considering Oldroyd-B and linear PTT (Phan-Thien—
Taner) models with cartesian and alternative formulations. In particular, in this formu-
lation which is known as Natural Stress Formulation (NSF), the constitutive equations
that define the mathematical modelling of viscoelastic materials are constructed by using
a dyadic decomposition of the polymeric tensor. According to recent studies, this formu-
lation can improve the accuracy of the numerical solution for solving stress singularity
flows, as for instance, the contraction flow and the stick-slip problem. However, until now,
there is no study using the NSF for solving viscoelastic fluid slip flows. Therefore, in this
project, we analyze the effects of linear Navier slip law combined with NSF in the nume-
rical solution of viscoelastic flows with stress singularities, as in the 4:1 contraction and
1:4 expansion. This study is conducted using a projection method and the equations are
discretized with a finite difference scheme for non-uniform meshes. The obtained results
are good in the numerical study context as they provide new data to the literature. It has
been verified that varying the slip coefficient in both formulations causes changes in the
flow properties and, in some cases, it is not possible to achieve convergence. In contrast,
a theoretical reference is still needed in order to confirm and concretize the results as, for
instance, considering the slip boundary condition in asymptotic analysis, not yet avaiable
in the literature.

Keywords: Natural stress formulation, slip boundary condition, numerical solution,
finite difference.
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CAPITULO

Introducao

A analise matematica sobre a aplicagao de condigbes de contorno em superficies sélidas
nos escoamentos de fluidos é extremamente complexa, combinando as dificuldades da
teoria classica da mecanica do continuo com efeitos moleculares que surgem na escala
microscopica. Dessa forma, um passo inicial nos estudos das equacoes de Navier-Stokes
¢ assumir a condigdo de contorno sem escorregamento ou sem deslizamento (no-slip),
ou seja, assumir que a velocidade relativa entre a superficie rigida e o fluido é zero na
direcao tangencial do escoamento. Essa imposigao ja foi causa de debates tanto do ponto
de vista teorico como pratico, ainda no contexto de fluidos Newtonianos [31], surgindo a
necessidade de um olhar mais cuidadoso para a chamada “condi¢ao de deslizamento na
parede” (wall slip). O artigo de revisao como em [25] abordou questoes importantes sobre
esse assunto para fluidos Newtonianos.

Os estudos sobre escoamentos com escorregamento ganharam ainda mais destaque
no contexto de fluidos nao-Newtonianos, ja que na falta de uma imposicao correta da
condi¢ao de contorno, pode ocorrer a formacao de uma camada limite proxima a parede,
resultando na amplificacao de efeitos de tensao cisalhante. Os artigos de revisao de [4] e
[32] detalham os mecanimos por tras da imposi¢ao de condigoes de parede com efeitos de
deslizamento/escorregamento para materiais ndo-Newtonianos.

Os dois paragrafos iniciais dessa Introducao ilustram de forma superficial a complexi-
dade do assunto, tanto para fluidos Newtonianos, como para materiais nao-Newtonianos.
Portanto, a fim de simplificar os estudos sobre escoamentos viscoeldsticos com escorre-
gamento, neste trabalho foca-se apenas na analise numérica da imposicao da condi¢ao
de deslizamento na parede, analisando os efeitos da aplicagao de diferentes tipos de con-
digoes de escorregamento ja consolidadas na literatura, como as leis de Navier-linear e
Navier-nao-linear.

Alguns estudos numéricos sobre a combinacao de equagoes constitutivas de modelos
viscoelésticos usando condicoes de contorno de escorregamento na parede foram apresen-
tados na literatura. Por exemplo, no trabalho de [33], efeitos da condigao de deslizamento
foram analisados para o modelo de Carreau considerando um escoamento compressivel e
isotérmico enquanto que nos trabalhos de Karapetsas e Mitsoulis [20] e Ferrés et al. [16],
os autores investigaram, respectivamente, a relacao da lei de Navier-linear em escoamen-
tos viscoelasticos modelados pelas equagoes constitutivas do fluido K-BKZ e sPTT. Outro
trabalho interessante foi apresentado por Ferras et al. [17], onde modelos ndo-lineares para
imposi¢ao da condigao de contorno de escorregamento na parede foram numericamente
analisados no contexto do método de volumes finitos. Ja em [19], o modelo de Navier-
nao-linear foi imposto na solugao do escoamento viscoelastico do modelo Oldroyd-B em
um tubo.

19
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Mais recentemente, pesquisadores tém estendido os estudos de escoamentos com es-
corregamentos para solugao de problemas de interesse préatico. Em [21], os autores utili-
zaram um método espectral para estudar escoamentos viscoelésticos com escorregamento
em meios porosos, enquanto que Drapaca [5] aplicou o conceito de derivadas fracioné-
rias de Caputo combinado com condi¢oes de contorno de escorregamento para modelar
numericamente microaneurismas cerebrais. Com respeito ao problema de extrusao, am-
plamente investigado no contexto industrial, Kwon [22] investigou a relagao entre modelos
de deslizamento na parede com o surgimento de instabilidade de fraturas, como é o caso
do efeito sharkskin. J& no contexto de processamento de polimeros, Fernandes et al.
[13] implementaram no pacote computacional OpenFOAM as condigdes de contorno de
deslizamento parcial acopladas as equacoes constitutivas do modelo PTT.

Os trabalhos numéricos citados acima envolvendo escoamentos viscoelasticos com con-
digdes de contorno de escorregamento na parede utilizaram, para definir as equagoes
constitutivas, a classica formulagao cartesiana do tensor polimérico. Nesta formulacao,
o tensor que representa a contribuicao nao-Newtoniana é decomposto em componentes
combinadas com os vetores da base canonica do sistema de coordenadas cartesiano. Em
particular, essa abordagem no tratamento do tensor polimérico é amplamente adotada
em Reologia Computacional [26]. Entretanto, uma dificuldade reconhecida na literatura
ao utilizar a formulacao cartesiana ¢ o tratamento numérico da singularidade do tensor.
Estas singularidades surgem como consequéncia de uma mudanca abrupta nas condi¢oes
de contorno, como no caso do stick-slip, ou devido a presenga de quinas na geometria do
problema, como no escoamento da contragao. Uma forma alternativa de representar o ten-
sor polimérico foi apresentada por Renardy [29], com o objetivo de representar melhor o
comportamento da singularidade da tensao. Essa formulagao recebeu o nome de formula-
¢ao natural do tensor (Natural Stress Formulation). Porém, essa formulagao foi proposta
originalmente no contexto de escoamentos estacionarios, e como é de conhecimento, os
problemas mais complexos sao intrinsecamente transientes.

A primeira versao das equacoes constitutivas e transientes da formulacao natural do
tensor foi apresentada pelo orientador desse projeto e o colaborador Jonathan D. Evans
em [8]. Logo apos essa publicagao, a formulacao foi analisada em mais detalhes nos
recentes trabalhos [10, 12|, que evidenciaram o potencial dessa metodologia na obtengao
de solucoes mais acuradas em escoamentos com singularidades. Vale ressaltar que o
pesquisador J.D. Evans ja havia investigado a formulagao natural do tensor do ponto de
vista da anélise assintotica nos trabalhos |7, 9], porém nenhum resultado ainda havia sido
publicado no contexto de solucao das equagoes transientes. Desta forma, o orientador, em
colaboragao com J.D. Evans e outros pesquisadores, vem trabalhando no desenvolvimento
e aperfeicoamento numeéricos dessa formulagao alternativa.

Nos trabalhos citados acima do orientador desse projeto e colaboradores, a formulacao
natural do tensor foi aplicada apenas em escoamentos viscoelasticos sem escorregamen-
tos, ou seja, apenas adotando a condigao de contorno do tipo sem deslizamento (no-slip).
Neste trabalho de mestrado é analisada e implementada a lei de Navier linear para a mo-
delagem de escoamentos com escorregamentos utilizando a formulacao natural do tensor
para a definicao do sistema de equagoes constitutivas. A lei Navier nao-linear é estu-
dada brevemente porém nao implementada. Vale ressaltar que, em grande maioria dos
trabalhos que discutiram efeitos das condi¢oes de contorno de escorregamento na parede,
utilizaram escoamentos que apresentam singularidade da tensao, como no caso da con-
tragao 4:1 [16] ou no problema de extrusao (stick-slip e slip-stick) |17, 22|. Portanto, a
combinagao da formulacao natural do tensor com modelos de leis de escorregamento na
parede auxiliard na obtencao de uma solugao numérica mais precisa nestes escoamentos
complexos.
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Alguns resultados alcangados no trabalho sao:

e Implementacgao da lei de escorregamento no céodigo do grupo de pesquisa;

e Testes de validagao na contracao e expansao com as referéncias [15, 16] considerando
os casos Newtoniano e viscoelastico utilizando condi¢oes de contorno com escorrega-
mento. Para o caso viscoelastico utilizou-se a formulagao tradicional para o tensor
polimérico;

e Simulagoes de fluidos viscoelasticos nas geometrias com contragao e expansao com-
binando a formulacao natural do tensor com a condi¢ao de escorregamento.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira:

e Capitulo 2: sao apresentadas as equagoes governantes, o processo de adimensiona-
lizagao, as equagoes constitutivas escritas com a formulagao natural do tensor, as
condicoes de contorno consideradas, as leis de escorregamento na forma dimensional
e adimensional;

e Capitulo 3: é apresentado o método numérico empregado, a malha computacional
utilizada e a discretizagao do dominio bem como a discretizagao das equagoes (equa-
¢ao de momento, atualizagao dos tensores em ambas as formulagoes, lei de Navier
linear e consequentes mudangas nas equagoes);

e Capitulo 4: resultados numeéricos que tratam de escoamentos na contragao e expan-
sao para fluidos Newtonianos e viscoelésticos;

e Capitulo 5: consideracoes finais sobre o trabalho e etapas futuras.

Além disso, encontram-se nos apéndices alguns complementos dos estudos desenvolvi-
dos como, por exemplo, as equagoes de quantidade de movimento escritas em termos das
variaveis da formulacao NSF| as leis de escorregamento Navier linear e Navier nao-linear
também escritas com as variaveis naturais e estudos iniciais sobre analise assintotica, nos
quais considerou-se o caso Newtoniano.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

2.1 Equacoes governantes para fluidos Newtonianos e
viscoelasticos

O escoamento de fluidos incompressiveis e compressiveis, laminares e turbulentos é
modelado pelas equagoes de Navier-Stokes. Essas equagOes representam, matematica-
mente, os conceitos fisicos de conservagao de massa, balanco do momento e conservacao
de energia. Neste trabalho sao considerados escoamentos incompressiveis e isotérmicos
e, desta forma, as equacoes de quantidade de movimento e continuidade se resumem,
respectivamente, a

p ((Z)_l; +V- (uuT)> =-Vp+V.T, (2.1)

V-u=0, (2.2)

onde

e x = (z,y)T é o vetor posi¢ao de um sistema de coordenadas cartesianas bidimensi-
onais;

e u=(u,v)T é o vetor velocidade com componentes u = u(zx,y,t) e v =v(x,y,t);

t > 0 é o tempo;
e p ¢é a densidade do fluido;

e p & a pressao;

TT Ty
J— T T A S p—
T=| _ay _y | €O tensor tensao extra, com T = T(z,9,1).

O tensor T é decomposto em uma parcela que representa a contribuicao do solvente
(Newtoniana) 7° e uma polimérica 7% e é dado por

T=1"4+7" (2.3)
A contribui¢ao newtoniana é escrita como

T° = 2D, (2.4)

23
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onde 7, ¢ a viscosidade do solvente e D = 1 (Vu + (Vu)T) é o tensor taxa de deformagao.

A parcela polimérica depende do modelo viscoelastico utilizado. Os modelos utili-
zados nesse trabalho s@o o Oldroyd-B e o PTT (Phan-Thien—Tanner), cujas equagoes
constitutivas sao dadas, respectivamente, por

v
77 + \77 = 2n,D, (2.5)
e
v 3
TP+, (‘rp + —tr(‘rp)Tp) = 2n,D. (2.6)
Ty

As constantes )\, e 7, sao o tempo de relaxagao do polimero e viscosidade polimérica,
respectivamente, e o parametro e, para o modelo PTT, regula a influéncia do termo
quadratico em (2.6), isto ¢, controla o comportamento elongacional do modelo. Ainda, a

Y
derivada convectiva contravariante 7P é expressa por

v oTP
TP = v + (u- V)P — (Vu)r? — 77(Vu)'. (2.7)

2.2 Adimensionalizacao

A adimensionalizacao das equagoes é feita utilizando os seguintes termos

U_
x=1ILx, t=—t, u=Uua, p=pU%, 7°=—--T°% Tp:noT, (2.8)

em que L é o comprimento caracteristico, U ¢ a velocidade caracteristica e 1y = ns + 1, ¢
a viscosidade total a uma taxa nula de cisalhamento.

Substituindo as expressoes de (2.8) nas equagoes de Navier-Stokes e, a fim de simpli-
ficar a notag@o, omitindo as barras, obtém-se as equacoes na forma adimensional

ou B —s 1

- . T = — . — V.

5 + V- (uu’) Vp + Rev u+ Rev T, (2.9)
V-u=0. (2.10)

Também substituindo (2.8) nas equagoes dos modelos constitutivos, obtém-se, para o
fluido Oldroyd-B, a equagao

T + Wi (%—1‘1 +(u- V)T — (Vu)T — T(Vu)T> —2(1- B)D, (2.11)

e, para o fluido PTT, a equac¢ao na forma adimensional é dada por

€
1—-p

Os parametros adimensionais presentes nas equagoes governantes sao:

T+ Wi (aa—’f +(u-V)T - (Vu)T - T(Vu)" +

tr(T)T) —2(1-B)D. (2.12)

e Numero de Reynolds (Re): razao entre as forgas inerciais e as forgas viscosas. E

dado por
UL
Re =% (2.13)
Tlo
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e Numero de Weissenberg (Wi): razao entre a escala de tempo caracteristica de um
fluido e a escala de tempo caracteristica de um escoamento. Este parametro é dado

por
Wi = APLU. (2.14)

e Razao das viscosidades (5 € (0, 1]): essa constante regula a contribuigao do solvente
Newtoniano. Quando f =1e T = 0, o escoamento é Newtoniano. O parametro em
questao é definido como

8= % (2.15)

Reescrevendo as equagoes de Navier-Stokes e as equagoes constitutivas adimensionais
em coordenadas cartesianas, tem-se:

e Navier-Stokes

du  O(uu) Ow)  dp B @+@ 1 8Tx$+8T$y
ot ox dy Or Re \0x? 0y ox dy

e ) . (2.16)

v  Ouw) Ow)  dp B v N Pv\ | 1 [foT™ N o1 ’ (2.17)
ot ox dy Jdy  Re \0x?>  0y? Re \ 0Oz oy
ou Ov
e T 2.1
e Oldroyd-B
. (o1 O(uT*)  O(wT™)  Ou,.. O0u_.\ ou
T 4+ Wi ( St o Ty 2ol 2, 1) =21-B)g, (219)
foT™  O(uT™) I(wT™) Ov ou ou Ov
Ty _ Zlgrx T yy | . el i
v ( S, P W T =5\, Taz)
(2.20)
(OTY  O(uT¥)  O(vTW) v Jv v
wy —o%qay %) — 91— )20, (221
T% + Wi < gy + pe + 3y 283:T 28yT 2( ﬁ)ay (2.21)
e PTT
(OT*™  9(uT*)  O(vT*) Ju Ju € Ju
" —2—T" —2—T% =2(1—-06)—
+WZ< o T or oy oz g 1 gl ) =2
(2.22)
for™  oT*) IwT™) v ou € ou
Ty YV Y yy - _ . el
T +Wz( T + o + a9 éth 8yT + 1_5fxy (1-5) a9 +

(2.23)

dx
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(OTY  O(uT¥)  O(vTW) v Jv € v
T Dl S ity R W TS R e
+WZ< o T or T oy o gl T plw) =20 -85,
(2.24)

com
Fow = (T 4 TWYT™, fo = (T* 4 TW)T™, = (T% + TW)TW.  (2.25)

2.3 Natural Stress Formulation (Formulagao natural
do tensor)

A Formulagao natural do tensor (NSF), proposta por Renardy [29], tem por objetivo
evitar instabilidades no célculo do tensor T proximo as quinas presentes, por exemplo,
em escoamentos com contracao e no cross-slot. A ideia é representar o tensor numa base
natural alinhada as linhas de corrente do escoamento em questao. A seguir sao descritos os
passos para a obtencgao das equagoes constitutivas em termos das variaveis naturais A, p,
e v. O primeiro passo é escrever o tensor polimérico T em func¢ao do tensor configuracao
A, isto é,

(1-5)

T =
Wi

(A —1). (2.26)

v
Considerando o modelo Oldroyd-B, substituimos (2.26), com I = —2D, em (2.11) e,
fazendo as simplifacoes necessarias, obtém-se

Y
WiA + (A —1T) = 0. (2.27)
O tensor A ¢é escrito como
A = uu” + p(uw’ +wu') + rww', (2.28)
onde w = 5 (—v,u)T um vetor ortogonal a u com |u x w|= |u||w|= |u|2 = 1.
|ul |ul

A proxima etapa consiste em substituir (2.28) em (2.27) e escrever as equagdes em
termos das novas variaveis, cujo resultado é o seguinte

[oXN  2X0lu]  2u [ Ou ov I
Wil e () I ] e o )
Wi_a_'“+ )\__V u@—v% +(u-Vpu+vV-w|+u=0 (2.30)
ot e ot ot H =" '

fov 2v 0|u| v ou 2

wi| G+ 2 (g -5 )+ 9] o o 231

com

1 9 o [Ou Ov ou

W= —— — — 4+ — duv—| . 2.32

V-w |u|4[(v u)(8y+8x +uva$ (2.32)

A fim de evitar instabilidades numeéricas nos termos divididos por poténcias de |ul, é
feita uma mudanca nas variaveis naturais. Para tanto, utiliza-se os termos abaixo
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A
uf?’

~

A= p=f, v=rohu (2.33)

que, substituidos em (2.29)—(2.31), produzem as equagoes

:%i ’% @% gj) + uf(u- V) (, XP) PPV w| 42t =0, (234)
com
ul’v - w = ‘ 1‘2 {(v2 —u?) (g—z + %) +4uv%} : (2.37)

No caso do fluido PTT, os passos seguidos sao os mesmos realizados para o Oldroyd-B.

v
Substituindo (2.26) com I = —2D, agora em (2.12), o resultado é

WiA + (A —T) + ctr(A — T)(A ) 0. (2.38)

-0
Escrevendo as equagoes de (2.38) em termos de A, fi e D, tem-se

ER 2/ ou ov A 0‘(5‘ -1 _
o uf? (vat 8t) + uf*(u- V) <| ‘2> +24[u)’V - w Tz =0,
- (2.39)
-6,& \—D Ov ou 9 aft
o + (W) (UE va> +(u-V)i+ofu*v.-w Wi 0, (2.40)
0D 20 ( Ov ou 1 A2 a@—1) _
b + 2= e (“at U@t) + m |2(u V) (7l )} = = 0, (2.41)
onde v =1+e(A—2+70)e
1 9 ou Ov ou
[ul*’V - w = |u|2 {(v u?) (8y %) +4uv%} : (2.42)

Agora, a fim de determinar uma relagao entre as variaveis NSF e as CSF, substitui-se
(2.28) e (2.33) em (2.26). Desta forma, as variaveis se relacionam pelas expressoes abaixo

T = T ’uP <)\u — 2[uw + v > —11, (2.43)
1—

T = i/Vz—]uﬁP) _/\uv + fi(u® — v?) — ﬁuv] : (2.44)
(1-p) 1

TV — e (/\v + 2uv + vu > —-1], (2.45)
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. Wi

)\ — 1 = (1—52”|2 (UQTJR + QUUTxy + UQTyy) s (246)
— u

~ Wi TT 2 2 Ty vy

= TERITE (—uwoT™ + (u* = v*)T™ + wT") , (2.47)

~ Wi 2rxx Ty 2yy

2.4 Condigoes auxiliares

O uso de condigoes auxiliares na solu¢ao numérica de equagoes diferenciais parciais é
muito importante uma vez que busca-se solugao tinica para um determinado problema.
Assim, sao necessarias as condi¢oes iniciais que sao valores das propriedades do escoa-
mento conhecidos em todo o dominio no tempo ¢ = 0 e também as condi¢coes de contorno
que sao valores prescritos de propriedades do escoamento em determinadas areas do do-
minio. A seguir sao apresentadas as condi¢oes auxiliares utilizadas neste trabalho.

2.4.1 Condigoes iniciais

As condigoes iniciais adotadas nas simulac¢oes para o campo de velocidade u, a pressao
p e o tensor polimérico T s@o nulas. Em decorréncia disso, com (2.46)-(2.48), para as
variaveis naturais tem-se A =0 =1e 1 = 0.

2.4.2 Paredes rigidas

Como o fluido nao penetra as paredes, a velocidade normal é nula e, representada por

U, = 0. (2.49)

A velocidade tangencial depende do tipo de condicao de contorno adotada: sem es-

corregamento (no-slip) ou com escorregamento (slip). No caso no-slip o fluido adere a
parede e nao se movimenta, de modo que a velocidade tangencial é

uy = 0. (2.50)

J& quando a condicao é slip, tem-se

Ut = Uslip- (251>

Neste trabalho, ¢ adotada a lei de escorregamento Navier linear, cuja expressao ¢ dada
por (2.56). Detalhes e a discretizagao das condig¢oes de escorregamento sao apresentadas
na Secao 2.5.

2.4.3 Entrada de fluido (inflow)

Na regiao por onde o fluido é injetado a velocidade normal é prescrita (winfiow) €
consideramos a velocidade tangencial nula,

Ut:O

{“” = Winflow (2.52)
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Para o tensor T ¢é considerada a solugao analitica de um escoamento em um canal
de placas paralelas totalmente desenvolvido para um fluido Oldroyd-B. As condic¢oes sao
expressas por

ou\? ou
T =2(1 - YWi | — T = (1 — — T = 0. 2.53
a-awi () == (5. (2.59
No caso da NSF, as condic¢oes no inflow sao

T +1, p= ™, b=
(1-5) PTE-B) (1= 5)
e sao obtidas por meio das equagoes (2.46)—(2.48).

X:

T 41, (2.54)

2.4.4 Saida de fluido (outflow)

Na regiao de outflow é aplicada condi¢cao de Neumann homogénea tanto para u quanto
para T, ou seja,

( Ou,,
on 0,
a'U/t
i 2.55
ey, (2.5
oT

Lom ~

sendo n o vetor normal ao outflow.

2.5 Leis de escorregamento

Por muito tempo a condi¢ao de ndo escorregamento (no-slip) tem sido empregada
na modelagem de experimentos macroscopicos e essa condicao afirma que, em um es-
coamento, o fluido adere a parede e as particulas de fluido proximas da parede nao se
movimentam [14]. Porém, em algumas situagoes como o escoamento de gas, de fluidos
nao-Newtonianos e dindmica de linha de contato sabe-se que a velocidade do fluido na
parede nao ¢é nula [23].

Em 1822, Navier [24] apresentou a ideia de que um liquido pode deslizar sobre uma
superficie s6lida com velocidade de escorregamento ug;, oposta a uma forca de friccao
proporcional ao gradiente de velocidade na diregao normal a parede, isto €, a velocidade
us;p ¢ proporcional a taxa de cisalhamento na superficie [1].

A Figura 2.1 ilustra os quatro tipos de paredes presentes nas geometrias dos escoamen-
tos estudados neste trabalho e as componentes normal e tangencial do vetor velocidade.

A lei de escorregamento Navier linear é dada pela expressao

Wpgrede = —k{n-7—[(n-7)-n"n}, (2.56)

onde n é o vetor normal ao contorno, k é o coeficiente de friccao que controla a intensidade
da velocidade de escorregamento na parede e T é o tensor tensao extra apresentado em
(2.3).

A partir dessa expressao, reescrita em coordenadas cartesianas bidimensionais, tem-
se as expressoes para cada uma das paredes apresentadas na Figura 2.1. Comeca-se
reescrevendo o tensor tensao extra 7 = 2n,D + 7P, ou seja,
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n Ay,
parede ‘ t
|
Unp, A Ui
Ay, L iy un]
| t
~ parede n{
(a) Parede horizontal superior. (b) Parede horizontal inferior.
] e
g
(€]
&
t Uy
A A Up n
n || " v r T
Ut t
3
=
g A, Aq,
(c) Parede vertical & esquerda. (d) Parede vertical a direita.
Figura 2.1: Tipos de parede em que a condigao slip é empregada.
ou v  Ou
7.$;U 7.$y 2% a_x + a_y T;)m T]a)cy
oy | =0 | oy . ou 0w + o | (2.57)

or 0Oy oy
Inicialmente, considera-se uma parede horizontal superior e, neste caso, o vetor normal

¢ dado por n = [0, 1]. Assim, substituindo n e 7 em (2.61), a velocidade Wpgyede € €xpressa
por

== {0 0] 70 T ][0 0[5 ][9]0 o}

parede
- k{ [Tmy Tyy] - [0 Tyy] }parede
=—k [Tmy O]parede
v Ou
() ] -
|i Ox ay P parede ( )

Como se trata de uma parede paralela ao eixo x, temos que % = 0. Finalmente, a
expressao se reduz a

Ou

Wparede = —k {'r]s 3y + 7Y, 0] pmede. (2.59)

Quando a condicao de escorregamento é empregada numa parede horizontal inferior

o vetor normal é n = [0, —1] e, procedendo de maneira anédloga ao que foi feito acima,
obtem-se
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0
uparede =k |:77$8_Z + T;:y, O:| . (260)
parede

Considerando paredes verticais, a maneira de determinar as expressoes para Upgrede
segue o mesmo procedimento utilizado para paredes horizontais, porém, agora a derivada

nula é Z—Z.
Para uma parede vertical a esquerda tem-se n = [—1, 0] e, entao
ov
Wyarede = k |0, ns— + 7Y , 2.61
pared |: n 8:5 P :|pa,’,,ede ( )

e, para uma parede vertical & direita, como n = [1, 0],

ov
Uparede = —k O, s Y .
pared |: K Ox " Tp :|parede

Os mesmos procedimentos sao realizados para a lei de Navier nao-linear, dada pela
expressao

(2.62)

T

onde T; é o tensor tensao extra tangente a parede dado por
7,=I—n"-n)(r-nT). (2.64)

Desta forma, de acordo com o vetor normal n, ou seja, dependendo da parede que se
toma como referéncia, tem-se as seguintes expressoes:

e Paran =0, 1]:

e Paran=[0, —1]:
e Paran = [-1, 0]

e Paran = [1, 0]: ) -
(%
Uparede = —k |:07 (T]S_ + Tacy) :| : (268)
" Ox g parede
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2.5.1 Adimensionalizacao das leis de escorregamento

Para adimensionalizar as expressoes referentes as leis de escorregamento Navier linear
(m = 1) e nao-linear, sao utilizadas as seguintes variaveis adimensionais

?T‘ |

> — 770[’ T 1-m (770>7m
=] =U p_— k=U i
X X, u u, T s

Com as substituicoes e os calculos necessarios sao obtidas as seguintes expressoes
adimensionais para Upgreqe €M que as barras sao omitidas:

(2.69)

e Navier linear (m = 1):

0
wm@=$kkgﬁﬂw,o] , (2.70)
Y parede
ov
Upgrede — + k |:O, 58_ + T:cy:| . (271)
x parede
e Navier nao-linear:
o m
Uparede = + k [(ﬂa_z + Tmy) s O:| R (272)
parede
ov "
Upgrede — + k |:0> (B% + TﬂCy) :| . (273)
parede

Vale lembrar que, para m = 1, tem-se a lei Navier linear e que, no caso de fluidos
Newtonianos, basta tomar 3 = 1 nas expressoes acima.
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Método numérico

3.1 Meétodo de projecao

Devido & dificuldade de resolver simultaneamente o sistema de equagoes (2.9)—(2.10),
o método de projecao objetiva desacoplar as varidveis u e p desse sistema, resultando,
assim, em equagcoes onde u e p sao determinadas de maneira isolada.

O método de projecao é embasado no Teorema da Decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge
que garante que, para um campo vetorial i em uma regiao 2 com fronteira suave 02, a
decomposigao de u na forma

u=u+ Vi, (3.1)

existe e é tnica, sendo ¢ um campo escalar definido em §2 e com V - u = 0.
Inicialmente, o método de projegao baseia-se em resolver a equacao
Z—?Jrv. (qa") = —Vﬁ+%v2ﬁ+é

em que tem-se os valores de T e p # p, uma pressao tentativa.
Como, para calcular u, é necessério obter o valor de 1, isolamos u em (3.1) e, aplicando
o divergente, tem-se

VT, (3.2)

V-u=V-a- V. (3.3)

Desconsiderando a equagao de incompressibilidade para u e aplicando (2.2) em (3.3),
chega-se a equacao de Poisson

V3=V i (3.4)

As condigoes de contorno adotadas para u sao as mesmas utilizadas para u apresen-
tadas na Secao 2.4. Ja para v as condi¢oes de contorno para inflow e fronteiras rigidas,
segundo [34], séo

oy

I 0, (3.5)
e no outflow,

Y =0. (3.6)

33
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3.2 Malha computacional e discretizacao do dominio

A malha computacional em que as equacoes sao discretizadas é do tipo nao-uniforme
e as células desta malha sao deslocadas. Desta forma, define-se por N, e IV, a quantidade
de intervalos em que o dominio é dividido nas dire¢oes x e y, respectivamente.

Os pontos da malha distam, na direcao x,

Al’i:l‘i—l’i_l, Z.:]_,Q,"',Nx, (37)

e, na direcao vy,

Ay; =y —yj—1, j=1,2,---, Ny, (38)

E necessario identificar as células que compoem a malha e os pontos em que as incog-
nitas das equacoes governantes serao calculadas. Deste modo, as células sao identificadas
pelo par ordenado (7, j) e seu centro pelo ponto x; j, matematicamente representado por

Xij = (mz + 1A$z, Y -+ lAyJ> . (39)
2 2
Nesses pontos sao calculadas as componentes do tensor tensao 1%, T%, TY, as varia-
veis naturais A\, 4 e v, a pressao p e o campo escalar .
Agora, é possivel classificar pontos que se encontram nas faces das células do dominio.
Um ponto localizado na face vertical esquerda de uma célula é indicado por x;_ 1€
representado por

2 2

e, neste ponto, é calculada a componente u da velocidade. Um ponto que esté na face
vertical direita de uma célula é da forma

1
X, 1= (:z:z-, yj + —ij> , (3.10)

1

Ja um ponto posicionado na face horizontal inferior de uma célula é escrito como x; i1
~ L, ’ 2
e sua representacao é

1
X1 = (al:Z + §Aa:i, yj) , (3.12)

ponto em que a componente v da velocidade é calculada. Por outro lado, um ponto na
face horizontal superior é representado por

1
Xij+i = (:vz + §A!Bz‘> yj + ij) : (3.13)

A Figura 3.1 ilustra os pontos descritos onde as propriedades w, v, p, ¢, T%*, T, T% X, u
e v sao calculadas.

3.3 Classificacao das células
As células computacionais sao classificadas como:

e INFLOW (I): células da regiao por onde o fluido entra;
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X, 1 ., 1 X. . 1 X
i—g.0t; bits i+3.5+3
Ay | x , X
=57 @<y i+
X, .
2¥)
X. . X. . 1 . .
tmad7 3 Li—3 i+d,5-1
Ay

Figura 3.1: Pontos de interesse de uma célula.

e OUTFLOW (O): células da regiao por onde o fluido sai;
e FULL (F): células da regido preenchida por fluido;

e BOUNDARY (B): células de regides de parede rigida (ou contorno).

Em escoamentos em um canal de placas paralelas e em uma contracao abrupta, por
exemplo, as células sao classificadas como na Figura 3.2.

CRENEN NN

o|n|n|n|[n|w
o|n|n|n|[n|w
o|n|n|n|[n|w
o|n|n|n|[n|w
olo|o|ofo]|o

CIERERERERE
CIERERERERE]
CIERERERERE]
CIERERERERE)

ofn|a|n|(a]|n|n|n|n|[n|n|n|[n|w

ofn|a|n(a|m| || |[n|n|n|[n|w

wfn|a|n|(a|n| ||| n|n|[n|w

ofn|a|n(a|n| ||| n|n|[n|w

o fn|a|n(a|n| ||| n|n|[n|w

o n|a|n (||| |[n|n|n|[n|w

o fn|a|n(a|n|n|n|n|[n|n|n|[n|w

ERE NN I I I I I

CEE NN N N N N

CRE NN I N N N

o n|a|n|[a]|n| ||| n]|w

o m|n|n|[a]|n| || ||| n]|w

olo|lo|lo|o|n|n|n|n|o|o|o|o|w

(b)

Figura 3.2: Células do canal de placas paralelas (a) e da contragao (b).

3.4 Discretizagao temporal da equacao de momento

Nesta segao ¢é feita a discretizagao temporal da equagao (3.2) de modo que a velocidade
u é aproximada de maneira semi-implicita, uma vez que a derivada temporal é aproximada
com o método de Euler Implicito e os termos convectivos sao aproximados utilizando o
método de Euler Explicito.
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Assim tem-se a seguinte equacao discretizada

—u 1

—— 4+ V- (@)= -V + V" + — V- T 3.14

Como procura-se determinar u"*!, é assumido que 0" = u” e p"™! = p", valores
conhecidos. Desta forma, a equagao anterior torna-se

ﬁn+1 ~n B

+1

ﬁn+1 n 5

—u 1

———— 4+ V- (w")"=-Vp'+ V" + V. T" 3.15

Também é necessario atualizar a pressao p"*! e essa atualizacao ¢ feita inicialmente
discretizando a equagdo (2.9) no tempo

ut! —u” B 1
. T\ — ntl 7 og2gntl L oy . 1
T V() = 9 VR ey T (3.16)
e realizando a operagao (3.16) — (3.15), que resulta em
untlt — gt 1 B o2t 2 ~n+1
— =-Vp" "t — e A | il I 3.17
A Vp +Vp+Re[Vu Viurt] (3.17)
Agora, substituindo (3.1) em (3.17) obtem-se
n+l _ yn+l \V4 n+1
i X LAMR RIS Rﬁ [V2urt! — V2 (w4 vyt L (3.18)
¢ e

Procedendo com as simplificacoes possiveis e descartando o termo do operador V2,
tem-se a seguinte equacao para atualizar a pressao

n+1

n+1 n
p p A,

(3.19)

3.5 Atualizacao do tensor tensao - CSF

Agora & necessério calcular as componentes do tensor tensao, isto ¢, 7% n+L Tey.n+l o
T+ TIsso é feito discretizando, no tempo com o método de Euler Explicito, o conjunto
de equagoes (2.19)-(2.21) se o modelo constitutivo Oldroyd-B for utilizado ou entdo as
equagoes (2.22)-(2.24) quando o modelo escolhido for o PTT. Para o modelo Oldroyd-B,
as equacoes discretizadas sao dadas por

a n+1Txm,n 8 n+1T:1::):,n a n+1
Tx:r,n+1 = T3 4 At ol (U ) . (U ) 49 U Tz, n
ox dy ox (3.20)
aunJrl (1 _ /6) aunJrl 1 :
2 TY; ™ 2 _ ___Tpaezn
N oy * Wi  Ox Wi } ’
Ty n+1 T 4 A |: a(un—l—lTxy,n) a(vn—i-lTacy,n) + avn—HTxoc n
== ’ t” J— — )
0 0 0
‘ Y v (3.21)

8un+1 (1 _ ﬁ) aun-l—l avn+1 1
Tyy,n _ _Txyﬂl
* y W ( dy T o ) Wi } ’
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n+1Tyy,n n+1Tyy,n n+1
Tyy7n+1 — TYY:n + At ) _8(1,6 ) N a('U ) + 281} Teyn
ox oy ox (3.22)
n+1 n+1 .
+2av + Tyy7n+2(1—ﬁ)8v + _LTZ/%” |
dy Wi 0Oy Wi
Ja para o PTT, temos as seguintes equagoes
n+lgxx,n n+lgxzx,n n+1
Tmz,n—‘rl — TeT,n + At . _a(u T ) . (’9(1} T ) + 28’& T, "
ox y ox (3.23)
+2 8u”+1 Ty n _ 9 n 2<1 - B) aun—l-l . 1 TN .
oy 1-—p3"% Wi Oz Wi ’
onde fr, = (T@m 4 TwwnyTeon,
n+1pzy,n n+1pzy,n n+1
T:ry,nJrl — Ty, n i At . _a<u T ) o 8(1} T ) T 81} TET,n
ox dy ox (3.24)
+@un+1 T c " (1 _ B) aun+1 N avn+1 1 p— :
oy 1—35"" Wi dy Ox Wi ’
onde fn = (Twon 4 TwwnyTawn,
n+1Tyy,n n+1Tyy,n n+1
Tyy,n—i—l — TYY:n + At ) _a(u ) - (9(’0 ) + 281} Teyn
ox oy ox (3.25)
n+1 n+1 .
+28v + qusn € 2(1—@81} + —L,Tyy’” ‘
oy 1—p"% Wi Oy Wi

onde fr, = (T=" 4 Twm)Twm,

3.6 Atualizacao do tensor tensao - NSF

Assim como feito para a formulacao cartesiana, também é necessario atualizar os
tensores da formulagao NSF, quando esta é a adotada. O método utilizado para discretizar
as equagoes (2.34)-(2.36), do fluido Oldroyd-B, no tempo é o de Euler Explicito e o

resultado da discretizacao é:

5\n+1 — j\n + At . f]i\fSF
= A S

~n+l _ ~n U
1% =V + At * fNSF

com

nn n+1 n+1
2/ (UnJrl Qu"t L v )

N A o
Iisr = lunt1)2 + tol ot ot

Wi

n+lyn n+lyn R
_’un+1‘2 (8(u A )+a<v A ))_2ﬂn|un+1‘2v_wn+1_ 1 <)\n_1>’

ox dy

(3.26)
(3.27)
(3.28)

(3.29)
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j\n
de \" = — o+
onde lunt12+tol’
. 5\" - " n+1 Ov n+1 Ou*!
fysp =~ (M) (“ o o (3.30)
I(urtinm o(vtinn 1"
B ('LL il ) I (/U 12 ) N ﬁn|un+1|2v . W?’H-l _ N_.’
Ox dy !
b 24" p OV 0ut
frse = lun*+1)2 + tol (u ot ! ot (3.31)
1 8(un+1yn) 8(v”+1y") 1 n
a2 + tol ox * 0 _m(y -
| Y

onde 1" = " u"t? e

1 ou™tt  gyntt Ountt
n+1 QV‘ n+1 — n+1\2 n+1\2 4 n+1, n+1
[ PV w |unt1)2 + tol [[(U G ( Jy M ox )+ o Ox

(3.32)

Para o modelo PTT, seguindo o mesmo procedimento, também pelo método de Euler
Explicito discretiza-se as equagoes (2.39)-(2.41) e obtem-se

5\n+1 _ S\n + At . g]{fSF (333)
At =04 A InsF (3.34)
gl — pno A, - gJQVSF (3.35)
com
A 24" Outl vt
INSF lun 12 + ol (U ot “ ot (3.36)
a(un+1>\n> a(vn—i-l)\n) a” /-
lgnt12 — 24" u" PPV ”“——()\"—1)
lu !( or 1 oy APV Wt ’
j\n
de \" = —————
once lur 2 +tol’
A n—pm o+ Oumt!
Insp = — (nﬂ—zy> (“nH Ua _ ua )
]11 +\1 —|—)t0l e t t (3.37)
O(u""p") O Sl ntl)2 i1 O
_( o + 5 )—y|u "V - w ~ W
b _ 20" pp OV 0wt
INSF = lun+1 ]2 + tol (u ot ! ot (3.38)
- 1 a(unJrlyn) N a(anern) B a_n (l)n _ 1)
lun*+1]2 + tol ox oy Wi ’
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onde V" = p"u" 2, e
1 aun+1 8’Un+1 8un+1
un+1 QV' n+l _ n+1\2 _ 7, n+1\2 4 14 n+1, n+1
| Vew lun 1|2 + tol (™) = ()] dy ox o oz
(3.39)
Note que, para as trés dltimas equagoes, temos o = 1 + 5(5\" — 2+ 10"). Nessas

equagoes foram acrescidas as parcelas tol em determinados denominadores pois os vetores
da base (2.28) se degeneram em regides proximas ao contorno e pontos onde a velocidade
é nula. Assim, para evitar possiveis divisdes por zero, a constante tol é adicionada aos
denominadores.

3.7 Discretizagao da lei Navier linear

A discretizagao das condigoes slip é iniciada pela equagao (2.70), referente a uma
parede horizontal superior, ilustrada na Figura 3.3 abaixo.

B B B
° ¢ ° °
U ,
i—3,J+1
Lli-1+3 = Ur
|
F F F
) ° ° °
Ui—3 5 Uity (i,5) | Yit+ds
F F F
° ° °
Ui—1j-1

Figura 3.3: Discretizacao da condicao slip em uma parede horizontal.

Calculando u, = u,;_1 ;. 1, com (2.70), tem-se

Uiyl = ( —+T””"’>

onde
Dy, hy, —h h
a=—-—-2 ' p=-L£ N =N (3.41)
hy, (hy, + hy,) hy, Ty, hys (hy, =+ hy,)
e
1 1
hy1 = 2(ij T A ) hyz = §(ij + ij-u)' (342)
Ao aproximar a derlvada , 0 ponto u; 1 .4, que esta fora do dominio, é inserido na

equacao. E utilizada extrapola(;ao de ordem 1 para aproxima-lo, isto é,
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1= 201 gy U (3.43)

u 5:J+3 1=5,J"

i—3.0+
e, substituindo em (3.40)

Uy jes = —k{ﬁ [aui_%,j +buy + (2ui_%7j+% - ui_%ﬁj)] + Tf_y%’ﬁ%}. (3.44)

Com simplificagoes a expressao acima torna-se

kB(a — c) k
== L TY, .. 3.45
Yiesits T TT kB(b+20) 3 T4+ kB (bt 20) i-hith (3.45)
Note que ¢ necessario calcular Tff’l ;41 €m um ponto onde nao esté definido. Para
27 2
isto, é feita a seguinte média

Tﬂfy .1 Txy 1

Ty . i—=1,j+35 5]+ 35
I (3.40)

e, em seguida, a extrapolagao de grau 0 abaixo

jjiﬂi?JlJJr% = 71z‘m—yl,jv (347)
T, =T, (3.48)

Finalmente, substituindo em (3.45), a velocidade na parede é

kB(a — c) k

- i1l — T LT 3.49
L+ kB (b+2¢) 39 2u+k5@+2m(14ﬂ+zu) (3.49)

uii

J+3

(NI

Em relagdo a uma parede horizontal inferior (Figura 2.1b), a partir da equagao (2.65)
e, com calculos semelhantes aos feitos no caso da parede superior, a expressao encontrada

para tp, =u; _1; 1 €

kB(c—a) k
= T 4T ,
Yiebid T T kA0 1 2a) 8 T 2L kB (bt 2a)] (T2, + TF) (3.50)

em que os termos a,b e ¢ sao os mesmos de (3.41)

Considera-se, agora, paredes verticais. Em uma parede a direita, por exemplo, re-
presentada pela Figura 3.4, a velocidade normal a parede é nula, porém a velocidade
tangencial nao é. A expressao para calcular v, sera determinada de forma semelhante aos
casos de paredes horizontais.

A equagao (2.5) é discretizada entre as células (7,7) e (i,7 — 1),

ov
vr s 1=k <5— T Txy)
+5.0—3 ox i+%,jf% (351)

_ xy
=—k [ﬁ <avm_% +b1}i+%,j_% —I—CUHl’j_l) +T.+%7j_%] .

2 7

com

h:rg hx - h:p hx
- _ h=—22 1 = ! 3.52
O (T, + hy) horhay " By (hs + hay) (3:52)
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Figura 3.4: Discretizagao da condicao slip em uma parede vertical.

em que

1 1
hay = §(sz‘—1 +As),  hey, = §(Aml + A (3.53)

O ponto v; 4 ;. 1 esta fora do dominio e seré aproximado por extrapolagao linear:
Vig1j-3 = 2Vigd -1~ Vij1 (3.54)
Substituindo (3.54) em (3.51),
27 2
A equagao (3.55), com as devidas manipulagoes, é reescrita como

kB(a — c) k
_ - T, . .
1+ kB (b+ 2¢) Vii-3 T 1 ¢ kB (b+2c) +3d—2 (3:56)

Assim como nos céalculos para paredes horizontais, a componente T:E; i1 de (3.56) ¢
27 2

Vitd.j-3

aproximada por uma média aritmética e, em seguida, por extrapolagao de grau 0. Desta
forma, a expressao final é

kB(a — c) k

V;, 1, 1 =

- i T+ T . 3.57
3073 1+ kB (b+ QC)vw—% + z,]) ( )

2[1+ kB (b+ 2¢)] (T2,

De modo analogo, a expressao para uma parede a esquerda é

kB(c — a) k »
= Ra 0+ 204 T A=A 2 (1

+ 1), (3.58)

V, 1. 1 =
eV Y

com os coeficientes a, b e ¢ de (3.52).
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3.8 Equacoes de movimento com influéncia slip

Um aspecto importante da discretizacao é notar as mudancas que as condicoes de
contorno geram na equacao de movimento discretizada. No Apéndice B sao apresentadas
varias formulas de diferencas utilizadas na discretizacao das equagoes de movimento nas
diregoes x e y. Substituindo tais formulas em (B.2) e (B.11), obtém-se, respectivamente,

equacoes da forma:

amal "y bt et it edl =2y
1_57] 7’_57]_1 2_573 =3 .] Z+27.7
~n+1 1 1

agvi"fl 1+bv —I—cv 1+dv"+1+ev":1 :Z;,

com os coeficientes em (3.59) dados por

L BA 9
! Re hy, (hy, + ha,)’
BA, 9
b, =

- Re h'yl (hyl + hyz)’

=1+ BA 2,2
“= Re \ hgyhey, — hyhy, ’

BA, 2

dl - - )
Re hy,(hy, + hy,)
BA, 2

€1 = —

Re hyy(he, + he,)’

onde h,, = A,,_,,
coeficientes de (3.60) sao dados por

hay = Doy hy, = l(ijfl +Ay) e hy, =

1
2 2

LY 2
7 T Re Ty (hay + hay)’
BA, 2

by = —

Re hyl(hw + hy2)7

BA, [ 2 9
_1
=T e o, Ik )

BA, 2

d2 = - )
Re hyz(hyl + hy2)
BA 2

€y = —

Re hgy(hgy + hay)’

onde h,, = 1<Ar¢71 +Az,)s hey = %(sz + Awiﬂ)v hy, = ij , € hy, = Ay"

2

(Ay; +A

yj+1)'

(3.59)

(3.60)

J& os

As condigdes de contorno slip aplicadas as equagoes (3.59) e (3.60) sao do tipo explicita,
isto é, a velocidade na parede, u,, ¢ conhecida desde o instante de tempo precedente.

Assim, sendo, por exemplo, ;™"

condicao de contorno slip, a Velocidade u, € utilizada.

I a velocidade intermediaria no tempo atual, em casos de

Considerando a geometria da contracao, a discretizacao das equagoes de movimento é
detalhada em trés regioes de interesse: na quina da contragao, em uma parede vertical e

em uma parede horizontal. Estas regioes sao destacadas na figura abaixo.
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Figura 3.5: Algumas regioes de interesse da contracao.

Inicia-se pela Regiao 1, proxima a quina da contracao. Esta célula é identificada por
(1,7) e, assim, a equagdo de movimento na dire¢ao = discretizada na face esquerda desta
célula é

ala?jlj + by i Cla?jlj tdia el =2, (3.61)
9. 27 9 27

3 3 j+1 i+3.

Figura 3.6: Pontos da discretizacao da equagao em u na Regiao 1.

e a equacao na diregao y, discretizada na face inferior da célula, é dada por
~n+1 ~n+1 ~n+1 ~n+1 ~n+1 n
AU b e T Fda0 T F e = 2y 3.62
2 7‘_17]_% 2 17]_% 2 'La]_% 2 7/;]"'% 2 'L+1,]—% 2 ( )
Observe que, em ambas as equagoes, pontos do contorno nao estao presentes e, por-

tanto, as equagoes nao sofrem alteragoes. Em contrapartida, observa-se que nas Regioes
2 e 3, ha modificacoes nas equagoes devido & inclusao de pontos das paredes.
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Figura 3.7: Pontos da discretizacao da equagao em v na Regiao 1.

A Regiao 2 trata-se de uma parede vertical; é preciso atentar-se as diferencas que a
condicao de contorno implica nas equagoes.

Discretizando a equagao de movimento na dire¢ao x na face esquerda da célula (i, j+2)
tem-se

Figura 3.8: Pontos da discretizacao da equagao em u na Regiao 2.

aq ’l]n_+§1 .

~n+1 ~n+1 ~n+1 n__.n
i3 42 + blui—%,j—l—l + ATy L, + dlui_%7j+3 + eruy = 27 (3.63)
Como em paredes verticais u, = (0,v,), isto é, pelo fato do fluido nao penetrar a
parede, a equagao anterior reduz-se a

~n+1 ~n+1 ~n+1 ~n+1 _.n
LA + blui—%,j—i—l + "y + dlui—%,j+3 = 27. (3.64)
Agora, discretizando a equacao de movimento na dire¢ao y na face inferior da célula
(i,7 + 2), encontra-se

~n+1 ~n+1 ~n+1 ~n—+1 ~n+1 n
a0 byv™! o™ do U™ eV =z, 3.65
2Vi-15+3 + 02 ijt+sg te ij+35 ta ij+5 T e z+1,J+§+ 2 (3.65)
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F F B
[ ] [ ] [
L
F F Vij+s | B
[ J [} [ ]
(4,5 +2)
Vitlj+3 = Up
- - {1 -
F Vi—15+3 |F Vij+3 | B Vig1,5+8
[ J [ J [ ]
it}

Figura 3.9: Pontos da discretizacao da equacao em v na Regiao 2.

Note que o ponto ¥" 5 esta fora do dominio e, como feito na Secao 3.7, sera apro-

+1 j+32
ximado por extrapolagao hnear, ou seja,

,Z~Jn+1 n 9

— " _ _.n
it1+3 T Vikrged T Uz+2,g+— Vij+3 = 20, —v; 5. (3.66)

ij+3

Substituindo (3.66) em (3.65), a equagao é reescrita como

aQ@, 12 + by v 1 + ¢ v 3 +d U"TE) =21 — ey <2Up — UZJ.JF%) , (3.67)

onde
kB(a — c) k
= i3 — T  +T
Y T RBG T 20" T A kBT 2] Lt )

Na Regiao 3, quando discretiza-se a equacao de movimento na direcao x na face
esquerda da célula (i + 2, j), a equagao resultante é

(3.68)

~n+1 ~n+1 ~n+1 _ _n
a1u+é7 + bt A + cru” + it diu Us i + el =2, (3.69)
~n+1 2 :
e o ponto U3 i © aproximado por
~n+1 _ n o o
Ula g = ing g = 2Uihggp1 U = 2Up — U, (3.70)
Ao substituir (3.70) em (3.69), a equagao ¢é
+1 n+1 + _n n
au] it bluZr | T at "y +eu; iz = AT d; <2up - ui%’j) (3.71)
onde
kB(a — c) k
i+5.0 (TH-LJ - T+2 J) (3.72)

T TN kB (b+20) R T 2[1+ kB (b + 20))
Finalmente, discretizando a equagao de movimento na direcao y na face inferior da
célula (i 42, j) tem-se

ettt =2, (3.73)

CLQQN)H—H_ +bg n+1 3 +czv"+1 +d B
z+3,j 5

i+1,j-3% i+2,j it25-3 T 920 z+2 j+1
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Figura 3.10: Pontos da discretizagao da equagao em u na Regiao 3.

Neste caso u, = (u,,0) e, entdo, a ultima equacgdo torna-se

~n+1 ~n+1 ~n+1 ~n+1 n
asv b U eV = 2. .74
2 ’L+1,J—% + 02 z+2,3—% +c 1+2,]—% ez z+3,g—% 2 (3 7 )

Figura 3.11: Pontos da discretizagao da equacao em v na Regiao 3.

3.9 Equacoes constitutivas - Oldroyd-B e PTT

As condigoes de contorno slip (ou no-slip) do problema afetam também as equagoes
constitutivas. Quando as equagoes dos modelos Oldroyd-B e PTT sao atualizadas, seja
pela formulagao CSF ou pela NSF, nas derivadas presentes nessas equagoes encontram-se
termos com as incognitas u"*! e v"*1. Como esta é a tltima etapa do método numérico, as
componentes u" ! e v trazem consigo informacoes das condi¢oes de contorno levadas
em consideracao na etapa do calculo de u"*! e, consequentemente, na atualizacao de u™*!.
Portanto, no calculo das derivadas presentes nas equagoes constitutivas, essas informagoes

sao inclusas nas aproximacoes por diferencas finitas.
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3.10 Etapas do método numeérico

Sao descritos nesta se¢ao os passos do método utilizado e consistem em

e Passo 1: Calcular u"™! com a equagao (3.15):
utt —un o4 1
- = VY - N — _\Yp" _v2~n+1 —Vv.-T".
A + (uu’) P+ oo a" Toe

Passo 2: Calcular ¢! com a equagao (3.4):
V3 =V-u.

+

Passo 3: Atualizar u"™! com a equagao (3.1):

u=u-— V.

Passo 4: Atualizar p"™! com a equagao (3.19):

n+1

n+1 n
p p A,

Passo 5: Atualizar T"*! com as equacoes:

— Oldroyd-B
% (3.20)-(3.22) se a formulagdo ado- % (3.26)-(3.28) se a formulacao ado-
tada for a CSF: tada for a NSF":
rxr,n+l __ TT,M . fIT n n Q
T . =T""+ A - fosr 0m N =M+ Ay - fisross
TY,n __ xy,m . fTY N ~ [l
Ty = T*" 4 At fCSF,OB’ Iun-i-l _ #n + At . f]!\LfSF,OBa

Tyt — uvn AL fYY A+l _ an v
fesron: v =0"+ Ay frsr o

— PTT
x (3.23)-(3.25) se a formulagdao ado-  * (3.33)-(3.35) se a formulagio ado-
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CAPITULO

4

Resultados Numéricos

A seguir sdo apresentados alguns resultados de validagao do codigo e dos estudos
desenvolvidos combinando a formulacao NSF com condi¢oes de contorno do tipo slip,
bem como comparacoes entre as duas formulacoes adotadas para o tensor polimérico. As
simulagoes sao feitas nas geometrias da expansao e da contracao, cujas proporgoes sao 1:4
e 4:1, respectivamente.

4.1 Expansao 1:4

As simulagoes na geometria com expansao sao realizadas em duas malhas nao-uniformes,
M1 e M2, que sao mais refinadas em regioes de interesse da geometria: quinas superior e
inferior e quinas que delimitam a transi¢ao do canal menor para o canal maior da expan-
sao. Os detalhes das malhas utilizadas e das regioes onde é mais refinada sao apresentados
na Tabela 4.1 e Figura 4.2, respectivamente. Sao apresentados resultados para os casos
Newtoniano e viscoelastico, neste tltimo, considerando-se o modelo PTT.

31

i} § _____________________________________ O %
B S
- <

20L 20L

Figura 4.1: Geometria da expansao 1:4 de comprimento 40L.

49
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Tabela 4.1: Detalhes das malhas utilizadas nas simulagoes.

Malha Espagamento min. Cél. na direcao x Cél. na direcao y Numero de células

M1 A, = A, =0.008 190 260 32300
M2 A, = A, =0.004 220 340 48400

Figura 4.2: Regioes em que a malha nao-uniforme é mais refinada.

4.1.1 Fluido Newtoniano

O objetivo inicial ¢ validar os resultados seguindo a referéncia [15] em que os autores
estudam a influéncia da velocidade de escorregamento no tamanho e intensidade dos
vortices, por exemplo. Para as simulagoes, é considerada a geometria com expansao,
Figura 4.1, e os seguintes parametros adimensionais:

e Comprimento caracteristico: L = 1;

e Niumero de Reynolds: Re = 0.01;

e Passo temporal: A, = 1074

e Inflow: perfil de velocidade desenvolvido com ¢ = 1.5;

e Coeficiente de escorregamento: k = 0,0.001,0.1,1, 10,45, 100, 10000.

Conforme Ferras [15], aumentar o valor do parametro k implica na reducdo da dimen-
sao do vortice, Xr. No trabalho do autor citado, os resultados sao ilustrados por meio das
linhas de corrente do escoamento e por uma imagem semelhante a Figura 4.3. O maior
valor testado pelos autores foi k = 4500 e, ainda assim, havia presenca de recirculacéo.

Os resultados na Figura 4.3 e na Tabela 4.2 indicam que os valores obtidos nas si-
mulagoes deste trabalho estao de acordo com o que foi descrito no artigo de referéncia,
porém, como a malha aqui utilizada é mais grosseira, nao foi possivel capturar o vortice
nas simulacoes com k = 45,100 e 10000.
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e, . o oo romitados - 2| |
n %% | Tabela 4.2: Tamanhos de vortice, Xp -
' . Newtoniano, expansao.
| ’ k M2
shadl . | 0  1.503234
06| . ] 0.001  1.520757
04l ] 0.1 1.442187
S 7 1.0 1.163254
' y 10 0.531966
’ 1(;'2 1(;0 - il 1;2 10* 45 0.0
' 100 0.0
Figura 4.3: Comprimentos de vortices obtidos por 10000 0.0

Ferras [15] comparados aos deste trabalho.

Vérios resultados no presente trabalho sao a respeito do comportamento assintético
das propriedades proximo a singularidade da geometria adotada. Tal estudo consiste em
avalia-las a medida que se aproximam da quina, ou seja, sendo r a distancia de um ponto
até a quina, avalia-se como as propriedades se comportam quando r — 0 e verifica-se se
estao em conformidade com as previsoes tedricas. Além disso, é relevante ressaltar que
essa analise pode ser feita considerando um ou mais angulos 6 e, nesta secao, os resultados
sao construidos tomando 6 = 5 como ilustrado pela Figura 4.4. Os resultados tedricos de
[3], para o caso no-slip, indicam que a velocidade e componentes do tensor do solvente
proximos a quina sao dados por

u o 7“0'5445, TS 7"_0'4555. (41)

|
O\
|
r
Figura 4.4: Angulo 6 e distancia r para o estudo assintético.

Desta forma, a Figura 4.5 traz o resultado da simulacdo com k& = 0 em que observa-se
que o comportamento das propriedades esta de acordo com a predi¢ao tedrica enquanto
a Figura 4.6, com graficos para diferentes valores de k, exibe um distanciamento da reta
para k > 0. Isso era esperado uma vez que, para k # 0, os resultados teéricos da variacio
assintotica sao outros pois a condi¢ao de contorno envolve uma lei de escorregamento.
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Figura 4.5: Comportamento assintético da velocidade e das componentes do tensor T
proximo a quina ao longo de ¢ = 7 - Re = 0.01.



4. Resultados Numéricos

log [ul

log ‘T”‘

0.2 -0.5
an
1+ -l...l 4
1 ::IIII
L
muE
150 T Ll E
. []
[ | L] |
ig Foung .
= u gy
o -2 L] . ]
2 u
slope= 0.5445 .l
25 "
m k=0 "
m k=01 =
k=1 =
3r m k=10 "
m k=100 =
slope= 0.5445
35 . | | I L]
2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
logr
1 - :
u
05 ]
ol
-05F
7
&4l
o0
ES)
15F
m k=0 k=0
2r " E=01 27 =01
m k=1 E=1
m k=10 k=10
25r m k=100 u ) 251 k=100
slope= —0.4555 slope= —0.4555
3 | | . . 3 | | . . .
-3 2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 -3 2.5 -2 -1.5 1 0.5 0
log r logr
1 ] T T T
]
0.5 L J
.\m{
]
0 1
-0.5
3
& g ]
o0
<
1.5
]
m k=0
2 s E=01
m k=1
k=10
25 m k=100 ] )
slope= —0.4555
3 | | . .
- -25 -2 -1.5 1 -0.5 0
logr

Figura 4.6: Comportamento assintético das propriedades do escoamento para diferentes
valores de k ao longo de 6 = 7 - Re = 0.01.
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4.1.2 PTT

Nesta subse¢ao [15] ainda ¢é utilizada como referéncia, agora no estudo do fluido PTT.
Os parametros adimensionais abaixo descritos sao os utilizados nas simulacoes desta sub-
se¢ao em que sao consideradas as formulagoes CSF e NSF.

e Comprimento caracteristico: L = 1;

e Numero de Reynolds: Re = 0.01;

e Niumero de Weissenberg: Wi = 1;

o ¢ =0.25;

e Razao das viscosidades: § = %;

e Passo temporal: A, ., =107% A, ., =1075;

e Tolerancia da formulacao NSF: tolygr = 1077;

e Inflow: perfil de velocidade e de T desenvolvidos com ¢ = 1.5;

e Coeficiente de escorregamento: k = 0,0.045,0.18,0.27,0.36,0.39, 0.41,0.42, 0.45, 0.6,
0.65,0.7,45.

Os resultados sao validados comparando os tamanhos dos vortices formados no canto
superior da expansao. Na Tabela 4.3 e Figura 4.8 vé-se que os valores obtidos pela CSF,
principalmente em M2, sdo bastante proximos dos de [15]. J& quando a formulagao NSF
é utilizada, os vortices tém maior dimensao, quando comparados & CSF para um mesmo
k, e s6 desaparecem para valores um pouco maiores de k. Na Figura 4.7 é ilustrada
a reducao no comprimento das recirculagoes por meio das linhas de corrente do escoa-
mento considerando-se a formulacdo NSF, a malha M2 e alguns valores de k selecionados.
Observa-se na Figura 4.7e o vortice de menor dimensao, obtido com k = 0.7, o qual
denomina-se neste trabalho “k de transicao”.

Tabela 4.3: Tamanhos de vortice, Xr - CSF e NSF - PTT, expansao.
CSF NSF

k M1 M2 M1 M2 Ferras [15] - CSF
0 1.376331 1.358653 1.449045 1.420133 1.3665
0.045 1.299366 1.295675 1.295188 1.350113 1.2704
0.18 0.911696 0.885275 1.054136 1.061453 0.8991
0.27 0.627049 0.632389 0.911696 0.885275 0.6247
0.36  0.310571 0.349214 0.668600 0.669394 0.2756

0.39  0.203903 0.236603 - - .
0.41 0.057700 0.120444 - - -

0.42 0 0.013288 - - -
0.45 0 0 0.480676 0.472999 0
0.6 - - 0.203903  0.206044 -
0.65 - - 0.121444 0.130898 -
0.7 - - 0.057700 0.060359 -

45 0 0 0 0 0
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B
I
=

k=0.18

E=0.36

Figura 4.7: Variacdo no comprimento dos vértices com o aumento de k - NSF, M2.
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Figura 4.8: Dimensao dos vortices obtidos por [15] comparados aos deste trabalho - CSF
e NSF.

Os estudos tedricos da variagao assintotica do fluido PTT detalhados em [27] indicam
como as propriedades do escoamento devem portar-se proximo da quina da expansao
considerando a condi¢ao de contorno no-slip. No caso da formulacao CSF, as propriedades
tém como esperado o seguinte comportamento

u o 7,,0.5445, T T70.3286’ P X 7'70'4555, (42>

e, para a NSF, as variaveis naturais tém como previsao

\ o 7“_1'4176, [ X T_0'1268, U T1'1638. (43)

Inicialmente sao comparadas as solug¢oes numeéricas obtidas com as formulacoes CSF e

NSF, no caso no-slip, que sao plotadas ao longo dos angulos 6 = 7, ?jf e m. As simulagoes

sao realizadas na malha M2 e o angulo 6 é medido a partir da parede horizontal do canal
estreito no sentido anti-horario, conforme ilustrado pela Figura 4.9.

0=m

T N 3
0:—' \9:_
21 N

Figura 4.9: Angulos tomados para estudo do comportamento assintotico

Por meio das Figuras 4.11, 4.12 e 4.13 vé-se que a formulagao NSF apresenta me-
lhor desempenho no calculo das componentes de T e apresenta melhoria consideravel na
aproximacao da pressao.

Analisa-se, agora, a variacao assintotica das variaveis naturais A\, p e v ao longo dos
mesmos angulos 6. Neste caso, segundo a Figura 4.14, também tem-se solu¢oes adequadas
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as poténcias previstas em (4.3) reforgando a validade e coeréncia dos resultados. No que
diz respeito as simulacoes com diferentes valores de k, o comportamento assintético das
propriedades é exibido nas Figuras 4.15 e 4.16, com as formulacoes CSF e NSF, respecti-
vamente. Para ambas as formulagoes observa-se que as solu¢oes numéricas distanciam-se
da reta com o aumento de k£ mas que o comportamento da pressio no caso NSF, apa-
rentemente, acompanha a inclinacao da reta. Com atencao especial a pressao, analisada
em ¢ = 7, %’r e w, a Figura 4.17 indica que nao hé discrepancias significativas entre as
solu¢oes numéricas produzidas por ambas as formulagoes. Vale destacar que as solugoes
numéricas para k # 0 afastam-se da reta pois a inclinacio de tal reta é referente ao caso
k=0.

Por fim, sao apresentados os perfis das propriedades do escoamentos em trés regioes
da geometria: x =~ 10, x = 20 e x = 30, como ilustrado na Figura 4.10.

3

I

— — — — - ————+_—_—————

x=10 b'x =20

20 20

Figura 4.10: Cortes verticais

O fato de malhas nao-uniformes serem utilizadas nas simula¢des nem sempre possibilita
que o corte seja feito exatamente no ponto = desejado. Nesses casos, é tomado o ponto
da malha que se encontra mais proximo do ponto desejado. Essa é a razao do simbolo
“x" acima.

Como visto nas Figuras 4.18, 4.19 e 4.20 a condi¢ao de escorregamento provoca mu-
dancas nas propriedades nos trés cortes estudados. Em particular, em x =~ 10, as variaveis
naturais \ e i tém seus valores reduzidos com o aumento de k ao passo que ¥ é prati-
camente uma constante de valor 1. Comportamentos bastante semelhantes das variaveis
naturais ocorrem em x =~ 30. Ja em x = 20, Ae D apresentam maiores variagoes proximo
as paredes enquanto os valores de ji variam ao longo do interior do canal.
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4.2 Contracao 4:1

As simulagoes nessa se¢ao sao realizadas numa contragao de comprimento 40L ilus-
trada pela figura abaixo e nas mesmas malhas detalhadas na Tabela 4.1. A Figura 4.22
ilustra a estrutura da malha nao-uniforme.

3L

B/ 3
% T % Vi
< > < >

20L 20L

Figura 4.21: Representagao da contragao 4:1, regioes de formagao de vortices e singulari-
dade onde ¢ feita a analise assintotica.

Figura 4.22: Regioes mais refinadas da malha nao-uniforme.
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4.2.1 Fluido Newtoniano

Nas simulagoes iniciais é considerado um fluido Newtoniano (5 = 1) e os parametros
adimensionais:

e Comprimento caracteristico: L = 1;
e Numero de Reynolds: Re = 0.01;

e Passo temporal: A, = 107%;

Inflow: perfil de velocidade desenvolvido, com = 0.375;

e Coeficiente de escorregamento: k = 0,0.45, 1,10, 100.

Para a validagao, sao considerados resultados como tamanhos dos vortices, Xg, e
comportamento assintotico das componentes da velocidade, do tensor do solvente e pressao
proximo a singularidade para o caso no-slip. Os resultados obtidos sao comparados com os
presentes em [16], Figura 4.23, e mostram que, & medida que o valor da constante de fricgao
k é aumentado, o tamanho do vértice diminui até que ndo haja recirculacio (k ~ 50); os
valores obtidos neste trabalho sao organizados na Tabela 4.4. Comparando esses valores
com os produzidos por Ferrés [16], vé-se que os valores obtidos estao coerentes.

15¢ ® T T T
° PY ® Ferris [16]
Y B Nossos resultados - M2
1 | 1
5
b
®
05 q
]
O L Lol L Lol L Lol L Lol L L ewm.
107 107 10t 10 10 107
k

Figura 4.23: Resultados do caso Newtoniano obtidos por [16] comparados aos deste tra-

balho.

Tabela 4.4: Tamanhos de vortice, Xr - Newtoniano, contracao.
k M1 M2
0.0 1.465579 1.525190
0.45 1.164632 1.231791
1.0 0.976286 0.992115
10 0.369544 0.257082
100 0.0 0.0
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O artigo apresenta ainda resultados do comportamento assintotico de algumas pro-
priedades proximo a singularidade. Esses resultados tedricos sao os mesmos de (4.1) e os
resultados apresentados na Figura 4.25 confirmam as predi¢oes teoricas, com excegao da
pressao, do caso no-slip para as propriedades do escoamento, isto é, ao se aproximarem
da quina (r — 0), seus valores se aproximam da inclinagao das respectivas retas. Isso nao
acontece para outros valores de k, conforme a Figura 4.26; os valores das propriedades se
afastam da reta relativa a k = 0.

Ainda com simulaces em que a constante de friccdo k assume diferentes valores, sao
analisados os perfis das propriedades do escoamento e os cortes sao feitos em trés regioes
da geometria: x =~ 10, z = 20 e x =~ 30, como na Figura 4.24.

<

I
A

I

1

|

|

|

|

|

|

1

+ -
IT--
-+>
~

x~=10

20 20

Figura 4.24: Cortes horizontal e vertical na geometria (L = 1).

As Figuras 4.27, 4.28 e 4.29 exibem de forma clara a influéncia da condig¢ao slip nos
perfis das propriedades do escoamento nas trés regioes da geometria. Voltando a atengao
a componente u da velocidade, é bastante evidente seu aumento na parede & medida que
k também aumenta, o que era esperado. No corte em = = 20, em particular, o aumento
do valor de u também ocorre porém sem grandes variagoes com os diferentes valores
do coeficiente de escorregamento. Em termos da pressao, uma diminui¢ao em seu valor
acontece nos trés cortes estudados com a variacdo de k, atingindo os menores valores em
x ~ 30.

Outro detalhe relevante é a variacao da componente u da velocidade ao longo da
geometria da contracao na altura y = 4. A Figura 4.30a ilustra essa variacao enquanto a
Figura 4.30b apresenta a mesma anélise para a pressao. Observa-se que aumentar k faz
com que, no centro do canal, ambas as propriedades tenham seus valores reduzidos.
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da pressao proximo a quina - Re = 0.01.
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Figura 4.30: Perfil horizontal de (a) u e (b) p em y =4 - Re = 0.01.

4.2.2 Oldroyd-B

Os proximos resultados dizem respeito a simulagao com o fluido Oldroyd-B, utilizando
as formulagoes CSF e NSF| com os seguintes parametros adimensionais:

e Comprimento caracteristico: L = 1;

e Razao das viscosidades: § = %;

e Tolerancia da formulacao NSF: tolygr=1075;

e Niumero de Reynolds: Re = 0.01;

e Numero de Weissenberg: Wi = 1;

e Passo temporal: Ay, =5 X 107°, Ao, = 1077

e Inflow: perfis de velocidade e de T desenvolvidos, com # = 0.375;

e Coeficiente de escorregamento: k = 0,0.1,0.18,0.5.

O principal objetivo deste teste ¢ comparar a precisao de ambas as formulagdes na
captura dos valores dos tensores e da pressao. Sao comparados os resultados assintoticos
de T** T TY e p produzidos pelas formulagoes bem como o comportamento das
variaveis naturais A\, p e v na malha M1. Os artigos de referéncia [6] e [18] detalham os
calculos para a obtencao das proporcionalidades da velocidade u e componentes do tensor
T. Segundo esses autores, o comportamento assintotico respeita

5 _2
uocre, Tor s, (4.4)
e as variaveis naturais, conforme [11], sdo dadas por

A o 7,71.83107 [ o< 7‘70'28651, U 7,1.25807 (45)

vélidos somente para o caso em que k = 0.

A Figura 4.31 mostra que, de fato, a NSF aproxima melhor os valores das componentes
de T perto da singularidade e, inclusive, consideravelmente, a pressao conforme r — 0.
Ja para as componentes da velocidade, a diferenga é menos significativa.
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Em seguida sdo apresentados resultados assintéticos com os valores k = 0,0.1,0.18 e
0.5 produzidos também por ambas as formulagoes com a observacao de que a inclinagao
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Abaixo, na Figura 4.34, sao ilustrados os vortices com tamanho em redugao com o au-
mento do coeficiente de escorregamento. Para estes resultados, considerou-se a formulagao
NSF e os valores k£ = 0,0.1,0.18, e 0.5.

Figura 4.34: Reducdo da dimensdo dos vortices com o aumento de k& - Oldroyd-B, NSF,
MI1.



4. Resultados Numéricos 81

4.2.3 PTT

Considerando agora o modelo constitutivo PTT, as simulagoes sao executadas com os
parametros adimensionais:

e Comprimento caracteristico: L = 1;
e Niumero de Reynolds: Re = 0.01;

e Numero de Weissenberg: Wi = 1;

o ¢ = (.25

e Razdo das viscosidades: 3 = § (CSF) e § = ; (CSF e NSF);

AR VI

e Passo temporal: Ay, = 1074 A, = 1075
e Inflow: perfil de velocidade e de T desenvolvidos com f = 0.375;

e Coeficiente de escorregamento: k = 0,0.18,0.27,0.36,0.45, 1, 4.5, 45.

Para validar os resultados, o trabalho de Ferras [16] ¢ utilizado como referéncia na
comparagao do tamanho do vortice que se forma no canto superior da contracao, para
alguns valores de k. Considerando a formulacio cartesiana, os resultados sdo apresentados
na tabela abaixo e indicam boa concordéancia com a referéncia.

Tabela 4.5: Tamanhos de vortice, Xr - PTT, contragao.
k M1 M2 Ferras [16]
0.0 1.551008 1.525190 1.5180
0.18 1.465579 1.446187 1.4794
0.27 1.465579 1.446187 1.4779
0.36  1.465579 1.446187 1.4806
0.45 1.465579 1.446187 1.4848
4.5  1.551008 - 1.5516
45 1.551008 - 1.5667

O estudo seguinte é sobre o comportamento assintético das propriedades do escoa-
mento proximo da quina da contragao e, para isso, sao utilizadas ambas as malhas M1
e M2 e alguns valores de k. Desta forma, busca-se comparar os resultados numéricos
obtidos com os resultados tedricos de [27] dados por (4.2).

Esses resultados sao apresentados nas Figuras 4.35 e 4.36 em que as retas sao referentes
ao caso no-slip. Vé-se que, para este caso, os resultados numéricos estao em conformidade
com os teodricos a menos da pressao, que nao acompanha a inclinagao esperada.

Logo apds, sao exibidos os resultados das simulagoes com = % com o intuito de
avaliar as diferencas entre os resultados produzidos por ambas as formulagoes para o
tensor polimérico. Inicialmente é medido o comprimento dos vortices para diferentes
coeficientes k considerando-se as formulacdes CSF e NSF e as malhas M1 e M2, cujos
resultados sao apresentados na Tabela 4.6 e na Figura 4.37. Esses resultados indicam que
a formulacao NSF tem vortices menos duradouros, ou seja, os vortices tendem a diminuir
mais rapidamente com o aumento de k do que os produzidos pela CSF. Nas Figuras 4.38
e 4.39 é exibida a variacao assintotica das propriedades do escoamento onde observa-se
que o aumento de k tende a afastar as propriedades da reta de referéncia no caso da CSF

enquanto que as variaveis naturais mantém-se um pouco mais alinhadas ao caso k = 0.
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Tabela 4.6: Tamanhos de vortice, Xr - CSF e NSF - PTT, contracao.
3 CSF NSF

M1 M2 M1 M2
0  1.465579 1.525190 1.551008 1.525190
4
1

0.45 1.307366 1.299675 1.307366 1.299675

1.098592 1.167254 1.164632 1.167254

Figura 4.37: Reducao da dimensdo dos vértices com o aumento de k - PTT, NSF, M1.
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CAPITULO

9

Conclusao e trabalhos futuros

Neste trabalho foram apresentadas as equagoes de Navier-Stokes e também os modelos
constitutivos Oldroyd-B e PTT assim como detalhes de adimensionalizacao e discretizacao
dessas equacoes. Em especial, nos casos viscoelédsticos, com destaque para a Natural Stress
Formulation (NSF), apresentou-se as equagoes constitutivas de ambos os modelos citados
acima em termos dessa formulacao alternativa e algumas de suas particularidades.

Um ponto importante deste trabalho foi a ado¢ao de condigdes de contorno levando-
se em conta escoamentos com escorregamento na parede. Para o desenvolvimento dos
estudos foram empregadas as leis de escorregamento (ou slip laws) Navier linear e Navier
nao-linear. Ao longo do trabalho foram apresentadas essas leis, os parametros utilizados
em suas adimensionaliza¢oes e também a discretizagao do caso linear para quatro tipos de
paredes: horizontal superior, horizontal inferior, vertical a esquerda e vertical a direita.
Vale ressaltar que, até o presente momento, apenas a lei linear foi, de fato, implementada
no codigo para tratar condi¢gdes de contorno com deslizamento. Ainda, a lei Navier linear
estd implementada em termos da formulacao tradicional (CSF) para o tensor polimérico
e, portanto, nas simulagoes com a NSF o termo 7% vem da equagao (2.44) que relaciona
as variaveis naturais com as cartesianas.

Foram escolhidas duas geometrias com singularidades para os estudos deste trabalho:
expansao e contragao. Desta forma, foi possivel analisar mais efetivamente os resulta-
dos produzidos pela NSF, uma vez que seu uso objetiva evitar instabilidades no célculo
de T perto de quinas. Além disso, a utilizacdo de malhas nao-uniformes, refinadas es-
pecialmente em quinas, também contribuiu para a captura de resultados mais acurados
nessas regioes sem a necessidade de malhas extremamente refinadas e poupando custos
computacionais.

As simulagoes realizadas nessas geometrias para fluidos Newtonianos evidenciaram as
mudancas acarretadas pelos acréscimos no coeficiente slip, k. Os perfis das propriedades
apresentados no caso da contracao ¢ um exemplo em que o aumento nesse coeficiente
provoca alteracoes no comportamento das propriedades nas paredes rigidas e que sao pro-
pagadas também para o interior do canal. Outro exemplo é o estudo do comportamento
assintotico das propriedades onde variacdes de k causam afastamento das solucoes nu-
méricas em relacdo as solucoes para k = 0, para os quais tem-se uma predicdo tedrica.
Vale destacar que, para que a comparacao seja mais fiel e comprobatoria, é necessario, no
estudo assintotico, incluir a condi¢ao de contorno do tipo slip na analise a fim de obter o
comportamento das propriedades influenciadas por k # 0. Finalmente, em ambas as ge-
ometrias confirmou-se que o aumento de k reduz a dimensao dos vértices até elimina-los,
conforme os resultados de [15] e [16].

87



5. Conclusao e trabalhos futuros 88

No caso de fluidos viscoelasticos, os testes realizados na geometria com expansao fo-
ram bastante positivos em relacao a estabilidade: os parametros adimensionais utilizados
produziram resultados convergentes para ambas as formulagoes CSF e NSF. Isso permitiu
uma comparagao adequada entre os resultados das formulacoes utilizadas em termos de
comportamento assintético das varidveis e analise da variagao de dimensao dos vortices.
Para este tltimo, verificou-se que a formulacio NSF exige maiores valores de k para anular
os vortices, isto €, para um mesmo valor de k os vortices obtidos com essa formulacio
sao maiores que os obtidos pela CSF. Outro destaque é que determinou-se que o valor
k = 0.7 como o ultimo valor dessa constante antes do desaparecimento do vértice com a
NSF ao passo que, para a CSF, o vértice é presente até k = 0.42. Em termos do estudo
assintotico faz-se necessario frisar que os resultados obtidos para o caso k # 0 nio acom-
panham a inclinagao da reta justamente pelo fato do estudo tedrico considerar condi¢ao
de nao escorregamento. Ainda assim, em alguns resultados a solu¢ao numeérica aparenta
acompanhar a inclinagao da reta, como foi o caso das varidveis p e, principalmente, p con-
forme a Figura 4.16f. Para as variaveis A e v a inclinacao foi mais expressiva. O estudo
dos perfis das propriedades também expos a influéncia do coeficiente de escorregamento
em cada uma das regioes analisadas, sendo x = 20 o corte em que ocorre mais variacoes
nos valores das variaveis proximo as quinas.

Jé& os testes executados no canal com contra¢ao com os modelos Oldroyd-B e PTT
impuseram certas restrigoes aos parametros adimensionais e malhas utilizadas. Para o
modelo Oldroyd-B com = %, por exemplo, nao foi possivel realizar simulagdes com
valores maiores que k = 0.5 e nem com a malha mais refinada M2 no caso da formulagao
NSF. Apesar disso, o comportamento assintotico das varidveis naturais nos casos com
escorregamento manteve-se semelhante ao do caso no-slip. O comprimento horizontal
dos vortices diminuiu com o aumento de k. Com o modelo PTT e 8 = % testes com
a NSF nao foram possiveis nem mesmo para o caso no-slip além de, para a CSF com
M2, as simulacdes ficaram limitadas a & = 0.45. Apesar disso, foi possivel validar os
resultados obtidos com [16] em termos do comprimento dos vortices para alguns valores
de k em M1 e M2. Com o uso da formulacio CSF e malha M2, a variacdo assintotica
das propriedades T%* e T, variando-se k, ficou proxima ao caso k = 0 enquanto 7% a
mudanga na inclinagado é mais dréastica. Considerando o fluido PTT e 5 = % simulagoes
com as formulagoes CSF e NSF foram realizadas em M1 e M2 para até k = 1 indicando
decrescimento no vortice com o aumento desse coeficiente para ambas as formulagoes.
Observou-se que o comportamento assintético das variaveis A e g com k=045 e k =1
permaneceu proximo do solugao numérica do caso sem escorregamento. Ja a variavel v,
com o aumento do coeficiente slip, afasta-se da previsdo teérica do caso k = 0.

Sumarizando os resultados, a formulacao NSF se mostrou bastante flexivel nas simula-
¢oes realizadas na expansao possibilitando refinamento de malha e variagao de 3 ao passo
que as simulagoes na contragao sofreram algumas limita¢oes. A combinagao da NSF com
condicoes de contorno do tipo slip ainda nao havia sido apresentada na literatura e, as-
sim, este trabalho contribui no sentido de trazer resultados satisfatérios para dois modelos
constitutivos frequentemente utilizados em problemas de benchmark tradicionais.

O leitor encontra constantemente no texto informagoes sobre o comportamento assin-
totico das variaveis do escoamento. Este comportamento é determinado de forma analitica
em varias referéncias consultadas e sempre é considerando o caso de condigao de contorno
do tipo no-slip. Como etapa de estudo seguinte, pretendemos incluir na anélise tedrica
condigoes de contorno do tipo slip de modo a determinar o comportamento assintético
das propriedades do escoamento levando-se em conta esse tipo de condicao de contorno.
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APENDICE

A

Diferencas finitas para malhas
nao-uniformes

Neste apéndice sao apresentadas as formulas de diferencas finitas utilizando uma malha
nao-uniforme, isto ¢, uma malha cujos pontos consecutivos distam uma medida que nao
é constante.

Para isso, sdo considerados os pontos descritos na Se¢ao 3.2, uma fungao u = u(zx) e
suas derivadas de primeira e segunda ordem, ou seja,

ou 0%u

ar © oat

O interesse é aproximar essas derivadas em pontos x; utilizando diferencas centrais.

Inicialmente, constréi-se um polindomio interpolador de Lagrange para u em funcao de
Ti—1, T; € T;11. Logo, tem-se o seguinte polindmio de segundo grau

(A.1)

po(z) = (z — i) (2 — Tigq) w1 + (z — xi1) (2 — 2ip1) u; + (z — i) (x — 2:) Uit
(Tic1 — @) (Tio1 — Tiga) (zi — 1) (@i — Tig1) (i1 — i) (T — 2)
_ (@ — @)(® — @i41) (@ — 2io1)(® — @i41)
= Uj—1 — i
(l’i - 515%1)(551; —Ti1+ Tip1 — X ) (x - 371'71)(1'”1 - Qiz)
(z — i) (@ — ) w
(Tig1r — T+ i — Ti1)(Tigr — 73) o
(513 —z;)(z — 93z+1)u, L (@ —m)(x — 931'+1)uA i (@ —z1)(z — 2) Uire
A (Aﬂcz + AIZH) A’LL‘A%‘H ' A$i+1(AIi + A$i+1) '
(A.2)
Em seguida, deriva-se py(x) e obtém-se
2t —x; —x 20 — T — Tiq1) 2r —x; — X
/ 7 i+1 i—1 i+1 7 i—1
Dol Ui — u; + Uip1. (A3
TN A A )T T A, A A B
Agora, derivando pj(x), encontra-se
2 2 2
11 _ _ i+ i A4
Pa (l') A.’L’z (sz + A:mﬂ) ! A:Bz Awiﬂ ! Al‘z‘ﬂ (sz + Aiﬁiﬂ)u o ( )
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Sendo, neste caso, x = x;, esse valor é substituido nas derivadas de ps(x) e, com
algumas manipulacoes, tem-se

A, A, A A,
’ )= Tit1 1 — Ti+1 T ; T4 it A5
pQ(l‘ ) AIZ(ACCZ + Axi+1)u ! AxiAxi+1 AI'H»I (sz + Axi+1)u i ( )
bem como
; 2 2 2
N NS N L W 7 W o K

Finalmente, as féormulas de diferencas para as derivadas de primeira e segunda ordem
sao dadas, respectivamente por

8u hz hQ - hl hl
— N ———————— U1 + i+ i AT
ox =z, hl(hl + hg)u ! hth N hQ(hl + h2>u i ( )
e
0*u 2 2 2
ox? — hi(hy + hg)u ! h1h2u - ha(hy + h2>u i (A.8)

com hl =T; —Tj—1 € hg = Tjyr1 — T4
De maneira analoga, ao discretizar a equacao de quantidade de movmento na direcao
y, as aproximagoes das derivadas de uma fungao v = v(y) em pontos y; sao dadas por

(911 h2 h2 - hl hl
— e + : A9
Ol,y Ml the) T Thihy T ha( t hy) (8.9)
(&4
0% 2 2 2
A U S - » A.10
0y? hy(h1 + h2)vj ! hihsy vt hao(hy + hQ)U]H ( )

y=y;
em que hy = y; — Y1 € ho = Y11 — Y.

As férmulas de diferencgas obtidas até aqui sao utilizadas também para discretizar
termos convectivos, pressao, tensores e o campo escalar 1, bastando atentar-se em que
direcao se encontra a equacao onde estes termos estao presentes e adequar as férmulas.



APENDICE

B

Discretizacao espacial das equacoes de
quantidade de movimento e constitutiva

Aqui é apresentada a discretizacao das equagoes utilizadas neste trabalho. A discre-
tizagao ¢ feita utilizando o método de diferencas finitas em uma malha nao-uniforme e,
portanto, as formulas de diferencas adotadas sao as obtidas no Apéndice A.

B.1 Equacao de quantidade de movimento - diregao x

A equagao (3.15), escrita em relagao a dire¢ao x, é dada por

an—‘rl —ut N a(unun> N a(unvn) _ apn N 5 aQan—l—l 82,&71—1—1
Ay ox dy  Or  Re ox? 0y? (B.1)

1 [or=n N oT v
Re Ox oy ’

e aplicada a um ponto P,_ 1 torna-se

ﬂn+11 —u” 1. a n a n a n 2 ~ |n+1 82~ n+1

T3] —a + (uu) + (’LLU) - _ op + ﬁ @ + gu
A Ox Yy dy i1 ox i1 Re \ 0z2 i1 0y? i1
n 1 [ or=|" . or=y|"

Re \ Oz i1 oy i1 '

(B.2)

A seguir sao explicitadsa as discretizagoes de cada derivada presente em (B.2) e, para
isso, utiliza-se formulas de diferengas finitas seguindo a ordem de ocorréncia na equagao.
Com férmulas centrais, os termos convectivos sao aproximados por

o(u?)|" Do 2, =M 2 fu ?
- e "oy n)2 (B3
ox i-1 hi(hy + hs) () hihy (uz_i’]) ha(hy + hs) ) >
a(uﬂ) " ~ u?_%’j-i_%vi_%’j'i_% B U?_%7j_%v?_%7j_% y (B4)
dy i—1,j B
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onde hy = 1A, | e hy = 1A,,. O método CUBISTA (Convergent and Universally Boun-
ded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection) é empregado para aproximar
as variaveis u e v dessas equagoes em pontos onde nao estao definidas.

Em seguida, discretiza-se as derivadas de segunda ordem em relacao a = e a y:

62?1 n+1 2 N 2 » 2 .
i e el e e A e e B.5
O =3 hi(hy + h2)uz_%’] hlhzu’_%ﬂ * ha(hy + h2)ul+%g’ (B.5)

com h; = A, ,ehy=A,,.

n+1 9 9 9
N ————— 't - —a +—————at B.6
ha(hi + h2)u"*5’371 h1hzu”5’J - ho(h1 + hz)u BERARY (B.6)

0y?

A
1757]

em que hy = $(A,, |+ Ay ) e hy=3(A,, +Ay,,,).

A derivada da pressao

" ho hy—hy I

0
o ~ _—p?fl,j D1,
3. hi(hi + ho) hihsy 20 ho(hy + hs)

n B.
os. D (B.7)

onde hy = :A,, | e hy = LA,

2 2
E, finalmente, as derivadas do tensor polimérico T

o+ " h’2 TT,n h2 - hl TT,n hl TT, M
~ ——" T " 4 — T B.8
Oz =5, hi(hy + hy) ™1 " hihy ~ 72 " ha(hy + ho) (B2)
onde hy = 1A, e hy = 3A,,.
or*v|" ho ho — hq hq
N ——T" %" 4+ T B.9
0y ity hu(hy + hy) 173971 * hihy 2 - ha(hy + hy) " i=27+1 (B.9)

com hy = 1(Ay,_, +Ay) e ho =35(A,, + Ay ).
Assim, as aproximagoes acima sao todas substituidas na equagao (B.2) e, percorrendo

os indices 7 e 7 do dominio, obtem-se um sistema linear a ser resolvido.

B.2 Equacao de quantidade de movimento - diregao y

Assim como feito para a equagao de movimento na direcao x, discretiza-se, agora, a
equagao na diregao y inicialmente escrevendo a equagao (3.15) em termos da componente
v da velocidade,

@n—i—l — " a(unvn) a(vnvn) apn 6 82,571—&—1 82’17”+1
A ar oy oy TRe\ oz T Tap
t " y y Re\ oOx Y (B.10)
1 <8T$y’ noooTYe )

+§ ox * oy

Aplicando esta equagao no ponto P ;_ 1 tem-se
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~n+1

oty Vet Aot o)t op[" +ﬂ£ P +a%nﬂ
At Oz ij—3% dy ij—3% 831 Re \ 022 i Oy i
n 1 3Txy " N @Tyy n
Re ax i];l ay ij,; .
I 2 . 2

(B.11)

As formulas de diferengas finitas utilizadas para aproximar as derivadas de (B.11) sao
as mesmas utilizadas na subsecao anterior bem como o método utilizado para aproximar
os termos convectivos. As derivadas sdo, entao, aproximadas pelas formulas abaixo

8(1)2) " hg 2 hg - hl 2 hl 2

~ no " + —— (0%, B.12
8y e h (hl + hz)( J 1) hlhg <UZ’]_%) h2<h1 + hg) (Ul’]) ( )
d(uv)|" N“wwﬁﬂ%we‘uwa%%ﬁmé’ (B.13)

or |. . 1 A,

ZM] 2 z

onde hy = %ij_l e ho %ij.
0% " 2 +1 2 +1 2 +1
—_— N — ~"4 ", B.14
o2 i1 hl(hl + hQ)szl,J*2 h1h2 LI—5 T h2(h1 + h2)vl+1,J*§ ( )
)

onde h; = %(Aﬂ?i—l +A,,) e hy= %(Axl + Az, )

524 |7 2 41 2 1 92 »
33| Rl T T =0 B.15
Oy 1 Pilhi+ha) % by Vii=3 T gl 1 ) (B.15)
com hy =A, _ ehy=A,.
opl" hy hy — hy hy
- b1t P el B.16
3y ij—1 hi(hi +h )pl’]fl h1ho Pij-i ho(hy + R )pw ( )

emque hy = A, e hy=A47,.

o1y
ox

n N hg -
% - h (h,l +h2) i—lj—3 hlhg ’j

—_— T B.17
hg(hl + hg) i+1j—3’ ( )

7;7]'_

onde h; = %(A$i—1 +A,,) e hy= %(Am + Ayl

8T?Jy n h2 h hl hl
e TSy G P RE
oy ij—1 hi(hy + he) " hihy “#3=3  ho(hy 4 hy) ™ ( )

com hy = 2Ay1 e hy= 2Ayg

Finalmente, as derivadas de (B.11) sdo substituidas pelas formulas de diferengas acima
e um novo sistema linear é obtido.
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B.3 Equacao de Poisson

Através das etapas descritas em B.1 e B.2 s@o obtidos os valores de @"*!' e o"*!,

respectivamente. Agora, estes valores serao utilizados para resolver a equacgao de Poisson
(3.4) aplicada a um ponto P;; e dada por

aZw n+1 N 02w n+1 B il n+1 o n+1 (B 19)
0x? |, ; dy? oz |, Oyl;; '
cujas derivadas sao aproximadas por
v ~ ntl _ _ T m — Y B.20
o0x? i hl (hl + hg) @ijil’] ¢ hg(hl + hg)wl+1’]7 ( )
em que h; = %(Aajii1 +A,,) e hy= %(AIZ - A@-H)-
% | 2 . 2 2
i R —T i N — 1 1) Ly B.21
8y2 i hl(hl + hg)wz’] 1 hlhg hJ hg(hl + h2)¢z’]+1 ( )
com hy = 3(Ay, | +Ay) e hy =3(Ay, +Ay,.,).
i ~n+1 _ ~n+l
Ou|"™" _ Mirkd ~ "t (B.22)
oz |, ; A, ’ '
—n ~n+1 _ ~n+l
Op " _ igey ~ Vi (B.23)
|, Ay, ' '

Novamente obtém-se um sistema linear cuja solucao " *! & utilizada na préxima etapa.

B.4 Equacoes de atualizacao da velocidade

O préximo passo do método da projecao é atualizar a velocidade utilizando os valores
a1 9"t e "1 na equagao (3.1) que, escrita em coordenadas cartesianas bidimensio-
nais, produz as seguintes equagoes aplicadas, respectivamente, em P, 1 e P, . 1:

2 i3

aw n+1

n+1 — ~n+1 _ 7 B.24

Yot T e T O (B.24)
27
n+1

o = — oY (B.25)
7_]_7 L)~ 35 ay 3_7

As derivadas dessas equacoes sao aproximadas pelas férmulas de diferencgas abaixo

877[) " h2 hg - h1 hl

22l T e i Pt U B.26

Oz =5 ha(ha + hy) " i hiho w’_%’] * ho(h1 4+ ha) ™7 ( )
com hy = 1A, e hy=IA,.

opl" ho h hy

oy N v i i B.27

ay i,j—% h (hl + h )¢ J—1 + 1/) J** h2(h1 + h2) 2,77 ( )
com hy = 540, ehy =357,
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B.5 Equacgoes constitutivas

Duas formulagoes para o tensor polimérico e dois modelos constitutivos sao utilizados
neste trabalho: as formulagoes CSF e NSF e os modelos Oldroyd-B e PTT, respectiva-
mente. O dnico termo que distingue os modelos viscoelasticos nao envolve derivadas em
sua expressao, independentemente da formulacao adotada. Portanto, as formulas de dife-
rencas apresentadas em B.5.1 sao utilizadas em ambos os modelos e as apresentadas em
B.5.2 também se aplicam aos modelos Oldroyd-B e PTT.

B.5.1 Formulacao Cartesiana - CSF

Nesta secao, a fim de simplificar a notagao, adota-se a notacao genérica T para as
componentes do tensor, isto &, T%*, T e T¥%. Como comentado acima, as aproximacoes
de derivadas serao utilizadas nos modelos Oldroyd-B e PTT, cujas equacoes de atua-
lizagao sdo, respectivamente, (3.20)-(3.22) e (3.23)-(3.25). Assim, tais derivadas serdo
substituidas pelas seguintes formulas de diferencas

n+1 n n+1 n
n w 't Tt = T
a(UT) ~ l""%)] Z+%7.] Z_%J 7'_%».7 (B 28)
~~ 9 .
ox i A,
n+1l gmn _ ,ntl gm
o(wT)|" Ui,j-l—%Ti,j+% ’Ui,j—%Ti,jf%
~ B.29)
, (B.
AW lij Ay,

Nas equacgoes acima, em que 7' estd em pontos onde o tensor nao estd definido, o
método CUBISTA ¢ utilizado para aproxima-los.

n n+l _  n+l
Ou|"™" _ iy ik (B.30)
ox i A,,
n n+l _  n+l
ov " Ui,j+% Ui,j—%
90 =—x (B.31)
Ylij Y
n+1
@ ~__ D2 o hy = hlvﬂfl G Hany (B.32)
ox i hl(hl + hg) =L hth J hg(hl + hg) Ly
com hy = 3(Ag,, + Ag) € hy = 5(As, + Asiyy).
n+1
% ~ h2 ’LL7-H_1 h2 - hl un—.H hl u@—frl (B33)
Ay |, hi(hy+hg) ™71 hihy % hg(hy + hg) WV
com hy = 3(Ay,_, +Ay) e hy =3(Ay, +Ay,.,).
Em (B.32) é utilizada interpolagao linear de incognitas nos niveis j — % eJ+ % para
substituir as incognitas v?fﬁj, ijl e v:fllj E em (B.33) as incognitas u?ﬁl, u?f e u?ﬁl

também sao substituidas por interpolagao linear, porém com incognitas dos niveis 7 — % e
Sl
1+ 3-

B.5.2 Formulacao tensao natural - NSF

Ao utilizar a formulagdo NSF, as derivadas existentes nas equagoes (3.30)-(3.32) e
(3.36)-(3.38) sao discretizadas da mesma maneira que as derivadas da formulacao CSF. E
importante notar que as derivadas temporais sao discretizadas de outra forma, apresen-
tada abaixo
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nt1 ntl _m o ut) ut =l el
au u’L,j - u’i,j . Z+27.7 + 7.7 Z+%,] 7'7%».7 B 34
Y VN 2A ’ (B:34)
i,j t t
1 n+1 n n
n+1 ntl _ .n vt u'tty =t — ot
ov Vi Vi ij+3 T ij—% ij+3 ij—3
_— prm— prm— 5 (B.35>
ot i AW 20
e que, agora, a nova variavel genérica, ¢, representa as variaveis naturais A, 1 e v:
n+l n nJrl n
6<U¢) _ 1+%,] 1+%,] zf— gblff (B 36)
~ 9 .
ox i A,
n n+1 n - TL+1 n
ove) " _ J+1¢ ij+3 ,j—lqzs ij—% B.37
o0 | T A . (B.37)
Y i Yj




APENDICE

C

Equacoes de movimento em termos das
variaveis naturais - detalhes

O objetivo deste apéndice é apenas detalhar os calculos para a obtencao das equagoes
de quantidade de movimento que envolvam somente as variaveis naturais. Uma intencao
futura é implementar uma versao NSF “pura” do co6digo. Assim, partimos da equagao

ou B <o 1-0 "
u = . 1
o+ V() = —Vp+ -V oV (A I), (C.1)
em que
A= A T T T 2wwT. C.2
Y + p(uw™ + wu') + |ul*ww (C.2)

Observe que sera necessario calcular o divergente de A — I, ou seja,

~

. A
V- (A_j[> =V [‘ PuuT—{—u( WT+WuT)—|—ﬁ]u]2wa—I] . (C.3)

Como vale a propriedade distributiva para o divergente, para manter a organizacao
dos célculos sao explicitados separadamente cada termo entre colchetes de (C.3). Assim,
temos:

u
Vo[ WT—l—qu)]:,&[W(V-u)—|—(u-V)w—|—u(V-w)—|—(w-V)u], (C.5)
Vlu

Usando a condi¢ao de incompressibilidade e reorganizando os termos, tem-se entao
que

~

v (A - 1) — (u-V) L )\|2u+uw +(w- V) (i + plu’w) + (fu + luPw) (V- w).

(C.7)
Logo, substituindo o termo acima em C.1, a nova equacao de quantidade de movimento
é dada por
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ou

B oo, 1-F A
4V (uu’) = — Iy v
5 + V- (uul) Vp+ o u+ ——— T (u-V) ™ |2u+,uw

(C.8)
+(w - V) (fu+ 2luf'w) + (fu + ojuf'w) (V- W)}

Agora, escreve-se os novos termos de (C.8) em coordenadas cartesianas bidimensionais
e, em seguida, a nova equacao de movimento. Os novos termos reescritos sao

~ |ul? ox dy VA +uf

W) Oi) | o) oui)

A
(u-V) [’ ’2u+uw

L e T oy Oy (C.9)
|u|2 ua(v)\) N u@(uﬂ) n Ua(v)\) i va<uﬂ) ) .
A ) 1 B 0 ufl — v
. 2 T - .. 9,
(w- V) (fu+ 0lul*w) ul2 ( Yor tu 8y ) ( vfL A ur )
1 i) . ,2w?) N LOup) . O(vp)
0 0 0 0
uf? { _on) o) | ol
) o 1 uft — vv _Ov Ou
(Mu+V|u| W) (V-w) = ’u’2 v+ ub ox * dy
( N ") _@ —+ @
I U N T (C.11)
vpT oz " dy

Finalmente, as equagoes de quantidade de movimento nas dire¢oes x e y sao dadas,
respectivamente, por

ou  Ouu) O(ww)  dp B [(Pu  u 1-p5 A(uX)  O(vjr)
ot * Ox N oy Oz * O0z? i 0y? - ReWi|u|? 1o oz
A(ufy)  A(vD) Aufpy) o) AN Avp) o {Ou v
Yoy T o N or " or oy oy | TN G, e
(C.12)

v, B(wo)  O(w) _ Ip, B (0% a%) 1-8 { . {8(1}/1) O(uD)

ot ox dy dy Ox? + oy? + ReWil|ul? ox + ox
a(v))  d(vj) (w))  A(up)  Avp)  A(ub) . fOou v
dy dy T ox * ox * Jy * dy + (v —up) dy Ox

(C.13)



APENDICE

D

Leis de escorregamento em termos das
variaveis naturais

A reescrita das leis Navier linear e Navier nao-linear em termos das variaveis da for-
mulagao NSF ¢é bastante simples. Tomando as equagdes (2.70) e (2.71) e também (2.72)
e (2.73), basta substituir o termo 7% por (2.44) nessas equagoes e, assim, tem-se

e Navier linear (m = 1):

ou 1—p0 /= N
Wpgrede = F K ——i—,—()\uv—i— u®—v —mw), 0 , D.1
pared, |:/6 ay WZ’U'Q M( ) parede ( )
ov 1—-08 /- e o .
Wporede = F k [O, ﬁﬁ_x + W ()\uv + a(u® —v°) — mw) parede. (D.2)
e Navier nao-linear:
ou 1—p0 /2 s o . "
Wpgrede = F K —+,—<)\uv+ u®—v —mw) , 0 , (D.3
e = (955 + s (v = i’ 7
ov 1-08 /% N 2 S "
Uparede = F K [0, <5a—x + Wiul? (Auv + a(u® —v7) — mw) . (D.4)
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APENDICE

I

Analise assintética da contracao:
solucao Newtoniana

Para a construgao da solu¢ao Newtoniana adimensionaliza-se a equagao (2.1) com (2.8)

mas mudando o termo da pressao para p = %ﬁ e obtém-se a equacgao de quantidade de
movimento
ou 1 I6]
— 4+ V- (uu") = ——Vp+ —V?u E.1
ot (uu) Re P T Re (E-1)

Além disso, é considerado um escoamento bidimensional estacionario com baixo nu-
mero de Reynolds (Re < 1) e, assim, os termos viscosos e o gradiente de pressao dominam
sobre os termos convectivos. Aplicando essas simplificagbes a equagao acima, obtém-se a
equacao de Stokes

0=—-Vp+ V. (E.2)

Aplicando nesta equagao o operador rotacional, tem-se

0=-V x(Vp)+V x (V?u), (E.3)

em que

o3u Pu v 03v

2 — _

V x (V u) = oy oy + 9 + 920 (E.4)
0*p 0*p

— -7 _ E.

V< (Vp) Ox0y  Oyox (E-5)

Substituindo (E.4) e (E.5) em (E.2), temos
3 3 3 3
0°u 8u_8v 0°v 0. (F.6)

Oyox? + oy Or®  Oxdy? B

Escrevendo as componentes do vetor velocidade em termos da fungao corrente

u = a_¢
v or’

e substituindo-as em (E.6), obtemos
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9t 4 4
v +2 oY + o =
oxt 0x20y? oyt

que, em coordenadas polares, é dada por

0, (E.8)

0% 2 9w 10% 20% 2 0 10% 4% 10y _

— — — - — — — =0, (E9
ort  r2or200%  rt900*  rord  r300%0r r2or:2  rt00%>  r30r (B9
que ¢é o operador biharmonico aplicado em 1, ou seja,
Vi = 0. (E.10)
Com o método de separagao de variaveis, a solugao de (E.10) é da forma
¥(r,0) = p(r)q(8). (E.11)

O interesse inicial é obter uma expressao para p(r). Para isso substituimos (E.11) em
(E.9) e obtém-se

p(r)g"" (0) + 2P (r)q"(0) + Pu(r)q(0) = 0, (E.12)

com

{Pl(r) 2p"(r) = rp/(r) + 2p(r), (E.13)

=r
Po(r) = rp!V(r) + 2r%p" (r) — r2p"(r) + rp/ (r).

Dividindo (E.13) por p(r), derivando em relagdo a r e com manipula¢do algébrica,
tem-se

s,
[%}] -~ (40
G

que ¢ valida somente se cada membro for uma constante, seja ¢ essa constante, ou seja,

2 {P_”} —c [ﬂ} (E.15)

p(r) p(r)

q"(0) = —cq(6). (E.16)

Derivando duas vezes (E.16) temos

" (0) = —cq"(0) = —c(—cq(9)) = q(0). (E.17)
Assim, substituindo (E.16) e (E.17) em (E.12), obtém-se a expressao

p(r)c*q(0) — 2¢Pr(r)q(0) + Pa(r)q(9) = 0, (E.18)
que, com Pi(r) e Py(r) de (E.13) e dividida por ¢(0), torna-se

itV (r) +2r%" (r) + (=2¢ — 1)r2p”(r) + (2¢ 4+ 1)rp/(r) + (02 — 40) p(r)=0. (E.19)
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A equacao acima é do tipo Cauchy [28] e tem por solugao base uma expressao da forma

p(r) =1"q(0). (E.20)

Desta forma, a fungao corrente v é escrita como
U(r,0) = r"q(0). (E.21)
Substituindo (E.21) em (E.9), tem-se

(n4—rn3+4n2)q+(2n2—4n+4)@+@:O (E.22)
de? = de* '

ou, conforme [30]

9 d2 ) d2
-2 — — =0. E.2
(=224 ) (24 5 )« (B.23
Tomando q(f) = e* em (E.23), encontra-se a equacio caracteristica

((n—2)"+#) (n* +12) =0, (E.24)

que tem como raizes complexas conjugadas: (n — 2)i, —(n — 2)i, ni e —ni. Assim, a
solucdo geral de ¢(#) é dada pela combinacdo linear das partes reais de e("=2) e ¢ [2]
q(0) = Ag cos (n#) + Bysen (nf) + Cp cos ((n —2)0) + Dysen ((n — 2)6), (E.25)

com Ag, By, Cy e Dy constantes reais.
Considerando, por simplicidade,

P(r,0) = r"q(0), (E.26)

podemos também escrever, como |[3],

q(0) = Agcos ((n+ 1)0)+Bysen ((n+ 1)0)+Cycos ((n — 1)0)+Dgsen ((n — 1)0). (E.27)

Agora, por meio das condigoes de contorno para u, constréi-se condi¢des de contorno
para ¢(f) utilizando (E.7) e também a forma polar do vetor velocidade u

1 0w
Ur = — 77>

7 g@ (E.28)
Ugp = —E

Levando em conta duas condi¢oes de contorno para a velocidade: condi¢ao no-slip e
impermeabilidade em ambas as paredes tem-se, entao

e em 6 =0:
no-slip
oY oY
=u=—. L — =
0=u By 0go, By
1oy oy
0=u, 90 0. LOgO’@G 0

impermeabilidade:
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_ 0y oY _
0=wv o Logo, %—O.
oy oy
O0=1uy = o Logo, E_O'
e em f = %7‘("
no-slip
oY oY
0= ——ax.Logo,a 0
oY oY
O_U‘g—_ﬁr'LOgO’ﬁ 0
impermeabilidade:
o oy
0O=u=—.L — =0
u By 0go, By
1oy (o
0=u, e 0. LOgO’@G 0.

3

Portanto, ¢ ¢ constante em 0 =0 e em 6 = 3

Assim, as condigoes de contorno para ¢(f) sao:
(a) em 6 =0: 0 =1(r,0) =r"1q(0) = ¢(0) =0,
(b) em § =3m: 0= (r,37) = r"Tlq (3n) = ¢ (37) =0,

)
_ %
00

(d) em 0 = 3m OZg—Qg:r ¢ (3m)=q¢ (37) =0,

(c) em§=0:0 =r"t1¢'(0) = ¢'(0) = 0,

ou de forma reduzida, ¢(0) = ¢’(0) = ¢ (%ﬂ') =dq (%ﬂ') = 0.
Aplicando as condigdes (a) e (c) em (E.27), obtém-se as expressoes

Ao+00 :()7
Bo(n+1) + Do(n — 1) =0,

que, substituidas em (E.27) e com manipulagoes algébricas produzem

2D,

q(0) = 2Cy sen (nb) sen O + —

[—n cos (nf) sen 6 + sen (nd) cos b] .

Para usar a condic¢ao (d), é necessaria a derivada de ¢(6), dada por

q'(0) = 2Cy [n cos(nf) sen 6 + sen(nh) cos 0] + 2Dy(n — 1) sen(nb) sen 6.

Aplicando (b) na equagao acima, tem-se

3 D 3
Cpsen (ym) - +01ncos <§7m) =0,

e, entdo, substituindo (d) em (E.32)

7 e, € tomado, por conveniéncia, 1) = 0.

(E.31)

(E.32)

(E.33)
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Con cos (gﬂn) + Dy(n — 1) sen <;7m) = 0. (E.34)

Assim, as expressoes (E.29), (E.30), (E.33) e (E.34) comp6em um sistema linear cujas
incognitas sao Ag, By, Cy e Dy. Inicialmente, serd determinado o valor de n impondo
que o sistema linear homogéneo seja possivel e indeterminado, ou seja, que a matriz de
coeficientes tenha determinante igual a 0:

ou seja,

n? = sen? (gﬁn) . (E.36)

Extraindo a raiz quadrada de (E.36)

n = +sen (gﬂn> , (E.37)

cuja solugao n = 0.5445 é a mais influente para ¥(r, ) = r"™q(0) com r — 0.

Portanto, quando r — 0, u = O(r%%4%) e, como Vu = O(r=045%) segue que T* =
O (04555,

Agora, com o valor de n = 0.5445, resolve-se o sistema linear de incognitas Ag, By, Co
e Dy. A matriz ampliada, obtida substituindo o valor de n na matriz de coeficientes
presente em (E.35), dada por

10 1 0 |0
0 15445 0  —0.45550
0 0 05444 02957 |0 |° (E.38)
0 0 —04567 —0.2480 |0
e, na forma escalonada
10 1 0 |0
0 15445 0  —0.4555] 0
0 0 05444 02957 |0 (E.39)
0 0 0 0 |0

Desta forma, D, é a variavel livre do sistema e, entao, a solugao é escrita como

Ay = —0.5432D,
By =0.2949D, . (E.40)
Co = —0.5432D,

Isolando Dy em termos de Cy em (E.40), substituindo esse termo e n = 0.5445 em
(E.31), obtém-se a seguinte expressao para g(6)
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q(0) = 2Cy{sen 0 [sen (0.544560) + 2.2008 cos (0.54450)] — 4.0419 sen (0.54456) cos 0}.
(E.41)
Finalmente, a expressao para a fungao corrente é

Y(r,0) = 2Cor>°{sen 6 [sen (0.544560) + 2.2008 cos (0.54450)]—4.0419 sen (0.54450) cos 0}.
(E.42)
Agora, retorna-se a equagao (E.2) de modo a determinar o comportamento assintotico
da pressao. O operador Laplaciano, em coordenadas polares é dado por

72 10 10

2_ - -2 -7 E4
v 87’2+r87’+7"892’ (E.43)
e, entao
_Vu (v, Y 20w 2, M0, 20U
Vp—VU—(V U= Ty ae)r—i—(V Up r2+r2 50 0. (E.44)
Assim, o gradiente de pressao é escrito, em termos de ¢, como
op 1 0% 1 0% 1 0%
oy _ - — E.4
or r20rof  ror200  rd 063’ (E-45)
op Py 0% 1 Y 1oy 2 0%
— = — — = —_— == E.4
00 “ors T a2 roroe? + r or + r2 062 (E-46)
Agora, usando (E.26), tem-se
@—TH_Q(W—{—(H—FUQ/) @__( _1)n—1(//+( +1)2) (E47)
B = q (), == (" +(n+1)%). :

Finalmente, de (E.47), tem-se que p = O(r"~1) = O(r~°4%%). Desta forma, o com-
portamento assintético das propriedades do escoamento Newtoniano é resumido como

7“0.5445 TS 7“_0'4555, —0.4555

u X poxr para 7 — 0. (E.48)

9



APENDICE

I

Equacoes em coordenadas polares

Nesse apéndice sao apresentados os operadores presentes nas equagoes e as equagoes
governantes escritas em coordenadas polares. Essas equagoes, nesse sistema de coordena-
das, sao utilizadas na analise assintotica.

Parte-se, entao, das relagoes entre as bases canonicas cartesiana {i,j} e polar {r, 0}

r = cos i —I—.sen9j, . (F.1)
0 = —sen i + cos 0],
com a relagao inversa dada por
i. = cosfr — sen 00, (F.2)
j =senfr + cos00.

Com essas relagoes, inicialmente, escreve-se o vetor velocidade u em ambos os sistemas
de coordenadas

u = ui + vj, (F.3)
u = u,r + u40, '

e, substituindo (F.1) e (F.2) em (F.3), obtém-se
U cosf) —senf Uy
<v>_(sen9 cos 6 ) (ug)’ (F.4)
(A cosf) send U
(u@)_<—sen6 COS@)(U)‘ (F.5)

No caso do tensor T, dado nos sistemas cartesiano e polar por

T=T"i+T%([ij+joi)+T" ], (F.6)
T=T"rer+T7r20+0xr)+T%) 20, '
as relagoes s@o obtidas ao substituir (F.1) e (F.2) em (F.6) e, assim, tem-se
T T \ ([ cos —senf T T cosf senf (F.7)
T T% )\ senf cosf T 7% —senf cosf )’ '

111
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e

T T\ cosf send T T cosf) —send (F.8)
T 1% ) = \ —senf cosf T T senf cosf )’ '
Para a construcao dos operadores é preciso considerar as relagdes entre coordenadas
cartesianas e polares

T =1rcosb,
y =rsend,
2y (F.9)
¢ = arctan £,
e, com isso, tem-se as seguintes derivadas parciais
or 00 sen 6
— =cosf, — =-— ,
Ox Ox r (F.10)
or 00  cosf '
— =senf, — = :
oy oy r

Utilizando a regra da cadeia, as derivadas parciais em relacao a x e a y sao escritas
como

o _oor 0w
or Ordr 000x’

9 _dor oo (10
dy Ordy 000y
Substituindo (F.10) em (F.11), tem-se
0 0 10
% = ECOS@ — ;% Sen@,
) 5 1 (F.12)
ay = Esen9+ =50 cos 0.

Destaca-se aqui duas importantes relagoes para a conversao das equagoes de coorde-
nadas cartesianas para polares

or

3=

00

30 =

Daqui em diante sao construidos os operadores presentes nas equacoes constitutivas
comecando pelo operador gradiente

0,
(F.13)

—rI.

e Operador gradiente V:

g, 9. [0 10
v_f)_x1+8_y = <Ecos9—;%sen9> (cosfr — sen 60) +

0 10
<E sen f + ~9g <8 0) (senfr + cos 00)
9, 10
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o Gradiente de velocidade Vu:

B (90 10() B O(u,r)  0(ugh)
Vu—V@u-(Er—l—;%O ® (u,r +upf) =r® 5 + o +
1 I(u,r)  O(ugh)\ ou, Ooupg 1 ou,
;9@( 50 + 50 =r®r o +0®ra—+—r®0 50 U0 +
du up
oo (™)
(F.15)
Na forma matricial, pode ser representado por
ou, 1 (0Ou, "
o v\og
Vu= dug 1 [y . (F.16)
or r \ 00 U
e Tensor taxa de deformacdo D = 1 (Vu+ (Vu)"):
ou, 1 |:8U9 N 1 <8ur " )]
B or 21 or "r\og
P Lyom 1w Lo (10
21 0r r\ 00 1o r \ 00 U
e Operador conveccao u - V:
0 10
u-Vv (’LLTI' + U@B) . (Er + ;@0)
Uy 0 0 Ug 0
= U,T rg—i—?r 089+u@9r5+799%, (F18)
ou seja,
0 Ug 0

e Conveccao do tensor T:

(u-V)Tz(uraa +1f@89) (T"ror+T°(r®0+0xr)+ 17760 ®0)
B OT™ g OT'™ Y
_r®r<ur ot 2T >+

aTTa UQ aTre UQ rr 00
r®0<ur ot ag 7(T ~-T )>+

oT% e 0T
i e 2 TT‘9
0e06 (ur or + r 00 r )
(F.20)

e na forma matricial

' B (w- V)T — 2% (w-V)77% 4 2o (T — 7%)
(11 V)T - ( (11 . v)Tre + % (Trr _ TGG) (u . v)TGO + 2%717"9 : (F21)
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e Deformacao afim do tensor polimérico (Vu) T + T (Vu)":

(Vo) T+ T (Vu)' =
2 Qur o T (Sur_y,) 70 [Zpr 41 (G +ur )] 2o T (ur )
o33 (S 7 T () 21100 272 (g,
(F.22)

e Equagao da continuidade V - w:

() 10() Ou, u, 10uy
u= 22 220 - (u, 0) = — 4+ ——. F.2
V-u <8rr+r80 (uyr + up0) 8r+r+r89 (F.23)
e Equacao constitutiva do modelo PTT:
orT’ IT™  wug OT'™ ou, 7900, T € 1— B ou,
r — =27 —2 T SJrr = ; )
ot " "“ar T a0 a2 a0 Twi 1o Wi or
(F.24)
oTr? oT™  wuy T Ug oug T Ou T €
. -v Trr__Trr___ T : 0 =
ot “ 8r+7’ 8«9+ r or r 80+Wz+1—6f€
1-p 0u9+18uT ug
Wi \(Or r 00 r )’
(F.25)
oT% T  wy0T? Ug Oug T% Ouyg 7% 7%
e om0 _ortZ0 o TU0 o 4 4
ot L or +r 00 * r or r 00 ruT+Wi+
€ 1—p8 (10us wu,
pr— 2— —_—— RS—
=5l =2 (r 20 r)’
(F.26)
onde
frr — (Trr + TOG)TTT7 fr@ — (Trr + TQO)TTQ, f99 — (Trr + TOQ)THH‘ (FQ?)

No caso das equagoes constitutivas da formulagao NSF, (2.39)-(2.41), sao alterados
apenas os termos convectivos com a equagao (F.19) e V - w é reescrito como

1 9 o [Oug  10u, 1wy ou,
V-w=— — — 4+ - - — 4 — . F.2
v lul4 [(ue ) ( or * raog r ) St 67‘} (.28)




