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Resumo

Em considerando-se dois subsistemas A ¢ B com espaco de estados
Ha e Hp e com o espaco do sistema total ( A+B ) associado ao produto
tensorial Ha ® Hp, alguns vetores desse sistema total podem ser decompostos
em um produto tensorial de dois vetores descrevendo o estado do sistema A e
B. Quando essa decomposicao ndo ¢ possivel, diz-se que os subsistemas estao

emaranhados.

Uma medida de emaranhamento utilizada ¢ a entropia de von
Neumann de um dos subsistemas. Neste trabalho utiliza-se a entropia de
Tsallis, uma generalizacdo da entropia de von Neumann, como medida de
emaranhamento.Faz-se uma comparacdo entre essas duas entropias como

medida do emaranhamento entre campos emergentes de um divisor de feixes

oticos.



i

Abstract

Let A and B be two subsystems with space of states Hx and Hp respectively,
being the space of the total system ( A + B ) associated to the tensorial product
H, ® Hg; some vectors of the total system may be decomposed in a tensorial
product of two vectors describing the state of system A and B . When this

decomposition is not possible, we say that the subsystems are entangled.

An usual measure of entanglement used in each one of the subsystems is
called von Neumann entropy. In this work we use Tsallis’ entropy, a generalization
of the von Neumann’s measure to entanglement. We compare the two entropies as a

measure of the entanglement between emerging fields of an optical beam splitter.
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Introducao

Atualmente tem-se dado muita atencdo a sistemas fisicos emaranhados. Alias,
muitos problemas conceituais na mecédnica quantica envolvem emaranhamento
quantico. O mais famoso destes problemas ¢ o paradoxo EPR [1]. O paradoxo ilustra
o significado fundamental dos emaranhados quanticos, em que uma medida de um
observavel em um dos sistemas correlacionados, determina o resultado da
propriedade correspondente na outra parte do sistema. Este “colapso” da funcao de
onda ocorre independente da distancia entre os dois sistemas.

Consideremos um par de sistemas quanticos rotulados pelos indices 1 ¢ 2. O
operador densidade reduzido descrevendo as propriedades do sistema I (2) ¢ obtida
fazendo o trago no operador densidade total p sobre o sistema 2 (1). Portanto,

pPro=Tra0 [p]

Os sistemas I e 2 estdo emaranhados se a medida de um observavel do sistema /
(2), projeta o sistema 2 (1) em um novo estado. A ndo ocorréncia deste fato implica
que as propriedades estatisticas dos dois sistemas sdo independentes. Neste caso, 0s
sistemas ndo estdo emaranhados. Para sistemas ndo emaranhados, o operador
densidade, do sistema total, pode ser escrito como um produto tensorial dos
operadores densidades dos sistemas separados, ou seja,

P=p1®p,

Contudo, se tal fatorizacdo nao for possivel, o sistema estd emaranhado.

Estados emaranhados desempenham papel fundamental no desenvolvimento do
processamento de informagdo quantica [5], permitindo aumentar a capacidade de
transporte de informacdes [6], bem como melhorar a sua eficiéncia [7]. O
emaranhamento pode ser a chave para a seguranca na comunicagdo, através da
criptografia quantica [2]. Geralmente, estas aplicacdes produzem melhores efeitos
com estados quanticos puros com emaranhamento méaximo. Em particular, avangos
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experimentais tém permitido a producao de fotons polarizados e emaranhados em um
espaco de Hilbert de dimensao (2 x 2) [17].

Um divisor de feixe ¢ um dos poucos dispositivos experimentalmente acessivel
que pode atuar como um emaranhador [3,15,18,19]. Neste trabalho, nos investigamos
as propriedades de emaranhamento de um divisor de feixe para campos de entrada
que estao nos “estados de Fock”. Tais estados, além da importancia tedrica, ja podem
ser obtidos em experimentos envolvendo ions em cavidades Opticas [22].

Nesta investigacdo, um problema importante ¢ a quantificagdo do grau de
emaranhamento; ou seja, de caracterizar o quanto o estado de um sistema ¢ separavel
ou ndo. Sabe-se que para sistemas com duas componentes num estado total puro, o
operador densidade descrevendo um dos sistemas serd misto. Nesse caso, a medida
da pureza de uma das partes nos diz se o sistema total ¢ emaranhado ou ndo. Uma
“medida” pureza ¢ a entropia. Esta dentro da interpretacdo estatistica de Boltzmann
¢ funcdo crescente com o emaranhamento, ou seja, com os estados acessiveis ao
sistema. Desta forma quanto maior a entropia de uma das partes, maior o grau de
emaranhamento do sistema conjunto.

A entropia dada por Boltzmann na mecanica estatistica classica, tem seu
equivalente na mecanica quantica conhecida como entropia de von Neumann [12].
A entropia de von Neumman associada com o estado quantico de um sistema
descrito pelo operador densidade p ¢

S=-Tr[ plnp ].

Recentemente Tsallis [10], propds uma generalizacdo da entropia de Boltzmann,
cuja versdo na mecanica quantica ¢é:

1-Tr[p*]

Sq Iq

O indice entropico g ¢ um parametro real, o qual estd relacionado com as
propriedades ( ndo extensivas ) do sistema fisico. No limite em que ¢ — 1, a
entropia de von Neumann ¢ obtida. A entropia de Tsallis tem sido aplicada com
sucesso em vdrios problemas envolvendo sistemas ndo extensivos, 0s quais ndo sao
bem descritos pela estatistica de Boltzmann. Dentre eles, podemos citar a
superdifusdo Lévy [11], turbuléncia em plasma de elétrons-puros [4] e andlise da
radiagdo de corpo negro [9]. Existem valores ou intervalos de valores mais
convenientes para o indice g dependendo do problema a ser tratado.
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Neste trabalho, iremos comparar grau de emaranhamento produzido pelo divisor
de feixe utilizando a entropia de von Neumann e de Tsallis, verificando desta forma
qual das duas oferece um maior grau de informagdo sobre os campos de saida do
divisor.

Deve-se salientar que o caso em que o sistema total se encontra em um estado
misto ou ¢ composto da soma de dois sistemas ndo existe um critério geral para
caracterizar o grau de emaranhamento. Como exemplo de um critério alternativo,
podemos citar o “pardmetro de covaridancia de emaranhamento” proposto por V.V.
Dodonov, A.S. M. de Castro e S. S. Mizrahi [28].
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Capitulo 1

Espaco de Hilbert ¢ Formalismo de Dirac

Neste capitulo estudaremos o espaco de Hilbert que ¢ um espaco de Banach
(espago normado) [24], cuja norma provém de um produto interno. Neste espacgo
encontraremos um subespaco formado pelas “funcdes de onda” que descrevem os
estados de um sistema quantico. Apresentaremos também o formalismo de Dirac,
que constitui uma poderosa ferramenta matematica no estudo da mecanica quantica.

1- INTRODUCAO
1.1 — Espagos L"

DEFINICAO 1.1 : Seja (Q,%,11) um espago mensuravel, p um numero real fixo,
p > 1. Definimos L” = L” (Q, du) pelo conjunto de todas as fun¢des mensuraveis
f:Q— C tal quel £ | " & integravel com respeito a p, isto é,| /| * € L, e para fe L”
definimos a norma de f como sendo:

71, = (1717 du n
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E facil verificar que essa definicdo de norma satisfaz as trés propriedades
abaixo:

i) aglle=1nll £
ii) I+ glle <l fllo+1lglls;
iif) Il 711 »=0 se f(x)=0 para todo x. (1.2)

1.2 - Espacos L’

Seja H um espaco vetorial sobre o corpo €. Um produto interno de H ¢é uma
fungdo ( , ) definida em H x H e tomando valores em T, satisfazendo as seguintes
condig¢des para todos x,y,ze He A € C:

1- (xx)>0e(x,x)=0seesomente se x=0

2- (x+y,z2)=(x2)*(y,2)

3- (Axy)=A(xy)

4- (xy) = (y,%) (1.3)

Um espago vetorial munido de um produto interno diz-se um espago
prehilbertiano. Resulta das condigdes acima que num espago prehilbertiano também

X,y +2)=(xy)+(x2) e (<, hy) = A (x,y) (1.4)

paratodosx,y,ze Heh € C.

PROPOSICAO 1.1 - ( Desigualdade de Cauchy — Schwarz ) —

Seja H um espago prehilbertiano. Se x, y € H, entdo:

| (x%y) < (%) (v,y) (1.5)

PROVA: Dadosx,y € He A € IR temos
0<(x-Ay,x-Ay)=(xX) -2 A Re (xy) + 1 (y.y)
Como isto vale para todo A € IR tera que ser

(Re(x,y) )* < (x,x) (¥y)
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Se (x,y) = 0, temos provado o resultado. Caso contrario, existe o € € com | o | = 1
tal que a (x,y) = 0. Substituindo X por o X no argumento acima obtemos

(Re(oxy) P < (0x,0%) (¥,y) = aa (xx) (¥,y) = () ()

Como

| (xy) [=(a(xy) | =a(xy) =Re (axy),

concluimos que | ( x,y) | 2 < (x,X) (v,y)

1

PROPOSICAO 1.2 - A fungio x € H - ||x|| = (x,x)* define uma norma em H

PROVA: Com excecdo da desigualdade triangular, as outras propriedades (1.2) sdo
de verificagdo imediata. Vejamos que || x +y || < || x || + || y || para todo x, y € H.
Temos

Ix+tyl[P=(x+y,x+y)

= [[xIP+(x,y)+(y,x)+[yl*
x| +2Re(x,y) +]lyll*
|

SxP+2 [(x,y) [ +]yll?
Usando a Desigualdade de Cauchy — Schwarz obtemos

Ix+ylP< IxP+2(x[ly[l+lyl*=Clxl+lyl)?

ficando assim provado o que pretendiamos.

Se o espago prehilbertiano H com a métrica dada por esta norma ¢ completo,
dizemos que H ¢ um espago de Hilbert. Ou seja, um espago de Hilbert ¢ um espago
de Banach ( espaco normado ) cuja norma provém de um produto interno.

EXEMPLO 1 - Dado o espago de medida ( Q, X, u ), consideremos em L? (L) o
produto interno

(f.g)=[fgdu (1.6)



1- Espaco de Hilbert e Formalismo de Dirac 14

Notar que este produto estd bem definido, uma vez que se f e L*> (n)
também f € L? (u) e portanto , pela desigualdade de Holder [24], fge L' ().

Este produto interno da origem anorma || ||, em L?>(n),e portanto L> () € um
espaco de Hilbert.

1.2.1 - Ortogonalidade

Um vetor x num espago prehilbertiano H diz-se ortogonal ay € H , e em
tal caso escreve-se X L y, se (x,y) =0 . Um subconjunto S c H diz-se ortonormal
se (x,x)=1 e (x,y)=0 paratodosx,y € Hcomx #y.

TEOREMA 1.1 ( Pitagoras ) - Se {x,}’,é um conjunto ortonormal num

espaco prehilbertiano H , entdo para todo x € H

n

Ix2= Y TGeax) 2+ x- Y (xxi) x| a(1.7)

i=1
PROVA: Escrevemos

n n
X = z (X,Xi)Xi+X—Z (X,Xi)X;
i=1

i=1
Podemos verificar facilmente que os vetores

n n

Z (X,Xi)x; € X-z (X, Xi)X;

i=1 i=1

sdo ortogonais. Logo

n n
xx) = | 2, (xxi)xi |2+ 1x- D, (xxi) x4
i=1 i=1

n n
=2 X P-Ix- 2 (xxi)xq|?
i=1 i=1

ficando assim provado o resultado.
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COROLARIO 1.1 - Se {x}”, & um conjunto ortonormal num espago

prehilbertiano H, entdo paratodox € H

n

Ixl22 3 [(xxi)P (1.8)

i=1

Dado um subconjunto S de um espaco prehilbertiano H, definimos como o
ortogonal de S como

St={xeH:(xy)=0VyeS} (1.9)

LEMA 2.1 - Sejam H um espago de Hilbert e F um subespago vetorial fechado de
H. Dado x € H, existe um tnico elemento z € F tal que:

X =zl =minyer | x -y || (1,10

PROVA: Sejam d = infycr || Xx—y|| € (yn)n uma sucessdo de elementos em
F com || X — y, || convergindo para d. Temos

[ Ym=Ya [P =1l (Ym—%) + (x=yn) [}
Usando a regra do paralelogramo obtemos
[ym=ya[P=2 [ ya =X [P+ 2 [[ym=x |- [ 2X = (ym+ya)I|?
=2 yn=x [P+ 2 ym—x[?-4]x=0,5 (ym+yn)I *
22| yn—x [P+ 2] ym—x|[?-4d
Como esta ltima expressao converge para 2 d*> + 2d? - 4 d> = 0 quando m, n — oo,
temos que (y » )n ¢ uma sucessao de Cauchy. Sendo F fechado, (y , ), converge para
algum z € F. Pela escolha da sucessao (y , )y € claro que |[x — z || = d.
Se z’ ¢ outro elemento de F tal que || x — 2’ || = d entdo pela regra do paralelogramo
2[x=z|P+2||x=2"|P=[z=2" [P +[2x—z—-2" |
Temos assim

2d+2d= |z=Z2 [P+4[x-05(z+2") |
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Como 0,5(z+z)eF temosque|x—0,5(z+2" )| >d,eportanto ||z—2z"| =0.
Como facilmente se pode observar na prova do lema anterior, ndo é necessario exigir

que F seja um subespaco vetorial de um espaco de Hilbert. De fato, basta que F seja
um subconjunto convexo completo de um espacgo de prehilbertiano.

TEOREMA 1.2- Sejam H um espago de Hilbert e F um subespago fechado de H.

. . , e 1
Todo x € H pode ser escrito de maneira inicacomox=z+wcomz e Few € F.

PROVA: Seja x € H. Pelo lema anterior existe z € F a distdincia minima de x.
Tomando w = x — z , temos claramente x = z + w. Fazendo d = || x — z || temos para
todoy € Fetodo A € IR.

d*<[[x-(z+Ay)|[*=[[w-Ay[?=d*-2LRe (wy)+A*[ly|}

Assim,
-20Re (w,y) + A2 ||y |[F=0 vVielR

Daqui resulta Re (w,y) = 0. Usando Ai em vez de A de modo analogo se mostra
que Im (w,y)=0,0quedd (w,y)=0.0Ouseja,we F".

SezeFew e F' sdotaisquex=2z"+w’,entdo z-z'= w-w’.Comoz-z €
Few-w e F  terAqueserz=zew=w’.

Sejam H um espago de Hilbert e F um subespago fechado de H. O teorema
anterior permite-nos definir a proje¢do ortogonal de H em F,

P:H —» F
X b z (1.11)

onde z é o unico elemento de F tal que x =z + w, com w € F*. Esta é uma
aplicacdo linear continua com || P |[=1sempre que F= {0 } .

Dado um espago de Hilbert H e y € H , as propriedades do produto interno
mostram que a aplicacao

(y, ):H — C
X = (y,x) (1.12)

define um funcional linear em H . Além disso pela Desigualdade de
Cauchy - Schwarz temos |(y,x)|<| x| ||yl eportanto(y, )e H (H éo
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espago dual de H ), isto ¢, (y, ) ¢ um funcional linear continuo . O proéximo
resultado mostra que estes sao os unicos funcionais lineares continuos em H.

TEOREMA 1.3 ( Lema de Riesz) - Seja H um espaco de Hilberte A € H'
(H ¢o espaco dual de H ) . Existe um tnico y € H tal que A(x) = (y, X ) para todo
x € H. Além disso, || A || =]y ||

PROVA: Seja K o nucleo de A, isto ¢ , o conjunto dos x € H tais que A(x) =0.
Pela continuidade de A temos que K ¢ um subespaco fechado. Se K = H temos
A(x) = (x,0) para todo x € H e temos o resultado. Se K # H, entdo pelo Teorema

1.2, existe algum w e K\ {0} . Mostraremos que y = A(w)|| w || > w, tem as
propriedades requeridas. Se x € K entdo

A(x)=0= (x.y)
Se x = oo w para algum o. € T entdo
AR =Alw) = aAW)=( aw, AW)[|w[?w)=(x,y)

Como os funcionais A e ( , y ) coincidem em K e w , devem coincidir no espago
gerado por K e w . Temos paratodox € H

- A()C)w)ﬁLA(x)w MweK

, com X -

x=(x
A(w) A(w) A(w)

Assim, A(x)=(x,y)paratodox € H.Faltaverque| A||=] y|. Temos

[ A[l=sup[ AX) | =sup[(x,y)|<sup [[y[[lIx =]yl

[lx(I<1 [lx(I<1 [lxlI=1

Por outro lado,

IA]=sup| A®) = [A(—2)] =(-2= )=y,
<1 |l Iy

donde se conclui que tera de ser || A || =1y ||.

NOTA: Para o espaco de Hilbert L2 (), temos que , dado A € (L2 (pn)) , pelo
Lema de Riesz existe algum g € L? (n) tal que

A(f)=[gf du paratodofe I*(p) (1.13)
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Uma vez que o Lema de Riesz da uma identificacdo entre um espago de
Hilbert H e o seu dual H , resulta que uma sucessdao ( X, )» em H converge
fracamente para x € H se e somentese (y, X, ) > (y,x)paratodoy € H.

1.2.2 — Bases Ortonormais

Dado um espago de Hilbert H, dizemos que um subconjunto S de H ¢ uma
base ortonormal de H se S ¢ um conjunto ortonormal maximal para a inclusdo, isto
¢, S ndo esta estritamente contido em nenhum outro conjunto ortonormal de H.

TEOREMA 1.4 — Todo espaco de Hilbert tem alguma base ortonormal

PROVA: Consideremos O a cole¢ao de todos conjuntos ortonormais do espago de
Hilbert H, ordenado pela relagdo de inclusdo. Assim, O ¢ parcialmente ordenado e
ndo vazio, uma vez que qualquer conjunto formado apenas por um vetor unitario ¢
um conjunto ortonormal. Se { S, }o ¢ o ¢ uma familia totalmente ordenada de
elementos de O, entdo U, _, Sy ¢ um conjunto ortonormal que ¢ um majorante para
{So}o c A . Pelo Lema da Zorn ( LEMA DA ZORN : Seja A um conjunto ndo vazio
parcialmente ordenado. Se todo subconjunto linearmente ordenado de A tem um

limite superior , entdo A tem um elemento maximal ) concluimos que O tem algum
elemento maximal..

LEMA 1.2 —Se { ¢ 4 }o c1 € um conjunto ortonormal, entdo para cada x € H ,
existe no maximo uma infinidade numeravel de indices o € I tais que (x,e ) #0.

PROVA: Paracadan=1,2,... definimos

So= {ex: [(X,€0)|>>——

Pelo Coroléario 1.2 , cada S, tem no maximo (n — 1) elementos . Como o
conjunto dos e, para os quais ( X, €, ) # 0 ¢ igual a unido dos S, , temos provado o
resultado.
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TEOREMA 1.5 - Seja H um espago de Hilbert € { €  }o <1 uma base
ortonormal.
Entdo para cadax € H

x=Y (x,ea)ea e [x]7= 3 [(x,ea)l (1.14)

ael ael

sendo o valor dessas somas independente da ordem das parcelas.

PROVA: Sabemos pelo Lema 1.2 que (x,e 4 ) # 0 para no maximo uma
infinidade numeravel de valores de oo € 1, os quais ordenamos arbitrariamente por
ap, o, ...

n
Como z | (x,eq )]|?¢ limitada, pelo Corolario 1.2 ¢ monotona, entdo converge

i=1

n
para algum ntimero real quandon — oo . Tomando x = Z (X,€qi)€q ,temos
i=l

paran>m

n

n
% -xm P =112, (X,ea)eai I2= D, [(X,eq)?
i=1

i=m+1

Concluimos que ( X, )n ¢ uma sucessao de Cauchy e portanto converge para algum
x’ € H. Temos para cadaj > 1

n

(x=%",eqj) = lim(x- > (x,eai)eai Caj) = (X,€0q;) - (X,€qj)
i=1

=0

esea #a; paratodoj>1,também temos

(x—-%x",eq ) = lim(x—z (x,€qi)€qi Cq) =0

i=1

Temos assim que (X —x’) e e, sdo ortogonais paratodoo € I.Como { €y }oe
¢ um conjunto ortonormal maximal devera se x —x’ =0, ou seja

n—>x0

n
x=lim ) (x,eqi)eai
i=1

o que da a primeira igualdade. Finalmente,
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n

n
Ix11? = Tim (X, (x,eai)eai, ), (X,€ai)Cai)
i=1

i=1

n—>0

= llm Z (x, eai )(x9 eg_i )(eai ’ eai )
i=1

n

= lim ) [(x,eqi)]?

n—owo
i=l

o que da a igualdade da norma.

TEOREMA 1.6 - Sejam H um espago de Hilbert € { € 4 }o < 1 um conjunto
ortonormal de elementos de H. As seguintes condigdes sao equivalentes:

1. {e€q}oec1€uma base ortonormal de H
2. As combinagdes lineares finitas de elementos de { € o }« < 1 S30 densas em H.
3. SexeHétalque(x,e,)=0paratodoa €1, entdox=0

PROVA: Se { € , } <1 ¢ uma base ortonormal de H , entdo pelo Teorema 1.5 resulta
que qualquer elemento de H pode ser aproximado por uma combinagdo linear finita
de elementos { € o }4 <1, € portanto temos a segunda condicao.

Suponhamos agora que vale a segunda condi¢do. Seja F o conjunto das combinagdes
lineares finitas de elementos de { e 4 }qc1.Se x e Hétalque (x, e, ) = 0, para
todo a € I, entdo também ( x ,y ) = 0 para todo y € F. Da densidade de F ¢ da

continuidade do produto interno, resulta que ( x ,y ) =0 para todoy € H , e portanto
x=0.

Se vale a terceira condi¢do, entdo € claro que { € 4 }o < 1 € um conjunto ortonormal

maximal e , por defini¢do , uma base de H.

Descrevemos a seguir o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt,
que permite a partir de um conjunto de vetores independentes construir um conjunto
de vetores ortonormais que geram o mesmo espaco. Sejam X; , Xp, ... vetores
linearmente independente num espago prehilbertiano. Definimos

Y1 =X zi=yi1/lyl

y2=X2-(21, X2) 21 2=y2/ y2|l
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n—1

yn=Xn-z (zk, Xk ) Zk Zo = Yn/ || Yall

k=1

O conjunto de vetores { z, }»n € um conjunto ortonormal com a propriedade
adicional de para cada n = 1,2,... os vetores z; , 7, , ...., Z, gerarem O mMeSmMo
espaco que os vetores X; , X2 , ..., Xn . Em particular, o conjunto das combinagdes
lineares finitas de vetores de { z, }, coincide com o conjunto das combinagdes
lineares finitas de vetores de { X, }n .

TEOREMA 1.7 — Um espago de Hilbert tem uma base ortonormal numeravel se e
somente se esse espago € separavel.

PROVA: Seja { X, }n um subconjunto numeravel denso no espaco de Hilbert H .
Podemos a partir daqueles vetores formar um subcolecdo de vetores linearmente
independente cujo conjunto das combinacdes lineares finita coincide com o conjunto
das combinagdes lineares finitas de todos os X, . Aplicando o processo de
ortogonalizagdo de Gram — Schmidt a este conjunto de vetores linearmente
independente obtemos um conjunto ortonormal que, pelo Teorema 1.6, constitui uma
base ortonormal de H.

Reciprocamente, se { e, }» ¢ uma base ortonormal numeravel de H, o conjunto das
combinagdes lineares finitas de vetores de { e, }» com coordenadas em T ¢é denso é
H. Como este conjunto ¢ numeravel , H ¢ separavel.

TEOREMA 1.8 - Sejam H um espago de Hilbert separavel e N o cardinal de uma
base ortonormal de H.

r . ~ y . . . N
1. Se N é finito , entdo H é isometricamente isomorfoa T .
2. Se N ¢ infinito, entdo H é isometricamente isomorfo a /2 (IN) | onde

r2(Ny=1{a:lah=()Y |al?)"? <o}

keN

PROVA: Seja {e,}", uma base ortonormal de H. Se N = « , consideremos a
aplicacdo linear

U:H — (2(N)
X = {(x,en)
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Pelo Teorema 1.5 , U esta bem definida, ¢ injetiva e preserva as normas. Falta ver a

sobrejetividade de U. Dado (a,), € ¢2 (IN) definimos x, = Z a; ¢; . Analogamente
i=1

ao que fizemos secdo 1.1, podemos provar que { X, }» ¢ uma sucessdo de Cauchy.

Se x € H ¢ o limite da sucessdo { X, }» , entdo para cadam e N

n
(x,em)= ( limz 2 €,€em )= am
n—)ooi:l

Ou seja, U(x) = (an)n - Se N ¢ finito , de modo analogo se prova que a aplicagdo
U:H - CV

x = {(x,e1),(x,€)..,(x,ex)}

¢ um isomorfismo linear que preserva as normas.

1.3 — Espaco de Hilbert e a Mecanica Quantica

1.3.1 - Introducio ao formalismo da Mecanica
Quantica

Como conseqiiéncia da dualidade ONDA — PARTICULA, nés somos obrigados a
rever algumas concepgoes:

e O conceito classico de trajetoria, deve ser substituido pelo conceito de
estado varidavel com o tempo. O estado quantico de uma particula , como um
elétron, ¢ caracterizado por uma fungdo de onda \y(r,t), a qual contém toda
informacao possivel de se obter da particula.

e y(rt) ¢ interpretada como a amplitude de probabilidade da presenca da
particula. Desde que sejam continuas as possiveis posi¢des da particula, a
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probabilidade dP(r,t) de uma particula estar, no instante t, no elemento de
volume d’r = dxdydz , situado em um ponto r deve ser proporcional a dr e
portanto, infinitesimal. | y(r,t) | > ¢ interpretado como a correspondente
densidade de probabilidade, com

dP(r,t) = C | y(r,p) |2 dr (1.15)

onde C ¢ uma constante de normalizacao.

COMENTARIOS:

Para um sistema composto de uma Unica particula, a probabilidade total de
achar a particula em algum lugar do espago, num dado instante t, ¢ igual a 1:

j dP(r,t) = 1 (1.16)

Como dP(r,t) ¢ dada pela formula (1.15) , concluimos que a fungdo de
onda \y(r,t) deve ser quadrado integravel, ou seja :

j | y(r,t) |2 dr ¢ FINITA (1.17)

Portanto as fungdes de onda (r,2) pertencem ao Espaco de Hilbert.

E evidente que o conjunto de fungdes contidas no Espaco de Hilbert ¢
extremamente extenso.No entanto, do ponto de vista fisico, estamos interessados em
uma familia de fun¢des que possuem certas propriedades de regularidade. Nos vamos
concentrar nossa aten¢do apenas em funcdes de onda y(r,¢) que sdo definidas em
todos os pontos, continuas e infinitamente diferenciaveis ( por exemplo, estabelecer
que uma fungdo ¢ descontinua em um dado ponto ndo tem significado fisico, desde
que nenhum experimento nos permite acessar um fendmeno real em uma escala
muito pequena (PRINCIPIO DA INCERTEZA)) . Podemos também nos restringir a
funcdes de onda que tém um dominio limitado ( o que torna certo que a particula
pode ser encontrada em uma regido finita do espaco, por exemplo dentro do
laboratorio ).

Chamaremos entdo de I o conjunto composto por fungdes de onda

pertencentes a L? , mas que sejam “suficientemente regulares” (3 ¢ um subespago
de L?)
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1.3.2 — Estrutura do Espac¢o Vetorial 3 das
funcoes de onda

1.3.2.1 — Produto Escalar

Definicio: Para cada para de elementos de I, ¢ (r) e y(r) , tomados nesta ordem,
nds associamos um namero complexo, denotado por ( @ , v ), que por definicao ¢
igual a

(o,w)=[ e My ®r (1.18)

(@, vy ) ¢ o produto escalar de \y(r) por ¢ (r) ( esta integral converge se ¢ ¢
pertencema J )

PROPRIEDADES:
©@.v)=(v.,0)" (1.19)
(@, A1 vi+t2y2)=A (@, y1) T A (e, y2) (1.20)
(M@t h@,y)=M (@1,y)+h (92,¥) (1.21)

O produto escalar ¢ linear com respeito a um segunda fung¢do do par e
antilinear com respeito a primeira.

Se (p,y)= 0 ,entdo ¢ ey sdo ditas ortogonais.
(v.w) = [ lv@p dr (122)
¢ um numero real e positivo, o qual é zero se e somente se \y(r) = 0

J(W,¥) ¢ chamado de norma de y(r).

1.3.2.2 - OPERADOR LINEAR

Defini¢do: Um operador linear A ¢ , por definicdo , uma entidade matematica que
associa a cada funcdo y(r) € 3, outra funcao y’(r), tal que:
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W(r)=Ay(r) (1.23)

AfAiyi(r)+ 2y (r)] =AAyi(r)+ A Ay (r) (1.24)

Como exemplo de operador linear podemos citar o operador paridade I1, cuja
definicao ¢:

HW(XJY’Z):W('X,'ya'Z) (125)

e PRODUTO DE OPERADORES
Sejam A e B dois operadores lineares. O produto AB ¢ definido por:
(AB)y (r)=A[By(r)] (1.26)

B atuando em y(r) , leva a ¢(r) = B y(r), sendo que A passa a atuar na nova
fungdo ¢(r).

Em geral, AB #BA . Nos podemos chamar de comutador de A e B o
operador escrito como [ A , B ] e definido por:

[A,B] = AB-BA (1.27)

1.3.2.3 - BASE DISCRETA ORTONORMAL EM 3J: {u;(r)}
Definicdo: Consideremos um conjunto de fungdes de I , rotuladas pelo indice
discretoi (1=1,2,3,....) uj(r) € 3
e O conjunto { u; (r) }_¢ ortonormal sec:
(ui,u)= j Frou’(r) v () =35 (1.28)
onde 0 jj € a fungdo delta de Kronecker.

e {u(r)} constitui uma base, entdo toda funcdo y(r) € I, pode ser expandida
em uma unica combinagao de u; (1) :

y(r)=> ciu) (1.29)

i
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e A componente de uma fun¢do de onda nesta base ¢ dada pelo produto escalar
da funcao com o elemento da base associado aquela componente, ou seja:

¢i = (uj, ) = j &r u*(r) y(r) (1.30)

1.3.3 - ESPACO DE ESTADOS - NOTACAO DE DIRAC

Consideremos a seguinte situacdo em R3 : a posi¢ao de um ponto no espago
pode ser descrita por um conjunto de trés nimeros, os quais sdo as coordenadas com
respeito ao um dado sistema de eixos definidos. Se mudarmos o sistema de eixos,
outro conjunto de coordenadas passa a corresponder ao mesmo ponto. Contudo, o
conceito geométrico de vetor e o calculo vetorial, nos libertam da preocupagdo de
mencionar um sistema de eixos especifico.

Vamos usar um tratamento semelhante na mecanica Quantica: cada estado
quintico de uma particula sera caracterizado por um vetor de estado
pertencente a um espago abstrato , &, , chamado de espaco de estados de um
particula.

Vamos agora definir a notagdo e as regras de célculo vetorial em g,..

1.3.3.1 - O VETOR “KET”
e Notacao

Qualquer elemento, ou vetor, do espaco ¢ , ¢ chamado de ket . E
representado pelo simbolo | >”. Por exemplo: |y >

Como o conceito de funcdo de onda nos ¢ familiar, podemos definir o

espaco €, dos estados da particula pela associagdo com toda funcdo y(r) quadrado
integravel, um vetor ket |y >de g, :

yr)e I < |y> € g (1.31)
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1.3.3.2 -0 VETOR “BRA”
e Definicio de espaco dual ¢

Por defini¢do, um funcional linear y , ¢ uma operacdo linear que associa um
numero complexo a todo ket |y >:

x
ly>e € —> numero ¥ (|y>)

Y(Mlwi>+ Raly>) = My (lvi>)+th x (Jy2>) (1.32)

Pode ser mostrado que um conjunto de funcional linear definido nos kets [y >
e € , constitui um espaco vetorial, chamado de espaco dual de ¢ , e que sera
simbolizado por € .

Qualquer elemento do espaco & ¢ chamado de vetor bra, ou simplesmente,
um bra. E simbolizado por < | Por exemplo, o bra <y | designa o funcional linear

x. Logo, podemos usar a notagdo < y | v > , para denotar o nuzmero obtido da
atuacdo do funcional linear <y | no ket | y >:

x(lw>)=<yxlw> (1.33)

o CORRESPONDENCIA ENTRE KETS E BRAS

A existéncia de um produto escalar em € nos possibilita mostrar que
. * .
podemos associar, com todo ket |@> € &, um elementode € ,ouseja,um
bra, que sera representado por < ¢ | .

O ket | ¢ > nos possibilita definir um funcional linear , o qual associa
(linearmente) , com cada ket |y > € &, um niamero complexo que ¢ igual ao
produto escalar (| @ >, |y >) de |y >por|op>.

Seja < ¢ | um funcional linear; portanto podemos definir a relagao:
<oly>=(lo>]y>) (1.34)

No espaco € , o produto escalar ¢ antilinear com respeito ao primeiro vetor.
Na notagdo (1.34), podemos expressar como segue:

Mler>t [@>,|v>) = M*(er > [y>)+h* (2>, |y >)



1- Espaco de Hilbert e Formalismo de Dirac 28

=MF<o [y >+ h* <@ y>
=M* <@t M*<@p|) |y > (1.35)

De (1.35) percebemos que a relagdo entre o bra e o ket associado ¢ dada por:

MI@OI>+0 | 02> = M*F<@ |+ 0% <@y (1.36)

e Produto escalar na notacdo de Dirac
<ply>=<y|p>* (1.36)
<@OlMyI Ay >=AM<o|y >+t <o |y:> (1.37)
<Mt |y>=M*<e|y>+th*<@|y>  (1.38)

<y | y > real, positivo; zero se e somente se | y > =0 (1.39)

1.3.3.3 - OPERADOR LINEAR

Definicdo: Um operador linear A ¢, por definicdo , uma entidade matematica
que associa a cada ket |y > € ¢, outro ket | y’>, tal que:

> =Aly> (1.40)

Alhi|lyi>+ Ay [y2>] = L1 Ay >+ M Afyr> (1.41)

O produto de dois operadores A e B, representado por AB , ¢ dado por
(AB) |y >=A(B|y>) (1.42)

Primeiro B atua em | y >, levando ao ket (B | v >) ; entdo A atua no ket
(B| y>). Em geral , AB #BA.

O comutador [ A, B ] de A e B ¢, por defini¢do:

[A,B] = AB - BA (1.43)
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Sejam | @ > e | y > dois kets. No6s chamamos de elemento de matriz de A
entre | @ > e | y >, o produto escalar:

<ol (Aly>) (1.44)

Conseqlientemente, ¢ um numero, o qual depende linearmente de | ¢y > e
antilinearmente de | ¢ >.

o Exemplo de um operador linear: PROJETOR
Seja | y > um ket normalizado:

<yly>=1 (1.45)
Consideremos um operador P,, definido como:

Py=|y><y| (1.46)
Sua atuacdo em um ket | ¢ > :

Pylo>=[y><v|o> (1.47)

P, atuando em um arbitrario ket | @ >, d4 um ket proporcional a | y >. O
coeficiente de proporcionalidade ¢ o produto escalar de | @ > por |y >.

O significado geométrico de Py, é claro: ¢ o operador “projecio ortogonal “no
ket | ¢ >.

Esta interpretag¢do ¢ confirmada pelo fato de P2, = P, ( projetar duas vezes sobre
0 mesmo vetor ¢ o equivalente a projetar uma Unica vez ). Verificando:

Py =P, Py=|y><y|y><y| (1.48)

Nesta expressao, < y | y > ¢ um numero, o qual e igual a 1 (formula (1.45)).
Portanto:

Py =|y><y|=P, (1.49)

e 0 OPERADOR ADJUNTO “A"” DO OPERADOR LINEAR “A”

A correspondéncia entre os kets e os bras, estudada anteriormente, nos permite
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associar com todo operador linear A , outro operador linear A" , chamado de
operador adjunto ( ou Hermitiano conjugado ) de A.

Seja | w > um ket arbitrario de €. O operador A associa a ele outro ket |y * > =
Aly>.

Para cada ket | y > corresponde um bra < y | ; da mesma maneira, |y © >
corresponde a < w ‘| . Esta correspondéncia entre kets e bras, nos permite definir a
acdo de um operador A" associado com o bra <y | correspondente ao ket | y > ; o bra
< y ‘| correspondente ao ket | ¢ *> = A |y > ( ver esquema abaixo).

A
‘\If> T ’\I!‘> :A‘\II>
A+
<y| == <y‘l= A<y
A" é um operador linear, definido pela formula:
ly > =Aly> &<y‘|= A<y (1.50)

De (1.50) é facil deduzir outra importante relagdo satisfeita pelo operador A"
Usando as propriedades do produto escalar, podemos escrever:
<\Ij‘|(p>=<(p|\lj‘>* (1.51)

onde | ¢ > ¢ um ket arbitrario de €. Usando a expressao (1.50) para | v >e <y ‘|,
nds obtemos:

<y A" o> =<o|Aly>" (1.52)

arelagdo ¢ valida paratodo | > e |y >.

e OPERADOR HERMITIANO

Um operador ¢ dito ser Hermitiano se ¢ igual ao seu adjunto, ou seja ,

A=A" (1.53)
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1.3.3.4 - REPRESENTACAO NO ESPACO DE ESTADOS

Escolher uma representacao significa escolher uma base ortonormal no espago de

estados €. Vetores e operadores sao entdo representados nesta base por numeros:
componentes para os vetores e elementos de matriz, para os operadores.

A escolha de uma base €, a principio, arbitraria. Contudo, é 6bvio que um
problema particular a ser estudado, pode ser resolvido com célculos mais simples
dependendo da representagdo escolhida.

¢ RELACAO DE ORTONORMALIZACAO

Um conjunto de kets ( { | ui > } ), ¢ dito ser ortonormal , se os kets deste
conjunto satisfazem a relagcdo de ortonormalizagao:

<u;| u; > = §j; (1.54)

e RELACAO DE FECHAMENTO
A relagdo

P=> |u><uyl|=1 (1.55)

onde 1 ¢ o operador identidade em g, é chamada de relacio de fechamento. Ela
expressa o fato que o conjunto de kets ( { | u;> } ) constitui uma base. Para todo ket

| v > pertencente a €, nds podemos escrever :

ly>=1|y>=Ply>= > |u><u|y>

ly>=>" ci|u> (1.56)

com
ci=<u|y> (1.57)

Portanto, todo ket | > tem uma tinica expansao na base { | u; > }.
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1.3.3.5 - EQUACOES DE AUTOVALOR - OBSERVAVEIS

o AUTOVALOR E AUTOVETOR DE UM OPERADOR

Definigdo: |y > ¢ dito ser um autovetor ( ou autoket ) de um operador linear A , se:
Aly>=L|y> (1.58)
onde A ¢ um numero complexo. Vamos agora apresentar algumas propriedades da
equacdo (1.58), a equacdo do autovalor do operador linear . Em geral, esta equacgio
possui solugdes apenas quando A assume certos valores, chamados autovalores de

A . O conjunto de autovalores ¢ chamado de espectro de A.
Podemos notar que , se | v > ¢ um autovetor de A com autovalor A, o | y >
(onde o ¢ um numero complexo arbitrario ) ¢ também um autovetor de A com o

mesmo autovalor:

Alaly>)=aAly>=al|y>=A(a|y>) (1.59)

e OBSERVAVEL

PROPRIEDADES DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES DE UM
OPERADOR HERMITIANO

Vamos apresentar dois importantes resultados que sdo validos quando o operador ¢
Hermitiano, ou seja:

AT =A (1.60)

1. Os autovalores de um operador Hermitiano sdo reais
2. Dois autovetores de um operador Hermitiano correspondentes a

autovalores diferentes, sdo ortogonais entre si.
(1.61)

DEFINICAO DE UM OBSERVAVEL

Vamos considerar um operador Hermitiano A . Por simplicidade, vamos
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assumir que o conjunto de autovalores formam um espectro discreto { a, ; n =
1,2,3,....}. Vamos chamar de | y, > os autokets associados aos autovalores a, .

Alyn> = ay [yn> (1.62)

Das propriedades (1.61) , temos que :
< Yn ‘ Wn > = 8nn’ (163)
Por definigdo , o operador Hermitiano A ¢ um observdvel , se seu sistema

ortonormal de autovetores forma uma base no espago de estados. Isto pode ser
expresso pela relagcdo de fechamento:

2 lwm><yal=1 (1.64)

e Exemplo: O PROJETOR P,
Vamos mostrar que o projetor Py, =|y><wy | (com<y|y> =1 )éum
observavel. P, ¢ um operador Hermitiano e seus autovalores sdo 1 € 0 .

Consideremos um arbitrario ket | ¢ > no espaco de estados. Podemos escrever
na forma:

[@>=Py[@>+(1-Py)|o> (1.65)
P, | ¢ > € o autoket de P,, com autovalor 1. Agora, desde que P2, = Py:

Py (Py|0>)=P | 9>=P,| > (1.66)

(1 -Py)|e>¢étambém um autoket de P, , mas com autovalor 0 , como podemos
ver de :

Py (1-Py)|@>=(Py-P%)|9>=0 (1.67)

Portanto, todo ket | ¢ >, pode ser expandido nos autokets de P,, . Logo P, é um
observavel.
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e CONJUNTO DE OBSERVAVEIS QUE COMUTAM

Apresentaremos trés importantes teoremas, cuja demonstracdo pode ser
encontrada em [26]:

Teorema 1

Se dois operadores A e B comutam, e se | y > € um autovetor de A,
(B | v >) étambém um autovetor de A, com o mesmo autovalor.

Teorema Il

Se dois observaveis A e B comutam, e se | y; > e | y; > sdo dois
autovetores de A com diferentes autovalores , o elemento de matriz
<wy;|B|wy;>é:zero.

Teorema IIl ( FUNDAMENTAL )

Se dois observaveis A e B comutam, é sempre possivel construir uma
base ortonormal no espaco de estados com autovetores comuns a A e
B.

(1.68)

C.S.C.O - CONJUNTO COMPLETO DE OBSERVAVEIS QUE
COMUTAM

Por definicdo , um conjunto de observaveis A, B, C, ... ¢ chamado de um
C.S.C.O (sigla em inglés de : Complete Sets of Commuting Observables ) se :

1. todos os observaveis A, B, C, ... comutam aos pares,

2. especificando os autovalores de todos os operadores A, B, C ... determinamos
um unico (a menos de fator multiplicativo ) autovetor comum.

Ou de maneira equivalente
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Um conjunto de observaveis A, B, C ... é um C.S.C.O, se existe uma UNICA
base ortonormal composta de autovetores comuns a todos eles.
(1.69)

OBSERVACAO: Para um dado sistema fisico, existem varios C.S.C.Os .

1.3.3.6- AS REPRESENTACOES {|r>} e {|p>}

Defini¢do: Sejam duas particulares “bases” de I : {&o(r)} e { vp(r)}.
Elas ndo sdo compostas de fung¢des pertencentes a 3:

Cro(r)=8(r—ro) (1.70)

i
P

Opo (F)=(21h )2 ™’ (1.71)

contudo, toda fun¢do quadrado integravel pode ser expandida em uma ou outra desta
“bases”.

Como fizemos anteriormente, vamos associar a cada uma destas bases um ket
do espaco de estados:

Ero (1) < [10> (1.72)
Upo (1) <[ po> (1.73)

Usando as bases { & (r)} e { vpo (1)} de I, nés podemos definir em

€, duas representagdes : { | ro >} e {|po> }. A base de vetores da primeira
representacdo € caracterizada por trés “indices continuos” xy, yy € zp , 0 quais sdo
coordenadas de um ponto no espaco tridimensional; para a segunda representagao, os
trés indices sdo também componentes de um vetor ordindrio.

e RELACAO DE ORTONORMALIZACAO E FECHAMENTO

Vamos calcular <r, | r’, > . Usando a defini¢cdo de produto escalar de &, :

<rol 1y > = [dr Eeo* (1) En(1) =8 (ro—T10) (1.74)
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(onde & (r,—r," ) = funcdo delta de Dirac ) Da mesma maneira :
<Po | P> = [dr vpo* (1) Vo (1) =8 (po—pa’) (1.75)

O fato que os conjuntos de | r, > ou que | p, > constitui uma base em ¢, ,
pode ser expressando pela relagdo de fechamento em g, .

<Io | re>=0(ro—1r,") (1.76)
jd3ro\ro><r0|=1 (1.77)
<Po|Po>=0(Po—Po) (1.78)
[d°polpo><po|=1 (1.79)

e COMPONENTES DE UM KET

Consideremos um arbitrario ket | y >, correspondente a uma fun¢do de onda
y(r). As relagdes de fechamento (1.77) e (1.79) , nos possibilitam expressar o ket das
seguintes maneiras:

(w>=[d’ro|ro><r | y> (1.80)

lw>=[d’popo><po|v> (1.81)

Os coeficientes <1, | v > € <p,| v >, podem ser calculados usando as

formulas:
<r0|w>=Id3r§ro*(r)w(r) (1.82)
<Poly>= [d*rop*(r)y(r) (1.83)
Encontramos entao:
<t |y>=y(r,) (3.71)
<polv>=y (po) (3.72)

onde q7 (p) ¢ a transformada de Fourier de v (r).
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O valor vy (v, ) da funcdo de onda no ponto ry é, portanto, a componente
do ket | v > no vetor da base | r,> na representacio { | r, > }). A “fun¢do de onda

no espaco dos momentos” \? ( p ), pode ser interpretada de maneira analoga.
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Capitulo 2

Oscilador Harmonico Quantico

Neste capitulo estudaremos um sistema muito importante na fisica: o
oscilador harmoénico unidimensional.
Iniciaremos apresentando o modelo cléssico, para em seguida discutirmos o caso
quantico, utilizando o formalismo de Dirac.

2.1- Oscilador Harmonico Classico
Consideremos uma particula de massa m movimentando-se sob a acdo de um
potencial , cuja dependéncia com a posigdo x seja do tipo:

V(x) = k x*

@.1)

onde k ¢ uma constante real positiva. A particula serd atraida para a posicdo x =10
(o qual corresponde ao valor minimo de V(x) , sendo portanto a posi¢do de equilibrio
estavel ) , por uma forca restauradora :

FX:__:-k 2.2
dx * 22)

O movimento da particula serd regido pela equagao dinamica:
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m - %Y - kx (2.3)

A solugdo geral deste equacao ¢ da forma;

X=Xpcos(ot-o) (2.4)
k . ~ . -
com o= ,/— e as constantes de integracdo x,, ¢ ¢ determinadas pelas condig¢des
m

iniciais do problema. A particula oscilard senoidalmente em torno da posi¢do x =0,
com amplitude x,, e freqiiéncia angular .

A energia cinética da particula sera:

SYCLIP (2.5)

T:l
2 dt 2m

dx . . . ;
onde p=m T ¢ o momento linear da particula. A energia total sera :
t

2

E=T+V=p—+%mm2x2 (2.6)

2m

Substituindo a solugdo (2.4) , temos:

E=—mo*xy? (2.7)

1
2

Portanto o sistema € conservativo ( a energia independe do tempo ). Se
fixarmos um valor de energia E , os limites classicos do movimento podem ser
determinados na figura 2.1 , tomando-se a intersec¢do da parabola com a linha
paralela ao eixo Ox de ordenada E . Nos pontos x = + x,, , a energia potencial ¢

maxima e a energia cinética ¢ nula , sendo que em x = 0 a energia potencial é nula e
a cinética ¢ maxima.

-

Figura 2.1 — A energia potencial V(x) de um oscilador harmonico unidimensional.
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2.1.1- Propriedades gerais do Hamiltoniano da mecanica
quantica

Na mecanica quantica as quantidades cldssicas x e p sdo substituidas pelos
operadores observaveis X e P, os quais satisfazem a relagdo de comutagao :

[X,P] = ih (2.8)

onde % = 2i ¢ h (constante de Planck) = 6,62 .10 >*joule . segundo.
T

Entdo o operador Hamiltoniano do sistema dado por (2.6) tem a forma:

p° 1
H=— + —m®»*X? (2.9)
2m 2

Como o Hamiltoniano independe do tempo (sistema conservativo), o estudo
do oscilador harmonico quantico reduz-se a solu¢do da equacao de autovalor:

Hjo>=E |¢p>, (2.10)

que na representacdo das coordenadas {|x >}, passa a ter a forma;

e & e xt]e® = E o 2.11)

- oma 2

Na proxima secdo, estudaremos a equagdo de autovalor dada por (2.10) ,
utilizando a relagdo de comutagao (2.8) e o Hamiltoniano (2.9).

2.2 . Autovalores do Hamiltoniano

Inicialmente vamos introduzir uma notacdo que sera util no desenvolvimento
do problema.

2.2.1- Os operadores X e P

Como os observaveis X e P e as grandezas w ¢ # tém dimensoes,
respectivamente, de comprimento , momento, inverso do tempo e produto de energia
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pelo tempo, podemos definir os operadores X e P de modo que sejam
adimensionais, ou seja:

o>
I
o

(2.12)

A relagdo candnica de comutagdo (2.8) utilizando estes novos operadores,
passa a ser:

o>

[X,P]= XP -

5 . |mo 1 i 1 meo _

1 1 1
= —(XP-PX)=—-[X,P] =—ih =1 2.13
- ( ) - [ ] - (2.13)
e o Hamiltoniano (2.9) pode ser escrito como:
2
H = L + 1 mcozXzzL (Vmho P)2 + 1 mcoz(‘f—h X )z=
2m 2 2m 2 mao
H = ho %( X2+ P2)
- H= he H (2.14)
onde
H = %( X2+ P2) (2.15)
Temos entdo uma “nova” equagao de autovalores :
Hipy'>=evlos >, (2.16)

onde o operador H e os autovalores ¢, sdo adimensionais. O indice v pode ser
referente tanto a um conjunto discreto , como a um conjunto continuo de autovetores,
e o indice i serve para distinguir os autovetores degenerados, ou seja, aqueles com o
mesmo autovalor ¢, .
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1.3.2 - Osoperadores a, a' ¢ N

Como os operadores X e P ndo comutam, a soma ( X2+ Pp? ) que
aparece em (2.15) ndo pode ser colocada como o produto de termos lineares : (X +
iP) (X- iP) . Contudo podemos introduzir novos operadores, a ¢ a' , que
facilitaram a obtencao dos autovetores de A . Sdo eles:

(X + iP) (2.17)

1=

af= L (X - iP) (2.18)

5

Utilizando (2.17) e (2.18) podemos escrever os operadores X e P como
segue:

X=%(a’f+ a) (2.19)
f’Z%(aT—a) (2.20)

Os operadores X e P sdo hermitianos mas a'

fator i ). Contudo, eles sao o adjunto um do outro.

e a nao o sdo (devido ao

O comutador de a" e a pode ser obtido utilizando (2.17) , (2.18) e (2.13)

[a,aT]=% [ X + iP, X - iﬁ]zé{(fu iP)YX -iP)-(X - iP)X + iP)}
[aﬂw=%{ﬁ?wﬁﬁﬂﬁﬁ+ﬁkﬁ?wﬁﬁﬂﬁﬁ-ﬁﬂ
[a,aﬂ]=l {-2iXP+2iPX }= i{[f),f{] - [5(,15]}=i {(-i—1)
2 2 2
~la,a’]=1 (2.21)

Esta relacdo € equivalente a relacdo candnica (2.8).

Vamos obter outras relagdes que serdo uteis no desenvolvimento deste

capitulo. Calculando a'a :

(X - iP)X + iP)==(X?+iXP-iPX +P2?)

1
2

N | =
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N | =

a'a ()A(2+132+i[5(,15])

(X2+P2-1) (2.22)

% (X - iP)(X + i15)+% (2.23)

O termo adicional % que aparece em (2.23) ¢ devido ao fato de X e P ndo

comutarem. Utilizando um procedimento analogo , podemos obter:

f=aa -+ (2.24)
2
Definindo o operador N como:
N=a'a, (2.25)
temos que N ¢ hermitiano pois :
N' = @'a)  =a'@h'=a'a=N (2.26)
Podemos entdo reescrever (2.23) como:
H=N+ L (2.27)
2
desta forma, os autovetores de ﬁ sdo autovetores de N e vice versa.
Vamos agora calcular os comutadores de N coma'e a:
[N,a] =[a'a,a] =a"[a,a]+[a",a]a
= [N,a] =-a (2.28)

[N,a"] =[a'a, a'] =a'[a,a"]+[a",a"]a

= [N,a']=a (2.29)
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Podemos agora reescrever a equacao (2.16), lembrando que os autovetores de
N sdo também de H :

% i 1 i 1 i
Hl@v>>=(PV%5)|¢v>==(V+'§)|@v> (2.30)

onde v sdo os autovalores de N associados aos autovetores | ¢ ,' > . Multiplicando
ambos os lados de (2.30) por 7 ® e utilizando (2.14), vem:

ho H @y >=(v+ %)hm o >
: 1 ,
H\(pv’>=(v+5)hw\(pv’> (2.31)
Notamos entdo, que os autovetores de N sdo também de H com autovalores

1 .
E, = (v + 5 ) ho . A partir de agora, buscaremos a solu¢do da equagdo de

autovalor do operador N , utilizando a relagdo candnica de comutacao (2.21), a qual
¢ equivalente a relagdo (2.8) e os comutadores (2.28) e (2.29).

2.2.2- Determinag¢ao do espectro

LEMA I ( Propriedade dos autovalores de N )

Os autovalores v do operador N sdo positivos ou zero.

PROVA:

Consideremos um arbitrario autovetor | ¢ ' > de N . O quadrado da norma de um
vetor a| @, > ¢ positivo ou zero.

laley > =<g) |a"ale> 20 (2.32)
Vamos usar a defini¢cdo (2.25) de N :
<@\ ]a"aley> =<0 | N|p)/>=vVv<o/|p,> (2.33)
Como <@ | ¢, > > 0,acomparacio de (2.32) e (2.33) mostra que:

v >0 (2.34)
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LEMA II ( Propriedades do vetor aj ¢, > )

Seja | @' > um autovetor ndo nulo de N com autovalor v .
(i) Sev =0,0ket al ¢ >énulo

(ii)Se v>0,o0ket al ¢ V> é um autovetor nédo nulo de N com
autovalor (v - 1)

PROVA:

(1) De acordo com (2.33), o quadrado da norma ¢ zero se v =0 ; mas a norma de
vetor € zero se e somente se o vetor ¢ nulo. Conseqiientemente, se v = 0 ¢ um
autovalor de N , todos os autovetores de a | ¢ o' > associados com este autovalor,
satisfazem a relacao:

alog>=0 (2.35)
Vamos mostrar que a relagao (2.35) ¢ caracteristica desses autovetores.
Consideremos um vetor | @ > que satisfaz :
ale >=0 (2.36)
Multiplicando ambos os lados por a', temos:
a'lalo>=N|p>=0 (2.37)
Qualquer vetor que satisfaz (2.36) ¢ um autovetor de N com autovalor v= 0 .

(1) Vamos agora assumir v > 0 . De acordo com (2.33) , 0 vetor a| ¢ > ¢ ndo
nulo , um vez que o quadrado da norma nao e igual a zero.

Vamos mostrar que a | ¢ > ¢ um autovetor de N . Para tanto, vamos
aplicar a relagdo (2.28) no vetor | @ ' >:

[N,al o> =-ale)/>
Na’(Pvl.> - aN’(Pvl'> = ‘a‘(P'vl>
Na|(p\,l.> = aN|(pV_l> . a|(PV_l>
Nalo,>=vale,>-ale,>

= N[alo/>] = (v-1)[alg, >] (2.38)

Logo al @,/ > é um autovetor de N com autovalor iguala (v - 1).
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LEMA III ( Propriedades do vetora™| ¢, > )
(i) a’| @ > ésempre ndo nulo.

(ii)a"| @\ > éum autovetor de N com autovalor (v + 1)

PROVA:
(i) E facil calcular a norma do vetor a’| ¢ ,' >, usando as formulas (2.21) e (2.25)

la'@. >[2=<¢., |aa'[@,)>=<o¢,[(1+a"a)]@.,>
=<¢, |0, >+<¢,IN|p,/,>=(v+t])<o¢, |, > (139

De acordo com o Lemal v>0,entdiooket a'|¢, > tem sempre norma
ndo nula e , conseqiientemente , ¢ nao nulo.

( ii ) Vamos provar que o ket a' | ¢ ,' > é um autovetor de N fazendo um
procedimento ao utilizado no Lema Il . De (2.29), temos:

[N,a']|e.) > =a"l¢, > .
NaT|(pV?> -a'Njg,>=2a'|o, >

1

\
NaT|(Pvl> = aTN|(Pv1> + aT‘(Pv > =V aT|(Pvl>+aT|(Pvl>

= NJla'|e,/>]=(v+1)a'|g, > (2.40)

134 - O espectro de N ¢ composto de inteiros ndo
degenerados

Consideremos um autovalor v.de N e um autovetor ndo nulo

associado com este autovalor.

De acordo com o Lema I , v > 0 . Vamos assumir que Vv ¢ ndo inteiro .
Mostraremos que esta hipdtese viola o Lema I e que portanto, deve ser excluida. Se
v ¢ um ndo inteiro, ¢ sempre achar um inteiro n > 0, tal que :

n<v<n+1 (2.41)
Vamos agora considerar uma série de vetores:
i

|(pv>,a|(pvi>,... ,a”|(pvi> (2.42)
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De acordo com o Lema II , cada um dos vetores aP| ¢ ' > desta série ( com
0< p <n) ¢ um autovetor ndo nulo de N com auto valor (v - p) (figura 2.2). A
prova é por interagdo : | ¢ ' > é ndo nulo por hipdtese ; a | ¢, > éndo nulo (uma
vez que v > 0) e corresponde ao autovalor (v-1)de N ;...; a°| ¢ > & obtido
quando a atuaem a° ~ ' | @ + >, um autovetor de N com o estritamente positivo
autovalor (v-(p-1)),desde que p< n (conforme (2.41)).

v-n v-n+1
0 2

ane, > am 'l > alo.)'> |o.)>

:Vll:i:

n-1 n n+1l

b

1

Figura 2.2 — Fazendo a  atuar varias vezes no ket | ¢ '

autovetores de N com autovalores (v-1), (v-2), etc.

> , podemos obter

Facamos agora a atuarno ket a"| ¢ ' >. Desde que (v - n) >0 de acordo
com (2.41), aacdo de a em a"|¢, > (um autovetor d¢ N com autovalor
v -n >0 ) fornece um vetor nao nulo ( Lema II ) . Contudo, ainda de acordo com o
Lemall, a" **|¢ ¢ > & também um autovetor de N com autovalor (v-(n+1)),0
qual € estritamente negativo de acordo com (2.41). Se v ¢ um ndo inteiro, nos
podemos construir um autovetor ndo nulo de N com um autovalor estritamente
negativo. Desde que isto ¢ impossivel ( Lema 1 ), a hipotese de v ndo integral deve
ser rejeitada.

Consideremos agora :
v = n , onden ¢ um inteiro positivo ou zero (2.43)

Na série de vetores (2.42) , a"| ¢ , > é um autovetor ndo nulo de N com
autovalor zero. De acordo com o Lema II (ii ) , nés temos:

a"™ o, > =0 (2.44)

A série obtida pela repetida acao do operador a em | ¢ N> 8 portanto
limitado quando n ¢ inteiro. E impossivel se obter um autovetor ndo nulo de N, ao

qual corresponde um autovalor negativo.

Concluindo : v pode ser apenas um inteiro ndo negativo.
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O Lema III pode ser usado para mostrar que o espectro de N inclui todos os
inteiros maiores ou iguais a zero. NOs ja construimos um autovetor de N com
autovalor igual a zero (a"| @ Wo> ) . Basta agora fazer (a') ¥ atuar em tal vetor para
obtermos um autovetor de N com autovalor k , onde k ¢ um inteiro positivo
arbitrario.

Se voltarmos a formula (2.31), vamos concluir que os autovalores de H sdo da
forma:

E, = ( n+ %)hw (2.45)

Com n =0, 1, 2, ... . Portanto, na mecanica quantica , a energia de um
oscilador harménico é quantizada e ndo pode tomar qualquer valor arbitrario.
Podemos notar que o menor valor ( estado fundamental ) tem energia ndo nula e

. ho
sim, — .
2

1.3.5 - Interpretagdo dos operadores a e a'

Se noés iniciarmos com o autoestado | ¢ . >de H correspondente ao
autovalor E, = (n+ ') h o, a aplicagdo do operador a fornece o autovetor com
autovalor E,.;=(n+%) ho- ho , e aplicacio do operador a', fornece o
autovetor com autovalor E ;1 =(n+%) ho+ o .

Por esta razdo , a ¢ chamado de operador destruicdio ¢ a' de operador
criacdo : sua agdo sobre os autovetores de N faz um quantum de energia h o
aparecer ou desaparecer.

+

1.3.6 - Degenerescéncia dos autovalores
(i) O estado fundamental ¢ nao degenerado

. o . ,
Os autoestados de H associados com o autovalor Eq = 7 , 1sto € , oS

autoestados de N associados com o autovalor n = 0, de acordo com o Lema II,
devem todos satisfazer a equacao:

aleo>=0 (2.46)

Para achar a degenerescéncia do nivel Ey , tudo que necessitamos ¢ ver
quantos kets linearmente independentes satisfazem (2.46)

Usando a defini¢do (2.17) e as relagdes (2.12) , nos podemos escrever (2.46)
na forma:
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1 mo i i
—— (y|—/— X+ —=P '>=0 2.47
N Ny T 247

Na representacdo das coordenadas { |x >}, (2.47) fica:

(m—"’x+i)(poi(x)=o (2.48)
/) dx
onde :
Po (x) = <x|go > (2.49)

Portanto no6s devemos resolver uma equagao diferencial de primeira ordem. A
solugdo geral é:

P (x) = cé€ (2.50)

onde ¢ ¢ uma constante de integragdo. As varias solucdes de (2.48) sdo todas
proporcionais entre si. Conseqiientemente, a menos de um fator multiplicativo, existe
apenas um unico ket | ¢ o>, o qual satisfaz (2.46); ou seja : o estado Ey é ndo
degenerado.

(ii) Todos os estados sao nao degenerados.

Nos vimos que os estado fundamental ¢ ndo degenerado. Vamos agora
mostrar por recorréncia que isto também ocorre para todos os outros estados.

Para tanto, vamos provar que se um nivel E, = ( n + %) hi®, ¢ nio
degenerado, o nivel E, 1 =(n+ 1+ %) fio também nao é. Consideremos que
existe , a menos de um fator constante , um vetor | ¢, > tal que:

N|on>=n[¢,> (2.51)

Consideremos agora,o autovetor | @' ., > correspondente ao autovalor (n + 1):
Nlg,.,>= (n+1)]g,,, > (2.52)

Nos sabemos que o ket a |@! , > ¢é ndo nulo e que € um autovetor de N

com autovalor n ( conforme Lema II ). Desde que o ket € ndo degenerado, por

hipotese, existe um numero ¢’ tal que:

alol, > =c'|@,> (2.53)
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Para invertermos esta equagdo, basta aplicarmos a' de ambos os lados:
a'a|g,,,> =c'a’[¢,> (2.54)
Usando (2.25) e (2.52), temos:

1 i — i — i — T
a'a |g,,,> =NJ¢,,,>=(n+1)]¢,,,>=c'a" |¢,>
i

= lei,>= ——a'lg.> (2.55)

Nos ja sabemos que a' | @ , > éumketde N com autovalor (n+1) ede
(2.55) , temos que os kets |@’,, > associados com os autovalores (n + 1), sdo
proporcionais ao ket a' | ¢ , > . Portanto sio proporcionais um ao outro ; logo o
autovalor (n+ 1) ¢ ndo degenerado.

Como foi visto anteriormente, se o autovalor com n = 0 ¢ nao degenerado,
entdo com n = 1 também ndo sera, nem com n = 2 , etc. Ou seja, todos os
autovalores de N e portanto de H , sdo ndo degenerados. Entao a partir de agora ,
podemos retirar o indice i dos autoestados de H e representd-los simplesmente

. 1
como | ¢ , >, associados ao autovalor E ,=(n+ E ) i .

1.3.7 - Autoestados do Hamiltoniano

1.3.7.1 — A representagdo {| ¢, >}

No6s podemos assumir que N e H sdo observaveis, ou seja, que seus
autovetores constituem uma base no espaco de estados € , , o espaco de estados
para uma particula em um problema unidimensional. Como nenhum dos autovetores
de N (ou H) sdo degenerados, eles constituem sozinhos um CSCO ( sigla em

inglés para: conjunto completo de observiveis que comutam ) em € , .

(i) A base de vetores em termos de | ¢ ) >

O vetor | @ ¢ > associado ao autovalor n=0 ¢é um vetor de € , , que
satisfaz:
aleo>=0 (2.56)

Ele ¢ definido a menos de um fator constante. Se assumirmos que | @ ¢ > ¢
normalizado, entdo esta indeterminacdo se reduz a um fator de fase da forma e™

onde 0O € real.
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De acordo com o Lema III, o ket | ¢ ; > ¢ proporcionala a'|¢ ¢ >:
l@1> =cia' |@o> (2.57)

No6s podemos determinar ¢; impondo que | @ | > seja normalizado e
escolhendo o fator de fase de | ¢ | > (relativo a | ¢ ¢ > ) tal que ¢; seja real e
positivo. O quadrado da norma de | ¢ ; > de acordo com (2.57) , é igual a :

<@Qile1> =|c|*<¢olaa’| Qo>
= |ci|2<g@ol(a'a + 1)|@o> (2.58)

+

Como | @ ¢ > ¢ um autoestado normalizado de N =a'a com autovalor zero,

nos encontramos:

<@ile1> =c|*<¢ol(a’a + 1)]|@o>=
= |c|2{<@ola’aloo>+ <@ol@o>}

<oile1> =lal?{<@oN|oo>+1j=]c|? =1 (2.59)
Com a convengao do fator de fase , n6s temos ¢; =1 e, consequentemente:
91> = a'[go> (2.60)

Repetindo o procedimento para | ¢ » > :
92> =cra' o> (2.61)

Impondo que | ¢ » > seja normalizado e escolhendo o fator de fase tal que ¢ »
seja real e positivo:

<@2|Q2> =c2?<@q|(a'a + 1), >=
=|ca|2{<¢pila’alo>+ <@g >}
= |c2[?{<@i[N[o1>+1}=2]ca|?> =1, (2.62)

ou seja (usando (2.60) ) :

1 1 1
|(P2>=E'61T|(P1>: EaT|(P1>:E(aT)2|(PO> (2.63)

Generalizando o procedimento, podemos obter o vetor | @ , > a partir de um
vetor normalizado conhecido | ¢ ,-; >, como segue:

|@n> =cna' Qo> (2.64)

Como | ¢ , > € normalizado ,
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<Qu|l@n> = |Cn|2<(Pn—1|aaT|(Pn—1 >=n|c,|?=1 (2.65)
Fazendo as mesmas convengdes anteriores, vem:

ca= L (2.66)

In

Com sucessivas escolhas de fase, podemos obter | @, > de |@o>:

1 1 1
| @n> :TaT|(Pn—l>:_ l(aT)2|(Pn72>:-~

n n vJn-—

1 1 1 fan

n n-

Finalmente:
1 n
o> = ﬁ(aT) Qo > (2.68)

n!

(ii ) Relacoes de Ortonormalizacdo e de Fechamento

Como H ¢ hermitiano, seus autovetores | ¢ , > correspondentes a autovalores
diferentes, sdo ortogonais. Uma vez que eles ja estdo normalizados, eles satisfazem a
relacdo de ortonormalizacao:

<Qm|Pn>= Omn (2.69)

Além disso, como H é um observavel, o conjunto de seus autovetores | ¢ , >

formam uma base no espago de estados € . Isto pode ser representado pela relagao
de fechamento:

Y len><onl = 1 (2.70)

n

(iii ) A¢do de varios operadores

Os observaveis X e P sdo combinagdes lineares dos operadores a ¢ a'
formulas (2.12), (2.19) e (2.20) ). Conseqiientemente, todas as quantidades fisicas
podem ser expressas em termos de a e a' . Agora, a acio dos operadores a ¢ a' nos
kets | @ , > ¢ especialmente simples. Em muitos casos, ¢ interessante utilizar a
representacdo { | ¢ , > } para calcular os elementos de matriz e os valores médios

de varios observaveis.
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Com as convengdes de fase introduzidas acima, a agdo dos operadoresa e a'

nos vetores da base { | ¢ , > } ¢ dada por:

a' | @y >= Vn+l |@aer > 2.71)
alon>=n [@n > (2.72)

Para provar (2.71), basta substituir n» por ( n + 1 ) nas equagdes (2.64) e
(2.66).Para provar (2.72) , basta multiplicar a esquerda de ambos os lados de (2.64)
pelo operador a e usar (2.66):

1 + 1 T
alon>=—=aa Qa1 >= ——=@a+ 1)@y >
Jn Jn
alo,>= 1aTalcp > + 1|(P >
o = — n-1 T n-1
Jn Jn
ale,>= 1(n 1) @n1 >+ 1|(P == 1n|(p =
n>=—(n- n-1 =1 Pn-1 > = = n-1
Np n Vn

= ale.>=nl@n > (2.73)

Os adjuntos de (2.71) e (2.72) sdo:

<@n|a=An+l <@n+1] (2.74)
<onla'=n <¢..i| (2.75)

Podemos notar que a a¢do do operador a aumenta ou diminui n de uma
unidade, dependendo se sua agdo ¢ sobre um bra <¢ , | ousobreumket| ¢, >.0
similar ocorre na acdo do operador a' .

Utilizando (2.71), (2.72), (2.12), (2.19) e (2.20) , podemos obter as
expressoes dos kets X |o, > e P|lo, >:

X|py> = |- L

mo 2

(aT+a)|(Pn>

| h '
Xlon> = m [Vo+1 |@a+r > + \/n_l(Pn—1>] (2.76)

Plo, > = mth(aT—a) n >
KO v 7 KO
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/]
Plo,> = i % [No+1 | @ns1 > - A0 [@ar > 1 (277)

Os elementos de matriz dos operadores a',a , X e P nabase { | ¢, >}

sao:
<g@ilalos>=n 81 (2.78)
<@jla'los>=Vvn+l 8§ o (2.79)

/)
<Qj|X|@n> = ,/—2 [Vn+l &) wer+ v 8jn 1] (2.80)
mao

. h
<Qj|Pleon>=1 %[x/nﬂ 8inii- Nn 8 a1] (2.81)

s matrizes que representam € sdo hermitiana conjugada uma da
A t t a a’ hermit d d

outra, como pode ser visto de suas expressao explicita:

01 0 O0..
1o 0 V2 0
@0 0 0 B . (2.82)
Do 0 A
0 00 O...
@)= ﬁ 0 o o 2.8

0 0 0 0... vn+l

As matrizes que representam X e P sdo ambas hermitianas : a matriz
associada a X ¢, a menos de um fator constante, a soma de (2.82) ¢ (2.83) ,¢c a
matriz associada a P ¢ proporcional a diferenga de (2.82) e (2.83) . Contudo, a
presenca do fator i em (2.77) restabelece sua hermiticidade.

1.3.8 - Os valores médios e o desvio quadratico médio dos
operadores X ¢ P noestado | ¢, >

Como X e P ndo comutam com H, os autoestados | ¢ , > de H , ndo
sdo autoestados de X ou de P . Conseqiientemente, se o oscilador harmdnico esta
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em um estado estaciondrio | ¢ , >, a medida do observavel X e do observavel P
podem, a priori , fornecer qualquer resultado ( uma vez que o espetro de X e¢ P
inclui todos os numeros reais ). Vamos agora calcular o valor médio de X e de P
em um dado estado estacionario e seu desvio quadratico médio AX e AP, o qual
nos possibilitara verificar o Principio da Incerteza.

Utilizando os resultados obtidos na se¢ao 2.3.7.1 ( 1ii ) , podemos desenvolver
estes céalculos, com a ajuda dos operadores a' e a . Podemos ver diretamente das
relagdes (2.80) e (2.81),que X e P tém os elementos da diagonal nulos:

<Qa [ X[y > = \,L [Vn+1 &4, n+1 + \/; Onn-1]1=0
2mo

(2.84)

<(Pn|P|(Pn> =1 W/mz—hm [\III+1 8n,n+1 - \/; 8n,nfl] =0

Para calcular o desvio quadratico médio AX e AP , nds precisamos calcular
os valores médios de X?* ede P

(AXY = <00 [X?|0n> - K00 [X]@n>) =<0, [ X?|Qs >
(AP = < @, |P? @0 > - (K @a[Plon>)?2=<04|P o, > (2.85)

Mas, de acordo com (2.12) , (2.19) e (2.20), temos:

= " (a'va)(alra)
2mo

X2 = ZL((aT)eraaTJraTaJraz) (2.86)
mao

R CRESICETS

P2 = _m_m((aT)Z_aaT-aTa+a2) (2.87)

Os termos com a> e (a')?> ndo contribuem com elementos diagonais, pois
22| ¢ , > éproporcionala |@n_2 > e (a") ¢, > éproporcionala | a+2 >,
0s quais sdo ortogonaisa | ¢, >. Por outro lado:

<o¢nl@ataa")e,> =<o¢n|@@a+(a"at 1))e,>
=<(pn|(2aTa+1))|(pn> =2n+1 (2.88)

Conseqiientemente:
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(AXP = < 41X [0 > = (n+ 1) (2.89)
2 mo
(AP = < @, |P?|@, > = (n+%)mhm (2.90)
Substituindo os resultados acima em (2.85), vem:
1 h v, 1 v,
AX.AP =[(n+=)——]1".[(n+ = )mho ]
2 mo 2
(2.91)

AX.AP = (n +%)h

Podemos notar que o produto ( AX . AP ) ¢ maior ou igual a 5 obedecendo

o Principio da Incerteza de Heisenberg . Verificamos que a igualdade ocorre
quando n=0 ouseja, no estado fundamental.
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Capitulo 3

Operador Densidade

Neste capitulo estudaremos como descrever o estado de sistemas sobre os
quais temos uma informac¢do incompleta ( por exemplo, estados de fbtons
provenientes de uma fonte natural ndo polarizada ) . Para conseguir isto, vamos
introduzir uma poderosa e util ferramenta matematica, o operador densidade , o qual
facilita a aplicacdo simultanea dos postulados da mecénica quantica e os resultados

dos célculos de probabilidades.

3.1 — Estado Puro — Introdu¢ao do Operador Densidade

Quando o estado do sistema ¢ perfeitamente conhecido, dizemos que o estado

¢ puro. Consideremos um sistema cujo vetor em um dado instante ¢ ¢:
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v (> =D calt) [un> 3.1)

n
onde { | u, > } forma uma base ortonormal no espago de estados. Vamos assumir que

| v (t) > é normalizado, ou seja

> leP=1 (3.2)

n
Se A é um observavel , com elementos de matriz :
<un|A|up>=Ay (3.3)

O valor médio de A no instante ¢ ¢ :

<A>(O)= <y [Aly®)>= D" c'(t)cy (1) Anp (34)
n,p

Finalmente, a evolugdo de | y(t) > ¢ descrita pela equacao de Schrodinger :

ih%wa» ~ H(O) | () > (3.5)

onde H(t) ¢ o Hamiltoniano do sistema.

3.1.1 - Descrigao via Operador Densidade

A relagdo (3.4) mostra que os coeficientes c¢,(?) aparece no valor médio
através de expressoes quadraticas do tipo Cn (1) ¢, (1) . Estas sdo simplesmente os
elementos de matriz do operador | y(t) > <y (t) | , o projetor no ket | y(t) >, como

pode ser visto de (3.1) :
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<up [ WO > <y [ u> = (0) ¢ (1) (3.6)

E natural definir o operador densidade p(t) como:

PO=[w®)><y (1] (3.7)

O operador densidade ¢ representado na base { | u, > } pela matriz chamada de

matriz densidade, cujos elementos sdo:

Pon(t) = < gl () | 00> = €' (V) ¢ (1) (38)

O operador densidade nos permite obter todos os resultados calculador a
partir de | y(t) >. De acordo com (3.8), a relacdo (3.2) indica que a soma dos

elementos da diagonal da matriz densidade ¢ igual a 1 :

S la®]2=Y pu® =Trp® = 1 (3.9)

Usando (3.3) e (3.8) , a formula (3.4) passa a ser:

<A> ()= z <up | p(t) | un><un|Aluy>
n,p

= Z <up | p(t) Alu,>
p

=Tr{p(t)A} (3.10)

Finalmente, a evolugdo temporal do operador p(t) pode ser deduzida da
equacdo de Schrodinger:

d

< p(0) = % \\v(t)>)<\v(t)!+!w(t)>(% <y(®)])
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- L H |y > <y |+ -1 [y > <y [HE
ih —ih

.i [H(), p(V) ] (3.11)
ih

Portanto, em termos do operador densidade, a conservagao de probabilidade
pode expressada por:

Trp(t)=1 (3.12)
O valor médio de um observavel A ¢ calculado usando a féormula :
<A>O=Tr {Ap®)}=Tr {p(H) A} (3.13)

e a evolugdo temporal obedece a equagao:
L d
ZhE p() = [H(®), p(H) ] (3.14)

Podemos também calcular de p(t) a probabilidade P(a,) dos vérios resultados
a, que podem ser obtidos da medida de um observavel A em um instante ¢ . P(a,)
pode ser escrita como o valor médio do projetor P, no autosubspaco associado com
a :

P(an) =< wy(t) | Po| w(t)> (3.15)
Usando (3.13) obtemos:
P(an) =Tr { Py p(t) } (3.16)

Da definicao (3.7) ¢ facil ver que o operador densidade tem as seguintes
propriedades :
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p" () =p(t) (3.17)
p(t) = p(t) (3.18)
Trp(t) = 1 (3.19)

As relagdes (3.18) e (3.19) decorrentes do fato que p(t) € um projetor, sdo validas
apenas para um estado puro. Mostraremos a seguir que sdo validas para uma mistura

estatistica de estados.

3.2 - Mistura Estatistica de Estados ( caso ndo puro )

Consideremos um sistema que em um dado instante ¢ descrito pelas

probabilidades p; associadas aos estados |y x> e que satisfazem as condigoes:

0<pi,p2,-sPk,... < 1

> =1, (3.20)
k
ou seja, ndo ¢ possivel associar-se um Unico vetor de estado ao sistema.

Sob estas condi¢des, como calcular a probabilidade P(a,) de que uma medida

do observavel A fornega um resultado a, ?
Seja :

Py () = <y | Pa| yic> (3.21)
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a probabilidade de obtermos a, se o vetor de estado for | yi >. Para obtermos a P(a,),

no6s devemos fazer a soma dos Py (a,) com o0s respectivos pesos py:

Pan)= Y e Pe(a) (3.22)
k
De (3.16) , temos:
Pi(a,)=Tr {px P} (3.23)
onde :
P = Wi > <y | (3.24)

¢ o operador densidade correspondente ao estado | i > . Substituindo (3.23) em

(3.24), temos:
P(an) = Z px Tr { pi Pn }
k

=Tr{ > pkpxPn}
k

=Tr{pPy}, (3.25)

onde definimos :

P=> Pxpx (3.26)
k

como sendo o operador densidade.

Podemos agora obter propriedades gerais do o operador densidade. Como os
coeficientes p; sdo reais, p ¢ um operador Hermitiano como cada um dos py.

Calculando o trago de p:

Trp= Z px Tr px . (3.27)
k
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Como o traco de px € sempre igual a 1, segue :

Trp=> p=1 . (3.28)
k

Logo, a relagdo (3.12) ¢ valida no caso geral. Podemos generalizar a formula

(3.13) para misturas estatisticas:

<A>=Z anP(an)ZTr{pZ a, Ph=Tr{pA}. (3.29)

n n

Para calcular a evolucao temporal do operador densidade, vamos admitir que
o Hamiltoniano do sistema H(t) é perfeitamente conhecido.Pode-se mostrar que se o
sistema tem em um dado instante t, a probabilidade p; de estar no estado | yix >,
entdo no tempo subseqiiente ¢ ele terd a mesma probabilidade p; de estar no estado

| Wi (t) >dado por :

m%| Vi (®> = HO) |y (0>

| yk (to) > = [wi> . (3.30)

O operador densidade no instante ¢ sera :

pO= Y i pilt) (3.31)
k

com

P(t) = [ Wi (O > <y (V) | (3.32)

De acordo com (3.14), pk(t) obedece a equagdo de evolugdo:

m% pu®) = [H®, pu(®) ] (3.33)
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A linearidade de (3.31) e (3.35) com respeito a pi(t) implica que :
. d
ih=op(®) = [HO.p0)] (3.34)

Podemos entdo generalizar para uma mistura estatistica todas as equagdes

obtidas para um estado puro, com excecao de (3.18) e (3.19). Em geral:
p2#p (3.35)
Trp2<1 . (3.36)

Note que no caso em que o estado do sistema € puro, temos um unico p; = 1
e (3.36) reproduz (3.19). Assim a propriedade (3.36) pode ser usada para distinguir

estados puros de estados de mistura estatistica.

Da definicdo (3.26) temos que para qualquer ket | u>:

<ulplu>=3 pc<ulpc|u>
k

=3 b <ul ] (3.37)
k

e conseqiientemente :

<ulplu> = 0 . (3.38)

Portanto p é um operador positivo.

3.3 — Descrigdo de parte de um sistema fisico

Consideremos dois sistemas diferentes (1) e (2) e um sistema global (1) + (2),

cujo espaco de estados ¢ um produto tensorial:
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e=e(1)® £(2) (3.39)

Seja {|un(1)>} umabasede e (1)e {|vp(2)>} umabase de ¢ (2); os kets

| un(1) > e | vp(2) > formam uma base em € .

O operador densidade p do sistema total ¢ um operador que atua em €. Vamos
agora construir a partir de p um operador p(1) ( ou p(2) ) que atua apenas em ¢ (1)
(ou € (2) ), o qual nos permite fazer previsdes sobre as medidas feitas apenas no

sistema (1) ou (2). Esta operacdo ¢ chamada de trago parcial com respeito a (2) (ou

(1)).

Vamos definir o operador p(1) cujos elementos de matriz sao:

<ux(D) [ p(D) [um(D)>= 2 (<u(D)[<v2) D) p (Jum(1) > vp(2)>) (3.40)
p

Por defini¢do, p(1) € obtido de p fazendo o trago parcial em (2):

p(l1)= Trap (3.41)

p(2)= Tri1p (3.42)

tem os elementos de matriz :

<V 1P ve(2)>= D (<D [<vp@)[) p (un(1)>[ve(2)>)  (3.43)

Do trago (total) de p :

Trp=Y D (<u(D[<vy2)[)p (Jun(1)>]|vp(2)>) (3.44)
nop

temos que:

Trp=Tr(Trop)=Tr,(Tr,p) (45)
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p(1) e p(2) sdo operadores (como p ) Hermitianos cujo traco ¢é igual a 1 e satisfazem

as mesmas propriedades de um operador densidade.

Seja A(1) um observavel que atua em (1) e A(1) = A(1) ® 1 (2), sua

extensdo em ¢ . Pode-se mostrar facilmente que :
<A()> = Tr {p(1) A(1)} (3.406)

Vemos entdo que o trago parcial p(1) nos possibilita calcular todos os valores
médios < A(1) > como se o sistema (1) fosse isolado e p(1) fosse o seu operador
densidade. Logo p(1) nos permite obter todas as probabilidades dos resultados de

medidas efetuadas apenas no sistema (1).

3.4 - Pureza, Entropia Linear ¢ Emaranhamento

Para sistemas de duas componentes, cujo estado total € puro,

Pab = | Wab > < W |, (3.47)

a medida da pureza de uma das componentes ¢ suficiente para medir a presenga de
emaranhamento. Para visualizar, considere um sistema de duas componentes em um
estado total puro, representado pelo operador densidade (3.47). Quando o subsistema
representado por p, € puro? Isto €, em qual situacdo p,= | Yo > <y, |?

Somente quando

[Wab> = |y >® | yp> (3.48)

onde | y , > e | y p > representam o vetor de estado dos subsistemas. Para
verificar,considere que | ya, > € dado pela equacdo (3.48), entdo:

Pab = [Wa><Ya| ® [Wp><yy| (3.49)
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e, de acordo com as equacodes (3.41) e (3.42), pa ¢ necessariamente puro:

Pa=|Wa><Wyal , (3.50)

onde usamos Tr, [ | Wy > <y |] = 1. Portanto, se a matriz densidade do
subsistema a nao for a de um estado puro da forma (3.50), | Wab > # | Y > ® | Y, >
e o sistema total ¢ emaranhado. O estado de méximo emaranhamento ¢ aquele em
que p. € pPp sd0 maximamente mistos, isto ¢, aquele em que Tr pZ,p)(t) sdo
minimos.

Entretanto em alguns casos , como no estudo de emaranhamento entre atomos

e luz, ¢ mais conveniente usar uma medida que cresca com o aumento do
emaranhamento, por isso utiliza-se a diferenca

s(t)=1-Trp? (t), (3.51)

chamada entropia linear, limitada entre 0 < s(t) < 1, que corresponde aos primeiros
termos da expansao da entropia de von Neumann definida por

S(t)= -Tr[p(t) In p(t)], (3.52)

que ¢ uma generalizacdo da entropia de Boltzmann da Mecanica Estatistica Classica.
E interessante notar que a entropia do sistema total independe do tempo

Sa(t) = Sa(0), enquanto que a entropia das partes,

Sa) (1) = -T raw) [ Paw) (1) In pay(t) 1, (3.53)

mantém a dependéncia temporal.
Assim como a entropia de von Neumann, a entropia linear total de um

sistema de duas componentes, s,p(t), ¢ limitada pela desigualdade de Araki - Lieb
[37]:

| sa(t) —sp(t) | < sap(t) < sa(t) +sp(t), (3.54)
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cuja demonstracao ¢ encontrada em [38] e onde

Sapy () = 1-Tr[plam® 1. (3.55)

Portanto, se o sistema total estiver em um estado puro, s ,,(0) = s (t) = 0,
necessariamente

sa() = sp(b). (3.56)

A equacao (3.56) corrobora a conveniéncia da entropia linear como medida
de emaranhamento, pois o emaranhamento do sistema a com o sistema b , medido
pela entropia s, (t) ¢ igual ao emaranhamento do sistema b com o sistema a,
medido pela entropia sy, (t), visto que ha apenas os dois subsistemas interagindo.
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Capitulo 4

Divisor de feixes (sem absor¢ao)

Neste capitulo estudaremos a acdo de um divisor de feixes e obteremos a
representacdo matricial do dispositivo a partir de principios fundamentais. Por
simplicidade, desprezaremos os efeitos de polarizacdo e de imperfei¢cao na colimacao
do feixe. Matematicamente, o divisor de feixes efetua uma transformacao linear do
vetor com amplitudes de entrada em amplitudes de saida.

4.1 - A matriz transformag¢ao do divisor de feixes

Na figura 4.1, representamos a geometria de um divisor de feixe. Os
operadores de aniquilagdo de bosons, com a mesma freqiiéncia o, estdo relacionados
por ( sdo sempre quatro amplitudes pois na mecanica quantica existe o estado de

vacuo |0 >)
c)_ B, Bpl)\a @1
d) \By By )\b '

onde os operadores de entrada e saida da porta 1 s@o , respectivamente, a e ¢ € 0s
operadores de entrada e¢ saida da porta 2 sdo, respectivamente, b e d. Estes
operadores pertencem ao espaco de Hilbert.
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-

F N

h

FIG. 4.1 — Configuracdo da operacdo de um divisor de feixe.

A matriz de transformacdo B tem elementos B;;, os quais em geral sdo
numeros complexos , para permitir uma mudanga de fase no dispositivo, ou seja,

By =|Byl ¥, i,j=1,2. (4.2)

As relagdes canonicas de comutagdo dos operadores de saida sdo ( eq. (2.21)):

[c,c'] = [d,d"]=1 (4.3)
as quais levam as condicdes
| B |2+ |Bin]2=1 (4.4a)
| Boy|2+|Bx|? =1 (4.4b)
Bi1B 2+ By B =0 (4.4c)

As equagoes (4.4a) e (4.4.b) estdo acopladas via equagdo (4.4c). Isto pode ser
visto na decomposicdo da ultima em condi¢des separadas de magnitude e fase:

| Bir||B2r|=| B2 || B22| (4.4d)

dr1- 0= P21 - 2 £ 1 (4.4¢)

Combinando as equacdes (4.4d) com as equagdes (4.4a) e (4.4b) e
reescrevendo os resultados em termos da “transmitancia” (T) e “reflectancia” (R) ,
talque R= (1-T), temos:

|B[1|2= |B[2|2=TECOSZG (453)

| B21|2= |Bx|* = R=sen?0 (4.5b)
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Todas as magnitudes sdo governadas pelo parametro angular

0 =arccos(T") , 0<6 <2 (4.5¢)

Combinando a equacao (4.4¢) com a redefini¢do de fase conveniente,

or = % (d11 - ¢22 ) (4.6a)
br = % (¢12 - 21 ) (4.6b)
do = % (b1 + ¢ ), (4.6¢)

nos permite escrever a matriz geral do divisor de feixe como:

B = oi% cos 007 sen D¢’ 4.7)
_sen@e % cosPe 07 ) '

cujo determinante é:

det (B) = 2%, (4.8)

tal que a transformagdo ¢ unitaria, como se deveria esperar da conservacdo das
relacdes candnicas de comutacdo de bosons. O numero de fotons (e, portanto a
energia ) ¢ conservado de acordo com a equacdo de operadores

N1 + Nz =n +m (493)
onde os operadores do nimero de saida e entrada sdo definidos como

Ni=c'c , Nb,=d'd , n,=a"a ,n,=0b"b, (4.9b)

respectivamente. Desta forma o divisor de feixes estd representado como um
elemento 6tico sem absorgao.

E claro que somente a conservagdo de energia ndo ¢ suficiente para
determinar a agdo completa do divisor de feixes. E necessario que as trés fases
independentes na equagdo (4.6) , bem como o pardmetro de transmissdo na equagao
(4.5) , seja especificado. Isto justifica a diversidade de transformacgdes de divisores
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de feixes que aparecem na literatura; contudo, todas elas pertencem ao grupo de
matrizes unitarias de segunda ordem U(2) .

Por outro lado, se impormos o vinculo adicional:
do =0 (4.10)

Nos iremos restringir nossa transformagdo ao subgrupo unimodular SU(2),
como discutido por Yurke ef al [29] . A representagdo deste subgrupo resulta quando
o divisor de feixes ndo provoca uma mudanca de fase nos campos de entrada,

(1)"1" = ¢R = 0 (4118.)

Isto revela a agdo fundamental de rotagdo promovida pelo dispositivo,

—sen® cosO

cos® sen0
B = ( ] (4.11b)

4.1.2 - Conexdo com o momento angular

Ainda que os resultados principais do divisor de feixe possam ser obtidos
diretamente da matriz unitaria bidimensional , conforme descrito acima, um
entendimento complementar do processo pode ser obtido em uma visdo
tridimensional. A redugdo da transformacdo do divisor de feixes para uma matriz
com trés graus de liberdade ¢ uma conexdo fundamental, desde que os mesmos
numeros de pardmetros sao necessarios para descrever a orientacdo do um corpo
solido classico no espago.

Com o objetivo de realizar a correspondéncia com o problema quantico,
vamos usar as relacdes de Schwinger para descrever o oscilador harmoénico
bidimensional em termos do momento angular de um sistema normalizado a % [30].

L1=%(aTb+bTa) (4.12a)
L2=%(aTb-bTa) (4.12b)
1

L3=%(aTa-bTb) (4.12¢)
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Como pode ser verificado, elas satisfazem as relagdes canonicas:
[Li,Lj]:iSijkLk . (413)
O tensor de Levi-Civita €;jx éiguala +1 e -1 para permutagdes pares e
impares dos indices , respectivamente, e zero para as outras permutagdes.
Com a associacdo acima, nota-se que obtemos um algebra idéntica a do
momento angular. Assim podemos mapear o divisor de feixes como um problema de

momento angular, o qual conhecemos a solugao.

O quadrado e a proje¢do do momento angular estdo relacionados com os
operadores do ntimero de bésons via

3
L= L4=I(l+1); Li=m (4.14a)
J=1
1 1
[=—(n+ny); m=—(n-ny) (4.14b)
2 2
=1 m

Figura 4.2 — O vetor momento angular ¢ representado na mecénica quantica por um cone,
com sua projecdo no eixo polar bem definida, mas com as duas componentes ortogonais
incertas. Para uma energia fixada /=0,5 (n; + np ), existem ( 2/ + 1) valores possiveis de
componente polar m = 0,5 ( n; - n, ) de momento angular , indicado no diagrama pelos trés
possiveis valores de m para [= 1. O operador do divisor de feixes roda qualquer cone de
entrada na esfera de Block de raio [/ (/+1)]~

Desde que o valor esperado de / em um estado geral mede o nimero total
médio de fotons nas portas de entrada, o confinamento do momento angular na esfera
do paradigma de Schwinger é equivalente a conservagdo da energia média do
sistema. A diferenca do niumero médio de fotons, por outro lado, representa a
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projecao média de entrada do momento angular. Para os niumeros de estados nas
portas de entrada, a desigualdade -7/ < m < [ assume a degenerescéncia das 2/ +
1 configuracdes de entrada quando o sistema contém 2 I = n; + n, fotons. Isto é
mostrado na figura 4.2 paral = 1.

Vamos considerar a transformagdo do momento angular de Schwinger via um
operador unitario B (®,0,%) , obedecendo a operagao:

L= B(®,0,%)L; B'(@,0,%), j=1,2,3. (4.15a)

Isto faz o vetor rodar na esfera de momento angular para uma nova posi¢ao que depende dos
trés pardmetros (®,0,¥). Os momentos angulares primos podem ser escritos na forma das
equagoes (12),

L'IZ%(cherTc) (4.15b)

L'2=%(ch-ch) (4.15¢)
i

L'3=%(CTC-de) (4.15d)

estabelecido que os novos operadores criagdo e destruicdo sdo obtidos de maneira
similar :

c=B(®,0,¥)aB'(®0,¥) ¢ d=B(®0,¥)bB"(d,0,¥) (4.16)

O operador unitario B (®,0,%¥) preserva as relagdes de comutagcdo das
equacdes (4.13), mantendo desta forma as transformagdes candnicas dos operadores
de destruicao. Os campos de saida , os quais foram discutidos por Titulaer ¢ Glauber
[31], geram seu proprio conjunto de estados a partir do véacuo:

(et )™ [0> e [Np>= i

(N}!)? (N,1)?

Ny >= (d")™ 0>

(4.17)

O operador transformacao B (®,0,¥) ¢ suficiente para caracterizar o divisor
de feixes. De acordo com a teoria do momento angular, este operador € apenas uma
representacdo de um grupo de rotagdo em trés dimensdes ( SO(3) , ou ortogonal
especial )[32][33][34]

~iPLy ,~i0L, ,~iVLy

B(0,0,%) = e (4.18)
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onde os parametros (®,0,V¥) sdo os equivalentes na mecanica quantica dos classicos
angulos de Euler. Cada operador exponencial do momento angular gera uma nova
orientacdo espacial pelo implemento de rotagdo em torno do eixo correspondente ao
seu indice. Por exemplo[29]:

L cos® 0 —sen®\ L,

0oL L e —| 0 1 0 L, (4.19a)
L, sen® 0 cos® | L,
L cos® sen® O0) L,

oV L, e =| —sen® cos® 0 L, (4.19b)
L, 0 0 I\ L,

De acordo com o formalismo de Schwinger, isto impica que L, e L;
transformam os operadores de bosons de entrada @ e¢ b como segue:

ey [ e,
ool | &) e _ 2 2 (4.20a)
b —Sen(g) cos(g) b
2 2
o
e_,-m{zje,-% _e7 0, (Zj (4.20b)
0 e?

tal que os efeitos combinados da mudanca de fase e rotagdo de B (®,0,¥) resultam
em uma matriz SU(2)

Al ® O @
. T cos(z) sen(;) J3 g
—i- ® ® i
0 e ? —sen(z) COS(E) 0 e 2

(4.21)
COS(Q)ei[(‘PHD)/Z] Sen(g)ei[(\ll—cp)/z]
- 2
—i[(‘Y-®)/2] —i[(P+D)/2]

) )
—sen(—)e cos(—)e
) )
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Uma comparagdo com a solucao desejada representada pelas equagdes (4.7) e
(4.10), fornece uma associacdo com os angulos de Euler para os parametros do
divisor de feixes:

0=20 ¢, =5 (VD) b, = (P-0) (422)

N | =

Com a ajuda das equagdes (4.5¢c) e (4.18) , nds podemos obter o operador
divisor de feixes geral SU(2)

1

B ( T (I) (I) ) _ e_i(¢r_¢p)L3e—izarCOS(’CE)Lze_i(d)r +¢p)L3 (4 23)
s YT ¥p .

Se nds considerarmos os operadores de criagdo e destruicdo de quanta de
momento angular

L.=Li+il,= (a"b+b"a) (4.24a)

Assim chamados porque eles aumentam e diminuem a proje¢do m do
momento angular de uma unidade por estados com projecdes bem definidas

1

Lell,m>=[I(I+1)=m(m+ 1)] 2|, m%1>, (4.24b)

nés podemos reescrever a equagao (4.23) com as equacdes (4.19b) e (4.24a) como

B(7T,0:,¢p) = DI(E) 3, (4.252)

onde

D'(E) = 5" h & = arcos (t*)e T, (425b)

Equacdo (4.25b) é o operador de “two-mode mixing” de Schumaker [35], o
qual foi obtido no contexto do divisor de feixes por Prasad et al [36].
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Capitulo 5

Emaranhamento no divisor de feixes

Neste capitulo, faremos um estudo comparativo entre as entropias de von
Neumman e Tsallis como medida do grau de emaranhamento dos campos de saida de
um divisor de feixes. Consideraremos o caso em que os estados dos campos de
entrada sdo estados com um nimero definido de fotons ( estados Fock)

Os resultados deste trabalho foram apresentados no XXVIII CNMAC -
Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional - no Centro
Universitario Senac — Campus Santo Amaro — SP [39].

5.1 - Acao do divisor de feixe

-

FIG. 5.1 — Configuracdo da operag¢ao de um divisor de feixe.
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A figura 5.1 mostra esquematicamente arranjo do divisor de feixe. O campo de
entrada descrito pelo operador a ¢€ superposto com outro campo de entrada b , em
um divisor de feixe cujos coeficientes de reflexdo e transmissdo sdo
respectivamente, r e t (com r?+¢> =1). Os operadores aniquilagdo do campo
de saida sdo:

c=BaBl ; d =BbB' | (5.1
onde o operador representando a acdo do divisor de feixe ¢ [17]
Bzexp[ﬁ(aTbeiq’-abTe'i‘b)], (5.2)
2
com os coeficientes de reflexdo e transmissao identificados como sendo

t=cos 2 e r=sin 9 (5.3)
2

N[ D

e ¢ a diferenga de fase entre os campos refletido e transmitido.

Considerando que os estados de entrada sdo dois estados de Fock
independentes |nynp>=|n > |ny>y, 0estado de saida | v > serd a
superposi¢do dos dois modos dos estados de Fock ( o desenvolvimento das
expressoes abaixo estdo apresentados no apéndice A ), ou seja,

|\|l> = B|n1n2>= Z <N1N2|B|n1n2> |N1N2>

NINZ
BNINZ
|\|l> = B|1’11 n,>= nn, |N1N2> (54)
N1N2
onde
NN, X =k mny—k—l , k+l
B = e b Ny x o 2 (=D
k=0 1=0

\/nl!nz!NllNzg 5
k'(nl _k)'l'(nz _l)' X Ny,ny+k=1~" Ny ,n —k+l

(5.5)
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onde J ¢ a fungdo delta de Kronecker. Quando o ntimero total de fétons de entrada é
N =n; + ny, o estado de saida ¢ um estado emaranhado com dimensao (N + 1).

5.2 — As entropias

A entropia de von Neumann S (p.) e a de Tsallis Sq (pc) para o operador
densidade reduzido p. = Trq B| n; n, > <n; ny| B' sdo, respectivamente:

N, N, N.
S(pe) = - % | B, 2 In| B, |2 (5.6)
14V2
1 NN,
Sq(pe) = —— (1- > | B2 (5.7)
(q_l) NN,

A seguir , vamos analisar o comportamento de S (p. ) € de Sq(p.) em fungdo
do indice entrdpico ¢ , o qual serd variado no intervalo [0; 1), pois neste a fungdo ¢
mais sensivel [14] e capaz de detectar pequenas variagdes na correlacdo das
variaveis.

1° caso: Estado coerente SU(2)

Quando N fotons sdo injetados em uma das entradas do divisor de feixe e o
vacuo (auséncia de fotons) é colocado na outra entrada, o estado de saida ¢
conhecido como estado coerente SU(2) [13,20]. Na figura 5.2 apresentamos o caso
emquen; =0eny,=10 e nafigura 5.3, o0 caso em que n; =20 e n, = 0.
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0.2 04 0.6 0.8 1
R=r1

FIG. 5.2- A medida do emaranhamento (entropia) € apresentada em fun¢do do da amplitude
de reflexdo R, para a de von Neumann (N) e a de Tsallis (q = 0,3; 0,5 ¢ 0,8).

0.2 0.4 0.6 0.8 1
R=1?

FIG. 5.3- A medida do emaranhamento (entropia) ¢ apresentada em fungdo do da amplitude
de reflexdo R, para a de von Neumann (N) e a de Tsallis (q =0,3; 0,5 ¢ 0,8).
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2° caso: Campos de entrada com 0 mesmo numero de
fotons

Na figura 5.4, apresentamos o caso em que foram colocados dois estados de
Fock com o mesmo ntimero de fotons (n; = n, = 5) nas entradas do divisor de feixe.
Na figura 5.5 repetimos o procedimento para n; =n, = 10.

FIG. 5.4 - A medida do emaranhamento (entropia) € apresentada em fun¢do do da amplitude
de reflexdo R. As curvas sdo, de baixo para cima, a de von Neumann e a de Tsallis (q =0,8;
0,5¢0,3).
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10 F

0.2 0.4 0.4 0.3 1

FIG. 5.5 - A medida do emaranhamento (entropia) ¢ apresentada em func¢ao do da amplitude
de reflexdo R. As curvas sdo, de baixo para cima, a de von Neumann ¢ a de Tsallis (q =0,8;
0,5¢0,3).

3° caso: Campos de entrada com numero de fotons
diferentes

Na figura 5.6, apresentamos o caso em que foram colocados dois estados de
Fock com numero de fétons diferentes (n; = 3 € n, = 7) nas entradas do divisor de
feixe. Na figura 5.7 apresentamos n; = 12 e n; =8 . Na figura 5.8, n; =16 e n, =4.
Na figura5.9, nj=15 e n, =5.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
R

FIG. 5.6 - A medida do emaranhamento (entropia) ¢ apresentada em fungao do da amplitude
de reflex@o R. As curvas sao, de baixo para cima, a de von Neumann ¢ a de Tsallis (q = 0,8;
0,5¢0,3).

S

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1
R
FIG. 5.7 - A medida do emaranhamento (entropia) é apresentada em funcdo do da amplitude

de reflex@o R. As curvas sdo, de baixo para cima, a de von Neumann e a de Tsallis (q = 0,8;
0,5¢0,3).



5- Emaranhamento no divisor de feixes 84

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1
R

FIG. 5.8 - A medida do emaranhamento (entropia) ¢ apresentada em func¢ao do da amplitude
de reflexdao R. As curvas sdo, de baixo para cima, a de von Neumann ¢ a de Tsallis (q = 0,8;

0,5¢0,3).
S
10
8
6
4
2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
R

FIG. 5.9 - A medida do emaranhamento (entropia) ¢ apresentada em funcéo do da amplitude
de reflexdo R. As curvas sdo, de baixo para cima, a de von Neumann e a de Tsallis (q = 0,8;
0,5¢0,3).
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5.3 - Analise dos resultados

No 1° caso, tanto a entropia de von Neumann S (p.) quanto a de Tsallis Sq
(pc), mostram que a medida do emaranhamento ¢ uma funcdo convexa com um

maximo para um divisor de feixe 50:50 ,ou seja, r =t = 1/4/2 . Neste caso, a entropia
de Tsallis ndo levantou nenhum aspecto qualitativamente novo, mesmo quando o

numero de fotons foi alterado de 10 ( figura 5.2 ) para 20 ( figura 5.3 ).

No 2° caso (figuras 5.4 ¢ 5.5), ¢ interessante notar que para um divisor 50 : 50
(R =0,5) o emaranhamento sofre uma diminuigdo. Isto mostra que a possibilidade
de fotons de “estados impares” € zero [21]. Este resultado ¢ uma extensao do caso B
I1,1> = (1/42)( ]0,2> + ¢’ ¢ |2,0> )[8]. Os estados de saida |1,1> podem resultar da
transmissdo ou reflexdo de ambos os fotons. Os dois casos interferem
destrutivamente e removem o estado de saida |1,1>. De fato, o estado de saida de
maximo emaranhamento estd no espaco de Hilbert composto pelos estados | 0 > e
| 2 >. Podemos entender porque o emaranhamento ndo ¢ maximizado quando o
mesmo nimero de fotons ¢ injetado em um divisor 50:50. Isto se deve ao fato dos
estados de numeros impares interferirem destrutivamente e ndo aparecerem no estado
de saida. Podemos entdo considerar que o estado de saida estd em um espaco de
Hilbert de dimensao (n + 1) composto por | 0 >, | 2 >,... , | 2n > ao invés de um

espaco de dimensdo (2n + 1).

Podemos perceber que utilizando um divisor de feixe, temos duas maneiras de
gerar estados emaranhados em um espago de Hilbert de dimensao (n + 1). A primeira
¢ colocando um numero total de n fotons em uma entrada do divisor e a outra
maneira ¢ colocando em cada uma das entradas n fotons em um divisor de feixe
50:50. Comparando as entropias nos dois casos, nés achamos que a tltima ndo gera o

melhor emaranhamento, devido a auséncia de alguns estados.
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Nas figuras 5.4 ¢ 5.5, notamos que a entropia de Tsallis além de preservar o
declive para R = 0,5 (evidenciando o comentério acima), ela apresenta uma maior
sensibilidade para variagdes da amplitude de reflexdo , principalmente para um

nimero menor de fétons ( figura 5.4 ).

Nas figuras 5.6 e 5.7 a entropia de Tsallis mostrou que o maximo emaranhamento

ndo ocorre para R = 0,5, como sugerido pela entropia de von Neumann.

Na figura 5.8 embora a entropia de Tsallis tenha uma maior sensibilidade que a
de von Neumann, o maximo emaranhamento também ocorre em R = 0,5 . Isto se
deve ao fato do nimero de fétons em uma das portas ser muito maior que o da outra ,
o que faz com que nos aproximemos dos resultados obtidos no 1° caso. Um

comentario semelhante vale para o resultado da figura 5.9
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho fizemos um estudo comparativo de medidas de
emaranhamento para o estado conjunto dos campos de saida de um divisor de feixes
de luz. Consideramos o caso em que o estado conjunto dos campos de entrada do
divisor de feixes ¢ um produto de estados de nimero de fotons bem definido (estados
de Fock).

Para medida do grau de emaranhamento do estado conjunto dos campos de
saida do divisor de feixes utilizamos a entropia de von-Neumman (S) e a entropia
ndo extensiva de Tsallis (Sq). Analisamos o comportamento de Sy para varios valores
de q em fun¢do do coeficiente de reflexdo e diferentes combinagdes de nlimeros
de foétons nos campos de entrada e comparamos o caso q =1 ( von Neumman ) e
0<q<l.

Observamos que no caso em que o estado de vacuo | 0 > foi colocado em
uma das portas de entrada do divisor de feixes , que a entropia de Tsallis ndo
levantou nenhum aspecto qualitativamente novo, mesmo com a varia¢do do nlimero

de fotons .
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Verificamos também no caso em que o mesmo numero de fétons foi colocado
em cada uma das portas do divisor de feixes , que a entropia de Tsallis além de
preservar as informagdes obtidas com a entropia de von Neumman, ainda apresentou
uma maior sensibilidade para variagdes da amplitude de reflexdo. Entretanto, para
um numero diferente de fotons em cada porta de entrada, a entropia de Tsallis
distingue diferentes graus de emaranhamento a medida que q diminui (0 <q<1).
Essa ocorréncia no qual pardmetros de emaranhamento fornecem graus diferentes ja
foi verificada em [28], no qual foi proposta uma medida baseada em correlagdes que
distinguem fases dos estados, ou seja, estados com mesma distribui¢do de
probabilidades que podem diferir por uma fase. No nosso caso, a diferenga aparece
pois o parametro q introduz um peso diferente as probabilidades relacionadas aos
coeficientes da expansao dos estados de saida na base de estados de Fock.

Concluindo, a sensibilidade de Sy com o pardmetro q pode representar uma
conexao entre propriedades intrinsecas do sistema fisico (extensividade) e a medida
do grau de emaranhamento. Por outro lado, podemos também considerar que a
entropia nao extensiva possa ser utilizada com uma medida complementar, ou seja,
usada em conjunto com outras medidas. Algumas questdes interessantes para

trabalhos futuros seriam:

e cstudar qual(is) propriedade(s) intrinseca(s) do sistema (caso exista(ao)) ¢
(sdo) responsavel(is) pela natureza nao extensiva;

e comparar a entropia de Tsallis com outras medidas e diferentes estados
iniciais dos campos de entrada e

e do ponto de vista matematico, procurar conectar emaranhamento e sua

medida com a 4lgebra dos octonios.
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Apéndice A

Campos de saida

Consideremos um divisor de feixe cuja geometria esta representada na fig.Al.

-

FIG. A.1 — Configuragdo da operacdo de um divisor de feixe.

Vamos obter o campo de saida ¢ em funcdo do campo de entrada a :

c=BaB' =exp { g (a'b e -ab’ e ™)} a exp {- g (a'be® -ab’ e )}
(AI)

Usando o teorema [27]
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ABeA-B + [A.B] +% [A,[A,B]]+ %[A,[A,[A,Bm+

Identificando os termos em (A1)
= g (@b e —ab' e_iq))

B=a

temos,

c=BaB' = a+9 [@'be®-abl e ™), a]+

\S)

+% (g)z[(a*b e _abte ™) [@Tbe® -abl e ™), al]+ ... (A2)

Calculando os comutadores da equacao acima ( utilizando as relagcdo candnica
[a,a’]=1(cap. 2, eq.(2.21))), vem:
p q

[@be®-abte™),a] = e®[a’,a]b- [a,a]bl e =-b e

[(aTb ei¢ -ab' e_id’),[(aTb ei¢ -ab' e‘id’),a]]:[(afb ei(l) -ab' €_i¢),-bei¢]=
=-a' [b,b]e*-a[b',b]e™e® =-a (A.3)

Substituindo os resultados obtidos em (A.3) em (A.2) obtemos:

N LA AR T NSO S S AN DI S0 NN
c a-zbe -2!(2) a + 3!(2) be +4!(2)a-5!(2) be”+ ...

- _ngig“ _i¢9_i93i95
a(l 2!(2) +4!(2)+...) be (2 3!(2) +5!(2) +...)
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=acos (g) -be' sen(g ) = ta—re® b (A.4)

Repetindo o processo para o campo de entrada a , temos:

d=BbB'" = bcos(g) + ae sen(g ) =tb + re®a (A.5)

Temos entao
c=BaB' = ta—re® b
d=BbB' = tb+re™a

Considerando os estados de entrada |n; >, ¢ |n, >y, os estados de saida
serao:

B|1’11>a’1’12>b (A6)

No capitulo 2 vimos que os estados de entrada podem ser construidos a partir
da a¢d@o do operador criag@o sobre o estado de vacuo (eq.(2.68)):

In|>,= (aT)nl|0>a (A.7)
nl.

y>p= e (b')] 0>, (A8)
l’l2!

e usando o fato que B B =1 (capitulo 4 ) , temos:

1

1
B —
ﬂnl! 1/712!

Ba' (B'B)a'(B" B)..Ba'(B"B)b'(B'B)... Bb'(B"B)|0>,| 0>,

Bin;>|n,>p= (a")™ (b')™]0>]0>, =

1 1

1’11! }’l2!
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1 1

()™ (d")”B[0,0>, (A.9)
mas

_ O v it i _
B|0,0> = exp{E(a be”-ab'e™)}]0,0> =

=(1+ig (a'b e -ab' e_i¢)+% (ig Y@'be®-abte™®y2+..)0,0>
(A.10)

Podemos notar na expressdo acima que a partir do segundo termo da série , o
operador destruicdo a ou b aparece elevado a alguma poténcia e aplicado no vacuo.
Do capitulo 2, temos que ( Lema II ):

al0>=b|0>=0 (A.11)

e portanto,
B|0,0>=1]0,0> (A.12)

Substituindo o resultado na equacao (A.9) temos:

Bln;>|ny>p= : : (<™ (d")™ 10,0> =
n1! l’lz!
S ! (ta'—te b (tb'+re®® a")™ |0.0>
l’ll' }’lz!
(A.13)
Utilizando na equagdo acima a expansao binomial
(x+y)"= Y ——a"y! (A.14)

S—nin’
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temos:

nl 12 (g (—re YR (b ) (re® a2 [ ny !
2= 2 10,0>=

B | np>,|n
k=01=0 K\(ny — k) (n, —1)!

nl n2 (_1 nl—ke—i¢(n1—n2—k+l)rn1+n2—k—ltk+l o
:ZZ( ) m(aT)n2+k—l| 0>a(bT)n1+l—k| O>b
k=01=0 k!(ny — k) (ny —1)!

(A.15)
Utilizando a eq. (2.68) do capitulo 2, temos:
n2+k !
@210 >, =(ny + k1) (\/(“7]{1)' 10>,)= J(ny +k=D) | ma+k—1>,
 m+H—k _ _ (b+ ok —
(b") | 0>, =/(ny +1 k)'(m|0>b) Ny +1=k) [ np+1—k>,
(A.16)

Finalmente

Bin;>|n;>p=

ok n2 ()R Tk D) kR R v V(ny + k= 1)\ (ny — K+ 1))

22, K (ny — k) (ny —1)!

k=0/=0

X \mtk—Lm+Il—k> (A.17)
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