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O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento

de Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES) - Código de Financiamento 001, à qual
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Resumo

Nessa tese, estudamos algumas propriedades dinâmicas no contexto de Dinâmica Linear

em espaços de Banach de dimensão infinita, como transitividade por cadeia, transitivi-

dade por cadeia em média, sombreamento e sombreamento médio, entre outros. Vários

resultados foram provados e muitas outras questões foram propostas. No que concerne à

transitividade por cadeia, provamos que toda componente conexa do espectro de um ope-

rador transitivo por cadeia intersecta o ćırculo unitário. A rećıproca desse resultado foi

investigada em dimensão finita e para deslocamentos ponderados. Estabelecemos também

critérios para que uma classe de deslocamentos ponderados unilaterais seja transitivo por

cadeia. Quanto à transitividade por cadeia em média, provamos que a classe dos ope-

radores transitivos por cadeia em média contém a classe dos operadores transitivos por

cadeia e dos operadores hiperbólicos. Estudamos ainda a transitividade por cadeia para

uma transformação esférica induzida por uma matriz inverśıvel. Além disso, foi demons-

trado que um operador hiperbólico possui sombreamento médio; que em dimensão finita

hiperbolicidade e sombreamento médio coincidem; que, na presença de expansividade uni-

forme, a propriedade de sombreamento médio implica a de sombreamento. Introduzimos

também o conceito de expansividade média e demonstramos que expansividade média

mais sombreamento médio implicam expansividade uniforme e, em particular, hiperboli-

cidade.

Palavras-chave: Dinâmica linear. Transitividade por cadeia. Transitividade por cadeia

em média. Sombreamento. Sombreamento em média.



Abstract

In this thesis, we studied some dynamical properties on the context of Linear Dynamics

on infinite-dimensional Banach spaces, such as chain transitivity, average chain transiti-

vity, shadowing and average shadowing, among others. Many results were proved and

many other questions were proposed. Concerning chain transitivity, we proved that each

connected component of the spectrum of a chain transitive operator intersects the unit

circle. The converse was investigated for finite dimension and for weighted shifts. We also

established criteria so that a class of unilateral weighted shifts may be chain transitive.

For average chain transitivity, we proved that the class of average chain transitive ope-

rators contains the class of the chain transitive operators and the class of the hyperbolic

ones. We studied yet the chain transitivity for the spherical transformation induced by an

invertible matrix. Moreover, we showed that a hyperbolic operator has average shadowing

property; in finite dimension, hyperbolicity and average shadowing coincide; under the

presence of uniform expansivity, the average shadowing property implies the shadowing

property. We also introduced the concept of average expansivity and then we proved that

average expansivity plus average shadowing imply uniform expansivity and, in particular,

hyperbolicity.

Keywords: Linear Dynamics. Chain transitivity. Average chain transitivity. Shadowing.

Average shadowing.
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Introdução

A teoria dos sistemas dinâmicos se ocupa da análise do comportamento a longo prazo

de sistemas em evolução. De modo geral, os posśıveis estados de um determinado sistema

são descritos através dos elementos de um dado conjunto X, enquanto a evolução do

sistema é descrita por meio de uma aplicação T : X −→ X, ou seja, se xn ∈ X é o estado

do sistema em um instante n ≥ 0, então xn+1 = T (xn), n = 0, 1, 2, . . ..

Uma tal análise pode ser feita, por exemplo, do ponto de vista topológico, dotando-se

o conjunto X de uma topologia e considerando T uma aplicação cont́ınua; ou de modo

probabiĺıstico, munindo X de uma σ-álgebra e supondo T mensurável. Essas abordagens

dão origem a dois ramos de estudo dos sistemas dinâmicos:

i A Dinâmica Topológica, que se ocupa de propriedades como transitividade to-

pológica, minimalidade, sombreamento (shadowing), estabilidade estrutural, caos,

entropia topológica, entre outras;

ii A Dinâmica Mensurável, que trata dos estudos probabiĺısticos (do ponto de vista

de medida) dos sistemas dinâmicos, como existência de medidas invariantes, ergo-

dicidade, mistura forte ou fraca (strong or weak mixing), entropia métrica, entre

outras.

Atualmente, uma área dos Sistemas Dinâmicos que se encontra muito ativa é a Dinâmi-

ca Linear, cujo propósito é o estudo da dinâmica de operadores lineares cont́ınuos sobre

espaços vetoriais topológicos, principalmente espaços de Fréchet, de Banach e espaços de

Hilbert. Esta área encontra-se na intersecção das grandes áreas de Sistemas Dinâmicos

e Teoria dos Operadores, empregando métodos de ambas as áreas, além de apresentar

conexões com outros ramos da Matemática, tais como Análise Complexa, Análise Fun-

cional, Teoria da Medida, Teoria dos Números e Probabilidade. Têm sido encontradas
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aplicações da Dinâmica Linear em áreas diversas, tais como Dinâmica Celular, Dinâmica

Populacional, Engenharia de Trânsito, Teoria da Difusão e F́ısica Quântica. Os livros de

Bayart e Matheron [5] e de Grosse-Erdmann e Peris [20], publicados por volta de 2010,

fornecem amplo panorama da área, além de vasta bibliografia.

Algumas das noções investigadas em Dinâmica Linear são: hiperciclicidade (transitivi-

dade topológica), superciclicidade (densidade de uma órbita projetiva na esfera unitária),

hiperciclicidade frequente (a órbita densa visita cada subconjunto aberto e não vazio com

densidade positiva) e caos no sentido de Devaney (hiperciclicidade e densidade do con-

junto dos pontos periódicos). É sabido que estas noções jamais ocorrem quando o espaço

X tem dimensão finita (veja, por exemplo, [20], Teorema 2.58, ou [5], Proposição 1.1).

Neste trabalho, consideraremos as noções de transitividade por cadeia e sombreamento

médio (average shadowing). A primeira noção é uma generalização do conceito de tran-

sitividade topológica. A transitividade por cadeia foi estudada por Hirsch et al [21] em

dinâmica topológica com respeito a repulsores e persistência uniforme. Esta noção junto

com a de recorrência por cadeia têm aplicações em Economia, Epidemiologia, Teoria dos

Jogos e Biologia Matemática (veja-se, por exemplo, as citações e referências de [21]). Já

o sombreamento médio é um dentre os vários tipos de sombreamento que têm sido estu-

dados nos últimos anos, com importante papel em muitos ramos dos Sistemas Dinâmicos,

como Dinâmica Topológica, Dinâmica Diferenciável e Teoria ergódica (veja [28], [2], [31]).

Para operadores lineares definidos em espaços de Banach, provamos que toda com-

ponente conexa do espectro de um operador transitivo por cadeia intersecta o ćırculo

unitário, estendendo para os operadores transitivos por cadeia um resultado devido a

Kitai [22] que havia sido provado para operadores hiperćıclicos. Como consequência, ope-

radores que são hiperbólicos (aqueles cuja intersecção do espectro com o ćırculo unitário

é vazia) ou compactos (operadores cujo fecho da imagem da bola unitária é compacto no

contradomı́nio) não possuem transitividade por cadeia (Teorema 2.12 e Corolário 2.20).

Investigamos a rećıproca do resultado em dimensão finita e para deslocamentos ponde-

rados. Apresentamos ainda critérios para que uma classe de deslocamentos ponderados

unilaterais tenha a transitividade por cadeia. Também demonstramos que a classe dos

operadores transitivos por cadeia em média contém a classe dos operadores hiperbólicos

a dos transitivos por cadeia.

Referente ao sombreamento médio, conseguimos provar que os operadores hiperbólicos
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possuem sombreamento médio. Provamos também que as noções de hiperbolicidade e

sombreamento médio coincidem em dimensão finita. Mostramos ainda uma classe de

deslocamentos bilaterais ponderados inverśıveis que possuem sombreamento médio e que

não são hiperbólicos e que, na presença de expansividade uniforme, sombreamento médio

implica sombreamento. Além disso, introduzimos uma nova noção, a de expansividade

média, e então demonstramos que operadores expansivos em média que possuem sombre-

amento médio são uniformemente expansivos e hiperbólicos.

Estudamos propriedades dinâmicas da aplicação esférica φ : Sn −→ Sn, induzida por

uma matriz inverśıvel A, dada por φ(x) = Ax
‖Ax‖ , a qual já foi caracterizada no que diz

respeito à propriedade de sombreamento em termos dos módulos dos autovalores (veja

[28], Teorema 3.2.2). Parece-nos que também é posśıvel caracterizar tal aplicação no

que se refere à transitividade por cadeia, o que nos levou a propor uma conjectura e

apresentamos uma prova em um caso particular.

Organizamos a tese em três caṕıtulo, distribúıdos conforme a descrição seguinte.

O Caṕıtulo 1 é destinado a apresentar os conceitos de hiperciclicidade, expansividade

e hiperbolicidade, bem como alguns resultados clássicos, envolvendo esses conceitos, além

de fixar a notação a ser empregada no restante do trabalho.

O Caṕıtulo 2 trata da transitividade por cadeia, apresentando exemplos de operadores

que possuem essa propriedade, a relação dessa noção com hiperciclicidade e hiperbolici-

dade. Faz-se ainda uma caracterização de operadores transitivos por cadeia através do

seu espectro e propomos critérios de transitividade por cadeia para uma classe de desloca-

mentos ponderados (weighted shifts) para a esquerda. Finaliza-se o caṕıtulo introduzindo

uma variação do conceito, a saber, a transitividade por cadeia em média e discutimos sua

relação com a transitividade por cadeia e a hiperbolicidade. Encerramos então o caṕıtulo

com um estudo das aplicações esféricas.

No Caṕıtulo 3, inicia-se apresentando uma compilação de alguns resultados referentes

ao sombreamento e ao sombreamento limite no contexto da Dinâmica Topológica e então

são apresentados os resultados da nossa investigação no âmbito dos operadores lineares.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, foram fornecidos alguns conceitos básicos da teoria dos sistemas dinâmicos

lineares, tais como hiperciclicidade, transitividade topológica e hiperbolicidade, entre ou-

tras, estabelecendo-se algumas relações entre esses conceitos. Será apresentada também

uma importante classe estudada em dinâmica linear, a saber: a dos deslocamentos (shifts).

As referências padrão para o que foi exposto no caṕıtulo são [5] e [20].

1.1 Dinâmica Topológica

Definição 1.1. Um sistema dinâmico topológico é um par (X,T ), no qual X é um espaço

métrico e T : X −→ X é uma aplicação cont́ınua.

Definição 1.2. Seja (X,T ) um sistema dinâmico topológico. Para cada x ∈ X, o conjunto

O(x, T ) = {T nx; n ≥ 0},

em que T 0 = I (I é a identidade em X) e T n = T ◦ . . . ◦ T (n vezes), é chamado órbita

de x por meio de T .

Caso a aplicação T seja inverśıvel, define-se a órbita negativa de modo natural.

Definição 1.3. Sejam (Y, S) e (X,T ) sistemas dinâmicos. Diz-se que T é quaseconjugado

a S se existe uma aplicação cont́ınua φ : Y −→ X com imagem densa tal que T ◦φ = φ◦S.

Se a aplicação φ for ainda um homeomorfismo, então S e T são conjugados.

Definição 1.4. Seja (X,T ) um sistema dinâmico. Um subconjunto U ⊂ X é T -invari-

ante (ou invariante por meio de T ) se T (U) ⊂ U .
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Definição 1.5. Seja (X,T ) um sistema dinâmico. Um ponto x ∈ X é um ponto fixo de

T se T (x) = x. Se T n(x) = x, para algum n ∈ N, então x é denominado ponto periódico

de T e o conjunto dos pontos periódicos de T é denotado por Per(T ).

Definição 1.6. Seja (X,T ) um sistema dinâmico. Diz-se que:

a) T é topologicamente transitivo se, dados quaisquer dois subconjuntos abertos U e V de

X, existe um número natural n tal que

T n(U) ∩ V 6= ∅.

b) T é misturador (mixing) se, para qualquer par (U, V ) de subconjuntos abertos de X,

existe um número natural N tal que

T n(U) ∩ V 6= ∅,∀n ≥ N.

c) T é fracamente misturador (weakly mixing) se T × T é topologicamente transitivo.

Observação 1.7. Para qualquer sistema dinâmico,

mistura ⇒ mistura fraca ⇒ transitividade topológica.

O resultado seguinte, devido a Furstenberg [18], implica que se T×T é topologicamente

transitivo, então T × · · · × T também o é.

Teorema 1.8. (Furstenberg) Seja T : X −→ X um sistema dinâmico fracamente

misturador. Então o n-uplo produto T × · · · × T é fracamente misturador para cada

n ≥ 2.

Em 1989, Devaney [15] propôs uma definição de caos, a qual mostrou-se muito satis-

fatória. Sua definição reflete a imprevisibilidade de sistemas caóticos porque a definição

contém uma dependência das condições iniciais. Mais precisamente:

Definição 1.9. Seja (X, d) um espaço métrico sem pontos isolados. Então um sistema

dinâmico T : X −→ X tem dependência das condições iniciais se existe alguma constante

δ > 0 tal que, para cada x ∈ X e ε > 0, existe algum y em X de modo que d(x, y) < ε,

mas para algum n ≥ 0, d(T n(x), T n(y)) > δ.

Definição 1.10. (Devaney) Seja (X, d) um espaço métrico sem pontos isolados. Então

um sistema dinâmico T : X −→ X é caótico (no sentido de Devaney) se satisfaz às

condições seguintes:
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i) T depende das condições iniciais;

ii) T é topologicamente transitivo;

iii) T tem um conjunto denso de pontos periódicos.

No entanto, Banks et al. [3] e Silverman [30] mostraram, independentemente, em

1992 que a condição de dependência das condições iniciais pode ser omitida da definição

de caos, pois é obtida como consequência das outras duas condições.

Teorema 1.11. (Banks et al.; Silverman) Seja (X, d) um espaço métrico sem pontos

isolados. Se um sistema dinâmico T : X −→ X é topologicamente transitivo e tem um

conjunto denso de pontos periódicos, então T depende das condições iniciais com respeito

a qualquer métrica definindo a topologia de X.

Para os sistemas dinâmicos lineares, o espaço subjacente deve ainda contar com

uma estrutura linear, tal como no caso dos espaços de Hilbert e de Banach. É fato que

exemplos interessantes de sistemas dinâmicos lineares são definidos em espaços ainda mais

gerais: os espaços de Fréchet. No entanto, as definições das noções apresentadas serão

estabelecidas apenas em espaços de Banach, pois os resultados obtidos neste trabalho

foram considerados apenas para estes espaços.

Definição 1.12. Sejam X e Y espaços de Banach. O espaço dos operadores lineares e

limitados T : X −→ Y é denotado por L(X, Y ). Se Y = X, então denota-se L(X,X) =

L(X). Um sistema dinâmico linear é um par (X,T ), em que X é um espaço de Banach

e T é um operador linear limitado em T .

Lembremos que um operador linear T definido em um espaço normado X é limitado

se existe uma constante α > 0 tal que, para todo x ∈ X,

‖Tx‖ ≤ α‖x‖.

Assim, define-se a norma de T como

‖T‖ = sup
06=x∈X

‖Tx‖
‖x‖

.

O principal interesse da Dinâmica Linear tem sido os sistemas dinâmicos lineares com

uma órbita densa. Tais sistemas mostram a riqueza da Dinâmica Linear e, muitas vezes,

apresentam resultados contraintuitivos àqueles correspondentes da dinâmica diferenciável

em dimensão finita. Por isso, os operadores com tais propriedades recebem um nome

espećıfico: operadores hiperćıclicos.
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1.2 Operadores hiperćıclicos

Definição 1.13. Seja (X,T ) um sistema dinâmico linear, no qual X é um espaço de

Banach separável. Então o operador T é hiperćıclico se existe algum vetor x ∈ X cuja

órbita é densa em X. Neste caso, x é denominado vetor hiperćıclico e o conjunto dos

vetores hiperćıclicos de T é indicado por HC(T ).

Convém frisar que essa noção só faz sentido se o espaço X for separável. Sabe-se que

não há operadores hiperćıclicos em espaços não nulos de dimensão finita (veja [5], Pro-

posição 1.1) e que a hiperciclicidade é preservada por quaseconjugação ([20], Proposição

1.19).

O resultado seguinte, provado por G. D. Birkhoff [8], relaciona hiperciclicidade com

transitividade topológica.

Teorema 1.14 (Teorema de Birkhoff da transitividade). Sejam X um espaço de Banach

separável e T : X −→ X um operador linear limitado. As afirmações seguintes são

equivalentes:

a) T é hiperćıclico;

b) T é topologicamente transitivo. Nesse caso, o conjunto dos vetores hiperćıclicos de T ,

HC(T ), é um subconjunto Gδ denso de X.

Como consequência, segue que um operador inverśıvel T é hiperćıclico se, e somente

se, T−1 também o é.

De acordo com Grosse-Erdmann e Peris Manguillot [20], os primeiros exemplos de

operadores hiperćıclicos foram obtidos por G.D. Birkhoff (1929), G.R. Maclane (1952) e

S. Rolewicz (1969).

Exemplo 1.15. (Operadores de Birkhoff, Exemplo 1.4 em [5]) Seja H(C) o espaço das

funções inteiras em C, dotada da topologia da convergência uniforme nas partes compac-

tas. Para qualquer número complexo não nulo a, seja Ta : H(C) −→ H(C) o operador

translação, definido por Ta(f)(z) = f(z + a). Então Ta é hiperćıclico em H(C).

Exemplo 1.16. (Operador de MacLane, Exemplo 1.8 em [5]) O operador derivação D :

f 7−→ f
′

é hiperćıclico em C.
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Exemplo 1.17. (Operador de Rolewicz, Exemplo 1.9 em [5]) Seja B : `2(N) −→ `2(N)

dado por B((xn)n∈N) = ((xn+1)n∈N), o operador deslocamento unilateral para a esquerda.

Então o operador λB é hiperćıclico para qualquer escalar λ, com |λ| > 1.

Em 1991, Godefroy e Shapiro [19] adotaram a definição de Devaney para caos linear,

a qual, tendo em vista o Teorema (1.14), pode ser assim formulada.

Definição 1.18. Um operador linear limitado T : X −→ X é caótico (no sentido de

Devaney) se:

i) T é hiperćıclico;

ii) T tem um conjunto denso de pontos periódicos.

Proposição 1.19. Se T é um operador hiperćıclico, então T depende das condições ini-

ciais com respeito a qualquer métrica invariante por translação definindo a topologia de

X.

Os três exemplos de operadores hiperćıclicos apresentados acima são também caóticos.

Vejamos, por exemplo, como provar que os operadores de Rolewicz são caóticos. A fim

de ver que os operadores de Birkhoff e de MacLane são caóticos seriam necessários mais

alguns resultados auxiliares, fugindo do escopo do texto.

Exemplo 1.20. (Operadores de Rolewicz) Seja T = λB, |λ| > 1, o operador de Rolewicz

em X = `p(N), (1 ≤ p <∞), ou X = c0(N). Verifica-se que x ∈ X é um ponto periódico

se, e somente se, existem N ∈ N e xk ∈ K, k = 1, . . . , N , tal que

x = (x1, . . . , xN , λ
−Nx1, . . . , λ

−NxN , λ
−2Nx1, . . . , λ

−2NxN , . . .).

Para ver que o conjunto dos pontos periódicos é denso em X basta aproximar qualquer

sequência finita y = (y1, . . . , yn, 0, . . .). Escolha um ponto periódico, com peŕıodo N ≥ n

tal que as primeiras N coordenadas coincidem com as de y. Então,

‖x− y‖ ≤
∞∑
i=1

|λ|−iN‖y‖ −→ 0, quando N → +∞.

Portanto, os operadores de Rolewicz são caóticos.
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1.3 Critérios de hiperciclicidade

Lembre-se que o Teorema de Birkhoff da transitividade [Teorema 1.14] reduz a hiper-

ciclicidade à geralmente mais simples condição de transitividade topológica. No entanto,

nem sempre é posśıvel verificar esta condição para um dado operador. Existem critérios

para verificar quando um operador é caótico, misturador, ou fracamente misturador e, em

particular, hiperćıclico. Estes critérios podem ser encontrados, por exemplo, no terceiro

caṕıtulo da referência [20]. Limitamo-nos a apresentar a seguir um critério de hipercicli-

cidade para um operador.

Teorema 1.21. (Critério de Hiperciclicidade) Seja T : X −→ X um operador linear

limitado. Se existem subconjuntos densos X0, Y0 ⊂ X, uma sequência crescente (nk)k∈N

de inteiros positivos e aplicações Snk : Y0 −→ X, k ≥ 1, tais que, para quaisquer x ∈ X0

e y ∈ Y0,

i) T nkx −→ 0,

ii) Snky −→ 0,

iii) T nkSnky −→ y, quando k → +∞

então T é fracamente misturador e, em particular, hiperćıclico.

Observação 1.22. Se no teorema acima tem-se nk = k, então o operador T é misturador.

1.4 Expansividade e hiperbolicidade

Seja S1 o ćırculo unitário no plano complexo, isto é, S1 = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

Além disso, sejam X um espaço de Banach complexo, SX a esfera unitária de X, isto é,

SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}, e T um operador linear limitado, definido em X. O espectro de

T no espaço de Banach complexo X é o conjunto

σ(T ) = {λ ∈ C : T − λI não é inverśıvel}.

Sabe-se que σ(T ) é um subconjunto não vazio ([23], Teorema 7.5-4) e compacto ([10],

Proposição 6.7) de C. Se T é um operador linear e limitado, definido em um espaço

de Banach real, então seu espectro é igual ao espectro de sua complexificação, isto é,

σ(T ) = σ(TC). E mais, o espectro de T pode ser decomposto em três conjuntos disjuntos,

a saber:
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• o espectro pontual :

σp(T ) = {λ ∈ C : T − λI não é injetor};

• o espectro cont́ınuo:

σc(T ) = {λ ∈ C : T −λI é injetor, não sobrejetor e (T −λI)(X) é denso em X};

• o espectro residual :

σr(T ) = {λ ∈ C : T − λI é injetor, mas (T − λI)(X) não é denso em X}.

Há também o espectro pontual aproximado de T , denotado por σa(T ), e definido como:

σa(T ) = {λ ∈ C : ∃ uma sequência (xn) em X, com ‖xn‖ = 1 e

‖λxn − Txn‖ −→ 0 quando n→ +∞}.

É sabido ainda (veja [16]) que

∂σ(T ) ⊂ σa(T ) ⊂ σ(T ), σ(T ) = σr(T ) ∪ σa(T ) e σr(T ) ⊂ σp(T
∗),

em que ∂σ(T ) é a fronteira de σ(T ) e T ∗ é o operador adjunto de T atuando no espaço

dual X
′

de X. E mais, se um operador T é hiperćıclico, então σp(T
∗) = ∅ (Veja [20],

Lema 2.53).

Definição 1.23. Seja T um operador linear limitado definido em um espaço de Banach

X. Diz-se que T é expansivo (positivamente expansivo) se existir uma constante c > 1,

de modo que para cada z ∈ SX , exista um número inteiro (natural) n tal que

‖T nz‖ ≥ c.

Definição 1.24. Seja T um operador linear limitado definido em um espaço de Banach

X. Diz-se que T é uniformemente expansivo (uniforme e positivamente expansivo) se

existirem uma constante c > 1 e um número inteiro (natural) n tais que se z ∈ SX , então

‖T nz‖ ≥ c ou ‖T−nz‖ ≥ c

(se z ∈ SX então ‖T nz‖ ≥ c).

Ressalte-se que nas definições de expansividade e de expansividade uniforme é ne-

cessário que o operador T seja inverśıvel.
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Definição 1.25. Um operador linear T definido em um espaço de Banach X é hiperbólico

se σ(T ) ∩ S1 = ∅.

Sabe-se ([5], Teorema 1.18) que um operador hiperćıclico não pode ser hiperbólico e

(veja, por exemplo, [17], Lema 1) que um operador linear limitado T definido em X é

hiperbólico se, e somente, se existem uma norma equivalente à norma ‖ · ‖ em X e uma

decomposição

X = Xs ⊕Xu, T = Ts ⊕ Tu,

em que Xs e Xu são subespaços fechados de X e T -invariantes; Ts = T |Xs é uma

contração própria, isto é, ‖Ts‖ < 1; e Tu = T |Xu é inverśıvel e uma dilatação própria, ou

seja, ‖T−1u ‖ < 1.

Também é conhecido o fato ([17], Teorema 1) que um operador inverśıvel T é unifor-

memente expansivo se, e somente se,

σa(T ) ∩ S1 = ∅.

Portanto, todo operador inverśıvel e hiperbólico é uniformemente expansivo.

1.5 Deslocamentos (shifts)

O conjunto dos números inteiros positivos é usualmente denotado por N, enquanto

que o conjunto dos inteiros não negativos é denotado por N0.

Para cada número real p ∈ [1,∞), denota-se por `p(Z) ao espaço de Banach de todas

as sequências (xn)n∈Z de escalares tais que
∑

n∈Z |xn|p <∞, dotado com a norma

‖x‖p =

(∑
n∈Z

|xn|p
) 1

p

.

Observe que, em particular, `2(Z) é um espaço de Hilbert com respeito ao produto interno

〈x, y〉 =
∑
n∈Z

xnyn.

Define-se ainda `∞(Z) como o conjunto de todas as sequências (xn)n∈Z de escalares que

são limitadas. Este espaço é um espaço de Banach quando dotado da norma

‖x‖∞ = sup
n∈Z
|xn|. (1.1)
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Além disso, c0(Z) denota o espaço de Banach de todas as sequências (xn)n∈Z tais que

limn→±∞ xn = 0, dotado com a mesma norma descrita em (1.1).

Analogamente, definem-se os espaços `p(N) (p ∈ [1,∞]) e c0(N).

Definição 1.26. Seja X = `p(Z) (p ∈ [1,∞]) ou X = c0(Z) e w = (wn)n∈Z uma sequência

limitada de escalares. O operador linear Bw : X −→ X, definido por Bw((xn)n) =

(wn+1xn+1)n∈Z, é denominado deslocamento ponderado bilateral para a esquerda. A se-

quência w = (wn)n∈Z é a sequência de pesos. Se wn = 1, para todo n, então Bw é

denotado simplesmente por B e é denominado deslocamento bilateral para a esquerda.

Observe que Bw é inverśıvel se, e somente se, infn∈Z |wn| > 0.

No caso em que X = `p(N) (p ∈ [1,∞]) ou X = c0(N), podem ser definidos os

deslocamentos unilaterais para a esquerda e ponderados unilaterais para a esquerda, dados,

respectivamente por:

B : X −→ X, B(x1, x2, x3, · · · ) = (x2, x3, x4, · · · )

e

Bw : X −→ X, Bw(x1, x2, x3, · · · ) = (w2x2, w3x3, w4x4, · · · ).

É posśıvel verificar que, para todo n ∈ N,

‖Bn
w‖ = sup

k
|wkwk+1 · . . . · wk+n−1|.

Sabe-se (veja [9]) que o espectro de um deslocamento ponderado unilateral para a

esquerda ou de um deslocamento ponderado bilateral para a esquerda não inverśıvel é

dado por:

σ(Bw) = {λ ∈ C : |λ| ≤ r(Bw)},

em que r(Bw) é o raio espectral do operador Bw, isto é, r(Bw) = limn→∞ ‖Bn
w‖

1
n . No caso

em que Bw é um deslocamento ponderado bilateral para a esquerda inverśıvel, prova-se

que

σ(Bw) = {λ ∈ C :
1

r(B−1w )
≤ |λ| ≤ r(Bw)}.

Observação 1.27. ([6], Observação 35) (a) Seja X = `p(Z) (1 ≤ p < ∞) ou X = c0(Z) e

w = (wn)n∈Z, com infn∈Z |wn| > 0. Segue que o deslocamento ponderado bilateral para a

esquerda é hiperbólico se, e somente se, σ(Bw) ⊂ D ou σ(B−1w ) ⊂ D, em que D é o disco

aberto unitário, o que, por sua vez, equivale a

lim
n→∞

sup
k∈Z
|wkwk+1 · . . . · wk+n−1|

1
n < 1 ou lim

n→∞
sup
k∈Z
|wkwk+1 · . . . · wk+n−1|−

1
n < 1.
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(b) Seja A = N ou A = Z, X = `p(A) (1 ≤ p < ∞) ou X = c0(A), e w = (wn)n∈Z

uma sequência de pesos. Seja ainda Bw : X −→ X um deslocamento ponderado para a

esquerda não inverśıvel. Nestas condições Bw é hiperbólico se, e somente se, σ(Bw) ⊂ D,

que equivale a

lim
n→∞

sup
k∈A
|wkwk+1 · . . . · wk+n−1|

1
n < 1.

Para finalizar, um resultado que fornece condições de verificar se um deslocamento

ponderado é hiperćıclico ou não.

Proposição 1.28. Seja Bw um deslocamento ponderado unilateral para a esquerda, defi-

nido em `p(N) (1 ≤ p <∞). Nestas condições, Bw é hiperćıclico se, e somente se,

lim sup
n→∞

(w1w2 · . . . · wn) =∞.

Demonstração. Veja [5], Corolário 1.39, Teorema 1.40 e Observação 1.41. �

Observação 1.29. ([5], Observação após a demonstração do Corolário 1.39) Caso Bw seja

um deslocamento ponderado bilateral para a esquerda inverśıvel, então Bw é hiperćıclico

se, e somente se,

lim inf
n→∞

max{(w1w2 · . . . · wn)−1, (w−1w−2 · . . . · w−n)} = 0.



Caṕıtulo 2

Transitividade por cadeia

Neste caṕıtulo, é introduzida a transitividade por cadeia. Inicialmente, é feita uma com-

pilação de alguns resultados já conhecidos. A seguir, são apresentados resultados por nós

obtidos no âmbito da Dinâmica Linear, a saber: toda componente conexa do espectro de

um operador transitivo por cadeia intersecta o ćırculo unitário. Investigamos a rećıproca

desse resultado em dimensão finita. Então, introduzimos a transitividade por cadeia em

média e provando que a classe de operadores com essa propriedade contém a classe dos

operadores hiperbólicos e a dos transitivos por cadeia. Finaliza-se o caṕıtulo analisando

as transformações esféricas com respeito à transitividade por cadeia.

2.1 Definições, exemplos e algumas propriedades

Definição 2.1. Sejam (M,d) um espaço métrico e f : M −→M uma aplicação cont́ınua.

Dado ε > 0, uma ε-cadeia de x até y é uma sequência {x0 = x, x1, ..., xn = y} tal que

d(f(xi), xi+1) < ε para i = 0, 1, ..., n− 1.

Ou seja, uma ε-cadeia entre dois pontos é uma sequência finita de pontos tais que o

iterado do ponto anterior está próximo do ponto seguinte dessa sequência.

Definição 2.2. Uma aplicação cont́ınua f : M −→ M , definida em um espaço métrico

M , é transitiva por cadeia se para qualquer ε > 0 e para quaisquer x, y ∈ X, existe uma

ε-cadeia de x até y.

A noção de transitividade topológica diz respeito a qualquer ponto x no espaço M

alcançar um ponto y nesse espaço por meio da órbita real de um ponto nas proximidades
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de x. Já a noção de transitividade por cadeia generaliza a primeira noção, pois, nesse

caso, quaisquer pares de pontos no espaço M podem ser conectados através de uma

pseudo-órbita finita com um erro tão pequeno quanto se desejar.

Definição 2.3. Sejam (M,d) um espaço métrico e h : M −→ M um homeomorfismo.

Diz-se que uma sequência (xn)n∈Z é uma δ-pseudo-órbita de h se

d(h(xn), xn+1) ≤ δ para todo n ∈ Z.

O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento se para todo ε > 0 existe δ > 0

tal que toda δ-pseudo-órbita é ε-sombreada por uma órbita real de h, isto é, existe x ∈M

tal que

d(xn, h
n(x)) ≤ ε para todo n ∈ Z.

Observação 2.4. Se h : M −→ M é um aplicação cont́ınua em um espaço métrico M ,

então pode-se falar em sombreamento positivo simplesmente substituindo o conjunto Z

por N0, em que N0 = N∪ {0}, na definição de sombreamento. Se h admite inversa, então

define-se também sombreamento negativo.

Definição 2.5. Sejam (M,d) um espaço métrico e h : M −→ M um homeomorfismo.

O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento limite se para toda sequência

(xn)n∈Z em M com

lim
|n|−→∞

d(h(xn), xn+1) = 0,

existe x ∈M tal que

lim
|n|−→∞

d(xn, h
n(x)) = 0.

Em dinâmica topológica, a transitividade por cadeia tem sido estudada em associação

com a noção de sombreamento e de sombreamento limite. Por exemplo, quando (M,d) é

um espaço métrico compacto e f : M −→M um homeomorfismo, Lee ([25], Lema) provou

que se f tem sombreamento limite, então f também é transitivo por cadeia. Dastjerdi

& Hosseini [14] estudaram as relações entre sombreamento, transitividade por cadeia,

equicontinuidade e sensibilidade; Li [26] introduziu a noção de sensibilidade ergódica e

estabeleceu relação entre esta noção e as de sombreamento e transitividade por cadeia.

Além disso, Barwell et al. [4] estudaram relações entre a transitividade por cadeia e a

ocorrência de conjuntos invariantes e ω-limite.

Um exemplo (bastante elementar) de operador transitivo por cadeia é dado a seguir.
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Exemplo 2.6. O operador identidade definido em um espaço vetorial normado X é

transitivo por cadeia. De fato, dado ε > 0, tome x e y quaisquer em X. Considere o

segmento de extremidades x e y. Sobre esse segmento, escolha n + 1 pontos, digamos

x0 = x, x1,. . ., xn = y, tais que

‖xi − xi+1‖ < ε, para todo i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

A sequência formada por esses pontos é uma ε-cadeia de x até y.

Uma classe importante de operadores transitivos por cadeia é dada no resultado

clássico abaixo.

Proposição 2.7. Se M é um espaço métrico e f : M −→ M é uma aplicação cont́ınua

e topologicamente transitiva, então f é transitivo por cadeia.

Demonstração. Dado ε > 0, sejam x e y dois pontos quaisquer de M . Seja U a bola

aberta de centro x e raio ε e seja V a bola aberta de centro y e raio ε. Pela transitividade

de f , existe um número natural k1 tal que

fk1(U) ∩ V 6= ∅.

Logo, existe u1 ∈ U tal que fk1(u1) ∈ V . Seja U1 a bola de centro f(x) e raio ε e V1 a bola

aberta de centro fk1−1(u1). Uma vez mais, a transitividade de f implica a existência de

um número natural k2 tal que fk2(U1)∩V1 6= ∅, ou seja, existe v ∈ U1 tal que fk2(v) ∈ V1.

Assim, a sequência (xk)
n
k=0, em que

x0 = x, v, f(v), . . . , fk2−1(v), fk1−1(u1), xn = y

é uma ε-cadeia. Portanto, f é transitivo por cadeia. �

Assim, se (M,d) é um espaço métrico separável, segue do Teorema (1.14) que todo

operador hiperćıclico é transitivo por cadeia. Em particular, se um deslocamento ponde-

rado para a esquerda satisfaz uma das condições descritas na Proposição (1.28), então ele

é transitivo por cadeia.

Uma pergunta natural que surge é se vale a rećıproca da Proposição (2.7). A resposta

é não, pois o operador identidade (Exemplo 2.6) não é topologicamente transitivo. Isto,
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por sua vez, suscita a questão: sob quais condições um operador transitivo por cadeia é

topologicamente transitivo?

Uma resposta é dada logo no resultado seguinte.

Proposição 2.8. Seja f : M −→ M uma aplicação cont́ınua e inverśıvel, definida em

um espaço métrico M . Se f é transitiva por cadeia e tem a propriedade de sombreamento

então f é topologicamente transitiva.

Demonstração. Dados os abertos U e V em M , considere um ponto x em U e um

ponto z em V . Tome ε > 0 de modo que a bola de centro x e raio ε esteja contida em U e

a bola aberta de centro z e raio ε esteja em V . Seja δ dado pelo sombreamento para esse

ε.

Como f é transitiva por cadeia, existe uma δ-cadeia começando em x e terminando

em z, digamos {x0 = x, x1, ..., xn = z}. Logo, a sequência

(..., f−2(x), f−1(x), x, x1, x2, ..., xn = z, f(z), f 2(z), ...)

é uma δ-pseudo-órbita. Então, o sombreamento assegura a existência de um ponto u que

ε-sombreia esta pseudo-órbita.

Assim, u está ε-próximo de x e, então, pertence a U e um iterado fn(u) está ε-próximo

de z; logo pertence a V .

Visto que U e V são conjuntos abertos arbitrários, resulta que f é topologicamente

transitiva. �

Observação 2.9. No caso em que X é um espaço de Banach separável, usando a mesma

prova da Proposição (2.8) e levando em conta o Teorema (1.14) demonstra-se que se um

operador T : X −→ X linear e limitado é transitivo por cadeia e possui a propriedade de

sombreamento, então T é hiperćıclico.

Pergunta 2.10. Será que existe que um critério (análogo ao da hiperciclicidade) que

garanta quando um operador é transitivo por cadeia?

Pergunta 2.11. Será que existe alguma caracterização espectral de um operador T tran-

sitivo por cadeia (mas não topologicamente transitivo) que tenha alguma implicação sobre

o espectro pontual do operador adjunto T ∗?
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2.2 Transitividade por cadeia na dinâmica linear

Na década de 1980, Kitai [22] provou que toda componente conexa do espectro de

um operador hiperćıclico T intersecta o ćırculo unitário. Por conseguinte, um operador

compacto não pode ser hiperćıclico. O resultado abaixo mostra que essa afirmação ainda

é verdadeira se hiperćıclico for substitúıdo por transitivo por cadeia e, mais adiante, será

demonstrado por que um operador compacto não pode ser transitivo por cadeia.

Teorema 2.12. Sejam X um espaço de Banach complexo e T : X −→ X um operador

linear, limitado e transitivo por cadeia. Então, toda componente conexa do espectro de T

intersecta o ćırculo unitário.

A fim de mostrar o Teorema (2.12) serão necessários alguns resultados auxiliares, entre

os quais a proposição abaixo, que é um caso particular do referido teorema.

Proposição 2.13. Seja T : X −→ X um operador linear e limitado, definido em um

espaço de Banach X, com norma ‖ ‖. Se T é transitivo por cadeia, então o espectro de

T intersecta o ćırculo unitário, ou seja, T não é hiperbólico.

A demonstração da Proposição (2.13), por sua vez, também requer um resultado

auxiliar.

Lema 2.14. Se T : X −→ X é um operador linear e limitado, T não nulo, definido em

um espaço de Banach X e tal que ‖T‖ < 1 (ou ‖T−1‖ < 1, caso T seja inverśıvel), então

T não é transitivo por cadeia.

Demonstração. Suponha que T seja transitivo por cadeia e ‖T‖ < 1. Dado ε > 0,

sejam u, v ∈ X tais que

‖v‖ > ‖u‖+Dε, em que D =
1

1− ‖T‖
. (2.1)

Então, existe uma sequência finita x0 = u, . . . , xn = v tal que

‖xk+1 − Txk‖ < ε para k = 0, 1, . . . , n− 1.

Fazendo cj = xj − Txj−1, j ∈ {1, . . . , n}, temos

xn = T nx0 + T n−1c1 + T n−2c2 + . . .+ Tcn−1 + cn.
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Logo,

‖v‖ = ‖xn‖ ≤ ‖T‖n‖x0‖+ ‖T‖n−1‖c1‖+ . . .+ ‖T‖‖cn−1‖+ ‖cn‖

≤ ‖T‖n‖x0‖+Dε,

o que é absurdo por (2.1). Portanto, T não é transitivo por cadeia.

Agora, suponha que T seja inverśıvel, transitivo por cadeia e ‖T−1‖ < 1. Dado

0 < ε < 1, escolha u e v em X tais que

‖v‖ < ‖u‖ − ‖T−1‖
1− ‖T−1‖

.

Então, existem um inteiro positivo n e uma sequência finita (xk)
n
k=0, com x0 = u e xn = v,

para a qual

‖Txi − xi+1‖ < ε, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Defina ci = Txi − xi+1, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Temos:

v = vn = T nx0 − (T n−1c0 + . . .+ Tcn−1 + cn)

= T n(u− T−1c0 − . . .− T−ncn)

e, assim,

‖v‖ = ‖T n(u− T−1c0 − . . .− T−ncn)‖ ≥ 1

‖T−1‖n
‖u− T−1c0 − . . .− T−ncn)‖, (2.2)

pois como ‖x‖ ≤ ‖T−1‖‖Tx‖, para todo x ∈ X, resulta ‖Tx‖ ≥ ‖x‖
‖T−1‖ e disto conclui-se,

por indução, que

‖T nx‖ ≥ ‖x‖
‖T−n‖

≥ ‖x‖
‖T−1‖n

.

Da desigualdade (2.2) segue que

‖v‖ ≥ 1

‖T−1‖n

(
‖u‖ − ε‖T−1‖

1− ‖T−1‖

)
> ‖u‖ − ‖T−1‖

1− ‖T−1‖
,

o que é absurdo, porque contraria a escolha de u e v. �

Lema 2.15. ([10], Teorema 2.10) Seja X um espaço de Banach e suponha que M

e N são dois subespaços fechados de X tais que M + N é fechado. Então existe uma

constante α > 0 tal que cada z ∈M +N admite uma decomposição da forma z = x+ y,

com x ∈M , y ∈ N , ‖x‖ ≤ α‖z‖ e ‖y‖ ≤ α‖z‖.
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Demonstração. Considere o espaço produtoM×N com a norma ‖(x, y)‖ = ‖x‖+‖y‖

e o espaço M +N com a norma de X. A aplicação

T : M ×N −→M +N, T (x, y) = x+ y,

é cont́ınua, linear e sobrejetiva. Pelo Teorema da Aplicação Aberta, existe uma constante

positiva C tal que todo z ∈M +N , com ‖z‖ < C, pode ser escrito como

z = x+ y, x ∈M, y ∈ N e ‖x‖+ ‖y‖ < 1.

Por homogeneidade, cada z ∈M +N pode ser escrito como z = x+y, com x ∈M , y ∈ N

e ‖x‖+ ‖y‖ < 1
C
‖z‖. �

Lema 2.16. Seja T um operador em um espaço de Banach X. Suponha que X = M⊕N ,

em que M e N são subespaços fechados de X e T -invariantes. Se T é transitivo por cadeia,

então T |M e T |N também são transitivos por cadeia.

Demonstração. Pelo Lema (2.15), existe uma constante α > 0 tal que

‖u‖ ≤ α‖x‖ e ‖v‖ ≤ α‖x‖

sempre que x = u + v, com u ∈ M e v ∈ N . Suponha T transitivo por cadeia e sejam

u1, u2 ∈M . Dado ε > 0, existe uma sequência finita w0 = u1, . . . , wn = u2 em X tal que

‖Twk − wk+1‖ <
ε

α
, para k = 0, 1, . . . , n− 1.

Como wk = uk,M + vk,N , com uk,M ∈ M , vk,N ∈ N , u0,M = u1, v0,M = 0, un,N = u2 e

vn,N = 0, tem-se pela invariância de T :

‖Tuk,M − uk+1,M‖ ≤ α‖Twk − wk+1‖ < ε, para todo k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Logo, u1 e u2 são ligados por uma ε-cadeia que está em M . Analogamente, mostra-se que

T |N é transitivo por cadeia. �

Demonstração da Proposição 2.13. Suponha T hiperbólico. Então, (veja final da

Seção 1.4) existe uma norma | |, equivalente à norma ‖ ‖ em X, e uma decomposição

X = Xs ⊕Xu, em que Xs e Xu são subespaços fechados de X e T -invariantes, com

|T |Xs | < 1 e |T−1 |Xu | < 1.
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Como T é transitivo por cadeia, segue do Lema 2.16 que T |Xs e T |Xu também são

transitivos por cadeia, o que é absurdo, pois contradiz o Lema 2.14. �

A fim de demonstrar o Teorema 2.12, precisamos dos próximos três lemas.

Lema 2.17. (Teorema de Riesz da Decomposição) ([29], Teorema 2.10) Seja

T um operador linear e limitado, definido em um espaço de Banach X, e suponha que o

espectro de T , σ(T ), possa ser decomposto como σ(T ) = σ1∪ . . .∪σN , em que os conjuntos

σi são fechados e dois a dois disjuntos. Então, pode-se escrever X = X1 ⊕ . . . ⊕ XN

em que cada Xi é um subespaço fechado, T -invariante e σ(T |Xi) = σi, para cada i ∈

{1, 2, . . . , N}.

Lema 2.18. ([5], Lema 1.21) Seja K um subconjunto compacto de C e seja C uma

componente conexa de K. Suponha que C esteja contida em algum aberto Ω ⊂ C. Então,

pode-se encontrar um subconjunto σ aberto e fechado de K tal que C ⊂ σ ⊂ Ω.

Lema 2.19. ([1], Proposição 3.2) Sejam X um espaço de Banach complexo com

norma ‖ ‖ e T : X −→ X um operador linear e limitado. As condições seguintes são

equivalentes:

1. o raio espectral de T é estritamente menor que 1;

2. existe uma norma | |, equivalente a ‖ ‖, para a qual |T | < 1;

3. existem C > 0 e 0 < λ < 1 tais que ‖T nx‖ ≤ Cλn‖x‖, para todo x ∈ X e n ∈ N.

Demonstração do Teorema 2.12. Suponha que alguma componente conexa C1

do espectro de T não intersecte o ćırculo unitário e, assim, C1 ⊂ D ou C1 ⊂ C \ D. Pelo

Lema 2.18, pode-se achar um conjunto aberto e fechado

σ1 ⊂ σ(T ), tal que C1 ⊂ σ1 ⊂ D ou C1 ⊂ σ1 ⊂ C \ D.

Pelo Lema 2.17, aplicado a σ1 e σ2 = σ(T ) \ σ1, podemos escrever T = T1 ⊕ T2, em que

σ(Ti) = σi, i ∈ {1, 2}. Do Lema 2.16, T1 é transitivo por cadeia. Temos, pois, dois casos

a considerar:

Primeiro caso: σ1 ⊂ D. Então, o raio espectral de T1 é estritamente menor que 1.

Do Lema 2.19, existe uma norma | | para a qual |T1| < 1, acarretando, de acordo com o

Lema 2.14 que T1 não é transitivo por cadeia, o que é absurdo.
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Segundo caso: σ1 ⊂ C \ D. Neste caso, T1 é inverśıvel e hiperbólico e, portanto, não

transitivo por cadeia (de acordo com a Proposição 2.13), o que também é absurdo.

Isto conclui a demonstração. �

Corolário 2.20. Se X 6= {0} é um espaço de Banach complexo de dimensão infinita e

T : X −→ X um operador linear compacto, então T não é transitivo por cadeia.

Demonstração. Seja T um operador compacto. Então, o espectro de T é enumerável

e contém zero. Como qualquer subconjunto enumerável de C é totalmente desconexo,

segue que {0} é uma componente conexa de σ(T ). Portanto, pelo Teorema 2.12, T não é

transitivo por cadeia. �

Corolário 2.21. Seja T : Cn −→ Cn, n ≥ 1, um operador linear limitado. Se T é

transitivo por cadeia, então σ(T ) ⊂ S1.

Pode-se indagar ainda se vale a rećıproca do Corolário 2.21. O próximo resultado

mostra que há casos em que a resposta é afirmativa.

Proposição 2.22. A aplicação f : Cd −→ Cd, d ≥ 1, dada por

f(z1, . . . , zd) = (eiθ1z1, . . . , e
iθdzd),

em que θi ∈ R, i ∈ {1, . . . , d}, é transitiva por cadeia.

Demonstração. Inicialmente, a demonstração será feita para o caso d = 1. Dado

ε > 0, sejam x, y ∈ C e L o segmento de extremidades x e y. Temos três casos a considerar:

Primeiro caso: θ = 0, ou seja, f(z) = z. Então basta escolher N natural de modo que

a sequência (x0 = x, x1, . . . , xN = y) de pontos de L satisfaça a condição

‖xk − xk+1‖ < ε, com k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. (2.3)

Segundo caso: θ é tal que θ
π

é um número racional. Logo, existe um número in-

teiro positivo k para o qual fk(z) = z. Escolha uma sequência (x0 = x, x1, . . . , xN = y)

exatamente como no caso anterior. Vamos construir uma ε-cadeia de x até y como se-

gue: tome u0 = x, u1 = f(x), . . . , uk−1 = fk−1(x), uk = x1, uk+1 = f(x1), . . . , u2k−1 =

fk−1(x1), u2k = x2, . . . , u3k−1 = fk−1(x2), u3k = x3, . . . , u(N−1)K = xN−1, . . . , uNk−1 =

fk−1(xN−1), uNk = y. Assim,

(
u0 = x, . . . , uk−1 = fk−1(x), uk = x1, . . . , u2k = x2, . . . , uNk = y

)
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é uma ε-cadeia do tipo desejado.

Terceiro caso: θ é tal que θ
π

é um número irracional. Neste caso, f não é periódica.

Tome a sequência finita {x0 = x, x1, . . . , xN = y} descrita como no primeiro caso. Seja

v0 = x e seja m1 um número natural tal que |fm1(x) − x1| < ε (isto é posśıvel, por-

que a sequência (f j(x))
∞
j=1 é densa no ćırculo de raio |x|). Logo, basta escolher v0 =

x, v1 = f(x), . . . , vm1−1 = fm1−1(x), vm1 = x1. Agora, escolha vm1+1 = f(x1), vm1+2 =

f 2(x1), . . . , vm1+m2−1 = fm2−1(x1), em que m2 ∈ N é tomado de modo a satisfazer

|fm2(x1)−x2| < ε. Então, faça vm1+m2 = x2. Prosseguindo com o racioćınio, constrúımos

uma ε-cadeia de x até y:

(v0 = x, . . . , vm1 = x1, . . . , vm1+m2 = x2, . . . , vm1+m2+...+mN = xN) .

A seguir, o resultado será demonstrado para d = 2. Será considerado o espaço C2

dotado da norma da soma. Dado ε > 0, tome (x1, y1) e (x2, y2) em C2. Denote por L

o segmento de extremidades (x1, y1) e (x2, y2). Seja N ∈ N tal que os pontos (u0, v0) =

(x1, y1),(u1, v1),. . .,(uN , vN) = (x2, y2) sobre L satisfaçam

‖(ui, vi)− (ui+1, vi+1)‖ <
ε

2
, i ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Considere os casos abaixo.

Primeiro caso: (1, θ1
π
, θ2
π

) é Q-linearmente independente (um conjunto {θ1, . . . , θd} de

números reais é Q-linearmente independente quando a relação c1θ1 + . . .+ cdθd = 0, com

coeficientes inteiros c1,. . .,cd e θi 6= θj, se i 6= j, vale apenas se todos os coeficientes ci

forem nulos). Então existem números naturais n1,. . .,nN−1 tais que

fnj+1(uj, vj) ∈ S(uj ,vj) ∩B ε
2
((uj, vj)) ∩B ε

2
((uj+1, vj+1)),

em que S(uj ,vj) denota o ćırculo de centro na origem e raio ‖(uj, vj)‖ e Bε((uj, vj)) é a bola

aberta de centro (uj, vj) e raio ε, j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Então uma ε-cadeia de (x1, y1)

até (x2, y2) é dada por:

((u0, v0), f(u0, v0), . . . , f
n1−1(u0, v0), (u1, v1), f(u1, v1), . . . , f

n2−1(u1, v1), . . . ,

(uN−1, vN−1), f(uN−1, vN−1), . . . , f
nN−1(uN−1, vN−1), (x2, y2)).
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Segundo caso: θ1 = θ2 = θ. Faça a = eiθ. Se am = 1, para algum m ∈ N, então uma

ε-cadeia de (x1, y1) até (x2, y2) é

((u0, v0), f(u0, v0), . . . , f
m−1(u0, v0), (u1, v1), f(u1, v1), . . . , f

m−1(u1, v1), . . . ,

(uN−1, vN−1), f(uN−1, vN−1), . . . , f
m−1(uN−1, vN−1), (x2, y2)).

No entanto, se ak 6= 1, para todo k ∈ N, isto é, se θ
π
∈ R \ Q, então sejam n1,. . .,nN−1

números naturais tais que

|anj+1 − 1| < min{ ε

4|uj|
,

ε

4|vj|
}, j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Assim,

‖ (anj+1uj, a
nj+1vj)− (uj+1, vj+1) ‖ ≤ |anj+1uj − uj|+ |anj+1vj − vj|+

‖ (uj, vj)− (uj+1, vj+1) ‖ < ε

e uma ε-cadeia de (x1, y1) até (x2, y2) é obtida como no caso anterior.

Terceiro caso: (1, θ1
π
, θ2
π

) é Q-linearmente dependente. Logo, existem naturais m e n

tais que mθ1 + nθ2 = 2kπ, k ∈ Z, e isto acarreta ambn = 1, em que a = eiθ1 e b = eiθ2 . Se

existe n0 ∈ N tal que an0 = 1, então

(ambn)n0 = 1⇒ amn0bnn0 = 1⇒ bnn0 = 1.

Mas se, para todo n ∈ N, an 6= 1 e bn 6= 1, com θ1
π

e θ2
π

irracionais, sabe-se que existe

n0 natural de modo que an0 ∼ 1 e isto implica amn0 ∼ 1, o que, por sua vez, acarreta

bnn0 ∼ 1, pois

|bnn0 − 1| = |(ambn)n0 − amn0| = |1− amn0| < ε

2
.

De qualquer forma, uma ε-cadeia de (x1, y1) até (x2, y2) é dada por:

((u0, v0), f(u0, v0), . . . , f
mnn0−1(u0, v0), (u1, v1), f(u1, v1), . . . , f

mnn0−1(u1, v1), . . . ,

(uN−1, vN−1), f(uN−1, vN−1), . . . , f
mnn0−1(uN−1, vN−1), (uN , vN)).

A demonstração do caso d > 2 é feita empregando as ideias expostas acima. �

Corolário 2.23. Uma transformação linear T : Cd −→ Cd, d > 1, cuja matriz seja

semelhante à matriz diagonal B = diag(eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθd) é transitiva por cadeia.
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Demonstração. É uma aplicação do Lema 2.26. �

Pergunta 2.24. Seja T : Cd −→ Cd, um operador linear não diagonalizável tal que

σ(T ) ⊂ S1. Será que T é transitivo por cadeia?

Proposição 2.25. Seja T : R2 −→ R2 um operador linear. Se σ(T ) ⊂ S1, então T é

transitivo por cadeia.

Para a demonstração da Proposição 2.25, serão necessários alguns resultados auxili-

ares.

Lema 2.26. Seja (M,d) um espaço métrico.

a) Suponha que para dois sistemas dinâmicos φ e ψ em M exista um homeomorfismo

H : M −→ M tal que φ ◦ H = H ◦ ψ e tanto H quanto H−1 são lipschitzianas. Nestas

condições, φ é transitivo por cadeia se, e somente se, ψ também é.

b) Seja f : X −→ X uma aplicação cont́ınua. Se fk é transitiva por cadeia para algum

inteiro k > 1, então f também é.

Demonstração. a) Dado ε > 0, sejam x, y ∈ M e suponha que φ seja transitivo por

cadeia. Considerando ε
K
> 0, em que K é a constante de Lipschitz de H−1, H(x), H(y) ∈

M , então existe uma sequência finita {ξ0 = H(x), . . . , ξm = H(y)} tal que

d(φ(ξk), ξk+1) <
ε

K
, para k = 0, 1, . . . ,m− 1.

A seguir, dada a sequência {x0 = H−1(ξ0), . . . , xm = H−1(ξm)}, temos:

d(ψ(xk), xk+1) = d(ψ(H−1(ξk)), H
−1(xk+1)) = d(H−1(φ(ξk)), H

−1(ξk+1))

≤ Kd(φ(ξk), ξk+1) < ε, para k = 0, 1, . . . ,M − 1.

Logo, ψ é transitiva por cadeia. Para mostrar a rećıproca, tome ε
L
> 0 (L é a constante

de Lipschitz de H) e obtenha uma ε
L

-cadeia {ξ0 = H−1(x), . . . , ξn = H−1(y)} por ψ e use

este fato para mostrar que {xk}nk=1, em que xk = H(ξk) é uma ε-cadeia de x até y por φ.

b) Seja dado ε > 0 e sejam x, y ∈ X. Como fk é transitivo por cadeia, existe uma

sequência finita {y0 = x, . . . , yN = y} tal que d(fk(yi), yk+1) < ε, para i = 0, 1, . . . , N − 1.

O resultado segue observando-se que a sequência

{xi}Nki=0 = {x0 = x, . . . , fk−1(x0), y1, . . . , f
k−1(y1), · · · , yN−1, · · · , fk−1(yN−1), xNk = yN}

é uma ε-cadeia de x até y. �
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Lema 2.27. Seja T um operador linear e limitado, definido em um espaço de Banach X.

a) Se T é transitivo por cadeia, então o operador −T também o é.

b) Se T é um operador inverśıvel, então T é transitivo por cadeia se, e somente, o operador

T−1 também o é.

Demonstração. a) Dado ε > 0, tome u, v ∈ X. Segue da hipótese que existe uma

sequência finita {x0 = u, x1, . . . , xn = v} tal que

‖Txk − xk+1‖ < ε,∀k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Construa a sequência (yk)
n
k=0 fazendo y0 = x0, y1 = −x1, y2 = x2,. . ., yn−1 = −xn−1,

yn = xn. Então, para todo k ∈ {0, 1, . . . , n},

‖ − Tyk − yk+1‖ < ε.

b) Suponha T transitivo por cadeia. Logo, dados ε > 0 e u, v ∈ X, existe uma

ε
‖T−1‖ -cadeia de v até u, a qual será denotada por (x0 = v, x1, . . . , xn = u). Considere a

sequência (yk)
n
k=0, definida por yk = xn−k, k ∈ {0, 1, . . . , n}. Então (yk)

n
k=0 é uma ε-cadeia

de u até v para T−1, pois, para cada k ∈ {0, 1, . . . , n},

‖T−1yk − yk+1‖ = ‖T−1(Tyk+1 − yk)‖ ≤ ‖T−1‖‖Txn−k−1 − xn−k‖ < ε.

A rećıproca é provada analogamente, trocando-se T por T−1 na parte anterior. �

Demonstração da Proposição 2.25. Seja B a matriz do operador T . Então, a

matriz B é semelhante a uma das matrizes abaixo:

A1 =

 1 0

0 1

 , A2 =

 −1 0

0 −1

 , A3 =

 1 0

0 −1

 , A4 =

 −1 0

0 1

 ,

A5 =

 1 0

1 1

 , A6 =

 −1 0

1 −1

 , A7 =

 a −b

b a

 , com a2 + b2 = 1.

Assim, se provarmos que cada uma das matrizes acima é transitiva por cadeia, o resultado

segue mediante a aplicação do Lema 2.26-a). As matrizes A1 e A7 correspondem, respec-

tivamente, ao operador identidade e à rotação em R2, os quais já sabemos ser transitivos

por cadeia. Se a matriz de T for A2, então o resultado seguirá do Lema 2.27. Caso a
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matriz seja A3, tem-se A2
3 = A1 e, assim, basta aplicar o Lema 2.26. No caso em que a

matriz seja A4 o resultado segue do fato que A4 = −A3 ou A2
4 = A1.

Suponha que a matriz de T seja A5. Dados ε > 0 e v = (x, y) ∈ R2, basta mostrar que

existe uma ε-cadeia de (0, 0) até v e uma de v até (0, 0). Inicialmente, suponha |x| ≤ ε
2
.

Como todo ponto da forma (0, y), y ∈ R, é um ponto fixo de T , então é posśıvel escolher

n− 1 pontos sobre o eixo y, digamos u1, . . ., un−1 de modo que

u0 = (0, 0), u1, . . . , un−1, un = (0, y − x)

satisfaçam

‖Tui − ui+1‖ < ε, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (2.4)

A seguir, faça un+1 = (x, y − x) e un+2 = (x, y). Assim,

u0, . . . , un, un+1, un+2

é uma ε-cadeia de (0, 0) até (x, y), com x ≤ ε
2
. Agora suponha x > ε

2
. Então seja m ∈ N

tal que | (m−1)ε
2
− x| < ε. Obtenha n− 1 pontos sobre o eixo y, digamos, u1,. . .,un−1, a fim

de que

u0 = (0, 0), u1, . . . , un−1, un =

(
0, y − ε

2

m−1∑
j=1

j

)
satisfaçam (2.4). Para conseguir uma ε-cadeia de (0, 0) até (x, y), faça

un+k =

(
kε

2
, y − ε

2

m−1∑
j=k

j

)
, k = 1, . . . ,m− 1

e un+m = (x, y). Por fim, seja x < − ε
2
. Tome p ∈ N tal que | (p−1)ε

2
+ x| < ε e obtenha

q − 1 pontos sobre o eixo y, os quais denotamos por u1,. . .,uq−1, a fim de que

u0 = (0, 0), u1, . . . , uq−1, uq =

(
0, y +

ε

2

p−1∑
j=1

j

)

satisfaçam (2.4). Construa uma ε-cadeia de (0, 0) até (x, y), fazendo

uq+k =

(
−kε

2
, y +

ε

2

m−1∑
j=k

j

)
, k = 1, . . . , p− 1

e uq+p = (x, y). Assim, sempre é posśıvel encontrar uma ε-cadeia de (0, 0) a qualquer

outro ponto em R2. O próximo passo é mostrar que há uma uma ε-cadeia de (x, y) até
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(0, 0). Para fixar as ideias, considere x < 0 e tome m ∈ N tal que |x + mε
2
| < ε. Então

faça

uk =

(
x+

kε

2
, kx+ y + δk

)
, k = 0, 1, . . . ,m,

em que δ0 = δ1 = 0, δ2 = ε
2

e δk = δk−1 + (k−1)ε
2

, se 2 < k ≤ m. Observe que

Tuk − uk+1 =
(
− ε

2
, 0
)
, ∀k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.

Além disso,

‖Tum − (0, (m+ 1)x+ y + δm+1) ‖ < ε.

Logo, tome um+1 = (0, (m+ 1)x+ y + δm+1). Usando novamente o fato que os pontos

sobre o eixo y são fixos, escolha n − 1 pontos sobre esse eixo, um+2, . . . , um+n de modo

que

‖um+k − um+k+1‖ < ε, k ∈ {1, . . . , n},

com um+n+1 = (0, 0). Por conseguinte, uma ε-cadeia de (x, y) até (0, 0) é dada por

u0 = (x, y), u1, . . . , um, um+1 = (0, (m+ 1)x+ y + δm+1) ,

um+2, . . . , um+n, um+n+1 = (0, 0).

O caso x > 0 é análogo. Por fim, suponha que a matriz de T seja A6. Note que A−16 = −A5.

Neste caso, a conclusão segue do Lema 2.27. Já a transformação cuja matriz é A7 é

isomorfa à aplicação f : C −→ C, f(z) = eiθz, com θ real, a qual é transitiva por cadeia.

Isto completa a demonstração. �

Pergunta 2.28. Os deslocamentos (shifts) constituem uma importante classe de ope-

radores em dinâmica linear. Será que o deslocamento para a esquerda é transitivo por

cadeia?

Esta pergunta é respondida no caso unilateral a partir do próximo resultado.

Proposição 2.29. Seja X = c0(N) ou X = `p(N), com 1 ≤ p < ∞, (wn)n∈N uma

sequência limitada de números positivos e Bw : X −→ X o deslocamento ponderado

unilateral para a esquerda. Se

lim
n→+∞

inf
q∈N\{1}

n+q−2∑
j=q

wq · . . . · wj = +∞,

então Bw é transitivo por cadeia.
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Demonstração. Suponha inicialmente X = c0(N). Dado ε > 0, tome x = (a1, a2, . . .)

e y = (c1, c2, . . .) quaisquer em c0(N). Queremos encontrar um número natural n e uma

sequência finita {x0 = x, . . . , xn = y} satisfazendo

‖Bw(xi)− xi+1‖ < ε, para todo i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Vamos construir uma ε-cadeia de x até y da forma

x0 = x, xi = Bw(xi−1) + ξ(i),∀i = 1, · · · , n− 1, xn = y, (2.5)

de modo que ‖ξ(i)‖ < ε, para i ∈ {1, · · · , n− 1} . Para isto, considere ξ(i) = (ξ
(i)
j )∞j=0,

definido por

ξ
(i)
j = 0, se 1 ≤ j ≤ n− i e ξ

(i)
j = rj+i se j ≥ n− i+ 1,

em que cada rk será determinado de forma conveniente. Como a norma de Bw(xn−1)− y

deve ser menor que ε, vamos olhar para suas coordenadas a fim de obter cada rk. Denote

por zi a i-ésima coordenada de Bw(xn−1)− y. Temos:

zi = wi+1 · . . . · wn+ian+i + rn+i−1

n+i−1∑
j=i+1

wi+1 · . . . · wj − ci, i ∈ N.

Impondo que cada zi seja nula, obtemos

rn =
c1 − w2 · . . . · wn+1an+1∑n

j=2w2 · . . . · wj
, rn+1 =

c2 − w3 · . . . · wn+2an+2∑n+1
j=3 w3 · . . . · wj

,

rn+2 =
c3 − w4 · . . . · wn+3an+3∑n+2

j=4 w4 · . . . · wj
, . . .

O próximo passo é encontrar um natural n, a fim de que ocorra ‖ξ(i)‖ < ε, para i ∈

{1, · · · , n− 1}. Defina c = max{‖y‖, 1}. Por hipótese, existe um número natural n tal

que

1

infq∈N\{1}
∑n+q−2

j=q wq · . . . · wj
<

ε

4c
e wk|ak| <

ε

4
,∀k ≥ n. (2.6)

Usando (2.6), tem-se supk≥n |rk| < ε. Logo, uma ε-cadeia de x até y é dada por (2.5).

Vejamos agora o caso em que X = `p(N), com 1 ≤ p <∞. Note que ‖Bn
w(x)‖ <∞, para

todo n ∈ N. Assim, seja n ∈ N tal que

1

infq∈N\{1}
∑n+q−2

j=q wq · . . . · wj
(‖y‖+ ‖Bn

w(x)‖) < ε.
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Novamente defina a sequência (rk)k≥n como no caso anterior. Como(
∞∑
k=n

|rk|p
) 1

p

≤ 1

infq∈N\{1}
∑n+q−2

j=q wq · . . . · wj
‖y −Bn

w(x)‖ < ε,

uma ε-cadeia de x até y pode ser descrita exatamente como acima. �

Pergunta 2.30. Se ocorrer

inf
q∈N\{1}

+∞∑
j=q

wq · . . . · wj = +∞

então Bw é transitivo por cadeia?

Corolário 2.31. Seja X = c0(N) ou X = `p(N), com 1 ≤ p ≤ ∞. O deslocamento (shift)

unilateral para a esquerda, B, definido em X é transitivo por cadeia.

Observação 2.32. Seja X = c0(Z) ou X = `p(Z), com 1 ≤ p ≤ ∞ e B : X −→ X

é o deslocamento bilateral para a esquerda. Adaptando-se a ideia da Proposição 2.29,

prova-se que B é transitivo por cadeia.

Observação 2.33. A partir da Proposição 2.29 é posśıvel obter vários exemplos de opera-

dores transitivos por cadeia que não são hiperćıclicos.

Exemplo 2.34. Seja X = c0(N) ou X = `p(N), com 1 ≤ p <∞, w = (wn)nN a sequência

de pesos dada por w2n = 2 e w2n−1 = 1
2
, n ∈ N e seja Bw : X −→ X o deslocamento

ponderado unilateral para a esquerda. Bw não é hiperćıclico, pois

w1 · . . . · wn =

 1
2
, se n é ı́mpar,

1, se n é par

e lim supn→∞(w1 · . . . ·wn) <∞ (Proposição 1.28). No entanto, para todo q natural maior

que 1,

n+q−2∑
j=q

wq · . . . · wj =



2 + 1 + 2 + 1 + . . .+ 1 ou

2 + 1 + 2 + 1 + . . .+ 2 ou

1
2

+ 1 + 1
2

+ . . .+ 1 ou

1
2

+ 1 + 1
2

+ . . .+ 1
2

e

lim
n→∞

inf
q∈N\{1}

n+q−2∑
k=q

wq · . . . · wj =∞,

acarretando que Bw é transitivo por cadeia, pela Proposição 2.29.
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O resultado seguinte fornece uma condição necessária para que uma determinada

classe de deslocamentos ponderados unilaterais para a esquerda sejam transitivos por

cadeia.

Proposição 2.35. Seja X = c0(N) ou X = `p(N), com 1 ≤ p < ∞, (wn)n∈N uma

sequência limitada de números positivos e Bw : X −→ X o deslocamento ponderado

unilateral para a esquerda. Se Bw é transitivo por cadeia, então

∀q ∈ N \ {1},
+∞∑
j=q

wq · . . . · wj = +∞.

Demonstração. Suponha que Bw seja transitivo por cadeia e, dado ε > 0, tome

x = (a1, a2, . . .) e y = (c1, c2, . . .) quaisquer em X. Então, existe uma sequência finita

(x0 = x, x1, . . . , xn = y) tal que

‖Bw(xi)− xi+1‖ < ε, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} (2.7)

Da relação (2.7), segue que:

xi+1 = Bw(xi) + r(i), com ‖r(i)‖ < ε e i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Assim,

y = Bw(xn−1) + r(n−1) = Bn
w(x) +Bn−1

w (r(0)) + . . .+Bw(r(n−2)) + r(n−1).

Supondo r(i) = (r
(i)
1 , r

(i)
2 , . . .), i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, podemos escrever a primeira coorde-

nada de y, por exemplo, do seguinte modo:

c1 = w2 · . . . · wn+1an+1 + w2 · . . . · wnr(0)n + w2 · . . . · wn−1r(1)n−1 + . . .+ w2r
(n−2)
2 + r

(n−1)
1 .

Logo,

|c1 − w2 · . . . · wn+1an+1| < ε+ (w2 · . . . · wn + w2 · . . . · wn−1 + . . .+ w2 + 1)ε,

o que permite concluir que

lim inf
n→+∞

|c1 − w2 · . . . · wn+1an+1|∑n
j=2w2 · . . . · wj + 2

= 0

e

lim inf
n→+∞

(
|c1| − w2 · . . . · wn+1|an+1|∑n

j=2w2 · . . . · wj + 2

)
≤ 0.
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Assim, como

|c1|∑n
j=2w2 · . . . · wj + 2

− wn+1|an+1| ≤
|c1| − w2 · . . . · wn+1|an+1|∑n

j=2wq · . . . · wj + 2

e lim inf(−wn+1|an+1|) = 0, segue que

lim inf
n→+∞

|c1|∑n
j=2w2 · . . . · wj + 2

= 0 e isto implica lim sup
n→+∞

n∑
j=2

w2 · . . . · wj =∞.

Analogamente, mostra-se que, para todo q natural maior que 2,

lim sup
n→+∞

n+q−2∑
j=q

wq · . . . · wj = +∞.

�

Observação 2.36. Em [7], se (wk)k∈N é uma sequência limitada de escalares tem-se a

seguinte relação:

r(Bw) = lim
n→+∞

sup
k∈N
|wk · . . . · wk+n|

1
n < 1⇐⇒ sup

k∈N

+∞∑
n=0

|wk · . . . · wk+n| < +∞,

em que r(Bw) denota o raio espectral do deslocamento unilateral ponderado para a es-

querda.

Pergunta 2.37. Será que se r(Bw) ≥ 1, então Bw é transitivo por cadeia?

Exemplo 2.38. Seja X = c0(N) ou X = `p(N), com 1 ≤ p <∞, w = (wn)nN a sequência

de pesos dada por wn = 1
n
, n ∈ N e seja Bw : X −→ X o deslocamento ponderado

unilateral para a esquerda. Como

lim sup
n→∞

(w1 · . . . · wn) = lim
n→∞

1

n!
= 0

segue da Proposição (1.28) que Bw não é hiperćıclico. Além disso,

lim sup
n→∞

n∑
j=2

w2 · . . . · wj = lim sup
n→∞

(w2 + w2w3 + . . .+ w2w3 · . . . · wn)

= lim
n→∞

(
1

2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

2 · . . . · n

)
= e− 2,

e isso significa que Bw também não é transitivo por cadeia.

Com base no foi provado acerca dos deslocamentos unilaterais à esquerda, pode-se

formular a



CAPÍTULO 2. TRANSITIVIDADE POR CADEIA 44

Pergunta 2.39. Será que um deslocamento, cujo espectro contenha o disco D(0, 1), é

transitivo por cadeia?

Pode ser provado que se T × S é um operador linear definido no espaço de Banach

X × Y , munido com a norma ‖ ‖ = max{‖ ‖X , ‖ ‖Y }, (T × S)(x, y) = (Tx, Sy), é

transitivo por cadeia, então T e S também são. Isto suscita naturalmente a seguinte

pergunta:

Pergunta 2.40. Se X e Y são espaços de Banach e T : X −→ X e S : Y −→ Y são

operadores lineares transitivos por cadeia, será que T × S também é?

O exemplo a seguir mostra que a resposta é afirmativa em alguns casos.

Exemplo 2.41. Sejam X = `∞(N) e Y = `p(N), (1 ≤ p < ∞). Se B : X −→ X e

S : Y −→ Y são deslocamentos unilaterais para a esquerda, então B × S é transitivo por

cadeia.

De fato, dado ε > 0, sejam ((xi), (yi)), ((ui), (vi)) ∈ X ×X. Tome um número natural

n tal que:

|xi − uj|
n

<
ε

2
∀i, j ∈ N e

1

n
(‖(yi)‖p + ‖(vi)‖p) <

ε

2
.

Defina dn+k = uk+1−xn+k e rn+k = vk+1− yn+k, (k ≥ 0). Uma ε-cadeia de ((x)i, (y)i) até

((ui), (vi)) é obtida exatamente como no exemplo anterior.

2.3 Transitividade por cadeia em média

Algumas vezes, ao fixar um erro δ > 0, não é tão simples encontrar uma δ-pseudo-órbita

finita, mas pode ser mais fácil obter uma δ-pseudo-órbita em média finita. Isto motivou

os autores de [13] a introduzirem o conceito de transitividade por cadeia em média.

Definição 2.42. Seja (M,d) um espaço métrico e f : M −→M uma aplicação cont́ınua.

Dados ε > 0 e x, y ∈ M , uma ε-cadeia transitiva em média de f de x até y com compri-

mento n ∈ N é uma sequência finita {x0 = x, x1, . . . , xn = y} para a qual existe N ∈ N,

N ≤ n, tal que, para todo N ≤ m ≤ n,

1

m

m−1∑
i=0

d(f(xi), xi+1) < ε.
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Definição 2.43. Uma aplicação cont́ınua f : M −→ M , definida em um espaço métrico

(M,d), é transitiva por cadeia em média se para qualquer ε > 0 e para quaisquer x, y ∈M

existe uma ε-cadeia transitiva em média de f de x até y.

Das & Garg [13] provaram, entre outras coisas, que dado um sistema dinâmico (M, f),

se fk é transitivo por cadeia em média para algum k > 1, então f também o é e se f é

totalmente transitivo por cadeia em média (isto é, fk é transitivo por cadeia em média,

para todo k > 1), então f × f é transitivo por cadeia em média.

No entanto, a definição de ε-cadeia média formulada acima não é muito útil no caso

linear, pois acarretaria que todo operador linear é transitivo por cadeia em média. De

fato, dado ε > 0, tome x, y ∈ X arbitrários. Considere uma cadeia da forma

(xn)k+1
n=0 = (x, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k vezes

, y).

Temos
1

k + 1

k∑
n=0

‖Txi − xi+1‖ =
‖Tx‖+ ‖y‖

k + 1
·

Claramente podemos fazer este número tão pequeno quanto queiramos, bastando tomar

k suficientemente grande. Assim sendo, propomos uma ligeira alteração na definição de

cadeia média, como descrita abaixo.

Definição 2.44. Seja X um espaço de Banach T : X −→ X um operador linear limi-

tado. Dados ε > 0 e x, y ∈ M , uma ε-cadeia transitiva em média de T de x até y com

comprimento n ∈ N é uma sequência finita {x0 = x, x1, . . . , xn = y}, com

0 6= xi para todo 1 ≤ i ≤ n− 1,

caso 0 6= x e 0 6= y, para a qual existe N ∈ N, N ≤ n, tal que, para todo N ≤ m ≤ n,

1

m

m−1∑
i=0

‖Txi − xi+1‖ < ε.

Observe que todo operador linear transitivo por cadeia também é transitivo por cadeia

em média. No entanto, a rećıproca é falsa como será demonstrado mais adiante.

Proposição 2.45. Seja T um operador linear e limitado, definido em um espaço de

Banach X, o qual pode ser escrito como X = M ⊕N , em que M e N são subespaços de

X, fechados e T -invariantes. Se T é transitivo por cadeia em média, então T |M e T |N
também o são.
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Demonstração. É obtida adaptando o argumento contido na demonstração do Lema

2.16. �

Teorema 2.46. Seja T um operador linear, limitado e inverśıvel, definido em um espaço

de Banach X. Suponha que X = M ⊕N , em que M e N são subespaços fechados de X,

com T (M) ⊂M , T−1(N) ⊂ N , σ(T |M) ⊂ D e σ(T−1 |N) ⊂ D. Então T é transitivo por

cadeia em média.

Demonstração. Dado ε > 0, sejam x, y ∈ X. Logo, x e y podem ser escritos

de maneira única como x = x(M) + x(N) e y = y(M) + y(N), com x(M), y(M) ∈ M e

x(N), y(N) ∈ N . Além disso, há uma constante α > 0 tal que

‖u(M)‖ ≤ α‖u‖ e ‖u(N)‖ ≤ α‖u‖, ∀u ∈ X.

Como σ(T |M) ⊂ D e σ(T−1 |N) ⊂ D, então r(T |M) < 1 e r(T−1 |N) < 1; assim, podemos

escolher λ ∈ R tal que

max{r(T |M), r(T−1 |N)} < λ < 1.

A partir da fórmula do raio espectral, garante-se a existência de uma constante K ≥ 1

tal que

‖(T |M)n‖ < Kλn e ‖(T−1 |N)n‖ < Kλn, ∀n ∈ N0.

Escolha um número natural n tal que

α

n
(Kλn‖x‖+ ‖y‖) < ε

2
e
‖T |N ‖α

n
(‖x‖+Kλn‖y‖) < ε

2
.

Sejam (u
(M)
k )nk=0 e (v

(N
k ))nk=0 sequências finitas em M e N , respectivamente, definidas por:

u
(M)
k = T kx(M) (0 ≤ k < n), u(M)

n = y(M),

v
(N)
0 = x(N) e v

(N)
k = T−n+ky(N) (1 ≤ k ≤ n).

Para N = n, vale:

1

n

n−1∑
k=0

‖Tu(M)
k − u(M)

k+1‖ =
1

n
‖(T |M)nx(M) − y(M)‖ ≤ α

n
(Kλn‖x‖+ ‖y‖) < ε

2

e
1

n

n−1∑
k=0

‖Tv(N)
k − v(n)k+1‖ ≤

α‖T |N ‖
n

(‖x‖+Kλn‖y‖) < ε

2
.

A demonstração é conclúıda observando-se que a sequência finita (xk)
n
k=0 em X, definida

por xk = u
(M)
k + v

(N)
k , k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, é uma ε-cadeia média para T de x até y. �



CAPÍTULO 2. TRANSITIVIDADE POR CADEIA 47

Corolário 2.47. Seja X um espaço de Banach e T : X −→ X um operador linear,

limitado e inverśıvel. Se T é hiperbólico, então T é transitivo por cadeia em média.

Observação 2.48. O Corolário 2.47 continua válido para operadores hiperbólicos não in-

verśıveis. De fato, basta usar o fato que o espaço pode ser decomposto em soma direta

de dois subespaços fechados e não-invariantes, e que a restrição do operador a cada um

desses subespaços é transitiva por cadeia em média.

Observação 2.49. A partir da Proposição 2.22 e do Corolário 2.47, conclui-se que toda

aplicação f : C −→ C, dada por f(z) = az, com a 6= 0, é transitiva por cadeia em média.

O Teorema 2.46 também fornece exemplos de operadores não hiperbólicos que pos-

suem transitividade por cadeia em média, conforme nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.50. ([7], Teorema 17) Seja X = `p(Z) (1 ≤ p < ∞) ou X = c0(Z), (wn)n∈Z

uma sequência limitada de escalares com infn∈Z |wn| > 0 e BwX :−→ X o deslocamento

bilateral ponderado à esquerda. Suponha ainda que

lim
n→∞

sup
k∈N
|w−k · w−k−1 · . . . · w−k−n|

1
n < 1 e lim

n→∞
sup
k∈N
|wk · wk+1 · . . . · wk+n|

1
n > 1. (2.8)

(Por exemplo, wn = 1
2

se n < 0 e wn = 2 se n ≥ 0.) Nestas condições, Bw é transitivo por

cadeia em média, mas não é hiperbólico. De fato, os conjuntos

M = {(xn)n∈Z : xn = 0, para todo n > 0} e N = {(xn)n∈Z : xn = 0, para todo n ≤ 0}

são subespaços fechados de X, tais que X = M ⊕ N , Bw(M) ⊂ M e B−1w (N) ⊂ N . Da

condição (2.8) tem-se σ(Bw |M) ⊂ D e σ(B−1w |N) ⊂ D. Então, pelo Teorema 2.46, Bw é

transitivo por cadeia em média. �

Proposição 2.51. Seja T um operador linear limitado em um espaço de Banach X, tal

que X = M ⊕ N , em que M e N são subespaços fechados de X com as propriedades

seguintes:

a) T (M) ⊂M e σ(T |M) ⊂ D;

b) T |N : N −→ T (N) é bijetora, T (N) é fechado, N ⊂ T (N) e σ((T |N)−1 |N) ⊂ D.

Nestas condições, T é transitivo por cadeia em média.
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Demonstração. É idêntica à do Teorema 2.46. �

A partir da Proposição 2.51 também podemos obter exemplos de operadores que

sejam transitivos por cadeia em média, mas não hiperbólicos.

Exemplo 2.52. ([7], Proposição 20) Seja X = `p(N) (1 ≤ p <∞) ou X = c0(N), (wn)n∈N

uma sequência limitada de escalares não nulos e BwX :−→ X o deslocamento unilateral

ponderado à esquerda. Além disso, suponha que

lim
n→∞

sup
k∈N
|wk · wk+1 · . . . · wk+n|

1
n > 1. (2.9)

Então Bw é um operador não inverśıvel, não hiperbólico, mas que possui transitividade

por cadeia em média. De fato, que Bw não é hiperbólico decorre do fato que seu raio

espectral é maior que 1. Note que os conjuntos

M = {(x1, 0, 0, · · · ) : x1 ∈ K} e N = {(0, x2, x3, · · · ) : (x2, x3, · · · ) ∈ X},

em que K = C ou K = R, são subespaços fechados de X, tais que X = M ⊕N , Bw(M) =

{0} ⊂ M e σ(Bw |M) = {0} ⊂ D. A condição (2.9) acarreta infn∈N |wn| > 0; logo

Bw |N : N −→ Bw(N) é bijetor. Ainda da condição (2.9), tem-se σ((Bw |N)−1 |N) ⊂ D.

Então, segue da Proposição 2.51 que Bw é transitivo por cadeia em média. �

Pergunta 2.53. Quão grande é a classe dos operadores transitivos por cadeia em média?

Foi visto que os operadores hiperbólicos e os transitivos por cadeia são transitivos por

cadeia em média. A seguir será mostrado um exemplo de um operador linear que não é

hiperbólico e tampouco é transitivo por cadeia, mas que é transitivo por cadeia em média.

Exemplo 2.54. Seja T : `2(N) −→ `2(N) o operador linear dado por

Tx =
(
x1,

x2
2
,
x3
3
, . . . ,

xn
n
, . . .

)
em que x = (x1, x2, x3, . . .). Este operador é compacto. De fato, para cada número natural

n defina Tn : `2(N) −→ `2(N) por

Tnx =
(
x1,

x2
2
,
x3
3
, . . . ,

xn
n
, 0, 0, 0, . . .

)
.

Cada Tn é um operador linear, limitado, compacto e, além disso:

‖(T − Tn)x‖2 ≤ 1

(n+ 1)2

∞∑
j=n+1

|xj|2 ≤
‖x‖2

(n+ 1)2
,
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o que, por sua vez, acarreta

‖T − Tn‖ ≤
1

n+ 1
.

Portanto, ‖T−Tn‖ −→ 0 e isto implica por ([23], Teorema 8.1-5) que T é compacto. Como

consequência, T não é transitivo por cadeia. Além disso, como Te1 = e1, e1 = (1, 0, 0, . . .),

então 1 ∈ σ(T ) e, assim, T não é hiperbólico. No entanto, T é transitivo por cadeia em

média. De fato, dado ε > 0, sejam x, y ∈ `2(N) e escolha n ∈ N tal que

1

n
(‖x‖+ ‖y‖) < ε.

A seguir, faça

u0 = x, u1 = Tx, u2 = T 2x, . . . , un−1 = T n−1x, un = y.

Logo,

1

n

n−1∑
i=0

‖xi − xi+1‖ ≤
1

n
(‖T nx‖+ ‖y‖) ≤ 1

n

( ∞∑
j=1

|xj|2

j2n

) 1
2

+ ‖y‖


<

1

n
(‖x‖+ ‖y‖) < ε.

Pergunta 2.55. Será que existe algum operador linear que não seja transitivo por cadeia

em média?

2.4 Transformações esféricas

Considere o espaço Rn+1 com coordenadas x = (x1, x2, · · · , xn+1). Seja Sn a esfera

unitária,

Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}.

Denote por d a distância canônica em Sn. Tome uma matriz A real inverśıvel (n + 1) ×

(n+ 1), ou seja, A é um elemento de GL(n+ 1,R).

Definição 2.56. A transformação esférica em Sn correspondente à matriz A é a aplicação

φ : Sn −→ Sn, φ(x) =
Ax

‖Ax‖
.

Observe que φ é um difeomorfismo de Sn. Denote os autovalores da matriz A por

λ1, λ2, . . . , λn+1.
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Em [28], a transformação esférica foi completamente caracterizada no que diz respeito

à propriedade de sombreamento (a definição encontra-se no próximo caṕıtulo). Mais

especificamente, tem-se:

Teorema 2.57. ([28], Teorema 3.2.2). Seja φ a transformação esférica em Sn. Nes-

tas condições, φ possui a propriedade de sombreamento se, e somente se, |λi| 6= |λj|,

sempre que i 6= j.

Uma questão que nos propusemos é se também é posśıvel caracterizar as transforma-

ções esféricas em termos de transitividade por cadeia.

Proposição 2.58. Sejam A uma matriz em GL(2,R), λ1, λ2 os autovalores de A e φ a

transformação esférica em S1 correspondente a A. Então, φ é transitiva por cadeia se, e

somente se, |λ1| = |λ2|.

Com o propósito de provar a Proposição 2.58, serão provados dois resultados auxiliares.

Lema 2.59. A transformação esférica φ em S1, correspondente à matriz

A =

 λ1 0

0 λ2

 ,
com |λ1|, |λ2| ∈ R∗ e |λ1| 6= |λ2| não é topologicamente transitiva.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor |λ1| < |λ2|. Dado

(x, y) ∈ S1, temos:

φn(x, y) =
(λn1x, λ

n
2y)√

λ2n1 x
2 + λ2n2 y

2
.

Se y = 0, então:

φn(x, y) =

(
λn1x

|λn1x|
, 0

)
e, caso y 6= 0,

φn(x, y) ∼
(

0,
λn2y

|λn2y|

)
, quando n→ +∞.

Se o conjunto {φn(x, y) : n ∈ N} é denso em S1, para algum ponto (x, y) ∈ S1, então

existem duas sequências (nk)k≥0 e (mk)k≥0 tais que

φnk(x, y) −→ (0, 1) e φmk(x, y) −→ (1, 0),

o que é absurdo. �
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Lema 2.60. Suponha que a matriz A tenha uma das formas abaixo:

A1 =

 λ 0

0 λ

 , A2 =

 a −b

b a

 ou A3 =

 λ 0

1 λ

 ,
com λ ∈ R∗ e a, b ∈ R, tais que a2 + b2 6= 0. Então a transformação esférica φ correspon-

dente à matriz A é transitiva por cadeia.

Demonstração. As matrizes A1 e A2 geram difeomorfismos do ćırculo S1. Caso φ

corresponda a A1, então, para todo (x, y) em S1, tem-se:

φ(x, y) =
λ

|λ|
(x, y).

Se λ > 0, então φ = Id e, portanto, é transitiva por cadeia; se λ < 0, então φ = −Id

e, assim, φ2 é transitiva por cadeia, acarretando que φ também o é (Lema 2.26-b)). No

caso de A2, φ reduz-se à rotação em S1; se α ∈ [0, 2π) é a coordenada angular em S1 e se

a+ ib = ρeiθ, então

φ(α) = α + θ (mod 2π).

Se o número θ
π

é racional, então existe um natural m tal que φm = Id em S1 e, por

conseguinte, é transitiva por cadeia. Mas se θ
π

é irracional, então φ possui órbita densa

em S1, acarretando a transitividade por cadeia.

Passemos a considerar A3. Podemos supor λ > 0. Note que, para c > 0, as matrizes A

e cA induzem a mesma transformação esférica. Podemos supor ainda λ = 1. Dado ε > 0,

seja (x, y) ∈ S1. Basta provar que existe uma ε-cadeia de (x, y) a (0, 1) e uma ε-cadeia de

(0, 1) a (x, y). Para todo n natural,

φn(x, y) =
1

‖(x, nx+ y)‖
(x, nx+ y).

Logo, se x > 0, temos:

φn(x, y) −→ (0, 1) quando n→ +∞.

Assim, existe n0 ∈ N tal que

d(φn0(x, y), (0, 1)) < ε

e uma ε-cadeia de (x, y) a (0, 1) é dada por

{(x, y), φ(x, y), . . . , φn0−1(x, y), (0, 1)}.
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Caso x < 0, segue que

φn(x, y) −→ (0,−1) quando n→ +∞

e, deste modo, existe um inteiro positivo n1 tal que

d(φn1(x, y), (0,−1)) < ε.

Observe que (0,−1) é um ponto fixo de φ. Escolha um ponto (u, v) em S1, com u > 0,

tal que d((0,−1), (u, v)) < ε. Como consequência, existe uma ε-cadeia de (u, v) a (0, 1) e

obtém-se uma ε-cadeia de (x, y) a (0, 1) concatenando as ε-cadeias de (x, y) a (0,−1) e de

(u, v) a (0, 1).

O próximo passo é mostrar que existe uma ε-cadeia de (0, 1) até (x, y). Note que φ é

uniformemente cont́ınua. Logo, existe δ > 0 tal que

u, v ∈ S1, d(u, v) < δ =⇒ d(φ(u), φ(v)) < ε.

Procedendo como anteriormente, é posśıvel construir uma δ-cadeia para φ−1 de (x, y) até

(0, 1). Denotemos essa δ-cadeia para φ−1 por

(u0 = (x, y), u1, . . . , un = (0, 1)) .

Considere a sequência (vk)
n
k=0, definida por:

vk = un−k, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Então, para todo k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

d(φ(vk), vk+1) = d(φ(vk), φ(φ−1(vk+1))) = d(φ(un−k), φ(φ−1(un−k−1))) ≤ ε,

ou seja, (vk)
n
k=0 é uma ε-cadeia para φ de (0, 1) até (x, y). Isto conclui a demonstração.

�

Demonstração da Proposição 2.58. Suponha que φ seja transitivo por cadeia

e |λ1| 6= |λ2|. Então, pelo Teorema 2.57, φ tem a propriedade de sombreamento. Por

conseguinte, a transformação esférica φ é topologicamente transitiva (pois toda aplicação

cont́ınua inverśıvel que tenha a propriedade de sombreamento e é transitiva por cadeia

é topologicamente transitiva), o que é absurdo, pois contraria o Lema 2.59. Para provar

a rećıproca, observe que se A,B ∈ GL(2,R) e φ, ψ são as correspondentes aplicações
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esféricas em S1, então é posśıvel provar que o sistema φ ◦ ψ é a transformação esférica

relativa ao produto de matrizes AB. Como para qualquer matriz M ∈ GL(2,R), a

transformação esférica correspondente é um homeomorfismo de S1, segue do Lema 2.26

que podemos considerar A em sua forma de Jordan. Portanto, a conclusão segue do Lema

2.60. �

Proposição 2.61. Seja A ∈ GL(n,R), com n ≥ 3. Suponha ainda que A seja diago-

nalizável e que seus autovalores sejam números reais. Então a transformação esférica φ

induzida por A é transitiva por cadeia se os módulos dos autovalores são todos iguais.

Além disso, se os autovalores possuem módulos dois a dois distintos, então φ não é tran-

sitiva por cadeia.

Demonstração. A prova é similar à prova do caso n = 2. Basta supor

A =


λ1

. . .

λn

 .
Se |λi| = |λj|, para todo 1 ≤ i, j ≤ n, então

φ(x1, · · · , xn) =

(
λ1
|λ1|

x1,
λ2
|λ2|

x2, · · · ,
λn
|λn|

xn

)
= (ε1x1, ε2x2, · · · , εnxn),

em que εi = 1 se λi > 0 e εi = −1 se λi < 0. Logo, existe um número natural k tal que

φk = Id. Portanto, φ é transitiva por cadeia. A seguir, podemos supor, sem perda de

generalidade que

|λ1| < |λ2| < . . . < |λn|

e que φ seja topologicamente transitiva. Então existe um conjunto residual de pontos

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn−1 tal que o conjunto{
φk(x1, x2, . . . , xn) : k ∈ N

}
é denso em Sn−1. Podemos ainda supor xn 6= 0. Logo

φk(x1, x2, . . . , xn) ∼
(

0, 0, . . . ,
λn
|λknxn|

xn

)
, quando k → +∞.

Logo, φ não pode ser topologicamente transitiva. Supomos que φ seja transitiva por

cadeia. Como φ também possui sombreamento, deduzimos que φ é topologicamente tran-

sitiva, o que é absurdo. �
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Pergunta 2.62. Se a matriz A ∈ GL(n,R), com n ≥ 3, é tal que existem ı́ndices i 6= j

de modo que |λi| 6= |λj| e existe um ı́ndice k 6= i satisfazendo |λi| = |λk|, será que φ é

transitiva por cadeia?

Proposição 2.63. Seja X um espaço de Banach, SX a esfera unitária de X e φId :

SX −→ SX a aplicação definida por φId(x) = x. Então φId é transitiva por cadeia.

Demonstração. Dados x, y ∈ SX , defina γ : [0, 1] −→ SX por

γ(t) =
(1− t)x+ ty

‖(1− t)x+ ty‖
.

Observe que γ é uma função cont́ınua que define um caminho de x até y. Seja ε > 0.

Como γ é uniformemente cont́ınua, existe δ > 0 de modo que

|z − t| < δ =⇒ d(γ(z), γ(t)) < ε.

Sejam t0 = 0, t1, . . . , tk = 1 ∈ [0, 1] tais que

|ti − ti+1| < δ, para todo i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

Então,

d(φ(γ(ti)), γ(ti+1)) = d(γ(ti), γ(ti+1)) < ε, para todo i ∈ {0, 1, . . . , k − 1},

ou seja, (γ(ti))
k
i=0 é uma ε-cadeia de x até y em SX . �

Pergunta 2.64. Seja A : `2(N) −→ `2(N) o operador

(x1, x2, . . .) 7−→ (λ1x1, λ2x2, . . .).

Será que φA é transitiva por cadeia sempre que |λi| = |λj|, para quaisquer i, j? Será que

φA tem sombreamento se, e somente se, |λi| 6= |λj|, para todo i 6= j?



Caṕıtulo 3

Sombreamento

Neste caṕıtulo, foi apresentada uma compilação de alguns resultados sobre sombreamento

no contexto da Dinâmica Topológica e então são apresentados os resultados da nossa

investigação no âmbito dos operadores lineares. Entre outras coisas, foi provado que

hiperbolicidade implica sombreamento médio, sendo equivalentes em dimensão finita; que

expansividade uniforme e sombreamento médio implicam sombreamento; que operadores

expansivos em média que possuem sombreamento médio são uniformemente expansivos e

hiperbólicos.

3.1 Sombreamento e sombreamento limite

Definição 3.1. Sejam (M,d) um espaço métrico e h : M −→ M um homeomorfismo.

Diz-se que uma sequência (xn)n∈Z é uma δ-pseudo-órbita de h se

d(h(xn), xn+1) ≤ δ para todo n ∈ Z.

O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento se para todo ε > 0 existe um

δ > 0 tal que toda δ-pseudo-órbita é ε-sombreada por uma órbita real de h, isto é, existe

x ∈M tal que

d(xn, h
n(x)) ≤ ε para todo n ∈ Z.

Observação 3.2. Se h : M −→M é um aplicação cont́ınua em um espaço métrico M , então

pode-se falar em sombreamento limite positivo simplesmente substituindo o conjunto Z

por N0, em que N0 = N∪ {0}, na definição de sombreamento. Se h admite inversa, então

define-se também sombreamento negativo.
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Definição 3.3. Sejam (M,d) um espaço métrico e h : M −→ M um homeomorfismo.

O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento limite se para toda sequência

(xn)n∈Z em M com

lim
|n|−→∞

d(h(xn), xn+1) = 0,

existe x ∈M tal que

lim
|n|−→∞

d(xn, h
n(x)) = 0.

Observação 3.4. De modo natural, pode ser definido a propriedade de sombreamento

limite positivo e, caso a aplicação seja inverśıvel, a propriedade de sombreamento negativo.

Sejam (M,d) um espaço métrico compacto e f : M −→M um homeomorfismo. Sabe-

se, por exemplo, que: se f é expansivo (isto é, existe um número c > 0 tal que x 6= y

implica a existência de um número inteiro n tal que d(fn(x), fn(y)) > c) e possui a

propriedade de sombreamento, então f tem tanto a propriedade de sombreamento limite

positivo quanto negativo ([11], Lema 2.1); se f é expansivo e possui as propriedades

de sombreamento e de especificação, então f também tem sombreamento limite ([11],

Lema 2.2); se f é transitivo por cadeia e tem a propriedade de sombreamento limite,

então f também possui sombreamento ([24], Teorema 7.3); se f tem a propriedade de

sombreamento limite, então f é caótico no sentido de Li-Yorke ([25], Teorema 4.6); se f

tem sombreamento limite e é minimal (isto é, para cada x ∈M , ω(x) = M , em que ω(x)

denota o conjunto ω-limite de x), então f é caótico no sentido de Devaney ([25], Teorema

4.9).

A noção de especificação citada acima é a mesma considerada em [11], a saber: sejam

M um conjunto e f : M −→ M uma bijeção. Uma especificação (τ, P ) consiste de

uma coleção finita τ = {I1, I2, . . . , In} de intervalos finitos Ii ⊂ Z e uma aplicação P :⋃n
i=1 Ii −→ M tal que para cada t1, t2 ∈ I ∈ τ tem-se f t2−t1(P (t1)) = P (t2). Além

disso, (τ, P ) é L-espaçada se ai+1 ≥ bi + L, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. E mais, (τ, P ) é

ε-sombreada por y ∈M se

d(fm(y), P (m)) < ε, para todo m ∈
n⋃
i=1

Ii.

Assim, se M é um espaço métrico, diz-se que um homeomorfismo f : M −→ M tem a

propriedade de especificação se para todo ε > 0 existe Lε ∈ N tal que toda especificação

Lε-espaçada é ε-sombreada.
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Recorde ainda que se (M,d) é um espaço métrico, então um sistema dinâmico (M, f)

é caótico no sentido de Li-Yorke se possui um conjunto embaralhado (scrambled set)

não enumerável, sendo que um conjunto A ⊂ M é embaralhado se, dados quaisquer dois

pontos x, y ∈ A, tem-se

lim inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 e lim sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0.

(M, f) é caótico no sentido de Devaney se f é topologicamente transitivo e possui um

conjunto denso de pontos periódicos.

A seguir, vamos mostrar um exemplo de um operador linear limitado inverśıvel que

não possui a propriedade de sombreamento nem a de sombreamento limite.

Exemplo 3.5. Seja X = `1(Z) e seja o operador T : X −→ X dado por Tx = x. Escolha

0 6= v0 ∈ X. Logo, ‖v0‖ = δ > 0. Considere a sequência de pontos (xn)n∈Z tal que

x0 = (..., 0, 0, 0, ...) e xk+1 = xk + v0
2
, k ∈ Z. Tal sequência é uma δ-pseudo-órbita de T .

Tome ε = 1
3
. Então, para toda δ-pseudo-órbita de T e todo ponto y ∈ X temos:

‖T ny − xn‖ = ‖y − xn‖ ≥ ‖xn‖ − ‖y‖ =
n

2
‖v0‖ − ‖y‖ >

1

3
, para algum n ∈ Z.

Portanto, T não possui a propriedade de sombreamento.

A fim de ver que T não possui a propriedade de sombreamento limite, considere a

sequência (xn)n∈Z dada por xk = (..., 0, 0, 0, ...), para k ≤ 0, e xk = xk−1 + 1
k
e1, para

k > 0, em que e1 possui a primeira coordenada igual a 1 e as demais são nulas. Esta

sequência é uma pseudo-órbita limite de T . Contudo, para todo y ∈ X e todo xn, tem-se:

‖T ny − xn‖ ≥ |(xn − T ny)1| = |
n∑
k=1

1

k
− x1| −→ ∞ quando n −→∞.

Portanto, T também não tem a propriedade de sombreamento limite.

Por outro lado, sabe-se que todo operador linear limitado inverśıvel e hiperbólico

possui a propriedade de sombreamento [27] e a de sombreamento limite [6].

Proposição 3.6. Seja T : X −→ X um operador linear limitado, definido em um espaço

de Banach X. Se T é positivamente expansivo e tem a propriedade de sombreamento

positivo, então T também possui a propriedade de sombreamento limite positivo.

Observação 3.7. Bernardes e Messaoudi provaram em ([7], Proposição 5) que um operador

linear limitado T é positivamente expansivo e possui sombreamento positivo se, e somente

se, T é hiperbólico com σ(T ) ⊂ C \ D.
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Demonstração da Proposição 3.6. Dado ε > 0, seja δ > 0 tal que toda δ-pseudo-

órbita seja ε
2
-sombreada. Além disso, seja (xn)n∈N0 uma pseudo-órbita limite positiva, isto

é,

‖Txn − xn+1‖ −→ 0 quando n −→∞.

Então, existe um número natural N tal que

n ≥ N implica ‖Txn − xn+1‖ < δ.

A propriedade de sombreamento garante que existe um y ∈ X, y = y(N), tal que

n ≥ N implica ‖T ny − xn‖ <
ε

2
.

Para completar a demonstração, é necessário provar que y não depende de N . De fato,

seja M > N e y1 = y1(M) de modo que

n ≥M implica ‖T ny1 − xn‖ <
ε

2
.

Usando a desigualdade triangular, temos:

‖T ny − T ny1‖ ≤ ‖T ny − xn‖+ ‖T ny1 − xn‖ < ε para todo n ≥M.

Da expansividade positiva de T , segue que y = y1, pois, por ([6], Proposição 5), se T

é expansivo positivamente, então supn∈N ‖T nx‖ =∞, para todo 0 6= x ∈ X. Isto conclui

a demonstração. �

Observação 3.8. Prova-se também que se T é um operador linear definido em um espaço

de Banach X, limitado, inverśıvel e com a propriedade de sombreamento negativo, tal que

T−1 seja positivamente expansivo, então T possui a propriedade de sombreamento limite

negativo. A demonstração é análoga à da Proposição 3.6.

Observação 3.9. Segue de ([7], Teorema 1) que se um operador linear limitado inverśıvel

T é expansivo e possui a propriedade de sombreamento, então T é hiperbólico e, portanto,

por ([6], Corolário 34) possui sombreamento limite.

Proposição 3.10. Seja X um espaço de Banach separável e T : X −→ X um operador

linear limitado inverśıvel. Se T tem a propriedade de sombreamento e é hiperćıclico, então

T não pode ser expansivo.
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Demonstração. Inicialmente, suponha que T tenha a propriedade de sombreamento

e seja δ > 0 a constante que aparece na definição dessa propriedade correspondente a ε = 1.

Como T é hiperćıclico, então σp(T
∗) é vazio. Além disso, sabe-se que σr(T ) ⊂ σp(T

∗) e

σ(T ) = σr(T )∪σa(T ). Logo, σ(T ) = σa(T ) (a respeito dessas afirmações sobre o espectro

de um operador, consulte a Seção 1.4). Ainda da hiperciclicidade tem-se σa(T ) ∩ S1 não

vazio. Tome λ nesta intersecção. Então, existe x0 ∈ X tal que

‖x0‖ = 1 e ‖λx0 − Tx0‖ <
δ

2
.

Seja (yn)n∈Z a sequência dada por yn = 2λnx0. Note que (yn)n∈Z é uma δ-pseudo-

órbita. A propriedade de sombreamento acarreta a existência de y ∈ X tal que ‖T ny −

yn‖ < 1, para todo n inteiro. Assim,

1 < ‖T ny‖ < 3, para todo n ∈ Z

e, portanto, T não pode ser expansivo. �

Observação 3.11. Em ([7], Teorema 1), foi provado que um operador linear limitado in-

verśıvel T é expansivo e tem sombreamento se, e somente se, é hiperbólico. Logo, T não

pode ser hiperćıclico.

Observação 3.12. Existe um operador linear T , definido em um espaço de Banach X, que

é hiperćıclico e possui a propriedade de sombreamento. Uma classe de operadores nessas

condições foi obtida por ([6], Teorema D). Tais operadores também são transitivos por

cadeia em média.

Pergunta 3.13. Todo operador linear com a propriedade de sombreamento é transitivo

por cadeia em média?

Conforme demonstrado abaixo, a resposta é sim no caso dos deslocamentos pondera-

dos bilaterais para a esquerda.

Proposição 3.14. Seja X = `p(Z) (1 ≤ p < ∞) ou X = c0(Z), (wn)n∈Z uma sequência

limitada de escalares com infn∈Z |wn| > 0 e seja Bw : X −→ X o deslocamento ponderado

bilateral para a esquerda. Se Bw possui a propriedade de sombreamento, então Bw é

transitivo por cadeia em média.

Demonstração. Por [7], Bw possui sombreamento se, e somente se, uma das condições

seguintes ocorre:
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a) limn→∞ supk∈Z |wk · . . . · wk+n|
1
n < 1;

b) limn→∞ infk∈Z |wk · . . . · wk+n|
1
n > 1;

c) limn→∞ supk∈N |w−kw−k−1 · . . . ·w−k−n|
1
n < 1 e limn→∞ infk∈N |wkwk+1 · . . . ·wk+n|

1
n > 1.

As duas primeiras condições descrevem o caso em que Bw é hiperbólico ([6], Observação

19.a)). Logo, pelo Corolário 2.47, Bw é transitivo por cadeia em média. Resta, pois,

verificar que a condição c) acarreta a transitividade por cadeia em média. Para isto, será

empregado um argumento contido em ([7], Teorema 17). Sejam

M = {(xn)n∈Z ∈ X : xn = 0 se n > 0} e N = {(xn)n∈Z ∈ X : xn = 0 se n ≤ 0}.

Note que M e N são subespaços fechados de X, tais que X = M ⊕ N , Bw(M) ⊂ M e

B−1w (N) ⊂ N . Uma vez que, para todo natural n,

‖(Bw |M)n‖ = sup
k∈N0

|w−kw−k−1 · . . . · w−k−n+1|

e

‖(B−1w |N)n‖ = sup
k∈N0

|wk+1wk+2 · . . . · wk+n|

então a condição c) descrita acima corresponde a afirmar que

σ(Bw |M) ⊂ D e σ(B−1w |N) ⊂ D.

Portanto, pelo Teorema 2.46, Bw é transitivo por cadeia em média. �

Observação 3.15. Na classe dos operadores normais inverśıveis, hiperbolicidade e sombre-

amento são equivalentes ([6], Corolário 42). Logo, os operadores normais inverśıveis com

a propriedade de sombreamento são transitivos por cadeia em média.

Observação 3.16. No caso de operadores inverśıveis em geral, foi provado em ([7], Teorema

1) que um operador inverśıvel é hiperbólico se, e somente se, é expansivo e possui a

propriedade de sombreamento. Assim, um operador expansivo com a propriedade de

sombreamento é transitivo por cadeia em média.

Pergunta 3.17. Todo operador linear com a propriedade de sombreamento positivo é

transitivo por cadeia em média?

De acordo com o resultado abaixo, obtém-se resposta afirmativa no caso dos desloca-

mentos ponderados unilaterais para a esquerda.
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Proposição 3.18. Seja X = `p(N) (1 ≤ p < ∞) ou X = c0(N), (wn)n∈Z uma sequência

limitada de escalares não nulos e seja Bw : X −→ X o deslocamento ponderado unilateral

para a esquerda. Se Bw possui a propriedade de sombreamento positivo, então Bw é

transitivo por cadeia em média.

Demonstração. É feita de maneira análoga a da Proposição 3.14, mas a inclúımos

para a conveniência do leitor. Por ([7], Proposição 20), Bw tem sombreamento positivo

se, e somente se, uma das condições abaixo se verifica:

a) limn→∞ supk∈N |wk · . . . · wk+n|
1
n < 1;

b) limn→∞ infk∈N |wk · . . . · wk+n|
1
n > 1.

Se a condição a) for válida, então Bw será hiperbólico ([6], Observação 19.b)) e, assim,

é transitivo por cadeia em média. Caso a condição válida seja a b), então será provado

que Bw tem a propriedade requerida adaptando-se um argumento de ([7], Proposição 20).

Seja

M = {(x1, 0, 0, . . .) : x1 ∈ K} e N = {(0, x2, x3, . . .) : (x2, x3, . . .) ∈ X}.

Tem-se Bw(M) = {0} ⊂ M e σ(Bw |M) = {0} ⊂ D. Além disso, segue da condição b)

que infn∈N > 0 e isto acarreta que Bw |N : N −→ Bw(N) é um operador bijetor. E mais,

como

r((Bw |N)−1 |N) = lim
n→∞

sup
k≥3
|wk · . . . · wk+n−1|−

1
n ,

a condição b) também acarreta σ((Bw |N)−1 |N) ⊂ D. Portanto, pela Proposição 2.51,

Bw é transitivo por cadeia. �

Observação 3.19. Sabe-se que se T é um operador compacto definido em um espaço de

Banach X, então hiperbolicidade é equivalente a sombreamento positivo ([7], Teorema

46). Por conseguinte, todo operador compacto com sombreamento positivo também é

transitivo por cadeia em média.

Observação 3.20. Em ([7], Proposição 5), foi provado que se um operador T é positi-

vamente expansivo e tem a propriedade de sombreamento positivo, então T também é

hiperbólico e, portanto, transitivo por cadeia em média.
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3.2 Sombreamento médio

Definição 3.21. Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X −→ X uma aplicação cont́ınua.

Dado δ > 0, dizemos que uma sequência (xn)n∈N0 é uma δ-pseudo-órbita de f na média

(ou, simplesmente, uma δ-média-pseudo-órbita positiva de f ) se existe um número inteiro

N > 0 tal que, para todo n ≥ N e k ≥ 0, vale

1

n

n−1∑
i=0

d(f(xi+k), xi+k+1) < δ.

Definição 3.22. Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X −→ X uma aplicação cont́ınua.

Dados ε > 0 e y ∈ X, dizemos que uma sequência (xn)n∈N0 é ε-sombreada positivamente

em média por y se

lim sup
n−→∞

1

n

n−1∑
i=0

d(f i(y), xi) < ε.

Definição 3.23. Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X −→ X uma aplicação cont́ınua.

Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento positivo médio se, para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que toda δ-média-pseudo-órbita é ε-sombreada em média por algum ponto

x ∈ X.

De acordo com Kulczycki et al. [24], esse tipo de sombreamento, descrito acima, foi

introduzido por M. L. Blank (no contexto de sistemas dinâmicos compactos), no final da

década de 1980. Ainda em [24], os autores estabeleceram relações entre quase especificação

(almost specification) (grosso modo, f tem quase especificação se existe um ponto cuja

parte de sua órbita está próxima, com no máximo uma quantidade finita de erros, das

órbitas de um conjunto finito de pontos) e a sombreamento positivo médio em sistemas

dinâmicos topológicos. Já em [12] foi provado que se um homeomorfismo f , definido em

um espaço métrico M compacto, tem a propriedade de sombreamento limite, então f é

topologicamente misturador, tem a propriedade de especificação e sombreamento médio

positivo.

No caso linear, adaptando-se as demonstrações de ([6], Teorema E e Lema 45) é

posśıvel provar que, em dimensão finita, o sombreamento positivo médio e a hiperboli-

cidade são equivalentes. Além disso, adaptando a demonstração de ([6], Teorema 46),

conseguimos provar que, para operadores compactos em espaços de dimensão infinita,

sombreamento positivo médio e hiperbolicidade também são equivalentes
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Ao invés de trabalhar com essa definição, será introduzida uma variação a fim de

permitir que sejam considerados iterados negativos nas médias.

Definição 3.24. Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X −→ X uma aplicação cont́ınua

e inverśıvel. Dado δ > 0, dizemos que uma sequência (xn)n∈Z é uma δ-pseudo-órbita de

f na média (ou, simplesmente, uma δ-média-pseudo-órbita de f ) se existe um número

inteiro N > 0 tal que, para todo n ≥ N e k ∈ Z, vale

1

2n+ 1

n∑
i=−n

d(f(xi+k), xi+k+1) < δ.

Definição 3.25. Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X −→ X uma aplicação cont́ınua

e inverśıvel. Dados ε > 0 e y ∈ X, dizemos que uma sequência (xn)n∈Z é ε-sombreada em

média por y se

lim sup
n−→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

d(f i(y), xi) < ε.

Definição 3.26. Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X −→ X uma aplicação cont́ınua

e inverśıvel. Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento médio se, para cada

ε > 0, existe δ > 0 tal que toda δ-média-pseudo-órbita é ε-sombreada em média por

algum ponto x ∈ X.

Convém observar ainda que há operadores que não possuem a propriedade de som-

breamento médio, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.27. Em X = `1(Z), seja T : X −→ X o operador identidade. Este operador

não tem sombreamento médio. De fato, tome 0 6= v0 ∈ X. Logo, ‖v0‖ = δ > 0. Seja

0 < ε < δ
4
. A sequência (xk)k∈Z, definida por

x0 = (. . . , 0, 0, 0, . . .) e xk+1 = xk +
v0
2
, k ∈ Z,

é uma δ-média-pseudo-órbita. No entanto, para todo y ∈ X e para todo n natural maior

que 1,

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iy − xi‖ ≥
1

2n+ 1
(‖xn−1‖ − ‖y‖) =

1

2n+ 1

(
(n− 1)‖v0‖

2
− ‖y‖

)

e lim supn→∞
1

2n+1

(
(n−1)‖v0‖

2
− ‖y‖

)
= ‖v0‖

4
> ε.
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Proposição 3.28. Seja T um operador linear limitado inverśıvel definido em um espaço

de Banach X, tal que X = M ⊕ N , em que M e N são subespaços fechados de X e T -

invariantes. Nestas condições, T tem a propriedade de sombreamento médio se, e somente

se, T |M e T |N também são.

Demonstração. Pelo Lema 2.15, existe uma constante β > 0 tal que

‖u‖ ≤ β‖x‖ e ‖v‖ ≤ β‖x‖,

sempre que x = u + v, com u ∈ M e v ∈ N . Seja x = u + v e xn = un + vn, n ∈ Z, em

que u, un ∈M e v, vn ∈ N . A implicação direta segue das inequações

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖un − (T |M)nu‖ ≤ β
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖xn − T nx‖

e
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖vn − (T |N)nv‖ ≤ β
1

n

n∑
i=−n

‖xn − T nx‖,

enquanto que a rećıproca segue das inequações

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖(T |M)ui+k − ui+k+1‖ ≤ β
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Txi+k − xi+k+1‖,

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖(T |N)vi+k − vi+k+1‖ ≤ β
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Txi+k − xi+k+1‖

e

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖xn − T nx‖ ≤
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖un − (T |M)nu‖+
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖vn − (T |N)nv‖.

�

Teorema 3.29. Seja T um operador linear, limitado e inverśıvel, definido em um espaço

de Banach X. Suponha que X = M ⊕ N , em que M e N são subespaços fechados de

X, com T (M) ⊂ M e T−1(N) ⊂ N . Se σ(T |M) ⊂ D e σ(T−1 |N) ⊂ D, então T tem a

propriedade de sombreamento médio.

Corolário 3.30. Se T é um operador linear, limitado, hiperbólico e inverśıvel, então T

possui a propriedade de sombreamento médio.

Lema 3.31. Um operador T linear, limitado e inverśıvel, definido em um espaço de Ba-

nach X tem a propriedade de sombreamento médio se, e somente se, existe uma constante
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K > 0 tal que se (zn)n∈Z é uma sequência em X para a qual tem-se (wn)n∈N limitada, com

wn =
(
supk∈Z

1
2n+1

∑n
i=−n ‖zi+k‖

)
, então existe uma sequência (yn)n∈Z0 em X satisfazendo

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖yi‖ ≤ K lim sup
n→∞

‖wn‖ (3.1)

e

yn+1 = Tyn + zn para todo n ∈ Z (3.2)

Demonstração. Suponha que T tenha a propriedade de sombreamento médio e seja

δ > 0 a constante que aparece na definição de sombreamento em média associada a ε = 1.

Considere uma sequência (zn)n∈Z como na hipótese e seja L = lim supn→∞ ‖wn‖. Seja

x0 ∈ X e defina (xn)n∈Z pondo xn+1 = Txn + δ1
L
zn, para todo n ∈ Z, em que 0 < δ1 < δ.

Então, (xn)n∈Z é uma δ-média-pseudo-órbita positiva de T . Por hipótese, existe x ∈ X

tal que

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T ix− xi‖ < 1.

Faça yn = L
δ1

(xn−T nx). Não é dif́ıcil provar que (3.1) ocorre, com K = 1
δ1

, e (3.2) ocorre.

Reciprocamente, seja dado ε > 0 e tome δ = ε
2K

e seja (xn)n∈Z uma δ-média-pseudo-

órbita de T . Para todo n ∈ Z, faça zn = Txn − xn+1. Logo, a sequência (wn)n∈N, com

wn = supk∈Z
1

2n+1

∑n
i=−n ‖zi+k‖, é limitada. Observe ainda que lim supn→∞ ‖wn‖ ≤ δ.

Segue da hipótese que (3.1) e (3.2) valem. Como xn+1 − yn+1 = T (xn − yn), para todo

n ∈ Z, segue que xn − yn = T n(x0 − y0), para todo n ∈ Z. Assim,

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖xi − T i(x0 − y0)‖ = lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖yi‖ ≤ K lim sup
n→∞

wn

≤ Kδ < ε.

�

Demonstração do Teorema 3.29. Para cada x ∈ X, existe uma única decom-

posição x = x(1) + x(2), em que x(1) ∈M e x(2) ∈ N . Além disso, há uma constante β > 0

tal que

‖x(1)‖ ≤ β‖x‖ e ‖x(2)‖ ≤ β‖x‖, qualquer que seja x ∈ X.

As relações σ(T |M) ⊂ D e σ(T−1 |N) ⊂ D implicam r(T |M) < 1 e r(T−1 |N) < 1.

Escolha λ ∈ R de modo que

max{r(T |M), r(T−1 |N)} < λ < 1.
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Segue da fórmula do raio espectral que existe uma constante C ≥ 1 tal que

‖(T |M)n‖ ≤ Cλn e ‖(T−1 |N)n‖ ≤ Cλn, ∀n ∈ N0.

Considere uma sequência (zn)n∈Z tal que (wn)n∈N, wn = supk∈Z
1

2n+1

∑n
i=−n ‖zi+k‖ seja

limitada. Para cada n ∈ Z, defina:

y(1)n =
∞∑
k=0

T kz
(1)
n−k−1 ∈M, y(2)n = −

∞∑
k=1

T−kz
(2)
n+k−1 ∈ N

e

yn = y(1)n + y(2)n ∈ X.

Com alguns cálculos, verifica-se que

yn+1 = Tyn + zn

e, como

‖y(1)n ‖ ≤ C
∞∑
k=0

λk‖z(1)n−k−1‖ e ‖y(2)n ‖ ≤ C
∞∑
k=1

λk|z(2)n+k−1‖,

tem-se

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖yi‖ ≤ 2βC

(
∞∑
k=0

λk

)
sup
k∈Z

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖zi+k‖ =
2βC

1− λ
wn,

o que, por sua vez, acarreta

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖yi‖ ≤
(

2βC

1− λ

)
lim sup
n→∞

wn.

Portanto, o Lema 3.31 assegura que T possui sombreamento médio. �

Corolário 3.32. Seja X = `q(Z), 1 ≤ q < ∞, ou X = c0(Z). Então existe um desloca-

mento ponderado bilateral para a direita inverśıvel que satisfaz o critério de hiperciclici-

dade frequente (e, portanto, não hiperbólico) e que possui a propriedade de sombreamento

médio.

Demonstração. É o mesmo exemplo apresentado em Bernardes et al. [6], Teorema

D. Vamos apresentá-lo aqui para a conveniência do leitor. Tome um número real c > 1 e

seja Fw o deslocamento ponderado bilateral à direita, definido em X, cuja sequência de

pesos (wn)n∈Z é dada por wn = c se n < 0 e wn = 1
c

se n ≥ 0. A conclusão segue mediante

a aplicação do Teorema 3.29, com

M = {(xn)n∈Z : xn = 0 se n < 0}
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e

N = {(xn)n∈Z : xn = 0 se n ≥ 0}.

�

Corolário 3.33. Seja T um operador linear limitado, definido em um espaço de Banach

X. Se T é hiperbólico, então T tem a propriedade de sombreamento em média.

Proposição 3.34. Se T é um operador inverśıvel definido em um espaço de Banach de

dimensão finita X, então as afirmações seguintes são equivalentes:

1. T é hiperbólico;

2. T tem a propriedade de sombreamento positivo médio.

Demonstração. Suponha que T não seja hiperbólico. Devemos, pois, mostrar que

(2) é falsa. Observe que se T tem a propriedade de sombreamento médio, então λT

também possui esta propriedade, sempre que |λ| = 1. Assim, podemos supor 1 ∈ σ(T ).

Pela Proposição 3.28 e a forma canônica de Jordan, basta considerar os casos em que T

é um operador em Ck (com a norma euclidiana) cuja forma canônica seja

[
1
]

ou


1

1 1
. . . . . .

1 1

 .

Tome δ > 0 e seja (xn)n∈Z em Ck dada por xn = (0, 0, . . . , 0) para n ≤ 0 e

xn+1 = ((n+ 1)δ, (Txn)2, . . . , (Txn)k) para n ∈ N0.

Então ‖Txn−xn+1‖ < δ, para todo n ∈ Z, acarretando que (xn)n∈Z é uma δ-média-pseudo-

órbita positiva, a qual não pode ser sombreada positivamente em média pela órbita real

de qualquer ponto x ∈ Ck, pois

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖xi − T ix‖ ≥
1

2n+ 1

n∑
i=−n

|(xi − T ix)1| =
1

2n+ 1

n∑
i=−n

|iδ − (x)1|

≥ 1

2n+ 1

n∑
i=−n

|iδ| − |(x)1| =
δ

2n+ 1

n−1∑
i=0

i− |(x)1|

=
δn(n− 1)

2(2n+ 1)
− |(x)1| → ∞ quando n→∞.

Portanto, T não tem a propriedade de sombreamento médio. �

O resultado a seguir relaciona sombreamento e sombreamento médio.
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Teorema 3.35. Seja T um operador linear, limitado e inverśıvel, definido em um espaço

de Banach X. Se T possui a propriedade de sombreamento médio e é uniformemente

expansivo, então T tem a propriedade de sombreamento.

Demonstração. Dado ε > 0, seja δ > 0 a constante da definição de sombreamento

médio correspondente a ε e seja (xn)n∈Z uma δ-pseudo-órbita de T . Então (xn)n∈Z também

é uma δ-média-pseudo-órbita de T e, assim, existe y ∈ X tal que

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iy − xi‖ < ε.

A seguir, será provado que y também ε-sombreia essa pseudo-órbita. De fato, suponha

que exista i0 ∈ Z tal que ‖T i0y − xi0‖ ≥ ε. Como T é uniformemente expansivo, existe

um número natural n0, tal que, para todo n ≥ n0 ocorre

‖T n(T i0y − xi0)‖ > Cn‖T i0y − xi0‖ ≥ Cnε (3.3)

ou

‖T−n(T i0y − xi0)‖ > Cn‖T i0y − xi0‖ ≥ Cnε, (3.4)

em que C > 1 é uma constante positiva a ser determinada posteriormente.

Suponha que ocorra (3.3). Então, para todo n ∈ N,

‖T n+i0y − xn+i0‖ ≥ ‖T n+i0y − T nxi0‖ − ‖T nxi0 − xn+i0‖ ≥ Cnε− ‖T nxi0 − xn+i0‖

≥ Cnε− [‖T nxi0 − T n−1xi0+1‖+ ‖T n−1xi0+1 − T n−2xi0+2‖

+ · · ·+ ‖Txn+i0−1 − xn+i0‖]

≥ Cnε− (‖T‖n−1 + ‖T‖n−2 + · · ·+ 1)δ.

Escolha C suficientemente grande a fim de que Cnε− (‖T‖n−1 + ‖T‖n−2 + · · ·+ 1)δ > 2ε,

para todo n ≥ 1. Logo,

‖T n+i0y − xn+i0‖ ≥ 2ε, ∀n ≥ n0.

Para cada n ∈ N, com n > n0 + i0, tem-se:

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iy − xi‖ ≥
1

2n+ 1

n∑
i=n0+i0

‖T iy − xi‖ ≥
2ε

2n+ 1
(n− n0 − i0 + 1)

e, por conseguinte,

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T i − xi‖ ≥ ε,

o que é absurdo. No caso em que ocorre (3.4), procede-se da mesma forma, também

chegando a um absurdo. �
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Observação 3.36. Se um operador linear T é uniformemente expansivo e tem a propriedade

de sombreamento, então T também é hiperbólico, conforme foi provado em ([7], Teorema

1).

Definição 3.37. Seja X um espaço de Banach e T : X −→ X um operador linear

limitado e inverśıvel. Dizemos que T é expansivo em média se

sup
n∈N

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T ix‖ =∞,∀x 6= 0.

Observação 3.38. Note que se um operador T é expansivo em média, então existe uma

constante c > 1 tal que, para cada 0 6= x ∈ X, existe um inteiro n > 0 para o qual

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T ix‖ > c‖x‖. (3.5)

Como consequência, todo operador expansivo em média é expansivo, pois se ocorre (3.5),

então, em particular, para cada x ∈ X, com ‖x‖ = 1, existe um ı́ndice i de modo que

‖T ix‖ > c.

A seguir, é dada uma caracterização para os deslocamentos ponderados bilaterais à

esquerda que são expansivos em média.

Proposição 3.39. Seja X = `p(Z) (1 ≤ p < ∞) ou X = c0(Z), w = (wn)n∈Z uma

sequência limitada de escalares, com infn∈Z |wn| > 0 e Bw : X −→ X o deslocamento

ponderado bilateral para a esquerda. Nestas condições, Bw é expansivo em média se, e

somente se,

sup
n∈N

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Bi
w(ek)‖ =∞, ∀k ∈ Z, (3.6)

em que ek é o vetor que tem a coordenada k igual a um e as demais são nulas.

Demonstração. Se Bw é expansivo em média, então (3.6) é consequência direta da

definição de expansividade média. Reciprocamente, se a relação (3.6) vale, então seja

x = (xj)j∈Z qualquer vetor não nulo em X e escolha k ∈ Z tal que xk 6= 0. Logo,

sup
n∈Z

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Bi
w(x)‖ ≥ sup

n∈Z

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Bi
w(xkek)‖

= |xk| sup
n∈Z

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Bi
w(ek)‖ =∞.

Portanto, Bw é expansivo em média. �
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Com o aux́ılio da proposição anterior, é posśıvel obter exemplos de operadores que

não são expansivos em média.

Exemplo 3.40. Seja X = `2(Z), w = (wn)n∈Z a sequência de pesos definida por wn = 2

se n ≥ 0 e wn = 1
2

se n < 0 e Bw : X −→ X o deslocamento bilateral ponderado para

a esquerda. Então Bw não é expansivo em média. De fato, vamos provar a afirmação

mostrando que, para todo, n ∈ N, a média

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Bi
w(e1)‖

é limitada. Observe que, para cada n natural,

1

2n+ 1

n∑
i=0

‖B−iw (e1)‖ =
1

2n+ 1

(
1 +

n∑
i=1

1

w1 · · ·wi

)
≤ n+ 1

2n+ 1
≤ 1.

Além disso,

1

2n+ 1

n∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ =

1

2n+ 1
(w1 + w0w1 + w−1w0w1 + · · ·+ w−n+2 · . . . · w−1w0w1)

≤ 1

2n+ 1

(
2 + 22 + 2 +

1

2
· · ·+ 1

2n−4

)
−→ 0 quando n→ +∞.

Portanto, Bw não é expansivo em média.

A seguir, apresentamos um exemplo de um operador expansivo, mas não expansivo

em média.

Exemplo 3.41. Seja X = `2(Z) e w = (wn)n∈Z a sequência de pesos definida por wn = 1

se n ≥ 0 e

(w−1, w−2, · · · ) = (2,
1

2
,
1

2
, 2, 2, 2,

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, 2, 2, 2, 2, 2, · · · ),

ou seja, os blocos de pesos iguais a 1
2

têm comprimento 2, 22, 23, · · · , enquanto que os

blocos de pesos iguais a 2 têm comprimentos 20, 21 + 1, 22 + 1, · · · . Se Bw : X −→ X

é o deslocamento ponderado bilateral para a esquerda, então Bw é expansivo, mas não

expansivo em média. De fato, para ver que Bw é expansivo, para cada k ∈ N, definamos

(nk)k∈N por

n1 = 1 e nk = nk−1 + 2k + 1 se k ≥ 2.

Prova-se por indução que

w−nk · . . . · w−1 = 2k para todo k ∈ N,
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o que nos permite concluir que

sup
n∈N

(wn · . . . · w−1) = +∞

e, assim por [[6], Proposição 15-a], Bw é positivamente expansivo. Como infn∈Nwn > 0,

temos Bw inverśıvel e, portanto, Bw também é expansivo. Antes de provar que Bw não é

expansivo em média, observemos que:

i) Para cada natural k ≥ 2, vale:

nk = 2k + · · ·+ 23 + 22 + k (3.7)

e

nk+1∑
i=nk+1

‖Bi
w(e1)‖ = 2k−1 + (2k + 2k−1 + · · ·+ 2 + 1) + (

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

22k−k )

+(
1

22k−k−1 + · · ·+ 1

2
) + (1 + 2 + · · ·+ 2k−1)

≤ 2k−1 + (2k+1 − 1) + 1 + 1 + (2k − 1) ≤ nk+1. (3.8)

ii) Como 2k−1 + 2k + 2k+1 ≤ 2k+2, para todo k natural, prova-se por indução sobre k que

nk∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ ≤ nk+1. (3.9)

Agora estamos em condições de provar que Bw não é expansivo em média. Para isto, é

suficiente mostrar que a média

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖Bi
w(e1)‖

é limitada, para todo n ∈ N. Como

1

2n+ 1

n∑
i=0

‖B−iw (e1)‖ =
1

2n+ 1

(
1 +

n∑
i=1

1

w1 · . . . · wi

)
< 1, para todo n ∈ N,

basta mostrar que
1

2n+ 1

n∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖

é limitada. Suponha, por absurdo, que

lim sup
n→+∞

1

2n+ 1

n∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ = +∞.
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Logo, para qualquer constante c > 1, existe um número natural n0 tal que

1

2n+ 1

n∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ > 1, para todo n ≥ n0. (3.10)

No entanto, afirmamos que

1

2nk + 1

nk∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ < 1, para todo k ∈ N.

Provemos a afirmação por indução sobre k. Para k = 1, a afirmação é claramente verda-

deira. Suponhamos

1

2nk + 1

nk∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ < 1, para algum k ∈ N.

Logo, segue de (3.8) e (3.9) que

nk+1∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ =

nk∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖+

nk+1∑
i=nk+1

‖Bi
w(e1)‖ < 2nk + 1,

ou seja,

1

2nk + 1

nk∑
i=1

‖Bi
w(e1)‖ < 1, para todo k ∈ N,

o que é absurdo, pois contraria (3.10). Portanto, Bw não é expansivo em média.

Proposição 3.42. Seja X um espaço de Banach e T : X −→ X um operador linear

limitado e inverśıvel. Se T é expansivo em média e possui a propriedade de sombreamento

médio, então T é uniformemente expansivo e, em particular, hiperbólico.

Demonstração. Tendo em vista os resultados provados nesta seção, basta mostrar

que T é uniformemente expansivo. Dado ε > 0, seja δ > 0 a constante da definição de

sombreamento médio associada a ε. Suponha que T não seja uniformemente expansivo.

Logo, a intersecção σa(T ) ∩ S1 é não vazia. Tome λ nesta intersecção e seja x0 ∈ X, com

‖x0‖ = 1, tal que

‖Tx0 − λx0‖ <
δ

ε
.

Construa uma sequência (yn)n∈Z fazendo yi = ελix0. Esta sequência é uma δ-média-

pseudo-órbita. Pelo sombreamento médio, existe z ∈ X tal que

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iz − yi‖ < ε.
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Assim, existe um número natural n0 de modo que

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iz − yi‖ < ε, para todo n ≥ n0,

o que, por sua vez, acarreta:

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iz‖ ≤ 1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iz − yi‖+
1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖yi‖ < 2ε,

para todo n ≥ n0. Consequentemente,

sup
n∈N

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iz‖ <∞,

e, portanto, T não é expansivo em média, o que é absurdo. �

Pergunta 3.43. Será que expansividade uniforme implica expansividade em média? Caso

a resposta seja negativa, é posśıvel obter um operador expansivo em média que não seja

uniformemente expansivo?

Proposição 3.44. Seja T : X −→ X um operador linear limitado e inverśıvel, definido

em um espaço de Banach separável X. Se T possui a propriedade de sombreamento médio

e é hiperćıclico, então T não pode ser expansivo em média.

Demonstração. Seja δ > 0 a constante que aparece na definição de sombreamento

médio correspondente a ε = 1. Como T é hiperćıclico, tem-se σ(T ) = σa(T ) e σa(T )∩S1 6=

∅. Tome λ em σa(T ) ∩ S1. Logo, existe x0 ∈ X tal que

‖x0‖ = 1, e ‖λx0 − Tx0‖ <
δ

2
.

A sequência (yn)n∈Z dada por yn = 2λnx0 é uma δ-média-pseudo-órbita. O sombreamento

médio implica a existência de y ∈ X tal que

lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iy − yn‖ < 1

e, assim, existe um número natural n0 tal que

1

2n+ 1

n∑
i=−n

‖T iy‖ < 3,∀n ≥ n0.

Portanto, T não pode ser expansivo em média. �
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Observação 3.45. A demonstração da Proposição 3.44 pode ser obtida de outro modo. De

fato, se um operador T é expansivo em média e possui sombreamento médio, então segue

da Proposição 3.42 que T é hiperbólico e, portanto, não é hiperćıclico.

Observação 3.46. Em ([6], Exemplo 18) é fornecida uma classe de deslocamentos bilaterais

inverśıveis ponderados à esquerda que são expansivos e hiperćıclicos (e, portanto, não

hiperbólicos).



Considerações finais

Como vimos no Caṕıtulo 2, a noção de transitividade por cadeia é mais geral que a de

hiperciclicidade, pois esta só faz sentido para operadores definidos em espaços separáveis,

enquanto que a primeira também pode ser considerada em espaços não separáveis, sendo o

deslocamento para a esquerda definido em `∞(N) um exemplo de um tal operador. Além

disso, o Teorema 2.12 generaliza um resultado devido a Kitai [22], o qual afirma que toda

componente conexa do espectro de um operador hiperćıclico intersecta o ćırculo unitário

S1 e, portanto, não pode ser hiperbólico. Como consequência, todo operador compacto,

definido em um espaço de Banach de dimensão infinita, não pode ser transitivo por cadeia.

Por outro lado, para operadores em espaços de dimensão finita, deve-se ter seu espectro

contido em S1. Naturalmente, pode-se indagar se a rećıproca desta última afirmação é

válida, o que foi respondido parcialmente na Proposição 2.25. Foi visto ainda um critério

de transitividade por cadeia para uma classe de deslocamentos ponderados unilaterais à

esquerda. Há, entanto, várias questões para responder no que diz respeito à transitividade

por cadeia, por exemplo:

• Se T é um operador transitivo por cadeia, então T × T é transitivo por cadeia? No

caso particular em que T é uma rotação, a resposta é afirmativa (veja Proposição

2.22).

• Se T × T é transitivo por cadeia, então T × · · · × T é transitivo por cadeia? É

sabido que se T ×T topologicamente transitivo implica T ×· · ·×T topologicamente

transitivo (veja [20], Teorema 1.51).

• É posśıvel caracterizar os deslocamentos ponderados à esquerda que possuem tran-

sitividade por cadeia?
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• Vale a rećıproca do Corolário 2.21 para operadores definidos em Cn Esta questão

foi respondida parcialmente pela Proposição 2.22.

• Será que existe que um critério (análogo ao da hiperciclicidade) que garanta que um

operador é transitivo por cadeia?

• Será que existe alguma caracterização espectral de um operador T transitivo por

cadeia (mas não topologicamente transitivo) que tenha alguma implicação sobre o

espectro pontual do operador adjunto T ∗?

Ainda no Caṕıtulo 2, foi considerada a noção de transitividade por cadeia em média

e, tal como foi definido, segue todo operador transitivo por cadeia também é transitivo

por cadeia em média. E mais, provamos (Corolário 2.47) que um operador hiperbólico

também pode possuir transitividade por cadeia em média e foi apresentado ainda um

exemplo de um operador que tem essa propriedade, embora não seja transitivo por cadeia

e nem hiperbólico. Duas perguntas importantes a serem consideradas nesse caso são:

• Existe algum operador que não seja transitivo por cadeia em média?

• Quão grande é a classe dos operadores transitivos por cadeia em média?

No que se refere às transformações esféricas, há algumas questões interessantes:

• A Proposição 2.58 permanece válida para aplicações esféricas em Sn?

• Existe alguma caracterização para aplicações esféricas induzidas por operadores li-

neares definidos em espaços de Banach de dimensão infinita?

Por fim, no Caṕıtulo 3 discorremos sobre a noções de sombreamento, sombreamento

limite e sombreamento médio. Sabe-se que um operador inverśıvel que seja expansivo e

tenha sombreamento também tem sombreamento limite, pois é hiperbólico (veja [7], Teo-

rema 1) e todo operador hiperbólico tem sombreamento limite [6]. Vimos ainda que se um

deslocamento inverśıvel ponderado para a esquerda tem a propriedade de sombreamento,

então é transitivo por cadeia em média (Proposição 3.14). Foi provado ainda que em

hiperbolicidade implica sombreamento médio e que em dimensão finita essas proprieda-

des, bem como a propriedade de sombreamento, coincidem. Do mesmo modo, provamos

que se um operador é uniformemente expansivo e possui sombreamento médio, então ele

possui sombreamento. Assim, os resultados obtidos conduzem a alguns questionamentos,

por exemplo:
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• Quais são as relações entre sombreamento, sombreamento limite e sombreamento

médio? Existe algum operador que possui sombreamento, mas não sombreamento

limite ou médio? E vice-versa?

• Quando um operador T é normal, então sombreamento médio equivale à hiperboli-

cidade?

• Um operador que tenha sombreamento médio e seja expansivo também é hiperbó-

lico?

• Sombreamento implica transitividade por cadeia em média? A resposta para esta

pergunta é afirmativa no caso de deslocamentos ponderados à esquerda, como con-

sequência dos resultados obtidos em [6] que caracterizam quais desses deslocamentos

possuem sombreamento.
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