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Resumo

Nessa tese, estudamos algumas propriedades dinamicas no contexto de Dinamica Linear
em espacos de Banach de dimensao infinita, como transitividade por cadeia, transitivi-
dade por cadeia em média, sombreamento e sombreamento médio, entre outros. Varios
resultados foram provados e muitas outras questoes foram propostas. No que concerne a
transitividade por cadeia, provamos que toda componente conexa do espectro de um ope-
rador transitivo por cadeia intersecta o circulo unitario. A reciproca desse resultado foi
investigada em dimensao finita e para deslocamentos ponderados. Estabelecemos também
critérios para que uma classe de deslocamentos ponderados unilaterais seja transitivo por
cadeia. Quanto a transitividade por cadeia em média, provamos que a classe dos ope-
radores transitivos por cadeia em média contém a classe dos operadores transitivos por
cadeia e dos operadores hiperbdlicos. Estudamos ainda a transitividade por cadeia para
uma transformacao esférica induzida por uma matriz inversivel. Além disso, foi demons-
trado que um operador hiperbdlico possui sombreamento médio; que em dimensao finita
hiperbolicidade e sombreamento médio coincidem; que, na presenga de expansividade uni-
forme, a propriedade de sombreamento médio implica a de sombreamento. Introduzimos
também o conceito de expansividade média e demonstramos que expansividade média
mais sombreamento médio implicam expansividade uniforme e, em particular, hiperboli-

cidade.

Palavras-chave: Dinamica linear. Transitividade por cadeia. Transitividade por cadeia

em média. Sombreamento. Sombreamento em média.



Abstract

In this thesis, we studied some dynamical properties on the context of Linear Dynamics
on infinite-dimensional Banach spaces, such as chain transitivity, average chain transiti-
vity, shadowing and average shadowing, among others. Many results were proved and
many other questions were proposed. Concerning chain transitivity, we proved that each
connected component of the spectrum of a chain transitive operator intersects the unit
circle. The converse was investigated for finite dimension and for weighted shifts. We also
established criteria so that a class of unilateral weighted shifts may be chain transitive.
For average chain transitivity, we proved that the class of average chain transitive ope-
rators contains the class of the chain transitive operators and the class of the hyperbolic
ones. We studied yet the chain transitivity for the spherical transformation induced by an
invertible matrix. Moreover, we showed that a hyperbolic operator has average shadowing
property; in finite dimension, hyperbolicity and average shadowing coincide; under the
presence of uniform expansivity, the average shadowing property implies the shadowing
property. We also introduced the concept of average expansivity and then we proved that
average expansivity plus average shadowing imply uniform expansivity and, in particular,

hyperbolicity.

Keywords: Linear Dynamics. Chain transitivity. Average chain transitivity. Shadowing.

Average shadowing.
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Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos se ocupa da anélise do comportamento a longo prazo
de sistemas em evolugao. De modo geral, os possiveis estados de um determinado sistema
sao descritos através dos elementos de um dado conjunto X, enquanto a evolugao do
sistema ¢é descrita por meio de uma aplicagao T': X — X, ou seja, se x,, € X ¢é o estado
do sistema em um instante n > 0, entao x,.1 = T'(z,),n =0,1,2,.. ..

Uma tal andlise pode ser feita, por exemplo, do ponto de vista topoldgico, dotando-se
o conjunto X de uma topologia e considerando T" uma aplicagao continua; ou de modo
probabilistico, munindo X de uma o-algebra e supondo 7" mensuravel. Essas abordagens

dao origem a dois ramos de estudo dos sistemas dinamicos:

i A Dinamica Topoldgica, que se ocupa de propriedades como transitividade to-
poldgica, minimalidade, sombreamento (shadowing), estabilidade estrutural, caos,

entropia topoldgica, entre outras;

ii A Dinamica Mensurdvel, que trata dos estudos probabilisticos (do ponto de vista
de medida) dos sistemas dinamicos, como existéncia de medidas invariantes, ergo-
dicidade, mistura forte ou fraca (strong or weak mizing), entropia métrica, entre

outras.

Atualmente, uma area dos Sistemas Dinamicos que se encontra muito ativa é a Dinami-
ca Linear, cujo proposito é o estudo da dinamica de operadores lineares continuos sobre
espagos vetoriais topoldgicos, principalmente espacos de Fréchet, de Banach e espacos de
Hilbert. Esta area encontra-se na interseccao das grandes areas de Sistemas Dinamicos
e Teoria dos Operadores, empregando métodos de ambas as dreas, além de apresentar
conexoes com outros ramos da Matematica, tais como Analise Complexa, Anélise Fun-

cional, Teoria da Medida, Teoria dos Numeros e Probabilidade. Tém sido encontradas
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aplicacoes da Dinamica Linear em &areas diversas, tais como Dinamica Celular, Dinamica
Populacional, Engenharia de Transito, Teoria da Difusao e Fisica Quantica. Os livros de
Bayart e Matheron [5] e de Grosse-Erdmann e Peris [20], publicados por volta de 2010,
fornecem amplo panorama da area, além de vasta bibliografia.

Algumas das nogoes investigadas em Dinamica Linear sao: hiperciclicidade (transitivi-
dade topoldgica), superciclicidade (densidade de uma érbita projetiva na esfera unitéria),
hiperciclicidade frequente (a érbita densa visita cada subconjunto aberto e nao vazio com
densidade positiva) e caos no sentido de Devaney (hiperciclicidade e densidade do con-
junto dos pontos periédicos). E sabido que estas nogoes jamais ocorrem quando o espago
X tem dimensao finita (veja, por exemplo, [20], Teorema 2.58, ou [5], Proposigao 1.1).

Neste trabalho, consideraremos as nocoes de transitividade por cadeia e sombreamento
médio (average shadowing). A primeira no¢ao é uma generalizagdo do conceito de tran-
sitividade topoldgica. A transitividade por cadeia foi estudada por Hirsch et al [21] em
dinamica topoldgica com respeito a repulsores e persisténcia uniforme. Esta nog¢ao junto
com a de recorréncia por cadeia tém aplicacoes em Economia, Epidemiologia, Teoria dos
Jogos e Biologia Matematica (veja-se, por exemplo, as citagoes e referéncias de [21]). J&
o sombreamento médio é um dentre os varios tipos de sombreamento que tém sido estu-
dados nos iltimos anos, com importante papel em muitos ramos dos Sistemas Dinamicos,
como Dinamica Topolégica, Dinamica Diferencidvel e Teoria ergédica (veja [28], [2], [31]).

Para operadores lineares definidos em espacos de Banach, provamos que toda com-
ponente conexa do espectro de um operador transitivo por cadeia intersecta o circulo
unitario, estendendo para os operadores transitivos por cadeia um resultado devido a
Kitai [22] que havia sido provado para operadores hiperciclicos. Como consequéncia, ope-
radores que sao hiperbdlicos (aqueles cuja interseccao do espectro com o circulo unitario
é vazia) ou compactos (operadores cujo fecho da imagem da bola unitaria é compacto no
contradominio) nao possuem transitividade por cadeia (Teorema e Corolario .
Investigamos a reciproca do resultado em dimensao finita e para deslocamentos ponde-
rados. Apresentamos ainda critérios para que uma classe de deslocamentos ponderados
unilaterais tenha a transitividade por cadeia. Também demonstramos que a classe dos
operadores transitivos por cadeia em média contém a classe dos operadores hiperbdlicos
a dos transitivos por cadeia.

Referente ao sombreamento médio, conseguimos provar que os operadores hiperbélicos
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possuem sombreamento médio. Provamos também que as nogoes de hiperbolicidade e
sombreamento médio coincidem em dimensao finita. Mostramos ainda uma classe de
deslocamentos bilaterais ponderados inversiveis que possuem sombreamento médio e que
nao sao hiperbdlicos e que, na presenca de expansividade uniforme, sombreamento médio
implica sombreamento. Além disso, introduzimos uma nova noc¢ao, a de expansividade
média, e entao demonstramos que operadores expansivos em média que possuem sombre-
amento médio sao uniformemente expansivos e hiperbdlicos.

Estudamos propriedades dinamicas da aplicacao esférica ¢ : S* — S”, induzida por

Az

uma matriz inversivel A, dada por ¢(z) = TAa]> @ qual ja foi caracterizada no que diz

respeito a propriedade de sombreamento em termos dos médulos dos autovalores (veja
[28], Teorema 3.2.2). Parece-nos que também é possivel caracterizar tal aplicagdo no
que se refere a transitividade por cadeia, o que nos levou a propor uma conjectura e
apresentamos uma prova em um caso particular.

Organizamos a tese em trés capitulo, distribuidos conforme a descricao seguinte.

O Capitulo 1 é destinado a apresentar os conceitos de hiperciclicidade, expansividade
e hiperbolicidade, bem como alguns resultados cléssicos, envolvendo esses conceitos, além
de fixar a notagao a ser empregada no restante do trabalho.

O Capitulo 2 trata da transitividade por cadeia, apresentando exemplos de operadores
que possuem essa propriedade, a relacao dessa nocao com hiperciclicidade e hiperbolici-
dade. Faz-se ainda uma caracterizacao de operadores transitivos por cadeia através do
seu espectro e propomos critérios de transitividade por cadeia para uma classe de desloca-
mentos ponderados (weighted shifts) para a esquerda. Finaliza-se o capitulo introduzindo
uma variacao do conceito, a saber, a transitividade por cadeia em média e discutimos sua
relacao com a transitividade por cadeia e a hiperbolicidade. Encerramos entao o capitulo
com um estudo das aplicagoes esféricas.

No Capitulo 3, inicia-se apresentando uma compilacao de alguns resultados referentes
ao sombreamento e ao sombreamento limite no contexto da Dinamica Topoldgica e entao

sao apresentados os resultados da nossa investigacao no ambito dos operadores lineares.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, foram fornecidos alguns conceitos basicos da teoria dos sistemas dinamicos
lineares, tais como hiperciclicidade, transitividade topoldgica e hiperbolicidade, entre ou-
tras, estabelecendo-se algumas relagoes entre esses conceitos. Sera apresentada também
uma importante classe estudada em dindmica linear, a saber: a dos deslocamentos (shifts).

As referéncias padrao para o que foi exposto no capitulo sao [5] e [20].

1.1 Dinamica Topolégica

Definigao 1.1. Um sistema dinamico topolégico é um par (X, T'), no qual X é um espago

métrico e T': X — X é uma aplicagao continua.
Definigao 1.2. Seja (X, T') um sistema dinamico topolédgico. Para cada z € X, o conjunto
O(z,T) ={T"z; n >0},

em que T° = I (I é a identidade em X) e T" =T o...oT (n vezes), é chamado drbita

de x por meio de T.
Caso a aplicagao T seja inversivel, define-se a érbita negativa de modo natural.

Definicao 1.3. Sejam (Y, S) e (X, T') sistemas dindmicos. Diz-se que T' é quaseconjugado
a S se existe uma aplicacao continua ¢ : ¥ — X com imagem densa tal que T'o¢p = ¢o.S.

Se a aplicagao ¢ for ainda um homeomorfismo, entao S e T' sao conjugados.

Defini¢ao 1.4. Seja (X,T) um sistema dinamico. Um subconjunto U C X é T-invari-

ante (ou invariante por meio de T') se T(U) C U.
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Defini¢ao 1.5. Seja (X, 7") um sistema dinamico. Um ponto z € X é um ponto fizo de
T se T(x) =z. Se T"(x) = x, para algum n € N, entao x é denominado ponto periédico

de T e o conjunto dos pontos periddicos de T' é denotado por Per(T).

Defini¢ao 1.6. Seja (X, 7)) um sistema dinamico. Diz-se que:

a) T é topologicamente transitivo se, dados quaisquer dois subconjuntos abertos U e V' de

X, existe um numero natural n tal que
T™U)NV #0.

b) T é misturador (mixing) se, para qualquer par (U, V) de subconjuntos abertos de X,

existe um nimero natural N tal que
T"(U)NV #0,Yn > N.
c) T é fracamente misturador (weakly mixing) se 7" x T' é topologicamente transitivo.
Observacao 1.7. Para qualquer sistema dinamico,
mistura = mistura fraca = transitividade topolégica.

O resultado seguinte, devido a Furstenberg [18], implica que se T'x T é topologicamente

transitivo, entao T' x --- x T também o é.

Teorema 1.8. (Furstenberg) Seja T : X — X wm sistema dinamico fracamente

misturador. FEntao o n-uplo produto T X --- x T € fracamente misturador para cada

n > 2.

Em 1989, Devaney [15] propos uma definigdo de caos, a qual mostrou-se muito satis-
fatoria. Sua definicao reflete a imprevisibilidade de sistemas cadticos porque a definicao

contém uma dependéncia das condigoes iniciais. Mais precisamente:

Definigao 1.9. Seja (X, d) um espaco métrico sem pontos isolados. Entao um sistema
dinamico T : X — X tem dependéncia das condi¢coes iniciais se existe alguma constante
d > 0 tal que, para cada x € X e € > 0, existe algum y em X de modo que d(z,y) < e,
mas para algum n > 0, d(T™(x),T"(y)) > 0.

Definigao 1.10. (Devaney) Seja (X, d) um espago métrico sem pontos isolados. Entao
um sistema dinamico 7' : X — X é cadtico (no sentido de Devaney) se satisfaz as

condicoes seguintes:
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i) T depende das condigoes iniciais;
ii) T é topologicamente transitivo;
iii) 7' tem um conjunto denso de pontos periédicos.

No entanto, Banks et al. [3] e Silverman [30] mostraram, independentemente, em
1992 que a condicao de dependéncia das condicoes iniciais pode ser omitida da defini¢ao

de caos, pois é obtida como consequéncia das outras duas condicoes.

Teorema 1.11. (Banks et al.; Silverman) Seja (X,d) um espa¢o métrico sem pontos
1solados. Se um sistema dinamico T' : X — X € topologicamente transitivo e tem um
conjunto denso de pontos periodicos, entao T depende das condigoes iniciais com respeito

a qualquer métrica definindo a topologia de X .

Para os sistemas dinamicos lineares, o espago subjacente deve ainda contar com
uma estrutura linear, tal como no caso dos espacgos de Hilbert e de Banach. E fato que
exemplos interessantes de sistemas dinamicos lineares sao definidos em espacos ainda mais
gerais: os espacos de Fréchet. No entanto, as definicoes das noc¢oes apresentadas serao
estabelecidas apenas em espacos de Banach, pois os resultados obtidos neste trabalho

foram considerados apenas para estes espacos.

Definicao 1.12. Sejam X e Y espacos de Banach. O espago dos operadores lineares e
limitados T': X — Y é denotado por L(X,Y). Se Y = X entdo denota-se L(X, X) =
L(X). Um sistema dinamico linear é um par (X,T), em que X é um espago de Banach

e T é um operador linear limitado em 7.

Lembremos que um operador linear 7" definido em um espaco normado X é limitado

se existe uma constante o > 0 tal que, para todo x € X,

1Tz < allz].
Assim, define-se a norma de T como
T
7) = suwp 120,
0£zeX | ]]

O principal interesse da Dinamica Linear tem sido os sistemas dinamicos lineares com
uma Orbita densa. Tais sistemas mostram a riqueza da Dinamica Linear e, muitas vezes,
apresentam resultados contraintuitivos aqueles correspondentes da dinamica diferenciavel
em dimensao finita. Por isso, os operadores com tais propriedades recebem um nome

especifico: operadores hiperciclicos.
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1.2 Operadores hiperciclicos

Definigao 1.13. Seja (X,7) um sistema dinamico linear, no qual X é um espago de
Banach separavel. Entao o operador T' é hiperciclico se existe algum vetor z € X cuja
orbita ¢ densa em X. Neste caso, x ¢ denominado vetor hiperciclico e o conjunto dos

vetores hiperciclicos de T' é indicado por HC(T').

Convém frisar que essa nocao so faz sentido se o espaco X for separavel. Sabe-se que
nao ha operadores hiperciclicos em espagos nao nulos de dimenséao finita (veja [5], Pro-
posi¢ao 1.1) e que a hiperciclicidade ¢é preservada por quaseconjugacao ([20], Proposigao
1.19).

O resultado seguinte, provado por G. D. Birkhoff [§], relaciona hiperciclicidade com

transitividade topoldgica.

Teorema 1.14 (Teorema de Birkhoff da transitividade). Sejam X um espago de Banach
separdavel e T : X — X um operador linear limitado. As afirmacgoes sequintes sao

equivalentes:
a) T € hiperciclico;

b) T ¢ topologicamente transitivo. Nesse caso, o conjunto dos vetores hiperciclicos de T,

HC(T), é um subconjunto Gs denso de X .

Como consequeéncia, segue que um operador inversivel T" é hiperciclico se, e somente
se, T~! também o é.

De acordo com Grosse-Erdmann e Peris Manguillot [20], os primeiros exemplos de
operadores hiperciclicos foram obtidos por G.D. Birkhoff (1929), G.R. Maclane (1952) e
S. Rolewicz (1969).

Exemplo 1.15. (Operadores de Birkhoff, Exemplo 1.4 em [5]) Seja H(C) o espago das
funcoes inteiras em C, dotada da topologia da convergéncia uniforme nas partes compac-
tas. Para qualquer nimero complexo nao nulo a, seja T, : H(C) — H(C) o operador

translagao, definido por 7,(f)(z) = f(z + a). Entao T, é hiperciclico em H(C).

Exemplo 1.16. (Operador de MacLane, Exemplo 1.8 em [5]) O operador derivagao D :

f — f" é hiperciclico em C.
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Exemplo 1.17. (Operador de Rolewicz, Exemplo 1.9 em [5]) Seja B : ¢5(N) — (5(N)
dado por B((xy)nen) = ((n11)nen), 0 operador deslocamento unilateral para a esquerda.

Entao o operador AB é hiperciclico para qualquer escalar A, com |[\| > 1.

Em 1991, Godefroy e Shapiro [19] adotaram a definicao de Devaney para caos linear,

a qual, tendo em vista o Teorema ((1.14)), pode ser assim formulada.

Definicao 1.18. Um operador linear limitado 7' : X — X ¢ cadtico (no sentido de

Devaney) se:
i) T é hiperciclico;
ii) T tem um conjunto denso de pontos periédicos.

Proposicao 1.19. Se T é um operador hiperciclico, entao T depende das condigoes ini-

ciais com respeito a qualquer métrica invariante por translacao definindo a topologia de

X.

Os trés exemplos de operadores hiperciclicos apresentados acima sao também cadticos.
Vejamos, por exemplo, como provar que os operadores de Rolewicz sao cadticos. A fim
de ver que os operadores de Birkhoff e de MacLane sao cadticos seriam necessarios mais

alguns resultados auxiliares, fugindo do escopo do texto.

Exemplo 1.20. (Operadores de Rolewicz) Seja T'= AB, |A| > 1, o operador de Rolewicz
em X = /(,(N), (1 <p<o0), ouX = cy(N). Verifica-se que x € X é um ponto periddico

se, e somente se, existem N € Nex, € K, k=1,..., N, tal que

)\72N

—N —-N —2N
.13:(371,...,.13]\[,)\ ZL’l,...7)\ .’JJN,/\ Ty, xN,...).

Para ver que o conjunto dos pontos peridédicos é denso em X basta aproximar qualquer
sequéncia finita y = (y1,...,Yn,0,...). Escolha um ponto periédico, com periodo N > n

tal que as primeiras N coordenadas coincidem com as de y. Entao,

lz =yl <> ANyl — 0, quando N — +oo.
=1

Portanto, os operadores de Rolewicz sao cadticos.
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1.3 Critérios de hiperciclicidade

Lembre-se que o Teorema de Birkhoff da transitividade [Teorema reduz a hiper-
ciclicidade a geralmente mais simples condicao de transitividade topolégica. No entanto,
nem sempre é possivel verificar esta condicao para um dado operador. Existem critérios
para verificar quando um operador é cadtico, misturador, ou fracamente misturador e, em
particular, hiperciclico. Estes critérios podem ser encontrados, por exemplo, no terceiro
capitulo da referéncia [20]. Limitamo-nos a apresentar a seguir um critério de hipercicli-

cidade para um operador.

Teorema 1.21. (Critério de Hiperciclicidade) SejaT : X — X um operador linear
limitado. Se existem subconjuntos densos Xg,Yy C X, uma sequéncia crescente (ny)gen
de inteiros positivos e aplicagoes Sy, : Yo — X, k > 1, tais que, para quaisquer v € X
ey €Yy,

i) Tz — 0,

ii) Spy — 0,

iii) T™Sp,y — y, quando k — 400

entao T € fracamente misturador e, em particular, hiperciclico.

Observagao 1.22. Se no teorema acima tem-se n;, = k, entao o operador T' é misturador.

1.4 Expansividade e hiperbolicidade

Seja S' o circulo unitdrio no plano complexo, isto é, S' = {\ € C : |\| = 1}.
Além disso, sejam X um espaco de Banach complexo, Sx a esfera unitdria de X, isto é,
Sx ={x € X : ||z|| = 1}, e T um operador linear limitado, definido em X. O espectro de

T no espago de Banach complexo X é o conjunto
o(T)={XAe€ C:T — Al nao é inversivel }.

Sabe-se que o(7") é um subconjunto nao vazio ([23], Teorema 7.5-4) e compacto ([10],
Proposigao 6.7) de C. Se T' é um operador linear e limitado, definido em um espago
de Banach real, entao seu espectro é igual ao espectro de sua complexificacao, isto é,
o(T) = o(T¢). E mais, o espectro de T' pode ser decomposto em trés conjuntos disjuntos,

a saber:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 21
e 0 espectro pontual:

0,(T) ={A € C: T — X nao é injetor};

® 0 espectro continuo:

0.(T)={X € C:T — A\l éinjetor, nao sobrejetor e (17— AI)(X) é denso em X};

e 0 espectro residual:

0. (T)={Ae€ C:T — X éinjetor, mas (T'— AI)(X) nao é denso em X}.

H& também o espectro pontual aproximado de T, denotado por ,(T), e definido como:
0,(T) ={X € C: 3 uma sequéncia (z,) em X, com |z,]|=1 e
Az, — Tx,|| — 0 quando n — +oo}.
E sabido ainda (veja [16]) que
90(T) C 0a(T) Co(T), o(T)=0.(T)U0a(T) e 0.(T) C 0,p(T7),

em que do(T) é a fronteira de o(T") e T* é o operador adjunto de T" atuando no espago
dual X' de X. E mais, se um operador T é hiperciclico, entdo o,(T*) = 0 (Veja [20],
Lema 2.53).

Definicao 1.23. Seja T' um operador linear limitado definido em um espago de Banach
X. Diz-se que T é expansivo (positivamente expansivo) se existir uma constante ¢ > 1,

de modo que para cada z € Sx, exista um nimero inteiro (natural) n tal que
[T7z]| = .

Definicao 1.24. Seja T" um operador linear limitado definido em um espago de Banach
X. Dizse que T é uniformemente expansivo (uniforme e positivamente expansivo) se

existirem uma constante ¢ > 1 e um numero inteiro (natural) n tais que se z € Sx, entao
IT72) = ¢ ou T2 > ¢
(se z € Sx entao ||[T"z]| > ¢).

Ressalte-se que nas definicoes de expansividade e de expansividade uniforme é ne-

cessario que o operador T' seja inversivel.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 22

Definicao 1.25. Um operador linear T" definido em um espaco de Banach X é hiperbaolico

se o(T)NS! = 0.

Sabe-se ([B], Teorema 1.18) que um operador hiperciclico ndo pode ser hiperbdlico e
(veja, por exemplo, [I7], Lema 1) que um operador linear limitado 7" definido em X é
hiperbdlico se, e somente, se existem uma norma equivalente a norma || - || em X e uma
decomposicao

X:XS®XU7 =TT,

em que X, e X, sdo subespacos fechados de X e T-invariantes; T, = T |x, é uma
contracao prépria, isto é, ||Ts|| < 1; e T, =T |x, é inversivel e uma dilatagdo prépria, ou
~ -1
sefa, |71 < 1.
Também é conhecido o fato ([I7], Teorema 1) que um operador inversivel 7" é unifor-

memente expansivo se, e somente se,
0. (T)NS* = 0.

Portanto, todo operador inversivel e hiperbdlico é uniformemente expansivo.

1.5 Deslocamentos (shifts)

O conjunto dos nimeros inteiros positivos é usualmente denotado por N, enquanto
que o conjunto dos inteiros nao negativos é denotado por Nj.
Para cada ntmero real p € [1,00), denota-se por ¢,(Z) ao espago de Banach de todas

as sequeéncias (,)nez de escalares tais que ) _, |2,[? < 0o, dotado com a norma

[, = (Z Iwnlp>;-

Observe que, em particular, ¢5(Z) é um espago de Hilbert com respeito ao produto interno

(e.9) = 3 2T

nez

Define-se ainda ¢, (Z) como o conjunto de todas as sequéncias (x,),ez de escalares que

sao limitadas. Este espaco é um espaco de Banach quando dotado da norma

2]l 0 = sup |2,]. (1.1)
nez
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Além disso, ¢y(Z) denota o espago de Banach de todas as sequéncias (x,)ncz tais que
lim,, 400 T, = 0, dotado com a mesma norma descrita em ((1.1)).

Analogamente, definem-se os espagos £,(N) (p € [1,00]) e ¢o(N).

Definicao 1.26. Seja X = (,(Z) (p € [1,00]) ou X = ¢y(Z) e w = (wy,)nez Uma sequéncia
limitada de escalares. O operador linear B, : X — X, definido por B,((x,),) =
(Wn11%n11)nez, ¢ denominado deslocamento ponderado bilateral para a esquerda. A se-
quéncia w = (wy)nez é a sequéncia de pesos. Se w, = 1, para todo n, entdo B, é

denotado simplesmente por B e é denominado deslocamento bilateral para a esquerda.

Observe que B,, é inversivel se, e somente se, inf,cz |w,| > 0.
No caso em que X = (,(N) (p € [1,00]) ou X = ¢(N), podem ser definidos os
deslocamentos unilaterais para a esquerda e ponderados unilaterais para a esquerda, dados,

respectivamente por:

B:X — X, B(x1,72,73, ) = (T2, 73,74, ")

B, : X — X, Bw($1,$2,9ﬁ3, e ) = (w2$2,w3x3,w4x4, : )

E possivel verificar que, para todo n € N,
I1Bull = sup [t - - - Wipna.

Sabe-se (veja [9]) que o espectro de um deslocamento ponderado unilateral para a
esquerda ou de um deslocamento ponderado bilateral para a esquerda nao inversivel é
dado por:

0(By,) ={A € C: |\ <r(Bu)},
em que r(B,) é 0 raio espectral do operador By, isto é, r(By) = lim,_e || B"||%. No caso
em que B, é um deslocamento ponderado bilateral para a esquerda inversivel, prova-se

que

1
a(Bw):{Ae(C:m

Observagao 1.27. ([6], Observacao 35) (a) Seja X = £,(Z) (1 < p < o0) ou X = ¢(Z) e

< A< 7r(Bw)}-

w = (Wy)nez, com inf,ez |w,| > 0. Segue que o deslocamento ponderado bilateral para a
esquerda é hiperbélico se, e somente se, 0(B,,) C D ou o(B,') C D, em que D é o disco

aberto unitario, o que, por sua vez, equivale a

. 1 . _1
lim sup |wgwgyq -+ - Wripo1|m <1 ou lim sup |wpwysq - ... Wgin_1| » < 1.
n—00 Le7, n—0 Lc7,
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(b) Seja A=NouA =72 X =/(,(A) (1 <p<oo)oulX = c¢(Ah), ew = (Wn)nez
uma sequéncia de pesos. Seja ainda B, : X — X um deslocamento ponderado para a
esquerda nao inversivel. Nestas condicoes B,, é hiperbdlico se, e somente se, o(B,,) C D,
que equivale a

. 1
lim sup |wewgyq -+ - - Weppo1|m < 1.
n— o0 keA

Para finalizar, um resultado que fornece condi¢oes de verificar se um deslocamento

ponderado ¢ hiperciclico ou nao.

Proposicao 1.28. Seja B,, um deslocamento ponderado unilateral para a esquerda, defi-

nido em (,(N) (1 < p < oo). Nestas condigoes, B,, € hiperciclico se, e somente se,

lim sup(wyws - ... - w,) = co.
n—oo
Demonstracao. Veja [5], Corolario 1.39, Teorema 1.40 e Observagao 1.41. O

Observagao 1.29. ([5], Observacao ap6s a demonstragao do Coroldrio 1.39) Caso B,, seja
um deslocamento ponderado bilateral para a esquerda inversivel, entao B,, é hiperciclico

se, e somente se,

lim inf max{(wywy « ... - w,) ", (w_w_g-...-w_,)} =0.
n—oo



Capitulo 2

Transitividade por cadeia

Neste capitulo, é introduzida a transitividade por cadeia. Inicialmente, é feita uma com-
pilacao de alguns resultados ja conhecidos. A seguir, sao apresentados resultados por nos
obtidos no ambito da Dinamica Linear, a saber: toda componente conexa do espectro de
um operador transitivo por cadeia intersecta o circulo unitario. Investigamos a reciproca
desse resultado em dimensao finita. Entao, introduzimos a transitividade por cadeia em
média e provando que a classe de operadores com essa propriedade contém a classe dos
operadores hiperbdlicos e a dos transitivos por cadeia. Finaliza-se o capitulo analisando

as transformacoes esféricas com respeito a transitividade por cadeia.

2.1 Definicoes, exemplos e algumas propriedades

Definigao 2.1. Sejam (M, d) um espago métrico e f : M — M uma aplicagao continua.

Dado € > 0, uma e-cadeia de z até y é uma sequéncia {zo = x, z1, ..., z, = y} tal que
d(f(x;),xi41) <€ para i=0,1,...,n— 1.

Ou seja, uma e-cadeia entre dois pontos é uma sequéncia finita de pontos tais que o

iterado do ponto anterior esta préximo do ponto seguinte dessa sequéncia.

Definicao 2.2. Uma aplicagao continua f : M — M, definida em um espago métrico
M, ¢é transitiva por cadeia se para qualquer € > 0 e para quaisquer z,y € X, existe uma

e-cadeia de = até y.

A nogao de transitividade topoldgica diz respeito a qualquer ponto x no espago M

alcancar um ponto y nesse espaco por meio da orbita real de um ponto nas proximidades



CAPITULO 2. TRANSITIVIDADE POR CADEIA 26

de z. J4 a nocao de transitividade por cadeia generaliza a primeira nogao, pois, nesse
caso, quaisquer pares de pontos no espago M podem ser conectados através de uma

pseudo-orbita finita com um erro tao pequeno quanto se desejar.

Defini¢ao 2.3. Sejam (M, d) um espago métrico e h : M — M um homeomorfismo.

Diz-se que uma sequéncia (z,),ez € uma d-pseudo-drbita de h se
d(h(zy),xp11) <6 para todo n € Z.

O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento se para todo € > 0 existe § > 0
tal que toda d-pseudo-orbita é e-sombreada por uma érbita real de h, isto é, existe x € M
tal que

d(x,, h"(r)) < e para todo n € Z.

Observacao 2.4. Se h : M — M é um aplicacao continua em um espaco métrico M,
entao pode-se falar em sombreamento positivo simplesmente substituindo o conjunto Z
por Ny, em que Ny = NU {0}, na definicdo de sombreamento. Se h admite inversa, entao

define-se também sombreamento negativo.

Definigao 2.5. Sejam (M, d) um espago métrico e h : M — M um homeomorfismo.
O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento limite se para toda sequéncia
(Tp)nez em M com

lim d(h(z,), Zne1) =0,

|n|— o0
existe x € M tal que
lim d(x,, h"(z)) =0.

n|—o0

Em dinamica topolégica, a transitividade por cadeia tem sido estudada em associagao
com a nogao de sombreamento e de sombreamento limite. Por exemplo, quando (M, d) é
um espago métrico compacto e f : M — M um homeomorfismo, Lee ([25], Lema) provou
que se f tem sombreamento limite, entao f também é transitivo por cadeia. Dastjerdi
& Hosseini [14] estudaram as relagoes entre sombreamento, transitividade por cadeia,
equicontinuidade e sensibilidade; Li [26] introduziu a nocao de sensibilidade ergédica e
estabeleceu relacao entre esta nocao e as de sombreamento e transitividade por cadeia.
Além disso, Barwell et al. [4] estudaram relagdes entre a transitividade por cadeia e a
ocorréncia de conjuntos invariantes e w-limite.

Um exemplo (bastante elementar) de operador transitivo por cadeia é dado a seguir.
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Exemplo 2.6. O operador identidade definido em um espago vetorial normado X ¢é
transitivo por cadeia. De fato, dado ¢ > 0, tome x e y quaisquer em X. Considere o
segmento de extremidades x e y. Sobre esse segmento, escolha n + 1 pontos, digamos

To =, Ti,..., Tn =Y, tais que
|z — x| <€, paratodo i€ {0,1,...,n—1}.

A sequéncia formada por esses pontos é uma e-cadeia de x até y.

Uma classe importante de operadores transitivos por cadeia é dada no resultado

classico abaixo.

Proposicao 2.7. Se M ¢é um espaco métrico e f : M — M ¢é uma aplicagao continua

e topologicamente transitiva, entao f é transitivo por cadeia.

Demonstragao. Dado € > 0, sejam x e y dois pontos quaisquer de M. Seja U a bola
aberta de centro x e raio € e seja V' a bola aberta de centro y e raio e. Pela transitividade

de f, existe um nimero natural k; tal que
A U)NVv £0.

Logo, existe u; € U tal que f* (u;) € V. Seja U; a bola de centro f(z) e raio € e V; a bola
aberta de centro f*~1(u;). Uma vez mais, a transitividade de f implica a existéncia de
um nimero natural ky tal que f52(U) NV, # (), ou seja, existe v € U; tal que f*2(v) € Vi.

Assim, a sequéncia (zy)p_, em que

Ty = $,U,f(?]), .- '7fk2_1(v)>fkl_l(u1)axn =Y

é uma e-cadeia. Portanto, f é transitivo por cadeia. 0

Assim, se (M,d) é um espago métrico separavel, segue do Teorema que todo
operador hiperciclico é transitivo por cadeia. Em particular, se um deslocamento ponde-
rado para a esquerda satisfaz uma das condi¢oes descritas na Proposicao , entao ele
é transitivo por cadeia.

Uma pergunta natural que surge é se vale a reciproca da Proposicao . A resposta

é nao, pois o operador identidade (Exemplo [2.6) ndo é topologicamente transitivo. Isto,
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por sua vez, suscita a questao: sob quais condi¢oes um operador transitivo por cadeia é
topologicamente transitivo?

Uma resposta é dada logo no resultado seguinte.

Proposicao 2.8. Seja f : M — M wuma aplicagdo continua e inversivel, definida em
um espaco métrico M. Se f € transitiva por cadeia e tem a propriedade de sombreamento

entao f € topologicamente transitiva.

Demonstracao. Dados os abertos U e V em M, considere um ponto x em U e um
ponto z em V. Tome € > 0 de modo que a bola de centro x e raio € esteja contida em U e
a bola aberta de centro z e raio € esteja em V. Seja § dado pelo sombreamento para esse
€.

Como f ¢é transitiva por cadeia, existe uma d-cadeia comecando em x e terminando

em z, digamos {x¢g = z, 21, ..., x, = z}. Logo, a sequéncia

(oo f2(2), f (), 2,20, T, ooy 0 = 2, F(2), f2(2),...)

é uma 6-pseudo-Orbita. Entao, o sombreamento assegura a existéncia de um ponto u que
e-sombreia esta pseudo-orbita.

Assim, u estd e-proximo de z e, entdo, pertence a U e um iterado f"(u) estd e-proximo
de z; logo pertence a V.

Visto que U e V sao conjuntos abertos arbitrarios, resulta que f é topologicamente

transitiva. U

Observacao 2.9. No caso em que X é um espaco de Banach separavel, usando a mesma
prova da Proposicao (2.8) e levando em conta o Teorema (|1.14)) demonstra-se que se um
operador T': X — X linear e limitado é transitivo por cadeia e possui a propriedade de

sombreamento, entao 1" é hiperciclico.

Pergunta 2.10. Serd que existe que um critério (andlogo ao da hiperciclicidade) que

garanta quando um operador é transitivo por cadeia?

Pergunta 2.11. Sera que existe alguma caracterizacao espectral de um operador 7" tran-
sitivo por cadeia (mas ndo topologicamente transitivo) que tenha alguma implicagao sobre

o espectro pontual do operador adjunto 77
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2.2 'Transitividade por cadeia na dindmica linear

Na década de 1980, Kitai [22] provou que toda componente conexa do espectro de
um operador hiperciclico T' intersecta o circulo unitario. Por conseguinte, um operador
compacto nao pode ser hiperciclico. O resultado abaixo mostra que essa afirmacao ainda
é verdadeira se hiperciclico for substituido por transitivo por cadeia e, mais adiante, sera

demonstrado por que um operador compacto nao pode ser transitivo por cadeia.

Teorema 2.12. Sejam X um espaco de Banach complexo e T : X — X wum operador
linear, limitado e transitivo por cadeia. Entao, toda componente conexa do espectro de T

intersecta o circulo unitario.

A fim de mostrar o Teorema ([2.12)) serao necessérios alguns resultados auxiliares, entre

08 quais a proposicao abaixo, que é um caso particular do referido teorema.

Proposicao 2.13. Seja T : X — X um operador linear e limitado, definido em um
espaco de Banach X, com norma || ||. Se T € transitivo por cadeia, entdo o espectro de

T intersecta o circulo unitdrio, ou seja, T nao € hiperbolico.

A demonstracao da Proposigao (2.13), por sua vez, também requer um resultado

auxiliar.

Lema 2.14. Se T : X — X € um operador linear e limitado, T ndo nulo, definido em
um espago de Banach X e tal que ||| <1 (ou ||[T7Y| < 1, caso T seja inversivel), entio

T nao € transitivo por cadeia.

Demonstragao. Suponha que T seja transitivo por cadeia e ||T|| < 1. Dado € > 0,

sejam u,v € X tais que

1
||l > ||u]| + De, em que D = —n—. (2.1)
L= |7
Entao, existe uma sequéncia finita zo = u,...,x, = v tal que
|xki1 — Tag]| <€ para k=0,1,...,n— 1.

Fazendo ¢; = x; — Txj_1,7 € {1,...,n}, temos

Tp =T o+ T" ey + T 2co+ ...+ Tep1 + cp.
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Logo,

[l = llzall < ITI™ Nzoll + 1T1™Hleall + - + 1T M llen—all + llenl
< 70" [lzoll + De,

o que ¢ absurdo por ([2.1)). Portanto, 7" nao é transitivo por cadeia.
Agora, suponha que T seja inversivel, transitivo por cadeia e ||[T7!]] < 1. Dado

0 <e< 1, escolha uewvem X tais que

|17

[oll < flull = == -
I

Entao, existem um inteiro positivo n e uma sequéncia finita (zy)p_,, com zo = u e x,, = v,
para a qual

| Tx; —xipa]| <€, 1€{0,1,...,n—1}.

Defina ¢; = Tx; — 2444, 1 € {0,1,...,n — 1}. Temos:

v=v,=T"2g— (T" g+ ... + Tep1 +cn)

=T"(u—T " cog—...— T "c,)
e, assim,

loll = IT"(u — T g — ... — T "cy) lu—Tco—...—T7"c,)|, (2.2)

>t
171

pois como ||z]| < |TY|||Tz||, para todo z € X, resulta ||Tz| > -

[l] : :
= © disto conclui-se,

por indugao, que

] ]
1Tzl > == 2 T
[ A (A I

Da desigualdade ([2.2) segue que

ol > (nuu _ M) ST il
TR T 7]

o que é absurdo, porque contraria a escolha de u e v. U

Lema 2.15. ([10]/, Teorema 2.10) Seja X um espago de Banach e suponha que M
e N sao dois subespacos fechados de X tais que M + N € fechado. FEntao existe uma
constante a > 0 tal que cada z € M + N admite uma decomposi¢ao da forma z = x + v,

comz €M, yeN, |z <alzl eyl < aflz]].
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Demonstragao. Considere o espago produto M x N com a norma ||(z,y)|| = ||z||+]|y/|

e 0 espago M + N com a norma de X. A aplicacao
T:MxN— M+ N, T(z,y)=x+y,

é continua, linear e sobrejetiva. Pelo Teorema da Aplicagao Aberta, existe uma constante

positiva C' tal que todo z € M + N, com ||z|| < C, pode ser escrito como
z=x+y, ve€M, yeN e [z +][y| <L

Por homogeneidade, cada z € M 4+ N pode ser escrito como z = x+y, comx € M,y € N
e [lzfl + [yl < &ll=l- O

Lema 2.16. Seja T um operador em um espago de Banach X. Suponha que X = M@ N,
em que M e N sao subespacos fechados de X e T-invariantes. Se'l' € transitivo por cadeia,

entao T |y € T |§y também sdao transitivos por cadeia.

Demonstragao. Pelo Lema (2.15)), existe uma constante « > 0 tal que
[ull < allz]] e v]| < oz

sempre que x = u + v, com u € M e v € N. Suponha T transitivo por cadeia e sejam

uy, us € M. Dado € > 0, existe uma sequéncia finita wg = uq,...,w, = us em X tal que
€
| Twy, — wy1]] < - para k=0,1,...,n—1.

Como wy = upar + VN, com ugy € M, vy € N, uoyr = ur,vom = 0, Uy y = Ug €

vy, v = 0, tem-se pela invariancia de T
| Tugar — w1 || < @f|Twg — wis1]] <€, paratodo ke {0,1,...,n—1}.

Logo, u; e uy sao ligados por uma e-cadeia que esta em M. Analogamente, mostra-se que

T |y ¢ transitivo por cadeia. O

Demonstracao da Proposigao [2.13| Suponha T hiperbélico. Entao, (veja final da
Secao [1.4) existe uma norma | |, equivalente a norma || || em X, e uma decomposigao

X =X,® X,, em que X, e X, sao subespacos fechados de X e T-invariantes, com

Tlx. <1 e [T |x, [ <L
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Como T é transitivo por cadeia, segue do Lema que T

x, ¢ T |x, também sdo
transitivos por cadeia, o que é absurdo, pois contradiz o Lema [2.14] 0

A fim de demonstrar o Teorema [2.12] precisamos dos proximos trés lemas.

Lema 2.17. (Teorema de Riesz da Decomposicdo) ([29], Teorema 2.10) Seja
T um operador linear e limitado, definido em um espaco de Banach X, e suponha que o
espectro de T', o(T'), possa ser decomposto como o(T) = o1U...Uoy, em que 0s conjuntos
o; sao fechados e dois a dois disjuntos. FEntao, pode-se escrever X = X1 @ ... d Xy
em que cada X; € um subespaco fechado, T-invariante e o(T |x,) = o0;, para cada i €

1,2,...,N}.

Lema 2.18. ([5], Lema 1.21) Seja K um subconjunto compacto de C e seja C' uma
componente conexa de K. Suponha que C' esteja contida em algum aberto 2 C C. Entao,

pode-se encontrar um subconjunto o aberto e fechado de K tal que C' C o C Q.

Lema 2.19. ([1/, Proposi¢cao 3.2) Sejam X um espaco de Banach complezo com
norma || || e T : X — X um operador linear e limitado. As condi¢oes sequintes sao

equivalentes:
1. o raio espectral de T' € estritamente menor que 1;
2. existe uma norma | |, equivalente a || ||, para a qual |T| < 1;
3. existem C' >0 e 0 < X <1 tais que |T"x| < CX"||z||, para todo x € X en € N.

Demonstracao do Teorema [2.12, Suponha que alguma componente conexa C
do espectro de T ndo intersecte o circulo unitério e, assim, C; C D ou C; € C\ D. Pelo

Lema [2.18 pode-se achar um conjunto aberto e fechado
o1 C O'(T), tal que CiCorCD ou €y Co C C\@

Pelo Lema [2.17 aplicado a o1 e 02 = o(T) \ 01, podemos escrever T' = Ty @& Tp, em que
o(T;) = 04,1 € {1,2}. Do Lema m, T é transitivo por cadeia. Temos, pois, dois casos
a considerar:

Primeiro caso: o1 C . Entao, o raio espectral de T} é estritamente menor que 1.
Do Lema , existe uma norma | | para a qual |T;| < 1, acarretando, de acordo com o

Lema que T} nao ¢é transitivo por cadeia, o que é absurdo.
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Segundo caso: o, C C\ D. Neste caso, T} é inversivel e hiperbélico e, portanto, nio
transitivo por cadeia (de acordo com a Proposic¢ao [2.13]), o que também é absurdo.

Isto conclui a demonstracao. 0

Coroldrio 2.20. Se X # {0} € um espa¢o de Banach complexo de dimensao infinita e

T : X — X um operador linear compacto, entao T nao € transitivo por cadeia.

Demonstracgao. Seja T" um operador compacto. Entao, o espectro de T' é enumeravel
e contém zero. Como qualquer subconjunto enumeravel de C é totalmente desconexo,
segue que {0} é uma componente conexa de o(7"). Portanto, pelo Teorema T nao é

transitivo por cadeia. U

Corolario 2.21. Seja T : C* — C", n > 1, um operador linear limitado. Se T ¢é

transitivo por cadeia, entao o(T) C S*.

Pode-se indagar ainda se vale a reciproca do Corolario O préximo resultado

mostra que ha casos em que a resposta é afirmativa.
Proposicao 2.22. A aplicacio f : C¢ — C?, d > 1, dada por

2o, zq) = (€72, ... eMzy),
em que 0; € R, 1 € {1,...,d}, é transitiva por cadeia.

Demonstracgao. Inicialmente, a demonstracao sera feita para o caso d = 1. Dado
e > 0,sejam z,y € Ce L osegmento de extremidades x e y. Temos trés casos a considerar:
Primeiro caso: 6 =0, ou seja, f(z) = z. Entao basta escolher N natural de modo que

a sequéncia (rg = z,x1,...,xy = y) de pontos de L satisfaca a condi¢ao
ek — xpq1]] <€, com ke{0,1,...,N —1}. (2.3)

Sequndo caso: 6 é tal que % ¢ um numero racional. Logo, existe um numero in-
teiro positivo k para o qual f¥(2) = 2. Escolha uma sequéncia (g = z,21,...,Tx = V)
exatamente como no caso anterior. Vamos construir uma e-cadeia de z até y como se-
gue: tome ug = z,u; = f(x),...,up_1 = fFN2),up = 21, upy = f(x1), . Uy =
N @), use = oy usp—1 = [N (@), uze = T3y s WN-1)K = TN-1,---,UNk-1 =

fk_l(l'Nfl), UNE = V. Assim,

(wo =z, ..., up—1 :fk_l(x),uk:xl,...,u%:xz,...,uNk:y)
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é uma e-cadeia do tipo desejado.

Terceiro caso: 0 é tal que £ é um nimero irracional. Neste caso, f néo é periédica.
T )
Tome a sequéncia finita {zg = x,x1,...,2xy = y} descrita como no primeiro caso. Seja
vo = = e seja my um numero natural tal que |f™(x) — x1| < € (isto é possivel, por-
A . ¥ o ’ ’ .

que a sequéncia (f/(x)),, é densa no circulo de raio |z|). Logo, basta escolher vy =
_ _ -1 _ _ _
z,v; = f(2),. o 0mo1 = [N @), v, = x1. Agora, escolha vy, 11 = f(21), Umnyro =
F2(x1), o Va1 = ™ Yz1), em que my € N é tomado de modo a satisfazer
| /2 (1) — 22| < €. Entao, faga vy, 4m, = 2. Prosseguindo com o raciocinio, construimos

uma e-cadeia de x até y:

(UO =Ty Umy = L1y Umgdmg = L2y - s Umgdma+...4Amy — LUN) .

A seguir, o resultado serd demonstrado para d = 2. Seréd considerado o espaco C?
dotado da norma da soma. Dado € > 0, tome (x1,%1) e (22,y2) em C?. Denote por L
o segmento de extremidades (z1,y1) e (z2,y2). Seja N € N tal que os pontos (ug,vy) =

(@1, 41),(u1, v1),- - (un, vn) = (22,72) sobre L satisfacam
€ .
||<ui7vi)_<ui+17vi+1)|| < 57 (S {07177N_1}

Counsidere os casos abaixo.

Primeiro caso: (1, (jr—l, 9;2) é Q-linearmente independente (um conjunto {6,...,0,} de
numeros reais é (Q-linearmente independente quando a relacao ¢160; + ... + c48; = 0, com
coeficientes inteiros ci,...,cq € 0; # 0}, se i # j, vale apenas se todos os coeficientes ¢;

forem nulos). Entéo existem numeros naturais nq,...,ny_; tais que
Jr 4 (ug, 03) € Sty N By ((ug,v3)) N By (w1, 0541)),

em que S, ,,) denota o circulo de centro na origem e raio ||(u;,v;)|| e Be((uj,v;)) é a bola
aberta de centro (u;,v;) e raio €, j € {0,1,...,N —1}. Entdo uma e-cadeia de (x1,y;)

até (xq,19) é dada por:

((Uo, Uo), f(Uo, ’U()), ey fnl_l(UO, ’Uo), (Ul, Ul), f(ul, U1), Ce ,f"2_1(u1, Ul), ceey

(un—1,vn-1), flun—1,VN-1), ..., an_l(UN—la UN-1), (T2, Y2))-
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Segundo caso: 0, = 0y = 0. Faca a = €. Se a™ = 1, para algum m € N, entdo uma

e-cadeia de (z1,y1) até (zq,ys2) é

((UQ, UO), f(uo, U(]), ceey fmil(UO, Uo), (ul, Ul), f(ul, Ul), C.e ,fmfl(ul, Ul), ey

(un—1,vn-1), flun—1,08-1)s -, [ Hun—1,0n-1), (T2, Y2)).

No entanto, se a* # 1, para todo k € N, isto é, se % € R\ Q, entao sejam nq,...,ny_1
nimeros naturais tais que

€ €

|a"*t — 1| < min{
Alu;|” 4fv;|

}, je{0,1,....,N—1}.
Assim,

| (@™ g, @™ 0p) — (Wi, vig) || < a7 uy — ug| + @™ o — o]+
| (uj,v;) = (Ui, v541) || <e

e uma e-cadeia de (z1,y1) até (x2,y2) é obtida como no caso anterior.

Terceiro caso: (1, %1, %2) ¢ Q-linearmente dependente. Logo, existem naturais m e n

tais que mb, + nby = 2kn, k € Z, e isto acarreta a™b"” = 1, em que a = €' e b = €2, Se

existe ng € N tal que a™ = 1, entao
(@)™ =1= a™p" =1=p"" = 1.

Mas se, para todon € N, a® # 1 e V" # 1, com & e £ irracionais, sabe-se que existe
) ) ) T - )

no natural de modo que a™ ~ 1 e isto implica a™™ ~ 1, o que, por sua vez, acarreta

b" ~ 1, pois

e — 1] = (@)™ — ™| = L - ™) < .

De qualquer forma, uma e-cadeia de (z1,y;) até (xq,ys) é dada por:

((uo, o), fuo,v0), ..., [ Hug, vo), (ur, v1), f(ur,v1), ..., f™ Hug,vy), ...,

(un—1,on-1), flun—1,08-1), - - -, fmnno_l(UN—l, vN-1), (un,vN)).
A demonstracao do caso d > 2 é feita empregando as ideias expostas acima. U

Corolario 2.23. Uma transformacdo linear T : C* — C%, d > 1, cuja matriz seja

semelhante a matriz diagonal B = diag(e®r, €2, ... %) € transitiva por cadeia.
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Demonstracao. E uma aplicagao do Lema m U

Pergunta 2.24. Scja T : C? — C?, um operador linear nao diagonalizavel tal que

o(T) C S'. Serd que T é transitivo por cadeia?

Proposigao 2.25. Seja T : R? — R? um operador linear. Se o(T) C S', entao T ¢

transitivo por cadeia.

Para a demonstragao da Proposicao [2.25] serao necessarios alguns resultados auxili-

ares.

Lema 2.26. Seja (M, d) um espagco métrico.

a) Suponha que para dois sistemas dinamicos ¢ e v em M exista um homeomorfismo
H: M — M tal que po H = H o) e tanto H quanto H™' sdo lipschitzianas. Nestas

condigoes, ¢ € transitivo por cadeia se, e somente se, 1 também é.
b) Seja f: X — X uma aplicagdo continua. Se f* é transitiva por cadeia para algum

inteiro k > 1, entao f também é.

Demonstragao. a) Dado € > 0, sejam z,y € M e suponha que ¢ seja transitivo por
cadeia. Considerando < > 0, em que K ¢ a constante de Lipschitz de H™', H(z), H(y) €

M, entdo existe uma sequéncia finita {y = H(z),...,&, = H(y)} tal que

€
d(d(Ek), Err1) < e para k=0,1,...,m — 1.

A seguir, dada a sequéncia {xg = H1(&),...,zm = H (&)}, temos:

d(tp(xx), w1) = dW(H ™ (&), H (21410)) = d(H ™ (0()), H (&)
< Kd(p(&g),Ekr1) <€, para k=0,1,...,M — 1.

Logo, 1 ¢é transitiva por cadeia. Para mostrar a reciproca, tome + > 0 (L ¢ a constante
de Lipschitz de H) e obtenha uma +-cadeia {{o = H™'(2),...,& = H'(y)} por ¢ e use
este fato para mostrar que {zx}}_;, em que zx = H(§;) é uma e-cadeia de z até y por ¢.

b) Seja dado € > 0 e sejam z,y € X. Como f* é transitivo por cadeia, existe uma
sequéncia finita {yo = x,...,yn = y} tal que d(f*(v;), yxs1) < €, parai=0,1,...,N —1.

O resultado segue observando-se que a sequéncia

{adh ={zo =2, .., [ o) yrs o S W) suv—t, e T (yvm)s ek = Y}

¢ uma e-cadeia de x até y. 0
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Lema 2.27. Seja T um operador linear e limitado, definido em um espago de Banach X .
a) Se T é transitivo por cadeia, entao o operador —T também o é.
b) SeT é um operador inversivel, entdo T € transitivo por cadeia se, e somente, o operador

T também o é.

Demonstragao. a) Dado ¢ > 0, tome u,v € X. Segue da hipétese que existe uma

sequéncia finita {z¢ = u,xy,...,z, = v} tal que
|Txy — x| <€, Vk € {0,1,...,n}.

Construa a sequéncia (yx)}_, fazendo yo = o, 11 = —T1, Y2 = To,. .+, Yn-1 = —Tp_1,

Yn = T,. Entdo, para todo k € {0,1,...,n},
| = Tyx — yrall < e

b) Suponha T transitivo por cadeia. Logo, dados ¢ > 0 e u,v € X, existe uma
ﬁ—cadeia de v até u, a qual serd denotada por (zg =v,z1,...,x, = u). Considere a
sequencia (yx)p_o, definida por y, = x,—x, k € {0,1,...,n}. Entao (yx)}_, ¢ uma e-cadeia

de u até v para T~!, pois, para cada k € {0,1,...,n},
1T~y = yeall = 1T (Tyirr = yo) | < 1T 1T 20—b-1 — 2ol < e.

A reciproca é provada analogamente, trocando-se 7' por T~! na parte anterior. U

Demonstracao da Proposicao [2.25] Seja B a matriz do operador 7. Entao, a

matriz B é semelhante a uma das matrizes abaixo:

10 -1 0 1 0 -1 0
A1: 7A2: aA3: aA4: )
0 1 0 -1 0 -1 0 1
10 -1 0 a —b o o
As = ,Ag = LA = , com a”+b"=1.
11 1 -1 b a

Assim, se provarmos que cada uma das matrizes acima é transitiva por cadeia, o resultado
segue mediante a aplicacao do Lema a). As matrizes A; e A; correspondem, respec-
tivamente, ao operador identidade e & rotacao em R?, os quais j& sabemos ser transitivos

por cadeia. Se a matriz de T for As, entdo o resultado seguird do Lema [2.27 Caso a
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matriz seja Asz, tem-se A2 = A; e, assim, basta aplicar o Lema . No caso em que a
matriz seja A4 o resultado segue do fato que A, = —Az ou A2 = A;.

Suponha que a matriz de T seja As. Dados € > 0 e v = (z,y) € R? basta mostrar que
existe uma e-cadeia de (0,0) até v e uma de v até (0,0). Inicialmente, suponha |z| < 5.
Como todo ponto da forma (0,y), y € R, é um ponto fixo de T', entao é possivel escolher

n — 1 pontos sobre o eixo y, digamos uq, ..., u,_; de modo que
uo = (0,0),uy, ..., up_1,u, = (0,y — )

satisfacam

”Tuz_uz—i—l” <€ 1€ {O,l,...,n— 1} (24)
A seguir, faga u,11 = (z,y — ) € Upo = (z,y). Assim,
Ugy - -« 5 Unp, un+17 un+2

¢ uma e-cadeia de (0,0) até (z,y), com < 5. Agora suponha x > §. Entdo seja m € N

5
tal que |(m;21)€ — x| < e. Obtenha n — 1 pontos sobre o eixo y, digamos, u1,. . .,u, 1, a fim

de que
m—1
€ .
wy = (0,0),up, ..., Up_1,U, = <O,y— 3 le>
‘]:

satisfacam (2.4)). Para conseguir uma e-cadeia de (0,0) até (x,y), faca

m—1

ke € ,
un+k:<§7y_§§ ])7 kzlaam_l

=k

e Upim = (x,y). Por fim, seja x < —%. Tome p € N tal que (=l | 2] < € e obtenha
2 2

g — 1 pontos sobre o eixo y, os quais denotamos por uy,...,u,—1, a fim de que

p—1
Up = (0,0),U1, sy Ug—1,Ug = <O7y+ % Z])
7j=1
satisfacam (2.4). Construa uma e-cadeia de (0,0) até (z,y), fazendo
ke €
Ugtk = <_373/+§;J> ) kzl?up_l

e Ug+p = (2,y). Assim, sempre é possivel encontrar uma e-cadeia de (0,0) a qualquer

outro ponto em R?. O préximo passo é mostrar que hd uma uma e-cadeia de (z,y) até
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(0,0). Para fixar as ideias, considere < 0 e tome m € N tal que |z + 5°| < e. Entao
faca
ke
up = x—i—?,kzx—i—y—i—ék , k=0,1,...,m,

(k—1)e
2

em que oy =01 =0, 0o = 5 € 0 = Op_1 + , se 2 < k < m. Observe que

Tup — Upyq = (—%,o), vk e {0,1,...,m—1}.

Além disso,

1 Tum — (0, (m+ Dz +y+ ) || <e

Logo, tome uy+1 = (0,(m + 1)z +y + d;mq1). Usando novamente o fato que os pontos
sobre o eixo y sao fixos, escolha n — 1 pontos sobre esse eixo, Ui, ..., Uni, de modo
que

Huerk - um+k+1H <€, ke {17 s 7“}7

com Up,in+1 = (0,0). Por conseguinte, uma e-cadeia de (z,y) até (0,0) é dada por

Uy = (x>y)7u17 coy Um, Um41 = (07 (m + 1)1’ +y+ 5m+l) s

Um+2; -+ -+ y Umtn, Umtnt+l = (07 O)

O caso x > 0 é andlogo. Por fim, suponha que a matriz de T  seja Ag. Note que Ag' = —As.
Neste caso, a conclusao segue do Lema [2.27, Ja a transformagao cuja matriz é A; é

0

isomorfa & aplicagao f: C — C, f(2) = €?z, com 6 real, a qual é transitiva por cadeia.

Isto completa a demonstracao. O

Pergunta 2.28. Os deslocamentos (shifts) constituem uma importante classe de ope-
radores em dinamica linear. Serda que o deslocamento para a esquerda é transitivo por

cadeia?
Esta pergunta é respondida no caso unilateral a partir do proximo resultado.

Proposigao 2.29. Seja X = ¢(N) ou X = £,(N), com 1 < p < 00, (Wp)nen uma
sequéncia limitada de numeros positivos e B, : X — X o deslocamento ponderado
unilateral para a esquerda. Se
n+q—2
lim inf Z Wy ... Wj = 400,

n—+oo geN\{1} <
Jj=q

entao B,, € transitivo por cadeia.
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Demonstracao. Suponha inicialmente X = ¢o(N). Dado € > 0, tome z = (ay, ag, . ..)
ey = (c1,c9,...) quaisquer em ¢y(N). Queremos encontrar um nimero natural n e uma

sequéncia finita {zq = x, ..., x, = y} satisfazendo
| Bw(z;) — zi41]| <€, paratodo i€ {0,1,...,n—1}.
Vamos construir uma e-cadeia de x até y da forma
o=z, ¥ =By(ri1)+EOVi=1,--- n—1, z,=1, (2.5)

de modo que ||€@|| < ¢, para i € {1,---,n —1}. Para isto, considere £?) = (f(-i));?‘;o,

definido por

(-i):O, se 1<7<n—1 e (-i)zr»i se 7>n—1+1,
9 j ¥ J+ .]

em que cada ry serd determinado de forma conveniente. Como a norma de B, (z,-1) —y
deve ser menor que €, vamos olhar para suas coordenadas a fim de obter cada r;. Denote
por z; a i-ésima coordenada de B, (z,_1) —y. Temos:

n+i—1

Zi = Wiyl * oo Wnilpgi T Tpio1 E Wig1 - ... cw; — ¢, 1 €N,
j=i+1

Impondo que cada z; seja nula, obtemos

Cl — W2 ... Wny1Gpp r G — W3- ...  Wpy2lni2

n y Im+1 — n+1 ’
Zj:QwQ et Wy ijgw?)'”-'wj
C3 — W4 ... Wnpy3Qnys

P g
Zj:4w4-...-wj

O préximo passo é encontrar um natural n, a fim de que ocorra ||[£?| < ¢, para i €

Tn =

T'nyo =

{1,--- ,n—1}. Defina ¢ = max{||y||,1}. Por hipétese, existe um ntimero natural n tal
que
! <= lag| < € Vk> (2.6)
. nta— — € Wg|ag -, ~Z n. .
infgen 1} Zjif we-...ow; 4 4

Usando ([2.6)), tem-se supys,, [7x| < €. Logo, uma e-cadeia de x até y é dada por (2.5).
Vejamos agora o caso em que X = ¢,(N), com 1 < p < co. Note que || Bj(z)|| < oo, para

todo n € N. Assim, seja n € N tal que

1
. r—— (lyll + 1By (2)]) <e.
infgem (1) Zjig 2 Wy« .. W,
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Novamente defina a sequéncia (ry)g>, como no caso anterior. Como

1
[ee) P 1 "
(Zw) < Bl <
k=n

N infqu\{l} Zj:q Wq .. "Wy

uma e-cadeia de x até y pode ser descrita exatamente como acima. 0

Pergunta 2.30. Se ocorrer

“+o0
inf Wy * oo~ Wi = +00
qu\{l}jZ; ! !

entao B, é transitivo por cadeia?

Corolario 2.31. Seja X = ¢y(N) ou X = (,(N), com 1 < p < oo. O deslocamento (shift)

unilateral para a esquerda, B, definido em X € transitivo por cadeia.

Observagao 2.32. Seja X = co(Z) ou X = £y(Z), com 1 < p<ooeB: X — X
é o deslocamento bilateral para a esquerda. Adaptando-se a ideia da Proposicao [2.29,

prova-se que B é transitivo por cadeia.

Observagao 2.33. A partir da Proposicao [2.29] é possivel obter varios exemplos de opera-

dores transitivos por cadeia que nao sao hiperciclicos.

Exemplo 2.34. Seja X = ¢y(N) ou X = £,(N), com 1 < p < 0o, w = (w,)nn & sequéncia

de pesos dada por ws, = 2 € wy,_1 = %, n € N e seja B, : X — X o deslocamento

ponderado unilateral para a esquerda. B, nao ¢é hiperciclico, pois

1 ;s
3, se n éimpar,
Wy .. Wy, =
1, se n épar

e limsup,, . (w;-... -w,) < oo (Proposi¢ao|1.28). No entanto, para todo g natural maior

que 1,
.
24+1+2+1+...4+1 ou
nte 2 24+414+2+1+...4+2 ou
qu-...owj:< ) )
j=q §+1—|—§—|——|—1 ou
1 1 1
e

n+q—2

lim inf g Wy ... Wj = 00,
no0 geN\{1} <
=q

acarretando que B,, é transitivo por cadeia, pela Proposicao [2.29]
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O resultado seguinte fornece uma condicao necessaria para que uma determinada
classe de deslocamentos ponderados unilaterais para a esquerda sejam transitivos por

cadeia.

Proposicao 2.35. Seja X = co(N) ou X = (,(N), com 1 < p < 00, (Wy)nen uma
sequéncia limitada de niumeros positivos e B, : X — X o deslocamento ponderado

unilateral para a esquerda. Se B,, € transitivo por cadeia, entdo

“+oo
Vg e N\ {1}, ) w,-...-w; = +oo.

Jj=q
Demonstracao. Suponha que B, seja transitivo por cadeia e, dado ¢ > 0, tome
r = (ay,as,...) e y = (¢1,¢9,...) quaisquer em X. Entdo, existe uma sequéncia finita

(xo =z, 21,...,2, = y) tal que
| Bw(z;) — ziq1]| <€, i€{0,1,....,n—1} (2.7)
Da relacao , segue que:
Tiy1 = Bu(z) + 79, com ||r¥| <e e i€{0,1,...,n—1}.
Assim,
Y = By(vn1) + 7"V = Bl(2) + B () + ...+ B, (r™?) 4+ 7Y,

Supondo r® = (rﬁi), réi), ...),1€40,1,...,n — 1}, podemos escrever a primeira coorde-

nada de y, por exemplo, do seguinte modo:

€1 =Wy ... Wyp1Gpe1 + Wo -...-wnrflo)jtwg-...-wn_lr,(ll_)1+...+w2r§"72)—1—7’%”71).
Logo,
lep —wa oW1 < €4 (W wy Fwe Wy F . wa + 1),

o que permite concluir que

|Cl — W2 ... wn-i—lan—i-l‘ _

m 0
n—+00 ijzwg-...-wj+2

liminf [ 1= @2 Wnnfannl ) o
Zn_2w2w]+2 -
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Assim, como

|Cl| —w |a | < |cl|—w2-...-wn+1|an+1|
Do Wa Wi+ 2 el = Do Wq e Wi+ 2
e liminf(—wy41]|ant1]) = 0, segue que
lim inf o1 = (0 e isto implica limsup Zn: Wy + ... s Wj = 00
n—+o0 2:?:21U2-...-Uh'+-2 n—+o00 =2 ’

Analogamente, mostra-se que, para todo ¢ natural maior que 2,

n+q—2
lim sup 5 Wy * ... wj = +00.
n—-+oo j=q

O

Observagao 2.36. Em [7], se (wy)reny € uma sequéncia limitada de escalares tem-se a

seguinte relacao:

+oo
r(By) = lim sup|wg-...- wkHL!% <1<+ supz Wi - . Wi < F00,
n—=+00 keN keN T —5

em que r(B,) denota o raio espectral do deslocamento unilateral ponderado para a es-

querda.
Pergunta 2.37. Sera que se r(B,,) > 1, entdo B,, é transitivo por cadeia?

Exemplo 2.38. Seja X = ¢y(N) ou X = £,(N), com 1 < p < 00, w = (wy),n a sequéncia

1

de pesos dada por w, = -, n € N e seja B, : X — X o deslocamento ponderado

unilateral para a esquerda. Como

: 1
limsup(wy - ... w,) = lim — =0
n—00 n—o0 !

segue da Proposicao (|1.28)) que B, nao é hiperciclico. Além disso,

limsuprg-...~wj:limsup(w2+w2w3+...+w2w3-...-wn)
n—oo n—00
1 1
— lim (= 4+ —— +.. —e—2
nin§o<2+2-3+ T3 n> cT

e isso significa que B,, também nao ¢ transitivo por cadeia.

Com base no foi provado acerca dos deslocamentos unilaterais a esquerda, pode-se

formular a
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Pergunta 2.39. Serda que um deslocamento, cujo espectro contenha o disco D(0,1), é

transitivo por cadeia?

Pode ser provado que se T' x S é um operador linear definido no espaco de Banach
X x Y, munido com a norma || || = max{| ||x,|| v}, (T x S)(z,y) = (Tz,Sy), é
transitivo por cadeia, entao T e S também sao. Isto suscita naturalmente a seguinte

pergunta:

Pergunta 2.40. Se X e Y sao espacos de Banache T : X — X e S:Y — Y sao

operadores lineares transitivos por cadeia, sera que T' x .S também é7
O exemplo a seguir mostra que a resposta é afirmativa em alguns casos.

Exemplo 2.41. Sejam X = ((N) eY = (,(N), (1 <p<o0). Se B: X — X e
S Y — Y sao deslocamentos unilaterais para a esquerda, entao B x S é transitivo por
cadeia.

De fato, dado € > 0, sejam ((x;), (vi)), ((w;), (v;)) € X x X. Tome um nimero natural

n tal que:

i — |

€ o 1
<5 VijeNe ﬁ(ll(yi)||p+||(vi)||p)<

DN

n

Defina dp, 1 = Uk+1 — Tnik € Tnik = Vb1 — Ynik, (K > 0). Uma e-cadeia de ((x);, (y);) até

((w;), (v;)) é obtida exatamente como no exemplo anterior.

2.3 Transitividade por cadeia em média

Algumas vezes, ao fixar um erro § > 0, nao é tao simples encontrar uma J-pseudo-érbita
finita, mas pode ser mais facil obter uma J-pseudo-érbita em média finita. Isto motivou

os autores de [13] a introduzirem o conceito de transitividade por cadeia em média.

Definigao 2.42. Seja (M, d) um espaco métrico e f : M — M uma aplica¢ao continua.
Dados € > 0 e x,y € M, uma e-cadeia transitiva em média de f de x até y com compri-
mento n € N é uma sequéncia finita {xg = x,z1,...,x, = y} para a qual existe N € N,

N < n, tal que, para todo N < m < n,
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Definicao 2.43. Uma aplicacao continua f : M — M, definida em um espago métrico
(M, d), é transitiva por cadeia em média se para qualquer € > 0 e para quaisquer z,y € M

existe uma e-cadeia transitiva em média de f de x até y.

Das & Garg [I3] provaram, entre outras coisas, que dado um sistema dinamico (M, f),
se fF* ¢ transitivo por cadeia em média para algum k > 1, entdo f também o é e se f é
totalmente transitivo por cadeia em média (isto é, f* é transitivo por cadeia em média,
para todo k > 1), entdo f x f é transitivo por cadeia em média.

No entanto, a definicao de e-cadeia média formulada acima nao é muito 1til no caso
linear, pois acarretaria que todo operador linear é transitivo por cadeia em média. De

fato, dado € > 0, tome z,y € X arbitrarios. Considere uma cadeia da forma

(:Bn)zi(l) - (1’,0,0, e ,O,Q)-

k vezes

Temos

k
1 [T + ||yl
_E Ta; — x4q| = —1— 121
k+1n:OH Ti = i | k+1

Claramente podemos fazer este nimero tao pequeno quanto queiramos, bastando tomar

k suficientemente grande. Assim sendo, propomos uma ligeira alteracao na definicao de

cadeia média, como descrita abaixo.

Definigao 2.44. Seja X um espaco de Banach 7' : X — X um operador linear limi-
tado. Dados € > 0 e x,y € M, uma e-cadeia transitiva em média de T de x até y com

comprimento n € N é uma sequéncia finita {xy = z,z1,...,2, = y}, com
0+# xz; paratodo 1 <i<n-—1,

caso 0 # x e 0 # y, para a qual existe N € N, N < n, tal que, para todo N < m < n,

1 m—1
— Y Tz — 2] <«
m =0

Observe que todo operador linear transitivo por cadeia também ¢é transitivo por cadeia

em média. No entanto, a reciproca ¢é falsa como sera demonstrado mais adiante.

Proposicao 2.45. Seja T' um operador linear e limitado, definido em um espago de
Banach X, o qual pode ser escrito como X = M @& N, em que M e N sdao subespacos de
X, fechados e T-invariantes. Se T € transitivo por cadeia em média, entio T |y e T |y

também o sao.
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Demonstracao. E obtida adaptando o argumento contido na demonstragao do Lema

2.16 U

Teorema 2.46. Seja T' um operador linear, limitado e inversivel, definido em um espaco
de Banach X. Suponha que X = M & N, em que M e N sao subespacos fechados de X,
comT(M)C M, T"Y(N)C N, o(T |;) CD eo(T |x) CD. Entio T € transitivo por

cadeia em média.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, sejam z,y € X. Logo, x e y podem ser escritos
de maneira tnica como x = M 4+ 2N e y = y*) L ¢y com M) yM) ¢ M e

(N)

™)y e N. Além disso, hd uma constante o > 0 tal que

@) < allull e ™| < allull, YueX.

Como o(T |yr) CDeo(T™! |n) CD,entao r(T |a) <1ler(T™!|y) < 1; assim, podemos
escolher A € R tal que
max{r(T |p),7(T' |§)} <A< 1.

A partir da formula do raio espectral, garante-se a existéncia de uma constante K > 1

tal que
(T [2)"]| < KX* e (T |5)"| < KA", ¥n € Ny.

Escolha um nimero natural n tal que

1T [x e
e S —
n

« n n €
— (BN |zl +lyll) < (el + EA"[yll) < 5

€
2
Sejam (U/E;M))Z:o e (v,iN))ZZO sequéncias finitas em M e N, respectivamente, definidas por:

Ui(cM) =TFe™M (0 <k <n), uM) =400
y((]N) =z ¢ U]iN) =T "y (1 <k <n).
Para N = n, vale:

n—1
1 M M 1 n « n €
=T =l = =T ) ™ =y < = (BN + [yl < 5
ne— n n 2

n—1

! M _ o< 9T I ] :

e~ 7o = o < == (el + KAyl <
k=0

N ™

A demonstracao ¢ concluida observando-se que a sequéncia finita (zx)p_, em X, definida

por z = u,(cM) + U,EN), ke {0,1,...,n— 1}, é uma e-cadeia média para T' de z até y. O
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Corolario 2.47. Seja X um espaco de Banach e T : X — X um operador linear,

limitado e inversivel. Se T € hiperbdlico, entao T € transitivo por cadeia em média.

Observagao 2.48. O Corolario [2.47| continua valido para operadores hiperbdlicos nao in-
versiveis. De fato, basta usar o fato que o espaco pode ser decomposto em soma direta
de dois subespacos fechados e nao-invariantes, e que a restricao do operador a cada um

desses subespacos é transitiva por cadeia em média.

Observacao 2.49. A partir da Proposigao e do Corolario [2.47], conclui-se que toda

aplicacao f : C — C, dada por f(z) = az, com a # 0, é transitiva por cadeia em média.

O Teorema também fornece exemplos de operadores nao hiperbdlicos que pos-

suem transitividade por cadeia em média, conforme nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.50. ([7/, Teorema 17) Seja X = {,(Z) (1 < p < o0) ou X = ¢o(Z), (wn)nez
uma sequéncia limitada de escalares com inf,cz |w,| > 0 e B,X :— X o deslocamento
bilateral ponderado a esquerda. Suponha ainda que
lim sup |w_g - w__1-...- w,k,nﬁ <1 e lim sup|wy-wgyq-...- wkmﬁ > 1. (2.8)
n—oo keN n—oo keN

1

5sen <0ew,=2sen >0.) Nestas condigdes, B,, ¢ transitivo por

(Por exemplo, w,, =

cadeia em média, mas nao é hiperbodlico. De fato, os conjuntos
M = {(zn)nez : xn =0, paratodo n >0} e N = {(zy)nez : , =0, para todo n <0}

sao subespagos fechados de X, tais que X = M & N, B,(M) C M e B,*(N) C N. Da
condigao (2.8)) tem-se o(By, |x7) C D e (B, |x) C D. Entao, pelo Teorema [2.46, B,, ¢

transitivo por cadeia em média. 0]

Proposicao 2.51. Seja T um operador linear limitado em um espaco de Banach X, tal
que X = M & N, em que M e N sao subespacos fechados de X com as propriedades

sequintes:
a) T(M)C M eo(T |y) CDy
b) T |n: N — T(N) € bijetora, T(N) € fechado, N C T(N) e c((T |v)~! |v) CD.

Nestas condigoes, T € transitivo por cadeia em média.
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Demonstracdo. E idéntica & do Teorema m U

A partir da Proposicao também podemos obter exemplos de operadores que

sejam transitivos por cadeia em média, mas nao hiperbdlicos.

Exemplo 2.52. ([7], Proposi¢ao 20) Seja X = (,(N) (1 < p < 00) ou X = ¢(N), (wy,)nen
uma sequéncia limitada de escalares nao nulos e B, X :— X o deslocamento unilateral

ponderado a esquerda. Além disso, suponha que

lim sup |wg - wggq ... wk+n|% > 1. (2.9)
n—oo keN

Entao B, é um operador nao inversivel, nao hiperbdlico, mas que possui transitividade
por cadeia em média. De fato, que B, nao ¢é hiperbdlico decorre do fato que seu raio

espectral é maior que 1. Note que os conjuntos
M = {(x1,0,0,---) : 2y e K} e N ={(0,29,23,---): (x2,23,--+) € X},

em que K = C ou K = R, sao subespagos fechados de X, tais que X = M & N, B, (M) =
{0} € M e o(By, |m) = {0} € D. A condigao (2.9) acarreta inf,cy|w,| > 0; logo
By |v: N — B, (N) ¢é bijetor. Ainda da condicao (2.9)), tem-se o((B, |n)~' |n) C D.

Entao, segue da Proposicao [2.51| que B,, é transitivo por cadeia em média. O
Pergunta 2.53. Quao grande ¢ a classe dos operadores transitivos por cadeia em média?

Foi visto que os operadores hiperbdlicos e os transitivos por cadeia sao transitivos por
cadeia em média. A seguir sera mostrado um exemplo de um operador linear que nao é

hiperbélico e tampouco é transitivo por cadeia, mas que € transitivo por cadeia em média.

Exemplo 2.54. Seja T : l5(N) — ¢5(N) o operador linear dado por

To I3 T,
Ty = <m1,—,—,...,—,...
23 n

em que x = (x1, Ta,x3,...). Este operador é compacto. De fato, para cada niimero natural
n defina T,, : l5(N) — £5(N) por

To T3 e
T, :( ,—,—,...,—,0,0,0,...).
T\ n

Cada T,, é um operador linear, limitado, compacto e, além disso:

1 S ]
(T = T)z|* < ;] < ,
(n+1)2 j_;l ! (n+1)2
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0 que, por sua vez, acarreta

IT- Tl < —.

Portanto, ||T—T,|| — 0 e isto implica por ([23], Teorema 8.1-5) que T" é compacto. Como
consequéncia, 1" nao é transitivo por cadeia. Além disso, como Te; = ey, e; = (1,0,0,...),
entdo 1 € o(T) e, assim, T nao é hiperbdlico. No entanto, T' é transitivo por cadeia em

média. De fato, dado € > 0, sejam z,y € ¢5(N) e escolha n € N tal que
(el + ) <
—([|x €
n Y
A seguir, faca
up = x,u1 =T, up =Tz, .. Up_y =T 12, u, =v.

Logo,

1
. 1 o0 2
LS -t < 2t o < (z £)

(Nl =+ flyll) <

§|>—‘ ||

Pergunta 2.55. Sera que existe algum operador linear que nao seja transitivo por cadeia

em média?

2.4 Transformacoes esféricas

Considere o espago R™! com coordenadas z = (z1, 22, - ,Tn41). Seja S™ a esfera
unitaria,
S" = {z e R*""!: ||z|| = 1}.
Denote por d a distancia canénica em S”. Tome uma matriz A real inversivel (n + 1) X

(n+ 1), ou seja, A é um elemento de GL(n + 1,R).

Definigao 2.56. A transformacao esférica em S™ correspondente a matriz A é a aplicagao

Ax
| Az

¢:S" — 8", o(x)=

Observe que ¢ é um difeomorfismo de S™. Denote os autovalores da matriz A por

A Ags ey At
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Em [28], a transformacao esférica foi completamente caracterizada no que diz respeito
a propriedade de sombreamento (a definigdo encontra-se no préximo capitulo). Mais

especificamente, tem-se:

Teorema 2.57. ([28], Teorema 3.2.2). Seja ¢ a transformagao esférica em S™. Nes-
tas condigoes, ¢ possui a propriedade de sombreamento se, e somente se, |N;| # |\,

sempre que 1 # j.

Uma questao que nos propusemos ¢é se também é possivel caracterizar as transforma-

¢oes esféricas em termos de transitividade por cadeia.

Proposicao 2.58. Sejam A uma matriz em GL(2,R), A\, Ay 0s autovalores de A e ¢ a
transformacao esférica em S* correspondente a A. Entdo, ¢ é transitiva por cadeia se, e

somente se, |Ai| = |\
Com o propoésito de provar a Proposicao[2.58] serao provados dois resultados auxiliares.

Lema 2.59. A transformacao esférica ¢ em S', correspondente a matriz

A0
A= ,
0 Ao

com | A1, | A2 € R* e || # |A2]| nao € topologicamente transitiva.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor |[\| < |X\y|. Dado

(z,y) € S, temos:
(Atz, A3y)

//\%n:L,Q + /\gnyQ'
T
ATzl

)\TL
Q" (x,y) ~ 0,—2y , quando n — +oo.
A3yl
2

Se o conjunto {¢"(x,y) : n € N} é denso em S!', para algum ponto (z,y) € S', entdo

" (z,y) =

Se y = 0, entao:

e, caso y # 0,

existem duas sequéncias (ng)r>o0 € (Mmk)r>o tais que
" (z,y) — (0,1) e ¢™ (z,y) — (1,0),

o que é absurdo. O
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Lema 2.60. Suponha que a matriz A tenha uma das formas abaizo:

A0 a —b A0
A, = , Ay = ou As = )
0 A b a 1 A

com A € R* ea,b € R, tais que a®> +1* # 0. Entdo a transformacao esférica ¢ correspon-

dente a matriz A € transitiva por cadeia.

Demonstragao. As matrizes A; e Ay geram difeomorfismos do circulo S!. Caso ¢
corresponda a A, entao, para todo (z,y) em S', tem-se:

A\
o(x,9) = 157 (@ 9).

Se A > 0, entao ¢ = Id e, portanto, é transitiva por cadeia; se A\ < 0, entao ¢ = —Id
e, assim, ¢? é transitiva por cadeia, acarretando que ¢ também o é (Lema b)) No
caso de Ay, ¢ reduz-se & rotagao em S'; se a € [0,27) ¢é a coordenada angular em S' e se
a +ib = pe', entao
o) =a+6 (mod 2m).

Se o numero % é racional, entdo existe um natural m tal que ¢™ = Id em S! e, por
conseguinte, é transitiva por cadeia. Mas se % ¢ irracional, entao ¢ possui o6rbita densa
em S, acarretando a transitividade por cadeia.

Passemos a considerar As. Podemos supor A > 0. Note que, para ¢ > 0, as matrizes A
e cA induzem a mesma transformacao esférica. Podemos supor ainda A = 1. Dado € > 0,

seja (z,y) € S'. Basta provar que existe uma e-cadeia de (z,y) a (0,1) e uma e-cadeia de

(0,1) a (z,y). Para todo n natural,

1

——(x,nx + ).
(2, na + y)

¢"(x,y) =
Logo, se x > 0, temos:

¢"(z,y) — (0,1) quando n — +oo.

Assim, existe ng € N tal que
d(g™(z,y),(0,1)) <€

e uma e-cadeia de (z,y) a (0,1) é dada por

{(I’ y)? qb(x? y)’ R ¢n0_1<x7 y)7 (07 ]')}
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Caso = < 0, segue que
¢"(z,y) — (0,—1) quando n — 400
e, deste modo, existe um inteiro positivo ny tal que

d((bnl <x7y)7 (07 _1)) <€

Observe que (0, —1) é um ponto fixo de ¢. Escolha um ponto (u,v) em S', com u > 0,
tal que d((0,—1), (u,v)) < e. Como consequéncia, existe uma e-cadeia de (u,v) a (0,1) e
obtém-se uma e-cadeia de (x,y) a (0, 1) concatenando as e-cadeias de (z,y) a (0,—1) e de
(u,v) a (0,1).

O préximo passo é mostrar que existe uma e-cadeia de (0,1) até (z,y). Note que ¢ é

uniformemente continua. Logo, existe o > 0 tal que
u,v €S, d(u,v) < § = d(¢(u), p(v)) < e.

Procedendo como anteriormente, é possivel construir uma d-cadeia para ¢! de (x,y) até

(0,1). Denotemos essa d-cadeia para ¢~' por
(uo = (z,9),u1,...,u, = (0,1)).
Considere a sequéncia (vg)}_,, definida por:
Vg = Up_k, k€{0,1,...,n}.
Entao, para todo k € {0,1,...,n — 1},

d(P(vr), vi1) = d(D(vr), (¢~ (V1)) = d(P(tn—p), D(¢~ (un—r-1))) <€,

ou seja, (vx)p_, ¢ uma e-cadeia para ¢ de (0,1) até (z,y). Isto conclui a demonstracao.
O

Demonstracao da Proposicao [2.58, Suponha que ¢ seja transitivo por cadeia
e [Ai| # |X2|. Entao, pelo Teorema [2.57} ¢ tem a propriedade de sombreamento. Por
conseguinte, a transformagao esférica ¢ é topologicamente transitiva (pois toda aplicagao
continua inversivel que tenha a propriedade de sombreamento e é transitiva por cadeia
é topologicamente transitiva), o que é absurdo, pois contraria o Lema Para provar

a reciproca, observe que se A, B € GL(2,R) e ¢,1 sao as correspondentes aplicagoes
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esféricas em S', entao é possivel provar que o sistema ¢ o 1) é a transformacao esférica
relativa ao produto de matrizes AB. Como para qualquer matriz M € GL(2,R), a
transformacdo esférica correspondente é um homeomorfismo de S', segue do Lema [2.26]

que podemos considerar A em sua forma de Jordan. Portanto, a conclusao segue do Lema

2.60 U

Proposigao 2.61. Seja A € GL(n,R), com n > 3. Suponha ainda que A seja diago-
nalizavel e que seus autovalores sejam numeros reais. Entdao a transformacdao esférica ¢
mduzida por A € transitiva por cadeia se os modulos dos autovalores sao todos iguais.
Além disso, se os autovalores possuem maodulos dois a dois distintos, entdao ¢ nao € tran-

sitiva por cadeia.

Demonstragao. A prova é similar a prova do caso n = 2. Basta supor

A1

An

Se |\l = |A;|, para todo 1 <4, j < n, entdo

A A A,
¢(x17"' 7‘7;11) = <—1x1,—2x2,--- 7mxn>

(A [Ae]
= (171, €272, , €4Tn),
emque ¢; =1se)\; >0e¢ =—1se )\ <0. Logo, existe um nimero natural k tal que

®* = Id. Portanto, ¢ é transitiva por cadeia. A seguir, podemos supor, sem perda de
generalidade que

[A1] < |Aa] < ... <A

e que ¢ seja topologicamente transitiva. Entao existe um conjunto residual de pontos

(x1,79,...,2,) € S"! tal que o conjunto

{¢k<xlax27 cee 7xn) ke N}

é denso em S"!. Podemos ainda supor z,, # 0. Logo

An
O (21, 29, . .., Tp) ~ (O, 0,..., mxn) , quando k — +oo.
nxn

Logo, ¢ nao pode ser topologicamente transitiva. Supomos que ¢ seja transitiva por
cadeia. Como ¢ também possui sombreamento, deduzimos que ¢ é topologicamente tran-

sitiva, o que é absurdo. O



CAPITULO 2. TRANSITIVIDADE POR CADEIA 54

Pergunta 2.62. Se a matriz A € GL(n,R), com n > 3, é tal que existem indices i # j
de modo que |\;| # |\;| e existe um indice k # i satisfazendo |\;| = |Ax|, serd que ¢ é

transitiva por cadeia?

Proposicao 2.63. Seja X um espaco de Banach, Sx a esfera unitdria de X e ¢pq :

Sx — Sx a aplicagdo definida por ¢rq(x) = x. Entao ¢4 € transitiva por cadeia.

Demonstragao. Dados x,y € Sy, defina v : [0,1] — Sy por

(1—t)x+ty
(1 —t)z +ty||

(t) =

Observe que v é uma funcao continua que define um caminho de = até y. Seja ¢ > 0.

Como v ¢ uniformemente continua, existe 6 > 0 de modo que
|z —t] <0 = d(v(2),7(t)) <e.
Sejam to = 0,t1,...,t, = 1 € [0, 1] tais que
|t; — tit1] <6, paratodo i€ {0,1,...,k—1}.
Entao,
d(p(v(t:)), y(tit1)) = d(y(t:),7(tiv1)) <€, paratodo i€ {0,1,....k—1},

ou seja, ((t;))%, ¢ uma e-cadeia de x até y em Sx. O

Pergunta 2.64. Seja A : (5(N) — (5(N) o operador
(Jfl,fﬁg, .. ) — ()\13(31, )\2%2, .. )

Serd que ¢4 ¢ transitiva por cadeia sempre que |\;| = |);|, para quaisquer 7, 77 Serd que

¢4 tem sombreamento se, e somente se, |\;| # |\;|, para todo i # j7



Capitulo 3

Sombreamento

Neste capitulo, foi apresentada uma compilacao de alguns resultados sobre sombreamento
no contexto da Dinamica Topoldgica e entao sao apresentados os resultados da nossa
investigacao no ambito dos operadores lineares. Entre outras coisas, foi provado que
hiperbolicidade implica sombreamento médio, sendo equivalentes em dimensao finita; que
expansividade uniforme e sombreamento médio implicam sombreamento; que operadores
expansivos em média que possuem sombreamento médio sao uniformemente expansivos e

hiperbdlicos.

3.1 Sombreamento e sombreamento limite

Definigao 3.1. Sejam (M, d) um espago métrico e h : M — M um homeomorfismo.

Diz-se que uma sequéncia (z,),ez € uma d-pseudo-drbita de h se
d(h(zy),xp11) <6 para todo n € Z.

O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento se para todo € > 0 existe um
0 > 0 tal que toda d-pseudo-Orbita é e-sombreada por uma érbita real de h, isto é, existe
xr € M tal que

d(xy, h"(z)) < € paratodo n € Z.

Observacao 3.2. Se h : M — M é um aplicacao continua em um espaco métrico M, entao
pode-se falar em sombreamento limite positivo simplesmente substituindo o conjunto Z
por Ny, em que Ny = NU {0}, na definicdo de sombreamento. Se h admite inversa, entao

define-se também sombreamento negativo.
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Defini¢ao 3.3. Sejam (M, d) um espago métrico e h : M — M um homeomorfismo.
O homeomorfismo h tem a propriedade de sombreamento limite se para toda sequéncia
(Tp)nez em M com

lim d(h(x,), ns1) =0,

[n]—o0
existe x € M tal que
lim d(x,, h"(z)) =0.

[n|]—o0
Observacao 3.4. De modo natural, pode ser definido a propriedade de sombreamento

limite positivo e, caso a aplicacao seja inversivel, a propriedade de sombreamento negativo.

Sejam (M, d) um espago métrico compacto e f : M — M um homeomorfismo. Sabe-
se, por exemplo, que: se f é expansivo (isto é, existe um ndmero ¢ > 0 tal que = # y
implica a existéncia de um nuimero inteiro n tal que d(f"(z), f"(y)) > ¢) e possui a
propriedade de sombreamento, entao f tem tanto a propriedade de sombreamento limite
positivo quanto negativo ([I1], Lema 2.1); se f é expansivo e possui as propriedades
de sombreamento e de especifica¢do, entdo f também tem sombreamento limite ([11],
Lema 2.2); se f é transitivo por cadeia e tem a propriedade de sombreamento limite,
entdo f também possui sombreamento ([24], Teorema 7.3); se f tem a propriedade de
sombreamento limite, entdo f é caético no sentido de Li-Yorke ([25], Teorema 4.6); se f
tem sombreamento limite e é minimal (isto é, para cada x € M, w(z) = M, em que w(x)
denota o conjunto w-limite de x), entao f é cadtico no sentido de Devaney ([25], Teorema
4.9).

A nogao de especificagao citada acima é a mesma considerada em [11], a saber: sejam
M um conjunto e f : M — M uma bijecdo. Uma especificagcao (7, P) consiste de
uma colecao finita 7 = {1, I5,...,I,} de intervalos finitos I; C Z e uma aplicacao P :
Ui, I — M tal que para cada t1,ty € I € 7 tem-se f2 " (P(t;)) = P(t2). Além
disso, (7, P) é L-espacada se a;y1 > b; + L, para todo i € {1,2,...,n}. E mais, (1,P) é

e-sombreada por y € M se

d(f™(y), P(m)) < e, paratodo m € OIZ"

i=1
Assim, se M é um espaco métrico, diz-se que um homeomorfismo f : M — M tem a
propriedade de especificacao se para todo € > 0 existe L. € N tal que toda especificagao

L.-espacada é e-sombreada.
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Recorde ainda que se (M, d) é um espago métrico, entdo um sistema dinamico (M, f)
é cadtico no sentido de Li-Yorke se possui um conjunto embaralhado (scrambled set)
nao enumeravel, sendo que um conjunto A C M é embaralhado se, dados quaisquer dois

pontos z,y € A, tem-se

liminf d(f"(z), f*(y)) =0 e limsupd(f"(z), f"(y)) > 0.

n—0oo n—00
(M, f) é cadtico no sentido de Devaney se f é topologicamente transitivo e possui um
conjunto denso de pontos periodicos.
A seguir, vamos mostrar um exemplo de um operador linear limitado inversivel que

nao possui a propriedade de sombreamento nem a de sombreamento limite.

Exemplo 3.5. Seja X = ¢1(Z) e seja o operador T': X — X dado por Tx = z. Escolha
0 # vy € X. Logo, ||vg]] = d > 0. Considere a sequéncia de pontos (z,)nez tal que
zo = (...,0,0,0,...) e xp41 = 2 + 2,k € Z. Tal sequéncia é uma J-pseudo-érbita de T'.

Tome € = % Entao, para toda d-pseudo-orbita de T' e todo ponto y € X temos:

n n 1
1Ty = @all = lly = 2all 2 l2all = lyll = Sllvoll = lly] > 3, para algum n € Z.

Portanto, 7" nao possui a propriedade de sombreamento.

A fim de ver que T nao possui a propriedade de sombreamento limite, considere a
sequéncia (z,)nez dada por zx = (...,0,0,0,...), para k < 0, e 7, = xTp_1 + %61, para
k > 0, em que e; possui a primeira coordenada igual a 1 e as demais sao nulas. Esta

sequéncia é uma pseudo-6rbita limite de T'. Contudo, para todo y € X e todo z,,, tem-se:

n

k=1

IT"y — x| > [(xn — T y)4| — 21| — 00 quando n — oo.

| =

Portanto, T" também nao tem a propriedade de sombreamento limite.

Por outro lado, sabe-se que todo operador linear limitado inversivel e hiperbdlico

possui a propriedade de sombreamento [27] e a de sombreamento limite [6].

Proposicao 3.6. Seja T : X — X um operador linear limitado, definido em um espago
de Banach X. Se T ¢é positivamente expansivo e tem a propriedade de sombreamento

positivo, entao T também possui a propriedade de sombreamento limite positivo.

Observagao 3.7. Bernardes e Messaoudi provaram em ([7], Proposigao 5) que um operador
linear limitado 1" é positivamente expansivo e possui sombreamento positivo se, e somente

se, T é hiperbélico com o(T) C C\ D.
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Demonstracao da Proposicao Dado € > 0, seja 0 > 0 tal que toda d-pseudo-
orbita seja §-sombreada. Além disso, seja (2 )nen, uma pseudo-érbita limite positiva, isto
€,

Tz, — xpi1]| — 0 quando n — oo.

Entao, existe um numero natural N tal que
n > N implica ||Tx, — x,11] < 0.

A propriedade de sombreamento garante que existe um y € X, y = y(NV), tal que

€

n > N implica ||[T"y — z,|| < 5

Para completar a demonstragao, é necessario provar que y nao depende de N. De fato,
seja M > N e y; = y1(M) de modo que

€

n > M implica ||T"y; — x,| < 5

Usando a desigualdade triangular, temos:
T"y — Ty || < | T"y — zpl|| + [|T"y1 — zn|| < € para todo n > M.

Da expansividade positiva de T', segue que y = yi, pois, por ([6], Proposigao 5), se T
é expansivo positivamente, entao sup,,y ||7"z|| = oo, para todo 0 # z € X. Isto conclui

a demonstracao. 0

Observagao 3.8. Prova-se também que se 1" é um operador linear definido em um espago
de Banach X, limitado, inversivel e com a propriedade de sombreamento negativo, tal que
T~! seja positivamente expansivo, entao T’ possui a propriedade de sombreamento limite

negativo. A demonstragao é andloga a da Proposigao [3.6

Observagao 3.9. Segue de ([7], Teorema 1) que se um operador linear limitado inversivel
T é expansivo e possui a propriedade de sombreamento, entao 7' é hiperbdlico e, portanto,

por ([6], Corolario 34) possui sombreamento limite.

Proposicao 3.10. Seja X um espaco de Banach separdvel e T : X — X um operador
linear limitado inversivel. Se T tem a propriedade de sombreamento e € hiperciclico, entdo

T nao pode ser expansivo.



CAPITULO 3. SOMBREAMENTO 29

Demonstragao. Inicialmente, suponha que 7" tenha a propriedade de sombreamento
esejad > 0 a constante que aparece na defini¢ao dessa propriedade correspondente a € = 1.
Como T é hiperciclico, entao o,(T*) é vazio. Além disso, sabe-se que o,(T") C 0,(T*) e
o(T) =0,(T)Uo,(T). Logo, o(T) = 0,(T) (a respeito dessas afirmagoes sobre o espectro
de um operador, consulte a Secao . Ainda da hiperciclicidade tem-se o,(7) N'S* nao

vazio. Tome A nesta interseccao. Entao, existe xg € X tal que

5
laoll =1 e [xzo = Tao | < .

Seja (Yn)nez a sequéncia dada por y, = 2A\"z,. Note que (y,)nez € uma J-pseudo-
6rbita. A propriedade de sombreamento acarreta a existéncia de y € X tal que ||T"y —

yn|| < 1, para todo n inteiro. Assim,
1 < ||IT"y|| < 3, paratodo n € Z

e, portanto, 7" nao pode ser expansivo. U

Observagao 3.11. Em ([7], Teorema 1), foi provado que um operador linear limitado in-
versivel T' é expansivo e tem sombreamento se, e somente se, é hiperbdlico. Logo, T' nao

pode ser hiperciclico.

Observacao 3.12. Existe um operador linear 7', definido em um espago de Banach X, que
é hiperciclico e possui a propriedade de sombreamento. Uma classe de operadores nessas
condigoes foi obtida por ([6], Teorema D). Tais operadores também sao transitivos por

cadeia em média.

Pergunta 3.13. Todo operador linear com a propriedade de sombreamento ¢ transitivo

por cadeia em média?

Conforme demonstrado abaixo, a resposta é sim no caso dos deslocamentos pondera-

dos bilaterais para a esquerda.

Proposicao 3.14. Seja X = (,(Z) (1 < p < o0) ou X = ¢o(Z), (wn)nez wma sequéncia
limitada de escalares com inf ¢z |w,| > 0 e seja By, : X — X o deslocamento ponderado
bilateral para a esquerda. Se B, possui a propriedade de sombreamento, entio B, é

transitivo por cadeta em média.

Demonstracao. Por [7], B, possui sombreamento se, e somente se, uma das condi¢oes

seguintes ocorre:
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. 1
a) im,, o0 SUPRey [W - - -+ - Win |7 < 15

. 1 . . 1
¢) imy, o0 SUPLen [ W_pW_j—1 - .. .- W_j—p| 7 < 1 € limy, oo Infren [WEWkt1 - - .« - Wpn |7 > 1

As duas primeiras condigdes descrevem o caso em que B,, é hiperbdlico ([6], Observagao
19.a)). Logo, pelo Corolério B, é transitivo por cadeia em média. Resta, pois,
verificar que a condigao ¢) acarreta a transitividade por cadeia em média. Para isto, serd

empregado um argumento contido em ([7], Teorema 17). Sejam
M={(r)nez € X :2,=0 se n>0} e N={(x,)nez € X : 2, =0 se n <0}

Note que M e N sao subespagos fechados de X, tais que X = M & N, B,(M) C M e

B,'(N) C N. Uma vez que, para todo natural n,

w

[(Buw [a)"[] = sup [w_pw_ g1 ... W ppi1
keNy
e
1(BL" [3)"l = sup [wiriwisz - . Wi
keNy

entao a condigao c¢) descrita acima corresponde a afirmar que
0(By |p) CD e o(B," |y) CD.

Portanto, pelo Teorema [2.46| B,, é transitivo por cadeia em média. 0

Observacgao 3.15. Na classe dos operadores normais inversiveis, hiperbolicidade e sombre-
amento sao equivalentes ([6], Coroldrio 42). Logo, os operadores normais inversiveis com

a propriedade de sombreamento sao transitivos por cadeia em média.

Observagao 3.16. No caso de operadores inversiveis em geral, foi provado em ([7], Teorema
1) que um operador inversivel é hiperbdlico se, e somente se, é expansivo e possui a
propriedade de sombreamento. Assim, um operador expansivo com a propriedade de

sombreamento ¢ transitivo por cadeia em média.

Pergunta 3.17. Todo operador linear com a propriedade de sombreamento positivo é

transitivo por cadeia em média?

De acordo com o resultado abaixo, obtém-se resposta afirmativa no caso dos desloca-

mentos ponderados unilaterais para a esquerda.
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Proposigao 3.18. Seja X = (,(N) (1 < p < 00) ou X = ¢o(N), (wp,)nez uma sequéncia
limitada de escalares nao nulos e seja B, : X — X o deslocamento ponderado unilateral
para a esquerda. Se B, possui a propriedade de sombreamento positivo, entio B, €

transitivo por cadeia em média.

Demonstracgao. E feita de maneira analoga a da Proposicao mas a incluimos
para a conveniéncia do leitor. Por ([7], Proposicao 20), B, tem sombreamento positivo
se, e somente se, uma das condig¢oes abaixo se verifica:

a) lim,, o SUppey Wk - - - - - Whan|" < 1
b) lim,, o0 infren |wg - .. . - wk+n|% > 1.
Se a condigao a) for valida, entdo B,, serd hiperbdlico ([6], Observacao 19.b)) e, assim,
é transitivo por cadeia em média. Caso a condigao vélida seja a b), entao serd provado
que B, tem a propriedade requerida adaptando-se um argumento de ([7], Proposicao 20).

Seja
M = {(x1,0,0,...): 21 € K} e N ={(0,29,23,...): (22,23,...) € X}.

Tem-se B,(M) = {0} C M e 0(By, |m) = {0} € D. Além disso, segue da condigao b)
que inf,cy > 0 e isto acarreta que B, |n: N — B, (N) é um operador bijetor. E mais,

CcOoImo

_ . _1
r((By |n) 7" |v) = Jggoilig\wk e Wi |,

a condigdo b) também acarreta o((B,, |v)~' |v) C D. Portanto, pela Proposicao [2.51]

B,, é transitivo por cadeia. O

Observacao 3.19. Sabe-se que se T' é um operador compacto definido em um espaco de
Banach X, entdo hiperbolicidade é equivalente a sombreamento positivo ([7], Teorema
46). Por conseguinte, todo operador compacto com sombreamento positivo também é

transitivo por cadeia em média.

Observagao 3.20. Em ([7], Proposi¢ao 5), foi provado que se um operador T é positi-
vamente expansivo e tem a propriedade de sombreamento positivo, entao T também é

hiperbdlico e, portanto, transitivo por cadeia em média.
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3.2 Sombreamento médio

Definig¢ao 3.21. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplicagao continua.
Dado 6 > 0, dizemos que uma sequéncia (z,)nen, ¢ uma o-pseudo-drbita de f na média
(ou, simplesmente, uma §-média-pseudo-drbita positiva de f) se existe um nimero inteiro

N > 0 tal que, para todon > N e k > 0, vale

1 n—1

- Z A(f(Tisk), Tiths1) < 0.

n
=0

Definigao 3.22. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplicagao continua.
Dados € > 0 e y € X, dizemos que uma sequéncia (z,)nen, ¢ €-sombreada positivamente

em média por y se

n—1
1 )
lim sup — g d(f'(y),z;) <e.
=0

n—>00 ni

Definigao 3.23. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplicagao continua.
Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento positivo médio se, para cada € > 0,
existe 0 > 0 tal que toda d-média-pseudo-érbita é e-sombreada em média por algum ponto

r e X.

De acordo com Kulezycki et al. [24], esse tipo de sombreamento, descrito acima, foi
introduzido por M. L. Blank (no contexto de sistemas dindmicos compactos), no final da
década de 1980. Ainda em [24], os autores estabeleceram relagdes entre quase especificagao
(almost specification) (grosso modo, f tem quase especificagao se existe um ponto cuja
parte de sua 6rbita estd préxima, com no maximo uma quantidade finita de erros, das
6rbitas de um conjunto finito de pontos) e a sombreamento positivo médio em sistemas
dinamicos topolégicos. Ja em [12] foi provado que se um homeomorfismo f, definido em
um espaco métrico M compacto, tem a propriedade de sombreamento limite, entao f é
topologicamente misturador, tem a propriedade de especificacdo e sombreamento médio
positivo.

No caso linear, adaptando-se as demonstracoes de ([6], Teorema E e Lema 45) é
possivel provar que, em dimensao finita, o sombreamento positivo médio e a hiperboli-
cidade sao equivalentes. Além disso, adaptando a demonstracao de ([6], Teorema 46),
conseguimos provar que, para operadores compactos em espacos de dimensao infinita,

sombreamento positivo médio e hiperbolicidade também sao equivalentes
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Ao invés de trabalhar com essa definicao, serd introduzida uma variagao a fim de

permitir que sejam considerados iterados negativos nas médias.

Definigao 3.24. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplica¢do continua
e inversivel. Dado § > 0, dizemos que uma sequéncia (z,),ez é uma o-pseudo-drbita de
f ma média (ou, simplesmente, uma 0-média-pseudo-drbita de f) se existe um nimero
inteiro N > 0 tal que, para todon > N e k € 7Z, vale

1
2n—|—1i

Z d(f(Tirk), Tivks1) < 0.

Definigao 3.25. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplicac¢ao continua
e inversivel. Dados € > 0 e y € X, dizemos que uma sequéncia (z,)nez é e-sombreada em

média por y se

lim sup

Definigao 3.26. Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplica¢ao continua
e inversivel. Dizemos que f tem a propriedade de sombreamento médio se, para cada
e > 0, existe 0 > 0 tal que toda d-média-pseudo-orbita é e-sombreada em média por

algum ponto x € X.

Convém observar ainda que hé operadores que nao possuem a propriedade de som-

breamento médio, conforme ilustra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.27. Em X = ¢;(Z), seja T : X — X o operador identidade. Este operador
nao tem sombreamento médio. De fato, tome 0 # vy € X. Logo, |lve| = d > 0. Seja

0<e< %. A sequéncia (xy)kez, definida por
Vo
xo=(...,0,0,0,...) e Ty :wk—i—?, keZ,

é uma d-média-pseudo-orbita. No entanto, para todo y € X e para todo n natural maior

que 1,

m+1 2n + 1 Con+1 2

1=—n

S Iyl 2 g Gl = ) = 5y (2 )

: 1 (n=1)|vo]] _ [lvoll
e limsup,, o 57 ( 5 —lyll) =" > e
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Proposicao 3.28. Seja T um operador linear limitado inversivel definido em um espaco
de Banach X, tal que X = M @& N, em que M e N sao subespacos fechados de X e T-
imvariantes. Nestas condicoes, T' tem a propriedade de sombreamento médio se, e somente

se, T |y €T |y também sao.
Demonstragao. Pelo Lema [2.15| existe uma constante § > 0 tal que
Jull < Bllzll e floll < Bl

sempre que z =u+v,comu € M ev € N. Sejarz=u+vex, =u,+ v, n € Z, em

que u,u, € M e v,v, € N. A implicacao direta segue das inequacoes

1 “ 1 -
g n— (T Tull < E n— 1"
2nleiz_nHU (T |ar)™u| _52n+1i:_n||x ||
e
! En | (T [n)" ||<61 En | T"z||
Uy, — v|| < B— T, — 1"z,
2n+1 N n

=—n =—n

enquanto que a reciproca segue das inequagoes

1 n n
1 z_: (T [ar)wipr — wirpia || < /8271 1 Z | Twir — igrra |,
1 n n
om+ 1 Z (T [ %) vir — Vigga | < BQn 1 Z 1Tk — il
e
LS = Tl € 3 = (T )l + o 3 o — (T )
2n+1 " “2n+1 . " M om—+1 - n Nl

i=—n i=—n i=—n

O

Teorema 3.29. Seja T um operador linear, limitado e inversivel, definido em um espaco
de Banach X. Suponha que X = M @& N, em que M e N sao subespacos fechados de
X, comT(M)C M eT *(N)CN. Seo(T |y) CD eo(T™!|n) CD, entao T tem a

propriedade de sombreamento médio.

Corolario 3.30. Se T' é um operador linear, limitado, hiperbdlico e inversivel, entao T

possui a propriedade de sombreamento médio.

Lema 3.31. Um operador T linear, limitado e inversivel, definido em um espaco de Ba-

nach X tem a propriedade de sombreamento médio se, e somente se, existe uma constante
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K > 0 tal que se (zy)nez € uma sequéncia em X para a qual tem-se (wy,)nen limitada, com

w, = (Suppey T Dot |21kl entdo existe uma sequéncia (y,)nez, em X satisfazendo

lim sup o= :z_:n llwill < K lim sup [[wn| (3.1)
e
Yni1 = TYp + 2z, para todo n € 7 (3.2)

Demonstracao. Suponha que 7" tenha a propriedade de sombreamento médio e seja
0 > 0 a constante que aparece na definicao de sombreamento em média associada a € = 1.
Considere uma sequéncia (z,)nez como na hipétese e seja L = limsup,,_, . ||w,||. Seja
zg € X e defina (x,)nez pondo x4 = Tx, + %zn, para todo n € Z, em que 0 < §; < 0.
Entao, (z,)nez é uma J-média-pseudo-orbita positiva de T'. Por hipétese, existe z € X

tal que

linfolip2n+1.z |T"x — 4|

Faca y, = é(mn —T"x). Nao é dificil provar que {D ocorre, com K = é, e |D ocorre.

Reciprocamente, seja dado ¢ > 0 e tome § = e seja (Tn)nez uma d-média-pseudo-

€
2K
6rbita de T. Para todo n € Z, faga z, = Tz, — x,.1. Logo, a sequéncia (w,,),en, com

= Ly ; ¢ limitada. Ob ind li <4
Wy, = SUPgez 577 Die—n 1%k, ¢ limitada. serve ainda que limsup,,_, . |Jw,|| < 6.

Segue da hipétese que (3.1)) e (3.2) valem. Como x,.1 — ypy1 = T(x, — yn), para todo
n € Z, segue que x,, — y, = T"(xg — yo), para todo n € Z. Assim,

1 - ) 1 n
1 Z lzi — T"(x0 — yo)|| = limsup 1 _z: llys|| < K lim sup w,

lim sup

n—soo 2N n—soo 2N n—00

< Kd<e.

Demonstracao do Teorema [3.29, Para cada x € X, existe uma unica decom-
posicao x = M +2?) em que 2 € M e 2® € N. Além disso, hd uma constante 8 > 0
tal que

I+ < Bl e Jo@ ] < Blall, aualquer que seja x € X,

As relagoes o(T |y) € D e o(T! |x) C D implicam r(T |y) < 1 e r(T7! |y) < 1.

Escolha A € R de modo que

max{r(T |p),7(T |§)} <A< 1.
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Segue da férmula do raio espectral que existe uma constante C' > 1 tal que
(T [a)"[| < CA™ e (T |3)"]| < CA", Vn € N,

Considere uma sequéncia (z,)nez tal que (Wn)nen, Wn = SUPLey 575 2n+1 Yo Nzl seja

limitada. Para cada n € Z, defina:

ZTan p €M, Y = ZT_kzgkq €N
k=0 k=1

o =y +yd) € X.

Com alguns célculos, verifica-se que

Yn+1 = Tyn + zn

e, Como

1 2
O < oSN, e [y® |<02Ak| 22l

k=0
tem-se

Z il = 2w,

1 n o0
|l < 28C \E
2n+1i:ZnHy | <28 (kzzo >§;§p

O que, por sua vez, acarreta

hmsup2 +1 Z lyill < ( )limsupwn.

n—oo

Portanto, o Lema [3.31] assegura que 7' possui sombreamento médio. [l

Corolario 3.32. Seja X =(,(Z), 1 < q < o0, ou X = co(Z). Entao existe um desloca-
mento ponderado bilateral para a direita inversivel que satisfaz o critério de hiperciclici-
dade frequente (e, portanto, nao hiperbdlico) e que possui a propriedade de sombreamento
médio.

Demonstracgao. E 0 mesmo exemplo apresentado em Bernardes et al. [6], Teorema
D. Vamos apresenta-lo aqui para a conveniéncia do leitor. Tome um nimero real ¢ > 1 e
seja F,, o deslocamento ponderado bilateral a direita, definido em X, cuja sequéncia de

pesos (wy, )nez ¢ dada por w, = csen < 0ew, = % sen > 0. A conclusao segue mediante

a aplicacao do Teorema [3.29] com

M ={(x)nez : 2, =0 se n <0}
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N ={(zp)nez : ¥, =0 se n > 0}.

O

Corolario 3.33. Seja T um operador linear limitado, definido em um espaco de Banach

X. SeT € hiperbolico, entao T tem a propriedade de sombreamento em média.

Proposicao 3.34. Se T' ¢ um operador inversivel definido em um espaco de Banach de

dimensao finita X, entao as afirmagoes sequintes sao equivalentes:
1. T € hiperbdlico;
2. T tem a propriedade de sombreamento positivo médio.

Demonstragao. Suponha que T nao seja hiperbdlico. Devemos, pois, mostrar que
¢ falsa. Observe que se T tem a propriedade de sombreamento médio, entao AT
também possui esta propriedade, sempre que |A| = 1. Assim, podemos supor 1 € o(7T).
Pela Proposicao [3.28| e a forma canonica de Jordan, basta considerar os casos em que T’

é um operador em C* (com a norma euclidiana) cuja forma canonica seja

1
1 1
e |t

1 1

Tome § > 0 e seja (z,)nez em C* dada por z,, = (0,0,...,0) paran <0 e
Tpr1 = ((n+1)0, (Txy)2, ..., (Tx,)r) para n € Ny.

Entao ||Tx,—z,41]] < J, para todo n € Z, acarretando que (z,,)nez ¢ uma J-média-pseudo-
orbita positiva, a qual nao pode ser sombreada positivamente em média pela orbita real

de qualquer ponto x € C*, pois

n

’i_Tl > i—TZ = ) —
on+1 Z | x| > o+ 1 Z |(z ) on 1+ 1 E i (2)1]

n n—1
1 )
> 51— _ -
> gy 20 1= el = gy = o
) -1
27(12<Z+ 1)) — |(z)1] = 00 quando n — 0.
Portanto, T" nao tem a propriedade de sombreamento médio. 0]

O resultado a seguir relaciona sombreamento e sombreamento médio.
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Teorema 3.35. Seja T um operador linear, limitado e inversivel, definido em um espaco
de Banach X. Se T possui a propriedade de sombreamento médio e € uniformemente

expansivo, entao T tem a propriedade de sombreamento.

Demonstragao. Dado € > 0, seja 6 > 0 a constante da definicao de sombreamento
médio correspondente a € e seja (2, )nez uma d-pseudo-érbita de T'. Entao (x,,)nez também

é uma J-média-pseudo-orbita de T e, assim, existe y € X tal que

R ,
timsup 57— > ITy — il < e

=N

A seguir, sera provado que y também e-sombreia essa pseudo-6rbita. De fato, suponha
que exista ig € Z tal que | Ty — x;,]| > €. Como T é uniformemente expansivo, existe
um numero natural ng, tal que, para todo n > ngy ocorre
IT"(T™y — wio) || > C™(| Ty — @4, || = C"e (3.3)
ou
7Ty — @i,)|| > C"[ Ty — || = C", (3.4)
em que C' > 1 é uma constante positiva a ser determinada posteriormente.
Suponha que ocorra (3.3). Entao, para todo n € N,
HTn—HOy - xn-&-l‘o” > ”Tn_HOy - TnxioH - HTnxio - xn-ﬁ-io” > C" — HTnxio - xn-l—ioH
> C" — [IT"xs — T aigpa | + [T @ign — T @i
+ o [T npio—1 — Znao ]
> C"— (| + [|T)" 7%+ - + 1)6.
Escolha C suficientemente grande a fim de que C™e — (||T||"~ + | T2+ -+ - +1)§ > 2e,
para todo n > 1. Logo,

||T”+i0y — Tpiioll = 26, Yn > ny.

Para cada n € N, com n > ng + 7o, tem-se:

n

1 " . 1 ) %
TZ 4y > TZ — T > —_ — 9 1
2n+1,ZH Y x”_2n+1 Z 1"y £L“H_2n+1(n ng —ip + 1)

i=—n 1=ng-+1o

e, por conseguinte,

IR
1 DT =zl >,

=N

lim su

o que é absurdo. No caso em que ocorre (3.4), procede-se da mesma forma, também

chegando a um absurdo. 0
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Observacao 3.36. Se um operador linear T' é uniformemente expansivo e tem a propriedade

de sombreamento, entao 7" também ¢ hiperbdlico, conforme foi provado em ([7], Teorema
1).

Definicao 3.37. Seja X um espaco de Banach e 7' : X — X um operador linear

limitado e inversivel. Dizemos que T' é expansivo em média se

Z |T%x|| = oo, Va # 0.

1=—n

Ssu
heht 2n +1

Observagao 3.38. Note que se um operador 1" é expansivo em média, entao existe uma

constante ¢ > 1 tal que, para cada 0 # x € X, existe um inteiro n > 0 para o qual

5 > 1Tl > ela]. (35)

i=—n
Como consequéncia, todo operador expansivo em média é expansivo, pois se ocorre ,
entdao, em particular, para cada = € X, com ||z|| = 1, existe um indice ¢ de modo que
|T"z| > c.
A seguir, é dada uma caracterizacao para os deslocamentos ponderados bilaterais a

esquerda que sao expansivos em média.

Proposicao 3.39. Seja X = (,(Z) (1 < p < 0) ou X = ¢(Z), w = (Wy)nez uma
sequéncia limitada de escalares, com inf,cz |w,| > 0 e B, : X — X o deslocamento
ponderado bilateral para a esquerda. Nestas condicoes, B,, € expansivo em média Se, e

somente se,

GN2+1Z” (ex)|| = oo, Vk € Z, (3.6)

1=—Nn

em que ey € o vetor que tem a coordenada k igual a um e as demais sao nulas.

Demonstragao. Se B, é expansivo em média, entao (3.6) é consequéncia direta da
definicao de expansividade média. Reciprocamente, se a relagao (3.6 vale, entao seja

r = (x;);ez qualquer vetor nao nulo em X e escolha k € Z tal que z, # 0. Logo,

7 1 7
sup 5 ;__:n”B ) > sup 5 +1Z§__:n”B (oxen)
Bl
=l sup - H@}_)ﬂu (e0)

Portanto, B,, é expansivo em média. O
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Com o auxilio da proposigao anterior, é possivel obter exemplos de operadores que

nao sao expansivos em meédia.

Exemplo 3.40. Seja X = l5(Z), w = (wy)nez & sequéncia de pesos definida por w,, = 2

sen>0ew, = % sen <0e B, : X — X o deslocamento bilateral ponderado para

a esquerda. Entao B, nao é expansivo em média. De fato, vamos provar a afirmacao

mostrando que, para todo, n € N, a média

1 & o
M1 Z 1By (en)

=N

¢ limitada. Observe que, para cada n natural,

1 = , 1 “ 1 n+1
B = 1 < < 1.
2n—|—1;“ W (el 2n+1< +izlw1---wi>_2n+1_

Além disso,

1 < A 1
o1 Z | B.,(e1)]| = o+ 1 (w1 + wowy + wW_1wewy + + -+ W_pyn - ... - W_1WeW1)
i=1

2 2n—4

1
< 2+ 22424 - 4
2n+1

> — 0 quando n — +oo.
Portanto, B,, nao ¢é expansivo em média.

A seguir, apresentamos um exemplo de um operador expansivo, mas nao expansivo

em média.

Exemplo 3.41. Seja X = l5(Z) e w = (wy,)nez a sequéncia de pesos definida por w,, = 1

sen>0e

( )—(211222111122222 )

w_lﬂw_Q’ - 72727 J 9 72727272’ ) ? Y 9 7 9
ou seja, os blocos de pesos iguais a % tém comprimento 2,22 23 ... enquanto que os
blocos de pesos iguais a 2 tém comprimentos 2°,2 + 1,22+ 1,---. Se B, : X — X

é o deslocamento ponderado bilateral para a esquerda, entao B, é expansivo, mas nao

expansivo em média. De fato, para ver que B, é expansivo, para cada k € N, definamos

(ng)ken por

nm=1eng=np1+2"+1 se k>2.

Prova-se por inducao que

Wy e W_g = 2F para todo k€N,
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0 que nos permite concluir que

sup(wy, « ... w_q1) = 400
neN
e, assim por [[0], Proposi¢ao 15-a], B,, é positivamente expansivo. Como inf,cyw, > 0,

temos B,, inversivel e, portanto, B,, também é expansivo. Antes de provar que B, nao é

expansivo em média, observemos que:

i) Para cada natural k£ > 2, vale:

np =2+ +2°+22 4k (3.7)
e
= 11 1
> B =2+ @ 42T 424 D+ G et )
1=ngi+1
1 1 k—1
+(W+"'+§)+(1+2+"'+2 )

<M D+ 114+ (28 —1) <ngpyr. (3.8)
ii) Como 2F~1 4 2F 4 2k < 9F2 nhara todo k natural, prova-se por indugao sobre k que
Z 1B (e) || < nkga (3.9)

=1

Agora estamos em condig¢oes de provar que B, nao é expansivo em média. Para isto, é

suficiente mostrar que a média

¢ limitada, para todo n € N. Como

2n—|—1ZH )l =3,

basta mostrar que

& 1
<1+Z—> <1, paratodo n €N,
izlwl-..mwi

1
i=1

¢ limitada. Suponha, por absurdo, que

lim sup
n—-+40o

ZH (er)]| = +o00.
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Logo, para qualquer constante ¢ > 1, existe um ntimero natural ng tal que

1
2n +1

Z |BL(e1)|| > 1, paratodo n > ng. (3.10)
i=1

No entanto, afirmamos que

1

ng
—Z |B.(e1)]| <1, paratodo k€ N.
27”Lk +1 i1

Provemos a afirmacao por inducao sobre k. Para k = 1, a afirmacao é claramente verda-

deira. Suponhamos

Nk

1 .
E |B,(e1)]| <1, paraalgum k & N.
i=1

an—i—l

Logo, segue de (3.8)) e (3.9) que

Ng41 ng Ng41
DB =D IBulel + D IBule)l <2m +1,
i=1 i=1 i=n+1
ou seja,
1

ng
T E |BL(e1)]| <1, paratodo k€N,
an + 1 i1

o que ¢é absurdo, pois contraria (3.10]). Portanto, B,, ndo é expansivo em média.

Proposicao 3.42. Seja X um espago de Banach e T : X — X um operador linear
limitado e inversivel. Se T € expansivo em média e possui a propriedade de sombreamento

médio, entao T € uniformemente expansivo e, em particular, hiperbolico.

Demonstragao. Tendo em vista os resultados provados nesta secao, basta mostrar
que T é uniformemente expansivo. Dado € > 0, seja 6 > 0 a constante da definicao de
sombreamento médio associada a €. Suponha que T nao seja uniformemente expansivo.
Logo, a interseccao o,(T) N'S! é nao vazia. Tome A nesta intersecgao e seja xo € X, com
||xo|| = 1, tal que

)
HT.%’O — )\330” < E

Construa uma sequéncia (y,)nez fazendo y; = eXizy. Esta sequéncia é uma J-média-
€ 0

pseudo-6rbita. Pelo sombreamento médio, existe z € X tal que

1 - ,
li T z — il < €.
msup oo Z T2 — yil| < €

=N
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Assim, existe um nimero natural ng de modo que

1 - :
2n+1 Z T2z — y;|| < e, paratodo n > ny,
n ;

1=—Nn

0 que, por sua vez, acarreta:

1 - , 1 - . 1 n
Tiz| < Tiz -y, 1 < 2,
1 2 TS gy ST =il 5y 3 il < 2

=N 1=—nN =N

para todo n > ngy. Consequentemente,

1 i .
T z|| < o0,
sup =7 D 1Tl < oo

=N

e, portanto, 17" nao é expansivo em média, o que é absurdo. O

Pergunta 3.43. Sera que expansividade uniforme implica expansividade em média? Caso
a resposta seja negativa, é possivel obter um operador expansivo em média que nao seja

uniformemente expansivo?

Proposicao 3.44. Seja T : X — X um operador linear limitado e inversivel, definido
em um espaco de Banach separdvel X. Se T’ possui a propriedade de sombreamento médio

e € hiperciclico, entao T' nao pode ser expansivo em média.

Demonstragao. Seja 6 > 0 a constante que aparece na definicao de sombreamento
médio correspondente a ¢ = 1. Como T ¢ hiperciclico, tem-se o(T) = 0,(T) e o,(T)NS! #
0. Tome A em o,(T) NS'. Logo, existe zo € X tal que

J
lzoll =1, e |[Axo—Txo| < 7

A sequéncia (y,)nez dada por y, = 2\"xg é uma §-média-pseudo-6rbita. O sombreamento

médio implica a existéncia de y € X tal que

. I & o
timsup o= D 1T = wall <1

=N

e, assim, existe um nimero natural ng tal que

1
2n—|—1i

Z 1Ty < 3,¥n > ny.

Portanto, T' nao pode ser expansivo em média. O
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Observacao 3.45. A demonstracao da Proposi¢ao pode ser obtida de outro modo. De
fato, se um operador T' é expansivo em média e possui sombreamento médio, entao segue
da Proposigao [3.42| que T" ¢é hiperbdlico e, portanto, nao é hiperciclico.

Observagao 3.46. Em ([6], Exemplo 18) é fornecida uma classe de deslocamentos bilaterais
inversiveis ponderados a esquerda que sdo expansivos e hiperciclicos (e, portanto, nao

hiperbdlicos).



Consideracoes finais

Como vimos no Capitulo 2, a nocao de transitividade por cadeia é mais geral que a de
hiperciclicidade, pois esta s6 faz sentido para operadores definidos em espagos separaveis,
enquanto que a primeira também pode ser considerada em espagos nao separaveis, sendo o
deslocamento para a esquerda definido em /., (N) um exemplo de um tal operador. Além
disso, o Teorema generaliza um resultado devido a Kitai [22], o qual afirma que toda
componente conexa do espectro de um operador hiperciclico intersecta o circulo unitario
St e, portanto, nao pode ser hiperbélico. Como consequéncia, todo operador compacto,
definido em um espaco de Banach de dimensao infinita, nao pode ser transitivo por cadeia.
Por outro lado, para operadores em espacos de dimensao finita, deve-se ter seu espectro
contido em S'. Naturalmente, pode-se indagar se a reciproca desta ultima afirmacao é
valida, o que foi respondido parcialmente na Proposicao Foi visto ainda um critério
de transitividade por cadeia para uma classe de deslocamentos ponderados unilaterais a
esquerda. H&, entanto, varias questoes para responder no que diz respeito a transitividade

por cadeia, por exemplo:

e Se T' é um operador transitivo por cadeia, entao T x T é transitivo por cadeia? No

caso particular em que 7' é uma rotagao, a resposta é afirmativa (veja Proposigao

2.27).

e Se T x T ¢é transitivo por cadeia, entdao T x --- x T é transitivo por cadeia? E
sabido que se T' x T' topologicamente transitivo implica 7' x - - - X T" topologicamente

transitivo (veja [20], Teorema 1.51).

e FE possivel caracterizar os deslocamentos ponderados a esquerda que possuem tran-

sitividade por cadeia?
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e Vale a reciproca do Corolario para operadores definidos em C" Esta questao

foi respondida parcialmente pela Proposicao [2.22

e Serd que existe que um critério (andlogo ao da hiperciclicidade) que garanta que um

operador ¢ transitivo por cadeia?

e Serd que existe alguma caracterizacao espectral de um operador T transitivo por
cadeia (mas nao topologicamente transitivo) que tenha alguma implicagao sobre o

espectro pontual do operador adjunto 77

Ainda no Capitulo 2, foi considerada a nocgao de transitividade por cadeia em média
e, tal como foi definido, segue todo operador transitivo por cadeia também é transitivo
por cadeia em média. E mais, provamos (Coroldrio que um operador hiperbdlico
também pode possuir transitividade por cadeia em média e foi apresentado ainda um
exemplo de um operador que tem essa propriedade, embora nao seja transitivo por cadeia

e nem hiperbdlico. Duas perguntas importantes a serem consideradas nesse caso sao:

e Existe algum operador que nao seja transitivo por cadeia em média?

e Quao grande ¢é a classe dos operadores transitivos por cadeia em média?
No que se refere as transformacgoes esféricas, ha algumas questoes interessantes:

e A Proposicao [2.58 permanece vélida para aplicagoes esféricas em S™7

e Existe alguma caracterizagao para aplicagoes esféricas induzidas por operadores li-

neares definidos em espacos de Banach de dimensao infinita?

Por fim, no Capitulo 3 discorremos sobre a nogoes de sombreamento, sombreamento
limite e sombreamento médio. Sabe-se que um operador inversivel que seja expansivo e
tenha sombreamento também tem sombreamento limite, pois é hiperbélico (veja [7], Teo-
rema 1) e todo operador hiperbdlico tem sombreamento limite [6]. Vimos ainda que se um
deslocamento inversivel ponderado para a esquerda tem a propriedade de sombreamento,
entao é transitivo por cadeia em média (Proposicao . Foi provado ainda que em
hiperbolicidade implica sombreamento médio e que em dimensao finita essas proprieda-
des, bem como a propriedade de sombreamento, coincidem. Do mesmo modo, provamos
que se um operador é uniformemente expansivo e possui sombreamento médio, entao ele
possui sombreamento. Assim, os resultados obtidos conduzem a alguns questionamentos,

por exemplo:
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Quais sao as relagoes entre sombreamento, sombreamento limite e sombreamento
médio? Existe algum operador que possui sombreamento, mas nao sombreamento

limite ou médio? E vice-versa?

Quando um operador 7' é normal, entao sombreamento médio equivale & hiperboli-

cidade?

Um operador que tenha sombreamento médio e seja expansivo também é hiperbo-

lico?

Sombreamento implica transitividade por cadeia em média? A resposta para esta
pergunta é afirmativa no caso de deslocamentos ponderados a esquerda, como con-
sequéncia dos resultados obtidos em [6] que caracterizam quais desses deslocamentos

possuem sombreamento.
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