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RESUMO

O professor Newton C. A. da Costa, notavel logico brasileiro, e colaboradores in-
troduziram a nocao de quase-verdade no contexto das ciéncias empiricas, onde ha
incompletude do conhecimento. Tal abordagem é considerada uma generalizacao para
contextos parciais da proposta de formalizagao da verdade introduzida por Alfred Tarski.
Inspirado nessa nogao de quase-verdade, Silvestrini (2011) introduziu uma defini¢ao de
quase-verdade através da satisfacao pragmaética e, no mesmo trabalho apresentou, num
sistema axioméatico, uma légica paraconsistente e trivalente, subjacente a essa nocao, a
qual denominou por Loégica da Verdade Pragmatica (LPT- Logic of Pragmatic Truth).
Posteriormente, Feitosa e Silvestrini (2016) apresentaram algumas altera¢oes no conjunto
de axiomas de LPT e deram uma demonstracao de adequacao segundo a semantica
matricial da légica da verdade pragmética. Hoje, sistemas dedutivos alternativos ao
axiomatico tém sido de grande interesse para a area da teoria da prova e computabilidade,
pois esses, em sua maioria, sao métodos mais intuitivos. Alguns sao caracterizados como
algoritmicos, o que possibilita uma facil implementacao do método em computadores.
Dentre esses sistemas de provas, destacamos o método dedutivo dos tableaux analiticos,
que foi introduzido de uma forma bastante elegante por Smullyan (1968). Neste trabalho,
introduzimos um sistema de tableaux analiticos para a Logica da Verdade Pragmaética e
verificamos que todos os resultados dedutivos do sistema axiomatico da LPT coincidem

com os resultados de consequéncia analitica do sistema de tableaux que aqui introduzimos.

Palavras-chave: Quase-verdade; Verdade Pragmaética; Logica Paraconsistente; Logica

Trivalente; Tableaux Analiticos.



ABSTRACT

Professor Newton C. A. da Costa, notable Brazilian logician, and collaborators introduced
the notion of quasi-truth in the context of the empirical sciences, where there is incomple-
teness of knowledge. Such an approach is considered a generalization of Tarski’s proposal
for partial contexts. Inspired by this notion of quasi-truth, Silvestrini (2011) introduced a
definition of quasi-truth through pragmatic satisfaction and, in the same work, presented,
in an axiomatic system, a paraconsistent and trivalent logic, underlying this notion,
which he called ‘Logic of Pragmatic Truth (LPT)’. Later, Feitosa and Silvestrini (2016)
presented some changes in the set of axioms of LPT and gave a proof of adequacy
according to the trivalent matrix semantics of LPT. Nowadays, alternative axiomatic
deductive systems have been of great interest to proof theory and computability, because
these are in general intuitive methods. Some of them are characterized as algorithmic,
which allows an easy implementation in computers. Among these systems of proof, we
highlight the deductive method of analytic tableaux, which was introduced in an elegant
way by Smullyan (1968). In this work, we introduce an analytic tableau system for the
Logic of Pragmatic Truth and we verify that the results we can develop in the axio-

matic system of the LPT coincide with the deductions in this analytic system of tableaux.

Key-words: Quasi-truth, Pragmatic Truth, Paraconsistent Logic, Trivalent Logic,

Analytical Tableaux.
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Introducao

A reflexao sobre o conceito de verdade sempre foi de grande interesse entre os
filosofos. Contudo, h4 uma grande dificuldade em definir o que é verdade, ou estabelecer
algum critério correto para determinar se uma sentenca é verdadeira ou falsa.

Segundo Lynch (2001), o problema da verdade estd também associado & am-
biguidade do termo, pois mesmo considerando a verdade apenas como propriedade de
algo, ainda assim poderiamos utilizar a palavra para caracterizar varios elementos dis-
tintos, como: sentenca verdadeira, amizade verdadeira, obra de arte verdadeira, dentre
outras possibilidades. Portanto, mesmo com muitos estudos e teorias sobre a verdade,
dificilmente haverd uma definicao geral que contemple o anseio de todos.

Mesmo a verdade sendo um conceito de dificil caracterizagao e explicitacao, é
de extrema importancia desenvolver concepcoes sobre ela, uma vez que o conceito de
verdade nao esta associado apenas a crencas pessoais, mas, de certo modo, esta inserido
na verifica¢do de teorias cientificas ou formais, como aponta Kirkham (1992, p. 49), “as
vezes, o conceito de justificagao pressupoe o conceito de verdade”.

Além disso, como apontam Bueno e de Souza (1996, p. 187), o conceito de verdade
é utilizado para sustentar as crencas que informam nossas agoes, para a validagao do
raciocinio ou para introduzir um objetivo da ciéncia. Com isso, cada diferente abordagem
da verdade gerara resultados diversos, pois estes dependem de interpretagoes especificas
que adotamos para o termo.

Diante disso, muitos estudiosos, ao desenvolverem teorias sobre a verdade, delimi-
tam alguns pontos essenciais para a elaboracao das suas concepgoes. Como, por exemplo,
quem sao os individuos que receberao a propriedade de ser verdadeiro, qual o critério para
determinar se algo é verdadeiro ou nao, ou apresentam caminhos para alguma resposta
do problema inicial que motivou desenvolvimentos sobre a verdade.

As teorias da verdade sao discutidas em ambiente filosofico, e buscam caracterizar
0 que sao crencas ou sentencas verdadeiras. As principais delas sao a teoria da verdade
como correspondéncia, a concepcao de verdade como correlacao e a abordagem pragmatica
da verdade.

Entretanto, existem concepcoes que diferem de tais abordagens, como a de Tarski,



que propoe uma definicao de verdade para as ciéncias formais, e também a quase-verdade
de Newton da Costa e colaboradores, introduzida no contexto das ciéncias empiricas, mas
com uma formalizagao matematica para ambientes parciais.

A partir da teoria da quase-verdade de da Costa e colaboradores, outros autores
desenvolveram teorias inspiradas nesta concep¢ao, como Bueno e de Souza (1996), que
introduziram o conceito de quase-verdade via nocao de quase-satisfacao. Além destes au-
tores, em 2011, Silvestrini apresentou uma nova abordagem para a quase-verdade, através
do conceito de satisfagao pragmatica.

Esta abordagem recebe um olhar especial neste trabalho, uma vez que destacamos
a logica paraconsistente subjacente a esta empreitada.

Nesta Dissertacao, mergulhamos no contexto da quase-verdade, com vistas a
uma compreensao profunda do tema, resgate dos textos historicos e elaboracao da nossa
apresentacao do assunto.

Como resultado original, apresentamos a logica da verdade pragmaética (Logic
of Pragmatic Truth - LPT), introduzida por Silvestrini (2011), num sistema dedutivo
alternativo ao axiomatico, em que a LPT foi originalmente apresentada.

Assim, apresentamos a LPT num sistema dedutivo de tableaux analiticos, que
mostra ser dedutivamente equivalente ao sistema axiomatico original.

No Capitulo 1, discorremos de forma breve sobre as principais teorias da verdade:
a teoria correspondencial da verdade, a concepgao coerencial da verdade e a teoria prag-
matica da verdade. Apontamos os precursores destas teorias, suas respectivas motivacoes
ao abordarem a verdade e explicitamos os principais pontos destas trés abordagens.

Ainda neste capitulo inicial, apresentamos a concep¢ao seméantica da verdade
proposta por Alfred Tarski (1944). Ao desenvolver esta teoria, Tarski tem como objetivo
introduzir uma definicao de verdade para as ciéncias formais, e para formalizar sua defi-
nicao, apresenta a verdade sempre numa interacao entre uma linguagem formal, em que
sentencas sao os portadores de verdade da sua concepcao, e uma determinada estrutura
matematica, na qual a verdade surge do conceito de satisfagdo da sentenca na estrutura
correspondente.

No Capitulo 2, expomos a teoria da verdade de Newton da Costa e colaboradores,
os quais introduziram e formalizaram a noc¢ao de quase-verdade. Esta teoria é uma gene-
ralizacdo da concepcao de Tarski para ambientes parciais. Além disso, abordamos duas
nocoes de quase-verdade motivadas pelos trabalhos de da Costa: a definicao formalizada
através do conceito de quase-satisfagdo, introduzida por Bueno e de Souza (1996), e a
formalizacdo da quase-verdade via satisfagdo pragmatica, proposta por Silvestrini (2011).

No Capitulo 3, apresentamos a logica da verdade pragmatica (LPT), que é uma

logica paraconsistente e trivalente, introduzida por Silvestrini (2011). Neste trabalho



abordamos a LPT de acordo com Feitosa e Silvestrini (2016), que tem algumas modifica-
¢oes no conjunto original de axiomas e as demonstracoes de correcao e completude para
LPT sao obtidas diretamente na semantica trivalente de LPT, sem o uso das bivaloracoes.
Assim, especificamos a linguagem desta logica, detalhamos as interpretacoes dos operado-
res basicos e derivados segundo a semantica de matrizes trivalentes da LPT, apresentamos
seu sistema de axiomas e a Unica regra de inferéncia da LPT, a Modus Ponens.

Apoés considerarmos as principais teorias da verdade, algumas abordagens da
quase-verdade e explicitarmos a logica da verdade pragmaética, no Capitulo 4, apresen-
tamos um sistema dedutivo em tableaux analiticos para a logica classica. Inicialmente,
abordamos a origem do método, considerando os desenvolvimentos dos principais autores
que contribuiram para a historia dos tableaux e apontamos algumas das suas principais
caracteristicas. Entao, apresentamos formalmente um sistema de tableaux para a légica
proposicional classica e, a seguir, esbocamos o0 método de tableaux analiticos para a logica
quantificacional classica.

No Capitulo 5, introduzimos o nosso sistema de tableaux analiticos para a logica
da verdade pragmaética (LPT), o qual denotamos por TPT. Assim, apresentamos as re-
gras de expansao dos tableaux para a LPT, que sao distintas das regras do caso classico,
pois podem gerar até trés ramos distintos. Além disso, definimos as clausulas de fecha-
mento dos ramos de TPT. Na ultima secao do Capitulo 5, demonstramos que todas as
dedugoes axiomaéticas possiveis em LPT tém uma correspondente via tableaux em TPT.
Para a complementacao e certificagao de nosso sistema dedutivo, mostramos também que
toda deducao em TPT tem uma contraparte em LPT. Portanto, os dois sistemas sao

dedutivamente equivalentes.



Capitulo 1

Teorias da verdade

Neste capitulo abordamos algumas das principais teorias da verdade. Inicial-
mente, trataremos da verdade como correspondéncia e, nessa perspectiva, a verdade se
d4 na correspondéncia entre proposicoes e a realidade. Também, esbogamos sobre a te-
oria coerencial da verdade, a qual interpreta a verdade como associacoes de coeréncias
presentes numa colecao de crencas. Além destas, trataremos da concepcao pragmatista
da verdade, teoria esta que associa a verdade aos efeitos praticos no mundo e tém algu-
mas semelhancas com a teoria coerencial e alguns aspectos da teoria correspondencial da

verdade. Na ultima se¢do, apresentamos a abordagem da verdade segundo Tarski (1944).

1.1 A concepcao correspondencial da verdade

Na abordagem da verdade como correspondéncia, uma proposicao ¢ verdadeira
se corresponde a um fato no mundo.

Esta teoria esta relacionada com a concepcao do realismo, em que, de acordo com
Miller (2014), considera-se que os objetos existem com certas propriedades que estao dis-
sociadas da crenca do individuo. Assim, nesta perspectiva, a verdade é uma propriedade
extrinseca das crencas e nao depende do que acreditamos, pois estd associada apenas com
a realidade.

Segundo Hifume (2003), ha trés questoes que precisam ser respondidas quando
nos referimos a teoria da verdade como correspondéncia. Primeiro, precisamos saber a
qual individuo estamos atribuindo a caracteristica de ser verdadeiro, que é o portador-de-
verdade. Uma segunda questao é: a que tipo de relagao de verdade essa correspondéncia se
refere, e um tdltimo aspecto, qual é a realidade a que o portador-de-verdade esté associado
(verofator).

Logo, a propriedade de ser verdadeiro sera atribuida as proposicoes. No que se

refere a segunda questao, ha dois tipos de relagoes de verdade: a correspondéncia como
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congruéncia e a correspondéncia como correlagao. Além disso, os portadores-de-verdade
podem corresponder a dois individuos do mundo, a saber, os objetos ou os fatos.

A teoria da correspondéncia como congruéncia teve como precursor Russell
(1956). Tal abordagem foi desenvolvida no periodo do atomismo logico, em que, segundo
Klement (2013), “todas as verdades sdo, em tltima instancia, dependentes de partes de
fatos atdmicos”, que sao elementos simples e expressam uma qualidade ou caracteristica.

Diante disso, para Russell, a verdade de uma proposicao atomica dependeria
de um fato atomico correspondente e as demais proposicoes seriam alguma juncao de
proposicoes atomicas via os conectivos logicos, o que produziria as proposi¢oes compostas
ou moleculares. Por exemplo, a proposicao molecular p A ¢ é verdadeira se, e somente se,
a proposicao atomica p é verdadeira e a proposi¢ao atomica g é verdadeira.

A teoria da correspondéncia por correlagao foi defendida por Austin (1950). Neste
contexto, uma proposicao estd correlacionada com um fato possivel. No caso do fato
ocorrer, segue que a proposicao é verdadeira. Como aponta Hifume (2003, p. 39), para
Austin a verdade é uma relacao entre quatros elementos: um enunciado, a sentenca, um
fato possivel e uma espécie de estado de coisas. Com isso, diferente do que ocorre na
relacdo de verdade como congruéncia, a correspondéncia por correlacao é definida por
meio das convencoes linguisticas, as quais apontam se o estado de coisas que esta sendo
tratado é adequado para tornar o enunciado verdadeiro.

De acordo com Haack (2002, p. 135), a correspondéncia é definida através de dois
tipos de correlagoes: (I) as convengdes descritivas, que correlaciona palavras com tipos
de situagdes, e as (II) convengoes demonstrativas, em que as palavras sdo correlacionadas
com situacoes especificas.

Considere-se o seguinte exemplo, seja P o seguinte enunciado: “Estou escrevendo
a Dissertacao”, proferido por um individuo S no instante t. Vemos aqui que as convencoes
descritivas correlacionam as palavras do enunciado com as situacoes em que o individuo
esta escrevendo a Dissertacao.

As convencoes demonstrativas correlacionam as palavras com uma situacao es-
pecifica de S em t. Deste modo, o enunciado seré verdadeiro se a situagao em particular

correlacionada com as palavras por meio de (II) é do tipo correlacionado com as palavras
por (I).

1.2 A concepcao coerencial da verdade

Na teoria coerencial, uma proposicao é verdadeira se é coerente, ou consistente,
com as demais proposicoes de um conjunto especifico de proposicoes, ou crencas; e é falsa

€aso 1SS0 Nao ocorra.
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Segundo Bradley (1914), a concep¢do coerencial da verdade é um apoio mutuo
entre as proposicoes. Além disso, a origem de tal concepgao pode ser atribuida a Locke
(1709) apud Hifume (2003, p. 41): “Parece-me, pois, que a verdade, na importancia da
propria palavra, nada mais significa que a unido ou separacao de sinais, e de que modo
as coisas significadas por elas concordam ou discordam entre si”.

Segundo Lynch (2001), quando nos referimos que algo deve ser coerente com um
conjunto de crencas, nao se trata de um conjunto arbitrario, mas sim de um conjunto
especifico. E importante ressaltar este ponto da teoria, pois uma das criticas feitas sobre
esta concepgao é que uma crenca pode ser coerente a qualquer conjunto de crencas, mas
isso poderia gerar uma contradicao, pois, na maioria das vezes, as crencas das pessoas sao
inconsistentes.

Segundo Young (2013), a concep¢ao mais aceitavel da verdade como coeréncia
consiste em considerar a relagao de coeréncia como um tipo de implicagao logica. Com
isso, uma proposicao é coerente a um conjunto de proposigoes, se, e somente se, a mesma,
proposicao é implicada por elementos do conjunto. Além disso, a teoria coerencial da
verdade é considerada por muitos autores como um teste da verdade, segundo Blanshard
(1939), uma teoria coerente de justificacdo conduz a uma versao coerente da teoria da
verdade.

Diferentemente do que ocorre na teoria correspondencial, nesta abordagem, a
verdade é determinada considerando-se apenas os portadores-de-verdade, isto é, aqueles
entes que recebem a propriedade de ser verdadeiro, e nao esta relacionada com o mesmo
conceito de realidade abordada na versao correspondencial. Pois a teoria da verdade como
coeréncia estd vinculada ao idealismo, concepcao filosofica que, segundo Young (2013),
considera a realidade como um conjunto de crencas e, desse modo, a verdade de uma

crenca se d4 na coeréncia dela frente as demais crencas.

1.3 A concepcao pragmatica da verdade

A teoria pragmaética da verdade esta relacionada tanto com a teoria coerencial
como com a correspondencial, pois nesta versao, a verdade é correspondente aos efeitos
praticos no mundo, porém, também propoe preservar a coeréncia entre as ideias.

Os principais pragmatistas que contribuiram para o desenvolvimento desta con-
cepcao foram William James e Charles Sanders Peirce.

Para Peirce, a verdade é o fim de toda investigacdo. Segundo Haack (2002), tal
ideia esta associada a sua teoria de investigagao, a qual considera a cren¢a como uma
disposicao para a acao, e que o surgimento de davidas causaria uma interrupgao nesta

disposicao, o que atrapalharia a investigacao. Diante disso, Peirce propoe substituir toda
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davida surgida na investigagao por uma crenca ja considerada verdadeira. Além disso,
para ele a investigagao seria o processo de definir crencas consistentes e tal processo se
daria através de trés tipos de raciocinio: deducao, inducao e abducao.

A inducgao explica o processo experimental, o qual considera a probabilidade
de concordancia da teoria com os fatos. Neste tipo de raciocinio, parte-se de um caso
particular para a generalizacao. Por exemplo: “A vacina foi eficiente para 90% dos seres
humanos que participaram do teste. Logo, a vacina seré eficiente para todos os seres
humanos”.

Ja no raciocinio dedutivo, as informacoes contidas na conclusao, de certo modo,
estao presentes nas premissas. Segundo os comentadores da deducao, neste caso, parte-se
do geral para o particular. A Matemética segue esse tipo de raciocinio. Por exemplo: se
“Todos os homens sao mortais” e “Joao é homem”, segue-se que “Joao é mortal”.

Contudo, para Peirce, nenhum desses dois raciocinios poderia dar origem a uma
ideia. Para ele, o raciocinio gerador das ideias da ciéncia é a abducao.

Na abducao, analisamos minuciosamente os fatos e a partir desta andlise, podemos
desenvolver uma explicacao nao dada por dedugao, nem tampouco por inducao, mas que
coloca o conhecimento num outro patamar. Um exemplo de argumento abdutivo ¢ o
seguinte: “Todas as bolas desta caixa sao pretas”. “Estas bolas sao pretas”. Logo, “estas
bolas sao desta caixa’.

Outro importante pragmatista que desenvolveu elementos da teoria sobre a ver-
dade foi James (1907). Ele considerava a verdade como um acordo de certas propriedades
das nossas ideias e a realidade.

Entretanto, apesar de ter alguns aspectos da teoria da verdade como correspon-
déncia, James aponta a dificuldade de sempre estabelecer uma correspondéncia entre as
ideias e a realidade. Por exemplo, se fecharmos os olhos e imaginarmos um rel6gio, ob-
teremos uma imagem do relogio real. Mas se considerarmos a elasticidade da mola do
rel6gio, nao ha um correspondente na realidade. Com isso, é dificil de ver exatamente até
que ponto suas ideias podem corresponder com algo no mundo.

James também acreditava que as crencas verdadeiras sao aquelas que sao con-
firmadas ou verificadas pela experiéncia. Para ele, ao acrescentarmos novas experiéncias
ao conjunto de ideias, elas nao invalidam as ja existentes, mas pelo contrario, confirmam
ainda mais a veracidade delas.

De uma forma geral, a proposta pragmatista tem interesse em saber como a
verdade é realizada, que diferenca faz a concepcao de verdade na vida real das pessoas.
Ideias verdadeiras sao aquelas que podemos assimilar, validar, corroborar e verificar. E
sao ideias falsas quando isso nao ocorre. Em suma, a concepcao pragmatica propoe que

a verdade gere consequéncias préticas.
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1.4 A concepcao de verdade segundo Tarski

Nesta se¢ao abordamos a concepgio semantica da verdade de Tarski (1944), que
apresenta uma definicao formal e matematizada de verdade.

Tarski é a favor do fisicalismo, o qual propde que a linguagem da fisica é uma
“linguagem universal”, e com isso, pode expressar toda a ciéncia empirica em seus termos.

Logo, toda e qualquer sentenca de carater cientifico pode ser traduzida numa
sentenca equivalente da linguagem fisica. Alguns autores apontam que Tarski segue um
fisicalismo moderado, pois ele utiliza tanto elementos fisicos como matematicos. Com
relacao a esta sua concepcao tedrica, ele utilizou apenas elementos matemaéaticos.

Ao desenvolver sua teoria, Tarski gostaria de uma definicao de verdade que fosse
aplicada nas ciéncias formais e, para isso, introduziu condicoes de adequacao antes de
apresentar sua definicao de verdade.

A primeira condicao proposta por Tarski é que a definicdo de verdade deve ser
materialmente adequada, isto é, nao tem como objetivo captar o significado de um termo,
mas é uma proposta para apreender o sentido real da palavra.

Isto porque sua definicao segue a concepcao classica de verdade, da forma com
que Aristoteles enunciou em seu livro Metafisica: “Dizer do que é que ele nao é, ou do que
nao é que ele é, é falso, enquanto dizer do que é que ele é, ou do que nao é que ele nao é,
é verdadeiro”.

Para Tarski, qualquer definicao plausivel de verdade deve gerar todas as instancias

do seguinte esquema (T):
“@) é verdadeira se, e somente se, p”

em que p pode ser qualquer sentenca da linguagem a qual a palavra verdadeira se refere,
e () é o nome desta sentenca.

Desta forma, se consideramos o esquema (T), observamos que ele estabelece a sua
extensao, ou seja, ele determina quais objetos se aplicam a uma expressao ou sentenca do
termo verdadeiro.

Um caso particular do esquema (T) seria:
“A neve é branca” é verdadeira se, e somente se, a neve é branca.

Neste exemplo, a primeira expressao ¢ o nome ao qual a segunda expressao se
refere.

Tarski (1944) salienta que esta condi¢do de adequac¢ao material ndo é uma de-
finicdo, mas pode apenas ser considerada como um critério para que uma definicao de

verdade seja aceitavel.
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A adequagao material tem como objetivo evitar ambiguidade do termo ‘verda-
deiro’ e eliminar algumas teorias da verdade, aquelas que tém proposigoes que nao sao nem
verdadeiras e nem falsas, uma vez que Tarski nao admite teorias de verdade nao-bivalentes
em sua concepeao.

Além de colocar a adequacao material como uma condi¢ao para a sua defini¢ao de
verdade, Tarski quer que a sua abordagem seja formalmente correta. Assim, ele propoe
que uma definicao de verdade seja sempre relativa a uma certa linguagem, e utiliza o
conceito semantico de satisfatibilidade.

Para a correcao formal, Tarski estabelece sobre qual linguagem a verdade seré
definida. Entao, ele apresenta as nocoes e regras que estarao envolvidas na definigao.

Como Tarski aborda a definicao de verdade com conceitos semanticos, dada a
vasta literatura sobre o paradoxos semanticos, para evita-los introduziu sua concepc¢ao
através da linguagem-objeto e da metalinguagem, que serao conceitos fundamentais para
a formalizacao de sua teoria.

A linguagem objeto é a linguagem da qual falamos sobre e, nesta abordagem, na
qual aplicamos a definicao de verdade das sentencas desta linguagem. J& a metalingua-
gem ¢ linguagem com a qual falamos, ou seja, a metalinguagem fornece uma interpretacao
ou representacao para os termos da linguagem-objeto. Esta abordagem inicial, posterior-
mente vai ser refinada para a teoria dos modelos, que associard sentencgas ou féormulas de
uma linguagem formal com modelos dados por estruturas matematicas.

Diante disso, sua concepcao de verdade sera relativa a uma linguagem-objeto e
representada numa metalinguagem. De acordo com Tarski (1944) a defini¢do em si e
todas suas equivaléncias devem ser “formuladas” na metalinguagem, ou seja, p em (T)
representa uma sentenca arbitraria da linguagem-objeto em questao. Ainda considerando
o esquema (T) de Tarski, o simbolo @) denota o nome da sentenca que p representa. Logo,
a metalinguagem deve ser rica o bastante para fornecer possibilidades de construir um
nome para cada sentenca da linguagem-objeto.

Segundo Hifume (2003, p. 63), tanto a linguagem-objeto, como a metalinguagem
devem ser formalmente especificaveis, pois faz-se necessario identificar a quais objetos da
linguagem a definicao de verdade da metalinguagem se refere.

Como ja foi dito no inicio desta secao, a proposta de Tarski aborda a verdade
para as linguagens formais e nao se aplica a linguagens coloquiais, pois ele considera dificil
conciliar tais linguagens com as leis logicas e nao gerar inconsisténcias.

Ao desenvolver esses conceitos, Tarski observou que a no¢ao seméantica de satisfa-
¢ao seria pertinente para formalizar a sua definicao de verdade, levando em consideracao
todas as suas condicgoes.

Assim, segundo Tarski (1944), a satisfacdo é uma rela¢do entre objetos arbitrarios
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e funcoes sentenciais, sendo que as fungoes sentencias sao compostas por sentencas abertas,
do tipo, “x é advogado”, “x é uma cidade maior que y”. Contudo, h4 um problema com esta
definicao, pois as sentencas abertas nao sao nem verdadeiras e nem falsas. Por exemplo,
considere-se a seguinte sentenca aberta: “x é um nimero par”. Nao podemos atribuir um
valor de verdade para esta sentenca, pois nao sabemos a que se refere a variavel x.

Entretanto, segundo Tarski, ¢ possivel definir uma funcao sentencial que nao
contém variaveis livres. Para isso, ele introduz a nocao de satisfacao, apresentada da
seguinte forma: objetos satisfazem certa funcdo sentencial, se a fungdo passa a ser uma
sentenca verdadeira quando substituimos as variaveis livres por nomes dos objetos dados.
Isto resolveria a questao das variaveis livres nas sentencas abertas, contudo, surge outro
problema. Uma vez que a proposta de Tarski é apresentar a verdade via a nocao de
satisfacao, ele nao poderia utilizar o proprio termo “sentenca verdadeira” na definicao de
satisfacao, pois isto geraria uma defini¢ao circular.

Diante disso, Tarski apresenta a definicao de satisfacao através do método recur-
sivo.

Na recursao, a definicao de um conceito mais complexo é construido a partir da
definicao de conceitos mais simples. Assim, primeiro indicamos quais objetos satisfazem
as funcoes sentenciais mais simples, e utilizando a definicdo para os casos mais simples,
definimos como os objetos satisfazem as funcoes sentenciais complexas.

Para formalizar este conceito, ele relaciona as sentencas abertas com sequéncias
infinitas, de modo que F'(x1,za, ..., x,) é satisfeita pela sequéncia (O1, O, ..., O,,...) se, e
somente se, ela é satisfeita pelos n primeiros termos da sequéncia.

Considere-se a seguinte sentenca, “x é branco”. Esta sentenca é satisfativel, ou
satisfeita, por uma sequéncia infinita, se, e somente se, o primeiro elemento da sequéncia
é branco.

Por meio desta defini¢ao, é possivel apresentar a nocao de satisfatibilidade para
os conectivos logicos. Assim, as sentencas abertas simples ndo sao verdadeiras ou falsas,
mas sim sao satisfeitas, ou nao, por n-uplas ordenadas de objetos. A partir dai, a negagao
de uma sentenca aberta simples S; é satisfeita pelas sequéncias que nao satisfazem Sj.
No caso da conjuncao, as sentencas abertas simples em que S7 A S5 sao satisfeitas pelas
sequéncias que satisfazem a S; e a Sy, simultaneamente.

A partir destas nocoes, a verdade via satisfatibilidade de Tarski é dada da seguinte
forma: “uma sentenca é verdadeira quando é satisfeita por todas as sequéncias e falsa no

caso de nao ser satisfeita por alguma sequéncia’.
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1.4.1 A formalizagao matematica da verdade

A partir de sua abordagem sobre a verdade e a satisfacao, Tarski apresentou uma
formalizacao matemaética para sua teoria, associando aos elementos puramente sintaticos
da linguagem, elementos de uma estrutura matematica, a qual, como veremos posterior-
mente, produzird a nocao de satisfacao de uma féormula.

Estes desenvolvimentos foram a base para o surgimento da teoria de modelos, que
possibilita uma interpretagao das formulas da légica de primeira ordem e outras légicas
formais. Assim, para interpretarmos uma férmula dada, é necessario darmos a ela algum
tipo de significado. Deste modo, apés termos uma interpretacao para a formula dada,
podemos concluir se essa formula, é verdadeira ou falsa.

Decorre desta abordagem de Tarski, que o valor de verdade de uma férmula seréa
obtido sempre com relacao a alguma estrutura matematica que a interpreta. Sendo assim,
a funcao das estruturas matematicas é especificar os valores semanticos e, a partir disso,
determinar se uma féormula é verdadeira ou falsa na estrutura analisada.

A seguir, apresentaremos a formalizacao de uma linguagem de primeira ordem,
de acordo com Feitosa e Paulovich (2005). Posteriormente, apresentamos uma estrutura,
de primeira ordem, na qual temos uma funcao interpretacdo que associa elementos nao

logicos de determinada linguagem £ com elementos de uma estrutura matematica A.

Definicao 1.1 O alfabeto de uma linguagem de primeira ordem L € composto pelos

sequintes simbolos:
(i) um conjunto enumerdvel de varidveis: {vy, v, ..., v, ...}
(ii) operadores lgicos: = e —

(1i1) quantificador universal: ¥

(iv) simbolos auziliares: ) e (

(v) relagao de igualdade: =.

Para os simbolos abaixo, temos I, J, K C N*, de modo que:

(vi) simbolos relacionais {R;}icr, com uma fungao Ty : I — N*, que para cada i € I, dd

a aridade To(i) de R; como um nimero natural maior que 0

(vii) simbolos funcionais {f;};ecs, com uma fungio Ty : J — N*, que para cada j € J, dd

a aridade T1(j) de f; como wm natural maior que 0
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(viii) constantes individuais {ay}rex -
Denotamos o conjunto de variaveis por Var(L).
Além disso, observamos que os itens de (i) a (v) sdo simbolos logicos, enquanto
de (vi) e (vii) sao simbolos nao logicos.
Definicao 1.2 Os termos de uma linguagem L sdo definidos da sequinte maneira:
(a) todas varidveis e constantes individuais sao termos;

(b) quando f; é um simbolo funcional de aridade Ty(j) =n e ty,...,t, sdo termos, tem-se

que fi(ty,...,t,) também € um termo;
(c) os termos gerados apenas pelas regras (a) e (b).
A seguir, indicaremos o conjunto de termos de £ por Ter(L).
Definicao 1.3 As formulas atomicas sao definidas da sequinte forma:
(a) sety ety sio termos, entdo t| =ty é uma formula atomica;

(b) se R; é um simbolo relacional com aridade To(j) = n e ty,...,t, sdo termos, entao

Ri(t1,...,t,) € uma férmula atomica;
(c) as formulas atomicas sao geradas apenas pelas regras (a) e (b).
Definicao 1.4 As férmulas de L sao definidas por:
(a) toda formula atémica é uma formula de L;
(b) quando o e ¢ sao formulas, temos que (—o) e (0 — ) sao formulas;
(c) se o € uma formula e x € uma varidvel, entdo (VYx o) é uma formula;
(d) as formulas de L sao geradas exclusivamente pelos itens (a), (b) e (c).

A seguir, denotaremos as formulas de £ por For(L).

Na metalinguagem sobre a linguagem £, indicamos as variaveis por z, y e z, 0S

termos por ¢ e u e as formulas pelas letras o, ¢, ¥ e p.

Além disso, os operadores A,V e <> sao obtidos através dos operadores logicos
do alfabeto £. E temos ainda que o quantificador existencial 3 é definido a partir do

quantificador universal V.
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Estes conceitos sao considerados essencialmente sintaticos. A eles vamos atri-
buir conceitos de uma estrutura matematica, que consideramos como os respectivos entes

semanticos.

Definicao 1.5 Seja L uma linguagem de primeira ordem . Uma estrutura de primeira
ordem A para L € definida por um par ordenado (A,1), em que A é um conjunto nao-
vazio, o universo ou dominio de L, e v € uma funcao de interpretacao definida sobre o

conjunto de simbolos nao logicos de L, de modo que :

(a) para cada k € K, se ¢, é um simbolo de constante, entio 1(cy) = cit € A;

(b) para cada i € I, se R; é um simbolo de relagio com aridade Ty(i) = n, entdo ((R;) =

Rf C A™ € uma relacao de aridade n sobre A.

(¢) para cada j € J, se f; € um simbolo de fungdo com aridade T1(j) = m, entdo
u(fj) = fJA : A™ — A é uma funcgao de aridade m definida sobre A.

Diante disso, temos que a funcao interpretacao ¢ leva elementos simplesmente
sintaticos ou formais em elementos de uma estrutura matematica.

Agora, introduzimos a defini¢ao de valoracao para a linguagem £ e em seguida
apresentamos a definicao de interpretacao de uma férmula nessa mesma linguagem, ou

seja, a definicao de satisfacao de uma férmula.

Definicao 1.6 Uma valorag¢do para a linguagem L na estrutura A € uma funcdo v :

Var(L) — A, ou seja, v associa a cada varidvel de L um elemento do dominio A.

Definigao 1.7 Uma interpretacdo para L é um par A = (A,v), em que A é uma

estrutura de primeira ordem e v € uma valoracao na estrutura A para a linguagem L .

Neste caso, toda interpretacao dos elementos formais da linguagem £ devem

ocorrer sobre A™.

Definicao 1.8 Set € Ter(L), entio o valor de t, indicado por v(t) é dado por:
(i) set =z, entio v(t) = v(x);
(ii) set = c, entio v(t) = c*;

(iii) set = f(t1,to, ... tn), entio v(t) = fA(v(t1),v(ta), ..., v(tn)).
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Se 2 = (A,v) é uma interpretacdo, € Var(L) e a € A, entdo v|zr/a] é uma
valoracao sobre A que atribui a varidvel x o valor a e concorda com v para as demais

variaveis. Logo:

a sey=x.

ole/alty) = { vl e

Se 2 = (A, v), entdo denotamos por A[x/a] = (A,v[z/a]).

A defini¢ao de satisfagao é dada por inducao na complexidade da formula ¢, e
desta definicao se segue a definicdo de verdade para as formulas atémicas, moleculares e
gerais, segundo a estrutura A4 e a valoragao v que as interpreta.
Indicamos que a interpretacao 2 = (A, v) satisfaz a formula ¢ por 2 = .
Definicao 1.9 Se 2 = (A,v), entao:
(i) A=t =u see v(t) = v(u);
(i) A = R(ty,...,t,) see a relacio RA(v(ty, ..., v(t,)) vale em A
(117) A = —p see AF ;
(iv) A=A see A = e A EY;
(v) AoV see A= ouA ¢y
(vi) A= o — 1) see AE o ou A = 1
(vii) A = (V) see para todo a € A, Uz /a] | ¥;
(viit) A = (3x)) see para algum a € A, Az /a] = 1.

Definigao 1.10 Se A C For(L), entao uma interpretacao A é um modelo para A, se
A =0, para toda formula 6 € A.

Denotamos que 2 é um modelo para A por 2 = A.

Definicao 1.11 Se ' U {¢} C For(L), entao a férmula ¢ é consequéncia de T' se toda

interpretacao A que € um modelo de T', também é modelo de 1.

Denotamos que 1 é consequéncia de I" por I' = 1.
Assim, se I' = 1, entdo para toda interpretacio 2, se 2 =T, entao 2 = 1.

Logo, a interpretacao 2l é um modelo para uma sentenca v ou satisfaz a sentenca

1, o que depende da estrutura 2 e da valoragao v.
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Definicao 1.12 Uma sentenca ¢ € satisfativel se eristem uma estrutura A e uma va-

loragao v tal que A = (A, v) = ¢.

Se a interpretagao 2 = (A, v) satisfaz sentenca ¢, entdo também dizemos que ¢
é satisfeita por A segundo v. Agora, se a validade de ¢ em 2 independe da valoragao v,
entao podemos dizer que  é vélida ou verdadeira em A.

Contudo, uma sentenca verdadeira segundo Tarski independe da estrutura A e

da valoracao v.

Definicao 1.13 Uma sentenca ¢ € verdadeira se para toda interpretacao 2, tem-se que
A= .

Denotamos que ¢ é verdadeira apenas por = ¢.
Assim, a sentenca é verdadeira quando, e somente quando, ela é valida em toda

estrutura de primeira ordem.
O conceito de verdade de Tarski depende da definicao da linguagem formal e
da estrutura matematica associada. Nao precisa ser limitada para logicas de primeira

ordem. Pode naturalmente se estender para outras logicas.

A proposta de formalizacao da quase-verdade generaliza o tratamento desta secao

para as estruturas parciais, como veremos ha sequéncia.
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Capitulo 2
Sobre a quase-verdade

Neste capitulo abordamos a verdade segundo Newton da Costa e colaborado-
res. De fato, os precursores dessa tradicao introduziram a teoria da quase-verdade, que
também é conhecida como verdade pragmética ou verdade parcial.

Além disso, tratamos de outras abordagens da quase-verdade, como a perspectiva
de Bueno e de Souza (1996), em que a quase-verdade é tratada via quase-satisfagao; e
a abordagem de Silvestrini (2011), que formalizou uma defini¢cdo de verdade pragmaética
através da definicao de satisfacao pragmaética e introduziu uma légica paraconsistente e

trivalente subjacente a essa abordagem de verdade pragmaética.

2.1 A quase-verdade de Newton da Costa

Newton da Costa foi importante precursor na introducao da nocao da quase-
verdade. Ao desenvolver a concepcao de quase-verdade, da Costa e colaboradores consi-
deraram a abordagem semantica da verdade de Tarski e reconheceram sua importancia
para o entendimento da verdade a partir de uma correspondéncia entre elementos de uma
linguagem formal e uma estrutura matematica, em que a verdade das sentencas deve ser
dada.

De acordo com da Costa e French (2003, p. 17):

“One of the main points of Tarski’s formalization of the concept of correspon-
dence truth is that in order to talk rigorously of truth we require a language £
and an interpretation Z of £ in a structure A. A sentence of £ then is true or
false only with reference to Z. In other words, truth and falsity are properties
of sentences of a particular language £, in accordance with an interpretation

7 of £ in some structure A”.

De fato, ha enorme contribuicao via concepcao da verdade de Tarski, pois de-
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vido sua formalizagao que associa uma linguagem com uma determinada estrutura, fez-se
possivel o desenvolvimento da teoria de modelos.

Contudo, os autores questionam a aplicacao de tal teoria nas ciéncias empiricas,
pois as teorias fisicas, por exemplo, buscam modelos nao convencionais para caracterizar
seus fendmenos, uma vez que os eventos que ocorrem em tais ciéncias nem sempre seguem
a concepcao classica.

De acordo com da Costa (1999, p. 124):

“Mesmo quando a verdade (ou, em geral, a semantica) se faz na teoria de
conjuntos classica de tendéncia classica, varios caminhos se abrem. Com efeito,
como ha diversas dessas teorias, nao equivalentes entre si, constata-se que as

propriedades da verdade vao depender, em parte, da teoria utilizada”.

Assim, para Newton da Costa, quando falamos sobre a verdade ou a falsidade
de uma sentenca, ela ja possui uma interpretacao pré estabelecida e, com isso, temos que
teorias que sao verdadeiras em certo contexto podem nao o ser num contexto mais geral.

Desse modo, ao comparar duas teorias que sao localmente verdadeiras, pode
ocorrer algum conflito ou contradicao entre elas ao serem analisadas num contexto global.

Se tomarmos, como exemplo, a mecanica quantica e a mecéanica classica, ambas
as teorias explicam os mesmos fenémenos, porém ao compararmos uma com a outra ha
conceitos conflitantes. A partir deste problema, surge a motivacao de da Costa para
introduzir uma concepcgao de verdade que considere essa situacao, tendo em conta que a
abordagem classica nao seria a ideal.

Ao desenvolver a teoria da verdade, da Costa e colaboradores buscaram relaciona-
la com a teoria pragmatista de James e Peirce.

Segundo da Costa e French (2003, p. 16-17), uma das intengoes do pragmatismo
seria lidar com situacoes em que a relagao entre a representacao e o individuo representado
fosse vaga ou parcial. Além disso, da Costa aponta que nossas crencas, cientificas ou nao,
referem-se a representacoes nao determinadas, nem completas e, de certo modo, parciais,
0 que caracteriza o nosso conhecimento incompleto do mundo.

Ainda sobre os aspectos pragmaticos, segundo da Costa, a verdade salva as apa-
réncias em certos contextos. Em determinados ambientes, tudo se passa como se a
sentenca considerada fosse verdadeira segundo a teoria de Tarski. Com isso, da Costa

apresenta o conceito de verdade como segue (1999, p. 132-133):

“...a sentenca S ¢é pragmaticamente verdadeira, ou quase-verdadeira, em um
dominio de saber D, se, dentro de certos limites, S salva as aparéncias em
D ou, em D tudo se passa como se ela fosse verdadeira segundo a teoria da

correspondéncia”.
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Ademais, nessa abordagem, a verdade é considerada como o fim de toda investi-
gacao, conceito tltimo, do mesmo modo que ocorre na concepgao pragmatica.

Apesar de ter influéncias pragmatistas, a concepgao da verdade de da Costa esta
inserida no contexto das ciéncias empiricas, em que as teorias nao reproduzem fielmente
a realidade, mas tentam se aproximar do real para obter boas solugoes para determinados
problemas.

Ainda neste ambiente é comum encontrarmos teorias conflitantes entre si, que
através da quase-verdade poderiam ser tratadas de modo a contornar essa situacao desa-
gradavel. Para que tal concepcao fosse aplicada nas teorias, seria necessario formalizar
esse conceito.

Para formalizar sua nocao de quase-verdade, os precursores desenvolveram uma
teoria analoga a concepgao de verdade de Tarski (1944), em que uma sentenga é verdadeira
ou falsa apenas relativa a uma certa estrutura/modelo.

Contudo, na abordagem de Tarski as estruturas sao totais o que nao permite a
inser¢ao de algum componente de indeterminacao. Como veremos adiante, a abordagem
de da Costa para a quase-verdade é uma generalizacao da teoria da verdade de Tarski,
com a ampliacao trazida pelas estruturas parciais.

Diante do exposto, para a elaboracao de uma teoria que melhor caracterizasse
os aspectos das ciéncias empiricas, dentre eles, a incompletude do conhecimento, ou até
mesmo as possiveis contradigoes entre teorias, Newton da Costa e colaboradores propu-
seram a teoria da quase-verdade, e ao formalizar matematicamente este conceito, esten-

deram a nocao de estrutura para estrutura parcial.

Definicao 2.1 Seja D um conjunto nao-vazio. Uma relagao parcial R de aridade n
sobre D é uma tripla (R, R_, R,), tal que R, R_ e R, representam conjuntos disjuntos
entre si e R, UR_U R, = D", de modo que:

(i) Ry € o conjunto de n-uplas que sabemos que pertencem a R;

(ii) R_ € o conjunto de n-uplas que sabemos que nao pertencem a R;

(iii) R, € o conjunto de n-uplas que nao sabemos se pertencem ou nao a R.

Nessa defini¢cao, o componente R, representa o que sabemos que vale, o conjunto
R_ caracteriza o que sabemos que nao vale e o R, representa a incompletude do nosso
conhecimento.

Além disso, quando o componente R, = (), entao temos uma relacao usual que
pode ser associada a R.

Ainda de acordo com a formalizacao da quase-verdade, temos a seguinte definicao

de estrutura parcial.

Definigao 2.2 Uma estrutura parcial é um par ordenado (D, R;) para i € I em que:
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(i) D € um conjunto ndo vazio;

(ii) {Ri}i e 1 € uma familia de relagdes parciais sobre D.

Defini¢ao 2.3 Uma estrutura pragmdtica simples (eps) para uma linguagem de pri-
meira ordem L é uma estrutura A = (D, Ry, P), de modo que:

(i) D € uma conjunto nao vazio, o universo de A;

(ii) Ry € uma relagao parcial em D, para todo k € N;

(iii) P é um conjunto de sentencas de L.

Uma estrutura pragmatica simples nada mais ¢ do que uma estrutura parcial com
o acréscimo do conjunto P, o conjunto das sentencas verdadeiras de acordo com a teoria
classica da verdade de Tarski.

A seguir, apresentamos a definicao que expande a estrutura pragmaéatica simples

para uma estrutura total ou classica.

Definigao 2.4 Seja L uma linguagem de primeira ordem, A = (D, Ry, P) uma estrutura
pragmdtica simples e S uma estrutura total, na qual L pode ser interpretada. Entao a
estrutura S € A-normal se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) o universo de S é D;

(ii) as relagoes totais de S estendem as correspondentes relagées parciais de A;

(iii) toda constante de L é interpretada em A e em S pelo mesmo elemento;

(iv) se uma senten¢a o pertence a P, entdo S satisfaz «, ou seja, toda sentenc¢a

de P ¢ vdlida em S.

Diante destas nocgoes, da Costa e colaboradores introduzem a definicao de uma

sentenca quase-verdadeira.

Definigao 2.5 Sejam L uma linguagem, A uma estrutura pragmdtica simples em que L
¢ interpretada e S uma estrutura A-normal. Uma sentenca o« de L ¢ quase-verdadeira
na eps A relativa & estrutura S se o € verdadeira em S, sequndo a concepgao de verdade

de Tarski. Caso contrdrio, a sentenca o € quase-falsa.

Assim, se uma sentenca « é quase-verdadeira na estrutura A, entao todas as con-
sequéncias logicas de o devem ser compativeis com qualquer sentenca priméria verdadeira.
Desse modo, a é quase-verdadeira relativa a uma estrutura especifica que a interpreta.
Essa estrutura pragmatica simples é a principal diferenca com a abordagem de Tarski que
utiliza apenas estruturas totais.

Apo6s a abordagem de Newton da Costa e colaboradores para a quase-verdade,
surgiram algumas contribuigoes adicionais para a quase-verdade. Dentre elas, temos a
concepcao de Bueno e de Souza (1996) e a abordagem de verdade pragmatica de Silvestrini

(2011), que serdo tratadas nas proximas secoes.
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2.2 Quase-verdade via quase-satisfacao

Bueno e de Souza (1996) consideraram que uma opc¢ao para lidar com todas
questoes relacionadas a verdade, seria apresentar esta nocao via a quase-satisfacao. Para
os autores, tal definicao, para ser considerada apropriada, deveria ser suficientemente forte
no que se refere aos aspectos filosoficos, logicos e metodologicos.

Quando consideramos a perspectiva realista-empirista, ha uma dificuldade em
estabelecer em que sentido tal definicao deveria ser forte. Na concepcao mais realista, a
quase-verdade é entendida como algo provisorio e que futuramente serd substituido pela
verdade no decorrer do desenvolvimento da ciéncia. J& no empirismo, devemos buscar a
quase-verdade das teorias, uma vez que nao hi meios de estabelecer a verdade.

Diante disso, os autores propoem uma concepcao de quase-satisfacao de acordo
com o empirismo construtivista. Segundo Bueno e de Souza (1996, p. 187), nesta perspec-
tiva, a ciéncia é compreendida como uma atividade que nao tem o objetivo de desenvolver
teorias cientificas verdadeiras, mas o de elaborar teorias empiricamente adequadas. Ao
justificar a utilizacao dessa abordagem, os autores apontam que a adequacao empirica
¢ mais fraca que a verdade, o que possibilita a formalizacao dessa nocao em termos da
quase-verdade.

No que se refere a formulacao matematica da quase-verdade, Bueno e de Souza
buscam introduzir uma definicdo em que nao seja necessario passar pelas estruturas par-
ciais normais. Para tal desenvolvimento, os autores introduzem a definicdo de quase-
satisfacao de forma analoga a definicao de satisfacao introduzida por Tarski. O diferencial
da nova proposta reside no fato de que para cada féormula atomica estd associada uma
relacao parcial.

Contudo, ao formalizarem a sua definicao de quase-satisfagao, Bueno e de Souza
(1996) nao consideraram o componente de indeterminacao para as formulas negadas.

Segundo Silvestrini (2016), mesmo tendo inspiragoes na proposta de da Costa,
com a auséncia do R, na abordagem dos autores, ha uma diferenca significativa com
relacao a formalizacao de quase-verdade de da Costa e colaboradores, pois uma das moti-
vagoes desta concepcao era considerar o componente de indeterminacao ou incompletude
informacional.

Além disso, na abordagem de Bueno e de Souza (1996), a quase-verdade foi
compreendida também como grau de verdade, com melhores condigoes para se analisar o
desenvolvimento das teorias cientificas.

Assim, como apontam Bueno e de Souza (1996, p. 195), uma caracteristica do
desenvolvimento cientifico é o crescimento do grau de verdade de suas teorias e isso estaria

coerente com a concepcao empirista adotada.
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Ademais, Bueno e de Souza verificaram que a logica subjacente a sua teoria seria
uma logica classica, entretanto a concepcao classica parece nao captar a ideia de quase-
verdade, uma vez que temos como valores de verdade apenas 0 para proposicoes falsas, e
1 para proposicoes verdadeiras, sem outra possibilidade.

Diante disso, apresentamos a formalizacdo da nocao de quase-satisfacao e de
quase-verdade, proposta por Bueno e de Souza (1996).

Se p(x1, 29, ...,x,) € uma formula, A = (D, (.)4) é uma estrutura parcial, e a
¢ uma sequéncia finita de elementos em D, entao denotamos que a estrutura A satisfaz

pragmaticamente a formula p(zy, xo, ..., z,) segundo a sequéncia d por: AlF p[ﬁ].

Defini¢ao 2.6 Sejam p(z1, 9, ..., x,) uma formula, A = (D, (.)4) uma estrutura parcial,

e @ uma sequéncia de elementos em D. Entdo definimos recursivamente a satisfacao

Ak p[d] por:

(i) se p é uma formula atomica R(t1,ta, ..., 1), em que R € uma relacao de aridade
k etq,... t, sao termos , entao:

Al R(ty, ... ty) & ], ... t4[d]) € RAURY;

(i) se p € uma negagdo —p, entio A - —u[d] < AW u[d)].

Se A satisfaz pragmaticamente a formula p(zq, s, ..., z,) numa sequéncia a,

também dizemos que p(x1,xs, ..., z,) é quase-satisfeita em A.

Definigao 2.7 Uma formula p é quase-verdadeira em uma estrutura parcial A, se p é

quase-satisfeita em A por todas as sequéncias do dominio D de A.

A seguir, apresentamos a abordagem de verdade pragmatica de Silvestrini (2011),
em que a logica subjacente é conveniente para captar a intuicao de quase-verdade, pois é

paraconsistente e trivalente.

2.3 A verdade pragmatica via satisfacao pragmatica

De maneira a manter a proposta original de da Costa e colaboradores, Silvestrini
(2011) introduziu uma outra abordagem para a verdade pragmatica, por meio da no¢ao
de satisfacao pragmatica.

No seu desenvolvimento, Silvestrini estendeu, via recursao, a nocao de predicados
como ternas, utilizada nos desenvolvimentos de da Costa, agora como triplas ordenadas
de conjuntos, para toda férmula complexa da linguagem.

Além disso, o autor introduziu uma légica paraconsistente de primeira ordem

subjacente a essa nocao de verdade pragmatica, denotada por LPT1.
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Inspirado na concep¢ao de Bueno e de Souza (1996), Silvestrini propos uma de-
finicao de verdade pragmatica que evita a construcao das estruturas normais e, com isso,
consegue formalizar sua definicao usando apenas modelos parciais.

Iniciou com a formalizagao da nocao de satisfacao pragmatica, desenvolvida de
modo semelhante & nocao de satisfacao de Tarski, mas agora referente a uma estrutura
parcial.

Contudo, na sua formalizacdo, Silvestrini (2011) preservou a proposta original,
pois o componente de indeterminacao se faz presente também nas féormulas negadas, o
que nao ocorre na abordagem de Bueno e de Souza.

Outra contribuicao de Silvestrini estd em expandir a nocao de predicados como
ternas, isto é, triplas ordenadas de conjuntos para a interpretacao de férmulas complexas.

A partir disso, foi possivel dar uma interpretacao parcial das formulas complexas,
enquanto que na abordagem original apenas as féormulas atomicas eram interpretadas
em termos parciais. As férmulas compostas ou complexas eram interpretadas de modo
classico.

Apresentamos, de acordo com Silvestrini (2011), a definicao de satisfacao prag-
mética e de verdade pragmética.

Iniciamos com as mesmas consideragoes da secao anterior.

Se p(x1, 29, ...,x,) € uma formula, A = (D, (.)4) é uma estrutura parcial, e a
¢ uma sequéncia finita de elementos em D, entdo denotamos que a estrutura A satisfaz

pragmaticamente a formula p(xq, xs, ..., z,,) segundo a sequéncia @ por: Al ,0[7}.

Definigao 2.8 Sejam p(z1,x9, ..., x,) uma formula, A = (D, (.)4) uma estrutura parcial,
e d uma sequéncia de elementos em D. Entdo definimos recursivamente a satisfacao
Ak p[d] por:

(i) se R(ty,...,tx) € uma formula atomica, em que R é uma relag¢do de aridade k,
entao:

Al R(ty, ... t2) & ], ... t4[@]) € RAURA

AlF =R(ty, ... tp) & (], ... tA[d]) € RAURA

(ii) se AW (p)[d], entio Al —p[d]

(iii) AlF (pAp)[d] < AlFp[d] e AlF p[d]

(iv) AlF (pV ) [d] & Al p[d] ou AlF p[d)

(V) AlF (p = p)[d] < A¥ p[d] ou AlF u[d]

(vi) A -V plz, @] < AlF p[b, @], para todo b € D.

Defini¢ao 2.9 Uma formula p(z1, xo, ..., x,) € quase-verdadeira numa estrutura parcial

A quando para toda sequéncia @, tem-se que A IF p[?].
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A notacgao utilizada para representar que p é quase-verdadeira em A é Al p e,
nesse caso, dizemos que A satisfaz pragmaticamente a formula p, ou que a formula p é
satisfeita pragmaticamente pelo modelo parcial A.

Diante dessa definigao de verdade pragmatica segundo Silvestrini(2011), apresen-
tamos no préximo capitulo a logica da verdade pragmaética, a qual foi configurada como

uma via de formalizacao da definicao de verdade apresentada acima.
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Capitulo 3
A l6gica da verdade pragmatica

Neste capitulo, apresentamos, de acordo com Feitosa e Silvestrini (2016), o frag-
mento proposicional da logica da verdade pragmatica (LPT), a qual foi introduzida num
sistema axiomatico e interpretada numa semantica de matrizes trivalentes. Explicitamos
a linguagem, interpretacao dos operadores, bem como os esquemas de axiomas e a tnica
regra de inferéncia, a Modus Ponens. Ademais, consideramos o resultado de correcao e
completude entre o sistema axiomatico da LPT e as matrizes trivalentes.

Ao introduzir sua nova abordagem para a quase-verdade, Silvestrini (2011) for-
malizou uma logica de primeira ordem da verdade pragmatica, subjacente a esta nocao,
denotada por LPT1. Entretanto, neste trabalho abordamos apenas o fragmento proposi-
cional da LPT1, a logica da verdade pragmaética (logic of pragmatic truth - LPT).

Ao formalizar o conceito de verdade pragmatica, Silvestrini (2011) observou que
a logica proposicional subjacente seria uma logica paraconsistente. Esta caracteristica da
LPT é uma vantagem, pois ao analisarmos a nogao de quase-verdade, estamos num ambi-
ente com possiveis contradicoes, contexto em que a logica classica nao seria a abordagem
ideal.

Outro fator importante consiste no fato de que a LPT é uma logica trivalente, ou
seja, admite a seguinte seméantica trivalente associada com a relagao parcial (R, R_, R,):
valor 1 para sentencas verdadeiras, valor 0 para sentencas falsas, e valor % para as sentencas

indeterminadas.

3.1 Semantica de LPT

A linguagem proposicional de LPT é constituida por: L = {—, A, —}, em que os
operadores —, A, — representam, respectivamente, as nocoes de negacao paraconsistente,
conjuncao e condicional.

Assim, seguem as interpretacoes em matrizes desses operadores basicos da LPT:
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1 1
0 1[1]1 0/0][0]0 01
1 1 1 1 1 1
3 |O]1)1 5 |03 )3 3 |3
1jof1]1 1jof3]1 1|0

Além desses operadores, temos os seguintes operadores derivados e constantes
de LPT:

Disjuncao: ¢ V ¢ =45 =(—¢ A 1))

Top: T =gep ¢ — ¢

Botton: L =45 =T

Negacao classica: ~ ¢ =4.r ¢ — L
Consisténcia: op =gef ~ (p A=)
Bicondicional: ¢ < ¢ =4 (0 = ) A (Y — ¢).

A disjungao ¢é obtida a partir da conjuncao ao aplicarmos a regra De Morgan.
O operador ‘top’ caracteriza a tautologia e o ‘botton’ a contradicao. J& o operador de
consisténcia destaca os aspectos classicos da logica. E o bicondicional é definido a partir
do condicional.

As suas interpretagoes sao dadas pelas seguintes tabelas:

VIIo]3]1 ~ o
01031 01 01
25|31 2 | 0 2 |0
1111 10 1|1
<041 T i
0100 01 00
s1oj11 1 510
LJjo|l1]1 1|1 10

Além disso, segue da defini¢ao da disjun¢ao V e das tabelas de A e V, que valem
na LPT as leis de De Morgan = (@ A ) <> (mp V =) e =(p V) <> (mp A =),

A seméntica matricial de LPT é definida da seguinte forma:

MLPT - ({07 %7 ]-}7 ) /\7 _>7 {%7 1})7
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de modo que o conjunto de valores designados, valores que assumimos como verdadeiros,

é dado pelo conjunto D = {%, 1} e com a sua respectiva relacao de consequéncia seméantica.

Apresentamos, segundo Feitosa e Silvestrini (2016), a definicao de valoragdo para

a LPT e de consequéncia semantica.

Definig¢ao 3.1 Seja Var(LPT) = {p1,ps, ps3, ...} 0 conjunto das varidveis proposicionais
de LPT. Uma valoracao para LPT ¢ qualquer funcao:

v:Var(LPT) — {0,3,1},

a qual € estendida de modo tnico para o conjunto For(LPT) de acordo com os operadores

apresentados acima.

Se I' C For(LPT), entao v(I') = {v(y) : v € T'}. Diante disso, introduzimos a

implicacao logica ou consequéncia semantica de LPT.

Definicao 3.2 Para I' U {9} C For(LPT), o conjunto I' tmplica ¢ quando para toda
LPT-valoragao v, se v(I') C D, entao v(p) € D, ou seja:

'y < v(l') CD=v(p) eD.

Como consequéncia da Definicao 3.1, temos que toda féormula de LPT véalida
segundo uma valoracao v : Var(LPT) — {0,3,1} ¢ também valida segundo a restri¢ao
booleana de v, isto é, segundo v : Var(LPT) — {0, 1}, com os significados booleanos dos
operadores -, A e —, em que ¢é apagado o valor % Deste modo, toda formula LPT-valida
é uma tautologia.

Assim, podemos construir tabelas de verdade de formulas de LPT, que por ser
uma logica trivalente, tem como nimero de linhas algum multiplo de 3, a saber, 3".

Vejamos alguns exemplos:

(a) ¢ = (¥ — o)

p | = | W] =9
o1 [0 |1]0
01200
0|1 |[1[0]0
10|13
RN
Tl1 1|13
1j1]0/[1]1
11|35 ]1]1
11]1]1]1

w
(\]



(b) @V (p = o)

<2 —|a O | | — —eN
4/ — O | | —
@1 o | =N~ i
> — e = | —
SN o — | |~ —

(€ o= W = (pAy))

= —~Ie O |~ — ~Ie
< ) O |~ —Hl —le
(@,\ je) =l =] —ey —
% o — | | — —
w —IN O | —HIN| — —IN
T — | | -
S- o | =N e —

() (@A) =4

= —1 O | ~IN| — I
T — — | | - —
X —Ie O | ~a| — —le
< ) O | I Hle —le
(@,\ ) N~ —~™ —

(e) o = (¢ = (—p — 1))
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ole |22 |le = Y)
1{of1{0]|1 |1 0[]0 O
1{o|1][0[1 1 0[1]| 3
1{of1{o|1 |1 011
O/2/1 303 |3]/0]0
UEIRSE RN REIREE
0|51 3|15 ]5]1]1
{11110 1|10
{11110 1[1]| 3
{11110 |1]1]|1

(f) Cada formula o do tipo p A = A op é contraditoria:

plTp|ep o
0] 1 110
1] 1

51 3 00
110 110

Entretanto, algumas formulas tautolégicas bem conhecidas nao sao LPT-validas.

Vejamos algumas delas:

(&) (pA—p) = 9.
Tomemos uma valoracdo v tal que v(p) =
v((pA-p) =) =(3A3)—0=3—=0=0.

e v(yp) = 0. Dai,

(h) — = (¢ = ).
Tomemos, mais uma vez, uma valoracdo v tal que v(p) = 3 e v(¢)) = 0. Dai,

v = (=2 Y) =G = (3= 0)=5-0=0

(1) (¢ =) = (¢ = —p).

Tomemos uma valora¢do v tal que v(p) = 1 e v(¢p) = 5. Dai, v((¢ = ¢¥) —
(= —p)=1—3)—(G—=0=1-0=0.
Proposicao 3.3 Se v : For(LPT) — {0, %, 1} é uma LPT-valoracao, entao:

(i) v(p) € D < v(p) =3 ouv(p) =1;

(i) v(—p) € D & v(p) = 5 ou v(p) = 0;

(111) v(op) € D < v(p) =0 ou v(p) = 1.
Demonstragao: Seque diretamente das tabelas dos operadores de LPT. [
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3.2 Sistema dedutivo de LPT

O sistema dedutivo de LPT foi introduzido axiomaticamente.

O sistema axiomaético da logica LPT, segue de acordo com Feitosa e Silvestrini
(2016):

Esquemas de Axiomas:

(Al) ¢ = (¥ — ¢)

(A2) (p = (¥ = 0)) = ((¢ 2> ¥) = (¢ = 0))
(A3) (0 = ¢) = ([0 =) = (0 = (pAP)))
(Ad) (pAY) =

(A5) (pAY) =¥

(A6) ¢ — (p V1)

(A7) ¥ = (p V)

(A8) (p = 0) = (¥ = o) = ((p VYY) = 0))
(A9) V(¢ = 1)

(A10) oV —p

(

(

(

(

(

(

Regra de Deducao:

(MP) ¢, = ¢ 1.

Segundo os autores, os axiomas (Al), (A2) e a regra Modus Ponens asseguram
a validade do teorema da deducao para a logica LPT. Ja os axiomas (A3), (A4), e (A5)
caracterizam o operador da conjuncdo (A) como um infimo; e os axiomas (A6), (A7)
e (A8) fazem o operador da disjun¢do (V) um supremo. Além disso, o axioma (A13)
representa o caso em que podemos admitir uma contradicao em LPT, sendo este um

aspecto importante da paraconsisténcia da logica em questao.

Feitosa e Silvestrini (2016) demonstram que o sistema dedutivo acima, da logica
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LPT, é correto e completo segundo a seméantica matricial Mppr.

Portanto, temos o seguinte teorema.
Teorema 3.4 I'-p & I'F .

Utilizaremos este resultado no Capitulo 5, para a prova da equivaléncia entre o

método hilbertiano da LPT e o nosso sistema de tableaux, denotado por TPT.

No proximo capitulo abordamos detalhadamente o método de tableaux analiticos
e no Capitulo 5 introduzimos um sistema de tableaux para a logica da verdade pragmatica
(LPT).
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Capitulo 4
O método dos tableaux analiticos

Neste capitulo pretendemos apresentar um método dedutivo alternativo ao axio-
matico, a saber, o sistema de tableaux.

Tais desenvolvimentos sao fundamentais, uma vez que introduziremos, no préximo
capitulo, a logica da verdade pragmatica num sistema de tableaux.

Escolhemos este método como alternativo ao axiomaético, pois é um sistema de
prova na maioria das vezes mais rapido que o axiomaético, além de ser um método que pode
ser implementado facilmente em ambiente computacional, o que nao ocorre no ambiente
axiomatico.

Outra vantagem dos tableaux com relacao ao método axiomético esta no fato de
que quando concluimos que uma férmula é nao vélida, o método nos fornece de pronto
um contra-exemplo.

Inicialmente, abordamos a origem do método, os principais autores que influenci-
aram o desenvolvimento desse sistema de prova e, também, explicitamos algumas de suas
caracteristicas.

Na segunda se¢ao, apresentamos, segundo Smullyan (1968), os tableaux analiticos
para a logica proposicional classica (LPC).

Deste modo, introduzimos as regras de expansao dos tableaux, clausulas de fe-
chamento e, em seguida, fornecemos alguns exemplos para uma melhor visualizagao de
como o método funciona.

Na terceira secao, abordamos o método dos tableaux para a logica quantificacional
classica (LQC), salientando alguns aspectos especificos da LQC.

De acordo com Smullyan (1968), apresentamos as regras de expansao, bem como
as clausulas de fechamento. Além disso, apresentamos alguns exemplos de tableaux para
a LQC.

Na ultima secao deste capitulo, especificamos alguns aspectos computacionais do

sistemas de tableaux analiticos, baseados nos trabalhos de Silva, Finger e Mello (2006)
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e D’Agostino (1999). Tais autores, apresentam os principais pontos da relacdo entre o

método de tableaux analiticos e a implementacao deste sistema em computadores.

4.1 A historia dos tableaux

Apesar de nao ser conhecido por seus trabalhos na area de logica, podemos apon-
tar que o precursor do método dos tableaux foi Lewis Carroll, conhecido mundialmente
por ser autor do famoso livro “Alice no pais das maravilhas”.

Carrol, antes de Gentzen, introduziu um método de decisao para um encadea-
mento de silogismos e tal sistema ¢ denominado por ele de drvore, uma vez que associa
o método com as arvores genealdgicas, as quais crescem para baixo. Além disso, outra
semelhanca esta no fato de que este sistema também é um método de refutacao.

A partir dos estudos de Gentzen (1935), foram introduzidos os sistemas de provas,
que sao caracterizados por demonstrar a validade de um argumento de forma mais rapida e
finita. Tais sistemas de Gentzen assumem o principio da subfémula, isto é, se uma formula
inicial ¢ tem uma demonstragao, entao existe uma demonstracao de ¢ que contém apenas
subformulas de .

Dois sistemas essenciais introduzidos por Gentzen sao os sistemas de Dedu¢ao
Natural e os Cdlculos de sequentes.

Da mesma forma que nos trabalhos de Gentzen, no sistema de tableaux, a de-
monstragao da validade de uma férmula deve ser sempre finita e, usualmente, mais rapida
que os demais métodos dedutivos.

Inspirados nos desenvolvimentos de Gentzen, Beth (1959) introduziu o método
de tableauzr semdnticos. Ele tinha como motivacao principal a busca de contra-exemplos e
considerava os tableaux como um sistema adequado para tal. Além disso, Beth apresentou
seus tableaux dividindo as formulas em duas categorias: validas e invalidas.

Outro expoente na historia dos tableaux foi Hintikka (1955), que ao introduzir
seu sistema de tableaux também teve inspiragoes semanticas. Para Hintikka, a prova é
uma tentativa de construgao de um modelo, no qual assumimos —¢ como verdadeira. Se
a suposicao falhar, entao ¢ é valida.

Ademais, para ele toda prova por tableau parece seguir um caminho negativo, ou
seja, sao provas obtidas pela impossibilidade de se encontrar contra-exemplos.

Com motivagoes nos trabalhos de Beth, Lis (1960) introduziu um outro sistema
de tableaux semanticos. Contudo, seus trabalhos s6 foram descobertos e reconhecidos em
1968.

Anéaloga & abordagem de Beth, Lis dividiu as férmulas em duas categorias, entre-

tanto utilizou simbolos para caracteriza-las, a saber, a notacao + para as féormulas validas
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e — para as féormulas nao validas. Lis também apresentou um sistema de deducao natural,
conhecido hoje como tableaux nao assinalados.

Raymond Smullyan (1968) abordou o método dos tableaux analiticos de uma
forma elegante, e a partir do seu trabalho este sistema dedutivo se destacou entre os
demais.

De acordo com Golzio (2011, p. 55), Smullyan apresentou uma versdo mais
simplificada de tableau, uma vez que tanto os tableaux de Beth, como os de Hintikka nao
eram sistemas faceis de manipular.

A principal caracteristica dos tableaux analiticos esta no fato de que este sistema
de prova assume o principio da subférmula, da mesma forma que nos sistemas de Gentzen.

Além disso, ele apresenta o tableau com féormulas sinalizadas, mas diferentemente
dos tableaux de Lis, as formulas sdo assinaladas com T (true) e F (false).

Como o proprio Smullyan salienta, este sistema preserva certas caracteristicas
dos tableaux semanticos de Beth, por exemplo, também utiliza a estrutura de arvore; e
alguns aspectos do tableaux de Hintikka, que relaciona os pontos presentes na arvore com
formulas.

Tal sistema também é um método de refutacao, visto que para provar que uma
formula ¢ é valida, primeiramente assumimos que ela é nao valida. A partir disso, expan-
dimos o tableau da férmula —¢. Se encontrarmos uma contradigao em todas as possibili-
dades de andlise da formula, entao concluimos que ¢ é valida. Caso contrério, ela nao é
valida.

Ademais, os sistemas de tableaux sao caracterizados por serem algoritmicos. Eles
podem ser executados por um computador e apos a aplicacdo de um nimero finito de
passos chegamos a uma conclusao.

Segundo Silva, Finger e Melo (2006, p. 48), o método dos tableaux é um procedi-
mento de decisao para as formulas validas, do mesmo modo que as tabelas de verdade sao
para a logica proposicional cléssica. Porém, nas tabelas de verdade h4 uma desvantagem,
uma vez que as linhas sao definidas exponencialmente, de acordo com o nimero de pro-
posicoes atomicas da formula testada. Além disso, diferentemente do método axiomatico,
nos tableaux encontramos diretamente um contra-exemplo quando nao temos a validade
da féormula.

De acordo com Silvestrini (2005), o tableau é desenvolvido por meio das regras
de expansao ou regras para construcao do tableau. Estas regras permitem analisar uma
formula em uma certa linguagem £ e ao aplicar tais regras, geramos novas férmulas no
tableau. Estas regras nos possibilitam avancar de uma sucessao de férmulas para outra
sucessao de formulas.

Outro conceito importante para o tableau é o de ramo, que Smullyan introduziu
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como uma possibilidade de andlise de uma formula, e utiliza tal termo para definir o
tableau como uma drvore ordenada diddica.

Atualmente, o método de tableaur analiticos tem sido uma possibilidade para
implementacgao de algum provador de teoremas automaticos para a légica proposicional
classica, pois este sistema é caracterizado como um algoritmo.

Silva, Finger e Melo (2006) apresentaram algumas formas de se implementar
o método e, para eles, ha dois pontos fundamentais que precisam ser analisados: as
estratégias computacionais e as estruturas de dados. As estratégias computacionais sao
responsaveis por implementar uma condicao deterministica de escolha em cada etapa
nao-deterministica do programa. Ja as estruturas de dados sao as informagoes que vamos
acrescentar no programa, para o computador gerar a prova por tableau.

Agora, apresentamos o método dos tableaux analiticos para a logica proposicional
classica, de acordo com Smullyan (1968). Assim, abordamos varias definigbes que serdo
usadas para a formalizacao do tableau como uma arvore ordenada diddica. Em seguida,

apresentamos as regras de expansao para a LPC e alguns exemplos de tableaux.

4.2 LPC em um sistema de tableaux

O método de tableaux analiticos para a logica proposicional cléssica abordado
nesta se¢do esta baseado em Smullyan (1968).

Apresentamos algumas defini¢cbes importantes, que serao necessarias para a defi-
ni¢ao do método de tableaux, por exemplo, a definicao de arvore ordenada. Além disso,
abordamos as regras de expansao para a LPC e em seguida desenvolvemos alguns exemplos
de tableaux analiticos para a LPC.

Antes de introduzirmos a definicdo de tableau analitico, apresentamos algumas

definicoes relevantes para o entendimento do método.

Definicao 4.1 Uma drvore nao ordenada T € uma colecao que contém os sequintes
tens:

(i) um congunto S de individuos denominados pontos;

(ii) uma func¢ao H que relaciona 4 cada ponto o de S um nimero inteiro positivo
H(a), chamado nivel de a.

(iii) wma relagao R definida em S, de modo que aRf significa que o € o antecessor
de B, ou ainda, que [ € sucessor de .

A relacao R deve satisfazer as condicoes abaizo:

(iv) eziste um tnico ponto oy de nivel 1. Este ponto é denominado a origem da

drvore T .
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(v) qualquer ponto de S tem um unico antecessor, exceto a origem.

(vi) para quaisquer pontos a e 3, se 3 é o sucessor de «, entao H(B) = H(a)+1.
Definicao 4.2 Se a nao tem sucessores, entao é denominado ponto final.
Definicao 4.3 Se o tem um inico sucessor, entdao é denominado ponto simples.
Definicao 4.4 Se o tem mais que um sucessor, entao € denominado ponto de jungao.

Definicao 4.5 Uma drvore T € ordenada quando hd uma funcdo ¢ que associa a cada

ponto de juncao [ uma sequéncia ¢(f) de todos os sucessores de (3, mas sem repeticoes.

Definicao 4.6 Uma drvore ordenada € dita diddica quando cada ponto tem no mdximo

dois sucessores.

Definicao 4.7 Uma drvore € finitamente gerada quando cada ponto possui um nimero

finito de sucessores. Uma drvore T € finita se T tem um numero finito de pontos.

Para que o tableau seja desenvolvido sao necessarias as regras de expansao, uma
vez que sao elas que nos permitem a construcao do método.

Assim, iniciamos a construcao do tableau com a negacao da férmula inicial ¢, ou
seja, temos como ponto inicial a formula F'o. A partir dela, podemos encontrar dois tipos
de formulas, que chamaremos de formulas do tipo A e do tipo B, de maneira que cada
uma delas caracteriza um conjunto de regras.

A seguir, apresentamos estes tipos de féormulas e suas caracteristicas.

Formulas do tipo A: as consequéncias de uma féormula do tipo A sao consequéncias
diretas, isto é, nao geram ramificacoes e, deste modo, permanecem no mesmo ramo. As re-

gras que possuem formulas desse tipo sao também denominadas regras do tipo conjuntivo.

Foérmulas do tipo B: no caso das formulas do tipo B, as consequéncias nao sao diretas,
no sentido de que elas geram dois ramos distintos, cada um deles sendo uma possibilidade
de analise da férmula inicial. As regras que contém formulas do tipo B sdo chamadas de

regras do tipo disjuntivo.

De modo andlogo ao apresentado por Smullyan (1968), seguem abaixo as
regras que permitem expandir um tableau para a légica proposicional cléssica, também
chamadas de regras de expansao. Usamos tableaux com férmulas marcadas, com T para

indicar a verdade (de true) e F para indicar a falsidade.
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Regras do tipo A

T aAp F avp F a—p
T -« F -«
T F T a
F o« T «
T B F B Fop
Regras do tipo B
Fanp T avp T a—p
F olF p T ao|lT p F aolT p

Apos a aplicacdo de todas as regras de expansao possiveis no tableau, temos as

seguintes situacoes:

(i) ou encontramos uma contradicao ¢ A—g em cada possibilidade de anélise da formula,

isto é, em cada ramo, e diante disso concluimos que a féormula inicial é valida.

(ii) outra situagao é nao encontrarmos nenhuma contradigdo apos a aplicagao de todas as
regras de expansao possiveis em algum ramo. Neste caso, temos um contra exemplo

e podemos concluir que a formula ¢ é nao valida.

Apresentamos, agora, algumas defini¢oes para formalizar as no¢des acima.

Definicao 4.8 Um ramo é um conjunto finito ou enumerdvel de pontos a partir da ori-

gem, de maneira que cada ponto do ramo € antecessor do proximo.
Observe que ultimo ponto de cada ramo é um ponto final.

Definicao 4.9 Se o ramo tem um numero finito de pontos, entao é chamado ramo fi-

nito, caso contrdrio, ele é um ramo infinito.

Definicao 4.10 Um ramo é fechado quando ocorrem nele formulas T'p e Fp.
Para indicarmos que um ramo é fechado usaremos o simbolo ‘x’.

Definicao 4.11 Um ramo € aberto se nao é fechado.

Assim, num ramo aberto qualquer, ap6s a aplicagao de todas as possiveis regras

de expansao nao hi uma contradicao dada por Tp e Fo.
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Definicao 4.12 Um tableau analitico T para a formula ¢ é uma drvore ordenada did-
dica, em que os seus pontos sao formulas e sua construcao ocorre da maneira sequinte.
Iniciamos ao colocar Fp na origem. A sequir, considerando-se que T € um tableau cons-
truido para ¢ e que V¥ é um dos seus pontos finais, entio podemos expandir T de acordo

com as duas operacoes abaixo:

e se a formula i € do tipo A, entdao o tableau é expandido em um wunico ramo pelas

consequéncias diretas de );

e se a formula v € do tipo B, entao o tableau € expandido com dois ramos a partir de
WV, o que gera uma bifurcacao dada pelas consequéncias diretas de 1. Teremos entao

o sucessor esquerdo de 1 e o sucessor direito de 1.

Definicao 4.13 Um tableau é fechado quando todos os seus ramos sao fechados e é

aberto se algum ramo € aberto.

Definicao 4.14 Um conjunto I' de formulas é fechado se hd um tableau fechado para a

conjuncao das formulas de T'.
Esta definicao s6 fica precisa se I' ¢ um conjunto finito de férmulas.

Definicao 4.15 Uma formula ¢ é consequéncia analitica de um conjunto de formulas

I, o que denotamos por T Ik ¢, se o conjunto I' U {—yp} € fechado.

Desta maneira, no método dos tableaux, para avaliarmos a consequéncia analitica
I' IF ¢, precisamos construir o tableau de I' U {—¢}. Se ele for fechado, entao vale a

consequéncia e se ele nao for fechado, entao nao hi a consequéncia.

Definicao 4.16 Uma formula p é demonstrdvel pelo tableau T, o que € denotado por

IFp, se podemos construir um tableau fechado de —p.

Definicao 4.17 Um ramo de T é completo se nao existem mais possibilidades de apli-

cacao de regras de expansao no ramo ou se o ramo € fechado.
Definicao 4.18 Um tableau é completo quando todos os seus ramos sao saturados.

Os ramos e tableaux completos, por vezes, sao também ditos saturados.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de deducao de férmulas pelo método dos
tableaux analiticos para a LPC.

Como estamos considerando os tableaux analiticos de Smullyan, as férmulas

sdo sinalizadas, isto é, atribuimos T (true) para formulas verdadeiras e F(false) para
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formulas falsas.

Exemplos:
(@) o= (¥ =)
0. Fo—= (=)
1 T
2 Fvy—op
3. T ¢
4 F o
5 X
Neste exemplo, iniciamos o tableau negando a formula inicial. Em seguida,
aplicamos a regra de expansao da condicional falsa e ao analisarmos as consequéncias
utilizamos novamente a mesma regra em (2). Desta forma, fechamos o tinico ramo deste
tableau, pois temos T ¢ em (1) e F ¢ em (4). Consequentemente, temos um tableau

fechado e, portanto, a formula ¢ — (b — ¢) é valida.

(b) ((p = ) A=) = =

0. F((p—=v)A—) = e
L. T(e—=¢)n—p
2. F -
3. Te—=v
4. T =
5. F
6. T ¢
/N
7. Fop Ty
8. X X

Apos iniciarmos o tableau considerando a férmula inicial falsa, aplicamos a regra
da condicional falsa e obtemos duas consequéncias diretas (1) e (2). Em seguida, aplica-
mos a regra da conjuncao verdadeira em (1) e da negagao falsa em (2). Ao aplicarmos
a regra da condicional verdadeira em (3), obtemos duas ramificages distintas em (7).
Assim, temos que o primeiro ramo é fechado, pois temos T em (6) e F ¢ em (7). Segue
também que o segundo ramo ¢é fechado, uma vez que em (5) temos F ¢ e em (7) T ¢ .
Portanto, o tableau é fechado, e podemos concluir que a formula ((¢ — ¥) A =) — —p

¢ uma tautologia na logica proposicional classica, conhecida também como Modus Tollens.

(¢) (pAY) = A
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F ((pAY) = N)
ToAY
F A

T

No tableau acima, aplicamos a regra da condicional falsa na origem. A partir
disso, seguem duas consequéncias diretas em (1) e (2). Agora, utilizamos a regra da
conjuncdo verdadeira em (1), obtemos as consequéncias (3) e (4) no mesmo ramo.
Contudo, o tinico ramo deste tableau é completo e ndo encontramos contradi¢ao. Logo,

a formula inicial (¢ A ¢) — A é ndo vélida.

(d) (pV(p =) =

0. FlpVvie—=v) =)
L. TeVip—)
2. F

VAN
3. T ¢ Te—=1vY
4. 7N
D. F o T Y
6. X

Iniciamos este tableau, considerando falsa a férmula que pretendemos provar.
Aplicamos a regra do condicional falso em (0) e temos duas consequéncias diretas em
(1) e em (2). Utilizamos também a regra da disjuncao verdadeira em (1), a qual gera as
duas possibilidades de andlise em (3). Ao aplicarmos a regra da implicagdo verdadeira
em (3), obtemos apenas formulas atomicas e nao h& mais regras de expansiao possiveis
para serem aplicadas neste tableau. Considerando o fato que dois ramos ficaram abertos,
temos um tableau aberto. Assim, a formula inicial nao é valida, ou seja, ndao é uma

tautologia na légica proposicional cléassica.

() (p = W —=A) = ((p—=19) = (p—=N)
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0. Fle=W—=A)—=(g—=v)=(e—=A)
1. Te—(Y—A)
2. Flp—=9¢)= (=)
3. T o —
4. F (e — M)
D. T ¢
6. A
/ AN

7 F o T — A

X /N
9. F o T ¢
10. X VAN
11. F T A
12. X X

Neste exemplo, comecamos o tabelau assumindo a férmula inicial falsa. Em
seguida, aplicamos a regra da implicagao falsa em (0), gerando os resultados (1) e (2).
Posteriormente, utilizamos a mesma regra da implicagio falsa em (2) e em (4), gerando as
suas respectivas consequéncias. Ao analisarmos as demais férmulas, aplicamos a regra da
implicagao verdadeira em (1) e obtemos duas consequéncias em ramos distintos em (7).
Usamos ainda a regra da implicagao verdadeira em (3) e em (7). Feito isto, encontramos
uma contradicao em todos esses ramos desse tableau, e, consequentemente, sao ramos
fechados. Diante disso, podemos afirmar que o tableau é fechado e a férmula inicial é

valida.

4.3 Tableaux analiticos para a LQC

Nesta secao, apresentamos o método dos tableaux analiticos para a logica quan-
tificacional classica, de acordo com Smullyan (1968).

O sistema de tableaux para a LQC é andlogo ao da LPC, contudo, neste ambiente,
temos o acréscimo das regras especificas para os quantificadores universal ¥ (para todo) e
existencial 3 (eziste algum).

Existem muitas formulas validas além das tautologicas. Assim, apresentamos as
regras de expansao adicionais, algumas consideracoes sobre a quantificacao e em seguida
mostramos alguns exemplos.

A forma de iniciar o tableau para o ambiente de primeira ordem (LQC) é a mesma
da LPC, isto é, se queremos analisar a validade de ¢, consideramos como ponto inicial do

tableau a formula F .

46



A partir dai, podemos aplicar regras do tipo conjuntivo ou disjuntivo, quando
nao houver quantificacao, lembrando que estas duas categorias sao da logica proposicional
classica e continuam fazendo parte do conjunto de regras de expansao do tableau para a
LQC.

Entretanto, temos ainda outros dois tipos de regras especificas para os quantifi-

Y

cadores V' e ‘d’, as quais seguem abaixo:

Regras para féormulas quantificadas:

(I) Universais:

T Vz ¢ Fdz o

_ ————— . em que ‘@’ é uma constante qualquer no ramo.
T plz/a] F olz/al

Na primeira regra, temos T Vz ¢ como hipotese e concluimos T ¢[z/a] ao subs-
tituir todas as ocorréncias livres de = em ¢ pela constante a.

J& na segunda regra, temos como premissa F dz ¢ e de modo andlogo a regra
anterior, ao substituir todas as ocorréncias livres de x em ¢ pela constante a obtemos F
plz/a].

Ressaltamos que tais regras podem ser utilizadas mais de uma vez no mesmo
tableau, pois essas formulas nao se reduzem a uma tnica constante. Ao afirmarmos Vz ¢
estamos dizendo que todos os elementos do universo de discurso satisfazem a propriedade
@ e, por isso, podemos utilizar uma constante qualquer no ramo. Contudo, podemos

aplicar novamente estas regras para outras constantes no tableau.

(IT) Existenciais:

T dxp FVx p
T plx/al F olz/a]

A primeira regra, do tipo existencial, tem como premissa T 3z e como conclusao

, em que ‘a’ é uma constante nova no ramo.

T ¢lz/al, quando sido substituidas todas as ocorréncias livres de z em ¢ pela constante
a. Contudo, neste caso, ‘a’ deve ser nova no ramo, uma vez que ao indicarmos que existe
uma constante que satisfaz p, nao podemos concluir, precisamente, que ela seja uma das
constantes que estao no ramo.

Do mesmo modo, na segunda regra partimos de F Vx ¢ e ao substituir todas as
ocorréncias livres de x em ¢ por um certo ‘a’ obtemos F ¢[x/a], em que a é uma contante

que pode ainda nao ter ocorrido no ramo.
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Diferentemente do que ocorre nas regras universais, as existenciais podem ser

utilizadas apenas uma vez no mesmo tableau.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de tableaux analiticos para a logica

quantificacional cléssica.

Exemplos:
(a) Vo p(x) = (¢(a) A (D))

0. F [Va p(z) — (¢(a) A (b))]

1 T [Vx p(z)]

2 F [(a) A p(b)]
VRN

3 F [p(a)l F [p(b)]

4. Tlp(a)l T |p(a)]

5 x T [¢(0)]

6 X

Neste exemplo, iniciamos o tableau supondo a féormula inicial falsa. Ao aplicar-
mos a regra do condicional falso em (0) obtemos como consequéncias (1) e (2). Agora,
utilizando a regra da conjuncao falsa em (2) temos uma bifurcagao em (3) e ao aplicarmos
a regra universal verdadeira para a constante a, temos que o primeiro ramo fecha, pois
temos F [p(a)] em (3) e T [p(a)] em (4). Ao aplicarmos novamente a regra universal
verdadeira para a constante b fechamos o segundo ramo.

Com isso, concluimos que o tableau é fechado e a formula Vz o(z) — (w(a) Ap(b))

é valida.

(b) 3z=¢p(z) = —Vap(z)

F [Fz—p(z) — Vop(x)]
T [Ba—p(z)]
F [=Vap(z)]
T [-¢(a)]
T [Vap(z)]
F [p(a)]

T [p(a)]

L T A I el e
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Ao iniciarmos o tableau, assumimos como falsa a foérmula inicial. A partir
disto, aplicamos a regra do condicional falso em (0) e obtemos as consequéncias (1) e
(2). Utilizamos a regra do existencial verdadeiro em (1) e obtemos T [-¢(a)], em que
a é uma constante nova no ramo. Ao aplicarmos a regra de negacao falsa em (2) e
a regra de negagao verdadeira em (3), obtemos, respectivamente,(4) e (5). Usamos a
regra universal verdadeira em (4), temos que o unico ramo deste tableau fecha. Por-

tanto, podemos concluir que o tableau ¢ fechado e a formula Ix—p(x)— —Vxp(x) ¢ valida.

(¢) Frp(r) V ~Fap(x)

F [Bzp(x) v =3rp(2)]
F [Fre(r)]
F [~3ze()]
T [Baep(x)]
T [ip(a)]

F p(a)l

SOt WD = o

Neste exemplo, temos como ponto inicial a negacdo da féormula dada. Ao
aplicarmos a regra da disjunc¢ao falsa, temos (1) e (2) como consequéncias. Usamos a
regra da negagio falsa em (2), e obtemos (3). Diante disso, usamos a regra existencial
verdadeira em (3) e obtemos (4), em que a constante a ¢ nova no ramo. Em seguida
aplicamos a regra do existencial falso em (1). Assim, fechamos o inico ramo deste tableau
e consequentemente temos um tableau fechado, isto ¢, a formula Jzrp(z) V ~Jrp(z) é

valida.

(d) Va(p(z) Vo (z) = (Yop(r) VVrd(r))
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0. F[(Va(p(z)Vip(x)) = (Vop(z) V Vep(z))]

L. T [Va(e(z) V()]

2. F [(Vxp(z) V Vo (z)]

3. F [Vzp(z)]

4. F [Vay(z)]

5. F [p(a)]

6. F [y(b)]

7. T (¢(a) V¥ (a))
VRN

8. T [¢(a)] T [¢(a)]

9. X T [¢(b) V¥ (b)]

VRN
10. T le®)] T [(0)]
11. X

Neste exemplo, comecamos o tableau negando a féormula inicial. Em seguida,
aplicamos a regra do condicional falso em (0) e obtemos (1) e (2). Utilizamos a regra da
disjungao falsa em (2) e temos como consequéncia (3) e (4). Ao analisar o que temos,
usamos a regra do universal falso em (3) e em (4) gerando, assim, as formulas (5) e (6),
em que a e b sao constantes novas no ramo. Feito isto, aplicamos a regra do universal
verdadeiro em (1), o que resulta em (7). A partir dai, usamos a regra da disjuncao
verdadeira em (7) e bifurcamos o tableau em dois ramos distintos (8). Com isso, temos o
primeiro ramo fechado, pois segue F [p(a)] em (5) e T [¢(a)] em (8).

Agora, aplicamos novamente a regra do universal verdadeiro em (1), mas
agora para a constante b, e obtemos (9). Utilizamos a disjun¢do verdadeira em (9),
segue mais dois ramos distintos em (10), entretanto um dos ramos nao pode ser
fechado. Assim, podemos afirmar que o tableau é aberto e consequentemente, a férmula
Vx(p(x)Vap(x))—(Vxe(x) VVxy(x)) é ndo valida.

Observacgao: A logica quantificacional classica, diferentemente da LPC, nao é
decidivel, ou seja, nao existe nenhum método algoritmo capaz de decidir sempre se uma
formula é valida ou nao valida.

Assim sendo, temos férmulas tais que o seu respectivo tableau na LQC pode pedir
infinitas aplicacoes do tipo existencial sem que apareca uma contradicdo no ramo, o que
impossibilita o fechamento do ramo.

Neste capitulo, apresentamos os tableaux analiticos classicos para a LPC e tam-
bém para a LQC. Entretanto, o sistema cléssico nao da conta da LPT, pois essa logica

tém aspectos nao classicos.
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Na proxima secao, abordamos alguns aspectos computacionais do sistema de ta-

bleaux analiticos.

4.4 O sistema de tableaux e a implementacao em com-

putadores

O método dos tableaux, quando comparado a outros métodos de deducgao, pos-
sui caracteristicas computacionais nao partilhadas pelos demais sistemas de prova. Os
provadores mais usados sao baseados em tableaux analiticos.

Nesta secao apresentamos algumas consideragoes sobre os tableaux enquanto pro-
vadores de teorema baseados em (SILVA; FINGER; MELLO, 2006) e (D’AGOSTINO,
1999).

O primeiro provador de teorema inspirado no método dos tableaux foi desenvol-
vido em 1960 por Prawitz, Voghera. Mesmo sendo desenvolvido h4 algumas décadas, o
calculo do primeiro tableau implementado era muito semelhante aos provadores de hoje.

Depois disso, houveram mais alguns desenvolvimentos sobre a implementacao dos
sistemas de tableaux em computadores. Contudo, foi a partir de 1990 que o interesse na
dedugao via tableaux passou a crescer e surgiram varios avangos.

Uma das propriedades mais importantes de um algoritmo esta no fato dele ser
deterministico ou nao-deterministico.

Quando temos um algoritmo deterministico, ao término de cada etapa da execu-
¢a0, o proximo comando a ser executado deve estar completamente definido. O mesmo
nao ocorre com um algoritmo nao-deterministico, uma vez que, neste caso, as escolhas
sao feitas em certos pontos do algoritmo.

Um tableau analitico, ao ser implementado no computador, pode ser caracterizado
como algoritmo nao-deterministico, pois na proxima escolha podemos ter mais de uma
possibilidade e, com isso, nao estar definido, exatamente, o préoximo comando.

Entretanto, os nossos computadores sao equipamentos deterministicos e para con-
seguirmos implementar um algoritmo nao-deterministico, como ¢ o caso de alguns table-
aux, é necessario inserirmos no algoritmo uma estratégia computacional ou uma estratégia
de selecao. E preciso fazermos tais procedimentos para que o computador consiga uma
execucao deterministica em cada passo nao-deterministico do programa.

Diante disso, Silva, Finger e Melo (2006) investigaram algumas formas de se
implementar estes métodos de tableaux analiticos em computadores. Para eles, ha dois
pontos fundamentais que precisam ser analisados: as estratégias computacionais e as

estruturas de dados.
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As estratégias computacionais sao responsaveis pela implementacao de uma con-
digao deterministica de escolha em cada etapa nao-deterministica do programa. Ja as
estruturas de dados, sao informacoes que vamos acrescentar no programa, para o compu-
tador obter a prova por tableau. Contudo, nesta secao nao detalharemos as estruturas de
dados.

Dentre as estratégias computacionais, hd uma que indica em qual ramo deve-
mos expandir o tableau. Neste caso, o objetivo é encontrar um ramo que seja aberto e
nao saturado. Se ndo encontramos algum ramo desse tipo, concluimos que o tableau é
saturado.

Ainda nesta estratégia de buscar qual ramo devemos expandir, temos outras duas
categorias, a busca em profundidade e a busca em largura.

Na busca em profundidade, normalmente expandimos um ramo até a saturacao.
J& na busca em largura, aplicamos em sequéncia a expansao em cada ramo aberto, fazendo
com que todos os ramos abertos tenham o mesmo ntimero de regras aplicadas.

H4 também as estratégias computacionais de selecao, que indicam qual regra de-
vemos aplicar em determinado ramo aberto, diante das possibilidades que temos. Para
fazer essa escolha, podemos seguir diversos caminhos e até mesmo aplicarmos uma com-
posicao de estratégias para realizar essa escolha.

Uma das estratégias de selecao mais utilizadas é aplicar primeiro todas as regras
possiveis do tipo conjuntivo (tipo A). Como as regras desta categoria nao geram novos
ramos, podemos rapidamente obter um ramo fechado, sem nenhuma bifurcacao. Com
isso, é possivel encontrarmos um tableau fechado sem precisarmos das férmulas do tipo
B, o que facilita o caminho a prova.

Em suma, todas estas estratégias computacionais tém como objetivo acrescentar
uma etapa deterministica em um programa nao deterministico enquanto tableau, pois
assim serd possivel a sua implementacao em computadores.

Esta ¢ uma das principais vantagens do método dos tableaux com relacao aos

demais sistemas de provas.
No préximo capitulo, introduzimos um sistema de tableaux para a logica da

verdade pragmatica LPT, apresentando também a adequacao deste sistema, isto é, a sua

correcao e completude relativas a semantica matricial trivalente de LPT.
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Capitulo 5
Um sistema de tableaux para a LPT

Neste capitulo, introduzimos o método dos tableaux analiticos para a logica pro-
posicional da verdade pragmatica (LPT), originalmente abordada por Silvestrini (2011)
em um sistema axiomatico.

Desta maneira, apresentamos, de modo original, as regras de expansao para a
LPT, as quais foram obtidas a partir da analise das matrizes trivalentes da LPT. Também
abordamos os trés tipos de categorias em que elas se enquadram e mostramos serem

dedutivamente equivalentes com a versao axiomatica de LPT.

5.1 Tableaux para a logica da verdade pragmatica

O método dos tableaux introduzido por Smullyan (1968) foi desenvolvido para a
logica proposicional classica e para a logica de primeira ordem classica. Contudo a légica
da verdade pragmaética é paraconsistente e trivalente. Diante disso, as regras de expansao
apresentadas por Smullyan nao abrangem os aspectos nao-classicos da LPT. Logo, faz-
se necessario regras de expansao especificas para o desenvolvimento dos tableaux para a
logica da verdade pragmética. Assim, apresentamos um sistema de tableaux analiticos
para a logica da verdade pragmatica, o qual denotamos por TPT.

As regras de expansao utilizadas no sistema TPT sao motivadas pelas regras
da logica classica, para as féormulas de comportamento classico, acrescidas de aspectos
especificos para as formulas da logica da verdade pragmética.

As regras de expansao para TPT sao classificadas em trés tipos de acordo com
as suas ramificagoes, o que difere do tableau classico, em que as féormulas podem gerar

no maximo dois ramos diferentes. Deste modo, apresentamos os trés tipos de férmulas

de TPT:

Férmulas do tipo a: sao férmulas em que suas consequéncias sao diretas e nao temos
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ramificacdes. As consequéncias permanecem no mesmo ramo.

Foéormulas do tipo (5: neste caso, as consequéncias bifurcam em dois ramos, gerando

dois ramos distintos.

Foéormulas do tipo 7: sao formulas com consequéncias indiretas e ramificacoes de trés

ramos distintos.

Assim, cada uma das regras de expansao de TPT estd em uma destas trés cate-
gorias apresentadas, ou seja, temos as seguintes possibilidades de expansao do tableau:
ou nao ha ramificacoes, ou ocorre uma ramificacao de dois ramos distintos, ou ramificam
em trés ramos diferentes.

Aqui, h& uma diferenca com o tableau classico, pois no ambiente classico, temos
como consequéncias da férmula inicial, no maximo dois ramos distintos, lembrando que
tanto a légica proposicional classica, como a de primeira ordem sao légicas com apenas
duas valoragoes possiveis, a saber, 0 para falso e 1 para verdadeiro. Ja nos tableaux
para a logica da verdade pragmatica, temos formulas que geram até trés consequéncias

distintas, devido ao fato da LPT ser uma logica trivalente.

A seguir, apresentamos um esquema de como os trés tipos de formulas se

comportam no tableau.

Regras do tipo «

aq

&%)

Regras do tipo

B | B

Regras do tipo v

T
71\72’73
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Definicao 5.1 Dizemos que um ramo no sistema TPT é fechado quando ocorrer uma

das sequintes situacoes abairo:
o Uma mesma formula ocorrer com valores distintos no ramo
- 1
e Quando tivermos no ramo 5 (op)

e No caso de ocorrer 3 (¢ — ).

Diante disso, introduzimos as regras de expansao para a légica da verdade

pragmatica, as quais estao classificadas de acordo com seus respectivos operadores.

Negacao
[0-] —— [3-] 25— 1-] ——
L 4 0 ¢
Consisténcia
0 op 1 op
[0 o] N [1 o]
A 0 p| 1y
Conjuncao
1
3 PAY L oNY
0 AN 1 12 n _
[0 A] m [5 Al io]ie]le [1 A] L o
I 1 4
Disjuncao
0 oV L vy
e g L pvy
oV 0 VI 0p 130 lke T
0 ¢ sV 5| 0y
Condicional
0 —
o= Lo
[0 — ] 0 v [1 —] -
L Opls3 ¥ |19
s el 1o

As regras de expansao apresentadas foram obtidas por meio da analise das ma-
trizes trivalentes da LPT, introduzidas por Silvestrini (2011).
Assim, verificamos que podemos gerar até trés ramificacoes, mas, de um modo

geral, seguimos a intuicao dos resultados classicos.
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Na LPT temos como valores distinguidos % e 1. Assim, se considerarmos o caso

da regra da negagao do condicional (0 —) temos como consequéncias dois ramos distintos,

sendo que no primeiro o antecedente possui valoragao % e o consequente assume 0, € no

segundo ramo segue o caso classico da negacao do condicional, o qual atribui 1 para o
antecedente e 0 para o consequente.

Como nao temos a valoragao % para o operador de consisténcia e nem para o
condicional nas matrizes trivalentes da LPT definidas por Silvestrini (2011), entdo nao
temos regras de expansao para as mesmas, uma vez que quando ocorrer esta situagao no
tableau, fechamos imediatamente o ramo. Por isso definimos tal situacdao como clausula
de fechamento.

Ao considerarmos o seguinte teorema da LPT —=(a — «) — 3, vamos fazer uma

prova via o nosso sistema dedutivo de tableaux (TPT).

0. 0(—(a = a) = B) raiz
0p [0 =] em 0
/ AN
2. 1(~(a = ) 1(o(a = a)) [0 —] em 0O
3. 0(a—a) j(a—a) [1 =] em 2 e [2-] em 2
0« X [0 =] em em 3

4. N\

la s« [0 —] em 3
6. X X

Assim, geramos um tableau fechado no nosso sistema TPT para o teorema da
LPT, ou seja, provamos que a formula também é valida no sistema TPT.

A seguir, apresentamos algumas férmulas nao validas no nosso sistema TPT.

Se considerarmos o principio de explosao (¢ A —¢) — 1, concluimos que essa

formula nao é valida no nosso sistema TPT, pois:

0. 0(pA-p) =1 raiz

1 0 [0 —] em 0
/N

2 len=p)  3(pA-p) 0 =] em 0

3 1o VAR RN [1A] em 2

4 1 = 50 3¢ lp [1 A] e [3A] em 2

5 0 I-p 5790 370 [1-] em 4 ¢ [1A] em 2

6 X 0p 20 1o [1-] e [3] em 5

7 X X

96



Observamos que um ramo deste tableau ficou aberto e completo, isto é, nao pode
mais ser expandido. Logo o tableau nao fecha e concluimos que o principio de explosao

nao se segue no nosso sistema TPT.

5.2 Da deducao axiomatica para a deducao em table-

aux

Neste item apresentamos, inicialmente, como sera feita a adequacao, isto é, como
provaremos a equivaléncia entre o sistema axioméatico da LP'T e nosso sistema de tableaux
TPT. Deste modo, apresentamos a prova da deducao axiomaética para a consequéncia
analitica, e a demonstracao de que todos os resultados obtidos em TPT também sao
demonstrados na semantica das matrizes trivalentes da LPT.

Assim, para provarmos que todas as deducoes obtidas em LPT também sao

deduzidas no nosso sistema TPT e vice-versa, temos que provar o seguinte:

''rpsl'FpesTEoe.

Como a segunda equivaléncia I' F ¢ < T' E ¢ esta em Feitosa e Silvestrini (2016),

entao seguiremos o seguinte caminho:

F'FepeTlEe

I ()
Tl

Teorema 5.2 Sel'Fp=T1-¢p
Demonstragcao: Demonstracao por induc¢ao no comprimento de dedugao I' = .

Sen =1, entao temos o0s sequintes casos: ¢ € ' ou v é um arioma.

Se p € ', temos ' IF o, pois o ocorre com valores distintos no tableau e por isso
o tableau fecha.

Se ¢ € um axioma, entao I ¢ e, portanto, I' IF . Diante disso, provamos agora

que cada azioma da LPT gera um tableau fechado em TPT.

(AL) ¢ = (¥ = ¢)
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0 Y—e
/ AN
s 1o
| |
0 ¢ 0 ¢
VRN VAN
iy 1 9y 1oy 1 9y
X X X X
(Ad) (pAp) = o
0 (pAY) =0
|
0 ¢
/ AN
: PAY 1 oA
A RN |
S o 3 9 1 o 1 o
s v 1Y 1 I 9
X X X X
(A5) (o AWp) =
0 (pAY) =
|
0 9
/ AN
T OAY 1 @AY
2 RN |
T e 3 e 1 o9 1 o
: 1 v L9 I
X X X X

(A3) (0 =) = ((0 = ¥) = 0 = (pAY))
Em Feitosa e Silvestrini (2016) estd demonstrado que o azioma (A3) € equivalente
a sequinte formula ¢ — (¢ — (@ A)). Por questao de economia no tamanho, faremos

0 tableau para esta formula. Certamente, verificamos também a validade de (A3).
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0 Y= (pAY)
/ AN
0 1 ¢
/ AN
0 YA 0 oAy
/ AN / AN
s 1 9 Y 19y
/N /" \ /N /N
0 ¢ 0 v 0 ¢ 0 v 0 ¢ 0 ¥ 0 ¢ 0 ¥
X X X X X X X X
(A2) (p = (Y = 0)) = (¢ =) = (¢ — 0))
0 (p=@W—0)—=>(p—=9) = (p—0))
|
0 (p—=v) = (p—o0)
/ AN
5 o= @W—o0) 1 o= (¥ —o)
X |
0 ¢p—o
/ AN
I o= 3 p—v
| X
0 o
*
*
/ AN
@ 1 ¢



o
<
X NI
Q

(A7) ¥ = (p V)

(A9) oV (p = 1)

N[

N[ =



0 p—7

(Al14) o(p — )

0 o(p—1)

(A8) (p = 0) = (¢ = 0) = ((pVY) = o)
0 (p—=0o)= (¥ —=0)—=(eVY—0))

0 (¥ =0)=(pVe—=0))

/ N
% Y=o 1 =0
X 0 (pV))—o
/ N
% VY=o 1 v—o
X *
/ | N
0 o % o 1 o
| | |
0 o 0 o 0 o
/ AN / AN / AN

TeVY loVy Lo—=y 1eVvy seVy 1oV



X X
0¢ %0’ 1 o Od} %0_ 1 o
%ok X X % % % o
*k
/ | N
1 1
0 v 3 Loy
1
2 ¥ 5 U 0
X y y
0 QP\/—|90
|
0 ¢
0 -
|
1 o

(A12) op — (p — (—p — 1))

0 op—(p—(—p—1))
|
0 »—(-p—=1)
4 \
% °y 1 oy
8 |
0 —p—
7N
A% 1
SN N
0 ¢ 1 o 0 o
X X



D=
]
AN

N
AN

(A13) mop = (p A )

0 —op—=(pA-p)

0 pA-gp

(ALl) = — ¢

(A15) (o A 0th) = o(pp A )

0 (op Aoth) = o(p A1)
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0 o(pAy)

/ AN
% op Aot 1 opAoy
A RN |
%ogp %ogp loyp 1 op
%OI/J low %ow 1 o4
X X X |
3 PAY
/1N
3 3 0 1w
3 v 1L v o Y
|

Neste dltimo passo, a notacao 0, 1 indica que vale 0 @ oul .

(A16) op — o

0 op—omp
|
O O—|90
/ AN
% o 1 op
X / AN
0 ¢ 1 ¢
| |
3 T 3 v
| |
3 P 3P
X X

Sen > 1, entao no dltimo passo da deducao aplicamos a regra MP. Assim, temos
I'Fo— ¢ el' o donde concluimos que I' = .

Por hipdtese de inducao, temos que I' IF o — ¢ e I' IF 0. Dai, seque que para
toda valoragio v, se v(I') C {3,1} entio v(c — ) #0 e v(c) # 0.

Deste modo, consideraremos o tableau I' U {c} U {oc — ¢} IF ¢. Temos quatro
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condigcoes possivels para as premissas validas o e o — @:

r r
1 1
2 9 2 7
% o= 1 o—=¢
0 ¢ 0 v
X RN
0 o % v 1 ¢
X X X
r r
1 o 1 o
1
5 0= 1 o=
0 ¢ 0 ¢
X /1N
0 o % v 1 v
X X
Portanto, T' IF . [

Na proxima secao completamos a demonstracao de equivaléncia entre o sistema

0 nosso sistema de tableaux TPT e o sistema axioméatico da LPT.

5.3 Da deducao em tableaux para a consequéncia se-
mantica de LPT

Na secao anterior provamos que a deducao axiomética de LPT implica na dedugao
em tableaux de TPT. Para concluirmos a demonstracao de equivaléncia entre o nosso
sistema de tableaux TPT e a logica da verdade pragmaética LPT, falta provarmos: I' IF
¢ = I'F . Contudo, antes de provarmos este resultado, introduzimos alguns resultados

e algumas definicoes.

Definicao 5.3 Um conjunto © de formulas sinalizadas é saturado para bairo se satis-
faz as sequintes condicoes:

(a) nenhuma formula ocorre em © com dois valores distintos;

(b) se em © ocorre alguma formula do tipo «, entao as subformulas a; € © e

ag € O;
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(c) se em © ocorre alguma formula do tipo B, entdo a subformula ) € © ou a
subformula By € ©;
(d) se em O ocorre alguma formula do tipo v, entdao a subférmula v € © ou a

subformula vo € © ou a subformula 3 € ©.

Lema 5.4 Todo ramo completo e aberto de um tableau é um conjunto saturado para baizo.
Demonstracao: Como o ramo é aberto, entao nenhuma formula aparece no ramo com
duas valoragoes distintas, o que satisfaz a condi¢do (a) da definicao de conjunto saturado
para baixo.

Além disso, como o ramo é completo, seque que todas as possiveis regras do tableau
ja foram utilizadas e o tableau nao pode mais ser expandido.

Logo, se existe uma formula do tipo o no ramo, entiao a1 e ao também estdo no
ramo, o que alende a condicdo (b).

Pelo mesmo motivo, se hd uma formula do tipo 5 no ramo, entao ou 31 ou P
estd no ramo, o que cumpre a condicdo (c).

De modo andlogo, também pelo completamento, se ocorre no ramo uma formula

do tipo v, seque que ou y1 ou Yo ou Y3 estd no ramo, o que contempla o ultima condig¢ao

(d). m

Agora, estenderemos a nogao de valoracao para as formulas sinalizadas.

1

Definicao 5.5 Se v é uma valoragdo e k € {0,5,1}, entdo a formula sinalizada k ¢ ¢é

distinguida sequndo a valoragdo v, o que é denotado por k ¢ € D, se v(p) = k.
Assim, k p € D < v(p) = k.

Definicao 5.6 Uma valoracio v satisfaz um conjunto © de formulas sinalizadas se para

toda formula sinalizada k o que ocorre em O, tem-se k ¢ € D.

Definicao 5.7 Um conjunto © de formulas sinalizadas é satisfativel se existe uma va-

loragdo v tal que v(©) C D, ou seja, para toda 1 € O, k 1 € D.

Lema 5.8 Se © ¢ um conjunto satisfativel de formulas sinalizadas, entao:

(i) se uma formula do tipo o estd em ©, entao © U {ay, s} € satisfativel;

(i) se uma formula do tipo B estd em ©, entdo OU{ S} € satisfativel ou O U{[s}
¢ satisfativel;

(7ii) se uma formula do tipo v estd em O, entdo ou O U {v1} € satisfativel, ou
© U {12} € satisfativel, ou © U {3} € satisfativel.

Demonstragéo: (i) Tomemos a formula de consisténcia do tipo «, isto é, 0 op. Como o
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conjunto © € satisfativel, entdo existe uma valoracdo v tal que v(©) C D. Dai, v(op) =0
e, entdo v(p) = 3 e, portanto, v(O U {5 ¢}) C D.

Agora a conjuncao do tipo «, isto é, 1o AN. Como o conjunto © € satisfativel,
entdo existe uma valoragcao v tal que v(©) C D. Dai, v(p A1) =1 e, entdo, v(p) =1 e
v(¢) = 1. Portanto, v(©@ U{l ¢,1 ¢}) C D.

Para a disjuncao do tipo o temos que 0 ¢ V. Como o conjunto © € satisfativel,
entdo existe uma valoragcao v tal que v(©) C D. Dai, v(e V1Y) =0 e, entdo, v(p) =0 e
v(v) =0 e, portanto, 0 ¢, 0 1 € D. Assim, v(© U {0 ¢,0 ¢¥}) C D.

Todas as regras de negagao sao do tipo .

Se temos 0 —p, desde que o conjunto © € satisfativel, entao existe uma valoracao
v tal que v(©) C D. Dai, v(—p) =0 e, entao, v(p) =1 e, portanto, v(O© U {1l ¢}) C D.

Quando temos % =, como © € satisfativel, entao existe uma valoracao v tal que
v(0©) C D. Dai, v(—p) = 3 e, entdo v(p) = % e, portanto, v(O U {3 ¢}) C D.

Finalmente, se temos 1 —p. Como o conjunto © é satisfativel, entao existe uma
valoragdo v tal que v(©) C D. Dai, v(—p) = 1 donde seque que v(p) = 0 e, portanto,
v(OU{0 ¢}) C D.

(#i) Para a formula de consisténcia do tipo 3, temos 1 op. Como © ¢ satisfativel,
entdo eriste v tal que v(©) C D e, entdo, v(op) = 1. Consequentemente, v(yp) = 0 ou
v(p) = 1. Se v(p) = 0, entao v(O© U{0 ¢}) C D. Contudo, se v(p) = 1, entdo
v(OU{1 ¢}) C D. De qualquer modo hd um ramo tal que v(© U {k ¢}) C D.

Para a conjuncao do tipo 3, temos 0 @ A. Como © € satisfativel, entao existe
v tal que v(©) C D. Dai, v(p A1) = 0 e, consequentemente, v(p) =0 ou v(y)) = 0. Se
v(p) =0, entao v(O U {0 ¢}) C D; e se v(yp) =0, entao v(OU{0 ¢}) C D.

Se temos uma disjuncao do tipo 3, isto €, 1 ¢V 1, desde que © € satisfativel,
entao existe v tal que v(©) C D. Dai, v(p V1¢) = 1 e, consequentemente, v(¢) =1 ou
v(v) =1. Sev(p) =1, entao v(OU{L p}) C D; e sev(yp) =1, entao v(©OU{1 ¢}) C D.

Para 0 ¢ — 1, como © ¢ satisfativel, entao existe v tal que v(©) C D. Dai,
v(p = ) = 0 e, consequentemente, v(¢)) = 0 e v(p) € D. Para v(y)) = 0, seque que
v(OU{0¢Y}) C D. Agora, para qualquer k € D, se v(p) = k, entao v(© U{k ¢}) C D.
Logo, um dos ramos € tal que v(© U{0 ¢,k ¢}) C D.

1

(iii) Para a conjungao do tipo v temos 5 ¢ A1p. Como © ¢ satisfativel, entdo

existe v tal que v(©) C D. Dai, v(p A1) = % e, consequentemente, v(p) =1 e v(Y) = 3;
ou v(p) = % ev() =1; ouv(p) = % ev(y) = % Como tem que valer um destes trés
casos, para ki, ke € D, seque que v(© U {ky o, ky ¥}) C D.

1

Para a disjungao do tipo y temos 5 oV . Como © € satisfativel, entio eriste
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v tal que v(©) C D. Dai, v(p V) = % e, consequentemente, v(p) =0 e v(y) = 3; ou
v(p) =3 ev(y) =0; ouv(p) =% ev(y) = 1. Como tem que valer um destes trés casos,
para kq, ko € {0, %, 1}, seque que v(© U {ky ¢, ks ¥}) C D.

Para a condicional do tipo v temos 1 ¢ — . Como O € satisfativel, entdo existe
v tal que v(©) € D. Dai, v(p — ¥) =1 e, consequentemente, v(¢) = 0 ou v(¥) = 3 ou
v(v) = 1. Seja k € {3,1}. Sev(p) =0, entao v(OU{0 ¢}) C D e sev(y) =k, entao
v(©OU{k ¢}) CD.

Em todos os casos, algum ramo do tableau é satisfativel. [
Diante destas defini¢oes e do Lema acima podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.9 I'lFp=TF ¢
Demonstragao: Faremos a demonstracao pela contra-positiva.

Se I' ¥ ¢, entdo existe uma valoragao v, tal que v(I") C D e v(p) = 0.

Seja ©y o conjunto de formulas sinalizadas que ocorrem no tableau inicial de T,
de modo que v(©g) C D. Mostramos que a cada passo de expansao do tableau, sempre
vai existir um ramo Og tal que v(Og) C D.

Suponha que v(©;,_1) C D. Se o ramo O,y for expandido por uma formula do
tipo «, pelo lema anterior (i), temos que v(0;) C D.

No caso do ramo ©;_1 ser expandido por uma formula do tipo 3, seque pelo lema
anterior (ii), que v(0;) C D.

Se o ramo ©;_1 for expandido por uma formula do tipo ~y, pelo mesmo lema item
(iii) seque que v(©;) C D.

Assim, em todos 0s casos, temos um ramo ©; tal que v(0;) C D. Logo, sempre
haverd um ramo satisfativel em ©, o qual € um conjunto saturado para baizo.

Portanto, I' ¥ [
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Consideracoes finais

Neste trabalho, abordamos algumas teorias da verdade, com o intuito de fornecer
uma maior compreensao sobre o tema.

Em especial, tratamos da concepc¢ao semantica da verdade de Alfred Tarski, que
introduziu uma definicao formal da verdade, sempre relativa a uma estrutura matema-
tica. Foi a definicao de verdade de Tarski que possibilitou o desenvolvimento da teoria
de modelos, pois esta associa a linguagem formal com uma interpretagao num modelo
matematico.

Apresentamos também a abordagem de da Costa e colaboradores, que intro-
duziram uma teoria da verdade para contextos parciais, com o objetivo de explicar o
procedimento de construcao do conhecimento nas ciéncias empiricas.

Também abordamos outras duas teorias inspiradas na nocao de verdade pragma-
tica de Newton da Costa, a de Bueno e de Souza (1996), com influéncias do empirismo, e
a verdade pragmatica proposta por Silvestrini (2011), através da satisfagdo pragmaética.

Silvestrini também introduziu uma légica paraconsistente trivalente, subjacente
a sua nova abordagem da quase-verdade.

Assumimos, neste trabalho, a concepcao de quase-verdade proposta por Silvestrini
(2011), e no Capitulo 3, apresentamos a sua logica subjacente aquela nogao de quase-
verdade. Tal logica foi denominada logica da verdade pragmatica e indicada por LPT,
uma loégica paraconsistente, modal e trivalente.

LPT é paraconsistente por nao admitir, em geral, o principio da explosao e, com
isso, no caso de contradicoes na LPT, nao temos a trivializacao dedutiva nesta logica.

Outro aspecto relevante da LPT reside no fato de ser uma logica trivalente.

Assim, LPT tem uma seméantica de matrizes trivalentes, a qual esté associada com
a relacao parcial, em que atribuimos valor 1 para sentencas verdadeiras, 0 para sentencas
falsas e o valor 3 para sentencas indeterminadas.

Como buscamos apresentar a LPT em um sistema de tableaux analiticos, no
Capitulo 4, apresentamos o sistema de tableaux cléssico para a LPC e para a légica
quantificacional classica.

Este método dedutivo tem algumas vantagens, pois é um sistema de prova muito
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intuitivo e, usualmente, mais rapido do que o método hibertiano ou axiomaético.

Além disso, ha vantagens computacionais neste método, como a possibilidade da
sua implementacao em computadores, ja que ele pode ser caraterizado como um procedi-
mento algoritmo.

Outro beneficio do método dos tableaux é a obtencao imediata de contra-exemplo,
no caso em que nao temos a validade da formula testada.

Ao considerarmos o método dos tableaux e as suas vantagens, quando compa-
rado com a abordagem axiomaética, introduzimos os tableaux para a logica da verdade
pragmatica, que denotamos por TPT.

Para isso, definimos trés categorias de formulas da LPT, de modo que as formulas
podem gerar até trés ramos de consequéncias distintos, e com isso temos as seguintes
possibilidades para os ramos: ou nao ramifica, ou o ramo bifurca, ou o ramo trifurca.

Apo6s uma anélise das matrizes trivalentes definidas por Silvestrini, apresentamos
as regras de expansao do nosso sistema TPT e definimos as suas clausulas de fechamento.

Além disso, verificamos a adequacao de TPT, isto é, provamos que todas as
deducoes que sao obtidas em TPT também o sao em LPT, e vice-versa.

Ademais, vislumbramos algumas possibilidades de trabalhos futuros relacionados
com este:

- como apresentar a logica de primeira ordem da verdade pragmatica (LPT1)
segundo os tableaux analiticos.

- descrever a logica da verdade pragmaética (LPT) em outros sistemas dedutivos,
como o calculo de sequentes e deducao natural.

- desenvolver outras formalizacoes de verdade, que considerem modelos parciais
e a nocao de quase-verdade.

- introduzir a logica da verdade pragmaética de primeira ordem (LPT1) em um

sistema de deducao natural.

Estas sao algumas possibilidades que poderao ser abordadas nas préximas inves-

tigagoes.
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