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RESUMO

Neste estudo, analisamos a quantidade de ciclos limite de uma equacgao diferencial diante de pe-
quenas perturbagdes caracterizada por um parametro suficientemente pequeno. Empregamos o
Método da Média de Primeira Ordem para simplificar a busca por 6rbitas periédicas em sistemas de
equagcdes diferenciais, transformando-a em uma tarefa de encontrar zeros de uma fungéo de dimen-
sao finita sob condi¢des especificas. Além disso, aplicamos esse método a um conjunto de fungdes
bem conhecidas, as funcbes Hamiltonianas, e utilizamos o Sistema Hamiltoniano de Armburster-
Guckenheimer-Kim como exemplo. Ao longo da analise, apresentamos trés resultados principais do
Método da Média. O primeiro estabelece condi¢des para concluir que as solugdes do sistema médio
e do sistema perturbado sdo préximas. O segundo resultado mostra que, sob certas condicoes, o
sistema perturbado possui uma solugdo 7-periddica. Por fim, o terceiro resultado determina a esta-
bilidade ou instabilidade desta solugao. Essa analise aprofundada contribui significativamente para
o entendimento da dinamica dos sistemas estudados, possibilitando avangos na compreensao dos
fenémenos observados.

Palavras-chave: Ciclo limite. Sistema Hamiltoniano. Método da Média.



ABSTRACT

In this study, we analyze the number of limit cycles of a differential equation in the face of small per-
turbations characterized by a sufficiently small parameter. We use the First Order Averaging Method
to simplify the search for periodic orbits in systems of differential equations, transforming it into a
task of finding zeros of a finite-dimensional function under specific conditions. In addition, we apply
this method to a set of well-known functions, the Hamiltonian functions, and use the Armburster-
Guckenheimer-Kim Hamiltonian System as an example. Throughout the analysis, we present three
main results of the Averaging Method. O first establishes conditions for concluding that the solutions
of the averaged system and the perturbed system are close. The second result shows that, under
certain conditions, the perturbed system has a 'I'-periodic solution. Finally, the third result determi-
nes the stability or instability of this solution. This in-depth analysis contributes significantly to the
understanding of the dynamics of the systems studied, enabling advances in the understanding of

the phenomena observed.

Keywords: Limit cycle. Hamiltonian system. Method of Averaging.
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1 Introducao

No século XVIII, os métodos de perturbacao em equagoes diferenciais tornaram-se
significativos ao tentar relacionar a teoria da gravitacao de Newton as observagoes do
movimento de planetas e satélites. Inicialmente, uma teoria dinamica do sistema solar,
baseada na sobreposigdo de movimentos de apenas dois corpos (o Sol e um dos planetas),
ofereceu um ajuste razoavel, embora nao muito preciso, as observacoes. Para explicar as
discrepancias, consideramos diversos efeitos, como a influéncia de satélites, a interacao
de grandes planetas, a resisténcia do éter e outros fatores. Essas consideracoes levaram a
formulacao do movimento perturbado de dois corpos e, diante da falta de solugoes exatas,
ao desenvolvimento da teoria de perturbacao.

As primeiras tentativas de abordar o problema envolveram célculos numéricos dos
incrementos nas variaveis de posicao e velocidade, utilizando diferenciais ao longo de
pequenos intervalos de tempo consecutivos. Os calculos praticos incluiram expansoes dos
termos de perturbacao para viabilizar o processo. Rapidamente, tornou-se evidente que
esse método resultava na criacao de tabelas astrondémicas, que sao tabelas que contém
informagoes relativas as posi¢oes de planetas, estrelas, luas e demais corpos celestes em
momentos diversos. Estas tabelas representam recursos significativos para realizar calculos
e prever com precisao eventos celestes ao longo do tempo, porém nao necessariamente
proporcionava uma compreensao abrangente da dindmica do problema. Além disso, as
tabelas nao eram muito precisas, pois a obtencao de alta precisao exigia a utilizagao de
intervalos de tempo extremamente pequenos.

Wilson [I0] apresentou um estudo abrangente sobre a teoria inicial de perturbagao
e a construcao de tabelas astronémicas. No final do século XVIII, Clairaut, Lagrange
e Laplace trouxeram novas ideias significativas. Lagrange e Laplace desenvolveram e
aplicaram amplamente uma técnica para obter solugoes aproximadas, especialmente ao
discutir a formulacdo do movimento na dindmica. Lagrange enfatizou a necessidade de
empregar um método, que ele chamou de variacdo de parametros, para analisar a influéncia
das perturbacoes.

Neste trabalho, apresentamos o Método da Média de Primeira Ordem, também co-
nhecido como Método de Averaging. Em linhas gerais, a Teoria da Média simplifica a
busca por orbitas periddicas de um sistema de equagdes diferenciais, sob certas condigoes
convenientes, transformando-a na tarefa de encontrar zeros simples de uma funcao de
dimensao finita. Este método se destaca por sua eficacia em lidar com sistemas dina-
micos complexos, fornecendo uma abordagem que reduz a complexidade do problema ao
considerar a evolucao de variaveis médias ao longo de um periodo.

Apos enunciar e demonstrar o método, iremos aplica-lo a um conjunto de fungdes bem
conhecidas, que sao as fun¢oes Hamiltonianas. Para a aplicacao da Teoria da Média,
iremos utilizar um sistema Hamiltoniano chamado Sistema Hamiltoniano de Armburster-

12



Introducgao 13

Guckenheimer-Kim, que frequentemente tem sido utilizado no estudo da dinamica de
galaxias. A escolha das fun¢goes Hamiltonianas para a aplicacao pratica deste método é
especialmente relevante devido a sua importancia em sistemas dindmicos, como aqueles
encontrados na mecanica celeste e em problemas relacionados a conservacao de ener-
gia. Ao empregar o Método da Média de primeira ordem nessas fun¢des Hamiltonianas,
pretendemos investigar como as propriedades periddicas desses sistemas sao mais bem
compreendidas e analisadas, contribuindo para o avanco do entendimento tedrico desses
fenomenos. Na teoria dos sistemas dinamicos, os sistemas conservativos, especialmente
os Hamiltonianos, tém uma influéncia significativa. Principalmente em contextos mecani-
cos, a estrutura fundamental é frequentemente Hamiltoniana, com a inclusao posterior de
efeitos dissipativos. A mecanica Hamiltoniana é um campo amplo com raizes na mecanica
celeste do século XVIIIL.

A dissertacao esta estruturada da seguinte maneira: No primeiro capitulo, apresen-
tamos os conceitos basicos para a teoria, como os conceitos de aproximacgao assintética,
forma padrao, forma padrao no caso quasilinear, que sao defini¢oes essenciais para a cons-
trucao da teoria. Ja no segundo capitulo, iniciamos explanando o Método da Média, e
neste capitulo apresentamos os trés resultados principais. O primeiro é o Teorema da
Média de Primeira Ordem, no qual estamos interessados em sistemas que estejam em sua
forma padrao, ou seja,

gy ot (1)

vamos supor que f é T-periddica em t, e € é o parametro que caracteriza a perturbacao.
Definimos a equagao média dada por

y=efoy)
y(to) = o

onde

W) =g [ S

Sob certas condigbes sobre f, podemos concluir que a solucao do sistema médio esta
proxima da solugao do sistema perturbado. Ja o segundo resultado é que, com condig¢oes
adequadas, o sistema ([1.1)) admite uma solugdo T-peridédica com algumas caracteristicas
especiais. Ja o terceiro resultado determina a estabilidade ou instabilidade desta solucao.

Como foi dito, aplicamos a Teoria da Média em um sistema Hamiltoniano o qual esta
associado a uma func¢ao Hamiltoniana. Essa funcao é dada por

1 a b
Ho= St +a+y) = (@ +y) =5y (1.2)

e concluimos que o sistema Hamiltoniano correspondente a funcao Hamiltoniana dada
em (|1.2)), admite 6rbitas peridédicas em todos os niveis de energia positiva, exceto quando
os parametros a e b estao na reta

Ly ={(a,b) € R* :b+a=0}.

Para a construgdo da teoria, quanto ao conteido basico de equagoes diferenciais ordi-
néarias, empregamos as referéncias [7], [5] e [8]; j& para o estudo da Teoria da Média,
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utilizamos dois livros, sendo o primeiro o livro "Averaging Methods in Nonlinear Dynami-
cal Systems'[6] e o segundo "Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems'[9].
Ao longo da pesquisa, fiz uso das dissertagoes [2] e [4] como referéncias complementares.
Estes trabalhos foram cruciais para aprofundar minha compreensao acerca do tema em
estudo.

O principal propédsito deste trabalho é realizar uma andlise do Teorema 1 presente no
artigo intitulado "Periodic orbits and non-integrability of Armbruster-Guckenheimer-Kim
potential", o qual pode ser encontrado em [3].

Em conclusao, a analise desse teorema contribuird significativamente para a contextu-
alizagao e aplicacdo do Método da Média de Primeira Ordem.



2 Conceitos Basicos

Primeiramente, estudaremos alguns resultados elementares para a construcao da teoria
que envolve resultados previamente vistos em Andlise e Equagoes Diferenciais Ordinarias.
Consideramos a equagao diferencial

i = flx,t,e) (2.1)

onde " denota a derivada de x com relagao a varidvel independente ¢t € (—o0,+00), e x e
f(z,t,€) sao vetores do R™, com

f: D x [tg,00[x]0,e9] — R™,

comx € D C R" e D sendo um conjunto aberto e limitado. A variavel ¢ € R é usualmente
chamada tempo. Consideramos t > ty com ty constante. A varidvel e caracteriza a
magnitude de certas perturbagoes. Geralmente tomamos e de tal forma que 0 < € < ¢
com ¢y sendo uma constante, no entanto, podemos considerar limites como ¢ — 0.

Definigao 2.1. Uma funcao diferenciavel ¢ : I — R" chama-se solugdo da equagao ([2.1)),
no intervalo I se:

1. o grafico de ¢ em I, isto é, {(¢(t),t);t € I} estd contido em D x R e

2. ¢ = f(e(t),t) para todo t € I. Se t é um ponto extremo do intervalo, a derivada é
a respectiva derivada lateral .

Para um vetor v = (uy, ug, ..., u,) € R" usamos a norma da soma
n
[full = > Juil- (2.2)
i=1
Para a matriz A, «,, com elementos a;;, sua norma serd dada por
n
1Al =) layl. (2.3)

1,7=1

Para estimar funcoes vetoriais, quase sempre usamos a norma do sup. Como, por exemplo
) ) )
para as fungoes vetoriais que surgem na equacao diferencial, temos:

Hstup = sup Hf(t,a:, 6)H7 (2'4)

2€D,0<t<T,0<e<eq

no qual 7" representa a periodicidade da f.

15
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2.1 O problema de valor inicial: existéncia, unicidade
e continuidade

Verificamos que as fungoes vetoriais f(x,t,€) terao certas propriedades em relagao as
variaveis x e t e ao parametro €. A definicdo a seguir, apresenta uma propriedade que a
funcao com relacao a variavel espacial, ird satisfazer.

Definicao 2.2. Uma fungdo vetorial f : G — R", com G = D x [to, to + T]%]0, €] ¢é dita
ser Lipschitz em x, com Ay > 0 sendo a constante de Lipschitz se temos

||f(x17t7€) - f(ﬂ?z,t,E)H < )\fol - x2|’7
para xy,xy € D.

O lema a seguir apresenta condigbes suficientes para que f seja Lipschitz na variavel
x, em um determinado conjunto.

Lema 1. Suponha que f seja de classe Ct em um conjunto U CR™ e D C U compacto.
Entao f € Lipschitz em relagdo a varidvel x, ou seja, em D.

Demonstragdo. Pelo fato de o resultado ser em relagdo a variavel x, suprimos a depen-
déncia de t e e. Como D é compacto, D C U C R", e f é continua, com relagao a z,
entao existe M > 0 tal que

1f (1,8, €) = flaa, 8, €)| < M,

para xy,xs € D.

Novamente do fato de D ser compacto, toda cobertura aberta admite uma subcober-
tura finita. Consideramos uma cobertura finita de bolas abertas B; de centro p; e raio
r; > 0 tal que cada B; C U. Agora, construimos bolas menores B; com centro p; e raio 7,
tal que UB] D D.

Por hipétese, f é de classe C! em U e, como B; C U para cada i, segue que f é
Lipschitz em B;. Portanto, existe /\3} constante de Lipschitz para f em B;. Consideramos

)\(} = ma:ci)\},

comi=1,....n, e seja
LTy
0 = min;—.

3
Observe que se 1,9 € D temos duas possibilidades

D|xr — 2| < 3§ ou 2)||zy — xo|| > 0.
Se ocorre 1) note que x; e xy pertencem a mesma bola B;. Portanto

1 f (1.t €) = f(za,t,€)|| < A}|wy — 22|

Agora, se ocorre 2), seja Ay = maz{\}, & }. Sabemos que

M
11t €) = f(o2, 8,0l £ M = =8 < A8 < Ayl = o]l

Portanto,
VZEl,QSQ € D’ ||f(931,t, E) - f(:BQ’t>E)|| S )‘f||x1 - $2||

com Ay a constante de Lipschitz. O
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A seguir, apresentamos o teorema que estabelece a existéncia e unicidade de solugoes
para problemas de valor inicial. Esse teorema ¢é considerado um resultado fundamental
no estudo de equagodes diferenciais ordinarias, pois permite determinar o intervalo na qual
a solucao se encontra e, como o proprio nome sugere, garante a existéncia e unicidade da
solucao para certas condigOes iniciais impostas a f.

Teorema 2.3. Teorema de Existéncia e Unicidade Consideramos o problema de
valor inicial

T = f(x,t,e), x(ty) = zo. (2.5)
Sejam D = {x € R" : ||z — || < d}, G = D X [to,to + T]x]|0,60] € f : G — R™.
Suponhamos que

1)f € continua em G.

2)f(z,t,€) satisfaz a condigio de Lipschitz com relagao d varidvel x.

Entio o problema ([2.3) tem uma dnica solugio para to < t < to + inf(T, L) onde
M = sup [[f1] = |/l sue-

Discutimos agora, as solugoes e os intervalos maximos em Sistemas Dindmicos. Uma
solugao de um sistema dinamico é uma funcao que descreve como as aplicagoes atuam so-
bre as variaveis ao longo do tempo, dentro de um intervalo especifico, a partir de condi¢oes
iniciais. Essas solugbes podem revelar informagoes sobre a estabilidade ou instabilidade
do sistema, além de identificar padroes como pontos criticos e atratores. Por outro lado,
os intervalos maximos sao periodos de tempo nos quais as solugoes podem ser continua-
mente estendidas. Esses intervalos podem ser finitos ou infinitos e desempenham um papel
crucial para compreender a estabilidade e a presenga de comportamentos periédicos nos
sistemas dindmicos.

Definicao 2.4. Chamamos solugdo maxima de toda solucao ¢ definida num intervalo
I, denominado intervalo maximo de ¢ tal que se 1 é uma outra solugao no intervalo J com
I CJe¢=1|,entdo I = J. Em outras palavras, ¢ é méxima se ndo admite nenhuma
extensao que também é solucao de ([2.1).

Consideramos o seguinte problema
T = Az, (2.6)
com z € R", e A uma matriz quadrada de ordem n.

Sejam ¢;(t) : I — R" com i = 1,2, ...,n, solugdes do problema (2.6) em um intervalo
I. Podemos escrever estas solugdes como colunas, isto €,

e11 (1) P1n ()
o1 (1) = 9021:(75) e on(t) = 9027?(75)
©n1(t) Pnn(l)
Definicao 2.5. O Wronskiano das solucoes do sistema ¢é o determinante
ei1(t) .. pm(t)

W (@1, 02, s o) (1) = ('021:(0 @27:(15) '

on(®) - Punl®)
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Examinamos um teorema que estabelecera uma relagao entre as solugoes do problema
(2.6 e o seu Wronskiano.

Teorema 2.6. Sejam @1, o, ..., 0 - I — R", solugoes do problema (2.6) definidas em um
intervalo aberto I C R, entdo temos W(p1,...,.0n) =0 em I ou W(p1,...,0n) # 0 para
todo t € I.

Além disso, apresentamos um corolario o qual ird determinar se o conjunto de solugoes
serd linearmente independente (L.I.) ou linearmente dependente (L.D.).

Corolario 1. Sejam 1,9, ...,0n : I — R", solugoes do problema (2.6 definidas em
um intervalo aberto I € R. Se existir ty € I tal que W (@1, @2, ...,0n)(ts) # 0, entao
{¢1,92, ..y on} € linearmente independente em I.

O Teorema a seguir garante a existéncia de n solugdes Linearmente Independentes
para (2.6).

Teorema 2.7. Dado ty € R, existem aplicacoes 1, oo, ..., on : I — R" comi=1,2,....,n,
que sdo solugoes da equagao diferencial (2.6) com tg € I, no qual I C R é um intervalo
aberto, tal que {1(t), p2(t), ..., on(t)} € um conjunto Linearmente Independente.

Demonstragio. Consideramos os problemas de valor inicial

T = Ax

wte) = ex, (2.7)

onde e, com 1 < k < n, sdo vetores da base canonica do R™. Do Teorema [2.3| para cada k,
existe uma tnica solucao ¢y, definida em um intervalo I, para o problema de valor inicial.
Assim, existem aplicagoes {¢1(t), p2(t), ..., pn(t)} solucdes do problema (2.7), definidas
em um intervalo I (recorrente do Teorema com tg € I. Portanto,

1 0 ... 0
01 ...0
W(@la@%"'a@n)(tO): . C : :1#0
00 ... 1
Assim, pelo corolario anterior temos que {1, @2, ..., v, } € um conjunto linearmente inde-
pendente. 0

Teorema 2.8. (Floquet) Consideramos a equagio (2.6) com A(t) uma matriz n X n
continua T-periddica. Cada matriz fundamental da equagao (2.6)) pode ser escrita como o

produto de duas matrizes n X n
p(t) = P(t)e™,

com P(t) T-periodica e B uma matriz constante n X n.

Teorema 2.9. Se A € uma matrizn X n e A\, ..., \, sao os autovalores de A, cada um
com a sua multiplicidade algébrica, entio N, ..., \F sio os autovalores de A* e e, ... eM
sdo os autovalores de e?.

Definicao 2.10. Considerando C' = e?, segue que os autovalores p de C' sdo chamados
de multiplicadores caracteristicos. E cada numero complexo A = a + (31, tal que

p=Ee

é chamado de expoente caracteristico.
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Observacgao 1. As partes imagindrias dos expoentes caracteristicos nao sao determinadas
de forma unica: podemos adicionar 2mi/T a elas. Os multiplicadores caracteristicos sao
determinados de forma tunica. Podemos escolher os expoentes A de forma que coincidam
com o0s autovalores da matriz B.

A desigualdade de Gronwall, que é uma importante ferramenta na analise de equagoes
diferenciais e de problemas de valor inicial. Uma das principais razoes para a importancia
da desigualdade de Gronwall é sua versatilidade. Ela pode ser aplicada a uma ampla
variedade de problemas, desde sistemas lineares a nao lineares.

Em resumo, a desigualdade de Gronwall é uma ferramenta essencial na andlise de
equacgoes diferenciais e em diversos campos da matematica. Seu uso permite a obtencao
de resultados precisos e confidveis, tornando possivel entender e prever o comportamento
de sistemas dinamicos.

Lema 2. Desigualdade de Gronwall Suponha que para to <t <ty+ T temos

ot) <a+ [ Bls)p(s)ds,

to

onde ¢ e 3 sao aplicagoes continuas e 5(t) > 0, € R. Entdo
t
o(t) < aelo PO

para to <t <ty+T.

Demonstragdao. Seja

¢
Q(t) =a+ | B(s)p(s)ds.
Entao ¢(t) < ®(t) e pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

Como S5(t) > 0, temos

(1) = B(t)p(t) < BH)D(t) = (1) — B()2(t) < 0.

~ J,, Bls)d

Multiplicando ambos os lados por e °. temos

S PO% 168 — BH)D(1)] < 0.

Podemos ver como J .
Z(@(t)e ") <0,

Integrando de %, a t,

t d _ [t B(s)ds t — [ s st
Came o™ Y a0 < [ 0do = B(t)e "IN <o
dt
to to to
= P(t)e Jeg s _ D(tg)e Jeg Ple)ds <0

= a(t)e Jo "I _p(1) <.
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Note que, ®(ty) = «, obtemos

d(t)e Jio P _ <0.

Multiplicando por efto ﬁ(s)ds, temos

t
(1) < aela ",

t

e, como @(t) < (1), p(t) < aeha "

“paraty <t <ty+T.
O

O lema pode ser generalizado possibilitando que « dependa de ¢, com a condi¢ao que
a seja diferenciavel e a(t) > 0,& > 0. Vejamos agora um caso especifico do Lema , 0
qual utilizamos nos proximos capitulos.

Lema 3. Caso especifico da Desigualdade de Gronwall
Suponha que para ty <t <ty+ T,

o(t) < 0a(t —to) + 61 fti) o(s)ds + 3.
Com ¢(t) continua para ty <t <to+T e constantes 6; > 0,05 > 0,93 > 0 entao

0
(01 + 03)

Jeht-t) _ %2

SO(t) < ( 5y

para to <t <ty+T.

Demonstragio. A prova do caso especifico é andloga ao caso geral, basta tomar a =

01
52 I (53 e 6(t> = 51. ]
Os sistemas dinamicos sao de grande importancia em diversas areas da ciéncia, como a
fisica, matematica, biologia e engenharia. Esses sistemas podem ser descritos por equagoes
diferenciais que governam a evolucao de uma variedade de objetos ao longo do tempo.
Veremos agora defini¢oes e resultados que irdo nos ajudar a obter determinadas esti-
mativas que nos auxiliardao no desenvolvimento da teoria.
Consideramos o sistema auténomo

&= f(x), x(to) = 0. (2.8)

Definicao 2.11. Para uma funcao f e um ponto z, a sequéncia

, [ (@), F(F (@), s ful), -

se f nao for inversivel ou, caso contrario, a sequéncia

. f(_l)(a:),x, f(x), ...

é chamada de 6rbita de x sob f. J& um ponto fixo, é um ponto tal que f(z) = z e um
ponto peridédico é um ponto x tal que f"(x) = = para algum n € N. O menor n é chamado
de periodo de z.
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Exemplo 1. Consideremos

f R —- R
r — f(x)=-—a>

Seque que 0 € o unico ponto fixo, £1 gera uma orbita periodica, ou seja, 1 e —1 sdo pontos
periodicos com periodo 2.

Definicao 2.12. Um ponto xy € R™ é chamado de ponto de equilibrio ou ponto critico
da equagao (12.8) se

Definigao 2.13. Sejam U um aberto de R? e X : U — R? um campo vetorial de classe
C'. Uma érbita peridédica v de X' chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V' de 7,
tal que v é a tUnica érbita fechada de X que intercepta V.

2.2 Estimativas no caso de atracao

Consideremos o problema de valor inicial

{x’ = f(x,t,€) (2.9)

[L’(to) = 2o,

parat > tg;x,xg € D C R", 0 < € < ¢p. Vamos supor que x = 0 seja uma solugao para
a equacao. Note que, se quisermos estudar uma solugdo particular x = ©(t), podemos
considerar a equagao y = x — ¢(t), onde a equagdo para y tem solugao trivial.

Vamos falar agora sobre a estabilidade no sentido de Lyapunov, que é um conceito
importante em sistemas dinamicos que descreve a capacidade de um sistema em perma-
necer préoximo a um estado de equilibrio ou a uma trajetoria desejada ao longo do tempo.
A estabilidade de Lyapunov é baseada na nocao de que pequenas perturbacoes em um
sistema nao devem resultar em grandes desvios do estado desejado ao longo do tempo.

Definigao 2.14. A solugao z = 0 da equagao ([2.9)) ¢ dita estavel no sentido de Lyapunov
se para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que ||zo|| < § = ||z(t)|| < € para t > ty. Sendo
assim, a solucao ¢ dita instavel se ela nao for estavel.

A solugao x = 0 pode ter uma propriedade diferente que chamamos de atracao, que é
um conceito muito importante no estudo de sistemas dinamicos.

Definicao 2.15. A solugao nula da equagao ([2.9)é um atrator positivo, se existe um § > 0
tal que
||zo]] < 6 = 1tli}m z(t) = 0. (2.10)

Se a solugao satisfaz as duas defini¢oes apresentadas, ou seja, além de ser estavel é um
atrator, teremos um forte tipo de estabilidade que é definida por:

Definigao 2.16. Se a solugao = = 0 da equagdo (2.9) é estével no sentido de Lyapunov
e é um atrator positivo, dizemos que é assintoticamente estavel.

Em resumo, um sistema é considerado assintoticamente estavel se ele tende a um
estado de equilibrio estavel a medida que o tempo passa.
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Teorema 2.17. Consideremos a equagao
T =A(t)r+ f(x,1), (2.11)

onde A(t) é uma fung¢do matricial continua em t € R, T-periddica; a fungao vetorial f é
continua emt € R e x € R™; Lipschitz em x parat € R, e x em uma vizinhanga de x = 0.
Além disso, temos

|1f (z, )]

lim —————— =0,
t=oo ]|

uniformemente em t. Se a parte real de cada expoente caracteristico da equacao periodica
linear

y=Alt)y
¢ negativa, a solugio v = 0 da equagio (2.11) € assintoticamente estavel. Além disso, a
atragdo € exponencial em uma vizinhanca de x = 0.

Teorema 2.18. Consideremos o problema de valor inicial em R™
= (A+ B(t)x + f(x,t), x(ty) = o, (2.12)

para v € R",t > tg, A uma matriz constante n X n com pelo menos um autovalor com
parte real positiva, B(t) uma matriz n X n continua tal que

lim [|B(1)]| = 0.

A fungao vetorial f € continua em relacio a t e x e Lipschitz em relagdo a x numa
vizinhanga de x = 0, mais ainda,
T, t
Gl

m e =0,
llell—0 |||

uniformemente em t. Entio a solugio trivial da equagio (2.12) é instdvel.

Depois de apresentar os fundamentos tedéricos necessarios, abordamos o conceito de
aproximacoes assintoticas para auxiliar na obtencao de solugdes por meio de técnicas
como o Simbolo de Landau e a ideia de escala de tempo. Existem diversas técnicas
matematicas disponiveis para aproximar solucoes, mas nosso estudo se concentrara na
teoria das aproximagoes assintéticas e na apresentacao dos conceitos necessarios para
aplicd-la a problemas especificos.

2.3 Aproximacao Assintética

Consideremos o problema de valor inicial
- ;
X (to) = Xy,

onde x,z9 € R",t € [ty, 0] e € €]0, ¢y]. Se para cada e proximo de zero o campo de vetores
f é suficientemente suave em uma vizinhanga de (zg,t) € R™ x R, o problema de valor
inicial tem uma tnica solugao z.(t) em algum intervalo [ty, t[ para pequenos valores de €.
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Vejamos dois exemplos que ilustram alguns problemas que surgem no processo de
aproximacao.

Consideremos a equacao diferencial de primeira ordem com o valor inicial dado:

A solugdo é dada por z.(t) = (1 + €)e' — e. Podemos rearranjar essa expressao em torno
de €, que resultaria em
z.(t) = e +e(e' —1).

Ou seja, de alguma forma a funcdo e’ é uma aproximagao para z.(t), para ¢ pequeno.
Devemos prestar atencao ao dominio de validade da aproximacao.

No segundo exemplo, observamos que a dependéncia em relagdo ao parametro € na
solugdo nem sempre é suave.

Consideremos o problema de valor inicial em R

) —€x
xr =

€+t
z(0) =1,

que tem como solugao

zelt) = <ej—t)ﬁ'

Como no exemplo anterior, ou seja, rearranjamos essa solucao em torno de €, considerando
t > 0. Porém, temos que dividir RT em diferentes intervalos. Por exemplo, tomando
t >> ¢, podemos expandir a solugao para

z(t) = 1 + elog(e) — elog(t) + O (;) :

E, claramente, essa expansao nao satisfaz a condicao inicial, ja que a funcao log nao estéa
definida para t = 0.

Estabelecemos uma categoria de fungoes que desempenham um papel crucial na de-
finicdo dos Simbolos de Landau. Essas fungoes sao utilizadas como ponto de referéncia
para compararmos fungoes.

Definigao 2.19. Uma funcao J serda chamada fungao ordem se § for continua e positiva
(ou negativa) em |0, €] e lir% d(€) existe.
e—

Em muitas aplicagoes, costumamos usar o conjunto de fungdes ordem {e"}2,. En-
tretanto, funcdes ordem da forma €?, ¢ € Q poderao ser usadas. Para comparar fungoes
ordem usamos o Simbolo de Landau.

Definicao 2.20. Sejam 0y, 5 fungoes ordem. Definimos o Simbolo de Landau como
O(.) e o(.) como segue

(1) Dizemos que d;(€) = O(d2(€)) para € — 0 se existe K > 0 tal que
[01(e)] < K|d2(€)],
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quando € — 0;

(2) 61(€) = 0(d2(€)) quando € — 0 se

51 (6)

el—I}g 52(6) =0.

O Simbolo de Landau é um conceito que permite descrever o comportamento as-
sintotico de uma fun¢do quando o argumento tende a um determinado valor. O uso
desse simbolo é especialmente relevante em sistemas dinamicos, que descrevem a evolucao
temporal de sistemas fisicos ou matematicos.

Em sistemas dinamicos, é comum que pequenas perturbacoes iniciais possam levar a
grandes diferencas nas solugdes no futuro. Por essa razao, é importante entender como
a magnitude da perturbacio inicial afeta a evolugdo do sistema ao longo do tempo. E
aqui que o Simbolo de Landau desempenha seu papel, permitindo estimar a ordem de
magnitude da diferenca entre solugoes de sistemas dindmicos préximos.

Vejamos alguns exemplos do uso do Simbolo de Landau.
Exemplo 2. €" = o(e™) para € — 0 se n > m.

De fato, da defini¢ao (2), tomando d;(€) = €" e dy(€) = €™, temos

E’I'L

lim — =lime"™ ™ =0,
e—0 ¢m e—0

poisn —m > 0
Exemplo 3. esen (%) = O(e) para € — 0.

Note que a funcdo seno ¢ limitada, assim da definicdo (1) tomando d;(¢) = esen(l),

temos
1 1
esen(— ||| =lel-|sen{—]|<|e|.
€ €

Portanto, existe K =1 tal que ||esen (%) | < |el.

Exemplo 4. €’loge = o(e*log*e) para € — 0.
Isso segue da definicdo (2). Considerando d;(€) = e*loge e dz(€) = €*log*e em (2) temos:

e2loge _ 1
m = lim — =0
=0t €2log?e =0+ loge

Exemplo 5. ¢~ 1/€ = o(e") para ¢ — 0 e Vn € N.
Considerando d;(€) = e™V/€ e dy(€) = €" temos

eV 1 1

lim = lim = i .

e—0 N e—0 61/6 - en lim e /e, e
e—0

1
Fazendo x = — e lembrando que € > 0, o limite acima se transforma em
€

w?’l

lim — =0.
z—+00 T
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Observagao 2. Note que se 01(€) = 0(da(€)) = d1(€) = O(da(e)).

De fato, vejamos que

101(e)| < K|d2(¢)| = ?Ee; < K, ou seja ?EE; ¢ limitada, e temos que
2(€ 2(€
. 0u(e) 91 (€)
01(€) = 0(d2(€)) = lim —-0= < K,e - 0= 01(e) = O(d2(€)).
1) = o(ia(0) = lim 28 —0 [ 219 < 1(6) = 0(5(¢)
Por exemplo, €2 = o(¢) e €2 = O(€) com € — 0.
De fato,
2
lim — =lime = 0.
e—0 € e—0

Agora, considere K = ¢y, temos 0 < € < €, assim

(€] = |e e[ = [elle] < eolel

portanto, €2 = O(e).
Defini¢ao 2.21. Dizemos que 0;(€) = Og(da(€)) para € — 0 se d1(€) = O(d2(€)) e d1(€) #
0(d2(€)) para € — 0.

Exemplo 6. temos esen (%) = Og(€) para € — 0, vimos que €sen (%) = O(e) para e — 0

mas € sen (%) # o(€) para € — 0 de fato,

__esen(l) 1
lim = limsen | — |,
e—0 € e—0 €

que diverge.

Conforme mencionamos previamente, a variavel ¢ é conhecida como tempo, e ha
também o conceito de escala de tempo, que posteriormente é representado por 7 =
d(e)t, onde d(e) = O(1), ou seja, limitada. O Simbolo de Landau foi definido para
comparar fungoes ordem, mas também é aplicavel a func¢oes que nao sao necessariamente
de ordem. O objetivo é usar esses simbolos para estimar solugdes aproximadas de sistemas
de equacoes diferenciais. Com isso, podemos estimar a magnitude de aplicagoes p.(t) em
um intervalo I, onde € €]0, €.

Definicao 2.22. Seja

e + I — R"
t = w(t).
Seja ||.]| @ norma euclidiana do R™ e seja |.| a norma definida por

|oe| = suptllec(®)]] : t € I}.

Note que esta norma depende de €. Seja 0(¢) uma fungao ordem, entao

(1) e = O(3(¢)) em 1, se |pc| = O(d(e));
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=o0(o(e)) em I, se imls@e!
(2) e = o(8(c)) em 1, s limy 2

(3) we = Os(d(€)) em I, se pe = O(8(€)) e pe # 0(d(€)).

As estimativas assim definidas sdo uniformes ou uniformemente validas em I.
Vimos que existem muitas normas envolvidas, primeiro uma norma para mensurar ¢(t),
em cuja geralmente usamos a norma do sup, para mensurar ¢, como foi definido, e
finalmente podemos calcular o supremo sobre €. Vejamos um exemplo de aplicagdo desta
definicao.

Exemplo 7. Desejamos estimar a ordem de grandeza do erro que cometemos ao aproxi-
mar sen(t + et) por sen(t) no intervalo I.

Se I = [0, 27], temos pela diferenga das duas fungoes, usando série de Taylor:

R
sen(t + et) = sen(t) + Ry, onde lim — = 0.
€E—

0 €
Dai,
sup |sen(t+ et) —sen(t)] = sup |Ry]
te[0,2m] te[0,27]
sup |sen(t+ et) — sen(?)| sup |Ry]
te[0,27] t€[0,2m]
— =N
€ €
sup |sen(t+ et) — sen(?)|
t€[0,27] Ry
= sup |—|=
€ te[o,2n] €
sup |sen(t+ et) — sen(?)|
te[0,27]
= — 0,quando € — 0.
€
Logo,

sup |sen(t+ et) —sen(t)| = o(e) = sup |sen(t+ et) —sen(t)| = O(e).
t€[0,27] te[0,27]

Em algumas situagoes, pode ocorrer um problema em que a fronteira do intervalo
varia conforme o parametro €. Isso pode fazer com que o intervalo se torne ilimitado
quando € tende a zero. Precisamos fazer uma reescala no tempo, para que o intervalo da
funcao nao dependa do parametro €, ou seja,

L
0<t<——~=0<§et<L=>0<r<L.

J©)

. : . s
Por exemplo, se no exemplo acima consideramos o intervalo I = {O, ] , pela norma do
€

sup temos,
|sen(t + et) —sen(t)| = Og(1).

De fato, suponhamos que |sen(t + et) — sen(t)| = o(1). Temos que |.| é a norma do sup.
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2
Tome t = 21 € {0, 71 . Assim, temos
€

€
(2 ea) = (3) | =
sen 5 626 sen 5 )| =

e m m
sen < + > — sen <> ’ < |sen(t + et) — sen(t)|.
2¢ 2 2e

0<

sen(t + et) — sen(t)‘ =

=0<

Mas note que

™ s s s T s s
sen| —+ =] =sen|—Jcos{—=)+cos|—]sen|{—= | =cos|{—|.
2¢ 2 2¢ 2 2¢ 2 2¢
Resultando
™ T
Ccos () — sen () ’ <
2¢ 2€

T
Como e € R e € > 0, tome % = x. Assim, quando € — 0,z — +00.

0<

sen(t + et) — sen(t)‘.

€
Logo, como estamos supondo que |sen(t + et) —sen(t)| = o(1), ou seja,

lim |sen(t + et) — sen(t)| = 0,

e—0

segue, pelo Teorema do Confronto, que temos que ter

Jim | cos(z) — sen(x)| = 0.

Mostraremos que iSso nao ocorre.
Pela definicdo, V € > 0, em particular vale para € < 1,3 M € Ntal que z > M =

| cos(x) — sen(z)| < €. Consideremos = = 2M7 + g, assim z > M e temos

cos <2M7r+ 72T) — sen (2M7T+ g)‘ =

cos(2M) cos <72T) —sen(2M ) sen <72T>

—sen(2M) cos (;T) — cos(2M ) sen (g) ’ = L
Mas como € < 1, temos um absurdo. Portanto, temos a prova da afirmacao.

Podemos utilizar diferentes abordagens para estimar func¢ées quando o intervalo de
definigao depende do pardmetro e. Aqui, suponhamos que: §(e) = o(1) e o nosso objetivo

é estimar ¢, em [ = |0, , com L uma constante independente de €. Tal estimativa é

L
6(€)
dada por ¢ = O(dy(€)) com € — 0 em 1.

Definimos um conceito para o estudo de aproximagoes. Com ele, é possivel estimar

funcoes em intervalos que dependam de e.

Definigao 2.23. Dizemos que ¢ (t) = O(dy(€)) com € — 0 na escala de tempo d(e)™?,
se a estimativa

L
Sltlp{HgOe(t)” 0<t< 5(6)} < Kldo(e)l,
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¢ valida para 0 < t < , onde L é uma constante independente de ¢, e K é uma

L
o(€)
constante positiva dada pela Defini¢ao (2.20)).

De maneira andloga, dizemos que ¢.(t) = o(do(€)) com € — 0, ou seja,

L
sup ||¢e(t)||:0§t§@
lim 0

e—0 50 (e) o

L
~1 se esta estimativa é vdlida para 0 < t < ——, com L uma

o(€)’

na escala de tempo J(e)

constante independente de e.
Exemplo 8. Seja p!(t) =€t -sen(t). Temos

1. oX(t) = O(e) na escala de tempo 1.
De fato, por definicdo temos

sup{|le-t-sen(t)|]| : 0 <t < L} < Ke.
tel

Basta tomar K = L. Assim para qualquer t € [0, L], a estimativa serd valida.
1
2. pL(t) = O(1) na escala de tempo —.
€

De fato, temos

L
Sup{||e-t-sen(t)|| 0<t< } < K.
tel €

L
Basta tomar K = L. Assim, essa estimativa € vdlida para t € [O, } )
€
Exemplo 9. Seja p?(t) = e*tsen(t). Notamos que

1
1. @%(t) = O(e) na escala de tempo .
€

De fato,

L
Sup{||62-t-sen(t)|| 0<t< —
¢ €

} < Ke,
L
para t € {O, } . Novamente basta tomar K = L.
€
2. 2(t) = O(y/€) na escala de tempo ¢¥/%, ou seja,
2 L 1/2
sup < |lef -t -sen(t)|| : 0 <t < — ¢ < Ke/?,
t

’63/2:|

Com isso, podemos definir o que é uma aproximacao assintética.

temos que a estimativa € valida para t € [0

Defini¢ao 2.24. (Aproximacao assintética)
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(1) Dizemos que (t) é uma aproximagao assintética de ¢ (t) no intervalo I se

pe(t) = Ye(t) = o(1),
quando € — 0 uniformemente para t € [.

(2) Dizemos que 1(t) é uma aproximagao assintética de p.(t) na escala de tempo
57 1(e) se
- ¢e = O(l)a

quando € — 0, na escala de tempo §!(e).

A aproximacao assintOtica é uma técnica utilizada para obter uma solucao aproximada
para um problema matematico ou fisico, quando a solucao exata ¢ dificil ou impossivel
de se obter. Essa técnica é baseada na ideia de que, em certas situagoes, uma fungao ou
série pode ser aproximada por uma outra funcio ou série mais simples, que é chamada de
aproximacao assintética.

Uma aproximacao assintotica é obtida ao analisar o comportamento da fun¢ao quando
um ou mais parametros tendem a infinito ou zero. Essa andlise permite identificar os
termos mais importantes da funcao e descartar aqueles que sdo menos importantes, re-
sultando em uma expressao simplificada que descreve o comportamento assintético da
funcao.

A precisdo da aproximagao depende da ordem de aproximacao escolhida e do valor
do parametro. Quanto maior a ordem de aproximacao, mais termos sao considerados e
maior é a precisao da aproximagdao. A aproximacao assintética é amplamente utilizada
em diversas areas da matemaética, da fisica, entre outras.

Quase sempre obtemos como aproximacgao assintotica séries ou expansoes em algum
intervalo I.

Essas séries sao da forma

i €)pn, (t (2.14)

onde cada d,(¢) é uma fungao ordem com 9,1 = o(d,), para todon = 1,...m —1, e
cada fungéo #n. satisfaz ¢, (t) = Og(1), em I. Logo, para uma funcdo ¢.(t) dada, a

série Q(t Z 9n(€)pn. (t) é uma aproximagao assintética de m-ésima ordem de ()

no intervalo [ para cada m € N, se

em /. Ou uma condi¢do mais forte:

pe(t) = e(t) = O(0m11(€));

em /. Essa afirmacao é comumente expressa como: o erro ¢ aproximadamente igual a
magnitude do primeiro termo que foi omitido.

Exemplo 10. Considere I = [0, 27].

@ (t) = sen(t + et),

1
Pe(t) =sen(t) +e€-t-cos(t) — 562 1?2 - sen(t).
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"1 n=12 .. ¢etemos

As fungoes ordem séo 0,(€) = €
Pe(t) = @e(t) = o(€)

em [ = [0, 27].

De fato,

lim |0 (t) — Pe(t)] i |sen(t + et) — (sen(t) + ¢ -t - cos(t) — %EQ 1% - sen(t))|
e—0 €2 e—0 €2

aplicamos a regra de L’Hospital

. |t cos(t + et) —t - cos(t) + € - t2 - sen(t)]
e—0 2e '

Como novamente temos uma indeterminacao quando € — 0, aplicamos novamente a regra
de L’Hospital e obtemos

fim | — t?sen(t + et) + t? sen(t)] 0
e—0 2 ’

Segue que @(t) é uma aproximagao assintética de terceira ordem de ¢ (t) em I =
[0, 27].

Aproximacoes assintéticas nao sao unicas. Note que para esse exemplo temos uma
outra aproximacao assintética de terceira ordem para @.(t) em I dada por
1
Uelt) = sen(t) + e, (1) — 52 sen(t),
sen(et) cos(t
com o (t) = M As funcoes ¢, nao sao determinadas de maneira tnica. Para

uma determinada funcao, diferentes aproximagoes assintoticas podem ser construidas com
diferentes conjuntos de func¢oes ordem. Por exemplo, consideremos

@6(15):(1— “ >_1

1+e

com I = [0, 1].

Temos as seguintes aproximagoes assintoticas de ¢(t) em I:

Yi(t) :T:é(lie)ntn

Po () =1+ i "t(t — 1)

n=1

Ainda que as séries assintoticas em geral nao sejam tUnicas, existem formas especiais
de séries assintéticas que podem ser tnicas. Uma série da forma

f:laxe)w,e)

com cada ¢’(t) independente de ¢ é chamada de série assintética de Poincaré.
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Teorema 2.25. Se ¢(t,€) tem uma série assintdtica de Poincaré com fungoes ordem
01, 09... entdo esta série € unica.

Demonstracao. Primeiramente, consideremos

p(t,€) = d1(e)p' () + 0(01(€)).
Dividindo por d; temos

p(t €) 0u(e)p! () + 0(d1(€)) _ du()p'(t) | o(du(e))

TG SO a@ o)
= P +o(29) =t o) = Zd — g0 4o

Fazendo € — 0, temos
1 : Sp(t> 6)
t) = lim ,
p(t) = lim 51(6)
o que determina o' (t) de maneira tinica. Agora, vamos considerar

p(t,€) = 01(€)p' (t) + 02(€)9?(t) + 0(02(e))-

Dividindo por 5 e fazendo € — 0, temos

2 g Pt €) — di(e)p! ()
(1) = lim 5206) :

no qual determina ?(t) unicamente. E assim podemos repetir o processo.

Por conta desse processo, na demonstracao anterior, as séries assintéticas de Poincaré
sao chamadas de expansoes de processo limite. O

Vejamos o exemplo discutido por Euler.

o) 675
Exemplo 11. Considere ¢, = / = ds,e €]0,¢€]. Determinar uma aprorimagao
0 €S

assintotica para p..

Primeiramente, mostramos que . esta bem definida. Temos

675

—S

<e
1+es ™

Vs € [0,00] e a integral
oo
/ e %ds — 1,
0
isto é, é convergente, de fato,
t

e8] t
/ e *ds=lim [ e *ds= lim[—e "
0

t—o0 Jo t—r00

:tllm —e T+ 1=1,
0 [e.9]

oo 678

entao pelo critério da comparacgao, segue que / T ds é convergente. Consequente-
0 €S

mente estd bem definida.
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Agora transformamos es = 7. Temos

d d 1
€S =T = (68):1 2:1 ds = —dt
dr dr €
Assim, obtemos
1 /00 e«
e — — T
14 eJo 147
Integrando por partes:
1 du -1 1
= = —=— S du=————dredv=e = 0p=
1+7 dr  (1+7)? “ (1+7)2 reda=e v
Portanto
1 _6677'/6 t t efT/e
Y. = — lim —6/7d7'
etooo | 147 |o o (147)2
—ee_t/€ /€ —T/E
= — lim —
€tzoo | 141 1+0 tﬁoo 1+T
1 —Ee_t/€ ) e—T/E
. — / £
eltiglo 1+t +€] o (I1+7)2 ’
Como
—7/e _
lim — lim 'Y
T=oo 14T T—00 @7'/€<1 + 7')
temos que
Y R
=1- T
4 /0 1+7)
Fazendo novamente a integracao por partes
u = 1 = duy = —— edv=e T == —ce T/
(1+7) (L+7)3

Portanto temos

(2.15)
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o0 e_% t 6_:
" =i / d
/0 (14 7)2 T o (1+7)2 ’
[ 1 t t -2
=1 [ _ T/ _/ __—T/e d
ti)r& -<(1+7_)2>( € )0 0( €e ) (1+T)3 T
[ —7/e |t t —7/€
= lim « — 26/ eidT
t—oo | (14 7)2%g o (1+71)3
Ee—t/e 660 t 6—’7’/6
—fim |- (o€ ) o / £ 4
| (1) < (1+0>2> o Gt
—t/e t —7/€
= lim —L—I—G—QE lim 67617’
t=oo (1 41)2 t=ooJo (14 7)3
0o —T/€
e
— e 9 / dr.
R TR
Uma vez que
, cet/e ) €
}gglo—<1 12 tlggo_et/f(l F12 0,
segue que
1 —et2 /oo <y (2.16)
c=1—¢ € T. )
7 o (1+r)?

Assim temos

Y = ¢+ Ry, onde
Pe = f:(—l)”n!e”
. n=0
Ry, = (=)™ (m 4 1)lem /OO idr
o (L4 7)m+2
De fato, para m = 0,
Pe = zmj(—l)"n'e" = (-1l =1
n=0

Ry, = (—1)‘0“)(0+1)'e°/°° e _/0067/6
e T Jo (14 7)0+2 o (

Portanto temos de ([2.15]) que
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Logo, a afirmacao é verdadeira para m = 0. Agora para m = 1,

G = > (-1)"nle" = (=1)°01e" + (—1)'1le' =1 —¢

n=0
R Do e [T g e [Ty,
= DO e [ = 2 [

Logo, de ([2.16) segue que

Pe = Pe + R,

Portanto a afirmacao é verdadeira para m = 1.

Suponhamos, por hipotese de indugao, que a afirmacgao é valida para m = k, ou seja,

k

e = > _(—1)"nle"

n=0
R, = (_1)(k+1)(k+ 1)ler /Oo idr
ke Tl ()T

Mostraremos que a afirmacao é valida para m = k + 1, ou seja,

k+1
e = > _(—1)"nle"
n=0
e
Ry = (_1)(k+2)(k 4 2)1ek ! /OO idr
+1e : o (1+7)k3" "
Partindo da hipotese de inducao, sabemos que
k n|n (k+1) | k [e’e] 6—7'/6
Vamos resolver a integral
[%S) —T/e
e
————dT.
/0 1+ 2"
Fazendo a integracao por partes, consideremos
1 —(k+2
u:iédu:g edv=eT=v=—cT/"

(1 +T)k+2 (1 _|_7-)k+3’
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00 6*7'/6 ] t 677/6
/o (1 +T)k+2dT =M, (1 +T)k+2dT

T 1 N L T B
=i () e - e (i) ]

| —ee—1/e t o eTT/e
= im 1+ k2l (k + 2)6/0 (1 + )k ts dT]

Ee—t/e 660 t 6—7’/5
—lim |- (o) (kg2 /7d
5o (T4 t)k+2 ( (1+0)k+2> (k+2)e o (1+47)k3 T]

Ee—t/e t 6—7'/6

= lim ]{"{‘2)61&11)% 0 md'f

A =gy e

00 677'/6
:6—(1{;"‘2)6/(; Wd'r

Ja que

) cet/e ) €
lim —

oo (14 1)F2 i Tl (1) 0

Agora voltando na equacao (2.17) e substituindo a integral encontrada, temos

k 00 —7/e
_ _1\n n 1\ (k+1) k _ 67
Pe = nz::o( 1)"nle” 4+ (—1) (k+1)le (e (k—{—?)e/o (1+7_)k+3d7>
k
= Y (=Dl + (—D)FD (k4 1)l 4+ (—1) (1) (k + 1)
n=0
ek'H(/{} + 2) /oo idT
0o (14 7)k+3
s (k+2) Rk [T
Portanto, pelo Principio de Indugao Finita, segue que
Pe = Sbe + Rms'
Fazendo a transformacao de 7 para s, temos
R, = —1)(m+1) 1[m/ooe_8 d
e (—1) (m+1)le 0 <1+€3)m+2€ s
00 =S m+2
= (=) (m 1 1)! m+1/ ds.
(=1) ( )te 0o (1+4es)

Observamos que R,,, = O(e™!), entdo . ¢ uma aproximagio assintética de ordem m + 1
para @..



Aproximacao Assintotica

36

Uma série assintotica convergir nao implica que converge para a fungao estudada. Por
exemplo ¢, = sen(e) + e /€. A expansido de Taylor referente & funcio sen(e) nos dé a

seguinte série

Ge=D.

que converge quando m — oo.

m (_1)n€2n+1
= 2n+ 1)

E temos que ¢, é uma aproximagao assintotica de ¢, com

Pe — 955 = O(€2m+3)>

para todo m € N. Ou seja,

Pe — Pe = O(€2m+3> — ’906 - 956| < C€2m+3a

no qual |.| ¢ a norma do sup e C' é uma constante independente de e. Mostraremos que

de fato isso ocorre:
[pe — Pe| = |sen(e)

Y

[e.o]

P>

n=m+1

—_ m+1 2m+3
(-1 Z 2m—|—2n+3) e

n=0

_1)n€2n+1 71/ m )n 2n+1
2 o _<Z (2n + 1)! )‘

n=0

(_1)n€2n+1

—1/e
ent1) €

1)n€2n 1/e

< (- 1)m+1 2m+3 Z (_1)n€2n + ‘6—1/6

- (2m + 2n + 3)!
o0 1)n€2n

2m+3 —1/e
‘ Z 2m +2n + 3)! e

oo (. n 2n

< e2m+3 Z 6—1/5
n=0

e2m+3 |COS(E)| + 671/6 < g2m+3 + 671/6

(2.18)

Agora o nosso objetivo é majorar e~'/¢ de tal forma que seja menor ou igual a uma

constante vezes €2™3. Temos que

O que é equivalente a

9 _ g

111
e—0 ¢2m=+3
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1
1/t
im £
t—0 ¢2m=+3

= 0<=Ve>0, emespecial para e =1, 3§ > 0 tal que 0 < |t| < 0
= 0<t| <0 = o7 <et?

= 0<[t] <0 = H7 < Cyt*™+?

Assim, substituindo na equagao (2.18)), a desigualdade que encontramos, temos:

|Q05 o 955| < 62m—|—3 + Cl€2m+3

— €2m+3(1 +Cl)
Considerando C' =1 + (', temos

|905 o ()5€| S 062m+3'

Porém, a série niao converge para ¢, = sen(¢) + e~/ e sim para sen(e).

Na teoria de equacgoes diferenciais nao lineares, a convergéncia ou nao de uma série é
de pouca utilidade. Normalmente o calculo de um ou mais termos de uma determinada
expansao € o que precisamos para nossos interesses.

2.4 Formulacao ingénua de problemas de perturba-
cao
Estamos interessados em estudar problemas de valor inicial do tipo

{3;« = f(z,t,¢) (2.19)

l’(to) = Xy,

com x,xg € D CR™ ¢ty € [0,00] e € €]0, ] com €y > suficientemente pequeno.
Considerando a fun¢ao de vetorial f(z,t,€) nas condigdes do Teorema de Existéncia e
Unicidade, e ainda mais, suponhamos que

liy £ (. ,€) = f(a.t.0)

existe uniformemente em D x I com [ = [ty, A] C [0, 00]. Entdo podemos associar com o
problema de valor inicial um problema nao perturbado

{y - f(y7t70)

y(to) = 1o, (2.20)

O nosso objetivo é estabelecer uma relacao entre a solugdo do problema com
a solucao do problema . Podemos recorrer a técnicas de aproximagoes assintéticas
para realizar esta analise. No entanto, é importante observar que essa abordagem so
é necessaria quando nao podemos calcular diretamente a expressao e pudermos
resolver a equagao . Essa solucao pode nao ser trivial, especialmente porque, em
geral, o problema nao é autonomo, ou seja, depende da variavel independente e pode ser
nao linear.

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 12. Seja z.(t) a solugao de

{$:_“ (2.21)

z € [0,1],t € [0, 00], € €0, ]

Associado a esse sistema, temos o problema nao perturbado dado por

{ZE?) :(1. (2.92)

Logo, segue que z(t) = e~ y(t) = 1 sdo solugoes de (2.21) de (2.22)), respectivamente.
E temos z.(t) — y(t) = O(e) na escala de tempo 1. De fato, pela férmula de Taylor na
vizinhanca de € = 0, temos

dz(t
r(t) = e =%+ xj)(t, 0)e +
€

d*x(t) €2
t,0)—...
de? (t.0) 2!

t2
= H44k+§8+m:1+mq

Este ¢ um exemplo da Teoria de Perturbacao Regular para um sistema autéonomo da
forma

T = f($76)7

com z € R"™.

Lema 2.26. Consideremos os problemas de valores iniciais dados por

T = f(xvt> + 5(E)g(x7tv€)’ x(tO) = To

Y= f(yat)a y(tO) = Zo,

no qual f e g sao fungoes de Lipschitz na variavel x € D C R™ e sao continuas em
(z,t,€) € G = Dx[tg, to+T]x]0, €]. Como usual, §(€) € uma fungao ordem. Se g(x,t,€) =
O(1) na escala de tempo 1, entdo

na escala de tempo 1.

Demonstragao. Escrevemos os problemas de valor inicial na forma integral

t

A norma da diferenca dessas duas fungoes é dada por:

[ (Fals),s) = Fly(s). 9) + 8(e)g(x(s), 5,)ds

) -yl = || [

L1 @(9).5) = £0(9):9)llds +8(6) [ llg(a(s). s, s

to

IN



Forma Padrao 39

Da hipétese g(x,t,e) = O(1), ou seja, limitada, segue que existe uma constante M tal que
llg(z,t,€)|]| < M em G. Além disso, como f ¢é lipschitziana com relagdo a = temos

(1) =yl < Ay /t: [|2(s) = y(s)llds + () M(t - to),

no qual Ay é a constante de Lipschitz de f.
Aplicamos o Lema 3| com d1(€) = A, d2(€) = Md(€),d5(e) = 0, e temos
M

. M
0 < Jlz(t) —y@®)] < 5(6)Tf€“(t o~ 5(6)Tf

= 5(6)])5 (e’\f(t_tO) - 1) :

Desta inequagdo concluimos que y é uma aproximagao assintética de z com erro J(e)
se A\f(t —to) é limitado por uma constante C' que ndo depende de €, assim

[l2(t) = y()]] < Ko(e)

M
com K = )\—(ec — 1). Portanto
f

z(t) —y(t) = O((e)),
na escala de tempo 1, pois a constante Ay ¢ independente de e. O

Para ampliar o intervalo de tempo em que uma solucao é valida, é necessario utilizar
métodos mais avancados. A fungao y descrita no lema [2.26] é frequentemente denominada
aproximacao formal de .

2.5 Forma Padrao

A forma padrao é uma representacao comum usada para descrever sistemas dindmicos
em termos de equacoes diferenciais ordinarias. Essa representacdo é importante porque
muitas técnicas e métodos para a andlise de sistemas dinamicos sao mais facilmente apli-
caveis quando o sistema estd na forma padrao.

O Método da Média é uma técnica usada na andlise de sistemas dinamicos perturba-
dos, que consiste em obter uma solug¢ao aproximada do sistema perturbado a partir de
uma solucao do sistema médio. Para aplicar o Método da Média, é necessario reescre-
ver o sistema perturbado na forma padrao, e obter uma solug¢ao aproximada do sistema
perturbado em termos de solugoes do sistema médio.

Portanto, a forma padrao é uma ferramenta importante na andlise de sistemas dina-
micos, e é particularmente relevante para o Método da Média, que é uma técnica util para
obter solugbes aproximadas de sistemas dindmicos perturbados.

Considerando o problema com perturbacao da forma

T = f(x,t) +eg(z,t,€); z(ty) = xo, (2.23)
com x,xg € R"e associado a ele o problema nao perturbado

y = f(y,1); y(to) = zo. (2.24)
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Assumimos que (2.24)) pode ser resolvido explicitamente. Temos que a solucdo ira de-
pender do valor inicial xy e escrevemos y(xg,t). Entao, para cada z € R", a solugao da
equacao (2.24) depende do tempo e da condigao inicial, ou seja,

y=y(z,1), y(z,0) =2,z € R™.

Aplicando o método da variacao de parametros ou variacao de constantes, que é dado da
seguinte forma
x=y(z,1). (2.25)

Observemos que a variavel z esta sujeita a uma dependéncia em relacao a t, uma vez que
a alteracao de z resulta em um novo problema de valor inicial, e, portanto, para cada
valor de z, teremos um valor correspondente de t.

Derivando ([2.25) com relagao a t, utilizando a regra da cadeia do lado esquerdo e a

equacao (2.23)), temos

Oydz Oy
ozdt "ot

0
Como y(z,t) satisfaz o problema (12.24)), podemos eliminar 8%{ com f(y(z,t),t), obtendo

assim

fly(z,t),t) +egy(z,1),t,¢€).

Oy dz
22 = t .
L eyl 1,0)
Assumindo que ayéz’ 2 ¢é nao singular, podemos escrever
z
dz  (0y(z,1) !
ﬁ—% GO gy to. (2.26)

A equagao junto com a condigao inicial z(tg) = x¢ é chamada de problema de
perturbacao na forma padrao.

Vejamos um exemplo que envolve fungoes elementares na area da biologia matematica.
Consideremos duas espécies vivendo em uma determinada regiao com restricao de comida
e uma pequena interacdo entre as espécies esta afetando suas densidades populacionais
x1 e x9. Descrevemos o crescimento populacional pelo modelo

dx
ditl =airy — iE% + €f1($1,$2); 5131(0) = x?,
dx
cTtQ = ayTy — T3 + efo(1, 13), 22(0) = 23,

no qual as constantes a;, 9 > 0 e x;(t) > 0 para i = 1, 2. Segue que a solugao do problema
nao perturbado:

dl’l
= @ 23, 2,(0) = 29,
d.TQ
—p = G2tz = x5, 12(0) = 29,
associado ao problema perturbado de valor inicial é dado por:
0t
a; a;x;e
xz(t) = 0 = 0 2 ) (227)
a—;, _, a;+x(e—1)
1+ —F—e

Z;
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com
7;(0) = 2.
Aplicando a equagao ([2.26]) temos
dz; i .
d—i =ce (14 Z—(et —1))2fi(.,.); %(0) =22, i =1,2, (2.28)
Q;

no qual abreviamos a expressao para f;. Observemos que a expressao do lado direito de
(2.28)) cresce exponencialmente, mesmo se a funcao f; for constante. Isso faz com que nao
possamos aplicar o Teorema da Média de Primeira Ordem que veremos no proximo
capitulo, pois uma de suas hipdteses é que a funcgao

(et - 1))27

e (1 + il
Q;
seja limitada.

Com isso, poderemos ver nesse exemplo, que colocar na forma padrao nem sempre é
pratica. Porém, existe uma classe importante de problemas onde essa técnica é muito
util, que estudaremos na préxima secao.

2.6 A forma padrao no caso quasilinear

Nesta segao, estudaremos o problema (2.23)) em uma situagdo em que a equagao pode
ser expressa da seguinte maneira:

T =A(t)r +eg(z,t,€) ;2(ty) = xo, (2.29)

onde A(t) é uma matriz n continua. Chamaremos essa equagao ([2.29)) de quasilinear. O
problema nao perturbado associado a ([2.29) é:

y=A(t)y, (2.30)

que possui n solugoes linearmente independentes, conforme garantido pelo Teorema [2.7]
A partir dessas solugoes, construiremos a "matriz fundamental"®(¢), uma matriz de ordem
n X n cujas colunas formam uma base para o espaco de solugoes de . Escolheremos
® de tal maneira que ®(ty) = Iy, em que I; é a matriz identidade. Com base na teoria de
equagoes diferenciais ordindrias, sabemos que essa matriz ®(t) existe e é tnica, conforme
discutido por Sotomayor em [7].

Com o objetivo de se obter a forma padrao da equagao , faremos o mesmo
procedimento da se¢do anterior, e para isso vamos aplicar o procedimento da variagao de
parametros da seguinte forma, tomamos

x=®(t)z,

segue de ([2.26))
5= ed(t) tg(P(t)z,t,e). (2.31)

Se A é uma matriz constante segue que a matriz fundamental é dada por

O(t) = eAlt-t0),
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E assim a forma padrao se torna nesse caso
5= e~ A0 g(eAlt0) 1 ¢y, (2.32)

Note que se os autovalores de A nao sao todos imaginarios puros, a equagao ([2.32)) pode
apresentar alguns problemas mesmo se g for limitada, pois como mencionamos no exemplo
anterior precisamos garantir que a func¢ao estudada seja limitada.

Exemplo 13. Ao estudar oscilacées nao lineares, muitas vezes considera-se o problema
de valor inicial perturbado
i+ wlr =eg(z, 2,1, €)
x(to) = Oé;il)(to) = B

Se tomamos y = &, entao a equagao diferencial pode ser escrita como um sistema com
duas equagoes diferenciais de primeira ordem

<§> - (-2)2 é) (5) e (g(a:,S,t,@) » (to) = a,y(to) = S (2.34)

Considerando o sistema nao perturbado, ou seja, quando € = 0, temos:

(=& Yewmmoms
0

com A(t) = <—w2 é) . Assim, duas solugbes para o sistema nao perturbado (2.35)) sao

{ ©1(t) = cos(w(t — ty))
wo(t) = sen (w(t — to))

Fazendo o procedimento de variagdo dos pardmetros, neste caso a solugao X = (,7) para

(2.33)

. ~ . S 21 .
o sistema nao perturbado pode ser escrita como X = ®(t)z, com z = , Ou seja,
<2

T =z cos(w(t —to)) + w sen(w(t = to)) (2.36)

g =— zwsen(w(t —tg)) + 29 cos(w(t — tog)).

E a matriz fundamental ® é dada por (2.37)).

(1) = < cos(w(t —to))  Lsen(w(t — to))> , (2.37)

—wsen(w(t —tg)) cos(w(t —tp))w

com P(ty) sendo a matriz identidade de ordem 2. Além disso, podemos ver que a matriz
do sistema nao perturbado, ([2.34]) é
0 1
(%)

Devemos notar que suas entradas nao dependem explicitamente de t, ou seja, é uma
matriz constante, assim da equacao (2.32), temos

2 =ed 1 (t)g(o(t)z, t,€).
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Desde que tenhamos

o (1) = ( cos(w(t —to)  — sen(w(t — to))) .

wsen(w(t —tg))  cos(w(t —tp))

Assim, concluimos que

s coslw(t —1)) — sen(w(t — to)) 0
[ ) o)

wsen(w(t —tg)  cos(w(t —tg)) *, %%, 1, €)

ou podemos ver como

dd? = —5 sen(w(t — tg))g(*, *xx,t,€), 21 (to) = «,
d
% = ccos(w(t —tg))g(x, xx,t,€), 22(tg) = 3.

no qual, *,*% devem ser substituidos por (2.36)). As condigdes iniciais para esse novo
sistema sao dadas por

21 (to) = a, z2(ty) = 5
com X = ®(t)z, ®(ty) = Iy, nesse caso de ordem 2.

Porém, em certos problemas envolvendo oscilagoes nao lineares, pode ser vantajoso
obter informacgoes sobre a variacdo da amplitude r e da fase ¢ da solugao do sistema na
forma padrao. Neste caso, para facilitar a analise, podemos usar a seguinte mudanca de
variaveis

{.Z‘ = r cos(wt + @) (2.38)

y = —rwsen(wt + @),

que chamamos de transformacgao fase-amplitude. Dessa forma, tal como realizado
anteriormente, adotamos y = &, resultando no seguinte sistema

T =y
b

e (2.39)

= —wr +eg(z,y,t,€),
substituindo em ([2.39)), temos

& = 7rcos(wt+ @) —rwsen(t+ ¢) —rsen(t + ¢)o
g = —rwsen(wt + ¢) — rw? cos(wt + @) — rw cos(wt + ¢)p.

Ao multiplicarmos a primeira equagao por w cos(t+ ¢) e a segunda equagao por — sen(t +
¢), e em seguida realizarmos a adigao dos resultados obtidos nesse processo, obtemos o
seguinte resultado

wcos(wt + @) — sen(wt + @)y = rw =1 = wcos(wt + (ﬁ):tw_ sen(wt + ¢)y, (2.40)

agora substituindo (2.39) e (2.38) em ([2.40]) temos

—rw? cos(€)(sen (&) + rw?sen(&)(r cos(€) — sen(&)eg(x, y, t,€))

~sen(§eg(z,y, L, €)
w )
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com § = wt + ¢. Seguindo um processo similar ao que foi feito anteriormente, porém
desta vez com o objetivo de calcular ¢ = d¢/dt, chegamos a forma padrao da equagao
perturbada, que é dada por

Z?; = _;6 sen(wt + ¢)g(*7 *k, t? E)

(2.41)
d .
dgtb = T; COS(Wt + Qb)g(*, *%, t7 6)7

onde as condigoes iniciais sdo determinadas utilizando a equacao (2.38). Note que temos
um problema quando a amplitude r é pequena, pois assim, perdemos a limitagao de d¢/dt,
que é uma das hipéteses do Teorema da Média de Primeira Ordem [3.1]



3 O Método da Média

Neste capitulo, discutimos uma versao da Teoria da Média, para o caso periddico.
Neste cenario, o nosso objetivo é solucionar um problema de perturbacao na forma padrao
dada pelo problema de valor inicial:

= ef(x,1) + €g(z,t,¢)

#(to) = 7o, (3.1)

com z,y,t9g € D CR", g: G — R" com G = D X [ty,00)x]0,¢0] € f: G — R", com
G' = D X [to, to + T1.

Suponhamos que f é T-periddica em t. Agora simplificamos a equagao fazendo um
truncamento, ou seja, eliminaremos o termo €2 e faremos a média sobre t enquanto x
permanece constante. Desta forma obtemos a equacao média dada por

yy(?o;]:(gg (3.2)
onde
W =g [ S (3:3)

O resultado bésico é que as solugoes desses sistemas permanecem préximas (da ordem

de €) por um intervalo de tempo de ordem —, ou seja,
€
() —y(@)[| < ce,

L
para todo t € [0, ], com ¢, L sendo constantes positivas. Agora fazendo algumas supo-
€

sicoes sobre f, nao todas realmente necessarias, considerando €y uma constante positiva
fixada, podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Média de Primeira Ordem.
Consideremos os problemas (3.1) e (3.2) com x,y,zy € D C R",t € [ty,0) e€ €
(0, €0]. Sejam x(t) solugao de (3.1)) e y(t) solugio de (3.2). Além disso, suponhamos que

a) f,g e 0f/0x estejam bem definidas, sio continuas e limitadas por uma constante M
independente de €, em D X [tg, 00);

b) g € Lipschitz com respeito d varidvel x € D;

c) f éT-periddica em t, onde T € uma constante independente de €;

45
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d) y(t) pertence (independente de €) ao interior de um subconjunto de D na escala de

tempo —;
€
Nestas condigoes temos que
1
z(t) —y(t) = O(e) quando € — 0 na escala de tempo —.
€

Observacgao 3. Podemos verificar que no item (a) € suficiente considerar o conjunto

L
[to,to + —), com L sendo uma constante positiva independente de €.
€

Demonstragdo. Inicialmente, as hipéteses (a) e (b) garantem que as solugoes dos dois
problemas de valor inicial . , respectivamente, existem e sao tnicas, o que nos
permite obter z(t) e y(t). O 1tem ( ) indica que nao é necessario considerar o tempo
variando em [0, 00), mas apenas em um intervalo finito [to,ty + 7]. Por fim, o item

(d) nos informa sobre a existéncia de solu¢oes em uma escala de tempo — na variavel t.

Depois de esclarecer essas informagoes sobre as hipdteses, iniciaremos a prova do teorema.

Defina .
pt) = [ 1fs) = S(w)ds. (3.4)
Temos que
' (y, )] < 2MT (3.5)

em D X [tg,to + T], no qual T é a periodicidade de f e M é a constante do item a).
Mostraremos que de fato ocorre (3.5)).

el = || [ 17(0.5) - s

< [l s)lds+ [ 1 wlids

t t
< [ ads+ [ 117°(y)]lds.

Note que temos

1PWI < 7 [ 1 0llds < 7 [ ards = 2 [ as =

Portanto temos que

t t
It (g )1l <2 [ Mds =20 [ ds =221t ~ ).
0

to
Entao, temos duas possibilidades

a)(t —to) <T
. )t —to) > T

Se ocorre a) segue o que queriamos provar,

[l (y. )| < 2MT.
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Se ocorre b) temos que t > T + ty. Assim, existe m € N tal que
0<mT +ty<t<(m+1)T+t. (3.6)
Primeiro mostraremos que se uma fungao f(s) é T-periddica, segue que
to+nT nT
[ s = [ sy, (3.7)
0

to

de fato, note que

/t0+nT f(s)ds = /nT f(s)ds + /n:JFNTf(S)ds

to to
nT to nT
/ F(s)ds = / f(s)ds+ [ f(s)ds.
0 0 to
Assim, para que ocorra a igualdade, devemos ter

[ ras= [ f(s)as

T

fazendo a mudanca de variavel para ¢ = s — nl, temos:

/(:“ F(s)ds = /Ot° f(o)do

Portanto, segue que de fato ocorre (3.7)).
Logo, segue que

[ —rwias = [ s - Pls+ [ ) - P)ds

to mT+tg

= [Tl - @l [ (fs) - P)lds

= m/OT[f(y,S) — fo(y)]ds—i-/T:THO[f(y,s) — f(y)]ds

t

= [ ws) - fw)ds

mT +tg

uma vez que

[~ Pwlds = [ 1fw5) ~ 1 [ Fly e

=/0Tf( s T2 [ .t

Agora vamos resolver

[ () = s

mT+tg
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Fazendo a mudanca de variavel para
s=o0+mT,

temos

[ s = fws = [ o+ mT) - L)l

mT+tg to

= [T o) - Pw)ds

to

t—mT
= [ ) - L w)as
0
Assim, subtraindo m7T" de todos os membros de (3.6, temos:
to §t—mT<T+t0,

recaimos no caso inicial e concluimos a prova da afirmagao ((3.5)).
Definimos a equacao quase-identidade dada por

2(t) = y(t) + en' (y(1). 1))
que tem o objetivo de estimar a diferenga entre as solugoes de (3.1) e (3.2).

Temos
z(€) =yl < [lz(t) = 2Ol + |[=(t) — y(@)]|
= |lz() — 2] + el [ (y (@), )]

< |z(t) — 2(t)|] + 2eMT.

Notemos que

/t: (CZ - Zj) ds = x(t) — z(to) — 2(t) + z(to) = z(t) — 2(1),
pois z(ty) = y(to) + eu' (y(to), to) = y(to) = xo = (to)-
Calculando
dr dz ) dy  eout(y(t),t) dy
o~ = @)+ eEg(a(),t) - - - oy dt
- Eﬁul(giit),zf) =ef(x(t),t) —ef(2(t),t) + R,

R=ég(x(t),t,e) — 7 ' (y(t), 1) fO(y(t)) + ef (2(1), 1) — ef (y(t),1).
Afirmagao: existe uma constante k € R, tal que ||R|| < ke?. De fato,

1R < [l€g (@), &l + [l v 1 (y(2), ) [ (w(@))]
+ [lef(2(8), ) = ef (@), )I| < [l M| + || M2MT]| + Llle[=(t) — y(®)]l|

< ||EM]| + ||M2MT|| + L||22MT|| = (M + 2M?T + 2LMT) = ¢k,
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com k=M +2M?T +2LMT.
Por fim temos

o) - =0l < [ |5 - 5

dt dt

ds = [ llef(@(s).5) ~ ef(:(5).5) + Rlds
= [ leftas).s) = efes).)lds + [ IIRllds

<l /tt la(s) — z(s)||ds+/t: Chds

=L [ llo(s) - 2(o)llds + ket~ o)

t
= [lo(t) = 2Ol < €L [ lla(s) = 2(s)]Ids + ke (t — to).
to
Agora aplicando o Lema , considerando &; = €L, 6y = ke? e d3 = 0, encontramos

k k
lot) — (1)l < ettt — 2

e como temos ||z(t) — y(t)|| — 2eMT < ||z(t) — z(t)|| segue que

i k
x(t) —y(t)]| < e <Le€“”°> -7+ 2MT> .

Entéao, se eL(t — ty) for limitado por uma constante D independente de ¢, isto é,
eL(t — to) < D,

temos

||lz(t) —y(®)]] < Ce,

k
D _ = 1 9MT. Portanto segue que

k
10 = =
no qual C' Le I

1
na escala de tempo —. O
€

Este teorema pode ser generalizado, possibilitando erro na condicao inicial e também
formas mais gerais de funcoes ordens ao invés das apresentadas ¢, €2. Segue tal generali-
zagao no seguinte teorema.

Teorema 3.2. Caso Geral da Média de Primeira Ordem.
Consideremos o problema de valor inicial

d
= = 81O f (@, t) + 8a(e)glx,t,€), a(to) = g (3.9)
e associado a este problema
dy 0 B
— = 01(e) (), y(to) = w0 + 03(e), (3.10)

dt
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01,09 € d3 sdo fungoes ordem, oo = 0(d1) quando € — 0. Considerando as mesmas hipdteses

do Teorema nos itens a),b), c),d), temos

z(t) =y(t)+ O (gQ + 53) ,

1
na escala de tempo 5 quando € — 0.
1

Observacao 4. Podemos realizar a operacao de média no caso periodico e demonstrar
a validade assintotica sob suposicoes mais fracas, como, por exemplo, no caso em que a
funcao vetorial f nao é diferencidavel. Por outro lado, ao adicionar condigoes as fungoes
vetoriais f e g, podemos construir aproxrimagoes de sequnda ordem e superiores. Uma
aprozimagio de sequnda ordem é geralmente caracterizada por um erro O(€*) na escala

de tempo —.
€

O Teorema a seguir garante que, sob certas condi¢des, os pontos de equilibrio da
funcao média (3.3) resultam em solugdes T-periddicas da equacao (3.1)).

Teorema 3.3. Considere a equagio (3.1)) e suponha que:

1. as fungoes vetoriais f,q,0f/0x,0%f/0x? e Og/0x sio definidas, continuas e limita-
das em D X [tg, 00) por uma constante M que nao depende de €, onde € € [0, &;

2. f e g sao T-periddicas em t (T independente de €).

Se p € um ponto critico da equacio média (3.2) e satisfaz

df°(y)
det( . )yp;éo, (3.11)

entao existe uma solugio T-periddica p(t,€) da equagio (3.1) que estd proxima a p e
satisfaz

lim o(t, €) = p.

Demonstragio. Seja xz(t) uma solugao de (3.1, e consideremos a mudanga de varidvel
x — z usando a relacdo quase-identidade (3.§]), ou seja,

2(t) = 2(1) + en(=(2), 1), (3.12)
onde .
pa(t).t) = [ 1f(.s) = f@)ds, (3.13)
Derivando ambos os lados da equagao (3.12)) com relagdo & variavel ¢, obtemos
L o . Ou
T = Z4e laz(z(t),t)z + a(z(t),t) (3.14)

Uma vez que z(t) é solugao de (3.1)), isto é, satisfaz a equacdo & = ef(z,t) + €2g(z,t, €),
substituindo a expressao de z(t) dada por (3.12) em (3.1]) obtemos
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i = ef(z(t) +ep(z(t),t),t) + €g(2(t) + eu(z(t),t), t,€)

oy (3.15)

o
= | el + a0,

e com mais alguns calculos obtemos a equacao

z [Id + eg'l:(z(t), t)] = —eg/;:(z(t), t) +ef(z(t) + en(z(t),t),t) (3.16)
+e2g(2(t) + eu(2(t), 1), t,¢€).
Note que,

8,u 0
€5 (1), 1) = ef (2,1) — f7(2). (3.17)

logo, substituindo (3.17)) em (3.16]), temos
(e

I+ 65( (t),t)] = —ef(z,t) +€f02) + ef (2(t) + eu(2(),1),t)

+ €2g(2(t) + eu(z(t),t),t,€).

Counsiderando

R(z,t.€) = ef (2(t) + ep(z(t),1),1) + “g(2(t) + en(2(t), £), 1, €) — e f (2, 1),

de forma semelhante ao realizado na prova do Teorema [3.1] podemos estabelecer a esti-
mativa

1R(z,t,e)]] < C€,

com C' uma constante positiva independente de €.
De fato,

IR(z.t o)l = [lef(2(t) + ep(2(t), 1), 1) + €g(2(t) + en(z(t), 1), t, €) — ef(2(1), 1)]]
< lef(2(t) + en(z(t), 1), D)l + [|€2g(2(t) + ep(2(t), 1), £, €) — ef (2(2), )]
< elf(z() + en(2(2),0),1) = f(2(1), D] + €[lg(2(t) + ep(=(1), 1), L, )]
< EL2MT+eM=C ¢

com C' = M(2LMT + 1). Assim, temos

z l[d + eg'l:(z(t), t)] =ef%(2) + R(z,t,¢). (3.18)

Agora note que,

M(Z,t)eg‘:(z,t) /Bﬁ( DR T‘;ﬁ(z t)dt}d
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sdo uniformemente limitadas, pois como visto na demonstracéo do Teoremal3.1], ||x(z,t)|| <

0
2M'T e por hipotese —f ¢ limitada. Expandindo em série de Taylor em torno de ¢ = 0

0z

[Id—l—eg/:( (t),t)] = Is = e (2(0). 1) + O(e). (3.19)

Inserindo a expressao obtida em (|3.19) na equacao (3.18), obtemos

temos

I [Id — eg'l:( (t),t) + 0(62)] (ef°(2) + R(z,t,¢))

% (.1 o)

= ef'2) + Rzt e) = f0(2) 5

= ef%2) +ef(2(t) + eu(z(t), t),t) + 2g(2(t) + eu(z(t),t),t,€)

(3.20)
— ef(z,t) = ef(z ) (2 t) + O(c’)
= f%(2) +elf (2(t) + ep(2(t),), 1) — f(2,8)] + €g(2(t) + en(=(t), 1), ¢, €)
2 o\ M 3
— éef (Z)@(Z,t)_’_O(E ).
Portanto
g o= ef22) +elf(z(t) +en(z(t), 1), 1) — f(z,0)] + €g(2(t) + en(z(t), 1), t,€)
(= ) (z t) +O(e). (3.21)
= ¢f%2) + eH(e) + €2G(e) — GQfO(Z)gZ(Z,t) + O(€%),
H{e) = f(z(t) + en(=2(t), 1), 1) — f(2,1),
G(e) = g(z(t) + ep(z(1), 1), 1, ).
Expandindo em Série de Taylor as fun¢ées G e H em torno de ¢ = 0 temos
H(e) = H(0)+ 6%];[(0) + 62885(0) +..=0+ egi(z,t)u(z,t) + O(€%).
(3.22)
Gle) = G(0)+ e%f(o) + 62%5(0) b= g(2,£,0) + O(e).

Substituindo (3.22) em ([3.21]), obtemos
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2 = ef%2) +e [egic(z,t)u(z,t) +O()| + €%g(z,t,0) + O(e)]
O LAERIEeS)
= ef9%2) + € lg‘i(z,t),u(z, t)+ g(z,t,0) — fo(z)gl:(z,t) +0(e)] .

Assim, a equagao para a nova variavel z torna-se

s =ef%2) + €R(z,t,¢). (3.23)

Com R(z,t,€) sendo a seguinte expressio

Rz, 1,60) = 2 (2, oz, 1) = P22 0)1°(2) + g(,1,0) + O(e):

essa expressao é T-periddica em t e continuamente diferenciavel com respeito a z. De fato,
temos que mostrar que

R(z,t,e) = R(z,t + T\e),

ou seja, devemos mostrar que

R(z,t,e) = gjzc(z,t)u(z,t) — Zb(z,t)fo(z) +9(2,t,0) + O(e)
of ou

= a(z,zf + Tz, t+T) — g(z,t +T)f%2) + g(z,t + T,0) + O(e)

= R(z,t+T,e).

Temos que g é T-peridédica por hipdtese, logo temos que mostrar que

1) g‘i(z,t) = g‘ﬁ(z,t—l—T);
2) u(z,t) = plz,t+1); (3.24)
3) g’j(z,t) = ?;@,t—l—T).

Vamos mostrar que de fato ocorre 1), de (3.24)). Temos que f(z,t) é T-periddica em ¢, ou

seja,
of o091

flz,t) = f(z,t+T) = 8Z(z,t) P

(z,t +T), (3.25)
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assim, concluimos a primeira afirmacdo. Verificamos 2 de (j3.24))

petT) = [ ()~ P
= [ - s+ [ 1) - Pl
= [1e) - F(oNds + ( [ fesas— [ fo(z)d8> (3.26)
= [fes) = P@Nds + [T - f()Tds

= [UGs) = PEds = (),

E por fim, mostramos que ocorre 3), de (3.24]). Temos

0 =T [ 79
a—Z(z,t—l—T) = /0+ [ai(z,s) T aJZC(z w)dw]d

of Tof
— /0[82( s)—? ; az(z w)dw] ds (3.27)

=T [Of Tof
+ /t [az(z,s) T az(z w)dw}d

mostramos que

[N sy [
t 9, " T 0z

Lz, w)dw] ds = 0.

Utilizando temos:

+T [ T 9 T[o o,
/t+ [ai’<278> = ajzc(z w)dw]d — /0 [5§<Z’S)_T ; aﬁj(z w)dw}d

_ /OTaf(zsd T /Taf

0z
= 0.
(3.28)
Segue de ([3.28]) substituindo em (3.27) que
op o t|of Tof
a(z,t—i-T) = /0 [az(z,s) T 82(2 w)dw]d
(3.29)
0
- a—/:(z,t).

Portanto, R(z,t,€) é T-periédica. Note que, devido a escolha de u(z(t),t) conforme
descrito em ([3.13), podemos observar que uma solucao T-periddica z(t) resulta em uma
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solugdo T-periddica z(t). Para isso devemos ter que
x(t) =z(t) +ep(z(t),t) =2t +T) +eu(zt+T),t +T) =x(t +T).
Assim, se a condi¢ao
2(t) =z2(t+T)

for satisfeita, juntamente com a conclusao estabelecida em , entao podemos afirmar
que, ao encontrar uma solucdo que seja T-periddica para o problema mencionado na
equagao , conseguiremos encontrar uma solugao T-periédica z(t) para o problema
descrito em (3.1)).

Podemos realizar a integracao em relagao a variavel ¢ da equacao e expressar a
solugdo z(t) em sua forma integral, conforme a seguinte expressao:

) + 6/ fO(z(s))ds + € /Ot R(z(s), s, €)ds. (3.30)

A solugao z(t) é T-periddica se z(t+7T) = z(t) para todo t > 0, dai segue que z(T") = 2(0),
ou seja,

2(T) = z(0 +e/ fO(2(s))ds + € /OTR(Z(S),S,E)dS.

que nos leva a seguinte equacgao

/ fO(2(s))ds + e /T R(2(s),s,€)ds = 0. (3.31)
Agora o nosso objetivo é encontrar z, tais que
2(T) — z. = 0,
ou equivalentemente,
h(ze,€) = 0.

Note que, para € = 0 e 2(0) = p, com p dado no enunciado, claramente temos

h(p,0) =0,

além disso temos que

e, por hipotese, temos

Logo, por continuidade temos que para z(s) préximo de p,

det<8foéz(3))> 40— de t(T/OTaféz D t) 7Ao:>det<8f§?”>z_p¢0.

Portanto, pelo Teorema da Aplicacao Implicita, ha uma vizinhanca V em torno de e = 0,
na qual para cada e pertencente a Vj existe um tnico z = z. tal que h(z,€) = 0. Dessa
forma, para cada € pertencente a Vj
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2(t) = ze + e/ot fO(z(s))ds + € /Ot R(2(s), s, €)ds.

¢ uma solugao T-periddica de . Logo, pela transformacao temos uma solucao
T-periédica do sistema (3.1)).

Ao considerarmos z(0) = p, de acordo com a equacdo (3.30), temos que z(¢) se apro-
xima de z(0) = p quando € tende a 0. Portanto, ao considerarmos z(t) como uma solugao
T-periodica da equacgao , concluimos que existe uma solugao x(t) T-periédica da
equagao (3.1). Por meio da relacdo de quase-identidade, podemos concluir que x(t) se
aproxima de p quando € tende a 0. Com isso, finalizamos a demonstracao. [

Uma duvida que pode surgir é a respeito da estabilidade da solucao encontrada no
Teorema [3.3] a qual sera esclarecida no proximo teorema.

Teorema 3.4. Consideremos a equacao e suponhamos que as condigoes do Teorema
tenham sido satisfeitas. Se os autovalores do ponto critico y = p da equagdo média
(3.2) possuem parte real negativa, a solugcao periddica correspondente ¢(t,€) da equagdio
(13.1) € assintoticamente estdvel para € suficientemente pequeno. Se um dos autovalores
possui parte real positiva, p(t,€) € instdvel.

Demonstrag¢io. Primeiramente, linearizando a equacao (3.1) em uma vizinhanga da solu-
¢ao periddica ¢(t,€) do sistema (3.1)), isto é, consideramos a mudanca de varidvel

r=z+ p(te). (3.32)

Ao considerar que ([3.32)) é uma solugdo de @ = ef(z,t) + e2g(x,t,¢€), ou seja, satisfaz a
equagao diferencial mencionada, podemos substituir a expressiao de x(t), dada por, (3.32)
na equagao (3.1)) e obtemos o seguinte resultado

&= ef(z+p(te),t) +g(z + p(t,e), te).
No entanto, por (3.32), temos

.. Oy
= i+ (¢
T=2 at( L€),

e temos 9
ef(z+p(t,0),t) + gz + plt )t ) = 2+ - (1, 0). (3.33)

Mas temos, por hipétese, que ¢(t, €) também é solucao de (3.1)), logo

dp 2

2 (1,00 = ef(plt, ). 1) + Colilt o) 1), (3.34)
Substituindo (3.34]) em (3.33)), obtemos

ef(z+e(te)t) + gz + o(t e),t e) = 2+ ef (o(t ) 1) + €g(o(t ) L €)
= Z=c¢f(z+o(t,e),t) + 629(2 +p(t ).t e) — [ef(plt,€),t) + 629(@@? €),t,€)]
= 6[f<2: + @(tﬂ 6)7 t) - f(gp(tv €>’ t)] + EQ[Q(Z + 90<t7 6)7 t? 6) - g(§0<t7 6)7 t? 6)]

=eG(z) + €H(z),
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com
G(z) = flz+e,e)t) = fe(t ), 1);
H(z) = g(z+p(te),t,e) —g(o(t,€),t,€).
Expandindo em série de Taylor as fungbes G e H em torno de z = 0, e fazendo o trunca-
mento dos termos ndo lineares de ordem O(z?), temos

G(z) — G(O)Jrzg(j(O)Jr;g;(O)Jr...
(3.35)
H(z) = H(0)+Z‘Z[(o)+z2%§(0)+...

e substituindo o truncamento até O(z?) em (3], obtemos

Z = ¢ (z?ﬁ(gp(t,e),t)) + € (Z?‘Z(gp(t,e),t))

= e [fp(t.0).1) + eololt, o). 1),

assim
z=€A(t, €)z,

com

Alt€) = {7(p(t,€), 1) + calilt, ). 1))

Temos que a matriz A(t,€) é T-peribédica na variavel ¢, pois por hipdtese temos que f, g
e ¢(t,€) sao T-periddicas em t.
Portanto, o sistema o é uma linearizacao, cujos coeficientes sao fungoes peridédicas
com periodo T, do sistema em uma vizinhanga da solugdo periédica o(t, €).
Consideramos

B = Lip.),

com p sendo o ponto critico dado no Teorema , B(t) é uma matriz T-periédica, uma
vez que, f é T-periédica. Do Teorema [3.3] temos

lim o(t, €) = p,
consequentemente, segue
lim A(t,e) = li 0 t t t t—a t) = B(t 3.36
61_I>I(1) (76)_65%%[]0(90(’6)7 )‘{'69(90(,6), )]_%f(pa )_ () ( )
Considere também as matrizes
1 (T t
B - / B(t)dt e C(t) = / [B(s) — B")ds. (3.37)
0 0

Observe que B é a matriz constante da equacdo média linearizada . Mostramos que
de fato isso ocorre:

Primeiramente expandimos a fungao f°(y) dada por em torno de seu ponto critico
p consideramos apenas a parte linear, obtendo assim
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= ; /OT gjyc(p, t)dt(y — p) (3:38)

= By—p).
Consideramos a translacao u = y — p, com o objetivo de levar o ponto critico, y = p para
a origem u = 0. Assim, derivando u em relagdo a t, temos

=1y,
e de (3.2)), juntamente com y = u + p temos
= ef’(u+p) =eBu+p—p)=eB(u).

Portanto, obtemos a equacao média linearizada dada por

u = eB%(u). (3.39)
Segue de (]3.38)) segue que
df’
BO
.

Estamos considerando que todos os autovalores de B® possuem parte real negativa, e
afirmamos que a matriz C(t) é T-periédica e tem média zero.
De fato,

Clt+T) = /OHT[B(s)—BO]ds

+T t+T
= B(s)ds — / BYds
0 0

_ (/OtB(s)ds—k/tHTB(s)ds) - (/Ot Bods+/tt+TBods>
- /Ot[B(s) —Bo}ds+/0TB(s)ds—/0TBOds
_ /Ot[B(s) — B'ds + B"T — B°T

= ).

Ja a segunda afirmacao diz que C(t) tem média nula na variavel ¢, isto é,

5 [ 1B~ BYas = H/OTB<S>43— /OTBOds]

_ —/ ds—— TB" = B°— B° — 0.
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Considere a transformacao quase-identidade z — v,
y=(I;—eC(t))z, (3.40)
note que, expandindo (I; — eC(t))z em série de Taylor em torno de € = 0, temos
(I —eC(t)) P =13+ €eC(t) + ... (3.41)

Derivando ({3.40) e C(t) de (3.37) em relagdo a ¢, obtemos

§=—eC(t)z+ (I; — eC(t))z, (3.42)
) O(t) = B(t) — B°. (3.43)
Substituindo (3.43) e (3) em , obtemos:
y = —e(B(t) — B%z+ (I — eC(t))eA(t, €)z
_ (B 4 e(A(t,€) — B() — EC(1) AL, )] 2. (3-44)
De ([3.40)), temos
2= (Id_yeo(t)) = y((Is — eC(1)) ", (3.45)
substituindo (3.45)) em (3.44)), temos
g =[eB° + e(A(t,e) — B(t)) — EC(H)A(t, e)|y(Ig — eC(t)) ™), (3.46)
agora substituindo (3.41)) em ([3.46]), temos
i = (B + c(Alt.) - B1) — ECHA ly(Ls - cC(t)) s

= B +e(A(t,€) — B(t))y + € R(t, )y,

R(t,e) = B°C(t) + (A(t,€) — B(£))C(t) — C(H)A(t, €) — eC(t)A(t, €)C(t).

A funcdo R(t,e) é T-periddica e limitada, pois temos que A(t,€), B(t) e C(t) sao T-
periddicas e continuas; observamos que como ocorre (3.36]), segue que,

(A(t,e) — B(t)) — 0

quando € — 0, e também que os expoentes caracteristicos da equacgao dependem
continuamente do pequeno parametro €, logo, segue da defini¢ao e do Teorema
que, para € suficientemente pequeno, o sinal da parte real dos expoentes caracteristicos
da equacao ¢ igual ao sinal da parte real dos autovalores da matriz B°.

Pela mudanca de coordenadas quase identidade dada por , o sistema esta
préximo do sistema [3] portanto, segue que o sinal da parte real dos expoentes caracte-
risticos de [3| ¢ igual ao sinal da parte real dos autovalores de B°. Como por hipétese os
autovalores de BY tem parte real negativa, aplicaremos o Teorema no sistema [3f com
f(z,t) = 0, assim, temos que a solugdo nula z = 0 é estavel, ou seja,

z(t) — 0
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quando t — oco. Assim, pela mudanga (3.32)) segue que
x(t) — Qp(fﬁ 6)7

quando t — o0, portanto temos que a solucao periddica do sistema (3.1f) é estavel.

Suponhamos que pelo menos um dos autovalores do ponto critico y = p da equacgao
diferencial média possui parte real positiva. Logo, a matriz B® possui pelo menos
um autovalor com parte real positiva. Como temos

(A(t,e) — B(t)) = 0
quando € — 0, e
|l R(t, e)y]|

Iyl

quando € — 0, aplicamos o Teorema no sistema (3.47) e assim concluimos que a
solucao y = 0 é instavel, isto é, temos

— 0

y(t) —0

quando t — —o0. Pela mudanga de variavel (3.40) e pelo fato de C(t) ser T-periddica,
temos que
z(t) — 0

quando t — —o0, logo pela mudanca (3.32), segue que
z(t) — ¢(t €)

quando t — —00, 0 que significa que a solugao periddica p(t, €) é instével.

3.1 Exemplos e contraexemplos da Média

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns exemplos para ilustrar a relevancia de certas con-
digoes e limitagoes contidas no Teorema[3.1] Isso nos permitird compreender melhor como
essas hipoteses influenciam os resultados e garantem a validade das conclusoes obtidas.

Em equacoes do tipo & + x = ef(x,2) e em equagdes auténomas em geral, ao realizar
a linearizagao perto de uma solucao periddica, sempre encontramos um expoente carac-
teristico com parte real igual a zero. No caso especifico de equagdes de segunda ordem,
¢ vantajoso utilizar coordenadas polares e tratar o angulo como uma variavel analoga ao
tempo.

Considere a equagao

I+x=c¢cf(z,1), (3.48)

com condicoes inicias x(0),#(0) dadas, com f suficientemente suave em D C R?. Consi-
derando y = & podemos escrever o sistema na forma

@ - (—01 é) @ e (f(ﬁ, y)) ’ (3.49)

e, concluimos que a equacgao representada por (3.48|) é da forma quasilinear, isto é, segue
o formato descrito na equagao ([2.29)).
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Usamos a transformagao fase-amplitude ([2.38]) para deixa o sistema (3.49)), em sua

forma padrao, fazendo a seguinte mudanca

x = rcos(t + ¢)

3.50
y = —rsen(t + ¢), (3:50)
com w = 1. Assim, obtemos o sistema correspondente ao sistema dado por
d
d—r = —esen(t + ¢) f(rcos(t + ¢), —rsen(t + ¢)),r(0) = ro
dé . (3.51)
L =~ cos(t+ 9)f (rcos(t + ), ~rsen(t + ), 6(0) = by

que estd na forma padrdo para o sistema (3.48)), ou seja, & = ef(z,t), com z = (r, §).
Note que o campo de vetores f é 2r—periédico em t e se f € C', podemos aplicar o
método da Média apenas se tivermos excluido uma vizinhanga da origem, uma vez que, se
r for muito pequeno, o campo de vetores torna-se ilimitado, fazendo com que este sistema
nao satisfaga as hip6teses do Teorema da Média de Primeira Ordem [3.1]
Para podermos aplicar o Teorema precisamos obter a equacao média corres-
pondente ao sistema . Assim, calculamos as coordenadas da funcao média f° para

(3.51)), as quais sao dadas por

fi(r) = 217T /027r sen(t + @) f(rcos(t + ¢), —rsen(t + ¢))dt

1 jor
i /0 sen(0) f(r cos(0), —rsen(0))do. (3.52)
fa(r) = 217r /027r cos(0) f(r cos(0), —rsen(0))dod

onde 0 =t + ¢, assim, temos um novo sistema e uma aproximacao assintética da solugao

da equagao (3.48]) pode ser obtida resolvendo-o

= —efi(7)
< € ., 3.93
{qs = h) (3:53)
T
com 7(0) = r(0) e (0) = ©(0). Agora o problema se reduz a resolver um sistema
autonomo de primeira ordem.
3.1.1 Equacao de Van der Pol
Consideramos utilizando a equacao de Van der Pol dada por
i+r=e(l—2%1, (3.54)

ou seja, para f(x,1) = (1 — 2?), utilizamos a mudanca de coordenadas (3.50]) e assim
obtemos

f(rcos(t+¢), —rsen(t + ¢)) = (1 — r? cos*(t + ¢))(—rsen(t + ¢)).
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De (3.51)) temos

f;; = —esen(t + ¢)(1 — r?cos*(t + ¢))(—rsen(t + ¢))
= r-e-sen®(t+ ¢)(1 — r2cos®(t + ¢))
(3.55)
fj;j =~ cos(t+9)(1— 1 cos”(t + 6)) (—rsen(t + 6))

= e-cos(t+ @)(1 —r?cos®(t + ¢))(sen(t + ¢)).

Porém, para a aplicagdo dos Teoremas [3.3] e [3.4] vamos considerar § = ¢ + ¢ sendo uma
variavel semelhante ao tempo. Portando devemos escrever a equagao ([3.54) em sua forma
padrao em relagao a #. Primeiramente observamos que fazendo 6 =t + ¢ obtemos

do _dt  do . do

@ a T T

ou ainda _ .
=1+ ¢.
Assim, o sistema ([3.55]) se transforma no sistema
d
d—; = r-e-sen?(0)(1 — r?cos?(0))
(3.56)
do 5 o
o = 1+ €-cos(6)(1 —r*cos*(9))(sen(h)).
Considerando # como a nova variavel independente e lembrando que
dr
dr_dr db __ dr_ gt
dt — df dt do — do’
dt
de (3.56)) obtemos
dr r-e-sen®(0)(1 — 72 cos?(0)) (3.57)
dd 1+ e-cos(f)(1 —r2cos2(6))(sen(f))’ ‘
Denotamos
H(e) = r-e-sen?(0)(1 — r? cos®(0))
14 e-cos(0)(1 —1r2cos2(6))(sen(d))’
e expandimos H (€) em série de Taylor em torno de € = 0, obtendo
OH
H(e) = H(0) + EE(O) + e =0+ er-sen®(0)(1 — r*cos*(0)) + €2... (3.58)

com 6 =t + ¢. Tomando o truncamento de (3.58)) na ordem €? e substituindo em ([3.57)

obtemos
dr

ar o an? 22
g = €7 sen (0)(1 — r*cos*(0)),

que esta na forma padrao.
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Logo, a fungao média é dada por

f) = -2 /02”rsen2(e)(1—r2cos2<9))de

“om
) _g (1 ) 7:) | (3.59)

Substituindo (3.59) no sistema (3.53)), obtemos entao um novo sistema auténomo dado

por
L
0 2 1)

com 7(0) = ro. Se o valor inicial ry da amplitude for igual & 0 ou 2, a amplitude 7 serd
constante para todo tempo t. Assim, 7o = 0 ou ry = 2 sdo pontos criticos da equagao
média do sistema . Além disso, vamos verificar que o ponto rp = 0 é um ponto
critico instavel da equacao original, e que o ponto ry = 2 fornece uma solucao periddica
estavel.

De fato, pelo Teorema[3.3] para termos a existéncia de uma solugao periédica devemos
verificar se ocorre ([3.11]), ou seja, se o determinante da jacobiana da funcao média aplicada
em seus pontos criticos é diferente de 0. Assim,

det (W(,jy(y))y:o — det (dfd“) - B - 38]

o) = ; (1—2).

Logo, segue do Teorema |3.3| a existéncia de uma solugao periédica que estd préxima de 0.

Porém, segue do Teorema que % ¢ o autovalor de B® (matriz definida na demonstragao

do Teorema [3.4)) associado ao ponto critico 0, assim, 7y = 0 é um ponto critico instével.
Avaliamos ry = 2. Temos que

dfo(7) 1 372
det( aF );[2—8]

Segue, temos do Teorema a existéncia de uma solu¢ao periédica do sistema (3.1]).
Agora do Teorema [3.4] —1 é o autovalor de B° correspondente ao ponto critico ro = 2.
Assim, segue do Teorema que a solugao ¢é assintoticamente estavel.

com

= —1+£0.

=2

dr
Agora analisando os casos em que 0 < ry < 2, temos que — > 0, logo 7(¢) é crescente,

dt
dr
ja& quando ry > 2, segue que o < 0, portanto 7(t) é decrescente, nos dois casos a solu¢ao

se aproxima da solucao periddica (ciclo limite) de raio 2 centrada no ponto singular 0,
que é dada por
z(t) = 2cos(t + ¢g) + O(e)

1
na escala de tempo —, uma vez que
€

F(t) =
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é solucao geral do sistema logo, pelo Teorema segue que a solucao geral do
sistema original é dada por

1
roez

o) = T Ttee ot S+ )+ 00

1
na escala de tempo —.
€

ot

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.1: trajetéria no espaco de fase da equaciao de Van Der Pol &+ = ¢(1—2?%)i onde
e = 0.1. A origem é um ponto critico do fluxo, o ciclo limite (curva fechada) corresponde
a uma solugao periédica estavel. Fonte: [9]

Note que 7(t) é uma aproximagao assintética de x(t). Como foi dito, as solugdes tendem
para a solucao periddica e chamaremos sua érbita de ciclo limite (6rbita fechada).

A seguir, apresentamos um exemplo que ilustra a aplicacgdo do Teorema [3.1} no qual
mostramos como a escolha adequada da transformacao pode simplificar a analise do pro-
blema de perturbacao.

3.1.2 Equacao de Mathieus

Considere
Z + (14 2ecos(2t))r = 0;
z(0) = o (3.60)
#(0) =

Utilizando o mesmo procedimento descrito no inicio desta se¢ao, porém iniciando a par-
tir da fungao f(x,4,t) = —2cos(2t)x, ou seja, realizando a mudanga de coordenadas
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conforme a equacao (3.50)), obtemos
f(rcos(t+ ¢), —rsen(t + ¢),t) = —2r cos(t + ¢) cos(2t).

Segue que o sistema ([3.60) em sua forma padrao é dado por

fl: = —esen(t + ¢)(—2r cos(t + ¢) cos(2t))

= 2-€e-1-sen(t+ ¢)cos(t + @) cos(2t)
(3.61)

Cj;f = —E cos(t + ¢)(—2r cos(t + ¢) cos(2t))

= 2-¢-cos’(t+ ¢)cos(2t).

Note que o lado direito da equagao (3.61]) é 2r—periddico, assim, calculamos as equagoes
médias para o sistema que sao dadas por

fi(r, ) = 217r 27T 2rsen(t + ¢) cos(t + ¢) cos(2t)dt
0
r 2w (362)
= - /0 sen(t + ¢) cos(t + ¢) cos(2t)dt.
Da identidade )
cos - cosff = 5[003(04 — B) 4 cos(a + B)], (3.63)
considerando
a=2t e =t+ ¢,
temos 1
cos(2t) cos(t + ¢) = §[cos(t — @) + cos(3t + ¢)] (3.64)
substituindo (3.64)) em (3.62), temos
r 27
fi(r,9) = 7 / sen(t + ¢)[cos(t — @) + cos(3t + ¢)]dt
7 Jo
= % /027r sen(t + ¢) cos(t — ¢)dt + % /O27r sen(t + ¢) cos(3t + ¢)dt.
Primeiramente vamos mostrar que
-~ 7 sen(t + ¢) cos(3t + @)t — 0, (3.65)
temos que
sen v cos § = ;[sen(a — ) +sen(a + f)] (3.66)

considere entdo
a=t+¢ e =3+ ¢,



Exemplos e contraexemplos da Média 66

assim,

sen(t + @) cos(3t + ¢) = ;[sen(élt + 2¢) — sen(2t)] (3.67)

substituindo (3.67]) em (3.65)), temos

r

yym /027r sen(2(2t + ¢))dt — 4L /027T sen(2t)dt

™

note que
sen(2a)) = 2sen a cos

assim, considerando a = 2t + ¢, temos

r 27 r 27
) 2sen(2t + ¢) cos(2t + ¢)dt — e /0 sen(2t)dt.
Vamos agora resolver
2w
. 2sen(2t + ¢) cos(2t + ¢)dt
4 Jo

considerando
u=2+¢ = du=2dt

assim, ¢ < u < 4w + ¢, logo
r 4+ p
47T/¢ sen(u) cos(u)du

considere
s = cos(u) = ds = —sen(u)du,
com cosp < s < cos(47r + gb), temos entao
cos(4m+¢)
- / sds =0
4 cos(¢)

pois cos(4m + ¢) = cos(¢).
Agora vamos calcular

2m
/ sen(2t)dt
0

considere
u = 2t = du = 2dt,

com 0 < u < 47 assim, temos

; /047r sen(u)du = ;[— cos(4m) + cos(0)] = 0.

Portanto mostramos que de fato ocorre (3.65)).
Vamos calcular agora

r

S /0 " sen(t + ¢) cos(t — @) (3.68)

utilizando ([3.66)), temos
sen(t + ¢) cos(t — ¢) = = (3.69)
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substituindo (3.69)) em (3.68)), e separando as integrais temos

r 2 J r 27 J
E/o sen(2¢) t+ﬂ/o sen(2t + 2¢)dt.

Vamos calcular primeiramente

27
ﬁ/o sen(2t + 2¢)dt,

considere
u=2t+ 2¢0 = du = 2dt,

com 2¢ < u < 471 + 2¢, assim
rorAT426 r
f/ sen(u)du = —[— cos(4m + 2¢) + cos(2¢)] = 0,
2¢ 8
pois cos(4m + 2¢) = cos(2¢). Assim, basta calcular

2m 1
é/o sen(2¢)dt = 5" sen(2¢),

portanto, segue que

f1(r,6) = 5 sen(2).

Agora vamos calcular fo(r, ¢).

fa(r, @) = 217r 0% 2 cos*(t + ¢) cos(2t)dt, (3.70)
primeiramente, note que
cos?(a) = ; + ;cos(Qoz), (3.71)
considerando o« = t 4 ¢, temos
cos’(t + ¢) = ; + ; cos(2(t + ¢)) (3.72)

substituindo (3.72)) em (3.70)), temos

fa(r, @) = 71r /O27r <; - ;cos(Z(t - ¢))> cos(2t)dt

(3.73)
1 p2m 1 1
= — / —cos(2t) + = cos(2(t + ¢)) cos(2t)dt
mJo 2 2
agora utilizando (3.63)), temos que

cos(2(t + ¢)) cos(2t) = ;[008(475 + 2¢) + cos(2¢)], (3.74)

substituindo (3.74)) em (3.73), temos

fo(r,9) = 71T/027r ; cos(2t) + ; [;[008(475 +2¢) + COS(Q(?)]} dt

= 71r /027r i [cos(4t 4 2¢) + cos(2¢) + 2 cos(2t)] dt (3.75)

1 2w

= - [/0% cos(4t + 2¢)dt + ; 2 cos(2t)dt + /027r cos(2¢)dt} _
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Calculamos separadamente cada integral, assim, temos

21
/ cos(4t + 2¢)dt = 0.
0
De fato, considerando
u =4t + 2¢ = du = 4dt,
com 2¢ < u < 81 + 2¢. Assim, a integral torna-se
1 [87+20 1
- cos(u)du = —[sen(8m + 2¢) — sen(2¢)] = 0,
4 J2o 4
uma vez que, sen(8m + 2¢) = sen(2¢). Agora, afirmamos que
2
2 cos(2t)dt = 0,
0

de fato, considere
u = 2t = du = 2dt,

com 0 < u < 4r. Logo, a integral apés a mudanca de variavel, ficara

/O47T cos(u)du = sen(4m) — sen(0) = 0.

Por fim, vamos calcular
2T
/ cos(2¢)dt = 27 cos(2¢). (3.76)
0
substituindo (3.76]) em (3.75)), temos que

1
alr.8) = 5 cos(29).
Logo, o sistema médio correspondente a equagao (3.61)) é dado por

dr 1 _ ~
il sen(2¢)
dp 1 -

- =3¢ cos(2¢).

Embora seja possivel resolver esse sistema, é mais conveniente optar por uma transfor-
macao diferente que permita obter o sistema em sua forma padrao que seja mais facil de
ser resolvida. E para isso, escolhemos a seguinte transformacao

x = z1 cos(t) + zgsen(t),

& = —z sen(t) + 22 cos(t).

Note que esta transformacao é um caso particular da transformacao (2.36|) tomando w = 1
e to = 0. Dai temos o seguinte sistema

dzy
dt
dz
dt

= 2esen(t) cos(2t)(z; cos(t) + z9 sen(t)),

= —2ecos(t) cos(2t)(z1 cos(t) + 2z sen(t)).
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Temos que o lado direito da equacao é 2m—periddico, assim, vamos calcular suas fungoes
médias que sdo dadas por

fi(z1) = 217r /027T sen(t) cos(2t)(z1 cos(t) + 2o sen(t))dt
o 2 (3.77)
= o Uo 2y sen(t) cos(2t) cos(t)dt + /0 zy sen’(t) cos(2t)dt

vamos calcular separadamente cada integral. Note que
2m
/ zy sen(t) cos(2t) cos(t)dt = 0.
0
De fato, primeiramente vamos fazer uma mudanga de variavel, vamos considerar
u=t—m1 = du=dt,
com —7 < u < . Assim,

2 /7r sen(u) cos(2(u + m)) cos(u)du,

mostramos que ﬂ
f(u) = sen(u) cos(2(u + 7)) cos(u) (3.78)

¢ uma funcao impar, e para demonstrar isso devemos mostrar que f(—u) = —f(u).
Temos

f(—u) = sen(—u)(cos(2(—u + 7)) (cos(—u)),

veja que sen(—u) = — sen(u) pois seno é uma fungao impar, e temos que cos(—2u+27) =
cos(—2u). Além disso, note que cos(—u) = cos(u), uma vez que, cosseno é uma fungao
par. Assim,

f(—u) = —sen(u)(cos(2u)(cos(u)) = —sen(u)(cos(2(u + 7)) (cos(u)) = — f(u).

Portanto, segue que (3.78]) é uma funcao impar. Logo, como o nosso intervalo de integragao
[—7, 7] é um intervalo simétrico em relagdo a origem, segue que a integral é zero.
Agora vamos calcular

27
/ 2y sen®(t) cos(2t)dt, (3.79)
0
vamos fazer a integragao por partes, e para isso considere

u = sen®(t) = du = 2sen(t) cos(t)
1
dv = cos(2t)dt = v = 3 sen(2t),

assim, temos
21

; sen?(t)sen(2t)| — /027T sen(2t) sen(t) cos(t)dt,

0

note que
21
=0

1
—sen®(t) sen(2t)
2 0
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logo, basta calcularmos
2w
—/ sen(2t) sen(t) cos(t)dt, (3.80)
0
e para isso iremos utilizar a formula
1
senasen 3 = 5[008(0& — ) = cos(a + )],
com
a=te [ =2t
Assim, temos
1
sen(2t) sen(t) = 5[005(—1&) — cos(3t)], (3.81)
substituindo (3.81]) em (3.80)), temos
2w 1
- 5[005(—t) — cos(3t)] cos(t)dt
0
1 2m 9
= —5/ cos”(t) — cos(3t) cos(t)dt (3.82)
0
1 2 2
= —— [/ cos?(t)dt — / cos(3t) cos(t)dt| ,
2 LJo 0
vamos resolver cada integral separadamente. Note que
2w
/ cos(3t) cos(t)dt = 0, (3.83)
0
de fato, utilizando a equacao (3.63), com
a=te =3t
temos 1
cos(3t) cos(t) = §[COS(2t) — cos(4t)], (3.84)
substituindo o valor encontrado em ((3.84)) na integral, temos
2r ]
/ i[cos(Qt) — cos(4t)dt]
0
(3.85)
1 2m 2m
= - {/ cos(2t)dt — / cos(4t)dt}
2 Lo 0
Note que
2
/ cos(2t)dt = 0, (3.86)
0
considere

u =2t => du = 2dt,

com 0 < wu < 4m. assim,

/04Tr cos(u)du = ;[sen(éhr) —sen(0)] =0,
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de maneira analoga segue que

2m
/ cos(4t)dt = 0.
0

Portanto, segue que a afirmacao feita em ([3.83)) é verdadeira. Vamos calcular agora

27
/ cos?(t)dt,
0

utilizando ([3.71)), temos
1 1
cos?(t) = 5 cos(2t) + o1 (3.87)
substituindo o valor encontrado em (3.87)) na integral, temos
2m

1 1
3 cos(2t) + §dt

27r1 2d 27r1d
—/0 §Cos(t)t+/o it

e da equagao (3.86)), segue que basta calcular a integral
2

1
—dt = .
0o 2

Portanto, segue que
2m
/ cos?(1)dt = , (3.88)
0

substituindo ((3.88]) em (3.80)), temos

o T z
—/0 sen(2t) sen(t) cos(t)dt = = —Zl_
Portanto, segue que .
f1(21722) = —Zz.
fa(z1,22) = 217T /02“ cos(t) cos(2t)(z1 cos(t) 4+ z sen(t))dt = 11121'

Substituindo (3.77]) no sistema correspondente ao (3.53)), temos

dz .
dfl = 2efi(z) = %622» 21(0) = a
t
dz: -
ditQ —2€f2(22) = —%ezl, ZQ(O) = 5,

segue que o sistema médio é dado pelo sistema linear

dz 1, 5.
FTE

(3.89)
dzy

AC R |
dt 2
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com 71(0) = a e 23(0) = . Portanto, a solugdo para o sistema ([3.89) é a seguinte:
1 1
at) = glat B 2+ Jla— pex,

5(t) = —5(a+ Bl ¥ — (a— el

Sendo assim, a aproximagao assintética para a solugdo z(t) da equagdo de Mathieus é
dada por

() = ;(a + B)e 3 (cos(t) + sen(t)) + ;(a — B)ere(cos(t) — sen(t)).

Agora neste proximo exemplo iremos ver a necessidade de restringir o intervalo de
tempo.

3.1.3 Importancia de Restringir o Intervalo de Tempo

Consideramos a equacgao
i+ x = Sei? cos(t),
com z(0) = 0,2(0) = 1. Denotamos f(&,t) = 8ei cos(t). Utilizamos a transformagao
fase-amplitude (3.50) para obter a forma padrao, que é dada por

ZZ = —8er?sen3(t + ¢) cos(t), r(0) =1,
(3.90)
(f;tb = —8ersen®(t + ¢) cos(t + ¢) cos(t), ¢(0) = -

Uma vez que o lado direito do sistema ((3.90) é 27-periddica, calculamos a fungdo média
1% = (f1, f2) e assim, obter o sistema médio correspondente

1 27
filr,g) = Py /0 —8r?sen®(t + ¢) cos(t)dt
= _ir2 /027r sen®(t + ¢) cos(t)dt,

temos que
3 1
sen®(t + ¢) = 1 sen(t + ¢) — 2 sen(3t + 3¢),

assim, temos

— A2 T
fi(r,0) = ;4: /02 B sen(t + ¢) — 111 sen(3t + 3¢)} cos(t)dt
—4r2 pom 3 492 2w 1
= 7: /0 cos(t)i sen(t + ¢) + % /0 cos(t)i sen(3t + 3¢)dt (3.91)
_ 9.2 T 2 T
= 73: /02 cos(t) sen(t + @) + % /02 cos(t) sen(3t + 3¢)dt.
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Afirmacao
2
/ cos(t) sen(3t + 3¢) = 0,
0
de fato, utilizando (3.66), temos

sen (3t + 3¢) cos(t) = ; [sen(2t 4+ 3¢) + sen(4t + 3¢)],

logo
2m

2m 1 1 2m
/0 cos(t) sen(3t + 3¢) = 5 /0 sen(2t 4 3¢)dt + 3 /0 sen(4t + 3¢)dt.

Mostraremos que
2m
/ sen(2t + 3¢)dt = 0. (3.92)
0

Considere
u =2t + 3¢ = du = 2dt,

com 3¢ < u < 41 + 3¢, temos entao
1 4m+3¢ 1
- sen(u)du = = [— cos(4m + 3¢) + cos(3¢)] = 0.
2 J3¢ 2
Analogamente, temos
2m
/ sen(4t + 3¢)dt = 0.
0
Agora vamos calcular

2m
/ sen(t + ¢) cos(t)dt,
0
utilizando novamente (3.66)), temos

sen(t + ¢) cos(t) = ;[sen((b) + sen(2t + ¢)],

logo, temos
1 2m 1 2
—/ sen(o)dt + f/ sen(2t + ¢)dt,
2 Jo 2 Jo

fazendo o mesmo processo feito para mostrar (3.92)), temos

2T
/ sen(2t + ¢)dt = 0,
0

assim, basta calcular
1 2
5/ sen(¢)dt = wsen(¢). (3.93)
0

Substituindo (3.93) em (3.91)), temos

0 6) = = [rsen(6)] = —3r2 sen(o).

T

Vamos agora calcular fs.

1

fo(r,0) = Dy /027T —8rsen®(t + ¢) cos(t + ¢) cos(t)dt

—4r 2 9
= — ) sen (t + @) cos(t + ¢) cos(t)dt
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temos de , que
cos(t + ¢) cos(t) = ;[cos(gb) + cos(2t + ¢)]

assim, a integral se torna

—4 2 1
- sen”(t + ¢)§[cos(¢) + cos(2t + ¢)]dt
m Jo
(3.94)
—r 2 9 or 2w 9
= — sen”(t + ¢) cos(¢)dt — — / sen”(t + ¢) cos(2t + ¢)dt.
m Jo 7 Jo
Vamos calcular cada integral separadamente.
2m 2m
/ sen®(t + ¢) cos(p)dt = cos(¢) / sen’(t + ¢)dt, (3.95)
0 0
utilizando L
sen?(a) = 57 5 cos(2a), (3.96)
segue que _
sen’(t + ¢) = 37 3 cos(2t + 2¢), (3.97)
substituindo (3.97)) em (3.95)), temos
2r 1 2w
cos(¢) —dt — cos(¢) / cos(2t + 2¢)dt.
0o 2 2 0
Temos que
2m
0032(¢) / cos(2t + 2¢)dt = 0,
0
assim, segue que
2 2 1
/ sen’(t + ¢) cos(p)dt = cos(¢) §dt
0 0 (3.98)
= mcos(9).
Agora vamos calcular
2
/ sen?(t + ¢) cos(2t + ¢)dt,
0
utilizando ([3.97)), temos
2r /1 1
/ (2 -5 cos(2t + 2¢)> cos(2t + ¢)dt
0
(3.99)

1 2 1
= 3 / cos(2t + ¢)dt — 5 / 27 cos(2t + 2¢) cos(2t + ¢)dt,
0 0

note que
1 2w
5/(M@HJ@&=Q (3.100)
0
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assim, basta calcular a outra integral que é dada por

1 27
-5 / cos(2t 4 2¢) cos(2t + ¢)dt,
0

temos de (3.63)) que

cos(2t + 2¢) cos(2t + ¢) = ;[cos(gb) + cos(4t + 29¢)],

substituindo, temos
1 ror 1 yon
—f/ cos(gb)dthf/ cos(4t + 3¢)dt,
4 Jo 4 Jo

como temos que
2w
/ cos(4t 4+ 3¢)dt = 0,
0
segue que basta calcular

—le /027r cos(¢)dt = —g cos(¢). (3.101)

Portanto, substituindo os valores encontrados em (3.98)) e (3.101)) em (3.94)), temos

fa(r, @) = —2rcos(¢p) + rcos(¢) = —r cos(o).

portanto o sistema médio ¢ dado por

ZZ = —3e?sen(o)
) (3.102)
Ccl;f = —e7 cos(q).

Integrando o sistema e aplicando os devidos valores iniciais, obtemos

sen(t)

x(t) = + O(e)

1 — 3¢t

1
na escala de tempo —. Temos uma estimativa semelhante para derivada @. A solugao serd

limitada se 0 < et < C < 3 Na figura abaixo é mostrado duas solugdes, uma obtida por
integracao numérica e outra ¢ a solugdo do sistema (|3.102)).
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Figura 3.2: A solugao x(t) da equagdo i + x = 2/15i2 cos(t), #(0) = 1. A solugdo obtida
por integracao numérica foi desenhada com uma linha continua, enquanto a aproximacao
assintética foi indicada pela linha tracejada. Fonte: [9]

Podemos nos perguntar se a restricao da escala de tempo esta intrinsecamente ligada
a caracteristica das solugoes se tornarem ilimitadas, como no exemplo mencionado. No
entanto, essa relacdo nao é necessariamente verdadeira, e para ilustrar isso, apresentamos
um contraexemplo para essa questao.

3.1.4 Solucgoes limitadas e uma escala de tempo restrita

Considere a equagao

T+ T =¢€x

z(0) =1, 2(0) = 0. (3.103)

Vamos prosseguir com a mesma abordagem apresentada e empregada nesta se¢ao, porém,
iremos considerar a fungao

flz,y) =z,
assim, utilizando a transformagao fase-amplitude (3.50)), temos

f(rcos(t+ @), —rsen(t + ¢)) = rcos(t + ¢),
obtemos assim o sistema em sua forma padrao, que é dado por

dr
= sen(t + ¢) cos(t + ¢)

dp o
g = T€eos (t+ ).
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Calculamos as fungoes médias fi e fs.
1 2m
filr o) = Py / rsen(t + ¢) cos(t + ¢)dt. (3.104)
mJo
Da identidade 1
sen(a) cos(a) = 3 sen(2a), (3.105)
obtemos ]
sen(t + @) cos(t + ¢) = 5 sen(2(t + ¢)). (3.106)
Substituindo (3.106[) em (3.104)), temos
fing) = o [ rgsen(2(t + o)
1(7, = 5 ), o sen
r 27
- E/o sen(2(t + ¢))dt
Pela regra da substituicao
fl (T, ¢) = 0.
Calculamos | g
fo(r, 0) = %/0 cos?(t + ¢)dt.
De (3.71)) temos
1 1
cos’(t + ¢) = 513 cos(2t + 2¢),
assim,
! /27r 2(t+ ¢)dt Lol + ! (2t + 2¢)dt
— cos = — — 4+ — cos
21 Jo 2rJo 2 2
1 2r 1 1 2
= oo [ gt [ cos(2t + 20)at
2 Jo 2 +47T0 cos(2t + 2¢)dt,
De (]3.100)
2
/ cos(2t 4+ 2¢)dt = 0,
0
assim,
1 /21 1
= — —dt = —.
Portanto, segue que
1
fa(r,¢) = 9 (3.107)
Alcancamos entao, o seguinte sistema médio:
dr
—_— = r = 1
dt 07 T(O) )
GE -

dt
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Temos as seguintes aproximacoes

b= s ((1-299),

S
I
|
n
]
=
/N
—
[S—y
|
N |
)
SN—
~
SN—

1
Temos z(t) — z(t) = O(¢) na escala de tempo —, de fato, para mostrar essa afirmagao,
€
devemos verificar que
1/2 L
sup ¢ || cos((1 —€)/%t) —cos((1 —1/2€)t)]| : 0 <t < — ¢ < K,
t €
s L ) : ,
é valida para 0 <t < —, onde L é uma constante independente de €, e K é uma constante
€
positiva dada pela Defini¢ao ([2.20)).
Temos que z(t) = cos((1 — €)2t), é solugdo do sistema ({3.103)), assim, temos aqui um
1
exemplo onde a aproximagao na escala de tempo — nao ¢ vélido na escala de tempo —
€ €
uma vez que z(t) — Z(t) = Og(1) na escala de tempo 1/€%.

100 105 110 115 120 125 130 400 405 410 415 420 425 430

Figura 3.3: Solugoes exatas e aproximadas da equacao & + z = ex,z(0) = 1,2(0) =0 e
e = 0.1. A solucgao exata foi desenhada como uma linha continua, enquanto a aproximagao
assintotica foi indicada pela linha tracejada. Observe que a esquerda foi plotado o intervalo
de 100 a 130 unidades de tempo, enquanto a direita foi plotado o intervalo de 400 a 430.
Fonte: [9]

Apos essa analise podemos nos perguntar por que a necessidade de aplicar o método
da Média apds o arduo processo de colocar na forma padrdo, por que nao aplicar o
método da Média direto na equagao original? Iremos denominar esse processo de Média
bruta. Neste proximo exemplo ird mostrar o por que dessa exigéncia e consequentemente
desanimar essa ideia.

3.1.5 Contraexemplo da Média Bruta

Considere a equacgao

i+ decos®(t)i +x =0, x(0) = 0,2(0) = 1. (3.108)
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Essa equacao representa um oscilador com amortecimento linear no qual o coeficiente de
atrito oscila entre 0 e 4e. Agora aplicando a média na expressao que representa o atrito,
temos

1 2 9 2
= — 4cos”(t)dt = —m = 2,

2m Jo s

f(2)
portanto, chegamos na seguinte equacao
Z42e2+2=0, 2(0) =0, 200) =1, (3.109)

que é o que denominamos como sendo a média bruta.
Nossa expectativa é de que a soluc¢ao z(t) do sistema (3.109) seja uma aproximagao
da solugdo z(t) do sistema (3.108) em alguma escala de tempo. Temos

1
(1-e)

(NI

z(t) =

e “sen((1 — €)

).

No entanto, esse resultado é insatisfatério, e veremos o motivo disso ao empregarmos
o método da Média na sua forma padrao, tal como realizado nos exemplos anteriores.
Encontramos entao

dr 1 ~

T eF (1 — = cos(2),7(0) = 1

0 (1~ L cos(26).7(0) = 1,

do 1 o T

PR sen(2¢), ¢(0) = 3
Temos 7(t) = e~3/2¢ §(t) = —Z. Entdo segue que

x(t) = e 3¢t sen(t) + O(e)
1 . 7 7z
na escala de tempo —. E pode ser verificado através de alguns calculos que
€

2(t) — 2(t) = Os(1),
ou seja,

(1) — 2(t) = O(1) <:z:(t) ()6 hmitada),

mas

x(t) — z(t) # o(1).
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1
—  numérica

— — média bruta
UBT

0.6}

0.4F

-0.8 L L 1 L 1 L L L
-0.8 -0.6 0.4 =0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Plano de fase para @ + 4ecos®(t)i +x = 0, z(0) = 0, #(0) = 1; ¢ = 0.1
A trajetoria no espaco de fase da solucao numérica e a aproximacao assintética quase
coincidem e foram representadas por uma linha continua; a aproximagcao bruta foi indicada
por uma linha tracejada. Fonte: [9]

, , L3 . - g
Nés poderfamos ter colocado também e~ 2 sen(t) mas esta aproximagao assintética
coincide bastante com a solucdo numérica. Sabemos que se € = 0.1

sup |z(t) — e 2% sen(t)| < 0.015.
>0

Na figura foi ilustrado o comportamento no plano de fase da média bruta e da solugao
numeérica.



4 Aplicacao do Método da Meédia
em um sistema Hamiltoniano

Neste capitulo, abordarei inicialmente a definicdo de funcao Hamiltoniana e aplicarei
o Teorema [3.1] em um sistema Hamiltoniano com um grau de liberdade. Em seguida,
farei uma aplicacdo em cima de um sistema Hamiltoniano: o sistema de Armbruster-
Guckenheimer-Kim (AGK). Compreender a dindmica desses sistemas é fundamental para
o entendimento de muitos fendmenos fisicos, e o uso de fungoes Hamiltonianas é uma
ferramenta poderosa para analisar sua evolucao temporal.

O sistema AGK é um exemplo interessante de sistema Hamiltoniano, que possui uma
rica dinamica que pode ser explorada através da analise de sua funcao Hamiltoniana.
Na da teoria de sistemas dinamicos, os sistemas conservativos, especialmente os sistemas
Hamiltonianos, possuem uma relevancia significativa. Na mecéanica, é comum a presenca
de estruturas Hamiltonianas com adicao de efeitos dissipativos. Investigar essa estrutura
subjacente é muitas vezes vantajoso. A mecanica Hamiltoniana é um amplo campo que
tem suas raizes na mecanica celeste do século XVIII.

4.1 Sistema Hamiltoniano

Um sistema de equacoes diferenciais em R?" é chamado de Sistema Hamiltoniano
com n graus de liberdade se tem a forma

OH

Gi Op;
.= 4.1
(]%) _OH (1)
0q;

onde (q1,q2, .., n, P1, P2, ---, Pn) S0 as coordenadas em R?*" ¢ H : R?*" — R ¢ uma funcio
chamada de Hamiltoniana para o sistema . Quando lidamos com sistemas Ha-
miltonianos, é comum utilizarmos mudangas de coordenadas especiais (¢, p) <— (Q, P)
que preservam a natureza Hamiltoniana do sistema. Essas mudancas de coordenadas
transformam um sistema com um Hamiltoniano (g, p) em um sistema equivalente com
um Hamiltoniano K(Q, P) = H(q(Q, P),p(Q, P)). Essas mudangas de coordenadas sao
associadas a mapeamentos simpléticos, e tradicionalmente sdo conhecidas como transfor-
macoes canonicas.

Considere entao a equagao do movimento de um sistema Hamiltoniano com um grau
de liberdade, ou seja, n = 1.

I+ x=cf(z). (4.2)

81
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2, 2
. . +

Podemos escrever na forma que definimos tomando ¢ = z,p =& e H = 2(qu()> com

F = f. Utilizamos em (4.2)) a transformagcao (3.50]), para coletar dados sobre a variacao

da amplitude e fase. Logo, obtemos para a fase e a amplitude as seguintes equagoes:

;Z = —esen(t + ¢) f(rcos(t + ¢)),

do Ecos(t + ¢)

o " f(rcos(t+ ¢)).

Temos

/027r sen(t + @) f(r cos(t + ¢))dt = 0.

De fato, considere
u=rcos(t+ ¢) = du = —rsen(t + ¢),

com 7 cos(¢) < u < rcos(2m + ¢). Assim, temos

2 1 frcos(2m+¢)
/ sen(t + @) f(rcos(t + ¢)dt = —— / f(u)du =0,
0 T Jrcos(¢)

pois cos(2m + ¢) = cos(¢).
Entao a equacao média para a amplitude é dada por

dr

— =0,

dt
isto é, na primeira aproximagcao a amplitude é constante. Isso significa que por mais infima
que seja a perturbacao Hamiltoniana do oscilador Harmonico, ela ird produzir solucoes
com a amplitude constante, mas em geral, o periodo ird depender desta amplitude, ou

seja, dos valores iniciais. Note, que poderiamos ter usado ([2.33) porém os célculos seriam
mais complicados.

4.2 Aplicacao no sistema AGK

Agora, aplicamos o Método da Média a um sistema Hamiltoniano associado a fungao
Hamiltoniana dada por:

1 a b
Ho= St +a®+y") = (@ 9 = 50* -y (4.3)

O Hamiltoniano inclui um potencial harmdnico bidimensional e também contém termos
quéarticos adicionais.
Considere o sistema Hamiltoniano correspondente a fun¢ao Hamiltoniana (4.3)):

y = OH/Op, = py,
p. = —0H/0x = —z+azx(z®+y?) + bay?

py, = —0H/0y = —y+ay(z? +y?) + by
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A derivada com respeito a variavel independente ¢t é denotada pelo ponto. Temos que
o sistema (4.4)) é conhecido como o Sistema de Armburster-Guckenheimer-Kim, ou
simplesmente como Sistema AGK que é como iremos nos referir.

No presente estudo, aplicaremos o Método da Média de Primeira Ordem para
calcular érbitas periddicas, como detalhado no capitulo anterior. Esse método possibilita
determinar, de maneira analitica, orbitas periédicas do sistema para qualquer valor
positivo de energia em fun¢ao dos parametros a e b. Em suma, essa abordagem simplifica
o desafio de encontrar solugoes periddicas de um sistema diferencial para a tarefa de
identificar os zeros de alguma fun¢do de dimensao finita apropriada.

Para tal anélise o plano de pardmetros (a,b) foi particionado em quatro regides dis-
tintas, sendo duas delas representadas por retas

L = {(ab)eR : bta=0}
Ly = {(a,b)eR?* : b=0}

L,

L,

Figura 4.1: Representacao geométrica de Ly e Lo.

e duas regioes

Ry = {(a,b) eR?*:5—2a<0,b>0}U{(a,b) eR?:b—2a>0,b<0},
RQ - RQ\(EULl)

Temos que R; representa o fecho de R;.
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b
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________ N P
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/ N
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/ A
b=2a/ \\
/ N

Figura 4.2: Representacao geométrica de R e Rs.

O Teorema que veremos a seguir estabelece propriedades importantes do sistema Ha-
miltoniano AGK em niveis de energia positivos, dependendo dos valores dos pardmetros
(a,b) do sistema.

Teorema 4.1. Em cada nivel de energia positiva, o sistema (4.4) apresenta pelo menos
2 drbitas periddicas se (a,b) pertence a Lo, 4 orbitas periddicas se (a,b) pertence a Ry e
6 orbitas periddicas se (a,b) pertence a R;.

Em particular, de acordo com o Teorema se (a,b) nao pertencer a L, entdo o
sistema Hamiltoniano apresenta érbitas periédicas em todos os niveis de energia positiva.

Demonstragio. Para provar o Teorema [4.1] usaremos o Método da Média, ou seja, serd
necessario aplicar o Teorema[3.3] Em geral, no espaco de fase de um sistema Hamiltoniano
com mais de um grau de liberdade, as 6rbitas periddicas sao encontradas em cilindros que
sao preenchidos por outras érbitas peridédicas para mais detalhes veja [1J.

A impossibilidade de aplicar diretamente o Teorema [3.1] a um sistema Hamiltoniano
ocorre devido a funcao média correspondente f; sempre ser zero no ponto de equilibrio p,
como ocorreu no exemplo feito no inicio deste capitulo. Entretanto, a solucao para esse
problema é estabelecer um nivel de energia onde as 6rbitas periédicas possam ser separadas
e analisadas. Para aplicar o Teorema serd necessario introduzir um parametro e, e
para isso iremos fazer uma mudancga de parametros dada por

(2, P2y ¥, 2y) = (X, px, Y, py) = (2/ Ve, pa/ Ve y /e Dy /Ve)

note que assim, segue que

T = X\/Ea Pz = pX\/Ea Yy = Y\/E7 by = pY\/Ea (45)



Aplicagao no sistema AGK 85

substituindo em , temos
H o= L(xvel + (or Ve + (XVEP + (V)

— UXVRP + (YRR — S (XVRP(Y VA

L b
= ket piet X4 Y = TEX 1Y) - D@XTY?
1 2 2 2 9 a 9 9192 b 9,9
= Sk P+ XY = (XY - DXV
Assim, o sistema (4.4]) torna-se

X = 0H/Opx = px,
px = —0H/0X = —X+e(aX?+ (a+b)XY?),
. (4.6)
Y = 87—[/8]))/ = Dy,
py = —O0H/OY = =Y +e((a+b)X?Y +aY?).
Este sistema é um sistema Hamiltoniano com fun¢ao Hamiltoniana
1 b
o= S+ + X7 V) - (X0 Y e XY (47)

Devido ao fato de que a mudanca de varidveis é somente uma transformagao de escala,
o sistema original e o transformado possuem basicamente o mesmo retrato
de fase para todos os valores de e diferentes de zero. Além disso, para valores de €
suficientemente pequenos, o sistema se aproxima de um sistema integravel. Note
que o sistema nao esta em sua forma padrao, para isso consideramos mudanca de
variaveis

X =rcos(d), px = rsen(f)

Y =pcos(f+ ), py =psen(f+a) "’ (4.8)

E importante notar que a escolha especifica da mudanca de varigveis feita no sistema
leva a apari¢ao das varidveis peridédicas 6 e o. Essas variaveis sao relevantes para descrever
a dinamica periddica do sistema, e sao obtidas quando se impoem as condicoes r > 0 e
p > 0 na mudanca de variaveis. Posteriormente, passamos # a variavel independente para
que o sistema seja periédico em 6.
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Substituindo (4.8]) em (4.7]) temos

Hi = L ((rsen(®)? + (psen(d +a))? + (reos(®))? + (peos(d + )

e {(reos(0) + (peos(0-+ @) — b (rcos(0)*(pcos(0 + )
= ;(7"2 sen®(0) + p®sen?(0 + ) + r? cos®(0) + p? cos* (0 + a))

- e%(r2 cos?(0) + p*cos?(0 + a))? — 612)7"2 cos?(0)p? cos?(0 + a)

= 3(r* +p?) — e a(r?cos?(0) + p* cos®(0 + «))?

1
- g€ b-r?p? cos?(0) cos*(0 + ).

Portanto, o Hamiltoniano nessas novas variaveis torna-se

1 1 1
Hy = 5(7‘2 +p%) — 1€ a(r? cos*(0) + p* cos*(0 + a))* — € b-r?p? cos*(0) cos*(0 + ),

assim, as equagoes de movimento sao dadas por

le:; =7 = ersen(f)cos(f)(ar? cos*(0) + (a + b)p* cos*(6 + a))

ag 2 .4 2 .2 2

% =0= —14e(ar®cos*(f) + (a+ b)p* cos*(8) cos*(0 + v))

CZ =p= epsen(f+ a)cos(d + a)((a+ b)r? cos*(8) + ap?® cos*(0 + «))

Cj;{ =d= e(—ar?cos(0) + (a+ b)(r? + p*) cos?(0) cos?(6 + a) + ap? cos(f + a)).

(4.9)
No entanto, as derivadas presentes no lado esquerdo dessas equacoes sao em relagao
a variavel de tempo t, no qual a funcao aplicada em ¢ nao é periédica. Como as fun-
¢oes do lado esquerdo do sistema sao periodicas em #, tomamos ¢ como a variavel
independente. Denotamos as derivadas com relacao a 6 por "".
Primeiramente temos que calcular

dr dp da
dd’ do’ db
mas note que

dr
dr dr df dr dt

dt " do dt do o

dt
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de maneira analoga, segue que

dp da
do g o _ar
do — df ~ do dg
dt dt

Entéo, o sistema [4.9 é transformado em

dr o sen d cos 0 (ar? cos® 0 + (a + b)p? cos* (6 + «))

dd —1+ar2ecos* + (a+ b)ep?cos? 0 cos?(0 + a),

dp ,  epsen(f + ) cos(d + a)((a + b)r? cos® § + ap® cos* (0 + )

a9~ "~ —1 + ar?ecos* 0 + (a + b)ep? cos? 0 cos?(0 + )

da o e(—ar? cos' 0 + (a + b)(r* — p?) cos? 6 cos®(0 + ) + ap? cos* (0 + «))
o —1 + ar?ecos* 0 + (a + b)ep? cos? 6 cos?(0 + ) '

(4.10)

O sistema agora possui apenas trés equagoes, uma vez que a equagao # nao é necessaria

para a resolucao do problema. Se expandirmos o sistema (4.10) como uma série de Taylor

em termos de poténcias de €, obtemos uma representacao alternativa do sistema, que é
dada por

= —e-rsen(f)p*cos(f)(a- r?*cos?(0) + (a + b)p* cos*(6 + ) + O(€?),
p= —e-p-sen(f+ a)cos(d + a)((a+ b)r? - cos?(0)
ta-p?*-cos? (0 + «)) + O(€?), (4.11)

o= ela-r cos4(9) (a+ b)(r* — p?) cos?(0) cos*(0 + )
—a - p*-cos*(0+ a)) + O(e?).

O sistema {.11] agora é 2m-peridodico em relagdo a variavel 6. Para estudar suas érbi-
tas periddicas, utilizaremos o Teorema no nivel Hamiltoniano H = h, onde h > 0.
Resolvendo a equacao ‘H = h para p, chegaremos a uma solug¢ao dada por

4 2 2 2
)= \/_sec (o + 0)A + er? cos® O(a + b) sec*(a + ) (4.12)

ae
onde

A= —1+4[1+ecos*(a+0)(eb(2a + b)r* cos* 0
+2a(r? — 2h)) — 2er? cos? O(a + b) cos?(a + 6)]2.

Ao substituir p na equagao (4.11)) e expandir em séries de poténcia de €, conseguimos
obter duas equagoes diferenciais

= e-r-sen(h)cos(d)((a+ b)(r* — 2h) cos*(a + )
—ar? cos?(0)) + O(€?)
(4.13)
o = €2(a+b)(h—r?) cos?(0)cos®(a+ 0) + a(r? — 2h) cos*(a + 0)
+ar? cos*(6) + O(e?))
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Podemos ver que o sistema (4.13)) satisfaz as hipdteses do Teorema e pode ser escrito

na forma
x = 6f($,t)+€29(x,t,€)

o) = o, (4.14)

onde f = (Fi1, Fi2), com

Fi1 = r-sen(f)cos(0)((a+ b)(r* — 2h) + cos?(a + 6)

—ar? cos?(0),

Fio = 2(a+b)(h —1?)cos?(#) cos®(a + 0) + a(r? — 2h) cos* (o + )
+a - 72 - cost(0).

Podemos observar que a fungao f é 2w-periédica na variavel 6, que é a variavel inde-
pendente do sistema (4.13]). Calculamos a fungdo média da equacao (4.14) em relagdo a
variavel 6, obtemos o seguinte resultado:

ilr) = (falr ), falr, ) = 5 [ (Fio, Faa)ds,

onde

fu(r,a) = —;T(a +b)(r? — 2h) sen(2a),

fia(r,a) = i(h —72)((a + b) cos(2a) — a + 2b).

Precisamos encontrar os valores (r*,«*) no qual fi(r, ) aplicado neles seja igual a zero
e, em seguida, verificar se ocorre

(11,
det (mlfl?) ) £ 0, (4.15)
Ar, ) r)=(ra7)
ou seja, precisamos encontrar zeros simples da funcao f1. A equacdo fi1(r,a) = 0 nos
da trés opgoes para r e quatro opgoes para «. As solugoes r = 0 e r = —v/2h nao sao

aceitdveis, pois r deve ser maior que zero. Portanto, as solugoes véalidas para fi1(r,a) =0
sdo r =v2h e a=0,7/2,—7/2, 7. Em seguida, procuramos soluges para fis(r,a) = 0,
que nos da nove possiveis solugoes (r*, a*) com r* sendo maior que zero:

s1= (Vh,0), s2=(Vh,7), s3=(Vh7/2),
sy = (Vh,31/2) s5 = (vV/2h,0), s¢=(v/2h,7)
St = (\/ﬁ,ﬂ'/2)

—2b
S8 = (\/Qh, % arccos (a >> ,

(4.16)

a+b

a—2b
Sg = (\/2h,27r— %arccos ( p— )) .
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O valor de p dado pela equacdo ([#.12) tende & v/h para as solucdes si,sy,53 € sy
quando ¢ — 0 para cada p correspondente e p — 0 para as solugdes ss, Sg, S7,Ss € So
quando € — 0 para valores de p correspondentes. Temos que em (4.16)), para as solugoes
a=2

+b ~

As desigualdades sao validas somente em duas regioes delimitadas pelas linhas b = 0
e b= 2a, com a origem excluida.

De fato, temos

Sg € Sg, assumimos que —1 <

a—2b

-1 <
a+b

= —a—b<a—2b=b<2a,

e temos também
a—2b
a-+b
Essas regides estao localizadas nos quadrantes {(a,b) : @ > 0,b > 0} e {(a,b) : a <
0,b < 0} do plano (a,b).
Agora vamos calcular (4.15) em cada uma das solugoes encontradas considerando a
matriz

<l=a-20<a+b=-3b<0=0b<0.

le(a + b)m(2h — 3r?) sen(2a) —;(a + b)mr(r? — 2h) cos(2)
M = 5

—7nr(—a + 2b+ (a + b) cos(2a)) (—a — b)w(h — r?) sen(2a)

assim, obtemos para s; e o,

det(M),, ., — :th(a L b),

para ss e S4, temos
1
det(M)s, s, = §h2(2a —b)(a+b),
para ss, Sg € S7 segue que

det(M)s; sg.5» = 0,

ja para sg e Sg, temos

3

det(M) = ith(b — 2a).

58,59

Podemos notar que o Jacobiano nas solugoes ss, sg € s7 é igual a zero, o que impede
a aplicacao do Teorema para essas solugoes. Podemos afirmar que, quando h # 0, o
Jacobiano nao é igual a zero nas solugoes s; e s9 se b(a + b) # 0. Nas solugoes s3 e s4, 0
Jacobiano nao é igual a zero se (2a — b)(a + b) # 0. J& nas solugdes sg e sg, 0 Jacobiano
nao ¢ igual a zero se b(b — 2a) # 0.

Em resumo, de acordo com os Teoremas , e as solugoes s e sy de f(r*, a*) =
0 correspondem a duas solugoes periddicas do sistema e, consequentemente, do
sistema Hamiltoniano no nivel de energia h > 0, se b # 0 e b = 2a. Da mesma forma,
se a # 0 e b =0, as solugoes s3 e s, fornecem duas solugoes periddicas para o sistema
Se a condigao b(a + b)(2a — b) # 0 é satisfeita, entdo as solugoes sy, S, S3, S4, Sg €
sg de f; = 0 fornecem pelo menos seis solugoes periddicas para o sistema Hamiltoniano
. Com isso, demonstramos o Teorema .

Se a 4+ b = 0, nao teremos solugdes periddicas fornecidas pelas solugbes s; para i igual
a1,2,3,4,8,9, porque o Jacobiano delas é igual a zero (para i igual a 1,2,3,4) ou nao
sao definidas (para ¢ igual a 8,9). O



5 Conclusao

Com base na pesquisa realizada, podemos concluir que o Método da Média de Primeira
Ordem se mostra uma ferramenta eficaz para determinar o nimero de ciclos limite em
um sistema perturbado. A Teoria da Média simplifica a busca por érbitas periddicas
em sistemas de equagoes diferenciais, desde que sejam satisfeitas determinadas condig¢oes
convenientes, ao transformar essa tarefa em encontrar os zeros simples de uma funcao
de dimensao finita. Além disso, foi apresentado um resultado que possibilita a avaliagao
da estabilidade ou instabilidade desta solugao periddica, o que, em alguns casos, permite
a andlise qualitativa de determinados fendmenos. Observamos ainda que o método é
capaz de identificar solugoes préximas por meio do sistema médio, o que pode facilitar a
resolugao de problemas perturbados.

Realizamos uma anélise detalhada do Método da Média de Primeira Ordem, avaliando
suas vantagens e limitagoes. Verificou-se que as aproximagoes oferecidas por esse método
sao significativas, especialmente quando o sistema esta na sua forma padrao. Portanto,
é fundamental garantir que o sistema esteja nessa configuracao. Para situagoes em que
o Método da Média de Primeira Ordem nao produz resultados satisfatoérios, existe a
possibilidade de aplicar a teoria do método para ordens superiores, embora seja necessario
considerar a hipotese relacionada a derivada da funcao f.
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