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“O livro da natureza nao pode ser lido até aprendermos sua linguagem e nos tornarmos
familiares com os simbolos no qual estd escrito. E ele estd escrito em linguagem matematica, e
suas letras sao triangulos, circulos e outras figuras geométricas, sem 0s quais € humanamente
impossivel compreender uma tnica palavra e h4 apenas um vagar perdido em um labirinto

escuro.”

Galileo Galilei - Il Saggiatore - 1623



Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o método do averaging através do grau topolégico de
Brouwer e utilizé-lo para investigar o niimero de ciclos limites que bifurcam de uma singularidade
do tipo centro quando perturbamos um sistema de equacoes diferenciais através de um pequeno
parametro €. Comecaremos apresentando o método do averaging que aparece na literatura
classica e algumas aplicacoes deste. Depois faremos uma breve discussao sobre o grau topoldgico
de Brouwer, seguido do teorema do averaging que faz mencao a este conceito. Finalmente,
exibiremos algumas aplicacoes inéditas do método.

Palavras-chave: Averaging method, ciclos limites, sistemas dinamicos.



Abstract

The aim of this work is to study the averaging method using the Brouwer topological degree
in order to investigate the number of limit cycles that can bifurcate from a center type singularity
when a differential system is perturbed by a small parameter €. To this respect, initially, we
present the “classical” averaging method and some of its applications. So we introduce the
Brouwer topological degree, followed by the averaging theorem. Finally, we show some original
applications of the averaging method.

Keywords: Averaging method, limit cycles, dynamical systems.
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Introducao

Quando Sir Isaac Newton apresentou a lei da gravitacdo universal em seu memoréavel
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicada em 1687, a ideia aristotélica de que
os planetas realizavam orbitas perfeitamente circulares ja havia sido completamente abandon-
ada. A Terra, que havia deixado o centro do universo cedendo lugar & configuragao heliocentrista
construida principalmente por Copérnico, Galileu, Brahe e seu discipulo, Kepler, ndo apenas gi-
rava ao redor do sol como também tinha sua trajetéria influenciada por outros corpos, exercendo
nestes, da mesma forma, também uma influéncia, como manda a terceira lei de Newton; no caso
de dois corpos, como o sistema Terra-Sol, a for¢ca de atragdo entre dois astros ja era perfeita-
mente entendida devido a lei da gravitacao universal, sendo esta forga proporcional ao produto
das massas dos dois corpos e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre ambos,
como sabemos hoje:

My My
F=C"

onde G uma constante caracteristica da forga gravitacional.

Naturalmente, resolvido o problema dos dois corpos, o proximo passo seria descrever o movi-
mento de trés corpos interagindo entre si através da forga gravitacional, problema este que
perdura até hoje, devido ao fato de ser impossivel resolver analiticamente as equagdes que regem
o movimento destes corpos (como sabemos hoje, este trata-se de um sistema dinamico caotico).
Devido a complexidade dindmica do problema, surgiu a necessidade de procurar por aproxi-
magoes da solucao, e inicialmente foram usadas para este propoésito as ja conhecidas séries de
poténcias. Ao mesmo tempo, esta complexidade do problema dos trés corpos faz surgir a questao
da estabilidade do sistema solar e a preocupacao acerca da 6rbita da Terra e possiveis obstaculos

na sua trajetoria.

Neste cendrio, surge em 1773 com o matemético francés Pierre Simon Laplace o que talvez
seja o primeiro resultado acerca da estabilidade do sistema solar antes de Lyapunov, que iria
apresentar em sua tese de doutorado, pouco mais de um século depois, uma teoria mais concreta
sobre o assunto. Laplace mostra que procurando-se uma aproximacao de séries de poténcias para
a orbita dos planetas, usando como parametro a excentricidade das elipses descritas por eles e
considerando-se apenas o termo de primeira ordem, os eixos maiores das 6rbitas nao possui ter-

mos seculares; estes sdo termos cujo valor cresce proporcionalmente com o tempo, de tal forma
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que seus efeitos aumentam e poderiam, desta forma, levar a conclusao que os planetas talvez
escapassem das suas trajetorias. Mais tarde, Poisson mostraria que considerando perturbagcoes
de segunda ordem com relacdo as massas, também nao haviam termos seculares, sendo que o
mesmo nao ocorria quando usava-se uma aproximacao de terceira ordem, como mostrou Haret

em 1878.

Com os trabalhos de Laplace sobre estabilidade, além de Lagrange e Clairaut, comega a
ser construido o método do averaging. J& estavam presentes nos trabalhos de Clairaut, por
exemplo, um método que envolvia integracao e também a preocupagao com os termos seculares,
ou seja, aqueles termos da série que crescem ilimitadamente, como é feito hoje (no método
do averaging, é exigido que as fun¢bes sejam limitadas no tempo). Laplace, quando estuda
o sistema Sol-Jupiter-Saturno traz varios elementos do método do averaging que conhecemos
hoje, inclusive considerando perturbagoes de ordem mais alta, em analogia com o método do
averaging de ordens superiores. Lagrange, que juntamente com Laplace trabalhou arduamente
no problema de encontrar solugoes aproximadas, comeca a construir o que hoje conhecemos como
forma padrao. Em 1978, ano da publicacao de Mécanique Analytique, Lagrange diz (na tradugao

literal para o portugués) que

“Nos problemas de mecdnica que podemos resolver apenas por aprorimagdo, usual-
mente encontramos uma primeira solucao considerando-se apenas as principais for¢as

que atuam sobre o corpo.”

A afirmacgdo de Lagrange sugere, como fazemos hoje no averaging de primeira ordem, con-
siderar apenas a primeira aproximacao da expansao em série de poténcias do parametro de
perturbacao. Na verdade, comparando o averaging atual com a técnica utilizada por Lagrange,

este comecava transformando o problema na forma

t=cf(t,x)+ .., x(0) = xo.

Lagrange entdo encontra o que hoje chamamos de série de Fourier da fungao f, escrevendo
o problema da forma

i=ef%z)+e€ Z[an(:c) cos(nt) + by (x) sen(nt)] + €2, z(0) = o,

n=1

considerando finalmente o novo sistema

g =ef"(y), y(0)=m.
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O procedimento utilizado por Lagrange se assemelha bastante ao que fazemos hoje, e durante
todo o século XIX e boa parte do século XX, essa abordagem foi utilizada e pode ser encontrada

em livros de mecanica celeste e dinamica.

Neste periodo, contudo, o francés Henri Poincaré considera o problema de determinar o6r-
bitas periddicas através de expansodes em série com respeito a um pequeno parametro, e prova que
podemos descrever solugoes periddicas por meio de uma série convergente em poténcias inteiras
de um certo parametro €, onde os coeficientes sao fun¢oes limitadas no tempo. Essa ideia seria
incorporada ao escopo do averaging e formalizada precisamente na década de trinta do século
passado, onde o primeiro teorema do averaging foi apresentado, com a configuracao que con-
hecemos hoje. Este teorema, que exibiria condi¢oes necessérias para a aproximacao de solugoes
de equacoes diferenciais, bem como para a existéncia de ciclos limites, se tornaria ferramenta
atil para abordar um dos problemas apresentados pelo matematico alemao David Hilbert no
Congresso Internacional de Matemética de Paris, em 1900, conhecido simplesmente como 16°
problema de Hilbert, e que é um dos poucos problemas de Hilbert ainda em aberto; ele pergunta
sobre o niimero de ciclos limites que um sistema possui e qual a configuragao destes, tendo sido

este problema tema de pesquisa de muitos matematicos atualmente.

Durante o século XX grandes nomes como Bogoliubov, Mitropolsky,
Krylov, Portrjagin, Fatou, Sanders, Verhulst, dentre outros, publicaram diversos trabalhos sobre
o método do averaging, principalmente em problemas de mecénica e oscilacdes. Finalmente, em
2004 o matematico espanhol Jaume Llibre, juntamente com a romena Adriana Buica elaboraram
um versao do teorema do averaging ainda inédita, que leva em conta aspectos topologicos do
campo de vetores que define o problema. Mais especificamente, o teorema devido a Llibre e Buica
utiliza o conceito do grau topoldgico de Brouwer, e com isso as hipéteses do teorema cléssico
do averaging sao enfraquecidas, nao sendo exigidas a condicao de diferenciabilidade do sistema
dindmico. O resultado deste trabalho permite aplicar o método do averaging a uma classe de
problemas muito maior, e desde entao o método tem sido muito utilizado como ferramenta in-
dispenséavel no problema de se encontrar ciclos limites, principalmente naqueles sistemas onde a

diferenciabilidade ndo pode ser garantida (para mais detalhes historicos, consultar [B] e [IT]).

Para ilustrar este desenvolvimento do método antes de ser levada em consideracao a hipdtese
topoldgica do grau, o capitulo I deste trabalho apresenta o averaging cléssico, fruto do trabalho
dos grandes matemaéticos citados acima. Para este fim, apresentamos um breve resumo de alguns
elementos da teoria da aproximacao assintotica, que nos permitem fazer uma refinada compara-
racao entre funcoes. Utilizaremos estas ferramentas para obter uma estimativa sobre uma fungao

que é uma aproximacgao para a solucdo de uma equacao diferencial ordinéria, obtida através do
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método do averaging, e a real solucao do problema. Terminamos com algumas aplicacoes neste

sentido, apresentando alguns problemas concernentes a teoria das oscilacdes nao lineares.

No segundo capitulo estudamos o método do averaging apresentado por Llibre e Buica a
fim de estudar o numero de ciclos limites que um dado sistema de equacoes diferenciais pos-
sui. Este problema é basicamente aquele citado arteriormente como o 16° problema de Hilbert.
Comparamos este método com aquele outro ao qual chamamos de averaging cléssico, e obser-
vamos que este ultimo pode ser englobado pelo averaging via grau de Brouwer. Comecamos
o capitulo discutindo brevemente algumas questoes pertinentes aos ciclos limites. Em seguida,
varios resultados sobre a teoria do grau sao apresentados, desde que eles sustentam as conclusoes
que podem ser retiradas do teorema apresentado aqui. Em particular, exibimos um importante
resultado que permite calcular o grau de Brouwer de uma funciao que é apenas continua, desde
que a definicdo de grau apresentada no decorrer do capitulo faz mencao a funcoes de classe
C'. Finalmente, discutimos um artigo, também de autoria de Llibre e Buica, que apresenta um
problema concernente a teoria do controle (ver |2[), e cujo campo de vetores que define o sistema
de equacoes diferenciais nao é continuamente diferenciavel. Este é o tipico problema em que o

teorema do averaging, em sua “versao topoldgica', se mostra uma ferramenta imprescindivel.

Este trabalho termina com algumas aplicagoes do método do averaging visto no segundo
capitulo. Sao exibidas duas aplicagoes concretas, primeiro nas equacoes de Lienard, onde apli-
camos o método na equacao de Van der Pol, e depois na bifurcacao de Hopf. Em ambos os casos,
mostramos que o método do averaging é capaz de detectar o ciclo limite que aparece em cada um
deles. No entanto, o primeiro topico discutido é um teorema apresentado no mesmo artigo onde
o averaging via grau de Brouwer é exposto. Este teorema fornece uma expressao para se estudar
sistemas hamiltonianos planares através do averaging. Além disso, ele inspira o ultimo toépico
deste trabalho, onde apresentamos um resultado que fornece uma cota inferior para o ntmero
de ciclos limites que bifurcam de uma singularidade tipo centro quando perturbamos o sistema
com um polinémio de grau n. Com efeito, utilizando uma abordagem diferente daquela exibida

na literatura (ver [B]), mostramos que o sistema possui pelo menos [(n — 1)/2] ciclos limites.

Através dos trés capitulos tedricos deste trabalho, alguns resultados classicos da teoria de
sistemas dindmicos serao enunciados e demonstrados, sendo que outros podem ser apenas enunci-
ados para que o trabalho nao fuja aos objetivos principais, enquanto que alguns deles podem ser
utilizados sem mengao explicita. Por este motivo, listamos na bibliografia uma lista com vérios
textos da teoria onde tais resultados podem ser obtidos, esperando que, com isso, este trabalho

esteja bem suportado.
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Capitulo 1

O método averaging cldssico e o problema
de aproximacao de solucoes

1.1 Introducao

O método do averaging permite relacionar quantitativamente solugoes de sistemas autonomos
e ndo autonomos e encontrar um cota inferior para o nimero de ciclos limites que bifurcam de
um sistema quando perturbamos o mesmo com um pequeno parametro, que chamaremos aqui €.
Com efeito, enquanto que resolver sistemas autdénomos é tanto mais simples que o contrario, da
mesma forma, para o caso de encontrar ciclos limites, o método permite reduzir tal problema a
tarefa de encontrar o nimero de zeros simples de uma funcao definida em um espaco de dimensao

finita, o que em geral é uma tarefa mais simples.

Neste capitulo, abordaremos o que chamaremos aqui de método classico, em uma referéncia
ao método averaging que nao utiliza o conceito do grau topolégico de Brouwer. Neste caso,
embora tal método possa ser utilizado tanto para aproximar solucoes de sistemas nao auténomos
quanto para detectar ciclos limites, lidaremos apenas com a primeira abordagem do método,
reservando o segunda para o proximo capitulo, quando introduziremos o método do averaging
devido a Llibre e Buica, que assume a hipdtese do grau do Brouwer. Em ambos os casos,
assumiremos que o sistema dinamico abordado é nao auténomo e que esté perturbado por algum

parametro . Matematicamente, trabalharemos com sistemas da forma

&= f(t,x,e) (1.1)

onde,

e x € D CR" ¢ a varidvel espacial e D é um conjunto aberto e limitado.

e { representa a varidvel que chamaremos aqui de tempo (ou tempo réapido), com t > 0 ou
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t > to, sendo tp uma constante.

e ¢ é um pequeno pardmetro representando a grandeza das perturbagoes, com 0 < e < ¢gg e

€g constante.

e f é uma funcao lipszchitziana na variavel espacial.

Para aplicar o método do averaging, seré necessario que a fungao f esteja na forma padrao,

ou seja, que possa ser escrita como

f(t,x, e) = eF(t,x) + 2 R(t, x,¢).

Estudaremos também uma forma de aplicar o método do averaging para aqueles sistemas

cuja funcao f nao esteja na forma padrdo, mas seja dada por

f(t,z,e) =F(t,x) + eR(t, z,¢). (1.2)

Neste caso, associaremos ao sistema perturbado & = F(t,x) + ¢R(t,x,¢), o problema sem

perturbacao
y=F(ty),

desde que, resolvendo esse sistema (se for possivel fazé-1o), podemos transformar o sistema (I2)

em um sistema que esteja na forma padrao para aplicar o averaging.

Naturalmente, durante o processo de aproximagao de solucdes, seja comparando sistemas
perturbados e nao perturbados, seja comparando sistemas auténomos e nao auténomos, o in-
tervalo de definicao das solucdes aproximadas pode ser relativamente pequeno, de tal forma
que tais aproximacoes podem se tornar ineficazes. A fim de obter estimativas para as solucoes
aproximadas que obteremos durante este capitulo e seus respectivos intervalos de definicdo, in-
troduziremos na proxima se¢ao algumas ferramentas que serao uteis nesta tarefa, a saber, os

simbolos de Landau e a nocao de tempo-escala.

1.2 Teoria da aproximacao assintotica: ferramentas basicas

Antes de definir os simbolos de Landau, vamos apresentar o conceito de funcao ordem

Definicao 1.2.1. (Func¢do Ordem) Uma funcdo () é chamada fungéo ordem se d(g) é continua

e positiva (ou negativa) e lin% d(e) existe.
e—

n

Em geral, nossas fungoes ordem serdao do tipo d(¢) = €”, com n € N, e representardao as
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perturbacoes.

Definicao 1.2.2. (Simbolos de Landau) Se d1(¢) e da2(e) sao fungoes ordem, entao

e 41(e) = O(d2(¢)) quando € — 0 se Ik tal que [01(e)| < k|d2(e)].

- . 01(e)
e 51(¢) = 0(d2(¢)) quando € — 0 se il—% d2(¢)

e J1(e) = Os(d2(¢)) quando € — 0 se d1(g) = O(d2(€))ed1(e) # 0(d2(g)).

=0.

o 1)
Note que |d1(¢)] < k|da2(e)| = 5;22 < k, ou seja, 6223 é limitada. Ainda, temos
. 01(e) d1(e)
g = < == .
d1(e) = o(da(e)) = il_r)r(l) 52(e) 52| = k,e — 0= d1(c) = O(d2(¢))

Exemplo 1.2.3. Quando € — 0, tem-se " = 0o(¢™), se n > m, pois
n

. € . _
lim — = lim ™™ =0,
e—0 g™ e—0

pois n —m > 0.

Exemplo 1.2.4. Quando ¢ — 0, tem-se esen (1/¢) = O(¢), pois
lesen(1/e)| < |e||sen(1l/e)| < |e|-1=]¢]|.

Logo, |esen(1/e)| < 1-|e| = esen(1/e) = O(e).

Exemplo 1.2.5. Quando ¢ — 0, tem-se esen (1/¢) = Og(¢e), pois, como vimos, esen (1/¢) =

O(e), mas
) esen (1/¢)

&_ = sin(1/e)

ndo possui limite quando € — 0. Portanto, sen (1/¢) = Og(e).

Podemos também usar os simbolos de Landau para comparar fun¢des que nao sao necessari-
amente funcoes ordem. Na verdade, o intuito é usar tais simbolos para obter estimativas entre
solugoes aproximadas de sistemas de equagoes diferenciais, que em geral nao sao fungoes ordem.

Assim, dada uma funcdo ®. definida por

o, : I. — R"
t o D (t) = B(e,t)
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onde || ®.|| = sup{|| ®=(¢)||;t € I}, utilizamos os simbolos de Landau da seguinte forma:

1. &. = 0O(6(2)) em I se || Pc|| = O(d(e)).

_ el
2. &. =0(d(¢)) em I se ig% 5w

3. &, = O5(5()) em L se & = O(5()) e @ £ 0(3(c)).

Observamos na definicdo de ®. que o tempo t varia no intervalo I.. Contudo, tal intervalo
pode depender do parametro €, de tal forma que o intervalo de definicao da fungao ®. seja

diferente para cada valor do parametro da perturbacao que introduzimos no sistema, ou seja,

i)

onde L é uma constante independente de €. Neste caso, precisamos fazer uma reescala no tempo,
de tal forma que o intervalo de definicdo da funcao seja independente de €. Com efeito,

L
0<t<—— = 0<t-0(e)<L = 0<7<IL,

6(¢)
ou seja, T =t-0(g). A variavel 7 é chamada de varidvel tempo-escala (ou tempo lento), e tem-se
7 € I =0, L]. Desta forma, estamos prontos para dar a defini¢ao de aproximagao assintotica de

uma funcao, como segue:

Defini¢ao 1.2.6. Dizemos que 1.(t) ¢ uma aproximacao assintotica de ¢. ()

(i) mno intervalo I, se ¥:(t) — ¢<(t) = 0(1) uniformemente para ¢ € I, quando £ — 0.

(i) no tempo-escala 1/d(¢), se . — ¢ = o(1) no tempo-escala 1/4(¢).

Notemos que a afirmacao V. (t) — ¢-(t) = o(1) significa que, quando € — 0, temos

lim 5% 0 — lim . — g = 0—> v 2 4,
1 e—0
ou seja, quando o pardmetro € — 0, a fun¢ao ¥, é uma aproximagao cada vez melhor da funcao ¢..
Nos capitulos que seguem discutiremos melhor este conceito de aproximagao assintética, quando
as funcgoes 1. e ¢. representarao solucoes de problemas com e sem perturbacoes. Por enquanto,
desde que ja possuimos ferramentas suficientes, vamos apresentar o teorema do averaging classico

e sua demonstracao.
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1.3 O teorema do averaging classico

Apresentaremos nesta segao o teorema do averaging de primeira ordem, que nao considera
aspectos topologicos do campo vetorial. Como dito anteriormente, lidaremos com sistema (ou
com problemas de valor inicial) que estdo na forma padrao, ou seja, que podem ser escritos na

forma

@ =eF(t,x) + ?R(t,x,¢) (1.3)

x(to) = xo.

Além disso, se supormos que F' é T-periddica na variavel ¢, podemos considerar o sistema,

médio dado por
jy=cF(y)

1.4
y(to) = wo, 4

onde
1 T
ﬂ@—/zwww
0

Note que o sistema () é autonomo, o que simplifica bastante a procura por solugoes. Assim,
agora vamos relacionar as solucgoes de (I=3) com as solugoes de seu sistema médio (ou sistema
promediado) (IA), utilizando as notagoes introduzidas no capitulo anterior. Antes, contudo,

vamos enunciar o Lema de Gronwall, que serd tutil na demonstracao.

Lema 1.3.1. (de Gronwall) Suponhamos que para to <t <o +T temos
t
P(t) < 0a(t —to) +61 [ @(s)ds + 63,
to

com ¢(t) continua e positiva para todo tog < t < to+ T e constantes 51 > 0, d2 > 0 e d3 > 0.
Entao, para todo tg <t <tg+ T, temos

o(t) < (2 +85) enti-o) 2
(51 51

Dem.: Se escrevemos a desigualdade da hipdtese do lema em termos da fungao
U(t) = o(t) + (62/01),

entao temos

t t
W(t) < Ga(t — to) + 51/ (6() + (62/61))ds + gj o= 51/ U (s)ds + gi 5.
to to

Exluindo-se o caso onde temos d2 = d3 = 0, que corresponde a ¥(¢) = 0 (pois, neste caso o

Lema diz que ¥(t) < 0, e por hipotese sabemos que ¥(t) > 0), e observando que o lado direito
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da dltima desigualdade é positivo, segue que

510 (¢)

' 5 < 41
&/W@M+2+%
to 51

Escrevendo o lado esquerdo da iltima desigualdade como uma derivada e integrando ambos

os lados com relagao a s, de tg até t,

td t 09
—1In {61 \I/(s)ds—l———i—(ng, ds < 51(t—t0).
to dt 61

to

Agora, pelo segundo teorema fundamental do calculo, temos

t
ln&/W@%+®+%'4n%+%fﬁﬁ—m,
to o1 o1
donde
t
51/ U(s)ds + @ 4653 < (62 +53> ed1(t—to)
to 51 (51

Finalmente,

t
‘I’(t) < 51/ \I/(s)ds + 6—2 + 03 — \I/(t) < (52 4 53) 651(t—to)'
t() 61 61

Desta forma, escrevedo em termos da funcao ¥, segue o resultado:

o(t) < @+@ (Fri—to) _ 02
51 51

Munidos do Lema de Gronwall, vamos lidar agora com o Teorema do Averaging.

Teorema 1.3.2. (Averaging Cldssico) Considere os problemas de valor inicial (I=3) e () com

z,y,x0 € D CR", t € [to,to+T) e e € (0,e0]. Suponha que
1. F,R e Vf estao definidas, sdo continuas e limitadas por uma constante M independente
de € em [ty,00] X D;
2. R € lipszchitziana em x € D;
3. F € T-periodica em T, com T constante independente de €;

4. y(t) pertence (independentemente de £) a um subconjunto interior de D no tempo-escala

1/e.
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Entao,

quando € — 0 no tempo escala 1/e.

Antes de demonstrar o teorema, observemos que as condi¢des 1 e 2 garantem a existéncia
e unicidade dos problemas de valor inicial (I[=3) e (I2), e desta forma faz sentido falar nas res-
pectivas solugoes destes, z(t) e y(t). A condi¢ao 3, por sua vez, nos diz que ndo é necessario
considerar o tempo variando no intervalo [tg, 00|, desde que F' é T-periodica, e desta forma tra-
balharemos apenas com valores de t em [tg,to + T]. Finalmente, a tltima condi¢do do teorema
do averaging diz que temos existéncia de solugdes no tempo-escala 1/¢ na variavel tempo ¢, ou
seja, no tempo-escala 1 na variavel tempo-escala 7 (7 = et). Feitas estas importante observagoes,

damos inicio a demonstracao do teorema.

Dem.: Primeiramente, definamos a funcao u!, que é dada por

to+T
mwwzl‘ (F(ty) — F(y))dt.

0

Afirmamos agora que || 1t (t,y)|| < 2MT, onde M e T sdo dados no teorema. De fato,

to+T
HM@M=]M’ (F(t,y) — F(y))dt
to+T to+T'
s([ meww+j | F ()|t

IN

to+T to+T
/ Mdt+/ || FY(y)]|dt
t t

0 0

Contudo, temos

L 1 [T 1 [T M [T
F < — F(t dt < — Mdt = — dt = M.
1Pl < 5 [ IFeie< 7 [ =

Assim vem que
to+T to+T

||u1(t,y)|]<2/ Mdt = 2M dt = 2MT.

to to

Agora vamos encontrar uma estimativa para a diferenca entre as solugoes de (I33) e (I4).

Com efeito, definimos z(t) = y(t) — ep' (¢, y(t)). Com isso, temos

lz@) =yl < [lz@) = 2@l + [ 2(t) = y(@)]]
< la() = 2@l +ell &yl

< x(t) — z(t)|| +2e MT.
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No entanto, desde que temos

/. (% 5 ) dt = (0 = alt0) ~ o) + 2(t0) = 2(0) - 500
pois z(to) = y(to) + ep (to, y(to)) = y(to) = zo = z(tg), concluimos que

dr _ dz
dt dt

_ Y
dt

1 1
e (S vty + T ) )

= eF(t,z(t)) + 2R(t, z(t),¢) (t)+

= eF(t,z(t)) —eF(t,2(t)) + e2R(t, z(t),e) — %(tﬁ
—sQFl(y(t))%(t> y(t)) +eF(t,2(t)) — eF(t, y(t)+
—eFY(y(t).
Tomamos agora
R =&R(t,x(t),e) - €2F1(y(t))8a/;1(t, y(t)) +eF (L, 2(1)) — eF(t,y(t))

e afirmamos que existe k € R tal que || R|| < ke2.

De fato, dada a expressao de R, segue que
1R[] < ||€2R(t,ﬂf(t),€)|\+H62F1(y(t))%/;l(t,y(t))ll
+lleF(t 2(t) — eF(t,y (@)l
< [[M]| + ||e*M - 2MT]| + Li|e[2(t) — y(®)]l|
= ||e2M|| +||e*M - 2MT|| + L|| € - 2MT||
= e*(M +2M>?T +2LMT)
= &%k,

onde k = M + 2M?T + 2LMT. Portanto, estd demonstrada a afirmacao.
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Finalmente, temos

let) =0 < [ || -5
< t ||eF(t,x(t)) — eF(t,2(t)) + R|| dt

to

< HeF(t,:c(t))—EF(t,z(t))Hdt—i—/t ||R|| dt

to

t t
< eL | ||z(t) — z(t)|dt+/ e2kdt
to to
t
e [ ||z(t) — 2(0)]| dt + k<2t — to).
to

IN

Aplicando o Lema de Gronwall, vem que

k k
_ < e eL(t—to) =
() = =(0)] < e ettt &

Portanto, como || z(t) — y(¢)|| — 2e MT < || z(t) — 2(t)]|, temos

k k
) —yt)|] <e =elltt) — Z LopmT).
o) - uoll < e -
Desta forma, se eL(t — tp) é limitada por uma constante Cy independente de £, ou seja,
eL(t —ty) < Cp, temos
z(t) —y(®)l <eC,

k k
onde C' = ZeCO 7 +2MT.
Consequentemente temos z(t) — y(t) = O(e) no tempo escala 1/e. [ |

Como podemos ver no Teorema do Averaging, é preciso que o problema de valor inicial (I=3)
esteja na forma padrao. Contudo, como comentamos no inicio deste capitulo, alguns problema
podem estar na forma

&= f(t,z,e) = F(t,x) + eR(t,z,¢) (L.5)
x(tg) = xo,

nao sendo possiveis para estes aplicar o método.

Ora, neste caso podemos associar ao sistema acima o problema sem perturbagao, ou seja,
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tomando-se € = 0, da forma
y=f(t,y,0)=F(ty)
y(to) = zo

desde que suponhamos que o limite

i%f(ux?g) = f(tvr?O)

existe continuamente em D x I, com I C [0,00]. Se somos capazes, pois, de resolver o proble-
ma sem perturbacao, mostraremos que é possivel transformar o problema perturbado na forma
padrao para aplicar o averaging. Antes de desenvolver esta ideia, vamos apresentar um resultado

que fornece uma relagdo entre as solugoes do problema perturbado e nao perturbado.

Proposicao 1.3.3. Considere os problemas de valor inicial

&= F(t,x)+6(e)R(t,z,¢e); z(to) = xo

y=F(t,y); y(to) = o

onde F' e R sdo fungoes continuas e lipszchitzianas com respeito o varidvel espacial

x € D €R"™, com d(¢) uma fungao ordem. Se R(t,x,e) = O(1) no tempo-escala 1, entdo

no tempo-escala 1.

Dem.: Escrevendo os problemas de valores iniciais na forma integral, temos
t

z(t) = x0—|—/t (F(s,z(s)) +d(e)R(s,x(s),€))ds.

0

y(t) = xo—i—/t F(s,y(s))ds.

0

Desta forma, a norma da diferenca entre as solucoes é dada por
t t
lz(t) —y(@)]] < /t | F(s,2(s)) — F(s,y(s))llds + t |16(e)R(s, z(s), €)||ds.
0 0

Lembremos, no entanto, que R(t,z,e) = O(1), donde IM tal que || R(t,z,e)|| < M.
Além disso, como F' é lipszchitziana com respeito a z (com constante de Lipschitz L), vem

que

[ 2(t) — ()| gL/t [ (s) — y(s)[| ds + ()Mt — to).
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Aplicando o Lema de Gronwall com 61(¢) = L, d2(¢) = Md3(e) e d3(¢) = 0, temos

0 < llate) ~ w0l < a(e) (0 - ).

Se L(t — tp) é limitado por uma constante C' que néo depende de &, entdo

[l2(t) = y(B)]| < kd(e),

onde k = (M/L)(e® —1).
Portanto, z(t) —y(t) = O(d(g)) no tempo-escala 1 (pois, a constante L ndo depende de ). B

Vamos agora transformar o problema ([3) na forma padrao. Para isto, note que, se (IH)
puder ser resolvido explicitamente, entao esta solugao dependera do valor inicial xg. Desta forma,

para cada z € R", a solugao de (IH) depende do tempo e da condi¢ao inicial z, ou seja,

Y= y(ta Z), y(to, Z) = Z.

Agora, considerando = = y(t, z), a fim de que y satisfaga ([3), devemos ter

9y , Oydz _ _ oz _
875 + 82’ 8t - f(tay) +5.g(t7$75) 82’ 8t - €g(t,x,€).
Portanto,
0z oy -1
5= (s Reu.e. (17)

E claro que o sistema acima depende da expressio de R para estar na forma padrao, mas
em muitos casos isto acontece, como veremos na proxima sec¢ao, quando apresentaremos algumas
aplicacOes do averaging ao problema das oscilagoes nao lineares. Ainda, é possivel obter uma
expressao para a solucao de (IC3) resolvendo (CB) e, logo apds, encontrando uma expressao para

x =y(t, z).

Consideramos agora  dois casos particulares que aparecem com  bastante

frequéncia, que sao aqueles casos onde a funcao F' pode ser colocada nas formas

(i) F(t,z) = A(t)z.
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(i) F(t,z) = Ax.

No caso (i), o problema de valor inicial (I8) é dito ser quasilinear e pode ser escrito como
&= A(t)x +eR(t,z,€); x(to) = wo.
onde as entradas de A(t) sdo continuas. O problema sem perturbagio neste caso é
T = A(t)x.

Este ultimo possui n solucgoes linearmente independentes, e assim podemos construir a matriz
fundamental ¢(t). Da teoria das equagoes diferenciais, sabemos que 3! ®(¢) matriz tal que ®(tg) =
I. Vamos considerar esta matriz e o método da variagdo dos pardmetros baseados nela. Com

efeito, se z = y(t,2) = ©(t)z e Y(to, 2) = ®(tp)z = 2, entdo

Zi =c- 071 (t) - R(t, @7 (t)2,2). (1.8)

No caso (ii), onde F(t,z) = Ax, temos
0z
=g e AT LR, O (E)z, ). (1.9)
ot

Exemplificaremos estes calculos nos exemplos que seguem na proxima se¢ao, que trata das

oscilagoes nao lineares.

1.4 Aplicagoes do averaging classico as oscilagoes nao lineares

Frequentemente no estudo das equagoes diferencias lidamos que equagoes do tipo
fé+w2xzsg(t,m,j:,€), ZE(tO):a, l’(to):,é),

que sao modelos para aqueles fendmenos que apresentam oscilacoes nao lineares. Se tomamos
y = &, entao a equacgao diferencial anterior pode ser escrita como um sistema com duas equacoes

diferenciais:

T 0 1 T 0
| = +e , ;o x(to) =, ylto) = B.
Y —w® 0 y g(t,x,&,¢)

Note que, considerando-se € = 0, duas solucoes para este sistema sao
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cos(w(t —tp))
sen(w(t — tp)),
e portanto, neste caso, a solugao X = (Z,7y) para o sistema nao perturbado pode ser escrita como
X = ¢(t)z, ou seja
x = z1 cos(w(t —to)) + (22/w) sen(w(t —to))
y = —ziwsen(w(t — ty)) + 22 cos(w(t — tp))

onde z = (21,22)7 e a matriz fundamental ¢ dada por

cos(w(t —tg))  (1/w)sen(w(t —tp))

t) =
) —wsen(w(t — tg)) cos(w(t — tp))

Notemos também que ¢(tp) ¢ a matriz identidade de ordem 2. Além disso, como o sistema

nao perturbado tem a matriz

0 1
A= ,
—w? 0

ou seja, suas entradas nao dependem de t, entao a equagao (1.9) se torna

3=e-®L(t)  R(t,® ()2, ¢).

Desde que temos

cos(w(t —tg)) —(1/w)sen(w(t —ty))

e wsen(w(t — to)) cos(w(t — tp))
concluimos que
Lo cos(w(t —tg)) —(1/w)sen(w(t—tp)) 0
wsen(w(t — tp)) cos(w(t — tg)) g(t, %, xx,g)

, (1.10)
—(e/w) sen(w(t —tg))g(t, x , xx, &)
ecos(w(t —to))g(t, *,*xx,¢€)

onde * e xx devem ser substituidos, respectivamente, por
x = 21 cos(w(t —tp)) + (22/w) sen(w(t — to)).

y = —ziwsen(w(t —to)) + 22 cos(w(t —tp)).

As condigbes iniciais para este novo sistema sao dadas por z1(tg) = « e z2(tg) = 3, desde

que T = ¢(t)z e ¢(tg) = Iy, onde I; ¢ a matriz identidade de ordem 2.
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Por vezes, contudo, em problemas de oscilagdes nao lineares, é vantajoso que a equacao final
na forma padrao forneca as expressoes da variacao da amplitude r e da fase 1 da solucdo. Neste
caso, identificamos as variaveis

x = rcos(wt+ ). (1.11)

y = —rwsen(wt+ ).

De forma anéloga ao que foi feito anteriormente, podemos obter a equagao do problema com

perturbacao na forma padrao para este caso, sendo esta equacao dada por

D (ejw)sen(wt + d)g(t, x %, 2)
dt

(1.12)
% = —(g/rw)cos(wt + Y)g(t, *,**,¢),

onde as condi¢oes iniciais podem ser calculadas atraves de (1.11).

E importante resaltar aqui que esta tultima férmula nao é prativavel quando a amplitude r
torna-se muito pequena, pois neste caso perde-se a limitacdo para a variacao de v, fato que viola

uma das hip6teses do teorema do averaging.

A seguir, apresentamos duas aplicacoes para problemas de oscilages lineares. Na primeira

delas, usaremos a equagao (1.12), e em seguida, utilizaremos a equagao (1.10).

1.5 Equacao de Van der Pol

Consideremos a equacao

I4+x=cf(x,o), (1.13)

com condigoes iniciais 2(0) e £(0) dadas, com f de classe C*°. Esta equacao diferencial pode ser
escrita da forma

T =y

gy = —x—e(l—2%)y.

Vamos deixar este sistema na forma padrao, utilizando a mudanca

x = rcos(t+1).
y = —rwsen(t+1).
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Desta forma, a equagao (1.12) torna-se

% = —esen(t +¢)f(rcos(t + 1), —rsen(t + 1)), r(0) = ro.
(1.14)

%%? = —(g/r)cos(t + ) f(rcos(t + 1), —rsen(t + 1)), ¥(0) = .

Este tltimo sistema possui um campo de vetores 27-periodico em ¢, e se f for de classe C*
podemos aplicar o método do averaging, desde que tenhamos excluido uma vizinhanga da origem

(note que, se r é muito pequeno, entdo o campo de vetores de torna ilimitado e, portanto, este

nao satisfaz as hipoteses do averaging).

Definimos entdo as funcoes f1 e fo como

27
Fulr) = % /O sen(7) f(r cos(r), —r sen(r))dr

fa(r) = 217T/0 ﬂcos(T)f(r cos(7), —rsen(7))dr,

onde 7 =t + 1, e assim, temos 0 novo sistema
P =—cfi(r)
b =—(e/r)fa(r),

(1.15)

com os valores iniciais apropriados.

Para o caso em que temos f(z,2) = (1 — 22)& em (1.13), temos a chamada equacio de Van

der Pol. Neste caso,

f(rcos(t + ), —rsen(t + 1) = (1 —r?cos(t + 1)) (—rsen(t + 1)),

e assim,
2

2 T T
fi(r) ! /0 —rsen?(t + 1) (1 — r? cos®(t +¢))dt = —5 (1 — 4)

T o

1

2w
- 277/0 —rsen(t + 1) cos(t + 1) (1 — % cos® (t +))dt = 0.

fi(r)

Consequentemente, obtemos o novo sistema (auténomo) dado por

P 5% (1 - if) : (1.16)

Y =0.
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Vejamos que 77 = 0 nos diz que » = 0 ou r = 2. Assim, se g € igual a um destes dois valores,
entdo r é constante. O valor rg = 0 corresponde & origem, enquanto que 79 = 2 fornece uma
solu¢ao periodica. Se 0 < g < 2, ou seja, entdo dr/dt > 0, e assim r(t) é crescente, ao passo que
se rg > 2, dr/dt <0 e logo r(t) é descrente. Em ambos os casos, as solugdes se aproximam para

a solucao periddica de raio 2 centrada no ponto singular.

Podemos fazer também uma anélise nos moldes do teorema do averaging que vimos neste
capitulo. Com efeito, a funcao

et
roe 2
r(t) = - 20 T cos(t + o)
(1+ grglest —1))2

é solucao de (1.16), e portanto, pelo teorema do averaging, a solu¢do do sistema original é

z(t) = roe%t cos O
(t) (4 L2~ 1)) (t + o) + O(e)

SIS

no tempo escala 1/e.

Note que r = r(t) é uma aproximagcao assintotica de x = x(t).

1.6 Equacao de Mathieus

Vamos estudar agora um caso particular da equacao conhecida como equagao de Mathieus,

Z + (14 2ecos(2t))z = 0. (1.17)

Através do mesmo processo realizado no exemplo da equacao de Van der Pol, identificando

a funcgdo f(t,z) = —2cos(2t)z, obtemos o sistema
dr 1 5
— = —ersen2p.
at 2 4
dy 1 5
— = —&rcos2p.
at 2 4

Embora possamos tentar resolver este sistema, é mais pratico escolher uma transformacao
diferente para obter a forma padrao. Com efeito, se usamos a transformagao (1.11) com w =1

e tg = 0, entdo a transformacao
x = zjcos(t)+ zasent

& = —z1sen(t)+ zxcost,
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nos fornece o sistema

d

% = 2esent cos 2t(z; cos(t) + zg sent)
dZQ

- = —2¢ cost cos 2t(z1 cos(t) + zo sen't)

O lado direito deste sistema é 27 periddico, e pelo averaging temos

2
1

fi(z1) = By sent cos 2t(z; cos(t) + zgsent) = —z.
™ Jo 4

2T

J2(22)

1
= — costcos 2t(zy cos(t) + zosent) = —z1.
27T 0 4

Portanto, temos que o sistema promediado é o sistema linear

dz 1

cTtl =2fi(a) = gez, a(0)=a

dz 1

deQ = —25f2(22) = —5621, 22(0) =B,
cuja solugao é

1 1
a(t) =g+ Be ™ + S(a— per.
() = %(a—kﬁ)efést _ %(a — B)ezct

Neste caso, a aproximagao assintotica para a solucao z(t) desta equagao de Mathieus é dada
por

y(t) = %(a + B)e~ % (cos(#) + sen(t)) + %(a — B)e=3%t(cos(t) — sen(t)).
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Capitulo 2

O método averaging via grau de Brouwer

No capitulo anterior, introduzimos o método do averaging e apresentamos algumas apli-
cacoes deste método ao problema de encontrar solucoes aproximadas para sistemas dinamicos
nao autoénomos. Embora o teorema apresentado também possa ser utilizado como ferramenta
para encontrar ciclos limites do sistema tratado, faremos esta abordagem apenas neste capitulo,
onde serd discutido o conceito de grau topologico de Brouwer, conceito este que faz parte das
hipdteses do teorema de averaging devido a Llibre e Buica. Comecaremos apresentando um
breve resumo da teoria classica dos ciclos limites e em seguida apresentaremos o 16° problema de
Hilbert, que é uma das maiores motivagoes do método do averaging. Em seguida, definiremos o
conceito de grau topoldgico de Brouwer e enunciaremos algumas de suas propriedades, ao passo
que apresentaremos o teorema de averaging que leva em conta esta caracteristica topoldgica.
Finalmente, aprensentaremos uma discussao acerca do grau de Brouwer para fungdes continuas
e exibiremos um exemplo onde o teorema do averaging é utilizado em um problema da teoria do

controle.

2.1 Introdugao: Ciclos limites e o 16° problema de Hilbert

Nesta se¢ao e nas proximas, consideraremos apenas os sistemas que estejam na forma padrao

i=¢eF(t,x) +*R(t,z,¢) 2.1
x(to) = xo,
desde que esta é uma condi¢ao necesséiria para se aplicar o método do averaging. Neste caso,
chamamos uma orbita periddica do sistema (270) qualquer curva solugao fechada que nao seja
um ponto de equilibrio deste. Neste sentido, um ciclo limite I" de (2-0) é uma orbita periddica
isolada de todas as Orbitas periddicas do sistema. Em outras palavras, ¢ o conjunto w-limite
ou a-limite de alguma orbita de (1) diferente de I'. No primeiro caso, I é chamada de ciclo

limite estavel, enquanto que no outro caso chamamos I' de ciclo limite instavel. Podemos ainda
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ter uma orbita periddica isolada de todas as outras sendo o conjunto w-limite de uma 6rbita e o

conjunto a-limite de outra. Neste caso, o ciclo limite é dito ser semi-estével.

O 16° Problema de Hilbert é constituido de duas partes. A primeira parte é um problema
que concerne propriamente & geometria algébrica, enquanto que a segunda é aquela que cabe &
teoria dos sistemas dindmicos; em suma, neste dltimo caso, Hilbert questiona sobre o nimero
mdzrimo de ciclos limites de um sistema diferencial polinomial plano de grau n. Em particular,
estudaremos neste trabalho uma versao particular da segunda parte do problema de Hilbert,
conhecida como versao fraca do problema. Neste caso, investiga-se o namero de ciclos limites
que bifurcam de uma singularidade do tipo centro, quando se perturbam sistemas hamiltonianos
com um pequeno parametro €. Esta perturbacao esta explicita quando o sistema é escrito na

forma padrao ().

Embora existam muitos artigos publicados neste sentido, o problema ainda nao tem resul-
tados conclusivos, mas apenas parciais. Mesmo para o caso n = 2, onde sabe-se que existem
finitos ciclos limites, a teoria estd longe de estar completa. Para o caso particular em que temos
um campo analitico, contudo, temos o Teorema de Dulac, que diz que é finito o namero de ciclos

limites de um sistema planar.

Teorema 2.1.1. (Dulac) O nimero de ciclos limites de um sistema planar analitico definido em
uma regigo limitada do plano é wm nidmero finito. Se o sistema é polinomial, entdo existe no

mdzimo um nimero finito de ciclos limites em R2.

Outros métodos também tem sido empregados para estudar os ciclos limites que bifurcam
de uma singularidade tipo centro. O mais conhecido deles talvez seja a aplicacao de primeiro
retorno de Poincaré, que em alguns casos aparece também no contexto do método do averaging.
Basicamente, ela consiste em estudar a dinmica do sistema sobre uma secao transversal ao
fluxo e de dimensao inferior & dimensao do espaco de fases, associando a cada ponto da se¢do
transversal & intersecgao da o6rbita que contém o ponto original com a se¢do transversal. Assim,
o trabalho de encontrar ciclos limites de um sistema n-dimensional se transforma em encontrar

pontos fixos de uma aplicagao definida num espago (n — 1)-dimensional.

Outros métodos comumente usados sdo a integral de Poincaré-Pontrjagin-
Melnikov (que no plano é equivalente ao método das integrais abelianas) e o método do fator de in-
tegragao inverso, porém nao entraremos em detalhes sobre estes

métodos. Para um detalhamento, consultar as referéncias indicadas em [H].
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2.2 O grau de Brouwer

Basicamente, a diferenca entre o que chamamos de método do averaging classico e o método
que apresentaremos na se¢do posterior, é o conceito do grau topoldgico. FKEste conceito foi
primeiramente desenvolvido por Brouwer em 1912, um matemaético holandés que ficou conhecido
principalmente pelo seu Teorema do Ponto Fixo e por se dedicar a filosofia matemética, criando

o que se conhece hoje como intuicionismo matemaético.

A teoria do grau mostra-se uma 6tima ferramente para estudar a existéncia e o nimero de
solugoes para a equacao

f(z) =p,

e neste sentido é uma preciosa ferramenta para muitos daqueles problemas que surgem na anélise.
Um deles, em particular, é o problema que surge no teorema do averaging, que sugere que en-
contremos a quantidade de zeros de uma funcao definida em um espago de dimensao finita para
estimar o nimero de ciclos limites que um determinado sistema possui. Com efeito, nesta segao
definiremos o grau topologico de Brouwer ao passo que discutiremos aquelas propriedades que
serao explicitamente necessirias para o desenvolver do teorema do averaging. Detalhes mais

técnicos sobre o grau topologico de Brouwer podem ser encontrados em |[C3] e |T4].

Consideremos, a fim de definir o conceito de grau topologico, um conjunto €2 € R™ aberto e
limitado e seu fecho, que denotaremos aqui Q. Consideremos agora f € C'(Q,R?) e S = {z €
Q|Js(z) = 0}, onde Js representa a matriz jacobiana de f e C'(€2,R") o espago das fungdes
continuas definidas em § cuja imagem estd em R™, e seja b tal que b & f(9Q) U f(S). Entdo, o

grau topologico de Brouwer da funcao f com relacao a {2 no ponto b é dado pelo nimero inteiro

dp(f.Q.0)= > sgn(Je(&)),
&Gef~t({b})

onde a funcao sgn é dada por

1, t>0.
sgn(t) =
-1 , t<O.

Note que a fun¢do dp : C'Q,R") xR" x B — 7, onde B =R\(f(92) U f(5)), esta
bem definida, desde que f~!({b}) ¢ uma quantidade finita. De fato, basta notar que se = €
f71({b}), entdo Jy(z) # 0, pois assim, pelo Teorema da Fungao Inversa, f ¢ um difeomorfismo
de uma vizinhanga U de x sobre uma vizinhanga V' de b, ou seja, f|y : U — V = f(U) ¢&
um difeomorfismo (logo continua). Consequentemente, f~1({b}) é fechado, e como f~1({b}) C Q,

entao f1({b}) também é limitado, logo compacto.



2.2 0 grau de Brouwer 33

Agora, para x € f~1({b}), consideremos a bola B,, de x, pois assim temos

e U Bl
wef ()

Logo, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, como {B,,(z;)} ¢ uma cobertura por abertos de

f71({b}), vem que
k

£} < U B, (),

J

ou seja,

FFrh e |J By,
zjef~1({b})

ou seja, f~1({b}) é finito. Assim f~1({b}) = {&,&2, ..., &}, com Jp(&;) #0, V5 € {1,2,...,k}.

Um outro fato acerca do grau de Brouwer é que podemos representi-lo através de uma inte-

gral, como diz o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Sejam Q um subconjunto aberto do R", f : Q — R" , p¢& f(0Q) U f(S)
e Jr(p) #0. Seja f. : R* — R wuma fungdo continua tal que

suppfe C B:(p) e fe(z)dz = 1.
]Rn

Entao existe eg > 0 dependendo de p e f tal que

dp(f,Q,p) = /Q L(F@) s (@)de, ¥, 0< = < e

Assumiremos este resultado sem demonstragao (ver [I3| e [I4]), desde que nosso objetivo
principal é apresentar o proximo resultado. Ele serd uma ferramenta fundamental na demons-
tracao do teorema do averaging, pois permitira relacionar o grau topolégico de Brouwer com o
problema. de encontrar zeros de uma funcao definida em um espaco de dimensao finita, que é

basicamente a motivacdo que introduzimos no inicio desta secao.

Teorema 2.2.2. Se dp(f,,b) # 0, entdo existe xg € Q tal que f(xg) = b.

Dem.: Se b & f(02), entdo por hipotese temos

dp(f,.0) = > sgn(Jp(&)) =
&ef~t({v})

/ J(f (@) (x)da £ 0,
{zeQ;|f(z)-bl<e
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donde {z € Q; |f(z) — b < e} # 0. Assim, garantimos a existéncia de z. € Q tal que
|f(xz:) — b < e. Logo, desde que 2 seja limitado, fazendo-se € — 0, temos que f(xg) —b =0, ou
seja, f(xg) =b. [ |

Outra propriedade importante do grau de Brouwer é que ele é invariante por homotopia,
como demonstraremos no préximo teorema. Este resultado é fundamental para o lema que fina-

liza esta secao, lema este que fard parte da demonstracao do método do averaging.

Definicao 2.2.3. Sejam fi,fo : X — Y aplicagoes continuas. Entdo dizemos que f1 €

homotopica a fo se existe uma aplicacdo continua f: X x I — Y tal que

f(@,0) = fi(z) e flz,1) = fax)

para todo z € X, onde I = [0, 1]. A aplicagao f é dita ser uma homotopia entre fi e fo (f1 =~ f2).

Segue assim o teorema sobre invariancia do grau por homotopia.

Teorema 2.2.4. Seja f € C(V,R™) uma homotopia e p & f(OV x [0,1]). Entdo

dB(f(Wt)vVap)

é constante para todo t € [0, 1].

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em |[[3] e [I4], ao qual faremos uso para
demonstrar um importante Lema sobre o grau de Brouwer, que serd importante para o Teorema
do averaging. Vejamos, no entanto, que o Teorema [ZZ2Z4] ndo exige em suas hipOteses que a
funcao seja diferencidvel, mas apenas continua. Com efeito, a proxima secao serd dedicada a
estudar este caso. Na verdade, esta também é a situacdo que encontramos no Teorema do Ave-
raging devido a Llibre e Buica pelo fato que nao temos hipoteses sobre a diferenciabilidade das
funcoes envolvidas neste. Apresentada esta definicdo, terminaremos este capitulo com o Teorema

do Averaging e uma aplicacao deste na teoria do controle.

2.3 O Grau de Brouwer para funcoes continuas

Nosso objetivo nesta secao é apresentar a definicao de grau topolégico de Brouwer quando
a fungdo em questao é apenas continua. De fato, a grande contribuicao de Llibre e Buica em
sua versao do averaging é a nao exigéncia da regularidade das fun¢des que aparecem no sistema,

de tal forma que é interessante que o grau esteja bem definido para aquelas funcoes que nao
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cumprem com esta hipdtese.

O primeiro resultado na direcao deste estudo é o Teorema de Aprorimacgao de Weierstrass,
que nos diz que toda fun¢ao real definida num intervalo [a, b] pode ser aproximada uniformemente
por uma sequéncia de polindmios definidos neste intervalo. Este teorema, combinado com o fato
de que, dado 2 C R", tem-se C?(2,R™) denso em C(Q,R") (ver ||, 3] e |@|), juntamente

com o lema seguinte, permite definir o grau de Brouwer para fungoes continuas.

Lema 2.3.1. Seja H(x,t) uma homotopia em C?(Q x [0,1],R™), com p & H(9Q x [0,1]). Entdo
dp(H(-,t),Q,p) € constante, para todo t € [0, 1].

A demonstracao do Lema pode ser encontrada em [I3] e [I4].

Agora, dado f € C(Q,R"), com b & f(9) e r = p(b, f(09Q)), como C?(2,R™) ¢ denso em
C(Q,R"), pelo Teorema de Aproximacio de Weierstrass, existe g € C*(€, R™) com || f—g|oc < 5,
onde r = p(b, f(0)) denota a distancia do ponto b ao conjunto f(9). Temos assim o seguinte

teorema:

Teorema 2.3.2. Fizando o conjunto
— r
U={geCQR); || f-glle <35}

temos

dB(gthp) - dB(927Q7p)7 91,92 S U.

Dem.: Primeiramente, definamos o homotopia H : Q x [0,1] — R" dada por H(z,t) =
tg1(z) + (1 — t)ga(z). Observe que, desde que g € C2(Q,R"), temos H € C?(Q,R"™). Nosso
objetivo agora é usar o lema anterior, provando, para isto, que p € H(OH x [0,1]). De fato, dado

x € Q, para cada t € [0, 1], temos

| H(z,t) = f(o)] = [tgi(2) + (1 = t)ga(x) — tf(2) = (1 = 1) ()]
[t(g1(2) = f(2)) + (1 = 1) (g2(2) — f(2))]
< [Hgi(e) = F(@) + (1 =) (g2(x) — f(2))]

Entretanto, desde que temos [ g1(z) — f(2)| < [lg1 = flloo € [g2(z) = f(2)| < [l g2 = [lloo,

vem que
| H(z,t) = f(z)] <t g1 = fllo + (L= 8)[[ 92 = flloos

e consequentemente

[ H(z.t) = fl@)] < t5 + (1 = 1)5,



2.4 O teorema do averaging via grau de Brouwer 36

Jjaque g1,92 € U.

Portanto | H(z,t) — f(z)| < 5, e assim
p & H(0Q x [0,1]),
pois caso contrério existiriam xg € 9 e ty € [0, 1] tais que H(xo,tp) = p, donde

| H(xo,t0) = f(x0)| < 5 = |p— flao)| <

N3

Esta ultima igualdade resulta em um absurdo, desde que temos r = p(b, f(9€2)), ou seja,
|p— f(z0)| > 5. Destaforma, p ¢ H(9H x [0,1]), e pelo Lema 3.4.1, dg(H (-, t),9,p) é constante
para todo t € [0,1]. Portanto, dg(H(-,0),Q,p) =dp(H(-,1),8,p), ou seja,

dB(gla Qap) = dB(927 va)

De posse do Teorema [Z32], podemos definir o grau topolégico de Brouwer para fungoes

continuas.

Defini¢ao 2.3.3. Definimos o grau de Brouwer para f € C(£2,R"), com p € f(9f2), como sendo

dB<f7Q7p) = dB(ngvp)7

VgeU.

A definicao do grau de Brouwer para fungoes continuas inspira muitas propriedades interes-
santes deste conceito, mas nao abordaremos estas aqui desde que aqueles resultados necessérios
para a compreensao do teorema do averaging encontram-se todos nesta se¢do e na se¢ao anterior.

Para mais detalhes sobre a teoria do grau, consultar |[2|, [I3] e |I4].

2.4 O teorema do averaging via grau de Brouwer

Antes de enunciar o Teorema do Averaging, vamos apresentar um lema sobre o grau de
Brouwer que serd importante no escopo do teorema. Para isto, considere uma funcao f : D X
[—€0,e0] — R™, onde D é um aberto do R™ e considere também V C D tal que 0 ¢ f(9V,e).

Temos:

Lema 2.4.1. Considere as fungdes continuas f; : V. — R™ com i = 0,1,...,k e f,g,7 :
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V x [—ef,e¢) — R™ dadas por

g(e) = fo() +efi() + €2 f2() + ... + ¥ (),
f(-,g) = g('75) + 6k+lr('75)'

Se assumimos que

g(Z,E) 7& 07 Vz € a‘/a €€ [_8050]7

entao para | €| > 0 suficientemente pequeno, dp(f(-,€),V,0) estd bem definido e

dp(f(-€),V.0) = dp(g(-,€),V,0). (2.2)

Dem.: Vamos usar o teorema |ZZZ4|, que garante a invaridncia do grau por homotopia. Com

efeito, considere para cada € € [—¢,¢]\{0} a homotopia

Ht('7€):g('>€)+t(f('>€)_g('vg))a 0<t<1

Vamos mostrar que, se € ¢ suficientemente pequeno, entdo temos 0 ¢ Hy(9V, ), para todo
0 <t < 1. Suponhamos, contudo, que existe ty € (0,1) e zg € OV tal que Hy,(xo,€) =
0. Logo, como a fungdo r definida no teorema é continua e V x [—¢f,£4] é compacto, entdo
r:V x [—ef,ef] — R" ¢ limitada. Em particular, T‘Vx[o,sf} é limitado, donde concluimos a
existéncia de M € R tal que |[r(z,¢)|| < M, para todo z € OV e para todo ¢ € [0,ef]. Temos

assim que a igualdade Hy,(xo,e) = 0 implica em

g(xo,€) + to(f(x0,€) — g(wo,€)) = 0.

Desta forma, temos

Hy (z0,6) =0 = g(z0,¢) +to(f(z0,€) — g(x0,¢)) =0

= g(z0,¢) + toc"r(xg,e) =0
= g(x0,¢) = —toe"t'r(20,¢)
= |lg(zo, )| < [toe" M
= |lg(wo, )|l < (toe" ") M.
Logo, quando temos € — 0, a conclusao é que || g(xo,€)|| = 0 e, consequentemente, g(xg,&) =
0, o que é absurdo, pois xg € V. Portanto, vale a tese afirmada no teorema. |

O resultado que apresentamos agora é o principal objetivo de estudo deste trabalho. Como
dito anteriormente, é devido ao espanhol Jaume Llibre e a romena Adriana Buica, publicado em
2004. O teorema, diferente do que chamamos no texto de averaging cldssico, faz mengao ao ja

discutido grau topolégico de Brouwer, e permite enfraquecer as hipoteses do teorema cléssico.
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Teorema 2.4.2. Considere o sistema de equagoes diferenciais
i(t) = eFy(t,2) + 2R(t, x,¢), (2.3)

onde i :RxD —R" R :RxDx(—¢ef,ep) — R" sao fungées continuas, T-periddicas na

primeira varidvel e D é um subconjunto aberto de R™. Defina fi : D — R"™ como

T
filz) = % /0 Fu(s, 2)ds, (2.4)

e assuma que

(i) F1 e R sao localmente Lipschitzianas com respeito a x;

(11) para a € D com fi(a) = 0, existe uma vizinhanc¢a V de a tal que fi(z) # 0 para todo
z € V\{a} e dp(f1,V,0) # 0.

Entao, para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solu¢io T-periddica ¢(ie) do sistema

tal que ¢(€) = a quando € — 0.

Se comparamos os teorema anterior com o teorema do averaging classico apresentado em
[B], este tltimo exige, ao invés de (i), que Fy, R, D, Fy, D?F; e D, R sejam funcoes definidas,
continuas e limitadas por uma constante M (que nao depende de €) em [0,00) x D X (—&¢,e5).

Da mesma forma, exige que Jy, (a) # 0 para cada a € D com fi(a) = 0 ao invés de (ii).

E claro que a segunda condicdo apresentada em [B] ¢ uma condigao suficiente para que
dp(f,§,b) # 0. Basta notar que se fi(a) = 0 e Jy,(a) # 0, entdo pelo Teorema da Funcao
Inversa existe uma vizinhanca V de a tal que fi(z) # 0 para todo z € V\{a}. Portanto existe
um tnico elemento a € V tal que f~'({0}) = a. Logo, dp(f1,V.0) = sgn(Jy,(a)), e como
Jp (a) # 0, temos Jg, (a) < 0 ou Jy, (a) > 0. No primeiro caso sgn(Jy, (a)) = —1, e no segundo

caso sgn(Jy (a)) = 1. Portanto, em ambos os casos temos dg(f1,V,0) # 0.

Ainda sobre o grau de Brouwer, é importante ressaltar que a principal propriedade é aquela
que enunciamos no Teorema (EZ3), pois podemos afirmar que, se dp(f(+,€),V,0) # 0, entdo a
equacao

f(z,e) =0

tem uma solucao em V', pois desta forma nosso problema concentra-se em encontrar tal solucao.
Na verdade, encontrar zeros de f é equivalente a encontrar solugdes T-peridédicas para 0 nosso

sistema.
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De fato, considere um sistema da forma
&= F(t,z,e)

onde F :Rx DX (—ep,ef) —> R, F & continua T—periédica na varidvel ¢, localmente
lipschitziana e D C R™ é um conjunto aberto e limitado. Considere também, que para cada
z€D, x(-,z,¢): [0,t,) — R™ é a solugao do sistema anterior satisfazendo x(0, z,¢€) = z, onde

assumimos

t, > T,para todo z € D (2.5)
Tomando agora a funcdo f: D x (—ey,e5) dada por

T
f(z,s):/o F(t,z(t, z,¢),e)dt, (2.6)

podemos fazer duas conclusdes. Primeiramente, desde que F' é T-peridédica e temos t, > T,
cada solugao = : [0,7] — R"™ satisfazendo z(0) = x(7T') pode ser extendida & R devido a sua

peridiocidade. Ao mesmo tempo, temos a relacao

T
f(z,e) = /0 F(t,x(t,z,e),e)dt

T
dx
= —(t dt
/0 dt(,z,E)

= (T, z,e) —x(0,z,¢)

e, portanto, se f(z,e) =0, temos z(T, z,¢) = x(0, z,£), ou seja, cada ponto singular (z., ) de f
fornece uma solucao periodica z(-, zc,¢) de & = F(t, z,¢). Trivialmente, vemos que a reciproca

também vale.

A conclusao é que o problema de encontrar solugoes T-periddicas de & = F(t, z,€) pode ser
substituida pelo problema de encontrar zeros de uma funcao f(-,¢) definida em um espago de
dimensao finita. Assim, focaremos nossa atengao agora no numero de zeros de f(-, €), e usaremos
a teoria do grau para inferir sobre a questdo. Comecemos, pois, supondo que f é continua e de
classe C* em ¢ e encontrando a série de MacLaurin de f = f(z,¢) em torno deste parametro.

Segue entao que

of 1 of

f(z,e) = f(2,0) + 5%(2,0) +...+ €kga—€k(z,0) + e lr(z, ).
Se denotamos .
9(275) - £ 5@(270)

=0
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entao f se escreve da forma
f(z,€) = g(z,€) + ¥ lr(z, ),

e assim podemos usar o Lema (2.20).

A fungdo r = r(z,¢) é continua D x (—eg,€p), exceto quando temos € = 0. Em particular, r
é continua em K X (—&g,¢€p), onde K C D é um compacto. Logo, r é limitada em K x [—&g, £¢],

e assim a expressao para f se torna

f(zag) - g(z,s) + 6k+1o(1)'

Demonstremos agora o teorema do averaging.

Dem.: Para todo z € V, existe g9 positivo tal que, se € € [—ep, 0], entdo z(-, z,€) estd
definida em [0,7], ou seja, é valida a relacdo (2.5). Pelo teorema de existéncia e unicidade,
t, > h, onde h, = inf(T, M (/b)) e M(e) > |eFi(t,x) + e2R(t,z,¢)|, para todo t € [0,T], para
cada x tal que | — z| < b e para cada z € V. Notemos que, se € ¢ suficientemente pequeno,

entdo M (g) pode ser arbitrariamente grande tal que h, = T, para todo z € V.

Agora, para todo t € [0,T], z € V e € € [—ep, €0], temos a seguinte relagao:

t t
x(t,z,e) = x(O,z,5)+8/ Fl(s,x(s,z,e),e)ds+52/ R(s,xz(s, z,€),e)ds
0 0

. . (2.7)
= Z+€/ Fl(s,a:(s,z,a),s)ds—i—eZ/ R(s,z(s, z,€),e)ds.
0 0
Neste caso, a fungao f dada por (2.6) se torna
t t
f(z,e) = 5/ F1(37a:(s,z,5),5)ds+€2/ R(s,x(s,z2,¢),¢e)ds (2.8)
0 0
Provaremos que
f(z,6) = efi(2) + €2O(1) em V X [gg, 0], (2.9)

onde f; é dada por (2.4). Observamos que existe um subconjunto compacto K de D tal que
x(t,z,6) € K para todo t € [0,T], 2 € V e ¢ € [—ep,e0]. Logo, como R ¢ continua em
[0,T] x [—¢€0, 0], existe Ng > 0 tal que R(t,z(t, z,¢),e) < Nk, ou seja,

T T
/ R(s,x(s,z,¢),e)ds < / Ngds =TNg = O(1).
0 0
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Por outro lado, temos
T T
5/ Fi(s,x(s,2,¢),e)ds = 5/ [F1(s,x(s,2,€),e) — Fi(s,2) + Fi(s, z)|ds
0 0
T
= / [Fi(s,2(5, 2,€),2) — Fi(s, 2)ds
0

T
+€/ Fi(s,z)ds
0

e portanto temos
T
flzye) —efi(z) = 5/ [Fi(s,x(s, 2,€),€) — Fi(s, 2)]ds + 2O(1).
0

Logo, usando o fato de que F e Lipschitziana com respeito & x em [0,7] x K e a equacao

(2.7), obtemos as seguintes relacoes:
| Fi(s,z(s,2,€)) — Fi(s,2)| < Lr|z(s, z,e) — z| = eO(1),

e desta forma vale (2.9).

Assim, pela hipotese (i7) do teorema, temos que existe z. tal que f(zc,e) =0 e 2. — 0
quando € — 0. Portanto ¢(-,e) = x(-, 2e,€) é uma solugdo periodica de (2.3) e ¢(-,e) = a
quando € — 0 (devido a continuidade das solucoes de (2.3) com rela¢do aos parametros e valor

inicial). [ |

Uma observagdo pertinente ao Teorema do Averaging é a estabilidade dos ciclos limites
que sao detectados pelo método. Na verdade, para analisar esta propriedade, basta estudar os
autovalores da matriz jacobiana de f; avaliada em cada singularidade hiperbdlica do sistema
promediado, ou seja, em cada ponto que verifica fi(a) = 0, desde que a pertenca a alguma
vizinhanga tal que f; é diferencidvel nesta vizinhanca (para mais detalhes, ver [@]). A mesma
andlise deve ser utilizada para estudar a estabilidade dos ciclos limites detectados pelo método

do averaging classico que faz mencao aos ciclos limites.

2.5 Um exemplo aplicado & teoria do controle

Nesta secdo abordaremos um sistema definido em R?* e que caracteriza um sistemas linear
por partes, que sdo sistema que aparecem naturalmente na teoria do controle. Isto significa que

a definicdo do campo de vetores é diferente para cada regiao do espago 4-dimensional definidas



2.5 Um exemplo aplicado 6 teoria do controle 42

por uma funcao que aqui serd dada por

-1 x € (—o0,—1)
o)==z , zel[-1,1 . (2.10)
1, x € (1,00)

O sistema que estudaremos possui um singularidade tipo centro 4-dimensional na origem e

é dado por
.ﬁl = —XT9.
Ty = 1.
? ! (2.11)
33'3 = —XT4.
T4 = T3.

A ideia é perturbar este sistema por um pardmetro € e estudar o nimero de centros que

bifurcam desta singularidade, ou seja, considerar o sistema

& = Aoz + eF(z), (2.12)
onde
0 -1 0 O
1 0 0 O
A =
0 0 0 -1
0O 0 1 0

e F: R* — R* ¢ dada por F(x) = Az + o(kTz)b. Note que se € = 0 temos o sistema (ZIT).

Na definicao da funcao F, temos os seguintes elementos:

O vetor € R* tem coordenadas (x1, 2,73, 24)".

o A= (ay), i,j=1,...,4, com a;; € R.

k,b e R* sdo vetores coluna.

A funcao ¢ é dada por (E710).

Notemos que nao temos a hipdtese de diferenciabilidade do campo de vetores que define o
sistema (2Z-I132) devido a funcao ¢, que apesar de ser continua, é diferenciavel apenas por partes.
Desta forma, o método do averaging visto na se¢do 3.3 surge como uma poderosa ferramenta,
visto que o teorema do averaging classico nao se aplica a este tipo de situagao. E preciso,
contudo, transformar o sistema (ZI2) na forma padrao, e faremos isto através de uma mudanga
de variaveis, depois de reduzir o ntumero de parametros deste sistema. Por ora, vejamos o teorema
que fornece o niimero de ciclos limites detectados pelo averaging, que é o principal resultado desta

Secao.
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Teorema 2.5.1. Trés ¢ a cota superior para o nimero de ciclos limites do sistema (E12) que
bifurcam das drbitas periddicas (EZI0) quando tomamos a expansao de primeira ordem da fung¢ao
espagamento com respeito a um pequeno parémetro €. Além disso, existem sistemas como (Z12)

que tem exatamente trés ciclos limites.

Provaremos o teorema em partes, apresentando alguns lemas antes, que serao tuteis, bem
como fazendo algumas mudancas no sistema como anunciado previamente. A primeira delas é a

reducdo do namero de parametros de (2-13).

Lema 2.5.2. Seja {e1, e2,e3,e4} a base candnica do R%. Entao, por uma mudanga linear de coor-
denadas, e eventualmente uma permutagao das varidveis, o sistema (2I2) pode ser transformado

no sistema

7' = Apz + Az + ep(1)b, (2.13)

onde A € My(R) é uma matriz e b= e ou b= e3.

Dem.: A mudanca linear de varidveis z = Jy transforma (212) em

y = J Ao Jy +eJ Aoy + ep(kT Ty) T b,

Entao temos que encontrar J tal que

J_lA()J = Ap.
J b =b.

KTJ = el

Como a matriz A ¢ qualquer, tomamos A = J~*A¢J. Agora,se J = (2;;),comi,j=1,...,4,

entdo a condicdo J 1 AgJ = A ¢é satisfeita se temos

211 Z12 213 214
—Z12 211 —R14 213

J = : (2.14)
231 232 233 234

—X232 231 —R34 233

No entanto, como devemos ter J b = b, segue que

z11 = by

- z12 = —bg

b=e = (2.15)
231 = b3

232 = —by
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ou, da mesma forma,

z13 = b1
- 214 = —ba
b=e3 = (2.16)
233 = b3
234 = —by
Assim, pela condicao kT J = e{, e usando a igualdade (27I4), temos o sistema
kiz11 4+ kozio 4+ k3ziz 4+ kyziye = 1
—k1z + koz — ksz +  kyz = 0
1212 2211 3214 4213 (2.17)
k1z31  + kozza + kzzz + kgzw = 0
—k1z32 + kozzt — kszza + kazzz = 0

Substituindo os valores de (EI3) em (27I4), temos o sistema com duas equagdes e quatro

incognitas
kiby — koba + k3zziz + kszie = 1
—kibs + kobi — ksz +  kyz = 0
1b2 201 3214 4213 (2.15)
kibs + koby + kszzz + kgzza = O
—kiby + kobz — k3zzzs + kgzzz = 0.

Para resolver o sistema (EI8), primeiramente multiplicamos a primeira linha por k3 e a
segunda por kg, somando depois as respectivas linhas multiplicadas. Em seguida, multiplicamos

as mesmas linhas por k4 e —ks, respectivamente, obtendo as seguintes igualdades:

(k3 4+ k3)z13 = ks — (ksky — kaka)by + (kska — kak1)bo
(kﬁ% + k‘Z)ZH = ky+ (k‘gk‘g — k‘lk‘4)b1 + (k2k4 — k‘lk‘g)bg

Fazendo o mesmo procedimento com a terceira e quarta linhas, vem que

(kg + kZ)Zgg = —(k3k1 + k4k2)b3 + (k?gkg — k4k1)b4
(k2 +k3)zsa = —(kika + koks)bs + (koks — k1k3)by

Concluimos assim que se k‘§ + ki # 0, entdo o sistema (EIR) tem uma unica soluc¢do, que
fornece uma matriz J cujo determinante é (b2 + b3)/(k2 + k2). Por outro lado, se construimos
um sistema utilizando as iguldade (218) em (217), entao temos solu¢do tnica para este sistema

se k2 + k3 # 0, e neste caso o determinante da matriz J é dado por (b3 + b3)/(k3 + k3).

Vejamos, contudo, que a igualdade k3 + k3 = 0 implica em k3 + k3 # 0, desde que k e b sdo
vetores ndo nulos de R%. Consequentemente, a matriz J ¢ inversivel se, e somente se, b3 + b3 # 0.

Caso contrario, devemos ter b3 + b3 # 0.
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Notemos quer, permutando z; com z3 e, respectivamente, 2 com x4, temos o caso j& estu-

dado. |

Neste ponto, é preciso observar que, mesmo depois da mudanca de varidveis, nosso sistema
nao esta na forma padrao. Na verdade, para que isto aconteca, é necessario que mudemos as

variaveis do sistema, a fim de obter um novo sistema que seja possivel aplicar o averaging.

O proximo lema apresenta um resultado neste sentido.

Lema 2.5.3. Através da mundanca de varidveis

x1 = rcosf
To = rsenf
x3 = pcos (6 + s)
x4 = psen (0 + s),

transformamos o sistema (Z13) em

dr_ eH1(0,7,p,s) +20(1)

do

% = eHy(0,r,p,s) +c20(1) (2.19)
ds 3

% = €H1(9773P»3)+5 0(1)7

onde

Hy = cosfOF +senfF,
Hy = cosO+ sk3+senf + sky

1 1 1 1
Hs = —cosOF; — —senfF) — —cos (0 + s)Fy + —sen (0 + s)F3
r r p p

e F; = ajrcos + aorsenf + azpcos (0 + s) + ajupsen (6 + s), para todo i =1,...,4.

Tomando €y suficientemente pequeno, n suficientemente pequeno e D, = (1/n,n) x (1/n,n)
xR, entdo o campo vetorial (ZI9) estd bem definido e é continuo em R x Dy, x (—ef,e¢). Além

disso, € 2m-periddico com relag¢ao a 0 e localmente Lipschitz com respeito a (r, p, s).

Dem.: Inicialmente, vamos encontrar expressoes para as derivadas das novas variaveis,
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(0,7, p,s). Vejamos que, em particular, as igualdades

r1 = rcosb

r9 = rsenf

nos dizem que tan(f) = (xo/x1) e r?> = 2?2 + z2. Assim, temos

9 . —Z2%1 + T1Z2

r2

1‘1.%:1 + fCQ.%:Q
. .

Vejamos também que, pela igualdade (27I13), temos

1 = —xg+e(anzy + apre + a13zs + ajaxs + @(x1)by)
To = x1+e(ag1x1 + agra + agzws + agary + p(x1)b2)
Desta forma,
i - —rsen@(z—rsenﬁ) B %rsen@Fl n rcos@gcos@ N %TCOSGFQ
r r r r

1
= 1+4+e—(cosOF; —sen0F).
r
onde

F; = ajrcos O + ajorsend + a;zpcos (0 + s) + ajupsen (0 + s) + p(r cos0)b;,

com ¢ =1,2.

Além disso,

;o= rcosf(—rsenf) N ErcosQFl N rsen Or cos N ETSQHQFQ
T r

T T

= ¢&(cosOF) +senfFy),

onde F; é dada acima, com ¢ =1, 2.

Procedimento andlogo pode ser empregado para se obter as expressoes de p e §, de tal forma
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que podemos escrever um novo sistema nas variaveis (0,t, p, s) como
. 1
0 = 1+4+e—(cosF; —sen6F)
r
7 = eHi(0,t,p,s)

p = eHa(0,t,p,s)

$ = eHs(0,t,p,s),

\

com H; como no teorema, 7 = 1, 2, 3.

Contudo, para ¢ suficientemente pequeno, 6'(t) > 0, qualquer que seja t, e assim podemos
eliminar esta variavel no sistema anterior. Por exemplo, considerando a expressao de 7, temos

dr  drdt eH1(0,t,p, s)

dr _drdt _ _ ,
do ~ dt do eH1(0,t,p,5) +°0(1),

1
1+ e—(cosOF, —senbF)
r

onde obtemos a expressao para dr/df calculando a série de Taylor em torno do parametro € = 0.

Como este processo pode ser realizado também para as derivadas de p e s, temos o sistema
apresentado no teorema. Além disso, as fungdes que aparecem no novo sistema sao todas fungoes
elementares, de tal forma que estao bem definidas e continuas em R x D,, x (—e,e5). Também,
como n é suficientemente grande e , p € D,,, entao as fungdes 1/7 e 1/p sdo continuas e cada H; é
composta de funcoes 2r—periddicas. Naturalmente, o novo campo veorial também o localmente

Lipschitz com respeito a (r, p, s). [ |

O sistema (1Y) esta na forma padrao, e portanto precisamos agora encontrar a funcao h

dada por
h: D, — R3
(r,py5) > h(r.p,s) = (hi(r.ps ), ha(r. p. s), ha(r, p, 5)),
onde o
hi(r, p, s) = ; H;(0,r,p,s)db,
i=1,2,3.

A integracao das fungdes h;, i =1,2,3 fornecerd, para cada r > 0, as funcoes

2T
11(7“):/ o(r cosB) cos 0do
0

2
IQ(r):/ ©(r cosf) sen 0d6.
0



2.5 Um exemplo aplicado 6 teoria do controle 48

Afirmagao: As integrais I e I2 sao dadas, respectivamente, por

T, O0<r<l1
L(r) = (2.20)
71
QT7+T7T—2rarctan\/r2—1, r> 1.

I(r) =0, r > 0.

De fato, se 0 < r < 1, entdo |rcosf| < 1 e |rsenf| < 1 para todo 0 < 6 < 1, e assim

(rcos ) = rcosf para cada 6, donde
2
Li(r) = 7"/ cos 20df = rr.
0
2
Iy(r) = r/ cos @ sen 0df = 0.
0

Por outro lado, se r > 1, tomamos 6. € (0,7/2) tal que cosf. = 1/r. Desta forma, temos

0. T—0. T+0c
L(r) = / cos 0d + r/ cos 20df — / cos 0df
0 0c T—0c

2m—0. 2
+ / cos 20d6 + / cos 0d6

+6. 2m—0.
e
Oc T—0, T+0.
Iy(r) = / sen 0df + r/ sen 6 cos 0df — / sen 0d6
0 e T—0¢
27 —0. 21
+ / sen 6 cos 0df + / sen 0d6.
7'(—‘,—96 271'—96
Através de uma tabela de integrais, encontramos
Li(r) =2senf. + rm — 2r6,.
Agora, como cosf. = 1/r, temos
Vit =1
senf. =+/1—-1/r2 = A
r
Logo,
senf, rvr2-—1
tanf, = = — 0, = arctan /72 — 1,
cos 0, r
e portanto

2

-1
Il(r):2r " + rm — 2rarctan /12 — 1.

Da mesma forma, temos I2(r) = 0, para todo r > 0.
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Vamos agora calcular as funcées h;, com 7 = 1,2, 3.

Para o caso em que temos i = 1, a funcao hy = hi(r, p,s) é dada por

2
hl(T, P S) = H1(97T7p’ S)de
0

2 2
= aur/ cos? 0do + amr/ sen 6 cos 0df+
0 0
2w 2w
+ algp/ cos(f + s) cos 0dl + a14p/ sen(6 + s) cos HdO+
0 0
21 21
+ / o(r cos )by cos 0dO + a21r/ sen 6 cos 0dO+
0 0

2 2T
+ aggr/ sen® 0dO + azgp/ cos(f + s) sen 0dO+
0 0

2m 2w
+ a24p/ sen(6 + s) sen 0df + / (1 cos )by sen 6d6.
0 0
Agora, usando as relacoes cos(f +s) = cos? § —sen? § e sen( +s) = 2sen ) cos 6, juntamente
com uma tabela de integrais, obtemos
hi(r,p,s) = ay1rm+ ajor -0+ ajzpmcos s + ajgpmsens + by I (r)+
+  a917 - 0+ agerm + aggpmwsen s + agapmcos s + by Io(r)

= rn(ann + az) + plcos(s)m(a13 + azq) + sen(s)m(aa — ags)] + b1 11 (7).
Tomando ¢; = w(a11 + age), c2 = m(ai3 + a24) e c3 = (a4 — azs3), vem que
hi(r, p,s) = cir + p(cacos s + cgsen's) + by I1(r).

Com célculos andlogos, podemos exibir as expressoes de hg e ha:

he = (c5coss+ cgsens)r+ crp+ bscossly(r)

I (2.21)
hs = ¢4+ (cssens — cgcos S)B + (cssens — cg coss)z + basens 1(T>,
r p p

onde temos as constantes ¢g4 = m(ag1 — a1z — a43 + asq), ¢5 = w(asy + aq2), c¢ = 7(aq — asz) e

cr = 7r(a33 + a44).

Para aplicar o método do averaging, precisamos encontrar os zeros simples das fungoes h,
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hg e hs. Primeiramente, resolveremos as equagoes hi(r, p,s) = 0 e ha(r, p,s) = 0 parar e p. Com
efeito, multiplicando a equagao hy(r, p,s) = 0 por —bs cos(s), ha(r, p,s) = 0 por by e isolando p,

encontramos
(b1cs — bger) cos(s) + bicg sen(s) . k1(s)

B (¢ cos(s) + cgsen(s))bs cos(s) — bicy d(s)

T.

Da mesma forma, multiplicando a equagao hi(r, p, s) = 0 por ¢z, ha(r, p,s) = 0 por ¢z cos(s)+

c3sen(s) e isolando I;(r), temos

cier — cacs cos 2(s) — (c3es + cacg) cos(s) sen(s) — c3ce sen2(s)r _ ka(s)

Li(r) = T.

(ca cos(s) + c3sen(s))bs cos(s) — bicr d(s)

Se substituimos as expressoes para I, e p obtidas anteriormente em hs(r,p,s) = 0, entao
o problema de resolver h;(r, p,s) = 0, para cada i = 1,2,3, se resume a encontrar os zeros da
funcao f = f(s) dada por

f(s) = cak1(s)d(s) + (casen(s) — c3cos(s))ki(s) + (cssen(s) — cg cos(s))d?(s)

(2.22)
+bz sen(s)ka(s)d(s).

Para estudar o namero de zeros desta funcio f, utilizaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.4. A fun¢ao f dada em (2.22) tem no mdzimo seis zeros isolados e eles aparecem

aos pares da forma s* junto com ¢¥* = s* + w(mod2).

Dem.: Para resolver o problema f(s) = 0, denotaremos cos(s) = z e sen(s) = V1 — z2.

Através de célculos computacionais, obtemos uma forma equivalente para f(s) = 0, dada por

Chz + C32° + (Do + Doz®)V/1 — 22 = 0, (2.23)
onde
C; = b?(2cacscs — 036% — cqC507 — CGC%) + b§(016367 — c%cG).
Cs = b3(c3c — c3c2 — 2cacscp) + b3(cleg — ez — cicacy — cieg — cicser).
Dy = b¥(cac? — cacoer + c5c?).
Dy = b%(czcg — 2c3c5C6 — 620(23) + b%(C%CQ + c1e007 — cic3cq — 2¢9¢308).
Por outro lado, se consideramos o caso em que sen(s) = —v/1 — 22, temos
Cha + Csa® + (Dy — Daa?)V/1 — 22 = 0. (2.24)

Queremos encontrar x € [—1, 1] que seja solucao de (2.23) e (2.24) ou, de forma equivalente,
para a equacao
(Crz + C32%)% 4 (D — Dax?)?(1 — %) = 0. (2.25)
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Contudo, o desenvolvimento desta dltima equagcao nos fornece uma equagao algébrica de grau
6 com apenas poténcias pares na varidvel x, de tal forma que se x satisfaz a equacao, entao —x
também a satisfaz. Desta forma, pelo Teorema Fundamental da Algebra, exitem no méximo 6
valores de x que satisfazem (2.24). Consequentemente, como cos(s) = x, garantimos a existéncia
de 12 valores para s que satisfazem f(s) = 0, para cada z que satisfaz (2.24). Contudo, como
—x também satisfaz (2.24), para cada x, temos no méaximo 6 zeros satisfazendo f(s) = 0. Isto

prova a primeira parte do teorema.

Notemos agora, por outro lado, que temos as seguintes relagoes satisfeitas:
d(s+7) = (cacos(s+ )+ czsen(s + 7m))bs cos(s + 7) — bicr

= (—cacos(s) — cssen(s))(—bscos(s)) — bicr

= d(s).
ki(s+m) = (bies — bscy)cos(s+ m) + bicgsen(s + m)
= —(bics — bscy) cos(s) — bicg sen(s)
= —kl (8)
kao(s +m) = cier — cacscos?(s+m) — (c3cs + cacg) cos(s + ) sen(s + )

—czcgsen 2(s + )
= cjc7 — cacycos 2(s) — (czes + cacg) cos(s) sen(s) — c3cg sen 2(s)

= ko(s).

f(s+m) = ciki(s+m)d(s+7) + (casen(s + 7) — c3cos(s + m))k? (s + )
+(cssen(s + ) — cg cos(s + 7))d%(s + )
+bssen(s + 7)ka(s + m)d(s + )
= —cakr(s)d(s) + (—casen(s) + c3cos(s))k2(s) + (—cs sen(s)
g cos(s))d2(s) — by sen(s)ka(s)d(s)
= —f(s).

Portanto, se s* € zero de f, entdo ¥* = s* + 7 também é um zero de f, o que demonstra o

teorema.
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Vejamos que, neste ponto, o problema de encontrar zeros isolados das funcées h;, i = 1, 2, 3,
resumido ao problema de encontrar o numero de zeros da funcdo f = f(s), nos fornece 6 zeros,
o que corresponde a 6 ciclos limites do problema inicial. Nosso objetivo é mostrar que metade
destes zeros nao correspondem a ciclos limites, ou seja, que o problema original possui apenas 3

ciclos limites. Comegamos por enunciar o seguinte lema:
Lema 2.5.5. Consideremos a equagdo
Li(r)=cr, r>0, (2.26)

com Iy dado por (2.20) e ¢ um pardmetro real. Entao, estudando a solubilidade desta equagao,

temos os sequintes casos:

e Se 0 <c<m, entao (2.26) tem uma inica solugao r* > 1.
e Sec=m, entio (2.26) tem o intervalo (0,1] como conjunto de solugdes.

e Sec <0 ouc>m, entao (2.26) nao tem solugao.

Dem.: Se r € (0,1] temos I1(r) = 7r, e entao o resultado é valido. Vamos estudar entéo o

caso em que 7 > 1. Neste caso, temos

71
D + rm — 2rarctan V1?2 — 1 = cr.
T

Fazendo a mudanca de variaveis u = v/r2 — 1, obtemos a equagao

t Ity = >0
arctany = —— + ————, u > 0.
2 uz 41’
- _ T—c u
Estudando a representagao grafica das fungoes f1(u) = arctanu e fa(u) = 5 + 1
u

temos intersec¢do em um unico ponto dos graficos de fi e fa se, e somente se, 0 < (m1—¢)/2 < 7/2,
ouseja,se 0 < ¢ < m. Sec <0ouc >, entao os graficos de f1 e fo ndo se interceptam, enquanto

que se ¢ = 7 temos que 1 € (0, 1] satisfaz I1(r) = cr. Isso completa a demonstragdo do Teorema.

Fixemos agora s* um zero de f. Vamos estudar a solubilidade da equagao

_ k‘Q(S)
d(s)

para r > 0. Pelo Lema (2.26), existe uma solucao isolada r > 0 desta equacao se, e somente se,

k‘g(s*)
d(s*)

Il (’I“)

r

0<

<,
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e neste caso ela é unica, para d(s*) # 0. Entao, fixado 7* correspondente & algum s*, se

k1(s*)
d(s*)

> 0,

entdo podemos encontrar p* > 0 unicamente da equagao

_ kl(s)
d(s)

p T.

Contudo, desde que os zeros de f aparecem aos pares da forma s* e s* + 7, a condicao (2.5)
¢ satisfeita para s* ou para s* + m, a menos que ki(s*) = 0, desde que ki(s +7) = —ki(s) e
d(s + m) = d(s). Consequentemente, a funcao h(r, p,s) = (hi(r, p, s), ha(r, p, s), ha(r, p, s)) pode

ter no maximo trés zeros isolados da forma (r*, p*, s*) em (0,00) x (0,00) x [0, 27).

Ainda, se tomamos ¢; = =2, co = =2, ¢c3=0,¢; =21/10,¢c5 =0,¢c6 =1, c7 = —1,b1 =1,
by = b3 = by = 0, entdo h tem exatamente trés zeros simples, e consequentemente o sistema,

original tem exatamente trés ciclos limites.

De fato, tomando estes valores especificos, temos as seguintes expressoes:

hi = 2r—2pcos(s)+ I(r)
he = rsen(s)—p
hs = 21/10 — 2sen(s)(p/r) — cos(s)(r/p)
d(s) = 1
ki(s) = sen(s)
ka(s) = 2+ 2cos(s)sen(s)
f(s) = —10cos(s) + 21sen(s) — 20sen3(s).

Usando a notagdo z = cos(s), a equagao f(s) = 0 se torna
—4002° 4 3602 — 6122 + 1

cujas raizes sao

r12 = +—

3456 = T\ ——a>
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comz;, i=1,...,6€ (—1,1). Assim f tem seis zeros dados por

1
S = arccos ——
' <\/5 )

7T+v11

893 = arccos
20

\ Y123 = S123+T.

Entao a condicao 0 < ka(s*)/d(s*) < m é satisfeita para todos os zeros de f, mas a condigdo
ka(s*)/d(s*) > 0 é satisfeita apenas para 11, 12 e 13, ou seja, h tem exatamente trés raizes.
Alem disso, Jp,(r*, p*,s*) # 0 para cada (%, p*, s*) que é zero de h. De fato, a matriz jacobiana

de h,

2+ %Il(r) —2cos(s) 2psen(s)
sen(s) -1 r cos(s)

P 1 1 1 P T
sen(s)r2 cos(s) sen(s) " + cos(s) 3 cos(s) " + sen(s)

tem determinante D.Jj, no ponto (r*, p*, s*) dado por

4
DJy(r*, p*,s%) = (V72 — 1 —7*%) cos(s*) (15 cos(s*) — 16sen(s*)),

 Byr2

que ¢é diferente de zero para 11, ¥ e 13, que € uma condi¢ao suficiente para o grau de Brouwer ser
nao nulo. Portanto, pelo Teorema do Averaging, para cada zero da forma (r*, p*, s*) de h existe
uma solugao p(;e) 2m-periddica do sistema (2.13) tal que ¢(-,&) — (r*, p*, s*) quando £ — 0.

Logo, cada zero da fungao h corresponde a um ciclo limite do sistema (2.13) que bifurca de (2.11).
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Capitulo 3

Aplicacoes do método averaging

O objetivo deste capitulo é utilizar o método do averaging exposto no capitulo anterior para
fazer algumas aplica¢Oes e explicitar o procedimento presente nas aplicagbes do método. Na
primeira secdo, apresentaremos algo como um corolério do teorema do averaging, exibindo um
teorema que permite aplicar o método quando tratamos de sistemas planares. Este teorema
é apresentado por Llibre e Buica no mesmo artigo em que é apresentado o proprio averaging.
Em seguida, aplicaremos este teorema no sistema de Van der Pol, com o objetivo de detectar o
ciclo limite cuja existéncia é garantida pelo Teorema de Lienard, devido ao fato do sistema de
Van der Pol ser um caso particular daqueles sistemas que levam esse nome. Objetivo parecido
temos na terceira secao, onde aplicaremos o teorema do averaging para detectar o ciclo limite que
aparece na bifurcacdo de Hopf quando variamos o parametro de bifurcacao. Para este caso, ndao
utilizaremos o teorema apresentado na sec@o 3.1, mas faremos uma aplicacdo direta do método
apenas fazendo uma mudanca de varidveis, nos moldes da secdo 2.5. Por fim, novamente usando
o teorema da secao 3.1, exibiremos um resultado que fornece um cota inferior para o ntmero de
ciclos limites que bifurcam de um centro quando perturbamos o sistema com um polinémio de
grau n. Explicitaremos a relagdo entre o niimero de ciclos limites que bifurcam e a ordem da
perturbacao. Este resultado, na forma que se assemelha aquele que apresentaremos, foi publicado
em 2009 (ver [B]) e reproduzido neste trabalho de forma independentemente e utilizando uma

metodologia diferente. Terminaremos o capitulo 4 com este resultado.

3.1 Um método para sistemas planares

Antes de dar inicio & construcao do teorema propriamente dito, vamos definir dois conceitos
que serao importantes nesta secao, que € a definicao de integral primeira e de fator de integracao,
bem como a relagdo que existe entre estes dois conceitos. Para isso, desde que temos objetivo

de fornecer um dispositivo pratico para aplicar o método do averaging & sistemas planares,
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consideremos o sistema polinomial plano de grau n como segue

T = P(.le,y)

3.1
y = Q(x,y), ( )

onde P e @ sdo polinémios, n = max{degP, deg @}. Denotando por X = (P,Q) o campo
vetorial associado a (Bl) e por
0 0
X =P— —
Ox + Qay

o operador linear associado a (B), temos as seguintes definigoes:

Definicao 3.1.1. Seja U C R? um aberto. Uma funcio H € C*(U,R), com k = 0,1,...,00,w,
¢ uma integral primeira do sistema (81) em U se H é constante sobre cada solugao do sistema

e H é nao constante sobre algum subconjunto de U. Se k > 1, entdo a defini¢do é equivalente a

XH =0 sobre U.

Pela definicao de integral primeira, vemos que H é constante ao longo das solucoes, e por este
motivo elas sdo chamadas de "constantes de movimento". Por outro lado, tomando H(z) = k,

onde k é uma constante, esta hipersuperficie contém a érbitas da equacao considerada.

Um exemplo cléssico de integral primeira é a fungdo hamiltoniana, que define um sistema

da forma
. O0H
r = _87y<x’y)
. O0H ’
Vo= 5, (z,y)

também chamado de sistema Hamiltoniano, onde H = H(z,y) ¢ a fun¢ao hamiltoniana. Al-

gumas das aplicagoes das secOes posteriores se concentrarao nos sistemas hamiltonianos.

Com respeito ao fator de integracao, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.1.2. Uma fungao analitica y : U — R nao constante ¢ um fator de integracao

de # = f(z) se uma das trés condigdes equivalentes vale:

L. div(uP, u@Q) = 0,
2. O(pP)/0z + 0(uQ) /9y = 0,

3. Xp+ pdiv(P,Q) = 0.

Note que a definicao nos diz que se y : U — R ¢ um fator de integracao, entao p
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também satisfaz a condicao
ou o orP 0Q
8x+Q8y_ <8x+8y>R7

que é uma relagdo muito 1util para encontrar fatores de integragao na pratica. Por fim, é impor-

I

tante explicitar a relagdo que existe entre integral primeira e fator de integracao. Esta relagao
diz que, se

H(a,y) =~ [ o) P y)dy + ()
é a integral primeira associada ao fator de integragdo p, onde H e escolhida de tal forma que

OH/0x = p@, entdo temos

(3.2)

Reciprocamente, dada uma integral primeira de (870), sempre podemos encontrar um fator

de integracdo p para o qual o (B2) é satisfeito.

Suponhamos  agora, introduzidos os  conceitos  acima, que as funcgoes
P,Q : R? — R que aparecem no sistema (8) satisfacam a hip6tese que o ponto singular

(0,0) seja circundado por um anel de orbitas periddicas
Th = {(z,y) €R*: H(z,y) = h, he < h < s},

onde H é uma integral primeira, h. é o nivel critico de H correspondendo ao centro (0,0) e hs

denota o valor do nivel mais externo do anel de érbitas periddicas I',.

Vamos assumir que 0 < h. < hg e que g = p(z,y) é o fator de integracao de (3.1) correspon-

dente a integral primeira H. Feito isso, perturbamos (81l) por um parametro ¢ da forma

i = P(z,y)+epla,y,e) (3.3)

y = Q(‘Tv y) + €Q(‘T7 Y, E)‘

onde p,g : RZxR — R sdo fungdes continuas.

Nosso objetivo é obter uma maneira de aplicar o método do averaging a sistemas que tem
a forma (B33), e nossa primeira tarefa é escrever este sistema na forma padrao. O teorema que
apresentaremos nesta secao que exibe a equacao diferencial na forma padrao relaciona a raiz da

energia do sistema, R = Vh, com o angulo das coordenadas polares ¢, como segue:

Teorema 3.1.3. Assumimos que o sistema (B=3) possui um anel de érbitas periddicas Ty, e que
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2Q(z,y) — yP(z,y) # 0, para todo (x,y) € T'y. Seja p : (—vhe, Vhs) % [0,27) — [0,00) uma

fungao continua tal que
H(p(R, ¢) cos o, p(R, ) sen @) = R?, (3.4)

para todo R € (—v/he,vhs) e para todo ¢ € [0,2m). Entio a equagdo diferencial que descreve a

dependéncia entre a raiz da energia R e o dngulo ¢ de (83) €

drR _ _ p(a?+¢°)(@p — P
dp 2R(Qz — Py) + 2Re(qx — py)’

(3.5)

onde x = p(R,p)cosp ey = p(R,p)sen p.

Tomaremos ¢ > 0 suficientemente pequeno e D = |, v <heh. Lnyonde he < hes < hge < hg
sao fixos, mas arbitrariamente proximos de h. e hg, respectivamente. O campo vetorial de (B3)

esta bem definido, é continuo em D x (—e¢,e5) e é 2m-periddico com relagio a .

Dem.: Vejamos primeiramente que se p € um fator de integragdo correspondente a integral

primeira H, entao temos as relagoes

Mp Moo My U

ox oy or He-

Definimos entao a funcao
G(r,R,p) = H(rcosp, rsenp) — R

em cada ponto (r,¢) do anel de 6rbitas periodicas, onde R € (—v/h¢,v/hs) e (r,¢) denotam as

coordenadas polares.

Temos

0G 0H OH
5= %cosgo—k8—yseng0—,u(Qcosg0—Psen<p).

Para cada 19, ¢ naregido de centros determinada por I'j, existe um Ry tal que G(rg, Ro, vo) =

0. Por outro lado, a hipétese do teorema nos garante que

oG

5(707 RO: SOO) 7& 07

e assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, em torno de cada (Rp, ¢o) existe uma fungao diferen-
cidvel p = p(R, ¢) tal que (82) vale. Dessa forma, p estd bem definida em (—v/h¢, vhs) % [0, 27)
e satisfaz (B4). Além disso, a equacdo (B4) nos fornece a relacdo R(t) = /H(x(t),y(t)), en-
quanto que as igualdades x = pcosp e y = psen g nos dizem que ¢(t) = arctany(t)/z(t), para
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cada t € R. Logo, temos

dR (0H/0x)i + (OH/dy)y
dt 2VH
pQ(P +¢ep) — pP(Q + £q)
2R
pQP + pQep — pPQ — pPeq)
2R
w(Qp — Pq)
2R

= ¢

Da mesma forma,
dy 1 yr — yx

a1+ (y/x)? a2
(Q +eq)x — y(P +ep)
x2 + y2

(Qr — yP) + e(qz — py)
$2 + yQ

Eliminando o tempo nas duas equagoes acima, obtemos o resultado. |

Note que encontrando a série de MacLaurin em torno de € = 0, a fungao F' = F(R, ¢) dada

por
u(z* +y*)(Qp — Pq)
(Qx — Py) + 2Re(qx — py)

se torna
u(z* +y*)(Qp — Pq)
2R(Qx — Py)

de tal forma que obtemos o sistema promediado

F(R,p)=c¢" +£%20(1),

dR

% = Efl(R)a

onde

AR = /2“ p(@® +y*)(Qp — Pq) do
0 2R(Qx — Py)
A seguir aprensentamos duas aplicagoes concretas do teorema do averaging, ou seja, apli-
caremos o método a dois resultados classicos de sistemas dindmicos, que sao, respectivamente, a

equagao de Van der Pol e a bifurcagao de Hopf.
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3.2 A equacao de Van der Pol

Nesta secao vamos aplicar o método visto na secdo anterior para estudar o ntimero de ciclos

limites que bifurcam do sistema de Van Der Pol

T =y
gy = —x—e(l—2%)y.

Como ¢é sabido, o sistema de Van der Pol é um sistema de Liénard e possui apenas um
ciclo limite, pois satisfaz as hipoteses do Teorema de Liénard (ver [§]). Utilizando o averaging,
vamos detectar a existéncia deste ciclo limite. Como estamos interessados no retrato de fases
do sistema, podemos multiplicar o sistema pela fungio constante h(z,y) = —1. Dessa forma,

notamos que se utilizarmos as mesmas notagoes da secao anterior, podemos identificar

P(z,y) = —y
Qz,y) ==
p(z,y) =0

q(z,y) = (1 —2%)y
H(z,y) = (%2+‘%2>

pois assim temos

T o= —%ZI(w,yHé'O:P(wjy)+€p(w7y)-
o0H
g o= o@y)+e- (@ -y =0Qry) +eqlr,y).

Utilizando o Teorema (3.5), o nimerador N = N(z,y) do teorema se escreve como

N(z,y) = p(z® +y*)(Pq — Qp).

Como temos p(x,y) = 1, fazendo uma mudanga de variaveis da forma

segue que

N(z,y) = (2% +y*)(Pq—Qp)
= pl(1-a%)y’]

= pPp?sen®(p) — p* cos® () sen® ()]

— prsen?(p) — o cos(p) sen(p).
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No entanto, desde que a exigéncia H(pcos(¢),psen(p)) = R? mnos fornece
p = p(R,p) = RV2, vem que

N(z,y) = 4sen?(p) - R* — 8 cos®(¢)sen?(p) - RE.

Por outro lado, o denominador D = D(z,y) do Teorema (3.5) é dado por

D(z,y) = 2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py).

Contudo, desta expressio do denominador, apenas o termo D(z,y) = 2R(Qx — Py) exerce

influéncia sobre o método, e portanto basta encontrar uma expressao para tal. Com efeito,

D(z,y) = 2R(Qz — Py)
= 2R(*+y?)
= 2R(p?)

= 4R3

Portanto o teorema (3.5) se escreve como

drR 4sen?(p) - R* — 8 cos?(¢p) sen?(p) - RS
do 4-R3+eg(R, pz) '

Agora, de acordo com o método da se¢do anterior, precisamos encontrar os zeros simples da

funcao

d
1 R3 14

f(R) = /02” 4sen?(p) - R* — 8cos?(p) sen?(yp) - RS
2m 2w
= sen” — 2R3 cos®(ip) sen?
= R [ sen(po =2 [ cost () seni(o)d
= wR-2(r/4)R3
= R(r— (7/2)R?).

Portanto, vem que
R =0
fiR)=0=< R = —/2 .
R = V2

Como R é a raiz da energia h do sistema, entdo R nao pode ser negativo. Ainda, a raiz

R = 0 corresponde & singularidade na origem, e portanto temos para R apenas o valor R = /2.

Precisamos agora verificar se R = 2 é um zero simples, ou seja, se (f1)'(v/2) # 0. Mas

(1) (R) =7 — (3/2)71R* = (f1)'(V2) =7 — 31 = —271 # 0.
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Portanto, pelo Teorema da Funcdo Inversa, existe uma vizinhanca V de R = v/2 tal que

fL(v) # 0, Vv € V. Consequentemente,

dp(f1,V,0) = sgn ((f1) (V2)) = sgn(—2m) = =1 #0,

e pelo teorema do averaging, o sistema inicial possui um ciclo limite, como esperado para a

equacao de Van der Pol.

3.3 Bifurcacao de Hopf

Nosso objetivo nesta se¢do é exibir uma aplica¢ao do averaging a um fénomeno bem conhecido
da teoria de sistemas dinimicos, a saber, a bifurcagdo de Hopf (ver 8] e [[]). O sistema que

abordaremos, que apresenta a bifurcacao de Hopf, ¢ dado por

i = —ex—y+e(vy+ay?+ a3 +ayd +23y)
g = x—ey+e(y?+y3+yr?+a3+y2a? +yt),

onde ¢ representa o parametro de bifurcacao. Se escrevemos X = (z,y)?, podemos escrever o

sistema na forma

) —e —1 Ri(X)
X = X +e
1 —¢ Ry (X)

Notemos que a parte linear do sistema depende do parametro de perturbacao € e tem auto-
valores —e¢ + 4. Assim, se € > 0, o sistema é hiperbdlico e topologicamente conjugado, pelo
teorema de Grobman-Hartman, a um foco atrator linear. Da mesma forma, se € < 0, o sistema
é topologicamente conjugado a um foco repulsor. Se € = 0, o sistema deixa de ser hiperbdlico, e
nesse caso temos um centro global isocrono. Assim, o Teorema de Hopf (ver [8]), garante que,
quando variamos € continuamente através do valor € = 0, o sistema muda de estabilidade apos o

aparecimento de um ciclo limite, donde podemos verificar a ocorréncia da bifurcacao de Hopf.

Para aplicar o método e detectar esta érbita periédica, vamos mudar as coordenadas do
sistema e trabalhar em coordenadas polares. Com efeito, o sistema nas novas coordenadas

torna-se
7 = er(r?—1)(1+ rsenf)

0 = 1+er?cos?f.

Utilizando a regra da cadeia podemos eliminar o tempo no sistema anterior:

dr er(r? —1)(1 + rsen#)
g 1+ er?cos?6 '
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Se € ¢é suficientemente pequeno, podemos reescrever a equacao diferencial acima como

d

d% =e(r(r? = 1) +72(r* — 1)sen0) + €*(R(r, 0,¢)).

Dessa forma temos satisfeito as hipdteses do teorema do averaging, e assim podemos aplicar
o método (note que Fy(r,0) = r(r? — 1) + r2(r2 — 1)sen ). Com efeito,

1

T o

27
A () /O (r(r2 — 1) + 122 — 1) sen(0))d6 = r(r2 — 1)

Logo, fi(r) =0 = r = 0 ou r = £1. Mas, como r é o raio das coordenadas polares (ou

seja, é positivo), excluindo-se r = 0, obtemos que o unico valor vélido para r ¢ 1. Agora, temos

filr) =3 —1= fi(1) =3r" =1 =2#0.

Portanto, pelo Teorema da Fungao Inversa, existe uma vizinhanga de » = 1 tal que f1(v) #
0, Vv € V. Consequentemente, dg(f1,V,0) = sign(fi(1)) = sign(2) = 1 # 0, e pelo teorema
do averaging, o sistema inicial possui um ciclo limite, o que esta de acordo com o que ocorre na

bifurcacao de Hopf.

Podemos concluir que o método do averaging detecta o ciclo limite da bifurcagao de Hopf,
confirmando resultados conhecidos anteriormente pelo Teorema da Bifurcacao de Hopf. Assim,
vimos que é possivel aplicar o método a um conceito da teoria de bifurcagoes quando enxergamos

o parametro de bifurcagdo como uma perturbacao do sistema.

3.4 Ciclos Limites para uma Classe de Sistemas Hamiltonianos

O teorema que apresentamos a seguir foi elaborado e demonstrado durante nosso trabalho.
Ele fornece uma cota inferior para o numero de ciclos limites de um dado sistema hamiltoniano
quando perturbamos as 6rbitas deste sistema com uma funcao polinomial. Ainda, neste teorema,
fornecemos o numero de ciclos limites que surgem da perturbacdao em funcao da ordem desta
perturbacao. Por fim, mostramos que esta cota pode ser realizada, ou seja, que existem sistemas

que possuem exatamente aquela quantidade de ciclos limites indicados no teorema.
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Teorema 3.4.1. Pelo menos [(n — 1)/2] ciclos limites bifurcam do sistema hamiltoniano

OH
€T = _—_— = —y
o (3.6)
Yy = — =2ax
Ox

2
onde a >0 e H(x,y) = % + V (), com V(x) = ax?, quando perturbamos (BB) com polindmios

de grau n da forma

pla,y) = Y ayz'yl, gz, y) = > byaly.

i+j<n itj<n
Ainda, existem sistemas com exatamente [(n — 1)/2] ciclos limites.

Dem.: Fazendo uma mudanca de varidveis da forma

T = pcosy

y = psengy,

e exigindo a condicio H(pcosp, pseny) = R%, onde R = v/h e h ¢ o nivel da energia de (B4),

entdao podemos expressar p em fungao de R e ¢, como segue:

R
p(R, ) = —.
sen
\/a cos? @ + *5F
Identificando P(z,y) = —y e Q(x,y) = 2ax, podemos usar o teorema devido a Llibre e Buica

(ver |W]) para sistemas planares, que expressa a variacao de R com relagdo a ¢, que diz que

drR _ _ p(a?+¢°)(@Qp — Pqg)
dp 2R(Qz — Py) + 2Re(qx — py)’

(3.7)

onde p é o fator de integragdo (que nesse caso é p(z,y) = 1, pois o sistema é hamiltoniano).

Com efeito, se N(z,y) = p(x? + y?)(Qp — Pq) é o numerador de (3.4), entdo

N(zy) = p* |20z Y ayz'y’ +y Y bya'y
i+j<n i+j<n

= p? g 2a - Yyl + E bijaly Tt
i+j<n i+j<n

= p? Z (2a - a;jx + bijy)z'y’
i+j<n
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Substituindo o valor de p = p(R, @), z = pcosy e y = psenp em D(z,y) e chamando

Aij = 2(1'(1@']'
Bij = b

- 2 sen® o
C = acos”p+ =

vem que

2 i+j ) ,
N(z,y) = % Z (Aijcfmcosgo—i-B‘Rsengo) Lcoslgosenﬁp

2 7 C1/2 C(i+5)/2
i+j<n
R? i Rititl .
— — . .. - ) 7
= Jrz; (Ajj cosp + Bjjsenp) ol cos psen’ ¢
| i+i<n
R? [ k+1 A .
- W ; H_JZ:k (Aij cos p + Bz’j Sen ‘10) WCOSZQO sen’
R? R? _ R3 _ R+ _
onde
fk(@) = (Ajj cos p + Bjjsen ) cos’ gosenj o, k=1,...,n.
i+j=k

Finalmente, se tomamos
1 _
fiulp) = CT3)2 fi(p),

entao temos o numerador dado por

N(z,y) = R* fi(p) + R f2(9) + ... + R"™ f, ().

Agora, vamos obter uma expressao para o denominador

D(z,y) = 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py).

Temos
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D(z,y) = 2R(Qx— Py)+2Re(qx — py)

= 2R[(Qz — Py) + e(qz — py)]

= 2R |(2azx? + 1) +e | Z bijr'yl —y Z aijx'y’
I i+j<n i+j<n

= 2R QaR—2 cos? o + 32 sen?¢ | +¢ Z (bijz — agjy)zty’
¢ ¢ i+j<n ? !

= RPy(p) +eH(R,¢p),

2
onde g(p) = 5(2@ cos? o + sen? ).

Portanto, temos uma expressao para (84), que ¢ dada por

AR _ _ RUi(p) + R falp) + . + R fu(y)
de R3g(p) +e H(R, ) '

O campo do sistema promediado é dado pelo produto de € pela integral da funcao

RYUf1(0) + R fo(p) + ...+ R fo(p)

R9(0) = Rhi(p) + R*ha(p) + ... + R"hy (),

onde h =
k() P

Assim, excluindo-se o caso R = 0, o polinémio Rhy(p) + R2ha(p) + ...+ R"h,(p) pode ter
no méaximo n— 1 raizes. No entanto, sabemos que funcoes periddicas de periodo T que satisfazem

a propriedade f(t + (T'/2)) = —f(t) tem sua integral dada por
T
/ f()ydt =0.
0

Inspirados por esta propriedade das fungoes periddicas, e observando que as fungoes hy(p)

sao 2m-periodicas satisfazendo h(¢+(T/2)) = —h(p), VE = 1,...,n, temos a seguinte afirmacao:

2w
Afirmacao: Se k é par, entao / hi(p)dp = 0.
0
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De fato, temos

i)
hile) = 9()
1 _
= CH+3/2 g(p) )
1 1

— Ck3)/2 g(y) Z (Ajj cos ¢ + Byjsen @) cos'psen’ o,
=k

onde
1 1 1

\/(a cos? p + Ln; 2 )k+3

Cht3)2 — Ctht3)2(p)

2 sen? %
1 acos”p + —5—+

1
g(9)  2(2acos?p+sen?¢) 4

satisfazem a propriedade CF+3)/2(p 4 1) = —C*+3)/2(p) e g(p + 1) = —g(p)

Agora, quaisquer que sejam i e j, temos que a fungao lij(w) = A;jcosp + B;jsen p, satisfaz

lij(ga +7) = —lij(go) e, portanto, nos resta avaliar a funcao léj dada por
l;j(go) = cos'psen’ .

A fim de que tenhamos hy (¢ + ) = —hi (), é necessério que 15 (o +7) = 17 (¢). Contudo,
basta notar que cos(¢ +7) = — cos(p) e sen(p + m) = —sen(p), pois assim, se i + j é par, temos
l;j(go +7) = lij(go) e, consequentemente, hi(p +7) = —hi(p). Mas i + j = k, e entao temos que

para k par, a afirmacao é valida.

Portanto, concluimos que, se n é impar, o polinomio Rhi(p) + R2ha(p) + ... + R"h, ()

possui (n — 1)/2 raizes, sendo que, se a ordem do polinémio é n + 1, esta cota ndo aumenta, pois

21
/0 hny1(p)de = 0,

desde que n + 1 é par. Consequentemente, se estas [(n — 1)/2] raizes forem simples (provaremos
este fato posteriormente), teremos [(n — 1)/2] ciclos limites bifurcando de (BH), onde [-] repre-

senta a parte inteira.

Para obter sistemas que tem exatamente [(n — 1)/2] ciclos limites, basta notar que

1 . .
hi(¢) = Z (2a - a;j cos p + bij sen @) cos'psen’ .

2 sen2 o\ F 3 52k
44/ (acos® p + =5+ J
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Sem perda de generalidade, consideremos n impar. Neste caso, tomando, para cada k =

1,2,...,n, os valores
apo = 0, k=24,...n—1
bor, = 0, Yk
br—j j = —2a-ag—j—1,j+1, 7=0,1,...,k—1,
vem que
Z (2a - a;j cos @ + bijsen ) cos'psen’ p = 2a - ayg cos* T,
it+j=k
donde

2m 27 9 k+3
a-a sen
/0 hi(p)dp = 5 *0 /0 cost Tl \/<a cos? ¢ + 5 SO) do.

Desta forma, se

~1
2T 2T 2 k+3
Ay = /0 hi(¢)dp e By = /0 cosFtl o \/<a cos? p + se112 SO) dy

entao
a-a
Ap == M B,.

Portanto,
21
F(R) = / (hi(9)R + ha(@)R* + ... + ho(p)R™) dip
0
= A1R+A3R3 —|——|—AkRn

= R(A; +A3R?>+ ...+ A, R"Y).

Consideremos agora o polindémio

P(z) = (z2 — 1)(,22 —2)... (z2 —(n—-1)=C1+ Cs22+ ...+ Cp2" L.

Este polinémio exatamente (n — 1)/2 raizes reais distintas e positivas. Assim, o polindémio

A+ AsR?+ .. 4+ A, RV

terad esta quantidade de raizes se tivermos

ou seja,
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Finalmente, utilizando a afirmacdo provada anteriormente, podemos afirmar que, dados

bor =0
bi—j,j = —2a - ag—j_1,j+1, 7j=0,1,...,k—1
ako = 0, k=2,4,...n—1

o sistema original possui exatamente [(n — 1)/2] ciclos limites.

Tomando-se entao ayy = 2C}/aBy, os zeros de FI(R) = A+ AsR+...+ A, R" ! sdo todos
reais distintos, de tal forma que a multiplicidade de cada um deles é 1. Logo, F' e sua derivada
nao possuem fatores comuns, o que implica que zeros de F niio sio zeros de DF . Portanto,
se r* é tal que Fl(r*) = 0, entdo DF" (r*) # 0, o que garante que o grau de Brouwer de F!,
com relacdo a uma vizinhanca de r* neste ponto é diferente de zero, donde garante-se de fato a

existéncia de [(n — 1)/2] ciclos limites.
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