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Resumo

Este trabalho aborda a técnica de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) assim como a téc-
nica de controle via transformação Lyapunov-Floquet (L-F) e suas aplicações em sistemas
lineares variantes no tempo. Na literatura, a técnica de controle fuzzy T-S e a técnica de
controle via transformação L-F são comumente utilizadas para controlar sistemas não
lineares invariantes no tempo e sistemas lineares variantes no tempo, respectivamente.
Neste trabalho, é mostrado que a técnica fuzzy T-S também pode ser aplicada a sistemas
lineares variantes de tempo, assim, cada uma das técnicas é aplicada no controle de um
sistema linear variante e seus desempenhos são comparados. Um método híbrido de con-
trole envolvendo ambas as técnicas de controle é proposto. A estabilidade assintótica do
sistema em malha fechada no método proposto é provada matematicamente. Comparado
com o método fuzzy T-S, o método híbrido reduz o conservadorismo de sistemas lineares
variantes no tempo e periódicos quando este possui dois ou mais termos variantes no
tempo combinados com incertezas na matriz de entrada de controle. Finalmente, uma
aplicação do método híbrido é apresentada considerando restrição na entrada e incertezas
na matriz de entrada de controle, bem como taxa de decaimento. Neste exemplo é pos-
sível observar a eficiência da técnica do controle híbrido para reduzir o conservadorismo
quando comparada com a técnica de controle fuzzy T-S.

Palavras-chave: Sistemas Periódicos Variantes no Tempo; Transformação Lyapunov-
Floquet; Modelos fuzzy Takagi-Sugeno; Desigualdades Matriciais Lineares.



Abstract

This thesis approaches the Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy control technique as well as the
control technique via Lyapunov-Floquet (L-F) transformation and their applications in
linear time-varying systems. In the literature, the T-S fuzzy control technique and the
control technique via L-F transformation are commonly used to control nonlinear time-
invariant systems and linear time-varying systems, respectively. In this work, it is shown
that the T-S fuzzy technique can also be applied to linear time-varying systems, thus,
each of the techniques is applied in the control of a linear time-varying system and their
performances are compared. A hybrid control method involving both control techniques
is proposed. The asymptotic stability of the closed loop system in the proposed method
is mathematically proved. Compared with the T-S fuzzy method, the hybrid method re-
duces the conservatism of linear time-varying periodic systems when it has two or more
time-varying terms combined with uncertainties in the control input matrix. Finally, an
application of the hybrid method is presented considering input constraints and uncer-
tainties in the control input matrix, as well as the specification of the decay rate. In this
example, it is possible to observe the efficiency of the hybrid control technique to reduce
conservatism when compared to the T-S fuzzy control technique.

Keywords: Time-Varying Periodic Systems; Lyapunov-Floquet Transformation; Takagi-
Sugeno Fuzzy Models; Linear Matrix Inequalities (LMIs).
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas lineares variantes no tempo (LTV, do inglês Linear Time-Variyng) es-
tão presentes em muitos problemas físicos e de engenharia, como o oscilador de Duffing
(PERUZZI, 2005), sistemas de coleta de energia (DAQAQ et al., 2009), sistemas micro-
eletromecânicos (PERUZZI et al., 2016) etc. Esses sistemas possuem uma dependência
explícita da variável temporal, tornando a análise de estabilidade bem como o projeto do
controlador mais complexos. Por exemplo, a condição de todos os autovalores da matriz
do sistema possuírem parte real negativa não é suficiente para garantir a estabilidade as-
sintótica do sistema (SLOTINE; LI, 1991; CHEN, 1998). Para sistemas LTV e periódicos,
a estabilidade pode ser caracterizada em termos da Matriz de Transição de Estado (STM,
do inglês State Transition Matrix) (SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000; PERUZZI
et al., 2016).

A STM de um sistema LTV e periódico pode ser escrita como um produto de uma
transformação, chamada transformação Lyapunov-Floquet, e uma matriz exponencial.
Como consequência desse resultado, aplicando uma mudança de variáveis envolvendo
a transformação Lyapunov-Floquet, obtém-se um sistema linear invariante equivalente
ao sistema variante original (YAKUBOVICH; STARZHINSKII, 1975; SINHA; JOSEPH,
1994; MEIROVITCH, 2010). Assim, estudar o comportamento das soluções de um sistema
LTV e periódico equivale a estudar as soluções de um sistema linear invariante.

Sinha e Joseph (1994) propuseram uma técnica de controle para sistemas LTV e
periódicos com base na transformação Lyapunov-Floquet (L-F). Posteriormente, essa téc-
nica foi estendida para sistemas não lineares (SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000).
No entanto, para analisar a estabilidade desses sistemas ou projetar controladores via
transformação L-F, a STM do sistema deve ser obtida. A menos que o sistema seja co-
mutativo (LUKES, 1982), obter a STM analiticamente não é uma tarefa simples. Sinha
e Butcher (1997) propuseram um método numérico para obter a STM de um sistema
LTV e periódico. Esse método usa a técnica de iterações de Picard e a expansão de
funções em polinômios de Chebyshev alterados. Nesta abordagem, matrizes operacionais
(de Chebyshev, Integração e Produto) são utilizadas para obter uma aproximação da
STM por meio de multiplicações e adições de matrizes, possibilitando a implementação
computacional desse método.

Embora o método de controle via transformação L-F (SINHA; JOSEPH, 1994;
SINHA; HENRICHS; RAVINDRA, 2000) seja eficiente para controlar sistemas periódicos
variantes no tempo (SHERRILL et al., 2015; KIRKLAND; SINHA, 2016; PERUZZI et al.,
2016), ele não garante a estabilidade assintótica do sistema em malha fechada. Deshmukh
e Sinha (2004) propuseram uma técnica de controle que usa a transformação L-F, bem
como a transformação Backstepping. Neste método, a estabilidade assintótica é garantida.
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No entanto, essa técnica não permite considerar algumas limitações do projeto tais como
restrição na entrada do sistema, taxa de decaimento ou incertezas.

Takagi e Sugeno (1985) propuseram uma técnica de controle para uma classe de
sistemas não lineares que consiste na descrição do modelo não linear como uma combina-
ção de modelos lineares, também chamados de modelos locais fuzzy . Inicialmente, essa
descrição foi feita de forma aproximada. Posteriormente, Taniguchi et al. (2001), usando
a mesma técnica, propuseram a descrição do modelo não linear como uma combinação
convexa de modelos locais fuzzy, obtidos a partir dos termos não lineares do sistema.

A técnica de controle fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) é geralmente aplicada em sis-
temas não lineares invariantes no tempo. Neste trabalho, ela será aplicada a sistemas
periódicos lineares variantes no tempo. No entanto, será visto que se o sistema tiver dois
ou mais termos variantes combinados com incertezas, a técnica de controle fuzzy T-S
poderá fornecer um resultado conservador.

Este trabalho apresenta uma técnica de controle híbrida que envolve o controle
via transformação Lyapunov-Floquet e controle fuzzy T-S. Neste método, a estabilidade
assintótica do sistema em malha fechada é garantida matematicamente. Este método
permite considerar restrições na entrada do sistema, taxa de decaimento e incertezas
na matriz de entrada de controle. A proposta deste método é obter um novo sistema
equivalente ao sistema original onde o número de termos variantes no tempo deste novo
sistema seja menor, reduzindo assim o número de modelos locais e, consequentemente, o
conservadorismo do projeto.

Esse trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2 são apresentados
fundamentos teóricos dos sistemas variantes, como por exemplo o conceito de sistemas
Lyapunov equivalentes, que permite transferir o estudo da estabilidade de um sistema LTV
para o estudo da estabilidade de um sistema invariante no tempo. Também são abordadas
algumas matrizes importantes desta análise de estabilidade, como por exemplo as matrizes
STM e FTM (do inglês, Floquet Transition Matrix) de um sistema LTV e periódico, assim
como a transformação L-F.

No Capítulo 3 é exibido o método numérico proposto por Sinha e Butcher (1997)
para obter tanto a STM bem como a transformação L-F, que são importantes na análise
de estabilidade e projeto do controlador, respectivamente. Também são mostrados alguns
resultados que validam o método numérico.

O Capítulo 4 aborda as técnicas de controle via transformação Lyapunov-Floquet
e a técnica de controle fuzzy T-S. Condições de estabilidade para ambas as técnicas são
exibidas. Para a técnica de controle fuzzy T-S são apresentadas condições LMIs (do inglês,
Linear Matrix Inequalities) para estabilidade, estabilidade com taxa de decaimento e
restrições na entrada de controle. São abordados exemplos ilustrando ambas as técnicas
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e seus desempenhos são comparados.

O Capítulo 5 introduz a técnica de controle híbrido proposto neste trabalho. É
apresentada a síntese do controlador híbrido bem como o teorema que garante a estabi-
lidade assintótica do método proposto. Por fim, é exibido um exemplo numérico em que
pode-se ver a eficiência do controlador híbrido quando se deseja controlar sistemas LTV
e periódicos que apresentam dois ou mais termos variantes combinados com incertezas na
matriz de entrada de controle.

O Capítulo 6 apresenta as conclusões deste trabalho e propostas para trabalhos
futuros e o Apêndice A exibe alguns lemas técnicos relacionados ao método numérico
apresentado no Capítulo 3.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Em geral, estudar a estabilidade de sistemas LTV não é tão simples quanto estudar
a estabilidade de sistemas invariantes no tempo. A condição de que a matriz do sistema
tenha autovalores com parte real negativa não é suficiente para garantir a estabilidade
do sistema (CHEN, 1998). Uma forma de estudar a estabilidade de sistemas LTV é por
meio da STM, ou seja, o comportamento da STM determina a estabilidade do sistema,
como foi visto na Seção 2.1.4. Infelizmente, obter tal matriz de forma analítica só é possível
quando o sistema é comutativo e, por isso, métodos numéricos como o método descrito em
(SINHA; BUTCHER, 1997) foram desenvolvidos para obter tal matriz numericamente.
Conforme validado na Subseção 3.5, o método proposto por Sinha e Butcher (1997) se
mostrou eficiente. Foi visto que se o sistema é LTV e periódico existe uma transformação,
chamada de transformação Lyapunov–Floquet que transforma o sistema LTV e periódico
em um sistema linear invariante no tempo, além disso, tal transformação preserva a es-
tabilidade dos sistemas. Assim, estudar a estabilidade de um sistema LTV e periódico é
equivalente a estudar a estabilidade de um sistema linear invariante.

Também, foi visto que a técnica de controle proposta por Sinha e Joseph (1994)
e generalizada por Sinha, Henrichs e Ravindra (2000) se mostrou eficiente para controlar
sistemas LTV e periódicos, lineares e não lineares. A técnica foi eficiente para controlar
o sistema comutativo, considerando tanto a lei de controle exata quanto a aproximada.
A técnica também se mostrou eficiente para controlar o pêndulo com excitação vertical
no suporte, que é um sistema não linear, tanto para conduzir os estado para a origem
quanto para conduzi-los para uma órbita desejada. Entretanto, a estabilidade assintótica
não é matematicamente garantida. A técnica proposta por Deshmukh e Sinha (2004)
garante a estabilidade assintótica do sistema, no entanto, não é possível adicionar algumas
limitações no projeto do controlador, tais como restrição de entrada, taxa de decaimento
ou incertezas.

Neste trabalho pode-se ver que a técnica de controle fuzzy T-S pode ser aplicada
em sistemas lineares variantes de tempo. No entanto, foi visto que se o sistema tiver dois
ou mais termos variantes e incertezas na matriz do do controlador, o controle fuzzy T-S
pode fornecer resultados conservadores.

Neste trabalho foi proposta uma técnica de controle híbrida, que combina a téc-
nica fuzzy T-S com o controle via transformação L-F. A técnica híbrida se mostrou efici-
ente para controlar sistemas LTV e periódicos. A estabilidade assintótica do sistema em
malha fechada ficou garantida matematicamente. O método proposto também permitiu
adicionar no projeto algumas limitações do sistema, como restrição de entrada, taxa de
decaimento e incertezas na matriz do controlador. Além disso, quando o sistema possui
dois ou mais termos variantes combinados com incertezas na matriz do controlador, o
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método proposto forneceu resultados menos conservadores para a estabilidade do sistema
quando comparado com o controle fuzzy T-S.

Uma vez que incertezas são inseridas no sistema, o método hibrido não poderia ser
implementado na prática, pois a lei de controle proposta depende do valor da incerteza
em cada instante de tempo. Entretanto, esse problema pode ser superado implementando
o controle chaveado proposto em (SOUZA et al., 2013).
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Lema 18. Sejam 𝑚 um inteiros positivos e ̂︀𝑇 (𝑡) a matriz de Chebyshev. Então

𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡) ̂︀𝑇 (𝑡)′ ≈ ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝑄𝐷, onde ̂︀𝑄𝐷 =
𝑠∑︁

𝑖=1
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑄𝑑𝑖

.

Demonstração.

𝐷(𝛼) ̂︀𝑇 (𝑡) ̂︀𝑇 (𝑡)′ =
(︃

𝑠∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′
𝑖

)︃
(𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)) (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′)

(Lema 12)=
(︃

𝑠∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′
𝑖

)︃
(𝐼 ⊗ (𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′))

=
𝑠∑︁

𝑖=1

{︁(︁
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑑′

𝑖

)︁
(𝐼 ⊗ (𝑇 *(𝑡)𝑇 *(𝑡)′))

}︁
(Lema 10)=

𝑠∑︁
𝑖=1

{︁(︁
𝐴𝑖(𝛼)𝐼

)︁
⊗ (𝑑′

𝑖𝑇
*(𝑡)𝑇 *(𝑡)′)

}︁
(33)
≈

𝑠∑︁
𝑖=1

{︁(︁
𝐼𝐴𝑖(𝛼)

)︁
⊗ (𝑇 *(𝑡)′𝑄𝑑𝑖

)
}︁

(10)=
𝑠∑︁

𝑖=1

{︁
(𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′)

(︁
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑄𝑑𝑖

)︁}︁
= (𝐼 ⊗ 𝑇 *(𝑡)′)

{︃
𝑠∑︁

𝑖=1

(︁
𝐴𝑖(𝛼) ⊗ 𝑄𝑑𝑖

)︁}︃

= ̂︀𝑇 (𝑡)′ ̂︀𝑄𝐷.
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