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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e a unicidade de solucao fraca quase automérfica

para a equagao diferencial abstrata semi-linear dada por
a'(t) = Ax(t) + f(t,z(t)), t € R,
onde A é o gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo exponencialmente estdvel em um

espaco de Banach.

Palavras-chave: Semigrupos, fungoes quase automorficas, equagoes diferenciais

abstratas.



Abstract

In this work, we study the existence and uniqueness of an almost automorphic mild solution

to the semilinear abstract differential equation given by

2 (t) = Az(t) + f(t,z(t)), t € R,

where A is the infinitesimal generator of an exponentially stable Cy-semigroup in a Banach

space.

Keywords: Semigroups, almost automorphic functions, abstract differential equations.
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Introducao

O comportamento de solucoes de equacoes diferenciais abstratas tem se mostrado um tépico muito
atrativo de pesquisa matematica, o que se nota pelo grande niimero de trabalhos publicados sobre o
assunto, como por exemplo [2], [5], [8], [10], [11] e [13]. Tal fato deve-se & imensa aplicabilidade desses
temas que, em geral, modelam situacoes reais que aparecem na fisica, biologia e engenharia.

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e a unicidade de solugao fraca quase automorfica para a

equacao diferencial semi-linear dada por

2'(t) = Az(t) + f(t,z(t)), t € R, (1)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo exponencialmente estiavel em um espago de
Banach.

A ferramenta principal que utilizaremos para tal estudo é a teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados. Esta teoria teve inicio na primeira metade do século XX, se destacando em 1948
com a generalizagao do Teorema de Hille-Yosida e tendo seu apice com a edigao do livro “Semigroups
and Functional Analysys” por E. Hille e R.S Philips.

Além disso, utilizaremos também o estudo de algumas propriedades da classe das fungoes quase
automorficas. Esta classe de fungoes foi introduzida na literatura por S. Bochner no inicio dos anos
60. Segundo Bochner, as fungoes quase automérficas apareceram de forma natural em seus trabalhos
sobre geometria diferencial e, do ponto de vista estrutural, receberam atencao especial por serem uma
generalizacao imediata das fungoes quase periddicas, que foram definidas por H. Bohr no inicio dos
anos 20 para funcoes a valores numeéricos e, mais tarde, estendidas por Bochner para fungoes com
valores em um espaco métrico.

Desta forma, esta dissertacao estd dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo, estudamos
alguns resultados classicos da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados em espagos de

Banach. Mais especificamente, na secao 1.1 apresentamos os semigrupos uniformemente continuos, na
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secao 1.2, os semigrupos fortemente continuos e na se¢ao 1.3 nos dedicamos ao estudo do Teorema
de Hille-Yosida para o caso de semigrupos de contragoes. Este teorema é importante pois caracteriza
quando um operador linear é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo.

No capitulo 2, estudamos o problema de Cauchy abstrato. Primeiramente, na secao 2.1,
consideramos o problema de Cauchy homogéneo. Posteriormente, nas se¢oes 2.2 e 2.3, consideramos
o problema de Cauchy nao homogéneo e o problema semi-linear, respectivamente.

No tltimo capitulo, baseados em [16], mostramos a existéncia e a unicidade de solucao fraca quase
automorfica para uma classe de equagoes diferenciais abstratas. Para isso, na secao 3.1, apresentamos
as funcoes quase automorficas e estudamos suas propriedades basicas. Ja na secao 3.2, primeiramente

provamos a existéncia e a unicidade de solucao fraca quase automoérfica para a equacao diferencial

2 (t) = Az(t) + f(t), t € R,

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo exponencialmente estdavel e f é quase automorfica.
Em seguida, consideramos a equacdo (1), onde A tem a mesma propriedade acima, e provamos, sob
certas propriedades de f, a existéncia e a unicidade de uma solugao fraca quase automoérfica para esta
equacao.

Finalizamos esta dissertagdo com um Apéndice, onde apresentamos alguns resultados importantes
que utilizamos no decorrer deste trabalho, tais como, o Lema de Dini, o Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue, o Teorema do ponto fixo de Banach, dentre outros.



CAPITULO

Semigrupos de operadores lineares limitados

Neste capitulo estudaremos os principais resultados da Teoria de semigrupos de operadores lineares
limitados. Para isso, fixemos um espago de Banach X, munido da norma ||.||.

Denotemos por £(X) o conjunto de todos os operadores lineares limitados de X em X.

1.1 Semigrupos uniformemente continuos de operadores lineares limitados

Definicao 1.1. Uma familia a um parametro (T(t))¢>0, de operadores lineares limitados em X, € um

Semigrupo se:
(i) T(0) = I, onde I denota o operador identidade em X;

(it) T(t+ s) =T(t)T(s), para todot,s € [0,400).

Definicao 1.2. Um semigrupo (T'(t))i>0 de operadores lineares limitados em X € uniformemente

continuo se

li T(t)—-1I|=0.
lim |7(t) 1

Note que o limite acima nos diz que a funcao ¢t — T'(t), de [0, +00) em L£(X), é continua a direita
em t = 0. Além disso, quando (7(t))s>0 é uniformemente continuo, obtemos a continuidade desta
fungao a direita para todo ¢ € [0, 400).

De fato, dados t € [0,+00) e h > 0, temos

T ([T(t+0) =T = lm [TOT(R) - T()]

h—0t+

= Jim 7)) - D

12



1.1 Semigrupos uniformemente continuos de operadores lineares limitados 13

< T (h) -1
i [T T () - 1]

= ||[7T(®)| im ||T(h)—1I||=0.
IT@)| Jim, |T(R) 1|
Mais adiante, veremos que a continuidade a esquerda desta funcao também é valida.

Definigao 1.3. O operador A: D(A) C X — X definido por

T — T —
Az = lim M, quando = € D(A) = {z € X; lim )z

t—0+ t t—0+
¢ o gerador infinitesimal do semigrupo (T'(t))i>0.

Observacoes:
(i) D(A) # 0 e D(A) é um subespago vetorial de X.
T(t)0—-0
De fato, 0 € D(A), pois 0 € X e lim ()7

L = 0. Além disso, sejam x e y pertencentes a D(A).
t—0

Assim (z+y) e X e

Tt)(z+y) —(z+y)

lim = lim
t—0t+ t t—0+t t
T(t t)y —
= lim (t)z + lim t)y —y
t—0+ t t—0+ t

Como os limites acima existem, segue que (z +y) € D(A). Finalmente, dados z € D(A) e a € C,

temos axz € X e

lim T(t)(ax) — ax — lim oI (t)x — ax
t—0+ t t—0+ t
— lim a(T(t)r — x) — o lim T(t)x —x
t—0+ t t—0+ t

Visto que o limite acima existe, segue que ax € D(A). Logo, D(A) é um subespaco vetorial de X.
(7i) Se tomarmos f : [0,4+00) — X definida por f(t) = T'(t)z, temos

d+

Azx = lim M = fg_(()) —

i . (T'(t))z| , para z € D(A),

dt =0

onde f! (0) denota a derivada & direita de f no ponto t = 0.
O préximo resultado nos fornece uma condicao necessaria e suficiente para que um operador linear
A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo. Para provéa-lo utilizaremos

a Proposicao A.2.
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Teorema 1.4. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado em X.

Demonstragdo. Suponha inicialmente que A : X — X é um operador linear limitado e considere a

familia
L AT
_ At _
T(t)=et=> S >0,

n=0
Vamos mostrar que (7'(¢));>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo com gerador infinitesimal

A. Antes, porém, note que (T'(t)):>0 estd bem definido pois,

o0

t”A” t”A”
>

n=0

A" o= A
ZM gZM _ Al < oo, Ve 0.
n! n!

Agora vamos mostrar que:

(1) T(t) € L(X), Vt > 0.

De fato, seja

Observe que si € L(X), para todo k € N. Além disso, para k,m € N, com k < m, temos

: ‘

mogngn K oy m o mgn m o n|An < | Al
YEE-y RS Y S sy Ao > Al

[5m — skl =
n=0 n=0 n=k+1 n=k+1 ' n=k+1
t" A O | Allm
Dessa forma, como Z H " = eIl dado & > 0, existe ng € N tal que Z A" 'H <e
n=0 n=ng+1 n:

Logo, se k, m > ng, entao

o0 (o.9]

rAl" Pl

lom =il < 2 =p-< 2L <
n=k+1 n=no+1

o que implica que (sg)reny € uma sequéncia de Cauchy em L(X) e assim, uma vez que X é um
espaco de Banach, £(X) também é um espaco de Banach e portanto, (sg)ren é convergente, com

lim s = s € L(X), onde
k—o0

AN

n

= T(t).

S =

n=0
Portanto, T'(t) € L(X), para todo t > 0.
(2) (T'(t))e>0 é um semigrupo.
De fato:
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& o A" 2 42
(i) T(0) =1 + — =1+04+
— n! 2!

n
(i) Sejam t, s € [0,400),

+..=1

= (t+ s)" A"
T(t+s) = Y oo
n=0 ’

t 242 (t 343 (¢ 14

(1 + A% | (t4+s)4%  (t4s)'at
21 3! 4!

t2A%2  2tsA? s2A2 343 31t2sA3  31ts2A3 343

= I+(t+s)A+

R R R T N TR I R T TN TR

- I+tA<I+sA+82;!12+833?3+...)+t22‘?2<I+3A+522“?2+...>
+ti;13(I+SA+...)+...+(SA+8221:12+82;13+...>

= I +tAT(s) + tzA;T(S) + tgA;T(S) 4+t <sA + 3221;12 + 833’?3 + )

— HAT(s) + tQA;T(S) 4 tgA;T(S) b+ T(s)

- <[+tA+i‘L!12+i/!ﬁ+...>T(s)

— T(HT(s).

(3) (T'(t))+>0 ¢ uniformemente continuo.

Para provarmos este fato, observe que

n=0 n=1 n=1
Assim,
IT(t) - I|| = ||tA (Z:l”') < t||A|| (Z:l”' < t||A| 2)71' — ¢ Al
e entao,

lim ||T(t) — I| < lim ¢[| Al =o.
t—0t t—0+

Portanto, (T'(t))¢>0 é uniformemente continuo.
(4) A ¢é o gerador infinitesimal de (T'(t))¢>0.

Note que,
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e A" e A"
- A(;)(nﬂ)!) _A_A[<nz:0(n+l)!> _I]‘

Assim,
T(t)—1 H AT AT =t Al
Al < AN s — 1| = 14l <Al >
H vt (n+1)! — (n+1)! = (n+1)!
o~ A"
< |4 (Zn. = Al - 1),
n=1 ’
Logo,
lim || 20 =1 —AH < lim [|A[(eM41 = 1) =0,
t—0+ t—0t
T(t)—1

isto é, A = lim

e, uma vez que essa convergéncia é em £(X), temos, em particular, que
t—0t+

Ay — lim L)z -2

L , para todo = € X.
t—0

Portanto, D(A) = X e A é o gerador infinitesimal de (7'(t))¢>o0.

Consequentemente, segue de (1) - (4) que (T'(t))s>0 é um semigrupo uniformemente continuo com
gerador infinitesimal igual a A.

Reciprocamente, suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores
lineares limitados uniformemente continuo (7'(¢)):>0 e vamos mostrar que A ¢é limitado.

Pela continuidade uniforme de (7'(t))s>0, dado € > 0, existe § > 0 tal que | T(t) — I|| < ¢, para

todo 0 < t < 4. Assim,
1 [t 1/t 1/t
H/ T(s)ds—IH = H/ T(s)ds—/ Ids
t Jo t Jo t Jo

- Hi/ot(T(s)—I)ds
2 [ i) - sias

1 t
/EdSZE,
t Jo

IN

IA

para 0 < t < 4.

1
Dessa forma, tomando ¢ = 2 existe p > 0, com 0 < p < J, tal que

1 [P
entao, tomando G = —/ T(s)ds + I no Teorema A.2, segue que I — G =
0

p

1 [P
/ T(s)ds—IH <le
P Jo
1 [P
— | T(s)ds tem inversa
P Jo
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limitada. Além disso, para 0 < h < p,

O ([Mrwas) = 4 [fao - nreas

3
—~
>
+
V>
S~—
|
c\
3
N
—~
&=
QL
V2]
~__

:\bc\
LN
>

S s e S e e

TN T N N
b\
R}
_l’_
>
N
—~
»
S~—
QL
V)
|
o\
>
=3
N
o8
V2]
N———

Logo,

Observe que

L
LQZhIi)I(I)l"‘h(/(; T(s)ds)-l,

1 h h
— d— T —I|lds < ds =
Hh/o T(s)ds H /|| Ids h/oss .

visto que 0 < h < 4, e

pois

S =
S—
>
N
—~
»
S~—
Q
®
~

1 rrth 1 rh
Ly = lim — T(s)ds = lim — T ds = 1li T
=i [T = i [ et (700

Sendo assim,

isto é,

P
;\
<3
N
—~
&=
o8
@
4
b\
3
+
>
N
—~
&=
o8
9
~_
|
N
c\
>
N~—
QL
)
+
S
3
N
—~
w
N~—
Q
)
~__~
| I

MT(s)ds) _ hli)]%% ( /O hT(s)ds) .
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Portanto,

A= (T(p) 1) </0pT(s)ds> -

e, como o lado direito da igualdade acima é limitado, segue que A é limitado. O

Proposigao 1.5. Se (T'(t))i>0 € um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente

continuo, entdo a fungao t — T(t) € continua em [0, 400).

Demonstragdo. J& vimos que essa fungdo é continua a direita de ¢ para ¢ > 0. Agora, vamos mostrar
que ela também é continua a esquerda para t > 0.
Seja t > 0. Primeiramente mostraremos que || 7(s)|| é limitada em [0,¢ + 1].

Pela continuidade uniforme de (7'(t))¢>0, existe 6 > 0 tal que
IT(s) —I]| <1, Vs €]0,9].

Logo,
1T <[IT(s) = I + 1Tl <1+ 1 =2, Vs €[0,0].

Seja m o primeiro nimero natural tal que ¢t + 1 < nd. Assim, se s € [0,¢ + 1], entdo s = kd + &,

onde k € [0,n] e £ € [0,0], e

IT ()l = 1T (kS + &)l = 1T (k)T (©)I| < IT(6)-..T(@) NT @I < ITEIFIT©)] < 2"2 = 25+ < 27,
—_—

Kvezes

ou seja, temos ||T(s)|| < 271 Vs € [0,t + 1].

Agora, seja h > 0 tal que h < t. Dessa forma, temos

O<t—h<t<t+1.

Assim,

lim ||T(t —h) = T(@)|| = lim |T(t —h) =Tt —h+h)| = lm |T(t—h)—Tt—h)T(h

hg;H( ) (”’;J&H( ) = 1T( +h)| hg;H( ) =Tt —h)T(h)|
< lim ||T(t = Rh)|[|I - T(h
_}gaH( )] (M)l
< lim 2" I - T(h)| =0,

h—0t

pois, da continuidade uniforme de (7'(t))¢>0, lim+ |IT'(h) — I|| = 0. Portanto, segue que t — T'(t) é
~ h—=0

continua & esquerda para todo t > 0 e, consequentemente, ¢t — T'(t) é continua em [0, +00). ]
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No teorema a seguir, garantiremos a unicidade de um semigrupo uniformemente continuo com

relagao ao seu gerador infinitesimal.
Teorema 1.6. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))i>0 semigrupos uniformemente continuos. Se

lim T -1 = A= lim S(t)t_ I,

t—0+ t t—0+
entao T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstragdo. Vamos mostrar que, dado 7" > 0, S(¢) = T'(t), para 0 <t < T.

Seja T" > 0. Como (T'(t))i>0 e (S(t))t>0 s@o semigrupos uniformemente continuos, as fungoes
t— T(t) et — S(t) sdo continuas em [0, +00). Além disso, visto que a funcao t — ||| também é
continua, obtemos que as fungoes t — || T(t)|| e t — ||S(t)| sdo continuas em [0, +00). Assim, como

[0,T] é compacto, existem constantes positivas K1 e Ky tais que
1T < K1, Vt€[0,T], e [|S(t)| < Ka, Vte[0,T].
Dessa forma, se K = K1 K>, temos
IT@NIS ()] < K, Vt, s € [0,T].

Mais ainda, da hipétese do teorema, dado € > 0 qualquer, existem d1, 2 > 0 tais que

T(h)—1I €
-~ 7 @ <
A A _QTK,V0<t<51,
e
S(h)—1 €
_— < — .
N A _2TK,v0<t<62

Logo, tomando § = min{d,d2} e 0 < t < J, segue que ambas as desigualdades acima sao vélidas.

Assim, se 0 < t < 9,

-] - [t-astay
oy (s,
) (<>A>s<<>A>

< + =,
- 2K 2TK TK
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5
. B < & .
ou seja, | T(t) — S(t)| < TKt’ sed<t<d

t
Agora, dado t € [0,T], tomemos n > 0 tal que — < §. Assim,
n

e - sl = (%) -s (%))
_ ’T (’;f) S(0)—T <(n _ 1)2) S (Z) b7 <(n _ 1)2) s <:L>
7 <(n _ Z)D s Gf) b <(n _ 2)2) s @t) L —T(0)S <ni> H

B 0f) 1) (o0t

(]
S

(
k=0 ( : (
e ) P o)
ot _
_ kzio T((n—l—k)i) T (;) —5(’“2)} SGDH
< X fr(e-r-np)|lr () -5 (s (5)]
S
_ nK%%
< %T—a,
pois,
(i) <5,

(ii) para 0 < k<n—-1<n, 0<n—-1—k<n-—1<n, e entao
kt
—<lt=t<T.
n
Logo, temos

|T(t)—S(t)]| <e, Vte[0,T],

para qualquer que seja € > 0.
Portanto, quando ¢ — 0, concluimos que T'(t) = S(t), para todo t € [0,T]. Além disso, fazendo

T — oo, temos
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Corolario 1.7. Seja (T(t))t>0 um semigrupo uniformemente continuo. Entao:
(i) Eziste um tnico operador linear A tal que T(t) = e, Vt > 0;

(ii) O operador A € o gerador infinitesimal de (T'(t))t>0;

(iii) Existe uma constante w > 0 tal que | T(t)]| < e¥t, Vt > 0;

(iv) t — T(t) é diferencidvel e

d

S T(t) = AT(t) = T(t)A, ¥t > 0.

Demonstragao. (i) Seja A o gerador infinitesimal de (7'(t))¢>0. Pelo Teorema 1.4 sabemos que A é um
operador linear limitado. Mais ainda, sabemos que A também é o gerador infinitesimal do semigrupo
S(t) = et t > 0. Assim, pelo teorema anterior, segue que S(t) = T(t), para todo t > 0, ou seja,
T(t) = e!4 ¢t > 0, pois se dois semigrupos tem o mesmo gerador infinitesimal, eles sdo iguais.
A unicidade do operador A segue da unicidade do gerador infinitesimal.

(ii) A afirmagao do item (i7) é consequéncia direta dos resultados obtidos na demonstragao do Teorema
1.4.

(i7i) Como A é um operador linear limitado, segue que existe M > 0 tal que ||A|| < M. Seja w >

0,w = ||A||. Assim, pelo item (),

1T = lle ] =

L (tA)"
> )

n=0

(o)
AN Ay e
S ZO T =e =€, Vit Z 0.
n=»

(iv) Sejam t > 0 e h > 0, entao

T(t+h) —T(t)

i —THA|l = 1 —T(t)A
hi%h ®) H hi%h h (®) H
. T(h) — I
= 1 Tt —Z | -A
o | (P45 ) -4
< tm jre) |75 - 4
h—0*t
< lim et M —AH =0,
h—0+

pois A é o gerador infinitesimal de (7'(¢)):>0. Assim, a funcdo ¢t — T'(t) é diferencidvel a direita de ¢,
d+
com ET(t) = T'(t)A. Sabemos também que ¢ — T'(t) é continua e dessa forma, como A € L(X), a

funcao t — T'(t)A é continua. Logo, pelo Lema de Dini (Lema A.3), segue que t — T'(t) é diferencidvel
d dr
—Tt)=—T() =T(t)A.

e o T(t)=—Tt)=T(t)
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De maneira analoga,

i T(t+h)—T(t)_AT(t)H - T(h+t})L—T(t)_AT(t)H
- i [FHE -
= |[(F5) -] o]
- [(50) i
< i | () e =0
Logo, %T(t) — AT(#) e portanto vale %T(t) _ T(1)A = AT(2). 0

1.2 Semigrupos fortemente continuos de operadores lineares limitados

Nesta secao iremos estudar os semigrupos fortemente continuos, que serao utilizados como

ferramenta nos capitulos 2 e 3.

Definicao 1.8. Um semigrupo (T'(t))t>0 de operadores lineares limitados em X é um semigrupo
fortemente continuo se

lim T'(t)z = x, para todo x € X.
t—0+

Note que neste caso a funcao ¢t — T'(t)x é continua em t = 0, para todo = € X.

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd chamado semigrupo
de classe Cy ou simplesmente Cy-semigrupo.

O préximo resultado estabelece uma limitagao para um Cy-semigrupo. Essa limitacao é de grande

utilidade na teoria de semigrupos e sera utilizada muitas vezes ao longo deste trabalho.

Teorema 1.9. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo. Entdo existem constantes w >0 e M > 1 tais que
IT(t)|| < Me®", vt > 0.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que existe n > 0 tal que ||7°(¢)]| é limitado para t € [0, 7],
isto é,

dn>0e3I M>0;||T(t)| < M,Vtel0,n).

Para isso, suponhamos, por absurdo, que esse fato nao aconteca. Entao, para todo n > 0 e todo
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M > 0, existe tpr,, € [0,7] tal que
1T (tar)ll > M.

1 1
Em particular, tomando n = — e M = n,com n € N, existe t,, € [0, —] de modo que || T'(¢,)| > n.
n n

Assim, conforme variamos n em N, obtemos que (t),en é uma sequéncia tal que
lim t, =0 e ||T(t,)| > n,Vn € N.
n—oo

Dessa forma, segue que sup{||T'(t,)||} = oo e consequentemente, pela contra-positiva do Principio
neN
da Limitagao Uniforme (Teorema A.5), existe o € X tal que sup{||T(t,)zo||} = co. Logo, existe uma
neN
subsequéncia (ty, )ken de (tn)nen tal que (||T(tn, )ol|)ken € ilimitada.

Porém, uma vez que (t, )ren ¢ subsequéncia de (t)nen, temos klim tn, = 0. Mais ainda, como
— 00
(T'(t))e>0 é um Cp-semigrupo, temos também klim (tn,)xo = o, isto é, (|| T (tn,)ol|)ken € limitada,

— 00
gerando uma contradicao. Portanto, existem n > 0 e M > 0 tais que

[T < M, vt € [0,7].

Em particular, para ¢t = 0, temos ||7°(0)|| = ||I|| =1 e entao, M > 1.
Agora, vamos mostrar que isso é valido para qualquer que seja t > 0. Se ¢ > 7, pelo algoritmo da

divisdo, existe n € N tal que t = nn + 9, com § € [0, n]. Logo,

7@ = 1Tn + )l = 1T T). T) TE < (T ITO) < MM < MM = Me,

InM
ondew:n—>0, pois M > 1.
n
Portanto, | T'(t)| < Me“t,Vt > 0. O

Uma consequéncia direta deste tltimo teorema é a continuidade da funcado ¢t — T'(t)x, para todo

x € X fixo, como veremos a seguir.

)

Corolario 1.10. Se (T(t))t>0 € um Co-semigrupo entdo, para cada x € X, a fungio t — T(t)x é

continua de [0,400) em X.

Demonstragdo. Sejam t,h > 0, com t > h. Assim,

li T(t+h)x—=T(t = 1 T)T(h)x —T(t
i [T(t+h)e = T(a] = lim [T (h)a —T(0a]

< 1 T (h)x —
< lim |77 ()~ a
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IN

lim Me**|T(h)x — ||

h—0+

= Me“" lim ||T(h)x — x|
h—0t

= 0,

pois (T'(t))t>0 é um Cp-semigrupo. Logo,
lim | T(t + h)z —T(t)z| =0,
T |7+ )z~ T(t)z]

ou seja, a funcao t — T'(t)x é continua a direita para todo t > 0.

Agora, por outro lado,

hh%l+ Tt —h)x—T()x| = hlgng |T(t —h)x —T(t—h+ h)x|
= hhr(r)lJr |T(t —h)x —T(t—h)T(h)x||
< Jlim [T = BT (h)x — 2]

IN

lim Me“ || T(h)z — ||

h—0t

lim Me*!|T(h)x — ||
h—0+

IN

= 0,
pois (T'(t))t>0 é um Cp-semigrupo. Logo,

lim | T(t — h)x — T(t)z] = 0,
Jim [ T(¢ — h)e —T(t)z|

isto é, a funcao t — T'(t)x é continua a esquerda para todo ¢t > 0.

Portanto, ¢ — T'(t)z é uma funcdo continua para todo =z € X. O
O proximo resultado nos fornece propriedades que serao frequentemente usadas nesta dissertagao.
Teorema 1.11. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo:

t+h
(i) Para todo x € X e todot >0, hm / (s)xds = T(t)x.

t t
(ii) Para todo x € X e todot >0, / T(s)xds € D(A) e A (/ T(s)xds) =T{)x — x.
0 0

d
(iii) Para todo x € D(A) e todot >0, T(t)x € D(A) e —T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

dt
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(iv) Para todo x € D(A) et,s >0, T(t)x —T(s)r = /t T(&)AzxdE = t AT (&)xdE.

Demonstragao. (i) Seja z € X et > 0. Pelo corolario anterior, a fungao t — T'(t)x é continua e entao,
ela é uniformemente continua em [0, a], com a > 0 tal que t € [0, a]. Logo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que

IT(t)x —T(s)x|| <e, se|t—s| <4, Vt,se€|[0,a].

Note que, se 0 < h < d et + h < a, entao

1 [tk t+h 1 [tth
/ T(s)xds —T(t)x / T(s)xds — / T(t)xds
h Ji h Ji h Ji

t+h
T(s)x —T(t)xds

|
i/ﬁh T (s)x — T(t)||ds

<
1 t+h
< / eds =e.
h Ji
1 [tth t+h
Assim, lim H/ T(s)xds — T(t)z|| =0, ou seja, hm / s)xds =T (t)z.
h—0 h t

t
(ii) Sejam x € X e t > 0, mostraremos que /T(s)xds € D(A), isto é,
0
T(h)—1I !
lim <()> </ T(s)xds) existe. Para isso, note que
0

h—0+ h

i (M) ([ rems) = =

‘ N
>

/ S)uds — & /O tT(s)a;ds)
/0 T+ s)uds — /0 tT(s)mds)

>
1
(e}
+
S= e e

7 N N N

t+h t
= lim / T(s)$ds—/ T(s)xds)
h—07+ h 0
t t+h
= lim /T(s):z:ds—i—/ T(s)xds
h—0t h t

Pelo item (i), segue que

. T(h) [* 1t otk o [0+h
hlgéﬂ (h/o T(s):nds—h/o T(s)a:ds) = hli%l+h/t T(s)xds—hlgon+h/0 T(s)zds
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= Tt)x—T(0)z

= T{t)r —x.

t
Portanto, / T(s)xds € D(A) e
0

A < /0 tT(s)xds) = lim, <T§Lh) /0 " P(s)ads — % /O tT(s)de> — Ttz — 2.

T(h)z —
(iii) Seja & € D(A), isto ¢, lim LUIT=T

= Ax. Dessa forma, para ¢t > 0, temos
h—0+ h

T(h)(T(t)x) —T(t)x _ T(h+t)x—T(t)x

h h ’
logo,
lim Tth+t)x—-T(t)r lim T(t+h)x—T(t)z — lim Tt)T(h)x —T(t)x
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
L Th)x —x\ ) Th)x —z\
B hlggﬂ T(t) < h > =T }lzli% ( h =T(t)4e
d+
Assim, segue que, T(t)r € D(A) e AT(t)r = T(t)Az. Além disso, ET(t)x =
lim T(t+ h)x —T(t)x _ T(t) A
h—0+t h B N
Agora, mostraremos que Cfi—tT(t)x = Cfi—tT(t)x. Para isso, considere h € [0,t], o que implica que
0 <t — h. Logo,
Ttx—-Tt—h =Tt —h Tt—h+h
Wr=TE=hr_ ppa,| = |[FHEZPet TEZhE R g g,
h h
— T(h
- HT(t —h) (“h()x) ~T(t)Ax
T(h)x —
< Tt - n) H();L”:” — Ac|| + | T(t — h) Az — T(t) Az
T _
< Mewth (h)}‘;”m — Az|| + |T(t — h) Az — T(t)Az|).
Portanto,
T —T(t— T —
lim (t)z (t=h)z —Tt)Az|| = lim Mew(t=h) 7(]1)1 T Az
h—0t h h—0+

li T(t—h)Ax —T(t)A
+ lim [Tt~ h)Az — T(t)As|
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= Me“'04+0=0,

- +
—Tt)x=T(t)Ax = Cfl—tT(t)x. Dessa forma,

d
aT(t)g: =T(t)Az = AT (t)x.

(iv) Dado x € D(A), pelo item (iii), temos T'(§) Az = AT(§)x, V€ > 0. Assim,
t t
/ T(&)AxdE = / AT (&)xd¢.

Além disso, sabemos que ng(f)x = T(&)Ax. Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, segue

que,

/ T(€) Awde = / CZT(f)mdg — T(t)a — T(s)a
0

Corolario 1.12. Se A ¢é o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo (T(t))e>0, entdo D(A) é denso

em X e A: D(A) — X € fechado.

Demonstragao. Vamos mostrar, primeiramente, que D(A) é denso em X, ou seja, D(A) = X. Para
isso, dado = € X, mostraremos que existe uma sequéncia em D(A) que converge para .

t
Pelo item (i7) do teorema anterior, sabemos que / T(s)xds € D(A),Vt > 0. Assim, definindo
0

1

t
Ty = t/ T(s)xzds,t > 0, (1.1)
0

segue que z; € D(A),Vt > 0. De fato,

. T(h)ZL‘t RS .
hlg(rﬁr h B hgrg+ h
t t
T(h) </ T(s)xds) — (/ T(s)xds)
= — | lim 0 0
t [h—ot h

|
| =
| p—
s
VRS
h
N
—
W
N—
8
QL
)
~~_
| I
|
|
—
S
=
N—
8
|
8
N—
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Além disso, pelo item (i) do teorema anterior, temos

1 t
lim 2y = lim — </ T(s)xds) =T0)z = x.
t—0+ t—0+ ¢ 0

Logo, x € D(A) e assim, X C D(A). Como a outra inclusdo é sempre vélida, temos D(A) = X.

Agora, vamos mostrar que o operador linear A : D(A) C X — X é fechado. Assim, seja (zp)nen
uma sequéncia em D(A) que converge para algum x € X e tal que (Azy,)nen também é uma sequéncia
em X, que converge para algum y € X. Mostraremos que = € D(A) e Az = y.

Pelo teorema anterior, item (7v), sabemos que, para cadan € Ne t > 0,

T(t)x, —T(0)x, = /0 T(&)AxydE. (1.2)

Além disso, uma vez que z,, — z, quando n — oo, e T'(t) € L(X), segue que T(t)x, — T(t)z,

quando n — oco. Mais ainda,

IN

[ e /OtT@ydéH [ i@z, - v

IN

t
Me“’t/O | Ay — yl|de.

Desse modo, como Az, — y, quando n — oo, segue que

n—oo

t t
i [ T(©Azd = [ T(€)uds
0 0

Logo, tomando o limite em (1.2), quando n — oo, obtemos

T(t)e -z = /0 T(€)yde

e assim, usando o item (i) do Teorema 1.11, concluimos que

. Tt)x—=x s
lim —— = lim - T(E)ydé =T(0)y =y,
Jim ——= Jm g ) TOuds =T0)y =y
ou seja, x € D(A) e
Az = lim M)z = =1q.
t—0+ t
Portanto, A é fechado. O

J& vimos no Teorema 1.4 que se A é um operador linear limitado, entdo A gera um Unico semigrupo
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uniformemente continuo (7'(t))¢>0. O préximo teorema ¢ um resultado similar para Cp-semigrupos.

Teorema 1.13. Sejam (T'(t))t>0 e (S(t))t>0 dois Co-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,

respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstragao. Suponha A = B, assim, D(A) = D(B). Dessa forma, dado = € D(A),x € D(B) e as

fungoes t — T'(t)x e t — S(t)x sao diferencidveis, com

d d
ﬁT(t)x =T(t)Az = AT (t)x e a;S’(t)ZE = S(t)Bx = BS(t)x.

Considere a aplicagao 9 : [0,¢] — X, com t > 0, definida por
P(s) = (T(t —s)S(s))x, para 0 < s < ¢.

Logo, a derivada de i é dada por

%T(t —9)S(s)x = T(t—s) <iS(S)x> + (:;T(t - s)> S(s)x

= T(t—s)BS(s)x — AT(t — s)S(s)x

= T(t—s)BS(s)x —T(t—s)AS(s)x =0,

pois A = B.

Assim, como ¢’ é nula, segue que 1(s) é constante para 0 < s < t. Entéao, ¥(t) = 1(0), isto é,
Y(t) =Tt —-t)S({t)r =S{t)x =¢(0) =Tt —0)S0)x =T(t)x.

Portanto, T'(t)x = S(t)x, para todo t > 0 e para todo = € D(A).

Agora, seja x € X. Como D(A) = X, existe uma sequéncia (zn)neny em D(A) tal que lim z, = z.
n—o0

Além disso, pelo que acabamos de provar,
T(t)xy, = S(t)zp, Vt >0eVn e N.
Mais ainda, como T'(t) e S(t) pertencem a £(X), para todo t > 0, temos,

T(t)xn, — T(t)x e S(t)z, — S(t)z, quando n — oo, Vi > 0.
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Logo, pela unicidade do limite, segue que

T(t)x = S(t)x, Vt > 0.

Portanto, como T'(t)x = S(t)z, Vt > 0 e Va € X, temos T'(t) = S(t), Vt > 0. O

A seguir veremos um exemplo cldssico da teoria de semigrupos, chamado de semigrupo de

translagoes.

Exemplo 1.14. Seja X = {f : [0,400) — R; fé limitada e uniformemente continua} munido da

norma da convergéncia uniforme, isto €,

IfIl = sup{|f(2)|;x € [0, +00)}.
Para cada t > 0, defina o operador T(t) : X — X da seguinte forma
(T@)f)(s)=T(t)f(s) = f(t+s), para todo s € [0,400).

Vejamos a sequir algumas propriedades da famiia (T'(t))¢>0-

(1) Para todo t > 0, T(t) estd bem definido, isto é, T(t)f € X para toda f € X.
De fato, T(t)f € limitada pois, para f € X, temos

IT@)fll = sup [T@)f(s)l = sup [fE+s)l < sup [f()] =[]

s€[0,400) s€[0,400) c€[0,400)

Além disso, como f é uniformente continua, dados e > 0 e s1,s2 € [0,400), existe § > 0 tal que
|F(51) = f(52)| < &, sempre que |s1 — 5] < 6.

Assim, se s1, 82 € [0,400) € |s1 — s2| < 0, entdo
[(T@)f)(s1) = (T@)F)(s2)| = [f(t+ 51) = f(t+ s2)] <e.

Logo, T(t)f € uniformemente continua e entdao, T(t)f € X.

(2) T(t) € L(X) para todo t > 0.
Dadost >0, f,g € X,a € R e s € [0,+00), temos

(T@W)(af +9))(s) = TE)(af +9)(s)
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= (af+g)(t+s)
= af(t+s)+g(t+s)
= oT(t)f(s)+T(t)g(s)

= AT f)(s) + (T(t)g)(s)-

Portanto, T'(t) é uma aplicacao linear.

Além disso, como visto no item (1),
IT@)fI <IN, para todo f € X,

o que implica que T(t) é limitada.

Consequentemente, T'(t) € L(X) para todo t > 0.

(3) (T'(t))e=0 € um Cy-semigrupo em X.

Para verificarmos essa propriedade, sejam f € X, t,w > 0. Assim,
(1) (T(0)f)(s) = f(s), para todo s € [0,+00).
(@) (Tt +w)N)l(s) = Tt +w)f(s) = fE+w+s) = TA)f(w+s) = THT(w)f(s) =
[T(t)T(w)fl(s), para todo s € [0,+00), ou seja, T(t +w) =T (t)T(w), o que implica que (T'(t))i>0 €
Um Semigrupo.

Agora, para a continuidade em t = 0, seja f € X. Pela continuidade uniforme de f, dado € > 0,

existe § > 0 tal que
|f(t+s)— f(s)|| <e, para todo s € [0,+00) e todot >0 com [t| < I.
Logo, se |t| < 9§, temos

IT@)f = fll="sup [[T(®)f(s) = f(s)ll = sup [[ft+s) = [fls)| < sup e=e.
$€[0,+00) $€[0,+00) $€[0,+00)

Portanto, (T'(t))t>0 € Co-semigrupo.

(4) |T(t)|| <1, para todo t > 0.

Pelo que jd foi feito anteriormente, para t > 0, temos

ITON = sup [T@)f] < sup [[f]| =1
Ifl<1 Ifl<1
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Logo, como definiremos na prozima se¢ao, (T'(t))i>0 € um Co-semigrupo de contragoes.

(5) D(A) ={f € X; flexiste e f' € X} e (Af)(s) = f'(s), para toda f € D(A) e s € [0,+00).
Seja f € X tal que f' existe e f' € X, assim

o) =t LOENZIE) _ yy, D) S0

h—0+ h—0+ h

, Vs € [0, 400).
Além disso, pela continuidade uniforme de f’, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que

If (t+s)— f'(s)|| <e, paratodos e [0,+0) el <t<é.

Mais ainda, como f' existe, temos

Hjxt)f-f'__f/ — s {‘TTQJTS)—-f(S)__f%s) }
t $€[0,+00) 13
1 s+t , 1 s+t ,
= A e [ read]
1ot / ’
o G re-ron)

Logo, se 0 <t <4, entdo |f' (u) — f'(s)| < e, para todo s € [0,+00) e u € [s,s+t], e dessa forma,

1 s+t
< sup {/ edu} =e.
s€[0,4-00) tJs

T _
Assim, quando t — 07T, (t){f — f' e entdo, f € D(A).

Portanto, seque que {f € X; f" existe e f' € X} C D(A).
TMf - f
t

Hwa—f_f

t

Agora, seja f € D(A) C X. Entao, lim+ existe. Seja g € X este limite, assim, note que
t—0

,Vs € ]0,+00) et >0,

<[*=1 -,

e além disso,
HTWf—f_g

— 0, quandot — 07,
t

¢ _
o que implica que lim = lim M = ¢g(s), para todo s € [0,400). Por
t—0+ t t—0+ t

outro lado, para s € [0,400),
lim f(t—i_sz)f_ f(S) _ f;_(s),

t—0t
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onde f! (s) representa a derivada & direita de f em s.

Consequentemente, pela unicidade do limite, temos

fi(s) = g(s),Vs € [0, +00).

Mais ainda, como g € X, g € uniformemente continua e entao, pelo Lema de Dini (Lema A.3), f’
existe e f' = g, ou ainda, ' € X.

Portanto, D(A) C {f € X; f' existe e f' € X}, 0 que garante a igualdade entre esses conjuntos.

Por fim, dado f € D(A), temos

t—0+ t t—0+
para todo s € [0, +00), ou seja, Af = f.
A seguir apresentamos uma generalizacao do conceito de semigrupo.

Defini¢ao 1.15. Uma familia a um parametro (T'(t))ier, de operadores lineares limitados em X, €

um grupo fortemente continuo se

lim T'(t)x = x, para todo x € X.
t—0

Um grupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd chamado grupo de

classe Cy ou simplesmente Cy-grupo.

1.3 O Teorema de Hille-Yosida

Nosso objetivo nesta secao é estudar o Teorema de Hille-Yosida, que é um dos principais
resultados da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados fortemente continuos. Este teorema
caracteriza quando um operador linear é o gerador de um Cp-semigrupo.

Porém, para apresentarmos tal resultado, precisamos de algumas defini¢oes e lemas preliminares.
Primeiramente, como visto na segao anterior, se (7'(t))i>0 é um Cp-semigrupo, entao |T(t)|| <
Me*t, ¥t > 0, para certas constantes M > 1 e w > 0. Esta notacao serd usada ao longo de toda

esta segao.

Definicao 1.16. Um Cy-semigrupo é chamado uniformemente limitado se a constante w acima é

nula, isto é, | T(t)|| < M, para todo t > 0.

Definigao 1.17. Um Cy-semigrupo € chamado semigrupo de contracoes quando M =1 e w = 0, ou

seja, | T(t)|| < 1, para todo t > 0.
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Defini¢ao 1.18. Seja A : D(A) € X — X um operador linear, ndo necessariamente limitado. O
conjunto resolvente de A € o conjunto de todos os nimeros complexos A para os quais o operador

(M — A) € inversivel e limitado, isto é,
p(A)={AeC; (M - A)~ e £L(X)}.

O espectro do operador A é o complementar do conjunto resolvente, ou seja, o(A) = p(A)°.

Definicao 1.19. A familia R(\: A) = (M — A)~L, para A € p(A), de operadores lineares limitados ¢é
chamada de resolvente de A.

Lema 1.20. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+00) C p(A) e

1
|IR(A: A)|| < Y bare todo X\ > 0. Entao,
)\lim AR(X : A)x =z, para todo x € X.
—00

Demonstragao. Seja x € D(A). Assim,

AR\ : A)z — Iz|| = |IAR(\: A)z — R\ : A)R(X: A) "z
= RO A)(a = R(A: A) )
= [[RO: Az — (M = A)z)|
< RO A)fjAx]
< Szl
Logo,
,\h—{l;o [ARA: A)z — x| < )\li_)rrolo HA)\JUH =0.
Portanto,

lim AR(\: A)x = z, para todo x € D(A).

A—00

Agora, sejam = € X e (xy,)nen uma sequéncia em D(A) com lim z,, = z. Logo, para A € (0, +00),
n—oo

INBOV: Az — 2 = [ARO: Az — AR : AV + AR : A)n — 2 + 2 — 31
< AR A)(z — zn) || + [[AR(A : A)zn — 2| + [l20 — 2|
< AR A)l[le — 2p|| + AR : A)xy — 2| + |20 — 2|
< A%Haz —anll 4 IR Az — | + [ — 2]
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< 2|z — x| + AR : A)xy, — ||, V0 € N

Além disso, como x,, — z, quando n — oo, dado £ > 0, existe ng € N tal que |z, — z| < ok
€
para todo n > ng. Em particular, para m € N tal que m > ng, temos ||z, — z| < 5 © uma vez que
Tm € D(A), lim [|AR(\: A)xy, — zp|| = 0.
A—00
Portanto, voltando a desigualdade anterior, obtemos

)\lim IANR(A: A)x —z|| < 2l|lzm — x| + AR : A)zpm — Tm|)
— 00

lim
A—00

€
< i — : — .
< Algrolo (22 + [[AR(A : A)xy, l‘mH> <e
Finalmente, fazendo £ — 0, segue que )\lim AR(\ : A)x = z, para todo x € X. O
—00

Definigao 1.21. Suponha que (0,+00) C p(A). Dado X > 0, definimos a aproximacdio de Yosida de
A por
Ay =MAR(\: A) = N> R(\: A) — M.

Lema 1.22. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,4+00) C p(A) e
1
|IR(A:A)| < Y bara todo A > 0. Se Ay € a aproximacdo de Yosida de A, entdo

/\li_}nélo Axx = Az, para todo x € D(A).
Demonstragdo. Primeiro, observe que A e R(A : A) comutam para todo A € p(A), pois
I=(M—-ARN:A)=ARAN: A)=AR(\: A) -1
e, por outro lado,

I=RA:AA —A) = RA:A)MN)—R(\:A)A
= AR(M\:A)— R(\: A)A,

0 que implica que

R(A: A)A=AR(\: A) —I.

Logo,
AR(MA: A)=R(\: A)A.

Além disso, do lema anterior, sabemos que /\lim AR(XN : A)y = y, para todo y € X. Assim, em
— 00
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particular, tomando y = Az, com x € D(A), temos

lim Ayz = lim MR(A: A)z = lim AR(\: A)Az = Ax.
A—00 A—00

A—00

O

Lema 1.23. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,4+00) C p(A) e
1

RO : A)| < Y bara todo A > 0. Se Ay € a aproximagao de Yosida de A, entio Ay € o gerador

infinitesimal do semigrupo de contracdo uniformemente continuo (T (t))i>0, onde Tx(t) = et ¢t > 0.

Além disso, para todo x € X e para todos A\, u € (0,+00), temos
|Tx(t)x — T, (t)z|| = e e — etntz| < t|| Ay — Azl

Demonstragdo. Note que Ay é um operador linear limitado pois, para cada A € (0, +00), Ay = N?R(\ :
A) — M. Assim, pelo Teorema 1.4, Ay é o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente continuo

(T (t))t>0 dado por

oo
tAN)"
Ta(t) = eMt = nz:% ( n)'\) , para todo t > 0.

Além disso, esse semigrupo é de contragao. De fato, para t > 0,

ITA@)] = e = [le* RO
< H6>\2R(A:A)t|| ||€_Mt I
< eWDIRAA) (=) 1]
< Nty
= 1

Agora, antes de prosseguirmos com a demonstragao da segunda parte do lema, provaremos algumas
propriedades que serao utilizadas posteriormente.
(1) Os operadores R(\: A) e R(p : A) comutam para todo A, u € p(A).

Para provarmos esse fato, dados A, u € p(A), note que

RO : A)R(p: A)(ul — AYN — A) = 1.

Assim,

RA:A)R(p: A)(ul — A) = R(A: A).
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Mais ainda, como R(\: A) e R(p : A) comutam com A e pl, temos (uf — A)R(N: A)R(p : A) =
R(A:A)eentdao R(A: A)R(u: A) = R(p: A)R(\: A).
(2) Os operadores Ay e A, comutam para todo A, € p(A).

Neste caso, temos Ay = MAR(X: A) e A, = pAR(p : A). Logo, como A comuta com o resolvente
e vale a proriedade de (1) acima, segue que Ay e A, comutam.
(8) Os operadores Ay e e!4* também comutam para todo t > 0 e A € p(A).

De fato, dados A € p(A) e t > 0, temos

At = (AR : A) <i (t/\AR()\:A))n>

= n!
B it”(AAR(A:A))”“
= n!
_ i (”ARS AT VAR A)) = e 4,
n=0 ’

A

(4) Por tltimo, os operadores Ay e e comutam para todo t > 0, \, u € p(A).

Neste caso, usando os itens anteriores, temos

Aye!t = MNAR(M: A) (i (AR : A))")

|
ne0 n:

o

— MR(): A) (Z A Rl A)n)

n!

n=0

_ ZWAAR(A:A)

n=0

_ <§: (tpAR(p : A))n) (AR : A))

n!
n=0

= etA”A)\.

Finalmente, usando a comutatividade dos operadores acima, podemos mostrar que
IT\(t)x — T, ()| = || — (e)z|| < t|Ayz — Az, Vo € X,Vt >0 e VA, 1> 0.

Sejam, A\, u > 0,t > 0 e x € X. Dessa forma,

€tA>‘CU _ tA

etAu g (etsA/\et(lfs)AMx) - (etsAAet(lfs)Aﬂm)

s=1 s=0

'd
— / di(etSA)‘et(l_s)A“).’EdS
0 S



1.3 O Teorema de Hille-Yosida 38

1
= / tA)\eStA*et(l_s)A":E + etSAA(*tAu)et(l_s)A“xds
0
1
0

1
/ et =) Au (4 Ay — tA,x)ds.
0

Portanto,

1
||€tA’\$ _ etA”:BH < /0 ||etSA)‘||H€t(1_8)AM||||t(A>\:B — Aux)Hds

IN

1
/ Hl Arz — Azl ds
0

= t||Ayz — Auzx|.

Vejamos a seguir o principal resultado desta segao.

Teorema 1.24 (Teorema de Hille-Yosida). Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador

infinitesimal de um Cy- semigrupo de contracoes (T'(t))i>0 se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X,
1
(11) (0,400) C p(A) e ||[R(A: A)| < 5 bara todo A > 0.

Demonstragdo. Suponha, primeiramente, que o operador A é o gerador infinitesimal de um Cjp-
semigrupo de contragoes (T'(t));>0 e mostremos que as propriedades (i) e (i7) s@o satisfeitas.

Note que a propriedade (i) ja foi demonstrada no Coroldrio 1.12. Falta, entdo, demonstrarmos a
propriedade (i7).

Para isso, dado A € (0,40) e x € X, defina

RO\ = /0 T et

Analisemos algumas propriedades de R(\):
(1) A integral que define R(\)x existe.
De fato, como (7'(t)):>0 ¢ um semigrupo de contragoes, temos ||7(t)z| < ||z|| para todo ¢ > 0.

Além disso,

[T < [T Mmool < [T ol
0 0 0

s ef)\s 60 ||5UH
[z lim/ e Mdt = ||z|| lim [ - ] =
§—00 0 §—00 (—)\) (—)\)
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oo
Portanto, / e MT(t)xdt existe e assim, R(\)z estd bem definida.
0
(2) R(\) : X — X é um operador linear.
Sejam z,y € X e a € K, onde K é o corpo de X. Entéao,

ROV (az +y) /O T NI (az + y)dt = /0 Nyt + /0 T NPyt = RNz + ROV,

pois T'(t) € L(X),Vt > 0.
(8) R(X) é limitado.

Isso ocorre pois, como ja estimado no item (1),

o0 1
IRz = H/ e_’\tT(t)xdtH < $llell, ¥z € X.
0

(4) R(A)x € D(A), para todo = € X.
Dado z € X, temos

(T(h;L - 1) R)e = T(h)R()\)}:JL: — R(\)z

T(h) /0 h e NT(t)xdt — /0 h e)‘tT(t)xdt)

/ e NT(h + t)xdt — / “MT(t) xdt)
0 0

e s h)T acds—/ ’\tT xdt)
0

J
/ho e AT (s )$d8+/ e MM (s ):zcds—/ooO e_AST(S)ZUdS)
)

Sl i s

0

h 6/\h -1 00
e MM (s)xds + < N ) </ e)‘sT(s)a:ds> .
0

Jim, (T(h;_l) RNz = Jim, Kekhh— 1> ( /0 h e_)‘tT(t)xdt> — ezh /0 o e_AtT(t)mdt}

= ARz — e T (0)z

= ARN)x — Iz.

Logo, R(A)x € D(A) e, além disso,

AR(AN)x = lim (T(h;L_I

h—0t

) R(\)xz = AR(MN)x — Iz, para todo x € X.
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Dessa forma, AR(\) = AR(\) — I, isto é,
(M — A)R() = 1.

Portanto, R(\) é uma inversa a direita de (Al — A). Vamos mostrar que R(\) também é a inversa

a esquerda de (Al — A). Neste caso, considere x € D(A). Assim,

RA)M —A)x = AR(N)z — R(AN)Az = R(\)A\x — /oo e MT(t) Axdt
0

= R\)(\x)— A/ e MT(t)zdt = AR(\)x — AR(N)z = (M — A)R(\)z = =,
0
ou seja, R(A\)(M — A) =1, onde I : D(A) — D(A).
Entao, R(A) € L(X) é a inversa de (A — A). Consequentemente, segue que, se A > 0, A € p(A) e
R(\) = R(\: A). Logo, (0,+00) C p(A) e
]

[RA: A)| = [RA)]| = sup [|[R(A)z[| < sup == <

X , para todo A > 0.
lzll<1 llzll<1

> =

Agora, suponha que A é fechado, D(A) = X, (0,400) C p(A) e |[R(A: A)|| < %, para todo A > 0.
Mostremos que A gera um Cp-semigrupo de contragoes.

Seja Ay a aproximacao de Yosida de A e consideremos o semigrupo (Tx(t))+>0, onde T)(t) = eArt,
para todo ¢ > 0. Como jd vimos, no Lema 1.23, (T)(t))t>0 ¢ uniformemente continuo e ||T)(¢)|| < 1,

para todo t > 0 e X\ € (0,400). Além disso, Ay é seu gerador infinitesimal e, se z € D(A) e t € [0,al,

vale a estimativa

IN

ITA @)z = T, (t)x]] tAxe — Auz|

A

al|Ayz — Azl + al| Az — Ax||.

Mais ainda, pelo Lema 1.22, temos lim Ayx = Az e lim A,z = Az, para todo x € D(A), e assim,
A—00 [ des]

existe k > 0 tal que, se A\, u > k, entdo ||Ayz — Az|| < 2i e ||Aur — Ax|| < Qi, quando t # 0. Logo,
a a
para A\, u > ket #0,

€ n € .
— +a— —¢.
2a 2a

ITA(#)z = T ()]l < a

Em particular, se t = 0, note que ||73(0)z —T,,(0)z| = |z — z|| = 0 < e. Assim, podemos dizer que

(Tx(t)Z) xe(0,00) € uma “sequéncia de Cauchy” em X e dessa forma, /\hm T\(t)z existe para todo ¢t > 0
—00

ex € D(A).
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Defina
T(t)x = lim T\(t)x, para todot > 0e x € D(A).

A—00

Observe também que essa convergéncia é uniforme para ¢ em intervalos limitados de [0, 4+00). Esse
fato nos permite estender a definicao de T'(t) para todo = € X.

De fato, como D(A) = X, dado = € X, existe uma sequéncia (z,)nen em D(A) com lim z, = z.
n—oo
Logo, uma vez que Ty(t) € L(X), temos lim T)\(t)z, = Th(t)x e entao, pelo fato da convergéncia
n—oo
acima ser uniforme, podemos tomar

T(t)r = lim T)\(t)r = lim Ty(t)xy.

A—00 A,n—00

Desse modo, obtemos a familia (T'(t));>o de operadores lineares. Vejamos, a seguir, algumas
propriedades de (7'(t))¢>0.
(1) T(t) € L(X), para todo t > 0.

De fato, dados x,y € X e a € K, onde K é o corpo de X, temos

T(t)(ax+y) = lim Ty()(ax +y)
= lim [aT3 () + T ()y]

= aT(t)x+T(t)y,

pois T(t) é um operador linear para todo A > 0 e todo t > 0.

Além disso,

1T @)zl = lim Tx(t)z] [T (8)x]| < lim ([ TX(@)[|lz]] < =], Ve € X.
— 00 A—00

| = lim
A—00

Portanto, T'(t) € £(X), para todo t > 0.
(2) |T(t)|| <1, para todo t > 0.

Isso ocorre pois, usando a desigualdade acima, temos

Tl = sup (T} < sup (o]} = 1,v¢ > 0.

=<1 lll

(3) T(0) = I.
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De fato, como (Tx(t))+>0 ¢ um semigrupo,

T(0)x = lim T)(0)xr = lim = = z,para todo x € X.

A—00 A—00

(4) T(t+ s) =T(t)T(s), para todo t, s € [0, 400).
Para mostrarmos este fato, sejam x € X e t,s € [0,400). Entao, visto que (T'(t))i>0 é um

semigrupo, temos
T(t+ s)r= lim Ty(t + s)x = lim T\()T\(s)z =T ()T (s)x,Vx € X.
A—00 A—00
Note que o ultimo limite ocorre pois,

ITx(#)Ta(s)z — T(6)T (s)z|

IN

[T T(s)z = T(O)T (s)xl| + [T T (s)z = T@)T(s)|

A

< NTONTA(s)z = T(s)l| + [ Ta()y — T(#)yll

< [[Ta(s)z = T(s)z| + I Ta()y = Ty,

onde y = T'(s)z. Assim, como os dois ultimos termos da desigualdade acima tendem a zero quando
A — o0, concluimos que T)\(¢t)Tx(s)x — T(t)T(s)z, quando A — oo.

Portanto, T'(t +s) = T'(t)T'(s). Pelo que fizemos até agora, segue que (7'(t))¢>0 ¢ um semigrupo de
contracgoes.

(5) (T'(t))t>0 é um Cp-semigrupo.

De fato, como as fungdes ¢ — T)\(t)x, com A € (0,+00) e x € X, s@o continuas e T)(t)x — T'(t)z,
quando A — oo, uniformemente em [0, a], para algum a € (0, +00), segue que a fungao t — T'(t)x é
continua em [0, a]. Em particular, ela é continua em zero e dessa forma, (7())¢>0 ¢ um Cp-semigrupo.
(6) O operador A é o gerador infinitesimal de (T'(¢)):>0.

Seja B : D(B) C X — X o gerador infinitesimal de (7(¢)):>0. Vamos mostrar que D(A) = D(B)
e A = B. Para isso, seja x € D(A). Assim,

T(t)r —x = lim T)\(t)r — lim T)(0)x = lim (Tx(t)x — Tx(0)x)

A—00 A—00 A—00
t t t
= lim (/ T,\(S)AAa:ds> :/ lim T,\(S)AA:cds:/ T(s)Axds.
A—00 0 0 A—00 0

Observe que a convergéncia acima ocorre pois Th(s)Ayz — T(s)Ax, quando A — oo,

uniformemente em intervalos limitados de [0, 4+00).
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Ja que,

IT\(s)Axz — T(s)Az| < || Ta(s)Arz — Ti(s)Az|| + || T\ (s) Az — T'(s) Az||

IN

ITx(s) | Axz — Az|| + [ Tx(s)z = T(s)z],

onde z = Az, e T)\(s)z — T(s)z, quando A — 0o, uniformemente em intervalos limitados de [0, +0o0).
Dessa forma,

T(t)x — L[

lim Tt -z = lim - | T(s)Azds =T(0)Ax = Az,

t—0+ t t—0t T Jo
o que implica que € D(B) e Bx = Ax.

Logo, D(A) C D(B) e A= B em D(A).

Por outro lado, pela parte j4 demonstrada do Teorema de Hille-Yosida, sabemos que (0, +o00) C
p(B). Em particular, 1 € p(B) e, por hipdtese, também temos 1 € p(A). Assim, (I — A) e (I — B) sao
bijegoes e suas inversas sao limitadas. Entao, (I — A)D(A) = X e, como D(A) C D(B) e A= B em
D(A), segue que

(I-A)D(A)=(I—-B)D(A) =X.

Consequentemente,
D(A)= (I -B)'(I-B)D(A)= (I - B)"'X = D(B).

Portanto, D(A) = D(B) e A = B, ou seja, A é o gerador infinitesimal de (T(t))¢>o0. O

Os proximos resultados sao consequéncias diretas da demonstracao do Teorema de Hille-Yosida.
Corolario 1.25. Seja A o gerador de um Cy-semigrupo de contracoes (T(t))i>0. Se Ay € a
aproximacdo de Yosida de A, entdo

T(t)z = lim ez, ¥t >0,z € X.

A—00

Demonstragao. Vimos na demonstracdo do Teorema de Hille Yosida que a familia (S(¢))¢>0, onde

S(t)x = /\lim ez, para todo t > 0 e z € X, é um Cp-semigrupo de contracoes com gerador A.
—00

Assim, (T'(t))e>0 € (S(t))e>0 sao Co-semigrupos de contragoes com mesmo gerador A.

Portanto, segue do Teorema 1.13 que T'(t) = S(t) para todo t > 0. O

Corolario 1.26. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées (T(t))i>0. O

conjunto resolvente de A contém o semiplano direito aberto, isto é, {\ € C; ReA > 0} C p(A) e, além
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disso,

1
IR(A:A)|| < oy Pare todo A € C com ReX > 0.

Demonstracao. Seja A € C tal que ReA > 0. Considere o operador
oo
RNz :/ e MNT(t)zdt, € X.
0

Observe, primeiramente, que R(\) estd bem definido pois,

IN

[ el < [T < [T et g = o) i "o
0 0 0 0

]| Tim e’(Re)‘)“_'_ 1 _ | ]| < 400
a—oo \ —Re) Re) Re) '

Agora, prosseguindo de maneira andloga a demonstracao do Teorema de Hille-Yosida, concluimos
que,

RO\ = (M — A1 =R(\: A).

Entao, {\ € C; Re\ > 0} C p(A) e

[]] 1
[R(A = Al = [[RA)]| = sup [R(A)z]| < sup ==,
<1 lefi<1 fteA - ReA
para todo A € C com Re) > 0. O
Faremos agora duas observagoes interessantes:
(1) Primeiramente, olhemos para o semigrupo de translagoes em X = {f : [0,4+00) —

R; f é uniformemente continua e limitada} estudado no Exemplo 1.14. Entao, [T(¢)f](s) = f(t + s),
comt,s >0, D(A)={f;f"e X} e Af = [
Mostremos que p(A) nao precisa conter mais do que o semi-plano direito aberto.

Seja A € C. A equacio (A — A)py = 0 tem solucdo ¢y (t) = e pois,
(M = A)pr =0 & Mgy — Apy =0 Aoy — ) =0 & ¢} = Apa.

Pelo Corolédrio 1.26, sabemos que {A € C; Re\ > 0} C p(A). Por outro lado, se A € C e Re\ <0,

AtH — e(ReA)

entdo ||e t <1, para todo t > 0, e, pelo Teorema do Valor Médio, temos

A A A6 Y Re))o
X = (| < AN (E = )] = N[t = | < AN |t = s] < (At~ s,
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para todo t,s > 0, e algum 6 € (s,t). Logo, px(t) = e ¢ limitada e uniformemente continua, isto é,
px € X.

Porém, como ¢y # 0, (A — A) nao é injetora. Portanto, A\ ¢ p(A), ou seja, A € p(4)° = o(A).
(2) Mostremos agora que, se (T'(t))i>0 ¢ um Cp-semigrupo satisfazendo ||T(t)|| < e“!, para todo
t > 0 e algum w > 0, entao a familia (S(t))i>0, em que S(t) = e “'T'(t),t > 0, é um Cp-semigrupo
de contragoes. Além disso, se A é o gerador infinitesimal de (7T'(t))¢>0, entdo A — wl é o gerador
infinitesimal de (S(t))¢>0.

Observe que S(t) = e “!'T(t),t > 0, é um Cp-semigrupo de contragoes pois: S(t) € L(X) uma vez

que é formado por um escalar, e~“* e um operador linear limitado T'(t); S(0) = e “°T(0) = T = I; e
S(t+s) = e “IT(t 4 5) = e e T ()T (s) = e “'T(t)e T (s) = S(t)S(s).
Além disso, para xr € X, temos
lim S(t)z = lim e *'T(t)x = e “°T(0)x = z,
t—0t t—0+
isto é, (S(t))t>0 € um Cp-semigrupo. Mais ainda,

IS = lle”" T®)]| = e | T ()] < e™"e =1, ¥t > 0,

e entao, (S(t))¢>0 é um semigrupo de contragoes.

Seja A o gerador infinitesimal de (7'(¢));>0. Observe que, se t > 0 e z € D(A), entdo

Stye—xz  e“'T(t)r—=x
t B t
e Tt —z) (e7“'—1)x
= +
t t
e assim, tomando o limite quando ¢ — 0T, temos
t)x — T(t)x — Wt
lim SWz—2 = lim (e Dz =2 + &
t—0+ t t—0+ t t

= Az —wzx = (A—-wl)zx,

garantindo que A — wl é o gerador infinitesimal de (S(¢))¢>0.
Analogamente, se A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contracoes (T'(t))¢>0, entao
A+ wl é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (S(T')):>o satisfazendo ||S(t)|| < e¥?, para todo

t > 0. De fato, considere S(t) = e“!T'(t), para todo ¢t > 0. Assim, como ¢** € R e (T'(t));>0 ¢ um
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Co-semigrupo, segue que (S(t))i>0 ¢ um Cp-semigrupo. Mais ainda, para x € D(A), temos

S(t)x —x e St —x B (et —1)S(t)x
t t t
Tt)r—x (evt — 1)S(t)x.

t t

Logo, tomando o limite quando ¢ — 0", obtemos que

— _ —wt _
lim S(t)xr —x — im Tt)x—z (e 1)S(t)x
t—0+ t t—0+ t t

= Az — (—wz) = (A+wl)z,

isto é, o gerador infinitesimal de (S(¢)):>0 é dado por A+ wl.

Além disso, visto que (T'(t))+>0 ¢ um semigrupo de contragoes, temos
IS@) = [ T@)| < T < e, % > 0.

Portanto, A+wI é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (S(t)):>¢ satisfazendo || S(t)|| < e,

para todo t > 0.

O corolario a seguir é uma generalizacao do Teorema de Hille-Yosida e para sua demonstragao,

usaremos a observagao que acabamos de fazer.

Corolario 1.27. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cp-

semigrupo (T(t))i>0, com || T(t)| < e“', para todo t > 0 e algum w > 0, se e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X.
1
(i1) (w,4+00) C p(A) e ||R(A: A)|| < = bare todo A\ > w.

Demonstragdo. Suponha, primeiramente, que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T(t))t>0, com |T(t)|| < €', para todo t > 0 e algum w > 0. Entdo, pelo Coroldrio 1.12 segue
que a condicao (i) é vélida, assim basta mostrarmos (7).

Seja S(t) = e “'T'(t),t > 0, como j& vimos na observacao anterior, (S(t));>0 ¢ um Cp-semigrupo
de contragbes com gerador infinitesimal B = A — wl. Logo, pelo Teorema de Hille Yosida, temos
(0,400) C p(B) e |[R(\ : B)|| < %,vx > 0.

Seja p € (w, +00). Entao, p = w + , para algum 5 > 0, e

(I — A) = (wI + B — A) = (81 — (A — wI)) = (B — B).



1.3 O Teorema de Hille-Yosida 47

Dessa forma, visto que 3 > 0,8 € p(B) e (8] — B)~! existe, o que implica que, (ul — A)~! existe,

isto é, p € p(A). Além disso, se p > w,

1R(: Al = ll(ud = A7 = (BT = B)"'| = |R(B: B)|| <

Portanto, a condigao (7i) também é vélida.
Agora, suponha que as condigoes (i) e (ii) sao satisfeitas. Mostraremos que A é o gerador
infinitesimal de um Cp-semigrupo (T'(t)):>o satisfazendo a condigao ||T(¢)| < e*?, para todo t > 0.

Para isso, seja B = A —wl. Se X\ > 0, entao
M—-B)=(M—-A+wl)=((AN+w)l—A).

Desse modo, como A +w > w, (A +w)I — A)~! existe e assim, (A — B)~! existe.

Portanto, (0,400) C p(B) e, além disso,

1 1
=—,VA >0,

IR : Bl = [(A = B)7H| = [(A+w)I = A)7H = (RO +w) = A < Orw—w A

ou seja, vale a condigao (i7) do Teorema de Hille-Yosida. Note ainda que D(B) = D(A) e dessa forma,
W = X. Também temos que B ¢ fechado, visto que A é fechado. Logo, vale a condicao (i) do
Teorema de Hille Yosida. Entao, pelo Teorema de Hille-Yosida, B é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contragoes (S(T')):>0-

Por fim, seja T'(t) = e*!S(t),t > 0. Assim, pela observagao anterior, segue que (T(t)):>0 é6 um
Co-semigrupo com ||T'(t)| < e*!, para todo t > 0, e com gerador infinitesimal igual a B + wl =

(A—wl)+wl =A. O

O préximo resultado é o caso mais geral do Teorema de Hille-Yosida e caracteriza o gerador

infinitesimal de um Cp-semigrupo qualquer.

Teorema 1.28. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo

(T(t))t>0, com ||T(t)]| < Me*t, para todo t > 0 e certas constantes M > 1 e w > 0, se e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X.

(ii) (w,+00) C p(A) e ||[R(N: A)"|| < —, para todo A > w en € N.

M
(A=w)

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [19, Theorem 5.3, pag 8 |.



CAPITULO

Problema de Cauchy abstrato

Neste capitulo, nosso interesse é estudar a existéncia de solucoes para equagoes diferenciais em
espacos de Banach. Para isso, vamos utilizar como ferramenta a teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados.

No que segue, X é um espaco de Banach e C([0,a], X) e L'([0,a], X) s@o os espacos das fungoes

continuas e integraveis de [0,a] em X, respectivamente.

2.1 Problema de valor inicial homogéneo

Seja A : D(A) C X — X um operador linear apropriado. Dado z¢ € X, o problema de Cauchy
abstrato para A, com valor inicial xg, consiste em encontrar uma solugdo = para o problema de valor

inicial

d(t) = Az(t), t>0, (2.1)

z(0) = mo. (2.2)

A seguir definimos o conceito de solucao para (2.1)-(2.2).

Definigao 2.1. Sejam A : D(A) C X — X um operador linear e xo € X. Uma fungdo x : [0,00) — X
é solugao classica de (2.1)-(2.2) se:

(i) x € continua em [0, 00);

(ii) x € continuamente diferencidvel em (0,400);

(i1i) x(t) € D(A) para todo t > 0;

(iv) as equagoes (2.1)-(2.2) sdo satisfeitas.

48
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Teorema 2.2. Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T'(t)):>0 de operadores lineares
limitados e xog € D(A). Entao, o problema de Cauchy (2.1)-(2.2) possui somente uma solu¢ao cldssica
dada por

z(t) = T(t)xo,t > 0,

tA

com x(t) = e xg, t € [0,00), quando A € limitado.

Demonstragao. Se x(t) = T(t)xo, entdo, uma vez que (T'(t))t>0 é um Cp-semigrupo, x é continua
e, como xo € D(A), pelas propriedades de semigrupo, concluimos que x é uma solucao classica de
(2.1)-(2.2).

Agora, seja x uma solucao classica de (2.1)-(2.2). Para 0 < s < t, temos

d dx
g(T(t —s)x(s)) = T(t— 5)£(5) —T(t—s)Ax(s)

= T(t—s)[z'(s) — Ax(s)]

= 0.
Dessa forma, integrando de 0 a t com relagao a s, obtemos
T(t—t)xz(t)—T(t—0)x(0) =0,

e assim,

O]

Exemplo 2.3. Seja X o espago das fungoes uniformemente continuas e limitadas de [0,00) em R
com a norma ||.||c. Sejam também D(A) = {f € X; f'existe e f' € X} e, para f € D(A), Af = f.
Como ja vimos no Exemplo 1.14, A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de translagies.

Logo, pelo teorema anterior, se xog € D(A), seque que (2.1)-(2.2) possui uma tunica solu¢ao dada

por x(t) = T(t)xg. Assim, para s >0 et >0,
z(t)(s) = (T'(t)xo)(s) = xo(s + t).

Note que, se xo € X mas xo ¢ D(A), o resultado de existéncia do teorema anterior ndo € vdlido.

Teorema 2.4. Seja (gn)nen uma sequéncia em D(A) convergindo para zero (a fun¢do nula) com
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respeito & norma de X e seja xp, comn = 1,2, ..., a unica solucdo do problema de Cauchy abstrato
z,(t) = Az,(t), t>0,

xn(o) = Ugn-

Entao, (xn)nen converge uniformemente para zero em qualquer intervalo da forma [0, o).

Demonstracao. Note, inicialmente, que o Teorema 2.1 nos garante a existéncia e a unicidade das
solugoes x,, com x,(t) = T'(t)gn, para todo ¢t > 0.
Sabemos também que existem constantes M > 1 e w > 0 tais que ||T'(¢)|| < Me“! para todo t > 0.

FEm particular, para 0 < t < tg, temos
len @] < IO lgnll < Me*|lgnll < Me“™]gall, para todon =1,2,....

Mais ainda, como g, — 0, quando n — o0, segue que para todo € > 0, existe ng € N tal que, para

n > no,
5
lgn = Oll = llgnll < 3755
Logo, para todo n > ng e t € [0,tg], temos
[zn ()] <e,
o que implica que lim z,(t) = 0, uniformemente para t € [0, to]. O

n—o0
Corolario 2.5. Sejam g, g € D(A), n = 1,2,..., e xy, e x, n = 1,2, ..., solu¢oes do problema de
Cauchy abstrato (2.1) com condigdes iniciais g, e g, respectivamente. Se (gn)nen converge para g
quando n — 00, entao (Tn)pen converge para x, sendo essa convergéncia uniforme em intervalos da

forma [0, to].

Demonstragao. Sejam G,, = gn, — g, Xn = T, — x,n = 1,2,.... Uma vez que D(A) é um subespago
vetorial, G,, € D(A) para todo n e, por linearidade, X,, é a tinica solucao de (2.1) com condigao inicial
G, para todo n € N,

Logo, como G,, converge para zero, o teorema anterior garante que X,, converge uniformemente

para zero em intervalos da forma [0, tg]. Assim, segue o resultado. O
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2.2 Problema de valor inicial nao homogeéeneo

Nesta secao, estudaremos o problema de Cauchy dado por

2'(t) = Ax(t)+ f(t), 0<t<a, (2.3)

z(0) = o, (2.4)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (T'(¢))i>0 em X, zp € X e f:[0,a] - X é uma
funcgao apropriada, para algum a > 0.

Comegaremos definindo o conceito de solugao cldssica para este problema.

Defini¢ao 2.6. Uma fungao x : [0,a) — X € uma solugao cldssica de (2.3)-(2.4) em [0,a) se:

(i) x € continua em [0, a);

(ii) x é continuamente diferencidvel em (0, a);

(i1i) =(t) € D(A) para todo t € [0, a);

(iv) as equacies (2.3)-(2.4) sao satisfeitas.

Proposigao 2.7. Se f € L'([0,a], X), entdo, para todo x¢ € X, o sistema (2.3)-(2.4) tem no mdzimo

uma solugdo cldssica. Além disso, essa solugao, quando existe, € dada por
t
x(t) =T (t)zo —|—/ T(t—s)f(s)ds, 0<t<a. (2.5)
0

Demonstragao. Seja x uma solucdo cléssica do problema (2.3)-(2.4). Para t € [0,a) fixo, considere a

funcao g : [0,t] — X dada por

Logo, g é diferenciavel em (0, a), com

d

Js) = S T(t—s)e(s) + T(t - )2'(s)
— _AT(t - s)x(s) + T(t — s)(Ax(s) + f(s))
— T(t—s)f(s).

Além disso, como f € L'([0,a], X), a fungdo s — T'(t — s)f(s) é integravel e assim, temos

g@—ﬂ@-éd@w—ATWﬁﬁ@m
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0 que implica que

x(t) = T(t)xzg +/0 T(t — s)f(s)ds, para todo t € [0, a).
O

A expressao (2.5) da proposi¢ao anterior nos motiva a definicao a seguir, que enfraquece o conceito

de solugao cldssica para o problema (2.3)-(2.4) por nao exigir a diferenciabilidade da fungao.

Definigao 2.8. A func¢io = € C([0,a),X) dada por (2.5) é chamada solu¢ao fraca de (2.3)-(2.4) em
[0,a).

Observe que, se f € L'([0,a], X), o problema (2.3)-(2.4) sempre possui solucdo fraca, para qualquer
que seja xg € X. O préximo teorema determina sobre quais condigoes a solucao fraca é também solugao

classica. Porém, antes de enunciarmos e provarmos esse resultado, veremos o seguinte lema.

Lema 2.9. Nas condigoes do problema de Cauchy (2.8)-(2.4), com | T(t)|| < Me*t, para todo t > 0,
sejam f € L*([0,a], X) e
t
y(t) = / T(t—s)f(s)ds, 0<t<a.
0

Entao, y € continua em [0, a].

Demonstragdo. Mostraremos que y é continua tanto a direita, quanto a esquerda de t € [0, a) (no caso
em que t = 0, a continuidade segue apenas pela direita). Vejamos primeiramente a continuidade &

direita de t. Para isso, tomando h > 0, note que

t+h t
ly(t+ 1) — @) = A ’N@+M—sﬁ@ﬂ&:ﬁT@—$ﬂﬁ%

t t+h t
= / T((t+h)—s)f(s)ds+ / T((t+h)—s)f(s)ds — / T(t—s)f(s)ds
0 t 0

IN

t t+h
/0 [T(t+h—s)—T(t—s)f(s)ds /t T((t+h) —s)f(s)ds

+\

IN

t t+h
/ [T'(h) —IIT(t — s)f(s)ds +/ IT(t+h—s)f(s)|ds
0 t

t+h
< H(T(h)—f)y(t)Hth M et f(s)|ds

IN

t+h
mnm—nmm+w@Ml 1£(5)lds

Iy

Iz

Vamos estudar I; e I» separadamente. Como (7'(¢));>0 ¢ um Cp-semigrupo e y(t) independe de h,

I; — 0 quando h — 0.
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Além disso, como s +— €¥* é uma funcao continua e f é integravel, Me*" — M e /Hh | f(s)||ds —
0, quando h — 0. Dessa forma, Io — 0 quando h — 0. t

Portanto, ||y(t + h) — y(t)|| = 0 quando h — 0, isto é, y é continua & direita de t.

Provaremos agora a continuidade de y & esquerda de ¢. Tomando h > 0 tal que ¢t — h € [0,00),

segue que

t

ot -m vl = | [ 7w 956 [ 1095090
= [T - m s [T 1 asas- [ ma-ase
< /Oth (1= =) = 1= o) s — [ T=)7(s)ds
< [Tire -9 -ra- o+ [ e -sliseias
< /Oth Tt =)~ T =9 fe)lds + [ M 7(5)las
< [ n o) -1 nsenas v ([ isoas)

I3 14

wSs

Como no caso anterior, pelo fato de s — €“*® ser continua e f integravel, Iy — 0 quando h — 0.

Para I3, note que

[Tt —h—s)=T(t—=s)]f(s)] =0,
quando h — 0, pois (T'(t))+>0 ¢ um Cp-semigrupo e ¢ e s estao fixos. Além disso, para 0 < s <t — h,
I[T(t = h—s) =Tt = s)]f(s)]| < (M) 4 M=) f(s)]| < 2MeC)|| £ (s)]],
com g(s) = 2Me**=9)|| f(s)| uma funcao finita e integravel em [0, #]. Logo, do Teorema da convergéncia

t—h
dominada de Lebesgue (Teorema A.4) e pela desigualdade / I[T(t—h—s)—T(t—s)]f(s)]ds <
0

/t I[T(t—h—s)—T(t—s)|f(s)|ds, concluimos que
0

t—h

i g = Jim [ T(—h =) =T = )] ()]s =0,

o que implica que a funcao y também é continua a esquerda de t.

Consequentemente, y é continua para todo t € [0, a). O
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Teorema 2.10. Sejam f € L'([0,a], X) N C((0,a], X) e

y(t) = /0 T(t—s)f(s)ds, 0<t<a. (2.6)

Entao, o problema de wvalor inicial (2.3)-(2.4) possui uma solugao cldssica x em [0,a), para todo
xo € D(A), se uma das sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) y é continuamente diferencidvel em (0, a).

(ii) y(t) € D(A), para 0 <t < a, et Ay(t) € continua em (0,a).

Por outro lado, se (2.3)-(2.4) tem uma solugao cldssica em [0,a) para algum xy € D(A), entio a

fungao y em (2.6) satisfaz as condigoes (i) e (ii).

Demonstragao. Comegaremos esta demonstragao pela segunda parte, ou seja, suponhamos que (2.3)-
(2.4) tenha uma solugao cléssica x para algum zy € D(A). Assim, da proposigao anterior, sabemos
que y(t) = z(t) — T(t)xo para todo ¢ € [0,a). Além disso, y ¢é diferencidvel em (0, a), pois é a diferenga

de duas fungoes diferenciaveis. Mais ainda,
y'(t) =2'(t) — T(t)Azo, 0 <t < a,

que ¢é a diferenca de duas fungoes continuas e, dessa forma, y é continuamente diferencidvel em (0, a),
o que corresponde a condigao (7).

Por outro lado, como zg € D(A), o item (iii) do Teorema 1.11 nos garante que T'(t)xg € D(A)
para todo t > 0. Assim, visto que D(A) é um espaco vetorial, y(t) = x(t) — T'(t)zo € D(A) para todo

0 <t < a. Finalmente, note que
Ay(t) = Ax(t) — AT (t)xo = 2/ (t) — f(t) — T(t) Axg

e, desse modo, a funcao ¢ — Ay(t) é continua em (0, a). Portanto, (i7) também é satisfeita.
Agora, suponhamos que (i) seja satisfeita e mostremos que (2.3)-(2.4) possui uma solugao cléssica.

Para isso, considere t € (0,a) e h > 0. Assim,

(t+h—23s)f ds/ (t—s)f

I
/Hh T(t+h—s)f(s)ds — 5 /Hh T+ =) e)ds = /otT(t o

t

S R

[/OM T(t+h—s)f(s)ds — /tT(t — s)f(s)ds} — % /:M T(t+h—s)f(s)ds

0
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B t+h
SR (R0 b IO / T(t+h—s)f(s)ds
ou seja,
B B t+h
T(h})lly(t) — W _ ill/t T(t+h—s)f(s)ds. (2.7)

Desse modo, como y é continuamente diferencidvel em (0,a) e

t+h
lim 1/t T(t+h— s)f(s)ds = f(1),

h—0+ h

temos

lim
h—0+

isto é, y(t) € D(A) para todo t € (0,a) e
Ay(t) = y/(t) — f(t), para todo t € (0, a).

Logo, tomando z(t) = T'(t)xo + y(t), segue, do Corolério 1.10 e do lema anterior, que x é continua
em [0,a). Além disso, das propriedades de semigrupo, obtemos que = é continuamente diferencidvel

em (0,a),z(t) € D(A) para todo t € [0,a),2(0) = xo + y(0) = x¢ e

= A(T(t)wo +y(t) + f(t)

= Ax(t) + f(t), para todo t € (0,a).

Portanto, x é solugao classica de (2.3)-(2.4) em [0, a).

Para concluirmos a demonstragao do teorema, suponhamos que a condigao (ii) vale e, novamente,
mostremos que (2.3)-(2.4) possui uma solugao classica. Neste caso, considerando a expressao (2.7) e o
fato de y(t) € D(A) para todo t € [0, a), fazendo h — 0T, obtemos que

tin, LRI04 )

h—0t

ou seja, a derivada de y & direita, ¥/, (t) = Ay(t) + f(t), existe e é continua em (0,a). Assim, como y
é continua e admite derivada & direita continua em (0,a), o Lema de Dini (Lema A.3) garante que y
¢ continuamente diferencidvel em (0, a).

Dessa forma, tomando z(t) = T'(t)zo+y(t) e usando o Coroldrio 1.10 e o lema anterior, concluimos

que z é continua em [0, a). Mais ainda, das propriedades de semigrupo, obtemos que z é continuamente
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diferencigvel em (0, a), z(t) € D(A) para todo t € [0,a), (0) = zo + y(0) = z¢ e

= A(T(t)wo +y(t) + f(t)

= Ax(t) + f(t), para todo t € (0,a).

Logo, x é solugao classica de (2.3)-(2.4) em [0, a). O

No que resta desta segao, assumiremos que o semigrupo (7'(t))¢>0 ¢ uniformemente limitado, isto

é, || T(t)|| < M para todo t > 0 e para algum M > 1.

Corolario 2.11. Se f € continuamente diferencidvel em [0, al, entao (2.3)-(2.4) tem uma solug¢do em

[0,a) para todo xo € D(A).

Demonstragao. Note que, se mostrarmos que a fungao y definida em (2.6) é continuamente diferencidvel
em (0, a) entdo, este resultado serd consequéncia do Teorema 2.10.

Dessa forma, vamos mostrar que y é continuamente diferencidvel em (0, a). Para isto, sejam t €
(0,a) e h > 0 tais que t + h € (0, a). Entao,

B t+h t
verh -y _ 1 /0 T(t+h—s)f(s)ds — 7 /O T(t - 5)f(s)ds

h t+h ‘
= 3 [resn-asas sk [T e [T o5

t+h

t
Por outro lado, temos também / T(t+h—s)f(s)ds = / T(t—s)f(s+ h)ds e assim,
h 0

t+h)—yt) 1 [P t h) —
M:/ T(t—l—h—s)f(s)ds—i—/ Tt —s) (LEFN TG 40
h h Jo 0 h
Observe ainda que, pela desigualdade do valor médio para fungoes vetoriais, temos

e (FEB =IO < S - s

M
< I R)ls +h = sl
< M sup [f'(s)l],
s€[0,a]

para algum k € (s,s + h), e com a ultima desigualdade vélida pois f é continuamente diferencidvel

em [0, a.
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Agora, usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema A.4), segue que

lim tT(t —5) (f(s + h})L — f(s)> ds = /Ot T(t— s)f'(s)ds.

h—0t Jo

Além disso,

h
lim 1/ T(t+h— 5)f(s)ds = T(t) £(0).
0

h—0+ h
Assim,
lim yt+h) —yt) =T(t)f(0) + /0 T(t—s)f'(s)ds,

h—0+ h

ou seja, y possui derivada a direita continua e, dessa forma, pelo Lema de Dini (Lema A.3), segue que
y é continuamente diferencidvel em (0, a).

Entao, do Teorema 2.10, obtemos que (2.3)-(2.4) possui uma solugao cldssica em [0, a). O

Exemplo 2.12. Considere a equagao diferencial parcial dada por

du(t, s) _ ou(t, s)

F
5 s +F(t+s), t>0,s>0,

onde FF € X ={g:[0,400) = R; g ¢ limitada e uniformemente continua}.

Suponha que F' ¢ X e seja (T(t))i>0 o semigrupo de translagoes em X, estudado no Exemplo
1.14. Entao, o operador A : D(A) C X — X, com D(A) ={g € X; ¢ existe e ¢’ € X}, definido por
Ag = ¢, € o gerador infinitesimal de (T (t))i>0.

Dessa forma, podemos reescrever a equagdo acima como o problema de Cauchy abstrato nao

homogéneo

2(t) = Ax(t)+T@)F, t >0,

z(0) = 0,

onde x(t) = u(t, s), para s > 0, é um elemento de X, f(t) =T(t)F e xo = 0. Assim, pelo que fizemos

anteriormente, uma solucdo deste problema deve ter a forma
t t

x(t) =T(t)0 + / T(t—s)T(s)Fds = / T(t)Fds =tT(t)F.
0 0

Observe ainda que, como F' ¢ X, T(t)F ¢ D(A), para algum ty > 0. De fato, suponha, por absurdo
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que T(t)F € D(A) para todo t > 0. Entao, o limite

. TMTH)F-T({F
lim
h—0+ h

)

existe e, além disso, esse limite é AT (t)f,Vt > 0, que é um elemento de X.

Por outro lado, usando que (T(t))¢>0 € o semigrupo de translagées, obtemos

L TWTWFE) ~[TOFE)  TF(+ )~ F )
h—0+ h h—0+ h
= lim Flt+s+h) = Flt+s) = F'(t + s), para todo s > 0.
h—0+ h

Logo, temos AT (t)F = F/, para todo t > 0, onde F/(s) = F'(t + s) para todo s > 0. Assim, seque
que F| € X, para todo t > 0, o que € uma contradi¢io pois, como F' ¢ X, Ft’O ¢ X para algum
to € (0,400).

Portanto, como T (to)F ¢ D(A) para algum to > 0 e a solugao do problema de Cauchy acima
deve satisfazer x(t) = tT(t)F para todo t > 0, concluimos que xz(t) ¢ D(A) para algum ty > 0.
Consequentemente, x nao pode ser solu¢ao classica do problema. Porém, xz(t) = tT(t)F € solugdao

fraca.

2.3 O Problema semi-linear

Estudaremos nesta secao o problema de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes diferenciais

abstratas da seguinte forma

2(t) = Ax(t)+ f(t,z(t)), t >0, (2.8)

z(0) = m, (2.9)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7T'(t))i>0,20 € X e f :
[0, +00) X X — X é uma fungao continua.

A préxima defini¢do nos apresenta o conceito de solugdo classica para o problema (2.8)-(2.9).

Definicao 2.13. Uma fungdo x : [0,00) — X € dita ser solugao cldssica de (2.8)-(2.9) em [0,00) se:
(i) © é continua em [0,00);

(ii) x € continuamente diferencidvel em (0,00);

(i1i) z(t) € D(A) para todo t € [0,00);

(iv) as equagoes em (2.8)-(2.9) sao satisfeitas.
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Se x é uma solugao classica de (2.8)-(2.9) em [0,00) entao, procedendo como na segao anterior,

obtemos que x satisfaz a equacgao integral

x(t) =T(t)zo + /0 T(t—s)f(s,z(s))ds, te€]0,00). (2.10)

Observe que se x ¢ uma funcao que satisfaz a equacao (2.10) entao, = é continua. Porém, apenas
com as condi¢Oes acima, nao podemos garantir que = seja continuamente diferencidvel. Assim, é

natural considerarmos este tipo de funcao como uma solucao fraca.

Defini¢ao 2.14. Uma fungao continua z : [0,00) — X é chamada solugao fraca de (2.8)-(2.9) se
satisfaz a equagao integral (2.10).

O préximo teorema nos fornece condigoes para que o problema de valor inicial (2.8)-(2.9) possua

uma solucao fraca.

Teorema 2.15. Suponha que A é o gerador de um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 e f : [0,00) x X — X
é uma fungao continua em [0,00) X X e lipschitziana em x, uniformemente para t € [0,00), isto €,

existe L > 0 tal que
|f(t,z) — f(t,y)|| < L||lx —y||, para todo t € [0,00), e para todo z,y € X.

Entao, o problema de valor inicial (2.8) — (2.9) possui uma tnica solugdo fraca em [0, 00).

Demonstragao. Visto que (T'(t))t>0 ¢ um Cp-semigrupo, existem M > 1 e w > 0 tais que
IT(1)] < Me“, ¥t € [0, 00).

Vamos provar o resultado para o intervalo [0, a], onde a > 0 é arbitrario. Assim, da unicidade de
solugao e do Teorema da escolha, obtemos uma solugao tnica em [0, 00).

Dado a > 0, consideremos o espago C([0, a], X) das fungdes continuas de [0, a] em X, com a norma

|z]); = sup e TNzt = € C([0,a, X),
te(0,a]

onde L > ML > 0.

Note que a norma ||.|[; é equivalente a norma ||.||«, onde |z|o = sup [[z(t)]|, z € C([0,a], X).
te[0,a]

—(Ltw)t

De fato, como t — e ¢é decrescente,

e~ IH)a 21| < e~ E+) |z (1)[| < |l2(t)], para todo ¢ € [0,a],
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e assim,

sup {e~ Tz (1)} < sup {em N z(t)]|} < sup [a(1)]],
t€(0,a] te(0,al t€[0,a]

isto é,

e 2]l < 2z < |2l

Dessa forma, C([0,a], X') é um espago de Banach com a norma ||.||;.

Agora, consideremos o operador G : C([0,a], X) — C([0,a], X) definido por
t
(Ga)(t) = T(D)w + / T(t— 8)f(s,2(5))ds, 0 <1< a.
0

Primeiramente, mostraremos que G estd bem definido, ou seja, G leva um elemento de C(]0, a], X)
em um elemento C([0, a], X). Para isso, dado u € C([0,a], X), a funcao s — f(s,u(s)) é continua em
[0, a] e assim, integravel em [0, t], para todo t € (0, a]. Logo, de maneira anéloga a feita no Lema 2.9,
concluimos que ¢ +— /t T(t—s)f(s,u(s))ds é continua em [0, a]. Além disso, visto que (T'(t))¢>0 ¢ um
Cp-semigrupo, t — T(Dt):z: é continua em [0, a] e entdo, Gu é uma fungao continua de [0, a] em X.

Portanto, G esta bem definido.

Nosso préximo passo é verificar que G é uma contragao. Neste caso, dados, z,y € C([0,a], X) e

t € [0,a], temos

1(G2)() — (@)(0)]| = \

/0 T(t - 5)[f(s,2(5)) — [(5,5(s)))ds

IA

/0 1T (t = )£ (s, 2(s)) = f(s,9(s))l|ds

t
< / Mel=99L2(s) — y(s) | ds
0

e entao,

eI (Ga) () — (Gy)(D)]| < et /Ot M La(s) — y(s)|lds
= e (LAt et /Ot e ) x(s) — y(s)||ds
= MLe It /Ot efs“’e@*w)se*(i“’)sHa:(s) —y(s)||ds
< MLe*ith —yllz /Ot e(—sw)g(Ltw)s g

- t .
= MLe‘LtHa:—yHi/ elsds
0
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- Lt 1
= MLe Mz —y|; [ - =
| ylz ( 7 I
ML 7
= —(1—e M|z -yl
-l -yl
< LH |
— ||z — yl| 7.
S 7 YL
Assim,
7 ML
7(L+w)t G t - G t < —_— - T
tgl[gtﬁ]{e [(Gz)(t) = (Gy) ()|} < 7 lz —yllz,
isto é,

ML
[(Gz) — (Gy)l; < 7 |z =yl

ML ~ ~
com A < 1, pois L foi tomando de modo que L > M L.
Logo, G é uma contragao e, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.7), G tem um

unico ponto fixo u € C([0,al], X), ou seja, existe uma tunica fungao continua w : [0,a] — X tal que
t
u(t) = Gu(t) = T(t)xo —I—/ T(t — s)f(s,u(s))ds, para todo t € [0,al.
0

Portanto, o problema de valor inicial possui uma tunica solugao fraca. ]



CAPITULO

3

Existencia e unicidade de solucoes fracas quase
automorficas para equacoes diferenciais

abstratas semi-lineares

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e a unicidade de solugoes fracas quase automorficas para

equacoes diferenciais abstratas semi-lineares em um espaco de Banach X e que sao escritas na forma
Z'(t) = Ax(t) + f(t,z(t)),t € R,

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo exponencialmente estavel.

3.1 Funcoes quase automorficas

O proposito desta secdo é apresentar o conceito e algumas propriedades das fungoes quase
automorficas que serdo essenciais no decorrer deste trabalho.

O conceito de funcao quase automoérfica foi introduzido na literatura por S. Bochner no inicio da
década de 1960. Estas fungoes receberam atencgao especial por serem uma generalizacao das fungoes
quase periddicas, definidas inicialmente por H. Bohr no inicio da década de 1920 para funcées com
valores numéricos e, mais tarde, por S. Bochner, para fungoes com valores em um espago métrico. Na
sequéncia, definiremos o conceito e enunciaremos algumas propriedades das fun¢ées quase peridédicas
com o objetivo de compreender melhor essa generalizagao.

Inicialmente, vamos considerar X como sendo um espaco normado apenas.

62
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Definigcao 3.1. Seja I um nidmero real positivo e P C R um conjunto de nimeros reais. Dizemos que

P él—denso em R se a intersec¢ao [a,a + 1] N P € nao vazia, para todo a € R.
Definicao 3.2. O conjunto P C R € relativamente denso em R se € [-denso para algum [ > 0.

Definicao 3.3. Uma funcdo continua f : R — X € chamada quase periddica se, dado € > 0, existe
um numero positivo | = l(g) tal que, em qualquer intervalo de comprimento l, existe & com a sequinte
propriedade

[fE+&) - fH) <evteR.

Denotaremos por AP(X) o espaco das fungoes quase periédicas de R em X.
A seguir, enunciaremos algumas propriedades bésicas referentes as funcoes quase peridédicas. Para

mais detalhes sobre essa classe de fungoes e a demonstracao dos resultados abaixo, consulte [20].

Teorema 3.4. Assuma que f, f1 e fo sdo quase periddicas e A € um escalar qualquer, entdo vale:
(i) Mf, f1 + f2 sdo quase periddicas,

(ii) a translagdo fu, a € R, dada por f,(t) = f(t+a), t € R, é quase periddica,

(i4i) a funcgdo f, definida por f(t) = f(—t), t € R, € quase periddica.

Proposicao 3.5. Se f: R — X ¢ quase periddica, a fungdo t — ||f(t)|| é também quase periddica.
Proposigao 3.6. Se f: R — X ¢é quase periddica, entdo f € limitada.

Proposicao 3.7. Se f: R — X ¢ quase periddica, entdo f é uniformemente continua em toda reta

real.

O préximo teorema consiste em preservar a propriedade de ser quase periddica com relacao a

convergéncia uniforme na reta real.

Teorema 3.8. Se (fn)nen € uma sequéncia de fungoes quase periddicas e f, — f uniformemente em

R, quando n — oo, entdo f € quase periddica.

O teorema a seguir nos diz que, se X é um espago de Banach, entdao AP(X) também é um espaco

de Banach.

Teorema 3.9. Se X € um espaco de Banach e AP(X) é munido da norma do supremo

[/ lloc = sup [Lf(£)]I;
teR

entao (AP(X),|-||cc) € um espaco de Banach.
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Veremos agora uma classe de fungoes equivalente a classe de funcbes quase periddicas. KEssas

fungoes sao chamadas de funcoes normais e também foram definidas por Bochner.

Definicao 3.10. Uma funcao continua f : R — X € dita ser wma funcdo normal se, para qualquer
sequéncia de nimeros reais (s, )nen, € possivel extrair uma subsequéncia (Sp)nen tal que lim f(t+sy)
n—oo

existe uniformemente para t € R.

A equivaléncia estabelecida entre fungoes quase periddicas e normais pode ser usada para provar,
de forma mais simples, algumas propriedades elementares das fungoes quase peridédicas.

A seguir definiremos as fungoes quase automorficas.

Definicao 3.11. Uma funcdo continua f : R — X € chamada quase automdrfica se, para qualquer

sequéncia de nimeros reais (S, )nen, podemos extrair uma subsequéncia (Sp)nen tal que

nh_)n(f)lo ft+sn) =g(t) e lim g(t —sy,) = f(t),Vt €R.

n—oo
Representaremos o conjunto das fungdes quase automérficas de R em X por AA(X).
Note que, se a convergéncia acima é uniforme em ¢, entao a fungao f é quase periddica (para ver
isso, basta usar a equivaléncia citada anteriormente entre fungoes quase periddicas e fungdes normais).

O conceito da Definicao 3.11 é entao mais geral que o de fungoes quase periddicas.

Exemplo 3.12. A funcdo f : R — R dada por

f(t) = sen (2 + sen(t) ir sen(ﬁt))

€ um exemplo cldssico de funcdo quase automdrfica que nao € quase periédica.

Seu grdfico pode ser visto a sequir.
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054

UW\M\JVVV\

0 10 20 30 40 50

Figura 3.1: Gréfico da fungao f(t) = sen <2+Sen(t)ism(\/§t)>.

Agora, veremos algumas propriedades bésicas das fungoes quase automorficas.

Teorema 3.13. Assuma que f, f1 e fo sao quase automdrficas e A € um escalar qualquer, entdo vale:
(i) M\f, f1 + f2 € quase automdrfica,

(ii) a translagdo f,, a € R, dada por f,(t) = f(t+a), t € R, é quase automdrfica,

(iii) a fungdo f, definida por f(t) = f(=t), t € R, € quase automdrfica,

() A imagem Imy de f € pré-compacta e entdo, f € limitada.

Demonstragao. (i) Suponha que f é quase automorfica. Assim, dada uma sequéncia de nimeros reais

(s)))nen, existe uma subsequéncia (s, )nen tal que

lim f(t+sp) =g(t) e lim g(t—s,) = f(t),Vt € R.

n—oo n—o0

Logo, para um escalar A, obtemos que

lm Af(t+sp) = Ag(t) e ILm Ag(t — sn) = Af(t),Vt € R.

n—oo
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Portanto, Af é quase automorfica.
Além disso, sejam f1 e fa fungdes quase automérficas e (s),)nen uma sequéncia de niimeros reais.

Como f1 é quase automorfica, podemos extrair uma subsequéncia (s, )nen de (s, )nen tal que,
lim fi(t+s,) = g1(t) e lim gi1(t —sp) = fi(t), VL € R.
n—oo n—oo

Consideremos agora a sequéncia (Sp)nen, como fy também é quase automorfica, existe uma

subsequéncia (sy, )ken de (Sn)nen tal que

nh_}ngo Ja(t + sn,) = g2(t) e T}LIgogg(t — Sp,,) = fa(t),Vt € R.

Logo,
Jim (fi + fo)(E 4 sn) = T fi(E 4 s,) + i o+ 50,) = 61(2) + g2(1), VE € R,
(S
nli_?;O(m +g2)(t — sny,) = nh—g.logl(t — 5p;,) + 731_{{31092(75 — Sn,) = J1(t) + fa(t),Vt € R.

Assim, f1 + f2 é quase automorfica.
(i) Dado a € R, considere a translagao f, dada por f,(t) = f(t + a), para todo t € R.

Se (s))nen é uma sequéncia de nimeros reais entdao, como f é quase automoérfica, existe uma
subsequéncia (s, )nen de (s),)nen tal que

lim f(t+sp) =g(t) e nh_)rrolog(t —sp) = f(t),Vt € R.

n—oo

Em particular, tomando ¢t = s 4+ a, com s € R, temos

lim fo(s+ sn) = Jgngof(a+s+sn) = g(a+s) = ga(s)

n—oo

lim ga(s - Sn) = lim g(s +a— Sn) = f(s + a) = fa(s)'

n—oo n—o0

Portanto, f, também é quase automérfica.
(iii) Seja (s),)neny uma sequéncia real qualquer e considere a sequéncia “oposta” (—s/, )pen. Como f é

quase automorfica, extraia de (—s},)nen uma subsequéncia (—sp)nen tal que lim f(t —s,) = g(t) e
n—o0
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lim g(t+ s,) = f(t), para todo t € R. Dessa forma, segue que

n—oo

lim f(t+s,) = lim f(—t—s,) = g(—t) = §(t), vt € R,

n—oo n—oQ

f(t),vt € R.

lim gt —sp) = lim g(—t+sn) = f(—1)

=1l
n—oo n—o0
Portanto, f é quase automérfica.

(iv) Considere uma sequeéncia (f(s},))nen em Imy. Como f é quase automdérfica, podemos extrair uma

subsequéncia (s, )nen de (s),)nen tal que
Jim_ f(sn) = g(0),

0 que nos mostra que a imagem de f é pré-compacta.
Consequentemente, f é limitada em R, pois, caso contrério, existiria uma sequéncia (s, )nen tal
que ||f(s],)|| > n, para todo n € N. Porém, como f é quase automorfica, poderfamos extrair uma

subsequéncia (s, )nen de (s),)nen tal que
Jim_ f(sn) = 9(0),
implicando na limitagao da sequéncia (f(sy))nen, 0 que é uma contradicdo.

Portanto, f é limitada. O

Note que a fun¢ao g também é limitada em R. De fato, temos Imy C Imy, com I'mf compacto

em X. Além disso,

sup [|g(t)[| < sup || f(t)]-
teR teR

Nosso préoximo resultado consiste em preservar a propriedade de ser quase automorfica com relacao

a convergéncia uniforme na reta real.

Teorema 3.14. Se (fn)nen € uma sequéncia de fungoes quase automdrficas e fn, — f uniformemente

em R, quando n — oo, entao f € quase automdrfica.

Demonstragao. Considere uma sequéncia real arbitréria (s},)nen. A seguir, vamos extrair de (s, )pen,

usando o método da diagonal de Cantor, uma subsequéncia (s, )nen tal que

li_>m fi(t+ sn) = gi(t), paracadai=1,2,..., ecadat € R, e (3.1)
n oo
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lim g;(t — s,) = fi(t), paracadai=1,2,..., e cada t € R. (3.2)
n—oo
Para isso, seja (s),)neny uma sequéncia real arbitraria. Como f; é quase automorfica, existe uma
subsequéncia (sg))neN C (8}, )nen tal que

liﬁ\m filt+ sﬁll)) =qi(t) e lim gi(t — 37(11)) = f1(t),vt € R.

n—0o0

. . 1 . . . i
Agora, considere a sequéncia (s%))neN. Como fs é quase automérfica, existe uma subsequéncia

(5 nen C (s5)nen tal que

limf>(t + s\P)) = ga(t) e lim gz (t — s\P)) = fo(t), vt € R.

. . i—1 . . .
Prosseguindo desta forma, dada a sequéncia (s% ))n€N7 como f; é quase automorfica, existe uma

subsequéncia (SS))%N C (sg_l))neN tal que

lim f;(t + s) = gi(t) e lim g, (t — sW) = fit),t €R.

Assim, considerando a sequéncia diagonal (S;n))neN, temos (ngn))neN C (sL)nen C (8h)nen
satisfazendo os limites

lim fi(t + si) = gi(t),VteRi=1,2,...

lim gi(t —s™) = fi(t),Vt eR,i = 1,2, ... .

n—oo

Denotemos a sequéncia (.;ﬁ{”)neN por (Sn)nen, € assim, vale (3.1) e (3.2).
Observemos também que a sequéncia de funcoes limitadas (g, )nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em

relagdo a convergéncia uniforme na reta real. De fato, dado ¢ € R, temos

lgi(#) = g5 (O < Nlgi(t) = filt + sn)ll + £t + sn) = f5(E + sa) | + [1£5(E + s0) — g; (D], Vi, j,n € N.

Além disso, dado € > 0, pela convergéncia uniforme de (f;,)nen, podemos encontrar N = N(g) € N

tal que, para todo 7,5 > N,

15t + 50) — Fi(t+ s0)]| < g,w eR,Vn=1,2,...
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Assim, segue que
€
lgi(t) = g DI < 5 + i () = fit + su)ll + 1f5( + 50) = g; (D], ¥t € R,V = 1,2, ...,

quando 7,7 > N.

Logo, tomando o limite quando n — oo em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos
lgi(t) — g; (V)] < &,Vi,j > N,

onde t pode ser qualquer nimero real e N é independente de t. Dessa forma, temos a convergéncia
uniforme da sequéncia (g, )nen na reta real.

Seja g : R — X o limite uniforme da sequéncia (g, )nen. Vamos provar agora que

lim f(t+sn) =g(t) e lim g(t —s,) = f(1),Vt €R,

n—oo

o que garante que f é uma funcao quase automorfica.

Para isso, dados t € R e s, na sequéncia (8 )nen, temos

1 (E+sn) = g@OI < WS+ sn) = filt + sn)ll + it + sn) = gD + lg:(t) = g()[[,Vi = 1,2, ...

Mais ainda, para € > 0 arbitrario, podemos encontrar M = M () € N tal que

1G4 s0) = Dar(t + )l < 5 e llgar(t) = 9] < 3,

para todot € Ren =1,2,.... Desse modo, segue que
€
1F (4 50) =gl <25 + 1/ u(t +50) —gu (@), Ve €Rn=1,2,....

Agora, para todo t € R, podemos encontrar algum natural K = K (t, M) tal que

1ar(t + s0) = gar ()] < 5,

para todo n > K.

Portanto, se n > K, obtemos que

1 (t+sn) —g(B) <e,
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ou seja, lim f(t+ s,) = g(t), para todo t € R.
n—oo

Além disso, para cada ¢ = 1,2, ..., temos

lg(t = sn) = FON < Nlg(t = sn) — gi(t — sn)ll + [19i(t — sn) — L) + i (£) — F(B)]

e, como visto anteriormente, dado € > 0, podemos encontrar M = M (e) € N tal que

lg(t = sn) — gar(t = sn)ll < = e [l far(t) = F(B)] <

£
3 3

para todot € R e todon =1,2,... . Assim,

lg(t = sn) = FO)]| < 2% Fllgm(t =) = (@O, VE € Ryn = 1,2,

Em seguida, para todo t € R, podemos encontrar um niimero natural K=K (t, M) tal que

lgar(t = sn) = fur @] <

9

Wl M

para todo n > K. Finalmente, concluimos que, se n > K, entao

lg(t —sn) = F(D)] <,

isto é, lim g(t —s,) = f(t), para todo t € R.
n—oo

Logo, f é quase automérfica. O

O préximo teorema mostra que, quando X é um espago de Banach, AA(X) também é um espago

de Banach.

Teorema 3.15. Se X € um espago de Banach e AA(X) € munido da norma do supremo

1flloe = sup [l f(£)]],
teR

entdo (AA(X),||.]lcc) € um espago de Banach.

Demonstracdo. Seja (fn)neny uma sequéncia de Cauchy em AA(X). Assim, dado € > 0, existe ng € N

tal que, se n, m > ng, entao
€

||fn - fm”oo < 92
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Em particular, para t € R, temos

1£a(5) = Fn(@)] < 50D [ Fnlt) = ()]l = 1 = Finllso < 5. ¥nm > mo,
teR

isto é, (fn(t))nen € uma sequéncia de Cauchy em X para cada t € R. Como X é um espaco de
Banach, para cada t € R, lim f,(¢) existe. Dessa forma, podemos definir a fungao f : R — X por
n—oo
f(t) = lim fu(2).
n—oo
Mostraremos agora que f,, — f, quando n — 0o, na norma ||.||» € que f € AA(X).
Para isso, observando o que foi feito inicialmente, sabemos que existe ng € N tal que, se n, m > ny,

entao

1 fn(t) = fm(®)]| < g,w eR.

Mantendo n fixo, n > ng, e fazendo m — +00 na desigualdade acima, obtemos
€
Ifn(8) = FO < 5,V ER.

Logo, para n > ny,

= Flloo = sup llful)) = FB)] < 5 <.
teR

ou seja, f, — f na norma ||.|/cc-
Além disso, da definicao de ||.||o0, segue que f, — f uniformemente em R e entao, como f,, é quase
automorfica para todo n € N, segue do Teorema 3.14 que f é quase automoérfica.
Portanto, (AA(X),|.]c) é um espago de Banach.
]

A seguir, trataremos de funcoes de duas varidveis. Mais especificamente, definiremos quando uma

funcao desse tipo é quase automérfica.

Definicao 3.16. Uma funcdo continua f : R x X — X ¢ dita ser quase automdrfica em t € R para
cada v € X se, para cada sequéncia de nimeros reais (s, )nen, eriste uma subsequéncia (Sp)nen tal
que

lim f(t+ sp,x) =g(t,z) e li_>m g(t — sp,x) = f(t,x), para todot € R e cada x € X.
n oo

n—oo

Os resultados seguintes sao propriedades de funcoes de duas varidveis quase automoérficas e serdao

utilizados na proxima secao.
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Teorema 3.17. Se f: R x X — X € quase automdrfica em t para cada x € X e se f € lipshitziana

em x, uniformemente em t, entdo a funcdo g, limite de f, satisfaz a mesma condicao de Lipschitz que

a funcgdo f.

Demonstragdo. Seja L > 0 a constante de Lipschitz para a funcao f, isto é, para cada par z,y € X,

1t 2) = f(E )l < Lijz =y,

uniformemente para t € R.
Dados t € R e ¢ > 0, de qualquer sequéncia de nimeros reais (s),),eny podemos extrair uma

subsequéncia (s, )nen tal que
5

||g(t>$) - f(t+ Sn,fL')H < 9

€
o

lg(t,y) — f(t+ sn, )|l < 5

para n suficientemente grande. Assim, podemos escrever

g(t,x) _g(tay) :g(t,x)—f(t—l—sn,x)—i-f(t—l—sn,x)—f(t—l—sn,y)—l-f(t—l—sn,y)—g(t,y).

Entao, para n suficientemente grande, obtemos

lg(t,z) =gt )|l < lg(t,z) = f(t 4 sn, )| + 1 f(t + 5n,2) = f(E+ sn, )| + 1F(E+ 50,9) — g(t, 9)|
< %+L||x—y||+%

= e+ L)z —yl.

Portanto, como ¢ é arbitrario, concluimos que

lg(t,x) — g(t,y)|| < Ll|z —y||, Yo,y € X,

isto é, g € lipschitiziana em z, uniformemente em ¢. O

Teorema 3.18. Seja [ : Rx X — X quase automorfica em t para cada x € X e assuma que [ satisfaz
uma condi¢do de Lipschitz em x, uniformemente em t € R. Se ¢ : R — X € quase automdrfica, entdo

a fungdo F : R — X, definida por F(t) = f(t,¢(t)), € quase automdrfica.

Demonstragao. Seja (s))nen uma sequéncia de ndmeros reais. Entdo, podemos extrair uma

subsequéncia (s )nen de (s),)nen tal que:
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(¢) lim f(t+ sp,x) =g(t,z), paracadat € Rex € X,
n—oo
(7i) lim @(t+ s,) = ¢(t), para cada t € R,
n—oo
(#i7) lim g(t — sp,z) = f(t,z), paracadat € Re xz € X,
n—o0
(iv) lim ¢(t — sy,) = (t), para cada t € R.
n—oo
Agora, vamos considerar a fun¢ao G : R — X, definida por G(t) = g(¢t, ¢(t)),t € R. Mostraremos
que lim F(t+s,) = G(t) e lim G(t — s,) = F(t), para cada t € R.
n—oo n—o0

Observe inicialmente que, para todot € Ren € N,

F(t + Sn) - G(t) = f(t + Sm@(t + Sn)) - f(t + Sn,é(t)) + f(t + 3n7¢(t)) - g(t,¢(t)).

Dessa forma, como f é lipschitziana, com constante de Lipschitz L > 0, e valem os limites (i) e

(i), obtemos

IF(t+52) = GOl < Lllip(t+50) — 6@)] + [ £t + 50, 6(8)) — g(t, 6(0))]
L L€
2L 2

&,

IN

para todo t € R fixo e n € N suficientemente grande.
Logo, concluimos que

lim F(t+s,) = G(t),Vt € R.

n—oo

Similarmente, para todo t € R e n € N, temos

G(t = sn) = F(t) = g(t = sn, &t = sn)) = gt = sn, (1)) + g(t — sn, (1)) — f(t, 0(1)).

Além disso, como g é limite de f e f é lipschitziana, o Teorema 3.17 nos garante que g é lipschitziana,
digamos que com constante de Lipschitz K > 0. Assim, usando a igualdade anterior e os limites (i)

e (iv), obtemos

|Gt —sn) = F@) < gt —sn, @t = sn)) — gt = s ()| + 19t — sn, () — f(E ()l
< Kot = sn) — o)l + lg(t = sn,o(t)) = f(E o))l
< Ki + £ =g,
- 2K 2

para todo t € R fixo e n € N suficientemente grande. Desse modo, segue que lim G(t — s,) = F(t),

n—oo

para todo t € R.



3.1 Fungoes quase automorficas 74

Portanto, I’ é quase automorfica.

3.2 Solucoes fracas quase automorficas para equagoes diferenciais abstratas
semi-lineares

Nesta secao vamos considerar X um espaco de Banach e a seguinte equacao diferencial, definida
em X,
2(t) = Ax(t) + f(t, ()t € R, (3.3)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo exponencialmente estével (7'(¢));>0, 0 que

significa dizer que existem constantes K > 0 e w < 0 tais que
IT()] < Ket, vt > 0.

Suponha que f: R x X — X satisfaz uma condicao de Lipschitz em z, uniformemente em ¢, isto

é, existe uma constante L > 0 tal que

1 (&, 2) = f(E, )l < Lijz =y,

para todo t € R e todo z,y € X.
Nosso objetivo é provar a existéncia e a unicidade de solugoes fracas quase automorficas para a
equacao (3.3). Mas, primeiramente, provaremos a existéncia e unicidade de solugoes fracas quase

automorficas para a equacao diferencial
2/ (t) = Ax(t) + f(t),t € R, (3.4)

onde f é quase automorfica.

Para isso, vejamos algumas defini¢oes e resultados preliminares.

Definicao 3.19. Uma funcao continua x : R — X € uma solucao fraca sobre R da equacdo diferencial

(8.4) se a equagao integral

€ satisfeita para todo a € R et > a.
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Definigcao 3.20. Uma fun¢do continua x : R — X € uma solucao fraca sobre R da equacdo diferencial

(8.3) se a equagao integral

€ satisfeita para todo a € R et > a.

Teorema 3.21. Seja (T'(t))i>0 0 Co-semigrupo gerado por A. Assuma que (T'(t))t>0 € assintoticamente
estdvel, isto €,

lim T'(t)z =0, para cada x € X.

t—o0

Entao, se f € AA(X), cada solugdo fraca de (3.4), com imagem relativamente compacta em X, estd

em AA(X).

Demonstragao. Seja x : R — X uma solugao fraca de (3.4) com imagem relativamente compacta em

X. Entao, x admitird a representacao

para cada a € Ret > a, e Im x é um conjunto compacto. Mostraremos a seguir que z é uma funcao
quase automoérfica.
Dada uma sequéncia de ntimeros reais (s}, )nen, como f é quase automérfica, podemos encontrar

uma subsequéncia (s, )nen de (s),)nen tal que

lim f(t+sp) =g(t) e lim g(t —s,) = f(t),Vt € R.

n—oo n—0o0

Suponhamos, agora, que a sequéncia (z(tp + Sp))nen a0 é convergente para algum ty € R. Entao,

existe algum « > 0 e duas subsequéncias (0},)nen € (01 )nen de (8p)nen tais que
llz(to + ol,) — x(to + )| > a,¥n € N. (3.5)
Além disso, como x é solucao fraca, para a < ty e n € N, temos

to—‘,—a’,/,l
x(to+ol) —x(to+ol) = T(to+o,—a)x(a)+ / T(to+ o), — s)f(s)ds
to-‘rO'g
~T(to+ ol —a)x(a) — / T(to+ o — s)f(s)ds

a+o},
= T(to—a)T(o))x(a) + / T(to—a+a+ol, —s)f(s)ds



3.2 Solugoes fracas quase automorficas para equacoes diferenciais abstratas semi-lineares 76

to+o,,
4 [T T+ o - ) f(5)ds = Tt~ T (o )a(a)

+on
a+o)! to+o)
—/ T(to—a+a+UZ—s)f(s)d3—/ T(to+op —s)f(s)ds
a a+ol!
a+o),
— T(to-0) [T+ o, —apla)+ [ Tlata,—s)f(s)ds

a+o))
~T(a+ o) —a)x(a) —/ T(a+ ol —s)f(s)d,s]

to+ol, to+oy,
+/ T(to+ o), —s)f(s)ds — / T(to+on —s)f(s)ds
a+o}, a

= Tt lala+ol) ~ oot ol + [ Tlto~9)f(s+ s

—/ ' T(to — s)f(s+ ol)ds.
Logo,
x(to + 0y,) — x(to + 0,,) = T(to — a)[z(a + 0,) — z(a +a,)] + / i T(to = 9)[f (s + 00) = f(5 + 0p)]ds,

para todo a <tgen € N.

Por outro lado, uma vez que o semigrupo (T'(t))¢>0 ¢ assintoticamente estdvel, segue que, dado
x € X, existe M, > 0 tal que | T'(t)x|| < 1, para todo t > M,, e, pelo fato do semigrupo ser fortemente
continuo, a aplicacao t — T'(t)z é continua em [0, M, |, para cada z, e entdo, t — T'(t)z é limitada em
[0, M,].

Logo,

sup [|T(t)z]| = Ay < +oc,
teR+

para todo = € X.

Assim, pelo Principio da limita¢ao uniforme (Teorema A.5), concluimos que

C = sup ||T(t)] < +o0.
teR+

Mais ainda, como lim 7T'(¢)z = 0 para cada x € X, podemos mostrar que lim T'(t)r = 0
t—o00 t—o0

uniformemente para x em um subconjunto compacto de X. De fato, seja Y um subconjunto compacto

de X. Logo, Y é totalmente limitado e assim, dado % > 0, existem x1, s, o Ty €Y tais que
2
Y C LnJ B (—E :U) onde B (—8 ;1:) denota a bola aberta de centro em x; e raio (—E ) em Y.
= 207 (2 9 207 1 (2 2C .
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7

Note que, para cada z; € Y, i = 1,2, ..., n, existe M; > 0 tal que
€

e ainda, para cada x € Y, existe ; € {z1, 22, ..., $n(i)} tal que
2C

9
|z — ;|| < BYek

Dessa forma, tomando M = max{M;,1 = 1,2, ...,n(i)}, para t > M, temos
2C

[Tzl < [Ttz +T(t)x; — T(t);|
< NT@) (@ =)l + 1T ()]
< NTOIlle — a5l + [T ()]l
< C% + g =g,

ou seja, tlim T'(t)x = 0 uniformemente para x no compacto Y.
— 00

Agora, denotando por K o fecho da imagem de z, isto é, K = {z(t);t € R}. Temos, por hipdtese,

que K é compacto em X. Desse modo, podemos escolher a < 0 tal que

€

IT(to — a)z(a+ap)ll < 5

Em seguida, fixe a € R, a < tg, e defina

Fo(s) =T(tg — 8)[f(s+0)) — f(s+ )], coma < s < t.

Como sup || f(s)|| < oo, pois f é quase automoérfica, e sup ||[T(t)]| < oo, j& que (T'(t))i>0
teR

teR+
exponencialmente estavel, segue que

IFn ()l < 17'(t0 = $)ICIf (s + on)ll + 1£ (s + o)) < L,

para alguma constante L > 0 e para todo n € N e todo a < s < tp.

e |T(to — a)x(a+ o) < g,Vn =1,2,....

é

Observe também que lim F,,(s) = 0 para cada s € [a,tp], pois, como lim f(t+ s,) existe para
n—o0 n—o0

cada t € R e (0,)nen € (01)nen sdo ambas subsequéncias de (s, )nen, dado € > 0, existe ng € N, tal
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que, para n > ng,

IFn(s)ll = 1T(to — )£ (s + 03) = T(to — 8)f (s + o7,) |

IN

1Tt = s)lllf (s +0n) = fls +on)l

C

IN

€
— =c.
C

Finalmente, note que F}, é mensuravel para cada n € N. Logo, utilizando o Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue (Teorema A.4), temos

lim v T(to—s)[f(s +0) — f(s+ol)]ds = lim ! F,(s)ds =0.

n—oo a n—oo a

Isso, juntamente com o que foi feito anteriormente, garante a existéncia de algum N € N tal que
|z(to + o),) — x(to + ol)|| <&, sen > N,

o que contradiz (3.5). Consequentemente, deduzimos que a sequéncia (z(t+ sy,))nen € convergente em
X para cada t € R.

Seja y(t) = nlbrgo x(t + sp),t € R. Novamente, usando que x é solugao fraca, obtemos que

t+sn
x(t+sy,) = T(t+s,—a)z(a)+ / T(t+ s, —s)f(s)ds
¢ a+sn t+sn
= T(t—a)T(sp)x(a) + / T(t—a+a+sy,—s)f(s)ds+ /+ T(t+ s, — s)f(s)ds

— Tt — a)T(s)x(a) + T(t — a) / O at sn— ) f(s)ds + / (= ) f(s 4 5,)ds
— T(t-a) [T(a + 50 — a)a(a) + / O (@t 5 —5) f(s)ds] 4 / Tt — ) (s + 5n)ds
= T@—@aa+%%ﬂ[Tu—Qﬂs+%M&

para todo ¢ € R e n € N.

Logo,
t
z(t+sp) =Tt —a)x(a+ s,) + / T(t—s)f(s+ sp)ds,Vt € R,n € N. (3.6)

Dessa forma, tomando o limite em (3.6) e usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

(Teorema A.4), segue que

y(t) = T(t — a)y(a) + / T(t - s)g(s)ds,

paracadaa € Ret > a.

Além disso, Im y = {y(t);t € R} C K e, consequentemente, Im y é também relativamente
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compacto em X. Desse modo, podemos assumir que

lim y(t —s,) = u(t),Vt € R,

n—oo

com (S, )nen sendo, na realidade, uma subsequéncia da sequéncia original (usaremos a mesma notagao
para nao sobrecarregar a notagao).

Por outro lado, para todot € R e n € N, temos

y(t —sn) = T(t—sp—a)yla)+ / o T(t — s, —s)g(s)ds

— T(t = sp— a)y(a) + /_ T(t—a+a—sn— s)g(s)ds + /_ T(t — s, — 5)g(s)ds
— T(t—a+a—sn—a)yla)+ T(t— a) /_ T(a— s, — 5)f(s)ds

+ [ 1= s)ats — su)as
— T(t—a) [T(a — 5 —a)yla) + / T e — s, — 8) f(s)ds] + / "t - $)g(s — s,)ds

¢
= T(t—a)yla—sy) + / T(t—s)g(s — sp)ds,

ou seja,

y(t —sn) =Tt —a)yla — sp) + / T(t—s)g(s — sp)ds,Vt € R,n € N. (3.7)

Assim, tomando o limite em (3.7) e usando o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

(Teorema A.4), segue que

paracadaa € Ret > a.
Para garantirmos que = é quase automérfica, resta provarmos, que u(t) = z(t), para todo t € R.

Para isso, note que

Yyt —sp) —z(t) = T(t—a)yla—s,) + / T(t—s)g(s —sp)ds —T(t —a)x(a) — / T(t—s)f(s)ds

= T(t—a)y(a—sn) = T(t — a)z(a) + / T(t = s)lg(s — sn) — f(s)]ds,

para todo t€ERen €N.
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Assim,

y(t = sn) —2(t) = T(t — a)y(a = sn) = T(t = a)z(a) + / T(t—s)lg(s = sn) = f(s)lds,  (3.8)

para todo t € Ren € N.
Agora, fixe t € R e seja e > 0. Como K ¢é compacto, Im y C K e (T(t))t>0 ¢ exponencialmente

estavel, podemos escolher a < 0 suficientemente grande tal que

]WG—awm—smH<gﬁn€N

|E@—@ﬂ@”<gﬁneN

Mais ainda, dado t € R, fixando n € N e a € R, com a < t, defina a fungao H, : [a,t] = X por

Hy(s) = T(t = 5)(g(s = sn) = f(5))-

E claro que cada H,,n € N, é limitada, pois C = sup ||T'(t)|| < oo e sup [|g(t)|| < sup || f(£)]| < oo.
teR+ teR teR
Entao, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema A.4), temos

lim [ T(t—s)(g(s—sn) — f(s))ds = lim H,(s)ds = 0. (3.9)

n—oo a n—o0 a

Entao, tomando o limite, quando n — oo, em (3.8), obtemos que

lim |y(t = sn) — z(t)]| = 0,

n—o0

isto é, lim y(t — s,) = x(t), para todo t € R. Portanto, da unicidade do limite, concluimos que
n—oo
x(t) = u(t), para todo t € R, e entdo, x é quase automorfica.

O]

Teorema 3.22. Seja (T(t))ier um Co-grupo de operadores lineares limitados em X. Assuma que a

fungao x : R — X dada por x(t) = T(t)xo,t € R, é quase automdrfica para algum xog € X. Entao,
inf t 0 t)=0,Vt € R.
int [l#(1)]| > 0 ou ()

Demonstra¢ao. Suponha que inlg ||lz(t)|| = 0. Entao, podemos encontrar uma sequéncia de nimeros
te

reais (s), )nen com a propriedade que lim [|z(s))|| = 0.
n n
n—oo
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Por outro lado, usando o fato de = ser quase automorfica, existe uma subsequéncia (s, )nen de
/
(sh)nen tal que

lim z(t+sp) =y(t) e li_>m y(t+ sn) = z(t),Vt € R.

n—o0

Observe também que

x(t+sp) =T(t+ sp)xo =T )T (sn)xo = T(t)x(spn),Vt € R,¥n € N.

Portanto,

y(t) = lim z(t+s,) =T(t) lim z(s,) =0,Vt € R,

n—oo n—oo

e, consequentemente, z(t) = 0, V¢t € R.
Assim, inf ||z(t)|| > 0 ou, se inf ||z(¢)|| = 0, z(t) = 0 para todo t € R.
teR teR
O

O préximo resultado nos dé as condicoes necessarias para a existéncia e a unicidade de uma solugao

fraca quase automoérfica para a equagao (3.4).
Teorema 3.23. Se f € AA(X), entdo a equagao (3.4) tem uma inica solugao fraca quase automdrfica.

Demonstragdo. Primeiramente, provaremos a existéncia de uma solucao quase automorfica. Para isso,
t

considere u(t) = / T(t—s)f(s)ds, t € R. Note que

—0o0

ol = | [ re-ssa
< [ re-sireias
< /;Kew<ts>|rf|roods

¢
= Ke“’t||f||oo/ e “Sds

—00

t
_ KeWtHfHOOTEmOO/ e ds
T

t
T>
_ K wt : —wt —wr
= ¢ e tim (o7~ )
K

= —llflle;

@l

—ws

= Ke*!|[f|eo lim (6
r——00

ou seja, u(t) é absolutamente convergente, para todo t € R.
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Agora, seja (s],)nen uma sequéncia arbitréria de niimeros reais. Assim, como f é quase automérfica,
existe uma subsequéncia (sp)nen de (8),)nen tal que

lim f(t+sp) =g(t) e nh_)rrolog(t —sp) = f(t),Vt € R.

n—oo

Dessa forma, temos

t+sn t t
u(t+ s,) = / T(t+ s, —s)f(s)ds = / T(t—o)f(oc+sp)do = / T(t—o0)fn(o)do,

—0o0 —0o0

onde f,(0) = f(oc+s,), cERen=1,2,...;¢e

||T(t - O’)fn(O')H S KeUJ(t_O—)HfHOOa VO' S tvn = 1527 teey

com a funcio o — Ke“(=9)|| f||o sendo integravel em (—oo,t], visto que w < 0.

Mais ainda, pela continuidade do semigrupo, T'(t — o) f,(¢0) = T'(t — 0)g(o), quando n — oo, para
cada o € R fixado e qualquer t > o.

Seja, também

v(t):/ T(t — 5)g(s)ds, € R.

—00
Note que, assim como no caso da funcao u, podemos mostrar que a integral acima é absolutamente

K
—lglloo, Vt € R.
jw]

Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema A.4), obtemos que

convergente para cada t, com |[v(t)]| <

lim u(t+s,) = lim t T(t— o) fn(o)do = /t T(t—o)g(o)do =v(t),Vt € R.

n—00 n—oo J_ oo

De forma similar, mostraremos que

lim v(t — s,) = u(t),Vt € R.

n—o0

De fato, observe que

v(t—sn):/sn T(t—sn—s)g(s)ds:/ T(t—a)g(a—sn)da:/ T(t - o)gn(0)do.

—0o0 —00 —00

onde gn(0) =g(oc —sp),0 e Ren=1,2,...; ¢

IT(t = 0)gu(o)l| < K" lglloc, Yo < t,n=1,2,...
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com a funcio o — Ke“(=9)||g||o sendo integravel em (—oo, ], visto que w < 0.

Além disso, pela continuidade do semigrupo, temos T(t—o)gy(0) = T(t—o)f(0), quando n — oo,
para cada o € R fixado e qualquer ¢ > o. Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
(Teorema A.4), temos

t t
lim v(t —s,) = lim T(t—o0)gn(o)do = / T(t—o)f(o)do =u(t),Vt € R.

n—00 n—oo J_ oo

Isso nos mostra que u € AA(X).

Agora, lembrando que

obtemos que

Logo, se t > a, entao

/:T(t—S)f(S)ds = /t T(t—s)f(s)ds_/a T(t — s)f(s)ds

—0o0 —00

= u(t) —T(t — a)u(a),

ou seja, u(t) = T(t — a)u(a) + /t T(t — s)f(s)ds, para todo t > a.

Portanto, u é uma solucao fr%ca quase automérfica de (3.4).

Finalmente, provaremos a unicidade da solucdo quase automérfica. Para isso, assuma que x e y
sao duas solugoes quase automorficas de (3.4) e seja z = x — y.

Entao z é limitada, visto que z € AA(X), e satisfaz a equagao
z2(t) =T(t — s)z(s),para todo s e Re t > s, (3.10)
pois,

2(t) = =(t) —y)

= T(t—a)z(a) +/at T(t— s)f(s)ds — T(t — a)y(a) — /atT(t— s)f(s)ds
= T(t—a)z(a) — T(t — a)y(a)

— T(t - a)(2(a) - y(a))

= T(t—a)z(a),
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para todoa € Ret > a.
Logo,
12(8)] < Ke*® 9| 2]|oc = Ke**=*) Vs e R et > s. (3.11)

Agora, tome uma sequéncia de niimeros reais (s} )nen tal que s), — —oo, quando n — oo. Desse
modo, para qualquer ¢ € R fixado, podemos encontrar uma subsequéncia (s, )nen de (s),)nen, com
sp < t para todon =1,2,..., e assim, como w < 0, temos

lim [|2(t)] < lim Ke(t—sn) =0.
n—o0

n—oo

Portanto, z(t) = 0 para todo ¢ € R, o que nos mostra a unicidade da solugao e completa a prova

do teorema. 0

Agora, provaremos a existéncia e unicidade de solugao fraca quase automérfica para a equagao (3.3),
para isso precisamos do lema a seguir, onde C(R, X) representa o conjunto das fungoes continuas de

R em X.

Lema 3.24. Seja f: R x X — X wma funcao quase automorfica em t para cada x € X e assuma que

f satisfaz uma condicao de Lipschitz em x, uniformemente em t € R, isto €, existe L > 0 tal que
|‘f(t7$) - f(tvy)H < LH:‘U - ?JH»VfUay € Xa vt € R.

Sejam também ¢ : R — X quase automorfica e (T'(t))>0 um Cp-semigrupo exponencialmente
estdvel, com ||T(t)|| < Ke*t, para todo t > 0 e certas constantes K > 1 e w < 0. Se U : AA(X) —

C(R, X) € o operador nao linear dado por

t

Uo)(t) = / T(t — )f(s, 6(s))ds,t € R,

—0o0
entio Up € AA(X).
Demonstragao. Inicialmente, note que a fungao t — f(t, ¢(t)) é quase automorfica, pois estamos na
condi¢ao do Teorema 3.18. Logo, essa funcao é limitada e

K

| F|oo, ¥t € R,
@l

IUa)(D)] S/_ Ke“U)|| (s, ¢(s))[lds <

onde F': R — X é dada por F(t) = f(t,¢(t)), ou seja, a integral que define U¢ existe para todo t € R.
Além disso, para qualquer sequéncia (s, ),en de nimeros reais, existe uma subsequéncia (sp,)nen

tal que
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nh—>Holo f(t + Sn, ¢(t + Sn)) = g(t, ‘p(t))7Vt € R,

lim g(t — sn, p(t —sn)) = f(t,0(2)), vt € R.

n—oo
Note também que, para todot € Ren € N,

t+sn
UO)(t+ 1) = / T(t + 50— 5)f (s, 6(s))ds

—0o0

_ / T(t — 0) (0 + s, $(0 + $0))do

—0o0

t
— [ 1-onslo)d
onde fn(o,¢(0)) = f(0 + sn,d(0 +sn)),c EReneNe

IT(t = 0) fulo, d(o)]| < K" Flloc, Vo < t,n €N,

com a fungio o +— Ke“(=9)||F|| sendo integrével em (—oo, 1], visto que w < 0.

Mais ainda, pela continuidade do semigrupo, T'(t — o) fn(0, (o)) — T(t — 0)g(o,¢(0)), quando

n — 0o, para cada o € R fixado e qualquer ¢t > o.

Agora, seja V : AA(X) — C(R, X) o operador nao linear dado por

(V) (t) = / T(t - $)g(s, (s))ds,t € R.

—00

Observe que a integral acima é absolutamente convergente para cada t € R, pois

(Vo) ®I < — HFIIOO,

onde G : R — X é dada por G(t) = g(t, ¢(t)).

Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema A.4), temos

t

Tim (U)(t+ 5,) = hm/ T(t = 0) fo(0, (0 ))da:/ T(t — 0)g(o, o(0))do = (Vi)(£), Vi € R.

—00

De forma similar, mostraremos a seguir que

lim (V)(t — sn) = (U)(t), ¥t € R.

n—oo



3.2 Solugoes fracas quase automorficas para equacoes diferenciais abstratas semi-lineares 86

Para isso, dado t € R e n € N, note que

t—sn

V)t —sn) = / T(t - 5, — 8)g(s, 0(s))ds

—0o0

_ / Tt — 0)g(0 — $n, p(0 — 50))dor

—00

= / T(t —o)gn(o, p(0))do,

—0o0

onde gn(0,p(0)) =g(0 — sp,p(0 —s,)), c e Ren eN,
IT(t = 0)gu(o, d(o)]| < K| Gllog, Vo < t,n €N,

com a funcdo o — Ke*("=9)||G||s sendo integravel em (—oo,t], e, pela continuidade do semigrupo,
T(t—o)gn(o,0(0)) = T(t—0)f(o,0(0)), quando n — oo, para cada o € R fixado e qualquer t > o.

Dessa forma, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Teorema A.4), obtemos

t

T}LH;O(V@)(t—sn) = nlgrl;o 3 T(t — o)gn(o,p(o))do
— | 1t o)fo.0(0)do

= (Ug)(t),¥t € R.

Isso nos mostra que U¢p € AA(X). O

Teorema 3.25. Assuma que f: Rx X — X satisfaz uma condicao de Lipschitz em x, uniformemente

em t, isto ¢, existe L > 0 tal que
Hf(tax) - f(t7y)|| < LH.%’ - yH,Vw,y € Xa Vi e R.

w
Se L < ‘K| e [ € quase automdrfica em t para cada x € X, entdo a equagao (3.3) tem uma inica

solucdo fraca quase automdrfica.

Demonstragao. Considere o operador nao-linear G : AA(X) — AA(X) dado por
t
Go)) = [ T(t=s)f(s.0(s))ds.t €

—0o0

Note que, pelo Teorema 3.18 e pelo Lema 3.24, se ¢ € AA(X), entao G¢ € AA(X), garantindo

que G estd bem definido.
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Agora, para ¢, ¢o € AA(X), temos

|Gér — Galloo = sup

teR
t
< swp [T = 9)LIor(s) - oa(s)lds
teR J—oco
¢
< Lo — qbgﬂoosup/ Ke?(t=9) (s
teR J—o0
LK
= 7H¢1 - ¢2Hoo
|w]
Assim,
LK
[Gp1 — Ggalloo < WH% — $2|lco;
com |—’ < 1, o que implica que G é uma contracao.
w

/ T(t — 5)[f(s, 61(5)) — £ (5, da(s))lds

Logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.7), existe um tnico u € AA(X) tal que

t
Gu = u, isto é, u(t) = / T(t — s)f(s,u(s))ds, para todo t € R.

— 00
a

Dessa forma, visto que u(a) = / T(a — s)f(s,u(s))ds, obtemos que

—00

T(t—a)u(a) = /a T(t—a)T(a—s)f(s,u(s))ds,

— 00

ou ainda,

T(t — a)u(a)

I
\g
S
—~
~
[
0
~—
~
—
o
£
—~
0
N
U
0

Consequentemente, para t > a,

/ T(t—s)f(s,u(s))ds = / T(t—s)f(s,u(s))ds — /a T(t—s)f(s,u(s))ds

—00

= u(t) —T(t —a)u(a).

—0o0

t
Portanto, u(t) = T(t — a)u(a) —|—/ T(t — s)f(s,u(s))ds, para todo a € R e t > a, ou seja, u
a

é uma solugao fraca da equagao (3.3). Além disso, como u € AA(X), u é uma solucdo fraca quase

automorfica de (3.3).

A unicidade de solugao é garantida pelo Teorema 2.15 e pelo fato de u ser solucao fraca de (3.3).

O]



APENDICE

A

Resultados Auxiliares

Lema A.1. Se A€ L(X) e ||A]| <1 entdo I — A € inversivel.

o
Demonstragao. O operador f(A) = ZA” é linear e limitado em X. Como A comuta com suas

n=0
poténcias, entao, pela série de poténcias, obtém-se

(I = A)f(A) = f(AT - A) =1

Portanto, I — A é inversivel e (I — A)~! = f(A). O

Proposicao A.2. Seja X um espago de Banach e G € L(X) com ||G|| < 1. Entdo, I — G tem inversa
limitada, isto é, (I — G)~! € L(X).

Demonstragdo. Este resultado é um caso particular do Lema (A.1). O

Lema A.3. (Lema de Dini). Se f : (a,b) — X € continua em (a,b) e admite derivada a direita,

[, continua em (a,b), entdo f é continuamente diferencidvel em (a,b).
Demonstragao. 9, Lema A.3.2, pag. 149] O

Teorema A.4. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (fn)nen uma
sequéncia de funcdes integrdveis convergindo, em quase todo ponto, para uwma funcao real mensurdvel

f. Se existir uma fun¢ao integravel g tal que |f,| < g para todo n € N, entao f € integrdvel e

/ fdp = lim / Fodp.

88
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Demonstragao. [3, Theorem 5.6, pag. 44| O

Teorema A.5. (Principio da limitagcao uniforme). Seja (T),)nen uma sequéncia de operadores
lineares limitados de um espaco de Banach X em um espaco normado Y tal que (||T,z||)nen € limitado
para todo x € X, ou seja,

| Thx| < Ch, n=12,..,

onde Cy € um numero real. Entdo a sequéncia (||T5,||)nen € limitada, isto €, existe um C' tal que

ITnll < €, n=12,..

Demonstragao. [18, Theorem 4.7-3, pdg. 249] O

Teorema A.6. Se K ¢ um subconjunto de um espago métrico X, as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

(i) K é sequencialmente compacto;

(ii) K é compacto;

(iii) K € totalmente limitado e K é completo.
Demonstragdo. [7, Theorem 15, pag. 22] O

Teorema A.7. (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam X um espago métrico completo e

T:X — X uma contragao em X. Entdo T tem um tnico ponto fixo.

Demonstragao. [18, Theorem 5.1-2, pag. 300] O
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