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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existência e a unicidade de solução fraca quase automórfica

para a equação diferencial abstrata semi-linear dada por

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R,

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo exponencialmente estável em um

espaço de Banach.

Palavras-chave: Semigrupos, funções quase automórficas, equações diferenciais

abstratas.



Abstract

In this work, we study the existence and uniqueness of an almost automorphic mild solution

to the semilinear abstract differential equation given by

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R,

where A is the infinitesimal generator of an exponentially stable C0-semigroup in a Banach

space.

Keywords: Semigroups, almost automorphic functions, abstract differential equations.
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Introdução

O comportamento de soluções de equações diferenciais abstratas tem se mostrado um tópico muito

atrativo de pesquisa matemática, o que se nota pelo grande número de trabalhos publicados sobre o

assunto, como por exemplo [2], [5], [8], [10], [11] e [13]. Tal fato deve-se à imensa aplicabilidade desses

temas que, em geral, modelam situações reais que aparecem na f́ısica, biologia e engenharia.

Neste trabalho, estudaremos a existência e a unicidade de solução fraca quase automórfica para a

equação diferencial semi-linear dada por

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R, (1)

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo exponencialmente estável em um espaço de

Banach.

A ferramenta principal que utilizaremos para tal estudo é a teoria de semigrupos de operadores

lineares limitados. Esta teoria teve ińıcio na primeira metade do século XX, se destacando em 1948

com a generalização do Teorema de Hille-Yosida e tendo seu ápice com a edição do livro “Semigroups

and Functional Analysys” por E. Hille e R.S Philips.

Além disso, utilizaremos também o estudo de algumas propriedades da classe das funções quase

automórficas. Esta classe de funções foi introduzida na literatura por S. Bochner no ińıcio dos anos

60. Segundo Bochner, as funções quase automórficas apareceram de forma natural em seus trabalhos

sobre geometria diferencial e, do ponto de vista estrutural, receberam atenção especial por serem uma

generalização imediata das funções quase periódicas, que foram definidas por H. Bohr no ińıcio dos

anos 20 para funções a valores numéricos e, mais tarde, estendidas por Bochner para funções com

valores em um espaço métrico.

Desta forma, esta dissertação está dividida em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo, estudamos

alguns resultados clássicos da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados em espaços de

Banach. Mais especificamente, na seção 1.1 apresentamos os semigrupos uniformemente cont́ınuos, na

10
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seção 1.2, os semigrupos fortemente cont́ınuos e na seção 1.3 nos dedicamos ao estudo do Teorema

de Hille-Yosida para o caso de semigrupos de contrações. Este teorema é importante pois caracteriza

quando um operador linear é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo.

No caṕıtulo 2, estudamos o problema de Cauchy abstrato. Primeiramente, na seção 2.1,

consideramos o problema de Cauchy homogêneo. Posteriormente, nas seções 2.2 e 2.3, consideramos

o problema de Cauchy não homogêneo e o problema semi-linear, respectivamente.

No último caṕıtulo, baseados em [16], mostramos a existência e a unicidade de solução fraca quase

automórfica para uma classe de equações diferenciais abstratas. Para isso, na seção 3.1, apresentamos

as funções quase automórficas e estudamos suas propriedades básicas. Já na seção 3.2, primeiramente

provamos a existência e a unicidade de solução fraca quase automórfica para a equação diferencial

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ R,

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo exponencialmente estável e f é quase automórfica.

Em seguida, consideramos a equação (1), onde A tem a mesma propriedade acima, e provamos, sob

certas propriedades de f, a existência e a unicidade de uma solução fraca quase automórfica para esta

equação.

Finalizamos esta dissertação com um Apêndice, onde apresentamos alguns resultados importantes

que utilizamos no decorrer deste trabalho, tais como, o Lema de Dini, o Teorema da convergência

dominada de Lebesgue, o Teorema do ponto fixo de Banach, dentre outros.



Caṕıtulo

1

Semigrupos de operadores lineares limitados

Neste caṕıtulo estudaremos os principais resultados da Teoria de semigrupos de operadores lineares

limitados. Para isso, fixemos um espaço de Banach X, munido da norma ‖.‖.

Denotemos por L(X) o conjunto de todos os operadores lineares limitados de X em X.

1.1 Semigrupos uniformemente cont́ınuos de operadores lineares limitados

Definição 1.1. Uma famı́lia a um parâmetro (T (t))t≥0, de operadores lineares limitados em X, é um

semigrupo se:

(i) T (0) = I, onde I denota o operador identidade em X;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ∈ [0,+∞).

Definição 1.2. Um semigrupo (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados em X é uniformemente

cont́ınuo se

lim
t→0+

‖T (t)− I‖ = 0.

Note que o limite acima nos diz que a função t 7→ T (t), de [0,+∞) em L(X), é cont́ınua à direita

em t = 0. Além disso, quando (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo, obtemos a continuidade desta

função à direita para todo t ∈ [0,+∞).

De fato, dados t ∈ [0,+∞) e h > 0, temos

lim
h→0+

‖T (t+ h)− T (t)‖ = lim
h→0+

‖T (t)T (h)− T (t)‖

= lim
h→0+

‖T (t)(T (h)− I)‖

12



1.1 Semigrupos uniformemente cont́ınuos de operadores lineares limitados 13

≤ lim
h→0+

‖T (t)‖‖T (h)− I‖

= ‖T (t)‖ lim
h→0+

‖T (h)− I‖ = 0.

Mais adiante, veremos que a continuidade à esquerda desta função também é válida.

Definição 1.3. O operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

, quando x ∈ D(A) = {x ∈ X; lim
t→0+

T (t)x− x
t

existe },

é o gerador infinitesimal do semigrupo (T (t))t≥0.

Observações:

(i) D(A) 6= ∅ e D(A) é um subespaço vetorial de X.

De fato, 0 ∈ D(A), pois 0 ∈ X e lim
t→0+

T (t)0− 0

t
= 0. Além disso, sejam x e y pertencentes a D(A).

Assim (x+ y) ∈ X e

lim
t→0+

T (t)(x+ y)− (x+ y)

t
= lim

t→0+

T (t)x+ T (t)y − x− y
t

= lim
t→0+

T (t)x− x
t

+ lim
t→0+

T (t)y − y
t

.

Como os limites acima existem, segue que (x+ y) ∈ D(A). Finalmente, dados x ∈ D(A) e α ∈ C,

temos αx ∈ X e

lim
t→0+

T (t)(αx)− αx
t

= lim
t→0+

αT (t)x− αx
t

= lim
t→0+

α(T (t)x− x)

t
= α lim

t→0+

T (t)x− x
t

.

Visto que o limite acima existe, segue que αx ∈ D(A). Logo, D(A) é um subespaço vetorial de X.

(ii) Se tomarmos f : [0,+∞)→ X definida por f(t) = T (t)x, temos

Ax = lim
t→0+

f(t)− f(0)

t
= f ′+(0) =

d+

dt
(T (t))x

∣∣∣∣
t=0

, para x ∈ D(A),

onde f ′+(0) denota a derivada à direita de f no ponto t = 0.

O próximo resultado nos fornece uma condição necessária e suficiente para que um operador linear

A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo. Para prová-lo utilizaremos

a Proposição A.2.
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Teorema 1.4. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

cont́ınuo se, e somente se, A é um operador linear limitado em X.

Demonstração. Suponha inicialmente que A : X → X é um operador linear limitado e considere a

famı́lia

T (t) = eAt =
∞∑
n=0

tnAn

n!
, t ≥ 0.

Vamos mostrar que (T (t))t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo com gerador infinitesimal

A. Antes, porém, note que (T (t))t≥0 está bem definido pois,

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

n!

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

∥∥∥∥ tnAnn!

∥∥∥∥ =

∞∑
n=0

tn‖An‖
n!

≤
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!
= et‖A‖ < +∞, ∀t ≥ 0.

Agora vamos mostrar que:

(1) T (t) ∈ L(X), ∀t ≥ 0.

De fato, seja

sk =

k∑
n=0

tnAn

n!
, k ∈ N.

Observe que sk ∈ L(X), para todo k ∈ N. Além disso, para k,m ∈ N, com k < m, temos

‖sm − sk‖ =

∥∥∥∥∥
m∑
n=0

tnAn

n!
−

k∑
n=0

tnAn

n!

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∑

n=k+1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

n=k+1

tn‖An‖
n!

≤
∞∑

n=k+1

tn‖A‖n

n!
.

Dessa forma, como
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!
= et‖A‖, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

∞∑
n=n0+1

tn‖A‖n

n!
< ε.

Logo, se k,m ≥ n0, então

‖sm − sk‖ ≤
∞∑

n=k+1

tn‖A‖n

n!
≤

∞∑
n=n0+1

tn‖A‖n

n!
< ε,

o que implica que (sk)k∈N é uma sequência de Cauchy em L(X) e assim, uma vez que X é um

espaço de Banach, L(X) também é um espaço de Banach e portanto, (sk)k∈N é convergente, com

lim
k→∞

sk = s ∈ L(X), onde

s =
∞∑
n=0

tnAn

n
= T (t).

Portanto, T (t) ∈ L(X), para todo t ≥ 0.

(2) (T (t))t≥0 é um semigrupo.

De fato:
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(i) T (0) = I +

∞∑
n=1

0nAn

n!
= I + 0A+

02A2

2!
+ ... = I.

(ii) Sejam t, s ∈ [0,+∞),

T (t+ s) =
∞∑
n=0

(t+ s)nAn

n!

= I + (t+ s)A+
(t+ s)2A2

2!
+

(t+ s)3A3

3!
+

(t+ s)4A4

4!
+ ...

= I + tA+ sA+
t2A2

2!
+

2tsA2

2!
+
s2A2

2!
+
t3A3

3!
+

3! t2sA3

2! 3!
+

3! ts2A3

2! 3!
+
s3A3

3!
+ ...

= I + tA

(
I + sA+

s2A2

2!
+
s3A3

3!
+ ...

)
+
t2A2

2!

(
I + sA+

s2A2

2!
+ ...

)
+
t3A3

3!
(I + sA+ ...) + ...+

(
sA+

s2A2

2!
+
s3A3

3!
+ ...

)
= I + tAT (s) +

t2A2T (s)

2!
+
t3A3T (s)

3!
+ ...+

(
sA+

s2A2

2!
+
s3A3

3!
+ ...

)
= tAT (s) +

t2A2T (s)

2!
+
t3A3T (s)

3!
+ ...+ T (s)

=

(
I + tA+

t2A2

2!
+
t3A3

3!
+ ...

)
T (s)

= T (t)T (s).

(3) (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo.

Para provarmos este fato, observe que

T (t)− I =

∞∑
n=0

tnAn

n!
− I =

∞∑
n=1

tnAn

n!
= tA

( ∞∑
n=1

tn−1An−1

n!

)
.

Assim,

‖T (t)− I‖ =

∥∥∥∥∥tA
( ∞∑
n=1

tn−1An−1

n!

)∥∥∥∥∥ ≤ t‖A‖
( ∞∑
n=1

tn−1‖A‖n−1

n!

)
≤ t‖A‖

( ∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!

)
= t‖A‖et‖A‖

e então,

lim
t→0+

‖T (t)− I‖ ≤ lim
t→0+

t‖A‖et‖A‖ = 0.

Portanto, (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo.

(4) A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

Note que,

T (t)− I
t

−A =
1

t

( ∞∑
n=1

tnAn

n!

)
−A = A

( ∞∑
n=1

tn−1An−1

n!

)
−A
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= A

( ∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!

)
−A = A

[( ∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!

)
− I

]
.

Assim,

∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥ ≤ ‖A‖

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

(n+ 1)!
− I

∥∥∥∥∥ = ‖A‖

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

tnAn

(n+ 1)!

∥∥∥∥∥ ≤ ‖A‖
( ∞∑
n=1

tn‖A‖n

(n+ 1)!

)

≤ ‖A‖

( ∞∑
n=1

tn‖A‖n

n!

)
= ‖A‖(et‖A‖ − 1).

Logo,

lim
t→0+

∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥ ≤ lim

t→0+
‖A‖(et‖A‖ − 1) = 0,

isto é, A = lim
t→0+

T (t)− I
t

e, uma vez que essa convergência é em L(X), temos, em particular, que

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

, para todo x ∈ X.

Portanto, D(A) = X e A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

Consequentemente, segue de (1) - (4) que (T (t))t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo com

gerador infinitesimal igual a A.

Reciprocamente, suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores

lineares limitados uniformemente cont́ınuo (T (t))t≥0 e vamos mostrar que A é limitado.

Pela continuidade uniforme de (T (t))t≥0, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que ‖T (t) − I‖ < ε, para

todo 0 < t < δ. Assim,

∥∥∥∥1

t

∫ t

0
T (s)ds− I

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

t

∫ t

0
T (s)ds− 1

t

∫ t

0
Ids

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

t

∫ t

0
(T (s)− I)ds

∥∥∥∥
≤ 1

t

∫ t

0
‖T (s)− I‖ds

≤ 1

t

∫ t

0
ε ds = ε,

para 0 < t < δ.

Dessa forma, tomando ε =
1

2
, existe ρ > 0, com 0 < ρ < δ, tal que

∥∥∥∥1

ρ

∫ ρ

0
T (s)ds− I

∥∥∥∥ < 1 e

então, tomando G = −1

ρ

∫ ρ

0
T (s)ds+ I no Teorema A.2, segue que I −G =

1

ρ

∫ ρ

0
T (s)ds tem inversa
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limitada. Além disso, para 0 < h < ρ,

T (h)− I
h

(∫ ρ

0
T (s)ds

)
=

1

h

∫ ρ

0
(T (h)− I)T (s)ds

=
1

h

(∫ ρ

0
T (h)T (s)ds−

∫ ρ

0
T (s)ds

)
=

1

h

(∫ ρ

0
T (h+ s)−

∫ ρ

0
T (s)ds

)
=

1

h

(∫ ρ+h

h
T (s)ds−

∫ ρ

0
T (s)ds

)
=

1

h

[(∫ ρ

h
T (s)ds+

∫ ρ+h

ρ
T (s)ds

)
−
(∫ h

0
T (s)ds+

∫ ρ

h
T (s)ds

)]
=

1

h

(∫ ρ+h

ρ
T (s)ds−

∫ h

0
T (s)ds

)
.

Logo,

lim
h→0+

T (h)− I
h

(∫ p

0
T (s)ds

)
= lim

h→0+

1

h

(∫ ρ+h

ρ
T (s)ds−

∫ h

0
T (s)ds

)
= lim

h→0+

1

h

(∫ ρ+h

ρ
T (s)ds

)
︸ ︷︷ ︸

L1

− lim
h→0+

1

h

(∫ h

0
T (s)ds

)
︸ ︷︷ ︸

L2

.

Observe que

L2 = lim
h→0+

1

h

(∫ h

0
T (s)ds

)
= I,

pois ∥∥∥∥1

h

∫ h

0
T (s)ds− I

∥∥∥∥ ≤ 1

h

∫ h

0
‖T (s)− I‖ds ≤ 1

h

∫ h

0
ε ds = ε,

visto que 0 < h < δ, e

L1 = lim
h→0+

1

h

∫ ρ+h

ρ
T (s)ds = lim

h→0+

1

h

∫ h

0
T (s+ ρ)ds = lim

h→0+

(
T (ρ)

1

h

∫ h

0
T (s)ds

)
= T (ρ) lim

h→0+

(
1

h

∫ h

0
T (s)ds

)
= T (ρ).

Sendo assim,

lim
h→0+

T (h)− I
h

(∫ ρ

0
T (s)ds

)
= T (ρ)− I,

isto é,

A

(∫ p

0
T (s)ds

)
= lim

h→0+

T (h)− I
h

(∫ ρ

0
T (s)ds

)
= T (ρ)− I.
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Portanto,

A = (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0
T (s)ds

)−1
e, como o lado direito da igualdade acima é limitado, segue que A é limitado.

Proposição 1.5. Se (T (t))t≥0 é um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente

cont́ınuo, então a função t 7→ T (t) é cont́ınua em [0,+∞).

Demonstração. Já vimos que essa função é cont́ınua à direita de t para t ≥ 0. Agora, vamos mostrar

que ela também é cont́ınua à esquerda para t > 0.

Seja t > 0. Primeiramente mostraremos que ‖T (s)‖ é limitada em [0, t+ 1].

Pela continuidade uniforme de (T (t))t≥0, existe δ > 0 tal que

‖T (s)− I‖ < 1, ∀s ∈ [0, δ].

Logo,

‖T (s)‖ ≤ ‖T (s)− I‖+ ‖I‖ < 1 + 1 = 2, ∀s ∈ [0, δ].

Seja n o primeiro número natural tal que t + 1 < nδ. Assim, se s ∈ [0, t + 1], então s = kδ + ξ,

onde k ∈ [0, n] e ξ ∈ [0, δ], e

‖T (s)‖ = ‖T (kδ + ξ)‖ = ‖T (kδ)T (ξ)‖ ≤ ‖T (δ)...T (δ)︸ ︷︷ ︸
Kvezes

‖‖T (ξ)‖ ≤ ‖T (δ)‖k‖T (ξ)‖ < 2k2 = 2k+1 ≤ 2n+1,

ou seja, temos ‖T (s)‖ ≤ 2n+1, ∀s ∈ [0, t+ 1].

Agora, seja h > 0 tal que h < t. Dessa forma, temos

0 < t− h ≤ t < t+ 1.

Assim,

lim
h→0+

‖T (t− h)− T (t)‖ = lim
h→0+

‖T (t− h)− T (t− h+ h)‖ = lim
h→0+

‖T (t− h)− T (t− h)T (h)‖

≤ lim
h→0+

‖T (t− h)‖‖I − T (h)‖

≤ lim
h→0+

2n+1‖I − T (h)‖ = 0,

pois, da continuidade uniforme de (T (t))t≥0, lim
h→0+

‖T (h) − I‖ = 0. Portanto, segue que t 7→ T (t) é

cont́ınua à esquerda para todo t > 0 e, consequentemente, t 7→ T (t) é cont́ınua em [0,+∞).
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No teorema a seguir, garantiremos a unicidade de um semigrupo uniformemente cont́ınuo com

relação ao seu gerador infinitesimal.

Teorema 1.6. Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 semigrupos uniformemente cont́ınuos. Se

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

,

então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Demonstração. Vamos mostrar que, dado T > 0, S(t) = T (t), para 0 ≤ t ≤ T.

Seja T > 0. Como (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 são semigrupos uniformemente cont́ınuos, as funções

t 7→ T (t) e t 7→ S(t) são cont́ınuas em [0,+∞). Além disso, visto que a função t 7→ ‖t‖ também é

cont́ınua, obtemos que as funções t 7→ ‖T (t)‖ e t 7→ ‖S(t)‖ são cont́ınuas em [0,+∞). Assim, como

[0, T ] é compacto, existem constantes positivas K1 e K2 tais que

‖T (t)‖ ≤ K1, ∀t ∈ [0, T ], e ‖S(t)‖ ≤ K2, ∀t ∈ [0, T ].

Dessa forma, se K = K1K2, temos

‖T (t)‖‖S(s)‖ ≤ K, ∀t, s ∈ [0, T ].

Mais ainda, da hipótese do teorema, dado ε > 0 qualquer, existem δ1, δ2 > 0 tais que

∥∥∥∥T (h)− I
h

−A
∥∥∥∥ ≤ ε

2TK
, ∀ 0 < t < δ1,

e ∥∥∥∥S(h)− I
h

−A
∥∥∥∥ ≤ ε

2TK
, ∀ 0 < t < δ2.

Logo, tomando δ = min{δ1, δ2} e 0 < t < δ, segue que ambas as desigualdades acima são válidas.

Assim, se 0 < t < δ,

∥∥∥∥T (t)

t
− S(t)

t

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t)

t
− I

t
−A+

I

t
+A− S(t)

t

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(T (t)− I
t

−A
)
−
(
S(t)− I

t
−A

)∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥+

∥∥∥∥S(t)− I
t

−A
∥∥∥∥

≤ ε

2TK
+

ε

2TK
=

ε

TK
,
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ou seja, ‖T (t)− S(t)‖ ≤ ε

TK
t, se 0 < t < δ.

Agora, dado t ∈ [0, T ], tomemos n > 0 tal que
t

n
< δ. Assim,

‖T (t)− S(t)‖ =

∥∥∥∥T (ntn
)
− S

(
nt

n

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥T (ntn
)
S(0)− T

(
(n− 1)

t

n

)
S

(
t

n

)
+ T

(
(n− 1)

t

n

)
S

(
t

n

)
− T

(
(n− 2)

t

n

)
S

(
2t

n

)
+ T

(
(n− 2)

t

n

)
S

(
2t

n

)
− ...− T (0)S

(
n
t

n

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

T

(
(n− k)

t

n

)
S

(
k
t

n

)
− T

(
(n− 1− k)

t

n

)
S

(
(k + 1)

t

n

)∥∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k)
t

n

)
S

(
k
t

n

)
− T

(
(n− 1− k)

t

n

)
S

(
(k + 1)

t

n

)∥∥∥∥
=

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− 1− k)
t

n

)[
T

(
t

n

)
S

(
k
t

n

)
− S

(
(k + 1)

t

n

)]∥∥∥∥
=

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− 1− k)
t

n

)[
T

(
t

n

)
− S

(
k
t

n

)]
S

(
k
t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− 1− k)
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥T ( tn
)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥S (k tn
)∥∥∥∥

≤
n−1∑
k=0

K1

(
ε

TK

t

n

)
K2

= nK
ε

TK

t

n

≤ ε

T
T = ε,

pois,

(i)
t

n
< δ;

(ii) para 0 ≤ k ≤ n − 1 < n, 0 ≤ n − 1 − k ≤ n − 1 < n, e então
(n− 1− k)t

n
< 1t = t ≤ T e

kt

n
< 1t = t ≤ T.

Logo, temos

‖T (t)− S(t)‖ < ε, ∀t ∈ [0, T ],

para qualquer que seja ε > 0.

Portanto, quando ε → 0, conclúımos que T (t) = S(t), para todo t ∈ [0, T ]. Além disso, fazendo

T →∞, temos

T (t) = S(t), ∀t ≥ 0.
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Corolário 1.7. Seja (T (t))t≥0 um semigrupo uniformemente cont́ınuo. Então:

(i) Existe um único operador linear A tal que T (t) = etA, ∀t ≥ 0;

(ii) O operador A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0;

(iii) Existe uma constante ω ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ eωt, ∀t ≥ 0;

(iv) t 7→ T (t) é diferenciável e

d

dt
T (t) = AT (t) = T (t)A, ∀t ≥ 0.

Demonstração. (i) Seja A o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Pelo Teorema 1.4 sabemos que A é um

operador linear limitado. Mais ainda, sabemos que A também é o gerador infinitesimal do semigrupo

S(t) = etA, t ≥ 0. Assim, pelo teorema anterior, segue que S(t) = T (t), para todo t ≥ 0, ou seja,

T (t) = etA, t ≥ 0, pois se dois semigrupos tem o mesmo gerador infinitesimal, eles são iguais.

A unicidade do operador A segue da unicidade do gerador infinitesimal.

(ii) A afirmação do item (ii) é consequência direta dos resultados obtidos na demonstração do Teorema

1.4.

(iii) Como A é um operador linear limitado, segue que existe M > 0 tal que ‖A‖ ≤ M. Seja ω ≥

0, ω = ‖A‖. Assim, pelo item (i),

‖T (t)‖ = ‖etA‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(tA)n

n!

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!
= et‖A‖ = eωt, ∀t ≥ 0.

(iv) Sejam t ≥ 0 e h > 0, então

lim
h→0+

∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
− T (t)A

∥∥∥∥ = lim
h→0+

∥∥∥∥T (t)T (h)− T (t)

h
− T (t)A

∥∥∥∥
= lim

h→0+

∥∥∥∥T (t)

[(
T (h)− I

h

)
−A

]∥∥∥∥
≤ lim

h→0+
‖T (t)‖

∥∥∥∥T (h)− I
h

−A
∥∥∥∥

≤ lim
h→0+

eωt
∥∥∥∥T (h)− I

h
−A

∥∥∥∥ = 0,

pois A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Assim, a função t 7→ T (t) é diferenciável à direita de t,

com
d+

dt
T (t) = T (t)A. Sabemos também que t 7→ T (t) é cont́ınua e dessa forma, como A ∈ L(X), a

função t 7→ T (t)A é cont́ınua. Logo, pelo Lema de Dini (Lema A.3), segue que t 7→ T (t) é diferenciável

e
d

dt
T (t) =

d+

dt
T (t) = T (t)A.
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De maneira análoga,

lim
h→0+

∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
−AT (t)

∥∥∥∥ = lim
h→0+

∥∥∥∥T (h+ t)− T (t)

h
−AT (t)

∥∥∥∥
= lim

h→0+

∥∥∥∥T (h)T (t)− T (t)

h
−AT (t)

∥∥∥∥
= lim

h→0+

∥∥∥∥[(T (h)− I
h

)
−A

]
T (t)

∥∥∥∥
≤ lim

h→0+

∥∥∥∥(T (h)− I
h

)
−A

∥∥∥∥ ‖T (t)‖

≤ lim
h→0+

∥∥∥∥(T (h)− I
h

)
−A

∥∥∥∥ eωt = 0.

Logo,
d

dt
T (t) = AT (t) e portanto vale

d

dt
T (t) = T (t)A = AT (t).

1.2 Semigrupos fortemente cont́ınuos de operadores lineares limitados

Nesta seção iremos estudar os semigrupos fortemente cont́ınuos, que serão utilizados como

ferramenta nos caṕıtulos 2 e 3.

Definição 1.8. Um semigrupo (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados em X é um semigrupo

fortemente cont́ınuo se

lim
t→0+

T (t)x = x, para todo x ∈ X.

Note que neste caso a função t 7→ T (t)x é cont́ınua em t = 0, para todo x ∈ X.

Um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X será chamado semigrupo

de classe C0 ou simplesmente C0-semigrupo.

O próximo resultado estabelece uma limitação para um C0-semigrupo. Essa limitação é de grande

utilidade na teoria de semigrupos e será utilizada muitas vezes ao longo deste trabalho.

Teorema 1.9. Seja (T (t))t≥0 um C0-semigrupo. Então existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que

‖T (t)‖ ≤Meωt,∀t ≥ 0.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que existe η > 0 tal que ‖T (t)‖ é limitado para t ∈ [0, η],

isto é,

∃ η > 0 e ∃ M > 0; ‖T (t)‖ ≤M,∀t ∈ [0, η].

Para isso, suponhamos, por absurdo, que esse fato não aconteça. Então, para todo η > 0 e todo
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M > 0, existe tM,η ∈ [0, η] tal que

‖T (tM,η)‖ > M.

Em particular, tomando η =
1

n
e M = n, com n ∈ N, existe tn ∈ [0,

1

n
] de modo que ‖T (tn)‖ > n.

Assim, conforme variamos n em N, obtemos que (tn)n∈N é uma sequência tal que

lim
n→∞

tn = 0 e ‖T (tn)‖ > n,∀n ∈ N.

Dessa forma, segue que sup
n∈N
{‖T (tn)‖} =∞ e consequentemente, pela contra-positiva do Prinćıpio

da Limitação Uniforme (Teorema A.5), existe x0 ∈ X tal que sup
n∈N
{‖T (tn)x0‖} =∞. Logo, existe uma

subsequência (tnk)k∈N de (tn)n∈N tal que (‖T (tnk)x0‖)k∈N é ilimitada.

Porém, uma vez que (tnk)k∈N é subsequência de (tn)n∈N, temos lim
k→∞

tnk = 0. Mais ainda, como

(T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, temos também lim
k→∞

T (tnk)x0 = x0, isto é, (‖T (tnk)x0‖)k∈N é limitada,

gerando uma contradição. Portanto, existem η > 0 e M > 0 tais que

‖T (t)‖ ≤M, ∀t ∈ [0, η].

Em particular, para t = 0, temos ‖T (0)‖ = ‖I‖ = 1 e então, M ≥ 1.

Agora, vamos mostrar que isso é válido para qualquer que seja t > 0. Se t > η, pelo algoritmo da

divisão, existe n ∈ N tal que t = nη + δ, com δ ∈ [0, η]. Logo,

‖T (t)‖ = ‖T (nη + δ)‖ = ‖T (η)T (η)...T (η)︸ ︷︷ ︸
n−vezes

T (δ)‖ ≤ ‖T (η)‖n‖T (δ)‖ ≤MnM ≤M
t
ηM = Meωt,

onde ω =
lnM

η
> 0, pois M ≥ 1.

Portanto, ‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Uma consequência direta deste último teorema é a continuidade da função t 7→ T (t)x, para todo

x ∈ X fixo, como veremos a seguir.

Corolário 1.10. Se (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo então, para cada x ∈ X, a função t 7→ T (t)x é

cont́ınua de [0,+∞) em X.

Demonstração. Sejam t, h ≥ 0, com t > h. Assim,

lim
h→0+

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = lim
h→0+

‖T (t)T (h)x− T (t)x‖

≤ lim
h→0+

‖T (t)‖‖T (h)x− x‖
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≤ lim
h→0+

Meωt‖T (h)x− x‖

= Meωt lim
h→0+

‖T (h)x− x‖

= 0,

pois (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo. Logo,

lim
h→0+

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = 0,

ou seja, a função t 7→ T (t)x é cont́ınua à direita para todo t ≥ 0.

Agora, por outro lado,

lim
h→0+

‖T (t− h)x− T (t)x‖ = lim
h→0+

‖T (t− h)x− T (t− h+ h)x‖

= lim
h→0+

‖T (t− h)x− T (t− h)T (h)x‖

≤ lim
h→0+

‖T (t− h)‖‖T (h)x− x‖

≤ lim
h→0+

Meω(t−h)‖T (h)x− x‖

≤ lim
h→0+

Meωt‖T (h)x− x‖

= 0,

pois (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo. Logo,

lim
h→0+

‖T (t− h)x− T (t)x‖ = 0,

isto é, a função t 7→ T (t)x é cont́ınua à esquerda para todo t > 0.

Portanto, t 7→ T (t)x é uma função cont́ınua para todo x ∈ X.

O próximo resultado nos fornece propriedades que serão frequentemente usadas nesta dissertação.

Teorema 1.11. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então:

(i) Para todo x ∈ X e todo t ≥ 0, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x.

(ii) Para todo x ∈ X e todo t ≥ 0,

∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) e A

(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(iii) Para todo x ∈ D(A) e todo t ≥ 0, T (t)x ∈ D(A) e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.
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(iv) Para todo x ∈ D(A) e t, s ≥ 0, T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
T (ξ)Axdξ =

∫ t

s
AT (ξ)xdξ.

Demonstração. (i) Seja x ∈ X e t ≥ 0. Pelo corolário anterior, a função t 7→ T (t)x é cont́ınua e então,

ela é uniformemente cont́ınua em [0, a], com a > 0 tal que t ∈ [0, a]. Logo, dado ε > 0, existe δ > 0 tal

que

‖T (t)x− T (s)x‖ < ε, se |t− s| < δ, ∀t, s ∈ [0, a].

Note que, se 0 < h < δ e t+ h < a, então

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− T (t)x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ t+h

t
T (t)xds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
T (s)x− T (t)xds

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ t+h

t
‖T (s)x− T (t)x‖ds

≤ 1

h

∫ t+h

t
εds = ε.

Assim, lim
h→0

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− T (t)x

∥∥∥∥ = 0, ou seja, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x.

(ii) Sejam x ∈ X e t ≥ 0, mostraremos que

∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A), isto é,

lim
h→0+

(
T (h)− I

h

)(∫ t

0
T (s)xds

)
existe. Para isso, note que

lim
h→0+

(
T (h)− I

h

)(∫ t

0
T (s)xds

)
= lim

h→0+

(
T (h)

h

∫ t

0
T (s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds

)
= lim

h→0+

1

h

(∫ t

0
T (h+ s)xds−

∫ t

0
T (s)xds

)
= lim

h→0+

1

h

(∫ t+h

h
T (s)xds−

∫ t

0
T (s)xds

)
= lim

h→0+

1

h

(∫ t

h
T (s)xds+

∫ t+h

t
T (s)xds

−
∫ h

0
T (s)xds−

∫ t

h
T (s)xds

)
= lim

h→0+

(
1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ h

0
T (s)xds

)
.

Pelo item (i), segue que

lim
h→0+

(
T (h)

h

∫ t

0
T (s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds

)
= lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− lim

h→0+

1

h

∫ 0+h

0
T (s)xds
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= T (t)x− T (0)x

= T (t)x− x.

Portanto,

∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0
T (s)xds

)
= lim

h→0+

(
T (h)

h

∫ t

0
T (s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(iii) Seja x ∈ D(A), isto é, lim
h→0+

T (h)x− x
h

= Ax. Dessa forma, para t ≥ 0, temos

T (h)(T (t)x)− T (t)x

h
=
T (h+ t)x− T (t)x

h
,

logo,

lim
h→0+

T (h+ t)x− T (t)x

h
= lim

h→0+

T (t+ h)x− T (t)x

h
= lim

h→0+

T (t)T (h)x− T (t)x

h

= lim
h→0+

T (t)

(
T (h)x− x

h

)
= T (t) lim

h→0

(
T (h)x− x

h

)
= T (t)Ax.

Assim, segue que, T (t)x ∈ D(A) e AT (t)x = T (t)Ax. Além disso,
d+

dt
T (t)x =

lim
h→0+

T (t+ h)x− T (t)x

h
= T (t)Ax.

Agora, mostraremos que
d−

dt
T (t)x =

d+

dt
T (t)x. Para isso, considere h ∈ [0, t], o que implica que

0 < t− h. Logo,

∥∥∥∥T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥−T (t− h)x+ T (t− h+ h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥T (t− h)

(
−x+ T (h)x

h

)
− T (t)Ax

∥∥∥∥
≤ ‖T (t− h)‖

∥∥∥∥T (h)x− x
h

−Ax
∥∥∥∥+ ‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖

≤ Meω(t−h)
∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax

∥∥∥∥+ ‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖.

Portanto,

lim
h→0+

∥∥∥∥T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ = lim
h→0+

Meω(t−h)
∥∥∥∥T (h)x− x

h
−Ax

∥∥∥∥
+ lim
h→0+

‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖
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= Meωt0 + 0 = 0,

ou seja,
d−

dt
T (t)x = T (t)Ax =

d+

dt
T (t)x. Dessa forma,

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x.

(iv) Dado x ∈ D(A), pelo item (iii), temos T (ξ)Ax = AT (ξ)x, ∀ξ ≥ 0. Assim,

∫ t

s
T (ξ)Axdξ =

∫ t

s
AT (ξ)xdξ.

Além disso, sabemos que
d

dξ
T (ξ)x = T (ξ)Ax. Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, segue

que, ∫ t

s
T (ξ)Axdξ =

∫ t

s

d

dξ
T (ξ)xdξ = T (t)x− T (s)x.

Corolário 1.12. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0, então D(A) é denso

em X e A : D(A)→ X é fechado.

Demonstração. Vamos mostrar, primeiramente, que D(A) é denso em X, ou seja, D(A) = X. Para

isso, dado x ∈ X, mostraremos que existe uma sequência em D(A) que converge para x.

Pelo item (ii) do teorema anterior, sabemos que

∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A),∀t ≥ 0. Assim, definindo

xt =
1

t

∫ t

0
T (s)xds, t ≥ 0, (1.1)

segue que xt ∈ D(A),∀t ≥ 0. De fato,

lim
h→0+

T (h)xt − xt
h

= lim
h→0+

T (h)

(
1

t

∫ t

0
T (s)xds

)
−
(

1

t

∫ t

0
T (s)xds

)
h

=
1

t

 lim
h→0+

T (h)

(∫ t

0
T (s)xds

)
−
(∫ t

0
T (s)xds

)
h


=

1

t

[
A

(∫ t

0
T (s)xds

)]
=

1

t
(T (t)x− x) .
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Além disso, pelo item (i) do teorema anterior, temos

lim
t→0+

xt = lim
t→0+

1

t

(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (0)x = x.

Logo, x ∈ D(A) e assim, X ⊂ D(A). Como a outra inclusão é sempre válida, temos D(A) = X.

Agora, vamos mostrar que o operador linear A : D(A) ⊂ X → X é fechado. Assim, seja (xn)n∈N

uma sequência em D(A) que converge para algum x ∈ X e tal que (Axn)n∈N também é uma sequência

em X, que converge para algum y ∈ X. Mostraremos que x ∈ D(A) e Ax = y.

Pelo teorema anterior, item (iv), sabemos que, para cada n ∈ N e t ≥ 0,

T (t)xn − T (0)xn =

∫ t

0
T (ξ)Axndξ. (1.2)

Além disso, uma vez que xn → x, quando n → ∞, e T (t) ∈ L(X), segue que T (t)xn → T (t)x,

quando n→∞. Mais ainda,

∥∥∥∥∫ t

0
T (ξ)Axndξ −

∫ t

0
T (ξ)ydξ

∥∥∥∥ ≤
∫ t

0
‖T (ξ)‖‖Axn − y‖dξ

≤ Meωt
∫ t

0
‖Axn − y‖dξ.

Desse modo, como Axn → y, quando n→∞, segue que

lim
n→∞

∫ t

0
T (ξ)Axndξ =

∫ t

0
T (ξ)ydξ.

Logo, tomando o limite em (1.2), quando n→∞, obtemos

T (t)x− x =

∫ t

0
T (ξ)ydξ

e assim, usando o item (i) do Teorema 1.11, conclúımos que

lim
t→0+

T (t)x− x
t

= lim
t→0+

1

t

∫ t+0

0
T (ξ)ydξ = T (0)y = y,

ou seja, x ∈ D(A) e

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

= y.

Portanto, A é fechado.

Já vimos no Teorema 1.4 que se A é um operador linear limitado, então A gera um único semigrupo
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uniformemente cont́ınuo (T (t))t≥0. O próximo teorema é um resultado similar para C0-semigrupos.

Teorema 1.13. Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 dois C0-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,

respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Demonstração. Suponha A = B, assim, D(A) = D(B). Dessa forma, dado x ∈ D(A), x ∈ D(B) e as

funções t 7→ T (t)x e t 7→ S(t)x são diferenciáveis, com

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x e

d

dt
S(t)x = S(t)Bx = BS(t)x.

Considere a aplicação ψ : [0, t]→ X, com t > 0, definida por

ψ(s) = (T (t− s)S(s))x, para 0 ≤ s ≤ t.

Logo, a derivada de ψ é dada por

d

dt
T (t− s)S(s)x = T (t− s)

(
d

ds
S(s)x

)
+

(
d

ds
T (t− s)

)
S(s)x

= T (t− s)BS(s)x−AT (t− s)S(s)x

= T (t− s)BS(s)x− T (t− s)AS(s)x = 0,

pois A = B.

Assim, como ψ′ é nula, segue que ψ(s) é constante para 0 ≤ s ≤ t. Então, ψ(t) = ψ(0), isto é,

ψ(t) = T (t− t)S(t)x = S(t)x = ψ(0) = T (t− 0)S(0)x = T (t)x.

Portanto, T (t)x = S(t)x, para todo t ≥ 0 e para todo x ∈ D(A).

Agora, seja x ∈ X. Como D(A) = X, existe uma sequência (xn)n∈N em D(A) tal que lim
n→∞

xn = x.

Além disso, pelo que acabamos de provar,

T (t)xn = S(t)xn, ∀t ≥ 0 e ∀n ∈ N.

Mais ainda, como T (t) e S(t) pertencem a L(X), para todo t ≥ 0, temos,

T (t)xn → T (t)x e S(t)xn → S(t)x, quando n→∞, ∀t ≥ 0.
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Logo, pela unicidade do limite, segue que

T (t)x = S(t)x, ∀t ≥ 0.

Portanto, como T (t)x = S(t)x, ∀t ≥ 0 e ∀x ∈ X, temos T (t) = S(t), ∀t ≥ 0.

A seguir veremos um exemplo clássico da teoria de semigrupos, chamado de semigrupo de

translações.

Exemplo 1.14. Seja X = {f : [0,+∞) → R; f é limitada e uniformemente cont́ınua} munido da

norma da convergência uniforme, isto é,

‖f‖ = sup{|f(x)|;x ∈ [0,+∞)}.

Para cada t ≥ 0, defina o operador T (t) : X → X da seguinte forma

(T (t)f)(s) = T (t)f(s) = f(t+ s), para todo s ∈ [0,+∞).

Vejamos a seguir algumas propriedades da famı́lia (T (t))t≥0.

(1) Para todo t ≥ 0, T (t) está bem definido, isto é, T (t)f ∈ X para toda f ∈ X.

De fato, T (t)f é limitada pois, para f ∈ X, temos

‖T (t)f‖ = sup
s∈[0,+∞)

‖T (t)f(s)‖ = sup
s∈[0,+∞)

‖f(t+ s)‖ ≤ sup
ς∈[0,+∞)

‖f(ς)‖ = ‖f‖.

Além disso, como f é uniformente cont́ınua, dados ε > 0 e s1, s2 ∈ [0,+∞), existe δ > 0 tal que

|f(s1)− f(s2)| < ε, sempre que |s1 − s2| < δ.

Assim, se s1, s2 ∈ [0,+∞) e |s1 − s2| < δ, então

|(T (t)f)(s1)− (T (t)f)(s2)| = |f(t+ s1)− f(t+ s2)| < ε.

Logo, T (t)f é uniformemente cont́ınua e então, T (t)f ∈ X.

(2) T (t) ∈ L(X) para todo t ≥ 0.

Dados t ≥ 0, f, g ∈ X,α ∈ R e s ∈ [0,+∞), temos

(T (t)(αf + g))(s) = T (t)(αf + g)(s)
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= (αf + g)(t+ s)

= αf(t+ s) + g(t+ s)

= αT (t)f(s) + T (t)g(s)

= α(T (t)f)(s) + (T (t)g)(s).

Portanto, T (t) é uma aplicação linear.

Além disso, como visto no item (1),

‖T (t)f‖ ≤ ‖f‖, para todo f ∈ X,

o que implica que T (t) é limitada.

Consequentemente, T (t) ∈ L(X) para todo t ≥ 0.

(3) (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo em X.

Para verificarmos essa propriedade, sejam f ∈ X, t, w ≥ 0. Assim,

(i) (T (0)f)(s) = f(s), para todo s ∈ [0,+∞).

(ii) [(T (t + w)f)](s) = T (t + w)f(s) = f(t + w + s) = T (t)f(w + s) = T (t)T (w)f(s) =

[T (t)T (w)f ](s), para todo s ∈ [0,+∞), ou seja, T (t + w) = T (t)T (w), o que implica que (T (t))t≥0 é

um semigrupo.

Agora, para a continuidade em t = 0, seja f ∈ X. Pela continuidade uniforme de f, dado ε > 0,

existe δ > 0 tal que

‖f(t+ s)− f(s)‖ < ε, para todo s ∈ [0,+∞) e todo t ≥ 0 com |t| < δ.

Logo, se |t| < δ, temos

‖T (t)f − f‖ = sup
s∈[0,+∞)

‖T (t)f(s)− f(s)‖ = sup
s∈[0,+∞)

‖f(t+ s)− f(s)‖ ≤ sup
s∈[0,+∞)

ε = ε.

Portanto, (T (t))t≥0 é C0-semigrupo.

(4) ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0.

Pelo que já foi feito anteriormente, para t ≥ 0, temos

‖T (t)‖ = sup
‖f‖≤1

‖T (t)f‖ ≤ sup
‖f‖≤1

‖f‖ = 1.
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Logo, como definiremos na próxima seção, (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo de contrações.

(5) D(A) = {f ∈ X; f ′existe e f ′ ∈ X} e (Af)(s) = f ′(s), para toda f ∈ D(A) e s ∈ [0,+∞).

Seja f ∈ X tal que f ′ existe e f ′ ∈ X, assim

f ′(s) = lim
h→0+

f(s+ h)− f(s)

h
= lim

h→0+

(T (h)f)(s)− f(s)

h
, ∀s ∈ [0,+∞).

Além disso, pela continuidade uniforme de f ′, dado ε > 0, existe δ > 0, tal que

‖f ′(t+ s)− f ′(s)‖ < ε, para todo s ∈ [0,+∞) e 0 ≤ t < δ.

Mais ainda, como f ′ existe, temos

∥∥∥∥T (t)f − f
t

− f ′
∥∥∥∥ = sup

s∈[0,+∞)

{∣∣∣∣T (t)f(s)− f(s)

t
− f ′(s)

∣∣∣∣}
= sup

s∈[0,+∞)

{∣∣∣∣1t
∫ s+t

s
f ′(u)du− 1

t

∫ s+t

s
f ′(s)du

∣∣∣∣}
= sup

s∈[0,+∞)

{
1

t

∫ s+t

s
|f ′(u)− f ′(s)|du

}
.

Logo, se 0 < t < δ, então |f ′(u)− f ′(s)| < ε, para todo s ∈ [0,+∞) e u ∈ [s, s+ t], e dessa forma,

∥∥∥∥T (t)f − f
t

− f ′
∥∥∥∥ ≤ sup

s∈[0,+∞)

{
1

t

∫ s+t

s
εdu

}
= ε.

Assim, quando t→ 0+,
T (t)f − f

t
→ f ′ e então, f ∈ D(A).

Portanto, segue que {f ∈ X; f ′ existe e f ′ ∈ X} ⊂ D(A).

Agora, seja f ∈ D(A) ⊂ X. Então, lim
t→0+

T (t)f − f
t

existe. Seja g ∈ X este limite, assim, note que

∣∣∣∣(T (t)f)(s)− f(s)

t
− g(s)

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥T (t)f − f
t

− g
∥∥∥∥ , ∀s ∈ [0,+∞) e t ≥ 0,

e além disso, ∥∥∥∥T (t)f − f
t

− g
∥∥∥∥→ 0, quando t→ 0+,

o que implica que lim
t→0+

(T (t)f)(s)− f(s)

t
= lim

t→0+

f(t+ s)− f(s)

t
= g(s), para todo s ∈ [0,+∞). Por

outro lado, para s ∈ [0,+∞),

lim
t→0+

f(t+ s)− f(s)

t
= f

′
+(s),
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onde f ′+(s) representa a derivada à direita de f em s.

Consequentemente, pela unicidade do limite, temos

f ′+(s) = g(s), ∀s ∈ [0,+∞).

Mais ainda, como g ∈ X, g é uniformemente cont́ınua e então, pelo Lema de Dini (Lema A.3), f ′

existe e f ′ = g, ou ainda, f ′ ∈ X.

Portanto, D(A) ⊂ {f ∈ X; f ′ existe e f ′ ∈ X}, o que garante a igualdade entre esses conjuntos.

Por fim, dado f ∈ D(A), temos

(Af)(s) = lim
t→0+

(T (t)f)(s)− f(s)

t
= lim

t→0+

f(t+ s)− f(s)

t
= f ′(s),

para todo s ∈ [0,+∞), ou seja, Af = f ′.

A seguir apresentamos uma generalização do conceito de semigrupo.

Definição 1.15. Uma famı́lia a um parâmetro (T (t))t∈R, de operadores lineares limitados em X, é

um grupo fortemente cont́ınuo se

lim
t→0

T (t)x = x, para todo x ∈ X.

Um grupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X será chamado grupo de

classe C0 ou simplesmente C0-grupo.

1.3 O Teorema de Hille-Yosida

Nosso objetivo nesta seção é estudar o Teorema de Hille-Yosida, que é um dos principais

resultados da teoria de semigrupos de operadores lineares limitados fortemente cont́ınuos. Este teorema

caracteriza quando um operador linear é o gerador de um C0-semigrupo.

Porém, para apresentarmos tal resultado, precisamos de algumas definições e lemas preliminares.

Primeiramente, como visto na seção anterior, se (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, então ‖T (t)‖ ≤

Meωt,∀t ≥ 0, para certas constantes M ≥ 1 e ω > 0. Esta notação será usada ao longo de toda

esta seção.

Definição 1.16. Um C0-semigrupo é chamado uniformemente limitado se a constante ω acima é

nula, isto é, ‖T (t)‖ ≤M, para todo t ≥ 0.

Definição 1.17. Um C0-semigrupo é chamado semigrupo de contrações quando M = 1 e ω = 0, ou

seja, ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0.
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Definição 1.18. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, não necessariamente limitado. O

conjunto resolvente de A é o conjunto de todos os números complexos λ para os quais o operador

(λI −A) é inverśıvel e limitado, isto é,

ρ(A) = {λ ∈ C; (λI −A)−1 ∈ L(X)}.

O espectro do operador A é o complementar do conjunto resolvente, ou seja, σ(A) = ρ(A)c.

Definição 1.19. A famı́lia R(λ : A) = (λI −A)−1, para λ ∈ ρ(A), de operadores lineares limitados é

chamada de resolvente de A.

Lema 1.20. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+∞) ⊂ ρ(A) e

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0. Então,

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para todo x ∈ X.

Demonstração. Seja x ∈ D(A). Assim,

‖λR(λ : A)x− Ix‖ = ‖λR(λ : A)x−R(λ : A)R(λ : A)−1x‖

= ‖R(λ : A)(λx−R(λ : A)−1x)‖

= ‖R(λ : A)(λx− (λI −A)x)‖

≤ ‖R(λ : A)‖‖Ax‖

≤ 1

λ
‖Ax‖.

Logo,

lim
λ→∞

‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ lim
λ→∞

‖Ax‖
λ

= 0.

Portanto,

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para todo x ∈ D(A).

Agora, sejam x ∈ X e (xn)n∈N uma sequência em D(A) com lim
n→∞

xn = x. Logo, para λ ∈ (0,+∞),

‖λR(λ : A)x− x‖ = ‖λR(λ : A)x− λR(λ : A)xn + λR(λ : A)xn − xn + xn − x‖

≤ ‖λR(λ : A)(x− xn)‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ λ‖R(λ : A)‖‖x− xn‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ λ
1

λ
‖x− xn‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖
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≤ 2‖xn − x‖+ ‖λR(λ : A)xn − xn‖,∀n ∈ N.

Além disso, como xn → x, quando n → ∞, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖xn − x‖ <
ε

2
,

para todo n ≥ n0. Em particular, para m ∈ N tal que m > n0, temos ‖xm − x‖ <
ε

2
e, uma vez que

xm ∈ D(A), lim
λ→∞

‖λR(λ : A)xm − xm‖ = 0.

Portanto, voltando a desigualdade anterior, obtemos

lim
λ→∞

‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ lim
λ→∞

(2‖xm − x‖+ ‖λR(λ : A)xm − xm‖)

≤ lim
λ→∞

(
2
ε

2
+ ‖λR(λ : A)xm − xm‖

)
< ε.

Finalmente, fazendo ε→ 0, segue que lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para todo x ∈ X.

Definição 1.21. Suponha que (0,+∞) ⊂ ρ(A). Dado λ > 0, definimos a aproximação de Yosida de

A por

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI.

Lema 1.22. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+∞) ⊂ ρ(A) e

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então

lim
λ→∞

Aλx = Ax, para todo x ∈ D(A).

Demonstração. Primeiro, observe que A e R(λ : A) comutam para todo λ ∈ ρ(A), pois

I = (λI −A)R(λ : A)⇒ AR(λ : A) = λR(λ : A)− I

e, por outro lado,

I = R(λ : A)(λI −A) = R(λ : A)(λI)−R(λ : A)A

= λR(λ : A)−R(λ : A)A,

o que implica que

R(λ : A)A = λR(λ : A)− I.

Logo,

AR(λ : A) = R(λ : A)A.

Além disso, do lema anterior, sabemos que lim
λ→∞

λR(λ : A)y = y, para todo y ∈ X. Assim, em
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particular, tomando y = Ax, com x ∈ D(A), temos

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞

λAR(λ : A)x = lim
λ→∞

λR(λ : A)Ax = Ax.

Lema 1.23. Seja A um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha que (0,+∞) ⊂ ρ(A) e

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então Aλ é o gerador

infinitesimal do semigrupo de contração uniformemente cont́ınuo (Tλ(t))t≥0, onde Tλ(t) = eAλt, t ≥ 0.

Além disso, para todo x ∈ X e para todos λ, µ ∈ (0,+∞), temos

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ = ‖eAλtx− eAµtx‖ ≤ t‖Aλx−Aµx‖.

Demonstração. Note que Aλ é um operador linear limitado pois, para cada λ ∈ (0,+∞), Aλ = λ2R(λ :

A)−λI. Assim, pelo Teorema 1.4, Aλ é o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente cont́ınuo

(Tλ(t))t≥0 dado por

Tλ(t) = eAλt =
∞∑
n=0

(tAλ)n

n!
, para todo t ≥ 0.

Além disso, esse semigrupo é de contração. De fato, para t ≥ 0,

‖Tλ(t)‖ = ‖eAλt‖ = ‖e(λ2R(λ:A)−λI)t‖

≤ ‖eλ2R(λ:A)t‖‖e−λIt‖

≤ e(λ
2t)‖R(λ:A)‖e(−λt)‖I‖

≤ eλ
2t 1
λ e−λt

= 1.

Agora, antes de prosseguirmos com a demonstração da segunda parte do lema, provaremos algumas

propriedades que serão utilizadas posteriormente.

(1) Os operadores R(λ : A) e R(µ : A) comutam para todo λ, µ ∈ ρ(A).

Para provarmos esse fato, dados λ, µ ∈ ρ(A), note que

R(λ : A)R(µ : A)(µI −A)(λI −A) = I.

Assim,

R(λ : A)R(µ : A)(µI −A) = R(λ : A).
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Mais ainda, como R(λ : A) e R(µ : A) comutam com A e µI, temos (µI − A)R(λ : A)R(µ : A) =

R(λ : A) e então R(λ : A)R(µ : A) = R(µ : A)R(λ : A).

(2) Os operadores Aλ e Aµ comutam para todo λ, µ ∈ ρ(A).

Neste caso, temos Aλ = λAR(λ : A) e Aµ = µAR(µ : A). Logo, como A comuta com o resolvente

e vale a proriedade de (1) acima, segue que Aλ e Aµ comutam.

(3) Os operadores Aλ e etAλ também comutam para todo t ≥ 0 e λ ∈ ρ(A).

De fato, dados λ ∈ ρ(A) e t ≥ 0, temos

Aλe
tAλ = (λAR(λ : A))

( ∞∑
n=0

(tλAR(λ : A))n

n!

)

=
∞∑
n=0

tn(λAR(λ : A))n+1

n!

=
∞∑
n=0

(tλAR(λ : A))n

n!
(λAR(λ : A)) = etAλAλ.

(4) Por último, os operadores Aλ e etAµ comutam para todo t ≥ 0, λ, µ ∈ ρ(A).

Neste caso, usando os itens anteriores, temos

Aλe
tAµ = λAR(λ : A)

( ∞∑
n=0

(tµAR(µ : A))n

n!

)

= λAR(λ : A)

( ∞∑
n=0

tnµnAnR(µ : A)n

n!

)

=
∞∑
n=0

tnµnR(µ : A)n

n!
λAR(λ : A)

=

( ∞∑
n=0

(tµAR(µ : A))n

n!

)
(λAR(λ : A))

= etAµAλ.

Finalmente, usando a comutatividade dos operadores acima, podemos mostrar que

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ = ‖(etAλ)x− (etAµ)x‖ ≤ t‖Aλx−Aµx‖, ∀x ∈ X,∀t ≥ 0 e ∀λ, µ > 0.

Sejam, λ, µ > 0, t ≥ 0 e x ∈ X. Dessa forma,

etAλx− etAµx = (etsAλet(1−s)Aµx)
∣∣∣
s=1
− (etsAλet(1−s)Aµx)

∣∣∣
s=0

=

∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµ)xds
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=

∫ 1

0
tAλe

stAλet(1−s)Aµx+ etsAλ(−tAµ)et(1−s)Aµxds

=

∫ 1

0
estAλtAλe

t(1−s)Aµx+ etsAλet(1−s)Aµ(−tAµ)xds

=

∫ 1

0
estAλet(1−s)Aµ(tAλx− tAµx)ds.

Portanto,

‖etAλx− etAµx‖ ≤
∫ 1

0
‖etsAλ‖‖et(1−s)Aµ‖‖t(Aλx−Aµx)‖ds

≤
∫ 1

0
t‖Aλx−Aµx‖ds

= t‖Aλx−Aµx‖.

Vejamos a seguir o principal resultado desta seção.

Teorema 1.24 (Teorema de Hille-Yosida). Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o gerador

infinitesimal de um C0- semigrupo de contrações (T (t))t≥0 se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X,

(ii) (0,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0.

Demonstração. Suponha, primeiramente, que o operador A é o gerador infinitesimal de um C0-

semigrupo de contrações (T (t))t≥0 e mostremos que as propriedades (i) e (ii) são satisfeitas.

Note que a propriedade (i) já foi demonstrada no Corolário 1.12. Falta, então, demonstrarmos a

propriedade (ii).

Para isso, dado λ ∈ (0,+∞) e x ∈ X, defina

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−tλT (t)xdt.

Analisemos algumas propriedades de R(λ):

(1) A integral que define R(λ)x existe.

De fato, como (T (t))t≥0 é um semigrupo de contrações, temos ‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖ para todo t ≥ 0.

Além disso,

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥ ≤
∫ ∞
0

e−λt‖T (t)‖‖x‖dt ≤
∫ ∞
0

e−λt‖x‖dt

= ‖x‖ lim
s→∞

∫ s

0
e−λtdt = ‖x‖ lim

s→∞

[
e−λs

(−λ)
− e0

(−λ)

]
=
‖x‖
λ

< +∞.
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Portanto,

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt existe e assim, R(λ)x está bem definida.

(2) R(λ) : X → X é um operador linear.

Sejam x, y ∈ X e α ∈ K, onde K é o corpo de X. Então,

R(λ)(αx+ y) =

∫ ∞
0

e−λtT (t)(αx+ y)dt = α

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt+

∫ ∞
0

e−λtT (t)ydt = αR(λ)x+R(λ)y,

pois T (t) ∈ L(X),∀t ≥ 0.

(3) R(λ) é limitado.

Isso ocorre pois, como já estimado no item (1),

‖R(λ)x‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥ ≤ 1

λ
‖x‖,∀x ∈ X.

(4) R(λ)x ∈ D(A), para todo x ∈ X.

Dado x ∈ X, temos

(
T (h)− I

h

)
R(λ)x =

T (h)R(λ)x−R(λ)x

h

=
1

h

(
T (h)

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt−
∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

)
=

1

h

(∫ ∞
0

e−λtT (h+ t)xdt−
∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

)
=

1

h

(∫ ∞
h

e−λ(s−h)T (s)xds−
∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

)
=

1

h

(∫ 0

h
e−λseλhT (s)xds+

∫ ∞
0

e−λseλhT (s)xds−
∫ ∞
0

e−λsT (s)xds

)
= −1

h

∫ h

0
e−λseλhT (s)xds+

(
eλh − 1

h

)(∫ ∞
0

e−λsT (s)xds

)
.

Assim,

lim
h→0+

(
T (h)− I

h

)
R(λ)x = lim

h→0+

[(
eλh − 1

h

)(∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

)
− eλh

h

∫ 0+h

0
e−λtT (t)xdt

]
= λR(λ)x− e−λ0T (0)x

= λR(λ)x− Ix.

Logo, R(λ)x ∈ D(A) e, além disso,

AR(λ)x = lim
h→0+

(
T (h)− I

h

)
R(λ)x = λR(λ)x− Ix, para todo x ∈ X.
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Dessa forma, AR(λ) = λR(λ)− I, isto é,

(λI −A)R(λ) = I.

Portanto, R(λ) é uma inversa à direita de (λI −A). Vamos mostrar que R(λ) também é a inversa

à esquerda de (λI −A). Neste caso, considere x ∈ D(A). Assim,

R(λ)(λI −A)x = λR(λ)x−R(λ)Ax = R(λ)λx−
∫ ∞
0

e−λtT (t)Axdt

= R(λ)(λx)−A
∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt = λR(λ)x−AR(λ)x = (λI −A)R(λ)x = x,

ou seja, R(λ)(λI −A) = I, onde I : D(A)→ D(A).

Então, R(λ) ∈ L(X) é a inversa de (λI − A). Consequentemente, segue que, se λ > 0, λ ∈ ρ(A) e

R(λ) = R(λ : A). Logo, (0,+∞) ⊂ ρ(A) e

‖R(λ : A)‖ = ‖R(λ)‖ = sup
‖x‖≤1

‖R(λ)x‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖x‖
λ
≤ 1

λ
, para todo λ > 0.

Agora, suponha que A é fechado, D(A) = X, (0,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0.

Mostremos que A gera um C0-semigrupo de contrações.

Seja Aλ a aproximação de Yosida de A e consideremos o semigrupo (Tλ(t))t≥0, onde Tλ(t) = eAλt,

para todo t ≥ 0. Como já vimos, no Lema 1.23, (Tλ(t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo e ‖Tλ(t)‖ ≤ 1,

para todo t ≥ 0 e λ ∈ (0,+∞). Além disso, Aλ é seu gerador infinitesimal e, se x ∈ D(A) e t ∈ [0, a],

vale a estimativa

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ ≤ t‖Aλx−Aµx‖

≤ a‖Aλx−Ax‖+ a‖Aµx−Ax‖.

Mais ainda, pelo Lema 1.22, temos lim
λ→∞

Aλx = Ax e lim
µ→∞

Aµx = Ax, para todo x ∈ D(A), e assim,

existe k > 0 tal que, se λ, µ > k, então ‖Aλx − Ax‖ <
ε

2a
e ‖Aµx − Ax‖ <

ε

2a
, quando t 6= 0. Logo,

para λ, µ > k e t 6= 0,

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ < a
ε

2a
+ a

ε

2a
= ε.

Em particular, se t = 0, note que ‖Tλ(0)x−Tµ(0)x‖ = ‖x−x‖ = 0 < ε. Assim, podemos dizer que

(Tλ(t)x)λ∈(0,∞) é uma “sequência de Cauchy” em X e dessa forma, lim
λ→∞

Tλ(t)x existe para todo t ≥ 0

e x ∈ D(A).
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Defina

T (t)x = lim
λ→∞

Tλ(t)x, para todo t ≥ 0 e x ∈ D(A).

Observe também que essa convergência é uniforme para t em intervalos limitados de [0,+∞). Esse

fato nos permite estender a definição de T (t) para todo x ∈ X.

De fato, como D(A) = X, dado x ∈ X, existe uma sequência (xn)n∈N em D(A) com lim
n→∞

xn = x.

Logo, uma vez que Tλ(t) ∈ L(X), temos lim
n→∞

Tλ(t)xn = Tλ(t)x e então, pelo fato da convergência

acima ser uniforme, podemos tomar

T (t)x = lim
λ→∞

Tλ(t)x = lim
λ,n→∞

Tλ(t)xn.

Desse modo, obtemos a famı́lia (T (t))t≥0 de operadores lineares. Vejamos, a seguir, algumas

propriedades de (T (t))t≥0.

(1) T (t) ∈ L(X), para todo t ≥ 0.

De fato, dados x, y ∈ X e α ∈ K, onde K é o corpo de X, temos

T (t)(αx+ y) = lim
λ→∞

Tλ(t)(αx+ y)

= lim
λ→∞

[αTλ(t)x+ Tλ(t)y]

= αT (t)x+ T (t)y,

pois Tλ(t) é um operador linear para todo λ > 0 e todo t ≥ 0.

Além disso,

‖T (t)x‖ = ‖ lim
λ→∞

Tλ(t)x‖ = lim
λ→∞

‖Tλ(t)x‖ ≤ lim
λ→∞

‖Tλ(t)‖‖x‖ ≤ ‖x‖, ∀x ∈ X.

Portanto, T (t) ∈ L(X), para todo t ≥ 0.

(2) ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0.

Isso ocorre pois, usando a desigualdade acima, temos

‖T (t)‖ = sup
‖x‖≤1

{‖T (t)x‖} ≤ sup
‖x‖≤1

{‖x‖} = 1,∀t ≥ 0.

(3) T (0) = I.
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De fato, como (Tλ(t))t≥0 é um semigrupo,

T (0)x = lim
λ→∞

Tλ(0)x = lim
λ→∞

x = x,para todo x ∈ X.

(4) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ∈ [0,+∞).

Para mostrarmos este fato, sejam x ∈ X e t, s ∈ [0,+∞). Então, visto que (T (t))t≥0 é um

semigrupo, temos

T (t+ s)x = lim
λ→∞

Tλ(t+ s)x = lim
λ→∞

Tλ(t)Tλ(s)x = T (t)T (s)x, ∀x ∈ X.

Note que o último limite ocorre pois,

‖Tλ(t)Tλ(s)x− T (t)T (s)x‖ ≤ ‖Tλ(t)Tλ(s)x− Tλ(t)T (s)x‖+ ‖Tλ(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖

≤ ‖Tλ(t)‖‖Tλ(s)x− T (s)x‖+ ‖Tλ(t)y − T (t)y‖

≤ ‖Tλ(s)x− T (s)x‖+ ‖Tλ(t)y − T (t)y‖,

onde y = T (s)x. Assim, como os dois últimos termos da desigualdade acima tendem a zero quando

λ→∞, conclúımos que Tλ(t)Tλ(s)x→ T (t)T (s)x, quando λ→∞.

Portanto, T (t+ s) = T (t)T (s). Pelo que fizemos até agora, segue que (T (t))t≥0 é um semigrupo de

contrações.

(5) (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo.

De fato, como as funções t 7→ Tλ(t)x, com λ ∈ (0,+∞) e x ∈ X, são cont́ınuas e Tλ(t)x→ T (t)x,

quando λ → ∞, uniformemente em [0, a], para algum a ∈ (0,+∞), segue que a função t 7→ T (t)x é

cont́ınua em [0, a]. Em particular, ela é cont́ınua em zero e dessa forma, (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo.

(6) O operador A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

Seja B : D(B) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Vamos mostrar que D(A) = D(B)

e A = B. Para isso, seja x ∈ D(A). Assim,

T (t)x− x = lim
λ→∞

Tλ(t)x− lim
λ→∞

Tλ(0)x = lim
λ→∞

(Tλ(t)x− Tλ(0)x)

= lim
λ→∞

(∫ t

0
Tλ(s)Aλxds

)
=

∫ t

0
lim
λ→∞

Tλ(s)Aλxds =

∫ t

0
T (s)Axds.

Observe que a convergência acima ocorre pois Tλ(s)Aλx → T (s)Ax, quando λ → ∞,

uniformemente em intervalos limitados de [0,+∞).
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Já que,

‖Tλ(s)Aλx− T (s)Ax‖ ≤ ‖Tλ(s)Aλx− Tλ(s)Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖

≤ ‖Tλ(s)‖‖Aλx−Ax‖+ ‖Tλ(s)z − T (s)z‖,

onde z = Ax, e Tλ(s)x→ T (s)x, quando λ→∞, uniformemente em intervalos limitados de [0,+∞).

Dessa forma,

lim
t→0+

T (t)x− x
t

= lim
t→0+

1

t

∫ t

0
T (s)Axds = T (0)Ax = Ax,

o que implica que x ∈ D(B) e Bx = Ax.

Logo, D(A) ⊂ D(B) e A = B em D(A).

Por outro lado, pela parte já demonstrada do Teorema de Hille-Yosida, sabemos que (0,+∞) ⊂

ρ(B). Em particular, 1 ∈ ρ(B) e, por hipótese, também temos 1 ∈ ρ(A). Assim, (I −A) e (I −B) são

bijeções e suas inversas são limitadas. Então, (I − A)D(A) = X e, como D(A) ⊂ D(B) e A = B em

D(A), segue que

(I −A)D(A) = (I −B)D(A) = X.

Consequentemente,

D(A) = (I −B)−1(I −B)D(A) = (I −B)−1X = D(B).

Portanto, D(A) = D(B) e A = B, ou seja, A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

Os próximos resultados são consequências diretas da demonstração do Teorema de Hille-Yosida.

Corolário 1.25. Seja A o gerador de um C0-semigrupo de contrações (T (t))t≥0. Se Aλ é a

aproximação de Yosida de A, então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx,∀t ≥ 0, x ∈ X.

Demonstração. Vimos na demonstração do Teorema de Hille Yosida que a famı́lia (S(t))t≥0, onde

S(t)x = lim
λ→∞

etAλx, para todo t ≥ 0 e x ∈ X, é um C0-semigrupo de contrações com gerador A.

Assim, (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 são C0-semigrupos de contrações com mesmo gerador A.

Portanto, segue do Teorema 1.13 que T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Corolário 1.26. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações (T (t))t≥0. O

conjunto resolvente de A contém o semiplano direito aberto, isto é, {λ ∈ C;Reλ > 0} ⊆ ρ(A) e, além
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disso,

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
, para todo λ ∈ C com Reλ > 0.

Demonstração. Seja λ ∈ C tal que Reλ > 0. Considere o operador

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt, x ∈ X.

Observe, primeiramente, que R(λ) está bem definido pois,

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∥∥∥∥ ≤
∫ ∞
0
|e−λt|‖T (t)‖‖x‖dt ≤

∫ ∞
0

e−(Reλ)t‖x‖dt = ‖x‖ lim
a→∞

∫ a

0
e−(Reλ)tdt

= ‖x‖ lim
a→∞

(
e−(Reλ)a

−Reλ
+

1

Reλ

)
=
‖x‖
Reλ

< +∞.

Agora, prosseguindo de maneira análoga à demonstração do Teorema de Hille-Yosida, conclúımos

que,

R(λ) = (λI −A)−1 = R(λ : A).

Então, {λ ∈ C;Reλ > 0} ⊂ ρ(A) e

‖R(λ : A)‖ = ‖R(λ)‖ = sup
‖x‖≤1

‖R(λ)x‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖x‖
Reλ

=
1

Reλ
,

para todo λ ∈ C com Reλ > 0.

Faremos agora duas observações interessantes:

(1) Primeiramente, olhemos para o semigrupo de translações em X = {f : [0,+∞) →

R; f é uniformemente cont́ınua e limitada} estudado no Exemplo 1.14. Então, [T (t)f ](s) = f(t + s),

com t, s ≥ 0, D(A) = {f ; f ′ ∈ X} e Af = f ′.

Mostremos que ρ(A) não precisa conter mais do que o semi-plano direito aberto.

Seja λ ∈ C. A equação (λI −A)ϕλ = 0 tem solução ϕλ(t) = eλt pois,

(λI −A)ϕλ = 0⇔ λϕλ −Aϕλ = 0⇔ λϕλ − ϕ′λ = 0⇔ ϕ′λ = λϕλ.

Pelo Corolário 1.26, sabemos que {λ ∈ C;Reλ > 0} ⊂ ρ(A). Por outro lado, se λ ∈ C e Reλ ≤ 0,

então ‖eλt‖ = e(Reλ)t ≤ 1, para todo t ≥ 0, e, pelo Teorema do Valor Médio, temos

‖eλt − eλs‖ ≤ ‖λeλθ(t− s)‖ = |λ|‖eλθ‖|t− s| ≤ |λ|e(Reλ)θ|t− s| ≤ |λ||t− s|,
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para todo t, s ≥ 0, e algum θ ∈ (s, t). Logo, ϕλ(t) = eλt é limitada e uniformemente cont́ınua, isto é,

ϕλ ∈ X.

Porém, como ϕλ 6= 0, (λI − A) não é injetora. Portanto, λ /∈ ρ(A), ou seja, λ ∈ ρ(A)c = σ(A).

(2) Mostremos agora que, se (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo

t ≥ 0 e algum ω > 0, então a famı́lia (S(t))t≥0, em que S(t) = e−ωtT (t), t ≥ 0, é um C0-semigrupo

de contrações. Além disso, se A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0, então A − ωI é o gerador

infinitesimal de (S(t))t≥0.

Observe que S(t) = e−ωtT (t), t ≥ 0, é um C0-semigrupo de contrações pois: S(t) ∈ L(X) uma vez

que é formado por um escalar, e−ωt e um operador linear limitado T (t);S(0) = e−ω0T (0) = e0I = I; e

S(t+ s) = e−ω(t+s)T (t+ s) = e−ωteωsT (t)T (s) = e−ωtT (t)e−ωsT (s) = S(t)S(s).

Além disso, para x ∈ X, temos

lim
t→0+

S(t)x = lim
t→0+

e−ωtT (t)x = e−ω0T (0)x = x,

isto é, (S(t))t≥0 é um C0-semigrupo. Mais ainda,

‖S(t)‖ = ‖e−ωtT (t)‖ = e−ωt‖T (t)‖ ≤ e−ωteωt = 1,∀t ≥ 0,

e então, (S(t))t≥0 é um semigrupo de contrações.

Seja A o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Observe que, se t > 0 e x ∈ D(A), então

S(t)x− x
t

=
e−ωtT (t)x− x

t

=
e−ωt(T (t)x− x)

t
+

(e−ωt − 1)x

t

e assim, tomando o limite quando t→ 0+, temos

lim
t→0+

S(t)x− x
t

= lim
t→0+

(
e−ωt

T (t)x− x
t

+
e−ωt − 1

t

)
= Ax− ωx = (A− ωI)x,

garantindo que A− ωI é o gerador infinitesimal de (S(t))t≥0.

Analogamente, se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações (T (t))t≥0, então

A+ ωI é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (S(T ))t≥0 satisfazendo ‖S(t)‖ ≤ eωt, para todo

t ≥ 0. De fato, considere S(t) = eωtT (t), para todo t ≥ 0. Assim, como eωt ∈ R e (T (t))t≥0 é um
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C0-semigrupo, segue que (S(t))t≥0 é um C0-semigrupo. Mais ainda, para x ∈ D(A), temos

S(t)x− x
t

=
e−ωtS(t)x− x

t
− (e−ωt − 1)S(t)x

t

=
T (t)x− x

t
− (eωt − 1)S(t)x

t
.

Logo, tomando o limite quando t→ 0+, obtemos que

lim
t→0+

S(t)x− x
t

= lim
t→0+

T (t)x− x
t

− (e−ωt − 1)S(t)x

t

= Ax− (−ωx) = (A+ ωI)x,

isto é, o gerador infinitesimal de (S(t))t≥0 é dado por A+ ωI.

Além disso, visto que (T (t))t≥0 é um semigrupo de contrações, temos

‖S(t)‖ = ‖eωtT (t)‖ ≤ eωt‖T (t)‖ ≤ eωt,∀t ≥ 0.

Portanto, A+ωI é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (S(t))t≥0 satisfazendo ‖S(t)‖ ≤ eωt,

para todo t ≥ 0.

O corolário a seguir é uma generalização do Teorema de Hille-Yosida e para sua demonstração,

usaremos a observação que acabamos de fazer.

Corolário 1.27. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-

semigrupo (T (t))t≥0, com ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0 e algum ω > 0, se e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) (ω,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)‖ < 1

λ− ω
, para todo λ > ω.

Demonstração. Suponha, primeiramente, que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

(T (t))t≥0, com ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0 e algum ω > 0. Então, pelo Corolário 1.12 segue

que a condição (i) é válida, assim basta mostrarmos (ii).

Seja S(t) = e−ωtT (t), t ≥ 0, como já vimos na observação anterior, (S(t))t≥0 é um C0-semigrupo

de contrações com gerador infinitesimal B = A − ωI. Logo, pelo Teorema de Hille Yosida, temos

(0,+∞) ⊂ ρ(B) e ‖R(λ : B)‖ ≤ 1

λ
,∀λ > 0.

Seja µ ∈ (ω,+∞). Então, µ = ω + β, para algum β > 0, e

(µI −A) = (ωI + βI −A) = (βI − (A− ωI)) = (βI −B).
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Dessa forma, visto que β > 0, β ∈ ρ(B) e (βI −B)−1 existe, o que implica que, (µI −A)−1 existe,

isto é, µ ∈ ρ(A). Além disso, se µ > ω,

‖R(µ : A)‖ = ‖(µI −A)−1‖ = ‖(βI −B)−1‖ = ‖R(β : B)‖ ≤ 1

β
=

1

µ− ω
.

Portanto, a condição (ii) também é válida.

Agora, suponha que as condições (i) e (ii) são satisfeitas. Mostraremos que A é o gerador

infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 satisfazendo a condição ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0.

Para isso, seja B = A− ωI. Se λ > 0, então

(λI −B) = (λI −A+ ωI) = ((λ+ ω)I −A).

Desse modo, como λ+ ω > ω, ((λ+ ω)I −A)−1 existe e assim, (λI −B)−1 existe.

Portanto, (0,+∞) ⊂ ρ(B) e, além disso,

‖R(λ : B)‖ = ‖(λI −B)−1‖ = ‖((λ+ ω)I −A)−1‖ = ‖(R(λ+ ω) : A)‖ ≤ 1

(λ+ ω)− ω
=

1

λ
,∀λ > 0,

ou seja, vale a condição (ii) do Teorema de Hille-Yosida. Note ainda que D(B) = D(A) e dessa forma,

D(B) = X. Também temos que B é fechado, visto que A é fechado. Logo, vale a condição (i) do

Teorema de Hille Yosida. Então, pelo Teorema de Hille-Yosida, B é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo de contrações (S(T ))t≥0.

Por fim, seja T (t) = eωtS(t), t ≥ 0. Assim, pela observação anterior, segue que (T (t))t≥0 é um

C0-semigrupo com ‖T (t)‖ ≤ eωt, para todo t ≥ 0, e com gerador infinitesimal igual a B + ωI =

(A− ωI) + ωI = A.

O próximo resultado é o caso mais geral do Teorema de Hille-Yosida e caracteriza o gerador

infinitesimal de um C0-semigrupo qualquer.

Teorema 1.28. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

(T (t))t≥0, com ‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0 e certas constantes M ≥ 1 e ω > 0, se e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) (ω,+∞) ⊂ ρ(A) e ‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
, para todo λ > ω e n ∈ N.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [19, Theorem 5.3, pág 8 ].



Caṕıtulo

2

Problema de Cauchy abstrato

Neste caṕıtulo, nosso interesse é estudar a existência de soluções para equações diferenciais em

espaços de Banach. Para isso, vamos utilizar como ferramenta a teoria de semigrupos de operadores

lineares limitados.

No que segue, X é um espaço de Banach e C([0, a], X) e L1([0, a], X) são os espaços das funções

cont́ınuas e integráveis de [0, a] em X, respectivamente.

2.1 Problema de valor inicial homogêneo

Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador linear apropriado. Dado x0 ∈ X, o problema de Cauchy

abstrato para A, com valor inicial x0, consiste em encontrar uma solução x para o problema de valor

inicial

x′(t) = Ax(t), t > 0, (2.1)

x(0) = x0. (2.2)

A seguir definimos o conceito de solução para (2.1)-(2.2).

Definição 2.1. Sejam A : D(A) ⊆ X → X um operador linear e x0 ∈ X. Uma função x : [0,∞)→ X

é solução clássica de (2.1)-(2.2) se:

(i) x é cont́ınua em [0,∞);

(ii) x é continuamente diferenciável em (0,+∞);

(iii) x(t) ∈ D(A) para todo t > 0;

(iv) as equações (2.1)-(2.2) são satisfeitas.

48
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Teorema 2.2. Sejam A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 de operadores lineares

limitados e x0 ∈ D(A). Então, o problema de Cauchy (2.1)-(2.2) possui somente uma solução clássica

dada por

x(t) = T (t)x0, t ≥ 0,

com x(t) = etAx0, t ∈ [0,∞), quando A é limitado.

Demonstração. Se x(t) = T (t)x0, então, uma vez que (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, x é cont́ınua

e, como x0 ∈ D(A), pelas propriedades de semigrupo, conclúımos que x é uma solução clássica de

(2.1)-(2.2).

Agora, seja x uma solução clássica de (2.1)-(2.2). Para 0 < s < t, temos

d

ds
(T (t− s)x(s)) = T (t− s)dx

ds
(s)− T (t− s)Ax(s)

= T (t− s)[x′(s)−Ax(s)]

= 0.

Dessa forma, integrando de 0 a t com relação a s, obtemos

T (t− t)x(t)− T (t− 0)x(0) = 0,

e assim,

x(t) = T (t)x(0) = T (t)x0.

Exemplo 2.3. Seja X o espaço das funções uniformemente cont́ınuas e limitadas de [0,∞) em R

com a norma ‖.‖∞. Sejam também D(A) = {f ∈ X; f ′existe e f ′ ∈ X} e, para f ∈ D(A), Af = f ′.

Como já vimos no Exemplo 1.14, A é o gerador infinitesimal do C0-semigrupo de translações.

Logo, pelo teorema anterior, se x0 ∈ D(A), segue que (2.1)-(2.2) possui uma única solução dada

por x(t) = T (t)x0. Assim, para s > 0 e t ≥ 0,

x(t)(s) = (T (t)x0)(s) = x0(s+ t).

Note que, se x0 ∈ X mas x0 /∈ D(A), o resultado de existência do teorema anterior não é válido.

Teorema 2.4. Seja (gn)n∈N uma sequência em D(A) convergindo para zero (a função nula) com
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respeito à norma de X e seja xn, com n = 1, 2, ..., a única solução do problema de Cauchy abstrato

x′n(t) = Axn(t), t > 0,

xn(0) = gn.

Então, (xn)n∈N converge uniformemente para zero em qualquer intervalo da forma [0, t0].

Demonstração. Note, inicialmente, que o Teorema 2.1 nos garante a existência e a unicidade das

soluções xn, com xn(t) = T (t)gn, para todo t ≥ 0.

Sabemos também que existem constantes M ≥ 1 e ω ≥ 0 tais que ‖T (t)‖ ≤Meωt para todo t ≥ 0.

Em particular, para 0 ≤ t ≤ t0, temos

‖xn(t)‖ ≤ ‖T (t)‖‖gn‖ ≤Meωt‖gn‖ ≤Meωt0‖gn‖, para todo n = 1, 2, ... .

Mais ainda, como gn → 0, quando n→∞, segue que para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para

n ≥ n0,

‖gn − 0‖ = ‖gn‖ <
ε

Meωt0
.

Logo, para todo n ≥ n0 e t ∈ [0, t0], temos

‖xn(t)‖ < ε,

o que implica que lim
n→∞

xn(t) = 0, uniformemente para t ∈ [0, t0].

Corolário 2.5. Sejam gn, g ∈ D(A), n = 1, 2, ..., e xn e x, n = 1, 2, ..., soluções do problema de

Cauchy abstrato (2.1) com condições iniciais gn e g, respectivamente. Se (gn)n∈N converge para g

quando n → ∞, então (xn)n∈N converge para x, sendo essa convergência uniforme em intervalos da

forma [0, t0].

Demonstração. Sejam Gn = gn − g,Xn = xn − x, n = 1, 2, .... Uma vez que D(A) é um subespaço

vetorial, Gn ∈ D(A) para todo n e, por linearidade, Xn é a única solução de (2.1) com condição inicial

Gn, para todo n ∈ N.

Logo, como Gn converge para zero, o teorema anterior garante que Xn converge uniformemente

para zero em intervalos da forma [0, t0]. Assim, segue o resultado.
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2.2 Problema de valor inicial não homogêneo

Nesta seção, estudaremos o problema de Cauchy dado por

x′(t) = Ax(t) + f(t), 0 < t < a, (2.3)

x(0) = x0, (2.4)

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 em X, x0 ∈ X e f : [0, a]→ X é uma

função apropriada, para algum a > 0.

Começaremos definindo o conceito de solução clássica para este problema.

Definição 2.6. Uma função x : [0, a)→ X é uma solução clássica de (2.3)-(2.4) em [0, a) se:

(i) x é cont́ınua em [0, a);

(ii) x é continuamente diferenciável em (0, a);

(iii) x(t) ∈ D(A) para todo t ∈ [0, a);

(iv) as equações (2.3)-(2.4) são satisfeitas.

Proposição 2.7. Se f ∈ L1([0, a], X), então, para todo x0 ∈ X, o sistema (2.3)-(2.4) tem no máximo

uma solução clássica. Além disso, essa solução, quando existe, é dada por

x(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t < a. (2.5)

Demonstração. Seja x uma solução clássica do problema (2.3)-(2.4). Para t ∈ [0, a) fixo, considere a

função g : [0, t]→ X dada por

g(s) = T (t− s)x(s).

Logo, g é diferenciável em (0, a), com

g′(s) =
d

ds
T (t− s)x(s) + T (t− s)x′(s)

= −AT (t− s)x(s) + T (t− s)(Ax(s) + f(s))

= T (t− s)f(s).

Além disso, como f ∈ L1([0, a], X), a função s 7→ T (t− s)f(s) é integrável e assim, temos

g(t)− g(0) =

∫ t

0
g′(s)ds =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds,
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o que implica que

x(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, para todo t ∈ [0, a).

A expressão (2.5) da proposição anterior nos motiva a definição a seguir, que enfraquece o conceito

de solução clássica para o problema (2.3)-(2.4) por não exigir a diferenciabilidade da função.

Definição 2.8. A função x ∈ C([0, a), X) dada por (2.5) é chamada solução fraca de (2.3)-(2.4) em

[0, a).

Observe que, se f ∈ L1([0, a], X), o problema (2.3)-(2.4) sempre possui solução fraca, para qualquer

que seja x0 ∈ X. O próximo teorema determina sobre quais condições a solução fraca é também solução

clássica. Porém, antes de enunciarmos e provarmos esse resultado, veremos o seguinte lema.

Lema 2.9. Nas condições do problema de Cauchy (2.3)-(2.4), com ‖T (t)‖ ≤ Meωt, para todo t ≥ 0,

sejam f ∈ L1([0, a], X) e

y(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t < a.

Então, y é cont́ınua em [0, a].

Demonstração. Mostraremos que y é cont́ınua tanto à direita, quanto à esquerda de t ∈ [0, a) (no caso

em que t = 0, a continuidade segue apenas pela direita). Vejamos primeiramente a continuidade à

direita de t. Para isso, tomando h > 0, note que

‖y(t+ h)− y(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t+h

0
T ((t+ h)− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

0
T ((t+ h)− s)f(s)ds+

∫ t+h

t
T ((t+ h)− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ t

0
[T (t+ h− s)− T (t− s)]f(s)ds

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫ t+h

t
T ((t+ h)− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ t

0
[T (h)− I]T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥+

∫ t+h

t
‖T (t+ h− s)f(s)‖ds

≤ ‖(T (h)− I)y(t)‖+

∫ t+h

t
Meω(t+h−s)‖f(s)‖ds

≤ ‖(T (h)− I)y(t)‖︸ ︷︷ ︸
I1

+Meωh
∫ t+h

t
‖f(s)‖ds︸ ︷︷ ︸

I2

.

Vamos estudar I1 e I2 separadamente. Como (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo e y(t) independe de h,

I1 → 0 quando h→ 0.
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Além disso, como s 7→ eωs é uma função cont́ınua e f é integrável, Meωh →M e

∫ t+h

t
‖f(s)‖ds→

0, quando h→ 0. Dessa forma, I2 → 0 quando h→ 0.

Portanto, ‖y(t+ h)− y(t)‖ → 0 quando h→ 0, isto é, y é cont́ınua à direita de t.

Provaremos agora a continuidade de y à esquerda de t. Tomando h > 0 tal que t − h ∈ [0,∞),

segue que

‖y(t− h)− y(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t−h

0
T ((t− h)− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t−h

0
T ((t− h)− s)f(s)ds−

∫ t−h

0
T (t− s)f(s)ds−

∫ t

t−h
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ t−h

0
[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)ds−

∫ t

t−h
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤

∫ t−h

0
‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds+

∫ t

t−h
‖T (t− s)‖‖f(s)‖ds

≤
∫ t−h

0
‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds+

∫ t

t−h
Meω(t−s)‖f(s)‖ds

≤
∫ t−h

0
‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds︸ ︷︷ ︸

I3

+Meωh
(∫ t

t−h
‖f(s)‖ds

)
︸ ︷︷ ︸

I4

.

Como no caso anterior, pelo fato de s 7→ eωs ser cont́ınua e f integrável, I4 → 0 quando h→ 0.

Para I3, note que

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ → 0,

quando h→ 0, pois (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo e t e s estão fixos. Além disso, para 0 ≤ s ≤ t− h,

‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ ≤ (Meω(t−h−s) +Meω(t−s))‖f(s)‖ ≤ 2Meω(t−s)‖f(s)‖,

com g(s) = 2Meω(t−s)‖f(s)‖ uma função finita e integrável em [0, t]. Logo, do Teorema da convergência

dominada de Lebesgue (Teorema A.4) e pela desigualdade

∫ t−h

0
‖[T (t − h − s) − T (t − s)]f(s)‖ds ≤∫ t

0
‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds, conclúımos que

lim
h→0

I3 = lim
h→0

∫ t−h

0
‖[T (t− h− s)− T (t− s)]f(s)‖ds = 0,

o que implica que a função y também é cont́ınua à esquerda de t.

Consequentemente, y é cont́ınua para todo t ∈ [0, a).



2.2 Problema de valor inicial não homogêneo 54

Teorema 2.10. Sejam f ∈ L1([0, a], X) ∩ C((0, a], X) e

y(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t < a. (2.6)

Então, o problema de valor inicial (2.3)-(2.4) possui uma solução clássica x em [0, a), para todo

x0 ∈ D(A), se uma das seguintes condições são satisfeitas:

(i) y é continuamente diferenciável em (0, a).

(ii) y(t) ∈ D(A), para 0 ≤ t < a, e t 7→ Ay(t) é cont́ınua em (0, a).

Por outro lado, se (2.3)-(2.4) tem uma solução clássica em [0, a) para algum x0 ∈ D(A), então a

função y em (2.6) satisfaz as condições (i) e (ii).

Demonstração. Começaremos esta demonstração pela segunda parte, ou seja, suponhamos que (2.3)-

(2.4) tenha uma solução clássica x para algum x0 ∈ D(A). Assim, da proposição anterior, sabemos

que y(t) = x(t)−T (t)x0 para todo t ∈ [0, a). Além disso, y é diferenciável em (0, a), pois é a diferença

de duas funções diferenciáveis. Mais ainda,

y′(t) = x′(t)− T (t)Ax0, 0 < t < a,

que é a diferença de duas funções cont́ınuas e, dessa forma, y é continuamente diferenciável em (0, a),

o que corresponde a condição (i).

Por outro lado, como x0 ∈ D(A), o item (iii) do Teorema 1.11 nos garante que T (t)x0 ∈ D(A)

para todo t ≥ 0. Assim, visto que D(A) é um espaço vetorial, y(t) = x(t)− T (t)x0 ∈ D(A) para todo

0 ≤ t < a. Finalmente, note que

Ay(t) = Ax(t)−AT (t)x0 = x′(t)− f(t)− T (t)Ax0

e, desse modo, a função t 7→ Ay(t) é cont́ınua em (0, a). Portanto, (ii) também é satisfeita.

Agora, suponhamos que (i) seja satisfeita e mostremos que (2.3)-(2.4) possui uma solução clássica.

Para isso, considere t ∈ (0, a) e h > 0. Assim,

T (h)− I
h

y(t) =
1

h

∫ t

0
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

=
1

h

∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

=
1

h

[∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

]
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds
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=
y(t+ h)− y(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds.

ou seja,
T (h)− I

h
y(t) =

y(t+ h)− y(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds. (2.7)

Desse modo, como y é continuamente diferenciável em (0, a) e

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds = f(t),

temos

lim
h→0+

T (h)− I
h

y(t) = y′(t)− f(t),

isto é, y(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0, a) e

Ay(t) = y′(t)− f(t), para todo t ∈ (0, a).

Logo, tomando x(t) = T (t)x0 + y(t), segue, do Corolário 1.10 e do lema anterior, que x é cont́ınua

em [0, a). Além disso, das propriedades de semigrupo, obtemos que x é continuamente diferenciável

em (0, a), x(t) ∈ D(A) para todo t ∈ [0, a), x(0) = x0 + y(0) = x0 e

x′(t) = AT (t)x0 + y′(t)

= A(T (t)x0 + y(t)) + f(t)

= Ax(t) + f(t), para todo t ∈ (0, a).

Portanto, x é solução clássica de (2.3)-(2.4) em [0, a).

Para concluirmos a demonstração do teorema, suponhamos que a condição (ii) vale e, novamente,

mostremos que (2.3)-(2.4) possui uma solução clássica. Neste caso, considerando a expressão (2.7) e o

fato de y(t) ∈ D(A) para todo t ∈ [0, a), fazendo h→ 0+, obtemos que

lim
h→0+

y(t+ h)− y(t)

h
= Ay(t) + f(t),

ou seja, a derivada de y à direita, y
′
+(t) = Ay(t) + f(t), existe e é cont́ınua em (0, a). Assim, como y

é cont́ınua e admite derivada à direita cont́ınua em (0, a), o Lema de Dini (Lema A.3) garante que y

é continuamente diferenciável em (0, a).

Dessa forma, tomando x(t) = T (t)x0+y(t) e usando o Corolário 1.10 e o lema anterior, conclúımos

que x é cont́ınua em [0, a). Mais ainda, das propriedades de semigrupo, obtemos que x é continuamente
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diferenciável em (0, a), x(t) ∈ D(A) para todo t ∈ [0, a), x(0) = x0 + y(0) = x0 e

x′(t) = AT (t)x0 + y′(t)

= A(T (t)x0 + y(t)) + f(t)

= Ax(t) + f(t), para todo t ∈ (0, a).

Logo, x é solução clássica de (2.3)-(2.4) em [0, a).

No que resta desta seção, assumiremos que o semigrupo (T (t))t≥0 é uniformemente limitado, isto

é, ‖T (t)‖ ≤M para todo t ≥ 0 e para algum M ≥ 1.

Corolário 2.11. Se f é continuamente diferenciável em [0, a], então (2.3)-(2.4) tem uma solução em

[0, a) para todo x0 ∈ D(A).

Demonstração. Note que, se mostrarmos que a função y definida em (2.6) é continuamente diferenciável

em (0, a) então, este resultado será consequência do Teorema 2.10.

Dessa forma, vamos mostrar que y é continuamente diferenciável em (0, a). Para isto, sejam t ∈

(0, a) e h > 0 tais que t+ h ∈ (0, a). Então,

y(t+ h)− y(t)

h
=

1

h

∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

=
1

h

∫ h

0
T (t+ h− s)f(s)ds+

1

h

∫ t+h

h
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds.

Por outro lado, temos também

∫ t+h

h
T (t+ h− s)f(s)ds =

∫ t

0
T (t− s)f(s+ h)ds e assim,

y(t+ h)− y(t)

h
=

1

h

∫ h

0
T (t+ h− s)f(s)ds+

∫ t

0
T (t− s)

(
f(s+ h)− f(s)

h

)
ds.

Observe ainda que, pela desigualdade do valor médio para funções vetoriais, temos

∥∥∥∥T (t− s)
(
f(s+ h)− f(s)

h

)∥∥∥∥ ≤ M

h
‖f(s+ h)− f(s)‖

≤ M

h
‖f ′(k)‖|s+ h− s|

≤ M sup
s∈[0,a]

‖f ′(s)‖,

para algum k ∈ (s, s + h), e com a última desigualdade válida pois f é continuamente diferenciável

em [0, a].
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Agora, usando o Teorema da convergência dominada de Lebesgue (Teorema A.4), segue que

lim
h→0+

∫ t

0
T (t− s)

(
f(s+ h)− f(s)

h

)
ds =

∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds.

Além disso,

lim
h→0+

1

h

∫ h

0
T (t+ h− s)f(s)ds = T (t)f(0).

Assim,

lim
h→0+

y(t+ h)− y(t)

h
= T (t)f(0) +

∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds,

ou seja, y possui derivada à direita cont́ınua e, dessa forma, pelo Lema de Dini (Lema A.3), segue que

y é continuamente diferenciável em (0, a).

Então, do Teorema 2.10, obtemos que (2.3)-(2.4) possui uma solução clássica em [0, a).

Exemplo 2.12. Considere a equação diferencial parcial dada por

∂u(t, s)

∂t
=
∂u(t, s)

∂s
+ F (t+ s), t > 0, s > 0,

onde F ∈ X = {g : [0,+∞)→ R; g é limitada e uniformemente cont́ınua}.

Suponha que F ′ /∈ X e seja (T (t))t≥0 o semigrupo de translações em X, estudado no Exemplo

1.14. Então, o operador A : D(A) ⊂ X → X, com D(A) = {g ∈ X; g′ existe e g′ ∈ X}, definido por

Ag = g′, é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

Dessa forma, podemos reescrever a equação acima como o problema de Cauchy abstrato não

homogêneo

x′(t) = Ax(t) + T (t)F, t > 0,

x(0) = 0,

onde x(t) = u(t, s), para s ≥ 0, é um elemento de X, f(t) = T (t)F e x0 = 0. Assim, pelo que fizemos

anteriormente, uma solução deste problema deve ter a forma

x(t) = T (t)0 +

∫ t

0
T (t− s)T (s)Fds =

∫ t

0
T (t)Fds = tT (t)F.

Observe ainda que, como F ′ /∈ X, T (t)F /∈ D(A), para algum t0 > 0. De fato, suponha, por absurdo
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que T (t)F ∈ D(A) para todo t > 0. Então, o limite

lim
h→0+

T (h)T (t)F − T (t)F

h
,

existe e, além disso, esse limite é AT (t)f,∀t > 0, que é um elemento de X.

Por outro lado, usando que (T (t))t≥0 é o semigrupo de translações, obtemos

lim
h→0+

T (h)[T (t)F ](s)− [T (t)F ](s)

h
= lim

h→0+

T (h)F (t+ s)− F (t+ s)

h

= lim
h→0+

F (t+ s+ h)− F (t+ s)

h
= F ′(t+ s), para todo s ≥ 0.

Logo, temos AT (t)F = F ′t , para todo t > 0, onde F ′t(s) = F ′(t+ s) para todo s ≥ 0. Assim, segue

que F ′t ∈ X, para todo t > 0, o que é uma contradição pois, como F ′ /∈ X, F ′t0 /∈ X para algum

t0 ∈ (0,+∞).

Portanto, como T (t0)F /∈ D(A) para algum t0 > 0 e a solução do problema de Cauchy acima

deve satisfazer x(t) = tT (t)F para todo t > 0, conclúımos que x(t) /∈ D(A) para algum t0 > 0.

Consequentemente, x não pode ser solução clássica do problema. Porém, x(t) = tT (t)F é solução

fraca.

2.3 O Problema semi-linear

Estudaremos nesta seção o problema de existência e unicidade de soluções para equações diferenciais

abstratas da seguinte forma

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t > 0, (2.8)

x(0) = x0, (2.9)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0, x0 ∈ X e f :

[0,+∞)×X → X é uma função cont́ınua.

A próxima definição nos apresenta o conceito de solução clássica para o problema (2.8)-(2.9).

Definição 2.13. Uma função x : [0,∞)→ X é dita ser solução clássica de (2.8)-(2.9) em [0,∞) se:

(i) x é cont́ınua em [0,∞);

(ii) x é continuamente diferenciável em (0,∞);

(iii) x(t) ∈ D(A) para todo t ∈ [0,∞);

(iv) as equações em (2.8)-(2.9) são satisfeitas.
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Se x é uma solução clássica de (2.8)-(2.9) em [0,∞) então, procedendo como na seção anterior,

obtemos que x satisfaz a equação integral

x(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, x(s))ds, t ∈ [0,∞). (2.10)

Observe que se x é uma função que satisfaz a equação (2.10) então, x é cont́ınua. Porém, apenas

com as condições acima, não podemos garantir que x seja continuamente diferenciável. Assim, é

natural considerarmos este tipo de função como uma solução fraca.

Definição 2.14. Uma função cont́ınua x : [0,∞) → X é chamada solução fraca de (2.8)-(2.9) se

satisfaz a equação integral (2.10).

O próximo teorema nos fornece condições para que o problema de valor inicial (2.8)-(2.9) possua

uma solução fraca.

Teorema 2.15. Suponha que A é o gerador de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 e f : [0,∞) × X → X

é uma função cont́ınua em [0,∞) × X e lipschitziana em x, uniformemente para t ∈ [0,∞), isto é,

existe L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, para todo t ∈ [0,∞), e para todo x, y ∈ X.

Então, o problema de valor inicial (2.8)− (2.9) possui uma única solução fraca em [0,∞).

Demonstração. Visto que (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, existem M ≥ 1 e ω ≥ 0 tais que

‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ∈ [0,∞).

Vamos provar o resultado para o intervalo [0, a], onde a > 0 é arbitrário. Assim, da unicidade de

solução e do Teorema da escolha, obtemos uma solução única em [0,∞).

Dado a > 0, consideremos o espaço C([0, a], X) das funções cont́ınuas de [0, a] em X, com a norma

‖x‖L̃ = sup
t∈[0,a]

e−(L̃+ω)t‖x(t)‖, x ∈ C([0, a], X),

onde L̃ > ML > 0.

Note que a norma ‖.‖L̃ é equivalente a norma ‖.‖∞, onde ‖x‖∞ = sup
t∈[0,a]

‖x(t)‖, x ∈ C([0, a], X).

De fato, como t 7→ e−(L̃+ω)t é decrescente,

e−(L̃+ω)a‖x(t)‖ ≤ e−(L̃+ω)t‖x(t)‖ ≤ ‖x(t)‖, para todo t ∈ [0, a],
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e assim,

sup
t∈[0,a]

{e−(L̃+ω)a‖x(t)‖} ≤ sup
t∈[0,a]

{e−(L̃+ω)t‖x(t)‖} ≤ sup
t∈[0,a]

‖x(t)‖,

isto é,

e−(L̃+ω)a‖x‖∞ ≤ ‖x‖L̃ ≤ ‖x‖∞.

Dessa forma, C([0, a], X) é um espaço de Banach com a norma ‖.‖L̃.

Agora, consideremos o operador G : C([0, a], X)→ C([0, a], X) definido por

(Gx)(t) = T (t)x+

∫ t

0
T (t− s)f(s, x(s))ds, 0 ≤ t ≤ a.

Primeiramente, mostraremos que G está bem definido, ou seja, G leva um elemento de C([0, a], X)

em um elemento C([0, a], X). Para isso, dado u ∈ C([0, a], X), a função s 7→ f(s, u(s)) é cont́ınua em

[0, a] e assim, integrável em [0, t], para todo t ∈ (0, a]. Logo, de maneira análoga a feita no Lema 2.9,

conclúımos que t 7→
∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds é cont́ınua em [0, a]. Além disso, visto que (T (t))t≥0 é um

C0-semigrupo, t 7→ T (t)x é cont́ınua em [0, a] e então, Gu é uma função cont́ınua de [0, a] em X.

Portanto, G está bem definido.

Nosso próximo passo é verificar que G é uma contração. Neste caso, dados, x, y ∈ C([0, a], X) e

t ∈ [0, a], temos

‖(Gx)(t)− (Gy)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0
T (t− s)[f(s, x(s))− f(s, y(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0
‖T (t− s)‖‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ds

≤
∫ t

0
Me(t−s)ωL‖x(s)− y(s)‖ds

e então,

e−(L̃+ω)t‖(Gx)(t)− (Gy)(t)‖ ≤ e−(L̃+ω)t
∫ t

0
Me(t−s)ωL‖x(s)− y(s)‖ds

= e−(L̃+ω)tMLetω
∫ t

0
e−sω‖x(s)− y(s)‖ds

= MLe−L̃t
∫ t

0
e−sωe(L̃+ω)se−(L̃+ω)s‖x(s)− y(s)‖ds

≤ MLe−L̃t‖x− y‖L̃
∫ t

0
e(−sω)e(L̃+ω)sds

= MLe−L̃t‖x− y‖L̃
∫ t

0
eL̃sds
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= MLe−L̃t‖x− y‖L̃

(
eL̃t

L̃
− 1

L̃

)

=
ML

L̃
(1− e−L̃t)‖x− y‖L̃

≤ ML

L̃
‖x− y‖L̃.

Assim,

max
t∈[0,a]

{e−(L̃+ω)t‖(Gx)(t)− (Gy)(t)‖} ≤ ML

L̃
‖x− y‖L̃,

isto é,

‖(Gx)− (Gy)‖L̃ ≤
ML

L̃
‖x− y‖L̃,

com
ML

L̃
< 1, pois L̃ foi tomando de modo que L̃ > ML.

Logo, G é uma contração e, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.7), G tem um

único ponto fixo u ∈ C([0, a], X), ou seja, existe uma única função cont́ınua u : [0, a]→ X tal que

u(t) = Gu(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds, para todo t ∈ [0, a].

Portanto, o problema de valor inicial possui uma única solução fraca.



Caṕıtulo

3

Existência e unicidade de soluções fracas quase

automórficas para equações diferenciais

abstratas semi-lineares

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência e a unicidade de soluções fracas quase automórficas para

equações diferenciais abstratas semi-lineares em um espaço de Banach X e que são escritas na forma

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R,

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo exponencialmente estável.

3.1 Funções quase automórficas

O propósito desta seção é apresentar o conceito e algumas propriedades das funções quase

automórficas que serão essenciais no decorrer deste trabalho.

O conceito de função quase automórfica foi introduzido na literatura por S. Bochner no ińıcio da

década de 1960. Estas funções receberam atenção especial por serem uma generalização das funções

quase periódicas, definidas inicialmente por H. Bohr no ińıcio da década de 1920 para funções com

valores numéricos e, mais tarde, por S. Bochner, para funções com valores em um espaço métrico. Na

sequência, definiremos o conceito e enunciaremos algumas propriedades das funções quase periódicas

com o objetivo de compreender melhor essa generalização.

Inicialmente, vamos considerar X como sendo um espaço normado apenas.

62
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Definição 3.1. Seja l um número real positivo e P ⊂ R um conjunto de números reais. Dizemos que

P é l−denso em R se a intersecção [a, a+ l] ∩ P é não vazia, para todo a ∈ R.

Definição 3.2. O conjunto P ⊂ R é relativamente denso em R se é l-denso para algum l > 0.

Definição 3.3. Uma função cont́ınua f : R → X é chamada quase periódica se, dado ε > 0, existe

um número positivo l = l(ε) tal que, em qualquer intervalo de comprimento l, existe ξ com a seguinte

propriedade

‖f(t+ ξ)− f(t)‖ ≤ ε, ∀t ∈ R.

Denotaremos por AP (X) o espaço das funções quase periódicas de R em X.

A seguir, enunciaremos algumas propriedades básicas referentes às funções quase periódicas. Para

mais detalhes sobre essa classe de funções e a demonstração dos resultados abaixo, consulte [20].

Teorema 3.4. Assuma que f, f1 e f2 são quase periódicas e λ é um escalar qualquer, então vale:

(i) λf, f1 + f2 são quase periódicas,

(ii) a translação fa, a ∈ R, dada por fa(t) = f(t+ a), t ∈ R, é quase periódica,

(iii) a função f̃ , definida por f̃(t) = f(−t), t ∈ R, é quase periódica.

Proposição 3.5. Se f : R→ X é quase periódica, a função t 7→ ‖f(t)‖ é também quase periódica.

Proposição 3.6. Se f : R→ X é quase periódica, então f é limitada.

Proposição 3.7. Se f : R → X é quase periódica, então f é uniformemente cont́ınua em toda reta

real.

O próximo teorema consiste em preservar a propriedade de ser quase periódica com relação a

convergência uniforme na reta real.

Teorema 3.8. Se (fn)n∈N é uma sequência de funções quase periódicas e fn → f uniformemente em

R, quando n→∞, então f é quase periódica.

O teorema a seguir nos diz que, se X é um espaço de Banach, então AP (X) também é um espaço

de Banach.

Teorema 3.9. Se X é um espaço de Banach e AP (X) é munido da norma do supremo

‖f‖∞ = sup
t∈R
‖f(t)‖,

então (AP (X), ‖.‖∞) é um espaço de Banach.
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Veremos agora uma classe de funções equivalente a classe de funções quase periódicas. Essas

funções são chamadas de funções normais e também foram definidas por Bochner.

Definição 3.10. Uma função cont́ınua f : R → X é dita ser uma função normal se, para qualquer

sequência de números reais (s′n)n∈N, é posśıvel extrair uma subsequência (sn)n∈N tal que lim
n→∞

f(t+sn)

existe uniformemente para t ∈ R.

A equivalência estabelecida entre funções quase periódicas e normais pode ser usada para provar,

de forma mais simples, algumas propriedades elementares das funções quase periódicas.

A seguir definiremos as funções quase automórficas.

Definição 3.11. Uma função cont́ınua f : R → X é chamada quase automórfica se, para qualquer

sequência de números reais (s′n)n∈N, podemos extrair uma subsequência (sn)n∈N tal que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t) e lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),∀t ∈ R.

Representaremos o conjunto das funções quase automórficas de R em X por AA(X).

Note que, se a convergência acima é uniforme em t, então a função f é quase periódica (para ver

isso, basta usar a equivalência citada anteriormente entre funções quase periódicas e funções normais).

O conceito da Definição 3.11 é então mais geral que o de funções quase periódicas.

Exemplo 3.12. A função f : R→ R dada por

f(t) = sen

(
1

2 + sen(t) + sen(
√

2t)

)

é um exemplo clássico de função quase automórfica que não é quase periódica.

Seu gráfico pode ser visto a seguir.
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Figura 3.1: Gráfico da função f(t) = sen
(

1
2+sen(t)+sen(

√
2t)

)
.

Agora, veremos algumas propriedades básicas das funções quase automórficas.

Teorema 3.13. Assuma que f, f1 e f2 são quase automórficas e λ é um escalar qualquer, então vale:

(i) λf, f1 + f2 é quase automórfica,

(ii) a translação fa, a ∈ R, dada por fa(t) = f(t+ a), t ∈ R, é quase automórfica,

(iii) a função f̃ , definida por f̃(t) = f(−t), t ∈ R, é quase automórfica,

(iv) A imagem Imf de f é pré-compacta e então, f é limitada.

Demonstração. (i) Suponha que f é quase automórfica. Assim, dada uma sequência de números reais

(s′n)n∈N, existe uma subsequência (sn)n∈N tal que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t) e lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),∀t ∈ R.

Logo, para um escalar λ, obtemos que

lim
n→∞

λf(t+ sn) = λg(t) e lim
n→∞

λg(t− sn) = λf(t),∀t ∈ R.
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Portanto, λf é quase automórfica.

Além disso, sejam f1 e f2 funções quase automórficas e (s′n)n∈N uma sequência de números reais.

Como f1 é quase automórfica, podemos extrair uma subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que,

lim
n→∞

f1(t+ sn) = g1(t) e lim
n→∞

g1(t− sn) = f1(t),∀t ∈ R.

Consideremos agora a sequência (sn)n∈N, como f2 também é quase automórfica, existe uma

subsequência (snk)k∈N de (sn)n∈N tal que

lim
n→∞

f2(t+ snk) = g2(t) e lim
n→∞

g2(t− snk) = f2(t),∀t ∈ R.

Logo,

lim
n→∞

(f1 + f2)(t+ snk) = lim
n→∞

f1(t+ snk) + lim
n→∞

f2(t+ snk) = g1(t) + g2(t),∀t ∈ R,

e

lim
n→∞

(g1 + g2)(t− snk) = lim
n→∞

g1(t− snk) + lim
n→∞

g2(t− snk) = f1(t) + f2(t),∀t ∈ R.

Assim, f1 + f2 é quase automórfica.

(ii) Dado a ∈ R, considere a translação fa dada por fa(t) = f(t+ a), para todo t ∈ R.

Se (s′n)n∈N é uma sequência de números reais então, como f é quase automórfica, existe uma

subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t) e lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),∀t ∈ R.

Em particular, tomando t = s+ a, com s ∈ R, temos

lim
n→∞

fa(s+ sn) = lim
n→∞

f(a+ s+ sn) = g(a+ s) = ga(s)

e

lim
n→∞

ga(s− sn) = lim
n→∞

g(s+ a− sn) = f(s+ a) = fa(s).

Portanto, fa também é quase automórfica.

(iii) Seja (s′n)n∈N uma sequência real qualquer e considere a sequência “oposta” (−s′n)n∈N. Como f é

quase automórfica, extraia de (−s′n)n∈N uma subsequência (−sn)n∈N tal que lim
n→∞

f(t − sn) = g(t) e
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lim
n→∞

g(t+ sn) = f(t), para todo t ∈ R. Dessa forma, segue que

lim
n→∞

f̃(t+ sn) = lim
n→∞

f(−t− sn) = g(−t) = g̃(t),∀t ∈ R,

e

lim
n→∞

g̃(t− sn) = lim
n→∞

g(−t+ sn) = f(−t) = f̃(t),∀t ∈ R.

Portanto, f̃ é quase automórfica.

(iv) Considere uma sequência (f(s′n))n∈N em Imf . Como f é quase automórfica, podemos extrair uma

subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

f(sn) = g(0),

o que nos mostra que a imagem de f é pré-compacta.

Consequentemente, f é limitada em R, pois, caso contrário, existiria uma sequência (s′n)n∈N tal

que ‖f(s′n)‖ ≥ n, para todo n ∈ N. Porém, como f é quase automórfica, podeŕıamos extrair uma

subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

f(sn) = g(0),

implicando na limitação da sequência (f(sn))n∈N, o que é uma contradição.

Portanto, f é limitada.

Note que a função g também é limitada em R. De fato, temos Img ⊂ Imf , com Imf compacto

em X. Além disso,

sup
t∈R
‖g(t)‖ ≤ sup

t∈R
‖f(t)‖.

Nosso próximo resultado consiste em preservar a propriedade de ser quase automórfica com relação

a convergência uniforme na reta real.

Teorema 3.14. Se (fn)n∈N é uma sequência de funções quase automórficas e fn → f uniformemente

em R, quando n→∞, então f é quase automórfica.

Demonstração. Considere uma sequência real arbitrária (s′n)n∈N. A seguir, vamos extrair de (s′n)n∈N,

usando o método da diagonal de Cantor, uma subsequência (sn)n∈N tal que

lim
n→∞

fi(t+ sn) = gi(t), para cada i = 1, 2, ..., e cada t ∈ R, e (3.1)
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lim
n→∞

gi(t− sn) = fi(t), para cada i = 1, 2, ..., e cada t ∈ R. (3.2)

Para isso, seja (s′n)n∈N uma sequência real arbitrária. Como f1 é quase automórfica, existe uma

subsequência (s
(1)
n )n∈N ⊂ (s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

f1(t+ s(1)n ) = g1(t) e lim
n→∞

g1(t− s(1)n ) = f1(t),∀t ∈ R.

Agora, considere a sequência (s
(1)
n )n∈N. Como f2 é quase automórfica, existe uma subsequência

(s
(2)
n )n∈N ⊂ (s

(1)
n )n∈N tal que

lim
n→∞

f2(t+ s(2)n ) = g2(t) e lim
n→∞

g2(t− s(2)n ) = f2(t),∀t ∈ R.

Prosseguindo desta forma, dada a sequência (s
(i−1)
n )n∈N, como fi é quase automórfica, existe uma

subsequência (s
(i)
n )n∈N ⊂ (s

(i−1)
n )n∈N tal que

lim
n→∞

fi(t+ s(i)n ) = gi(t) e lim
n→∞

gi(t− s(i)n ) = fi(t), t ∈ R.

Assim, considerando a sequência diagonal (s
(n)
n )n∈N, temos (s

(n)
n )n∈N ⊂ (s1n)n∈N ⊂ (s′n)n∈N

satisfazendo os limites

lim
n→∞

fi(t+ s(n)n ) = gi(t),∀t ∈ R, i = 1, 2, ...

e

lim
n→∞

gi(t− s(n)n ) = fi(t),∀t ∈ R, i = 1, 2, ... .

Denotemos a sequência (s
(n)
n )n∈N por (sn)n∈N, e assim, vale (3.1) e (3.2).

Observemos também que a sequência de funções limitadas (gn)n∈N é uma sequência de Cauchy em

relação a convergência uniforme na reta real. De fato, dado t ∈ R, temos

‖gi(t)− gj(t)‖ ≤ ‖gi(t)− fi(t+ sn)‖+ ‖fi(t+ sn)− fj(t+ sn)‖+ ‖fj(t+ sn)− gj(t)‖, ∀i, j, n ∈ N.

Além disso, dado ε > 0, pela convergência uniforme de (fn)n∈N, podemos encontrar N = N(ε) ∈ N

tal que, para todo i, j > N,

‖fi(t+ sn)− fj(t+ sn)‖ < ε

3
, ∀t ∈ R,∀n = 1, 2, ... .
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Assim, segue que

‖gi(t)− gj(t)‖ ≤
ε

3
+ ‖gi(t)− fi(t+ sn)‖+ ‖fj(t+ sn)− gj(t)‖, ∀t ∈ R,∀n = 1, 2, ... ,

quando i, j ≥ N.

Logo, tomando o limite quando n→∞ em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

‖gi(t)− gj(t)‖ ≤ ε,∀i, j ≥ N,

onde t pode ser qualquer número real e N é independente de t. Dessa forma, temos a convergência

uniforme da sequência (gn)n∈N na reta real.

Seja g : R→ X o limite uniforme da sequência (gn)n∈N. Vamos provar agora que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t) e lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),∀t ∈ R,

o que garante que f é uma função quase automórfica.

Para isso, dados t ∈ R e sn na sequência (sn)n∈N, temos

‖f(t+ sn)− g(t)‖ ≤ ‖f(t+ sn)− fi(t+ sn)‖+ ‖fi(t+ sn)− gi(t)‖+ ‖gi(t)− g(t)‖, ∀i = 1, 2, ... .

Mais ainda, para ε > 0 arbitrário, podemos encontrar M = M(ε) ∈ N tal que

‖f(t+ sn)− fM (t+ sn)‖ < ε

3
e ‖gM (t)− g(t)‖ < ε

3
,

para todo t ∈ R e n = 1, 2, ... . Desse modo, segue que

‖f(t+ sn)− g(t)‖ < 2
ε

3
+ ‖fM (t+ sn)− gM (t)‖, ∀t ∈ R, n = 1, 2, ... .

Agora, para todo t ∈ R, podemos encontrar algum natural K = K(t,M) tal que

‖fM (t+ sn)− gM (t)‖ < ε

3
,

para todo n > K.

Portanto, se n > K, obtemos que

‖f(t+ sn)− g(t)‖ < ε,
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ou seja, lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t), para todo t ∈ R.

Além disso, para cada i = 1, 2, ..., temos

‖g(t− sn)− f(t)‖ ≤ ‖g(t− sn)− gi(t− sn)‖+ ‖gi(t− sn)− fi(t)‖+ ‖fi(t)− f(t)‖

e, como visto anteriormente, dado ε > 0, podemos encontrar M = M(ε) ∈ N tal que

‖g(t− sn)− gM (t− sn)‖ < ε

3
e ‖fM (t)− f(t)‖ < ε

3
,

para todo t ∈ R e todo n = 1, 2, ... . Assim,

‖g(t− sn)− f(t)‖ ≤ 2
ε

3
+ ‖gM (t− sn)− fM (t)‖, ∀t ∈ R, n = 1, 2, ... .

Em seguida, para todo t ∈ R, podemos encontrar um número natural K̃ = K̃(t,M) tal que

‖gM (t− sn)− fM (t)‖ ≤ ε

3
,

para todo n > K. Finalmente, conclúımos que, se n > K, então

‖g(t− sn)− f(t)‖ < ε,

isto é, lim
n→∞

g(t− sn) = f(t), para todo t ∈ R.

Logo, f é quase automórfica.

O próximo teorema mostra que, quando X é um espaço de Banach, AA(X) também é um espaço

de Banach.

Teorema 3.15. Se X é um espaço de Banach e AA(X) é munido da norma do supremo

‖f‖∞ = sup
t∈R
‖f(t)‖,

então (AA(X), ‖.‖∞) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em AA(X). Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N

tal que, se n,m ≥ n0, então

‖fn − fm‖∞ <
ε

2
.
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Em particular, para t ∈ R, temos

‖fn(t)− fm(t)‖ ≤ sup
t∈R
‖fn(t)− fm(t)‖ = ‖fn − fm‖∞ <

ε

2
,∀n,m ≥ n0,

isto é, (fn(t))n∈N é uma sequência de Cauchy em X para cada t ∈ R. Como X é um espaço de

Banach, para cada t ∈ R, lim
n→∞

fn(t) existe. Dessa forma, podemos definir a função f : R → X por

f(t) = lim
n→∞

fn(t).

Mostraremos agora que fn → f, quando n→∞, na norma ‖.‖∞ e que f ∈ AA(X).

Para isso, observando o que foi feito inicialmente, sabemos que existe n0 ∈ N tal que, se n,m ≥ n0,

então

‖fn(t)− fm(t)‖ < ε

2
,∀t ∈ R.

Mantendo n fixo, n ≥ n0, e fazendo m→ +∞ na desigualdade acima, obtemos

‖fn(t)− f(t)‖ < ε

2
,∀t ∈ R.

Logo, para n ≥ n0,

‖fn − f‖∞ = sup
t∈R
‖fn(t)− f(t)‖ ≤ ε

2
< ε,

ou seja, fn → f na norma ‖.‖∞.

Além disso, da definição de ‖.‖∞, segue que fn → f uniformemente em R e então, como fn é quase

automórfica para todo n ∈ N, segue do Teorema 3.14 que f é quase automórfica.

Portanto, (AA(X), ‖.‖∞) é um espaço de Banach.

A seguir, trataremos de funções de duas variáveis. Mais especificamente, definiremos quando uma

função desse tipo é quase automórfica.

Definição 3.16. Uma função cont́ınua f : R ×X → X é dita ser quase automórfica em t ∈ R para

cada x ∈ X se, para cada sequência de números reais (s′n)n∈N, existe uma subsequência (sn)n∈N tal

que

lim
n→∞

f(t+ sn, x) = g(t, x) e lim
n→∞

g(t− sn, x) = f(t, x), para todo t ∈ R e cada x ∈ X.

Os resultados seguintes são propriedades de funções de duas variáveis quase automórficas e serão

utilizados na próxima seção.
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Teorema 3.17. Se f : R ×X → X é quase automórfica em t para cada x ∈ X e se f é lipshitziana

em x, uniformemente em t, então a função g, limite de f, satisfaz a mesma condição de Lipschitz que

a função f .

Demonstração. Seja L > 0 a constante de Lipschitz para a função f , isto é, para cada par x, y ∈ X,

‖f(t, x)− f(t, y)‖ < L‖x− y‖,

uniformemente para t ∈ R.

Dados t ∈ R e ε > 0, de qualquer sequência de números reais (s′n)n∈N podemos extrair uma

subsequência (sn)n∈N tal que

‖g(t, x)− f(t+ sn, x)‖ < ε

2

e

‖g(t, y)− f(t+ sn, y)‖ < ε

2
,

para n suficientemente grande. Assim, podemos escrever

g(t, x)− g(t, y) = g(t, x)− f(t+ sn, x) + f(t+ sn, x)− f(t+ sn, y) + f(t+ sn, y)− g(t, y).

Então, para n suficientemente grande, obtemos

‖g(t, x)− g(t, y)‖ ≤ ‖g(t, x)− f(t+ sn, x)‖+ ‖f(t+ sn, x)− f(t+ sn, y)‖+ ‖f(t+ sn, y)− g(t, y)‖

≤ ε

2
+ L‖x− y‖+

ε

2

= ε+ L‖x− y‖.

Portanto, como ε é arbitrário, conclúımos que

‖g(t, x)− g(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,∀x, y ∈ X,

isto é, g é lipschitiziana em x, uniformemente em t.

Teorema 3.18. Seja f : R×X → X quase automórfica em t para cada x ∈ X e assuma que f satisfaz

uma condição de Lipschitz em x, uniformemente em t ∈ R. Se ϕ : R→ X é quase automórfica, então

a função F : R→ X, definida por F (t) = f(t, ϕ(t)), é quase automórfica.

Demonstração. Seja (s′n)n∈N uma sequência de números reais. Então, podemos extrair uma

subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que:
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(i) lim
n→∞

f(t+ sn, x) = g(t, x), para cada t ∈ R e x ∈ X,

(ii) lim
n→∞

ϕ(t+ sn) = φ(t), para cada t ∈ R,

(iii) lim
n→∞

g(t− sn, x) = f(t, x), para cada t ∈ R e x ∈ X,

(iv) lim
n→∞

φ(t− sn) = ϕ(t), para cada t ∈ R.

Agora, vamos considerar a função G : R → X, definida por G(t) = g(t, φ(t)), t ∈ R. Mostraremos

que lim
n→∞

F (t+ sn) = G(t) e lim
n→∞

G(t− sn) = F (t), para cada t ∈ R.

Observe inicialmente que, para todo t ∈ R e n ∈ N,

F (t+ sn)−G(t) = f(t+ sn, ϕ(t+ sn))− f(t+ sn, φ(t)) + f(t+ sn, φ(t))− g(t, φ(t)).

Dessa forma, como f é lipschitziana, com constante de Lipschitz L > 0, e valem os limites (i) e

(ii), obtemos

‖F (t+ sn)−G(t)‖ ≤ L‖ϕ(t+ sn)− φ(t)‖+ ‖f(t+ sn, φ(t))− g(t, φ(t))‖

≤ L
ε

2L
+
ε

2

= ε,

para todo t ∈ R fixo e n ∈ N suficientemente grande.

Logo, conclúımos que

lim
n→∞

F (t+ sn) = G(t), ∀t ∈ R.

Similarmente, para todo t ∈ R e n ∈ N, temos

G(t− sn)− F (t) = g(t− sn, φ(t− sn))− g(t− sn, ϕ(t)) + g(t− sn, ϕ(t))− f(t, ϕ(t)).

Além disso, como g é limite de f e f é lipschitziana, o Teorema 3.17 nos garante que g é lipschitziana,

digamos que com constante de Lipschitz K > 0. Assim, usando a igualdade anterior e os limites (iii)

e (iv), obtemos

‖G(t− sn)− F (t)‖ ≤ ‖g(t− sn, φ(t− sn))− g(t− sn, ϕ(t))‖+ ‖g(t− sn, ϕ(t))− f(t, ϕ(t))‖

≤ K‖φ(t− sn)− ϕ(t)‖+ ‖g(t− sn, ϕ(t))− f(t, ϕ(t))‖

≤ K
ε

2K
+
ε

2
= ε,

para todo t ∈ R fixo e n ∈ N suficientemente grande. Desse modo, segue que lim
n→∞

G(t − sn) = F (t),

para todo t ∈ R.
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Portanto, F é quase automórfica.

3.2 Soluções fracas quase automórficas para equações diferenciais abstratas

semi-lineares

Nesta seção vamos considerar X um espaço de Banach e a seguinte equação diferencial, definida

em X,

x′(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R, (3.3)

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo exponencialmente estável (T (t))t≥0, o que

significa dizer que existem constantes K > 0 e ω < 0 tais que

‖T (t)‖ ≤ Keωt, ∀t ≥ 0.

Suponha que f : R×X → X satisfaz uma condição de Lipschitz em x, uniformemente em t, isto

é, existe uma constante L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todo t ∈ R e todo x, y ∈ X.

Nosso objetivo é provar a existência e a unicidade de soluções fracas quase automórficas para a

equação (3.3). Mas, primeiramente, provaremos a existência e unicidade de soluções fracas quase

automórficas para a equação diferencial

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ R, (3.4)

onde f é quase automórfica.

Para isso, vejamos algumas definições e resultados preliminares.

Definição 3.19. Uma função cont́ınua x : R→ X é uma solução fraca sobre R da equação diferencial

(3.4) se a equação integral

x(t) = T (t− a)x(a) +

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds

é satisfeita para todo a ∈ R e t ≥ a.
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Definição 3.20. Uma função cont́ınua x : R→ X é uma solução fraca sobre R da equação diferencial

(3.3) se a equação integral

x(t) = T (t− a)x(a) +

∫ t

a
T (t− s)f(s, x(s))ds

é satisfeita para todo a ∈ R e t ≥ a.

Teorema 3.21. Seja (T (t))t≥0 o C0-semigrupo gerado por A. Assuma que (T (t))t≥0 é assintoticamente

estável, isto é,

lim
t→∞

T (t)x = 0, para cada x ∈ X.

Então, se f ∈ AA(X), cada solução fraca de (3.4), com imagem relativamente compacta em X, está

em AA(X).

Demonstração. Seja x : R → X uma solução fraca de (3.4) com imagem relativamente compacta em

X. Então, x admitirá a representação

x(t) = T (t− a)x(a) +

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds,

para cada a ∈ R e t ≥ a, e Im x é um conjunto compacto. Mostraremos a seguir que x é uma função

quase automórfica.

Dada uma sequência de números reais (s′n)n∈N, como f é quase automórfica, podemos encontrar

uma subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t) e lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),∀t ∈ R.

Suponhamos, agora, que a sequência (x(t0 + sn))n∈N não é convergente para algum t0 ∈ R. Então,

existe algum α > 0 e duas subsequências (σ′n)n∈N e (σ′′n)n∈N de (sn)n∈N tais que

‖x(t0 + σ′n)− x(t0 + σ′′n)‖ > α, ∀n ∈ N. (3.5)

Além disso, como x é solução fraca, para a ≤ t0 e n ∈ N, temos

x(t0 + σ′n)− x(t0 + σ′′n) = T (t0 + σ′n − a)x(a) +

∫ t0+σ′
n

a
T (t0 + σ′n − s)f(s)ds

−T (t0 + σ′′n − a)x(a)−
∫ t0+σ′′

n

a
T (t0 + σ′′n − s)f(s)ds

= T (t0 − a)T (σ′n)x(a) +

∫ a+σ′
n

a
T (t0 − a+ a+ σ′n − s)f(s)ds
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+

∫ t0+σ′
n

a+σ′
n

T (t0 + σ′n − s)f(s)ds− T (t0 − a)T (σ′′n)x(a)

−
∫ a+σ′′

n

a
T (t0 − a+ a+ σ′′n − s)f(s)ds−

∫ t0+σ′′
n

a+σ′′
n

T (t0 + σ′′n − s)f(s)ds

= T (t0 − a)

[
T (a+ σ′n − a)x(a) +

∫ a+σ′
n

a
T (a+ σ′n − s)f(s)ds

−T (a+ σ′′n − a)x(a)−
∫ a+σ′′

n

a
T (a+ σ′′n − s)f(s)ds

]

+

∫ t0+σ′
n

a+σ′
n

T (t0 + σ′n − s)f(s)ds−
∫ t0+σ′′

n

a+σ′′
n

T (t0 + σ′′n − s)f(s)ds

= T (t0 − a)[x(a+ σ′n)− x(a+ σ′′n)] +

∫ t0

a
T (t0 − s)f(s+ σ′n)ds

−
∫ t0

a
T (t0 − s)f(s+ σ′′n)ds.

Logo,

x(t0 + σ′n)− x(t0 + σ′′n) = T (t0 − a)[x(a+ σ′n)− x(a+ σ′′n)] +

∫ t0

a
T (t0 − s)[f(s+ σ′n)− f(s+ σ′′n)]ds,

para todo a ≤ t0 e n ∈ N.

Por outro lado, uma vez que o semigrupo (T (t))t≥0 é assintoticamente estável, segue que, dado

x ∈ X, existe Mx > 0 tal que ‖T (t)x‖ ≤ 1, para todo t ≥Mx, e, pelo fato do semigrupo ser fortemente

cont́ınuo, a aplicação t 7→ T (t)x é cont́ınua em [0,Mx], para cada x, e então, t 7→ T (t)x é limitada em

[0,Mx].

Logo,

sup
t∈R+

‖T (t)x‖ = Ax < +∞,

para todo x ∈ X.

Assim, pelo Prinćıpio da limitação uniforme (Teorema A.5), conclúımos que

C = sup
t∈R+

‖T (t)‖ < +∞.

Mais ainda, como lim
t→∞

T (t)x = 0 para cada x ∈ X, podemos mostrar que lim
t→∞

T (t)x = 0

uniformemente para x em um subconjunto compacto de X. De fato, seja Y um subconjunto compacto

de X. Logo, Y é totalmente limitado e assim, dado
ε

2C
> 0, existem x1, x2, ..., xn( ε

2C ) ∈ Y tais que

Y ⊂
n⋃
i=1

B
( ε

2C
, xi

)
, onde B

( ε

2C
, xi

)
denota a bola aberta de centro em xi e raio

( ε

2C

)
em Y.
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Note que, para cada xi ∈ Y, i = 1, 2, ..., n, existe Mi > 0 tal que

‖T (t)xi‖ <
ε

2
,∀t ≥Mi,

e ainda, para cada x ∈ Y, existe xj ∈ {x1, x2, ..., xn( ε
2C )} tal que

‖x− xj‖ <
ε

2C
.

Dessa forma, tomando M = max{Mi, i = 1, 2, ..., n( ε
2C )}, para t ≥M , temos

‖T (t)x‖ ≤ ‖T (t)x+ T (t)xj − T (t)xj‖

≤ ‖T (t)(x− xj)‖+ ‖T (t)xj‖

≤ ‖T (t)‖‖x− xj‖+ ‖T (t)xj‖

≤ C
ε

2C
+
ε

2
= ε,

ou seja, lim
t→∞

T (t)x = 0 uniformemente para x no compacto Y.

Agora, denotando por K o fecho da imagem de x, isto é, K = {x(t); t ∈ R}. Temos, por hipótese,

que K é compacto em X. Desse modo, podemos escolher a < 0 tal que

‖T (t0 − a)x(a+ σ′n)‖ < ε

3
e ‖T (t0 − a)x(a+ σ′′n)‖ < ε

3
,∀n = 1, 2, ... .

Em seguida, fixe a ∈ R, a ≤ t0, e defina

Fn(s) = T (t0 − s)[f(s+ σ′n)− f(s+ σ′′n)], com a ≤ s ≤ t0.

Como sup
t∈R
‖f(s)‖ < ∞, pois f é quase automórfica, e sup

t∈R+

‖T (t)‖ < ∞, já que (T (t))t≥0 é

exponencialmente estável, segue que

‖Fn(s)‖ ≤ ‖T (t0 − s)‖(‖f(s+ σ′n)‖+ ‖f(s+ σ′′n)‖) ≤ L,

para alguma constante L > 0 e para todo n ∈ N e todo a ≤ s ≤ t0.

Observe também que lim
n→∞

Fn(s) = 0 para cada s ∈ [a, t0], pois, como lim
n→∞

f(t + sn) existe para

cada t ∈ R e (σ′n)n∈N e (σ′′n)n∈N são ambas subsequências de (sn)n∈N, dado ε > 0, existe n0 ∈ N, tal
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que, para n > n0,

‖Fn(s)‖ = ‖T (t0 − s)f(s+ σ′n)− T (t0 − s)f(s+ σ′′n)‖ ≤ ‖T (t− s)‖‖f(s+ σ′n)− f(s+ σ′′n)‖

≤ C
ε

C
= ε.

Finalmente, note que Fn é mensurável para cada n ∈ N. Logo, utilizando o Teorema da convergência

dominada de Lebesgue (Teorema A.4), temos

lim
n→∞

∫ t0

a
T (t0 − s)[f(s+ σ′n)− f(s+ σ′′n)]ds = lim

n→∞

∫ t0

a
Fn(s)ds = 0.

Isso, juntamente com o que foi feito anteriormente, garante a existência de algum N ∈ N tal que

‖x(t0 + σ′n)− x(t0 + σ′′n)‖ < ε, se n > N,

o que contradiz (3.5). Consequentemente, deduzimos que a sequência (x(t+ sn))n∈N é convergente em

X para cada t ∈ R.

Seja y(t) = lim
n→∞

x(t+ sn), t ∈ R. Novamente, usando que x é solução fraca, obtemos que

x(t+ sn) = T (t+ sn − a)x(a) +

∫ t+sn

a
T (t+ sn − s)f(s)ds

= T (t− a)T (sn)x(a) +

∫ a+sn

a
T (t− a+ a+ sn − s)f(s)ds+

∫ t+sn

a+sn

T (t+ sn − s)f(s)ds

= T (t− a)T (sn)x(a) + T (t− a)

∫ a+sn

a
T (a+ sn − s)f(s)ds+

∫ t

a
T (t− s)f(s+ sn)ds

= T (t− a)

[
T (a+ sn − a)x(a) +

∫ a+sn

a
T (a+ sn − s)f(s)ds

]
+

∫ t

a
T (t− s)f(s+ sn)ds

= T (t− a)x(a+ sn) +

∫ t

a
T (t− s)f(s+ sn)ds,

para todo t ∈ R e n ∈ N.

Logo,

x(t+ sn) = T (t− a)x(a+ sn) +

∫ t

a
T (t− s)f(s+ sn)ds, ∀t ∈ R, n ∈ N. (3.6)

Dessa forma, tomando o limite em (3.6) e usando o Teorema da convergência dominada de Lebesgue

(Teorema A.4), segue que

y(t) = T (t− a)y(a) +

∫ t

a
T (t− s)g(s)ds,

para cada a ∈ R e t ≥ a.

Além disso, Im y = {y(t); t ∈ R} ⊂ K e, consequentemente, Im y é também relativamente
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compacto em X. Desse modo, podemos assumir que

lim
n→∞

y(t− sn) = u(t),∀t ∈ R,

com (sn)n∈N sendo, na realidade, uma subsequência da sequência original (usaremos a mesma notação

para não sobrecarregar a notação).

Por outro lado, para todo t ∈ R e n ∈ N, temos

y(t− sn) = T (t− sn − a)y(a) +

∫ t−sn

a
T (t− sn − s)g(s)ds

= T (t− sn − a)y(a) +

∫ a−sn

a
T (t− a+ a− sn − s)g(s)ds+

∫ t−sn

a−sn
T (t− sn − s)g(s)ds

= T (t− a+ a− sn − a)y(a) + T (t− a)

∫ a−sn

a
T (a− sn − s)f(s)ds

+

∫ t

a
T (t− s)g(s− sn)ds

= T (t− a)

[
T (a− sn − a)y(a) +

∫ a−sn

a
T (a− sn − s)f(s)ds

]
+

∫ t

a
T (t− s)g(s− sn)ds

= T (t− a)y(a− sn) +

∫ t

a
T (t− s)g(s− sn)ds,

ou seja,

y(t− sn) = T (t− a)y(a− sn) +

∫ t

a
T (t− s)g(s− sn)ds, ∀t ∈ R, n ∈ N. (3.7)

Assim, tomando o limite em (3.7) e usando o Teorema da convergência dominada de Lebesgue

(Teorema A.4), segue que

u(t) = T (t− a)u(a) +

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds,

para cada a ∈ R e t ≥ a.

Para garantirmos que x é quase automórfica, resta provarmos, que u(t) = x(t), para todo t ∈ R.

Para isso, note que

y(t− sn)− x(t) = T (t− a)y(a− sn) +

∫ t

a
T (t− s)g(s− sn)ds− T (t− a)x(a)−

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds

= T (t− a)y(a− sn)− T (t− a)x(a) +

∫ t

a
T (t− s)[g(s− sn)− f(s)]ds,

para todo t ∈ R e n ∈ N.
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Assim,

y(t− sn)− x(t) = T (t− a)y(a− sn)− T (t− a)x(a) +

∫ t

a
T (t− s)[g(s− sn)− f(s)]ds, (3.8)

para todo t ∈ R e n ∈ N.

Agora, fixe t ∈ R e seja ε > 0. Como K é compacto, Im y ⊂ K e (T (t))t≥0 é exponencialmente

estável, podemos escolher a < 0 suficientemente grande tal que

‖T (t− a)y(a− sn)‖ < ε

2
, ∀n ∈ N,

e

‖T (t− a)x(a)‖ < ε

2
, ∀n ∈ N.

Mais ainda, dado t ∈ R, fixando n ∈ N e a ∈ R, com a < t, defina a função Hn : [a, t]→ X por

Hn(s) = T (t− s)(g(s− sn)− f(s)).

É claro que cada Hn, n ∈ N, é limitada, pois C = sup
t∈R+

‖T (t)‖ <∞ e sup
t∈R
‖g(t)‖ ≤ sup

t∈R
‖f(t)‖ <∞.

Então, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue (Teorema A.4), temos

lim
n→∞

∫ t

a
T (t− s)(g(s− sn)− f(s))ds = lim

n→∞

∫ t

a
Hn(s)ds = 0. (3.9)

Então, tomando o limite, quando n→∞, em (3.8), obtemos que

lim
n→∞

‖y(t− sn)− x(t)‖ = 0,

isto é, lim
n→∞

y(t − sn) = x(t), para todo t ∈ R. Portanto, da unicidade do limite, conclúımos que

x(t) = u(t), para todo t ∈ R, e então, x é quase automórfica.

Teorema 3.22. Seja (T (t))t∈R um C0-grupo de operadores lineares limitados em X. Assuma que a

função x : R→ X dada por x(t) = T (t)x0, t ∈ R, é quase automórfica para algum x0 ∈ X. Então,

inf
t∈R
‖x(t)‖ > 0 ou x(t) = 0, ∀t ∈ R.

Demonstração. Suponha que inf
t∈R
‖x(t)‖ = 0. Então, podemos encontrar uma sequência de números

reais (s′n)n∈N com a propriedade que lim
n→∞

‖x(s′n)‖ = 0.
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Por outro lado, usando o fato de x ser quase automórfica, existe uma subsequência (sn)n∈N de

(s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

x(t+ sn) = y(t) e lim
n→∞

y(t+ sn) = x(t),∀t ∈ R.

Observe também que

x(t+ sn) = T (t+ sn)x0 = T (t)T (sn)x0 = T (t)x(sn),∀t ∈ R,∀n ∈ N.

Portanto,

y(t) = lim
n→∞

x(t+ sn) = T (t) lim
n→∞

x(sn) = 0, ∀t ∈ R,

e, consequentemente, x(t) = 0, ∀t ∈ R.

Assim, inf
t∈R
‖x(t)‖ > 0 ou, se inf

t∈R
‖x(t)‖ = 0, x(t) = 0 para todo t ∈ R.

O próximo resultado nos dá as condições necessárias para a existência e a unicidade de uma solução

fraca quase automórfica para a equação (3.4).

Teorema 3.23. Se f ∈ AA(X), então a equação (3.4) tem uma única solução fraca quase automórfica.

Demonstração. Primeiramente, provaremos a existência de uma solução quase automórfica. Para isso,

considere u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds, t ∈ R. Note que

‖u(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

−∞
‖T (t− s)‖‖f(s)‖ds

≤
∫ t

−∞
Keω(t−s)‖f‖∞ds

= Keωt‖f‖∞
∫ t

−∞
e−ωsds

= Keωt‖f‖∞ lim
r→−∞

∫ t

r
e−ωsds

= Keωt‖f‖∞ lim
r→−∞

(
e−ωs

ω

∣∣∣∣t
r

)

=
K

|ω|
eωt‖f‖∞ lim

r→−∞
(e−ωt − e−ωr)

=
K

|ω|
‖f‖∞,

ou seja, u(t) é absolutamente convergente, para todo t ∈ R.
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Agora, seja (s′n)n∈N uma sequência arbitrária de números reais. Assim, como f é quase automórfica,

existe uma subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N tal que

lim
n→∞

f(t+ sn) = g(t) e lim
n→∞

g(t− sn) = f(t),∀t ∈ R.

Dessa forma, temos

u(t+ sn) =

∫ t+sn

−∞
T (t+ sn − s)f(s)ds =

∫ t

−∞
T (t− σ)f(σ + sn)dσ =

∫ t

−∞
T (t− σ)fn(σ)dσ,

onde fn(σ) = f(σ + sn), σ ∈ R e n = 1, 2, ..., e

‖T (t− σ)fn(σ)‖ ≤ Keω(t−σ)‖f‖∞, ∀σ ≤ t, n = 1, 2, ...,

com a função σ 7→ Keω(t−σ)‖f‖∞ sendo integrável em (−∞, t], visto que ω < 0.

Mais ainda, pela continuidade do semigrupo, T (t− σ)fn(σ)→ T (t− σ)g(σ), quando n→∞, para

cada σ ∈ R fixado e qualquer t ≥ σ.

Seja, também

v(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)g(s)ds, t ∈ R.

Note que, assim como no caso da função u, podemos mostrar que a integral acima é absolutamente

convergente para cada t, com ‖v(t)‖ ≤ K

|ω|
‖g‖∞,∀t ∈ R.

Logo, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue (Teorema A.4), obtemos que

lim
n→∞

u(t+ sn) = lim
n→∞

∫ t

−∞
T (t− σ)fn(σ)dσ =

∫ t

−∞
T (t− σ)g(σ)dσ = v(t),∀t ∈ R.

De forma similar, mostraremos que

lim
n→∞

v(t− sn) = u(t),∀t ∈ R.

De fato, observe que

v(t− sn) =

∫ t−sn

−∞
T (t− sn − s)g(s)ds =

∫ t

−∞
T (t− σ)g(σ − sn)dσ =

∫ t

−∞
T (t− σ)gn(σ)dσ.

onde gn(σ) = g(σ − sn), σ ∈ R e n = 1, 2, ..., e

‖T (t− σ)gn(σ)‖ ≤ Keω(t−σ)‖g‖∞, ∀σ ≤ t, n = 1, 2, ...,
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com a função σ 7→ Keω(t−σ)‖g‖∞ sendo integrável em (−∞, t], visto que ω < 0.

Além disso, pela continuidade do semigrupo, temos T (t−σ)gn(σ)→ T (t−σ)f(σ), quando n→∞,

para cada σ ∈ R fixado e qualquer t ≥ σ. Assim, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue

(Teorema A.4), temos

lim
n→∞

v(t− sn) = lim
n→∞

∫ t

−∞
T (t− σ)gn(σ)dσ =

∫ t

−∞
T (t− σ)f(σ)dσ = u(t),∀t ∈ R.

Isso nos mostra que u ∈ AA(X).

Agora, lembrando que

u(a) =

∫ a

−∞
T (a− s)f(s)ds,

obtemos que

T (t− a)u(a) =

∫ a

−∞
T (t− a)T (a− s)f(s)ds =

∫ a

−∞
T (t− s)f(s)ds.

Logo, se t ≥ a, então

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s)ds−

∫ a

−∞
T (t− s)f(s)ds

= u(t)− T (t− a)u(a),

ou seja, u(t) = T (t− a)u(a) +

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds, para todo t ≥ a.

Portanto, u é uma solução fraca quase automórfica de (3.4).

Finalmente, provaremos a unicidade da solução quase automórfica. Para isso, assuma que x e y

são duas soluções quase automórficas de (3.4) e seja z = x− y.

Então z é limitada, visto que z ∈ AA(X), e satisfaz a equação

z(t) = T (t− s)z(s), para todo s ∈ R e t ≥ s, (3.10)

pois,

z(t) = x(t)− y(t)

= T (t− a)x(a) +

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds− T (t− a)y(a)−

∫ t

a
T (t− s)f(s)ds

= T (t− a)x(a)− T (t− a)y(a)

= T (t− a)(x(a)− y(a))

= T (t− a)z(a),
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para todo a ∈ R e t ≥ a.

Logo,

‖z(t)‖ ≤ Keω(t−s)‖z‖∞ = K̂eω(t−s), ∀s ∈ R e t ≥ s. (3.11)

Agora, tome uma sequência de números reais (s′n)n∈N tal que s′n → −∞, quando n → ∞. Desse

modo, para qualquer t ∈ R fixado, podemos encontrar uma subsequência (sn)n∈N de (s′n)n∈N, com

sn < t para todo n = 1, 2, ..., e assim, como ω < 0, temos

lim
n→∞

‖z(t)‖ ≤ lim
n→∞

K̂eω(t−sn) = 0.

Portanto, z(t) = 0 para todo t ∈ R, o que nos mostra a unicidade da solução e completa a prova

do teorema.

Agora, provaremos a existência e unicidade de solução fraca quase automórfica para a equação (3.3),

para isso precisamos do lema a seguir, onde C(R, X) representa o conjunto das funções cont́ınuas de

R em X.

Lema 3.24. Seja f : R×X → X uma função quase automórfica em t para cada x ∈ X e assuma que

f satisfaz uma condição de Lipschitz em x, uniformemente em t ∈ R, isto é, existe L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,∀x, y ∈ X, ∀t ∈ R.

Sejam também φ : R → X quase automórfica e (T (t))t≥0 um C0-semigrupo exponencialmente

estável, com ‖T (t)‖ ≤ Keωt, para todo t ≥ 0 e certas constantes K ≥ 1 e ω < 0. Se U : AA(X) →

C(R, X) é o operador não linear dado por

(Uφ)(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s, φ(s))ds, t ∈ R,

então Uφ ∈ AA(X).

Demonstração. Inicialmente, note que a função t 7→ f(t, φ(t)) é quase automórfica, pois estamos na

condição do Teorema 3.18. Logo, essa função é limitada e

‖(Uφ)(t)‖ ≤
∫ t

−∞
Keω(t−s)‖f(s, φ(s))‖ds ≤ K

|ω|
‖F‖∞, ∀t ∈ R,

onde F : R→ X é dada por F (t) = f(t, φ(t)), ou seja, a integral que define Uφ existe para todo t ∈ R.

Além disso, para qualquer sequência (s′n)n∈N de números reais, existe uma subsequência (sn)n∈N

tal que
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lim
n→∞

f(t+ sn, φ(t+ sn)) = g(t, ϕ(t)),∀t ∈ R,

e

lim
n→∞

g(t− sn, ϕ(t− sn)) = f(t, φ(t)), ∀t ∈ R.

Note também que, para todo t ∈ R e n ∈ N,

(Uφ)(t+ sn) =

∫ t+sn

−∞
T (t+ sn − s)f(s, φ(s))ds

=

∫ t

−∞
T (t− σ)f(σ + sn, φ(σ + sn))dσ

=

∫ t

−∞
T (t− σ)fn(σ, φ(σ))dσ,

onde fn(σ, φ(σ)) = f(σ + sn, φ(σ + sn)), σ ∈ R e n ∈ N, e

‖T (t− σ)fn(σ, φ(σ))‖ ≤ Keω(t−σ)‖F‖∞, ∀σ ≤ t, n ∈ N,

com a função σ 7→ Keω(t−σ)‖F‖∞ sendo integrável em (−∞, t], visto que ω < 0.

Mais ainda, pela continuidade do semigrupo, T (t − σ)fn(σ, φ(σ)) → T (t − σ)g(σ, ϕ(σ)), quando

n→∞, para cada σ ∈ R fixado e qualquer t ≥ σ.

Agora, seja V : AA(X)→ C(R, X) o operador não linear dado por

(V ϕ)(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)g(s, ϕ(s))ds, t ∈ R.

Observe que a integral acima é absolutamente convergente para cada t ∈ R, pois

‖(V ϕ)(t)‖ ≤ K

|ω|
‖G‖∞ ≤

K

|ω|
‖F‖∞,

onde G : R→ X é dada por G(t) = g(t, ϕ(t)).

Assim, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue (Teorema A.4), temos

lim
n→∞

(Uφ)(t+ sn) = lim
n→∞

∫ t

−∞
T (t− σ)fn(σ, φ(σ))dσ =

∫ t

−∞
T (t− σ)g(σ, ϕ(σ))dσ = (V ϕ)(t),∀t ∈ R.

De forma similar, mostraremos a seguir que

lim
n→∞

(V ϕ)(t− sn) = (Uφ)(t), ∀t ∈ R.
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Para isso, dado t ∈ R e n ∈ N, note que

(V ϕ)(t− sn) =

∫ t−sn

−∞
T (t− sn − s)g(s, ϕ(s))ds

=

∫ t

−∞
T (t− σ)g(σ − sn, ϕ(σ − sn))dσ

=

∫ t

−∞
T (t− σ)gn(σ, ϕ(σ))dσ,

onde gn(σ, ϕ(σ)) = g(σ − sn, ϕ(σ − sn)), σ ∈ R e n ∈ N,

‖T (t− σ)gn(σ, φ(σ))‖ ≤ Keω(t−σ)‖G‖∞, ∀σ ≤ t, n ∈ N,

com a função σ 7→ Keω(t−σ)‖G‖∞ sendo integrável em (−∞, t], e, pela continuidade do semigrupo,

T (t− σ)gn(σ, ϕ(σ))→ T (t− σ)f(σ, φ(σ)), quando n→∞, para cada σ ∈ R fixado e qualquer t ≥ σ.

Dessa forma, pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue (Teorema A.4), obtemos

lim
n→∞

(V ϕ)(t− sn) = lim
n→∞

∫ t

−∞
T (t− σ)gn(σ, ϕ(σ))dσ

=

∫ t

−∞
T (t− σ)f(σ, φ(σ))dσ

= (Uφ)(t), ∀t ∈ R.

Isso nos mostra que Uφ ∈ AA(X).

Teorema 3.25. Assuma que f : R×X → X satisfaz uma condição de Lipschitz em x, uniformemente

em t, isto é, existe L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,∀x, y ∈ X, ∀t ∈ R.

Se L <
|ω|
K

e f é quase automórfica em t para cada x ∈ X, então a equação (3.3) tem uma única

solução fraca quase automórfica.

Demonstração. Considere o operador não-linear G : AA(X)→ AA(X) dado por

(Gφ)(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s, φ(s))ds, t ∈ R.

Note que, pelo Teorema 3.18 e pelo Lema 3.24, se φ ∈ AA(X), então Gφ ∈ AA(X), garantindo

que G está bem definido.
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Agora, para φ1, φ2 ∈ AA(X), temos

‖Gφ1 −Gφ2‖∞ = sup
t∈R

∥∥∥∥∫ t

−∞
T (t− s)[f(s, φ1(s))− f(s, φ2(s))]ds

∥∥∥∥
≤ sup

t∈R

∫ t

−∞
‖T (t− s)‖L‖φ1(s)− φ2(s)‖ds

≤ L‖φ1 − φ2‖∞ sup
t∈R

∫ t

−∞
Keω(t−s)ds

=
LK

|ω|
‖φ1 − φ2‖∞.

Assim,

‖Gφ1 −Gφ2‖∞ ≤
LK

|ω|
‖φ1 − φ2‖∞,

com
LK

|ω|
< 1, o que implica que G é uma contração.

Logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.7), existe um único u ∈ AA(X) tal que

Gu = u, isto é, u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s, u(s))ds, para todo t ∈ R.

Dessa forma, visto que u(a) =

∫ a

−∞
T (a− s)f(s, u(s))ds, obtemos que

T (t− a)u(a) =

∫ a

−∞
T (t− a)T (a− s)f(s, u(s))ds,

ou ainda,

T (t− a)u(a) =

∫ a

−∞
T (t− s)f(s, u(s))ds.

Consequentemente, para t ≥ a,

∫ t

a
T (t− s)f(s, u(s))ds =

∫ t

−∞
T (t− s)f(s, u(s))ds−

∫ a

−∞
T (t− s)f(s, u(s))ds

= u(t)− T (t− a)u(a).

Portanto, u(t) = T (t − a)u(a) +

∫ t

a
T (t − s)f(s, u(s))ds, para todo a ∈ R e t ≥ a, ou seja, u

é uma solução fraca da equação (3.3). Além disso, como u ∈ AA(X), u é uma solução fraca quase

automórfica de (3.3).

A unicidade de solução é garantida pelo Teorema 2.15 e pelo fato de u ser solução fraca de (3.3).



Apêndice

A

Resultados Auxiliares

Lema A.1. Se A ∈ L(X) e ‖A‖ < 1 então I −A é inverśıvel.

Demonstração. O operador f(A) =
∞∑
n=0

An é linear e limitado em X. Como A comuta com suas

potências, então, pela série de potências, obtém-se

(I −A)f(A) = f(A)(I −A) = I.

Portanto, I −A é inverśıvel e (I −A)−1 = f(A).

Proposição A.2. Seja X um espaço de Banach e G ∈ L(X) com ‖G‖ < 1. Então, I−G tem inversa

limitada, isto é, (I −G)−1 ∈ L(X).

Demonstração. Este resultado é um caso particular do Lema (A.1).

Lema A.3. (Lema de Dini). Se f : (a, b) → X é cont́ınua em (a, b) e admite derivada à direita,

f ′+, cont́ınua em (a, b), então f é continuamente diferenciável em (a, b).

Demonstração. [9, Lema A.3.2, pág. 149]

Teorema A.4. (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja (fn)n∈N uma

sequência de funções integráveis convergindo, em quase todo ponto, para uma função real mensurável

f. Se existir uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ N, então f é integrável e

∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

88



89

Demonstração. [3, Theorem 5.6, pág. 44]

Teorema A.5. (Prinćıpio da limitação uniforme). Seja (Tn)n∈N uma sequência de operadores

lineares limitados de um espaço de Banach X em um espaço normado Y tal que (‖Tnx‖)n∈N é limitado

para todo x ∈ X, ou seja,

‖Tnx‖ ≤ Cx, n = 1, 2, ...,

onde Cx é um número real. Então a sequência (‖Tn‖)n∈N é limitada, isto é, existe um C tal que

‖Tn‖ ≤ C, n = 1, 2, ....

Demonstração. [18, Theorem 4.7-3, pág. 249]

Teorema A.6. Se K é um subconjunto de um espaço métrico X, as seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) K é sequencialmente compacto;

(ii) K é compacto;

(iii) K é totalmente limitado e K é completo.

Demonstração. [7, Theorem 15, pág. 22]

Teorema A.7. (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam X um espaço métrico completo e

T : X → X uma contração em X. Então T tem um único ponto fixo.

Demonstração. [18, Theorem 5.1-2, pág. 300]
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