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Capitulo 1

Formas Quadraticas e Espacos

Quadraticos

1.1 Formas Quadraticas

Em todo o contexto V denotara um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F' de

caracteristica diferente de dois.

Uma forma quadrdtica (n-dimensional) sobre F' é uma fungédo g : V — F| (onde dimpV = n)
tal que

(1) g(au) = a?q(u), Va € F e Vu € V e a funcao

(if) by: V x V — F, definida por by(u,v) = 1(g(u+v) — g(u) — ¢(v)) é uma forma bilinear

simeétrica.

O par (V,q) é dito espago quadrdtico (n-dimensional) sobre F' e b, é dita a forma bilinear

associada a q.




Se b é uma forma bilinear definida sobre F, podemos verificar que ¢, : V — F dada por
qy(u) = b(u,u), ¢ uma forma quadratica tal que b,, = b. Dada uma forma quadratica g, por
verificagao imediata temos que g, = q. Portanto o fato da caracteristica de F' ser diferente de

dois, temos uma correspondéncia um-a-um entre as formas quadraticas e as formas bilineares

definidas sobre F.

Dois espagos quadraticos (V,q) e (Vi,q1) sobre um corpo F sdo isométricos e denota-
mos (V,q) ~ (V1,q) ou simplesmente ¢ ~ q;, se existir um isomorfismo de espagos vetoriais
o:V = W tal que ¢ = ¢ o 0. Esta relagao é de equivaléncia e podemos checar facilmente que

q=q o0 (ou q= q) se, e somente se, by(u,v) = by, (o(u),o(v)).

Se ¢ é uma forma quadrética definida de V em F e B = {e;}", é uma base de V, seja
M, = (b(e;, €j)), onde b é a forma bilinear associada a q. A existéncia de um isomorfismo o :
V 5 V; tal que ¢ = ¢ 00, equivale a existir C' € GL,(F) (C é a matriz de o em bases de V e V;
fixadas) tal que M, = C*M,, C. Portanto existe uma correspondéncia um-a-um entre as classes
de isometrias das formas quadraticas sobre F' e a classe de semelhanca de matrizes de M, (F').
Em outras palavras, dois espagos quadraticos (V, q) e (V4,¢1) sdo isométricos se, e somente se,
suas matrizes M, e M,, (com relagao a bases fixadas) sao congruentes. A classe de semelhanga
de M, é dita matriz da forma quadratica q ou de sua classe de isometria. Notemos ainda que

o determinante de M, e de M,, diferem pelo fator quadratico det(C)?. Portanto definimos o

determinante da forma quadrdtica ¢ como sendo o elementos d(q) = det(M,) € ﬂ;% Isto ja

mostra que o grupo -:; desempenhara um papel importante na teoria de formas quadraticas.
Da teoria de algebra linear temos:
Proposigao 1.1.1 Seja (V,q) um espago quadrdtico sobre um corpo F. Entdo as proposi¢oes
abaizo sao equivalentes:
1. M = (by(e;,e;)) € ndo singular.

2. A aplicagdo 6 : V — V* §(x) = b,( ,x) € um isomorfismo.

3
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3. Paraxz €V, by(z,y)=0; Vy €V implica que z = 0.

Dizemos que um espago quadratico (V, ¢), ou a forma quadratica g é ndo singular ou regular,
ou ainda ndo degenerado(a) se o espago quadratico (V,q) satisfaz uma das (portanto todas)
condigoes equivalentes da proposigao anterior. A menos da forma quadratica nula (¢ : {0} = F'),
em todo o texto serao consideradas apenas estes tipos de formas quadraticas. Portanto o termo
espago quadratico ou forma quadratica significard, respectivamente, espago quadratico nao

singular ou forma quadratica nao singular.

Exemplo (1)

Sejam V um espaco vetorial de dimensao 2 sobre F e q, q; : V — F definidas por ¢(z,y) =

2?2 —y? e q(z,y) = zy. Entdo o(z,y) = (z + y,z — y) nos da a isometria q ~ q;.

1 0 I 1
Temos que M, = = e Coon =

0 -1 1 -1

Assim M, = Cgan Mg, Coan-

Sejam u,v € V, onde (V, q) é um espago quadratico. Se b,(u,v) = 0 dizemos que os vetores
u, v € V sao ortogonais. Além disso, se U e W sdo subconjuntos de V e b(U, W) = 0, ou
seja, b(u,w) = 0 para todos u € U, w € W, também dizemos que U e W sao ortogonais. A

ortogonalidade sera denotada por L. Assimu L veU L W.

A cada subconjunto X de V, o subespago X* := {v € V | b(v,z) = 0, Vz € X} é

dito complemento ortogonal de X. Quando X = V, diz-se que V1 é o radical de V, e também
denotaremos V* por rad V. Notemos que a Proposigao anterior nos diz que o espago quadratico

(V, q) é nao singular se, e somente se, rad V = {0}.

Exemplo (2) A forma quadratica de dimensao trés dada por g(u) = X*M,X, onde u tem

coordenadas X = (z,y,z) numa base fixada e
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é nao singular pois tem determinante nao nulo.

Se (V,q) é um espago quadratico e U é um subespaco de V, entao a restricao da forma
quadratica ¢ ao subespaco U, q|, ¢ uma forma quadrética sobre U. Pode ocorrer de (V, ¢) ser um
espaco quadratico regular e (U, g, ) ndo ser regular. Por exemplo, tome U = {ae;+fez, a, B €

F}, no exemplo anterior. Encontramos U+ = {\(e;+e€2), A € F} # {0}. Logo qu nao é regular.

No entanto temos

Proposicao 1.1.2 Sejam (V,q) um espago quadrdtico regular e U um subespago de V. Entao:

1. dim U +dim U+ =dim V

2. (UYY =U.

Demonstragao: Também é um exercicio de algebra linear e serd evitada.

1.2 Diagonalizacao de Formas Quadraticas

Definigao 1.2.1 Sejam (Vi,q1) e (V2, ¢2) espagos quadraticos sobre um corpo Fle V =V, @ V,.
Definimos q : V. — F por q(vi +v2) = qi(v1)+¢2(v2). Entao (V, g) é um espago quadratico com
forma bilinear associada b, : V' xV — F dada por b,((uy, uz), (v1,v2)) = bg, (w1, v1)+bg, (uz, v2).

Denota-se este novo espago quadratico por (Vi,q;) L (V2,q2) ou simplesmente por q; L q,.

Uma vez fixada uma base para o espago vetorial V' toda forma quadratica sobre V pode

mn
ser posta na forma ¢(z1,...,z,) = Y a;jz;x;. Termos mistos z;x; podem ocorrer na somatoria,

t=1
e normalmente ocorrem. Nossa intencao agora é diagonalizar uma forma quadratica, ou seja,




L
obter uma forma quadratica ¢, isométrica a ¢ de modo que ¢(zy,...,z,) = 3. a;z?. Dai em
=1

diante s6 trabalharemos com este tipo de formas, por ser mais pratico.

Definigdo 1.2.2 Sejam ¢ : V — F uma forma quadratica sobre F' e d € F. Dizemos que ¢
representa d se existir v € V tal que g(v) = d. Denota-se por Dp(q) ou por D(q), ou ainda
por Dgq o conjunto dos elementos de F representado por q. Se D(q) = F dizemos que q é (uma

forma quadratica) universal.

Observagéo 1.2.3 F claro que se q € q, sio formas quadrdticas isométricas e q representa d
entdo q, também representa d. Assim, o conjunto D(q) dos elementos de F representados pela
forma quadrdtica q depende apenas da classe de isometria de q. Além disso, se a,d € F, temos
que d € D(q) se, e somente se, a*d € D(q) (pois: g(u) = d se, e somente se, g(au) = a?d).
Com isso vemos que D(q) € uma reunido de classes de F médulo F?, e podemos considerar

D(q) C 4.

Notacao 1.2.4 Se V = F.e,, a forma quadrdtica sobre V definida por q(z.e,) = dz? serd

denotado por <d>. Parad € F ¢ evidente que q € ndo-degenerada.

Proposicao 1.2.5 Critério de Representacao.

Sejam q uma forma quadrdtica definida sobre F ¢ d € F. Entio d € D(q) se, ¢ somente

se, existe uma forma quadrdtica q, definida sobre F tal que q ~<d> L q.

Demonstracgao:
Se g ~<d>1 q; entao d € D(<d>1 q1) = D(q).

Reciprocamente se d € D)(q) entao existe v € V tal que ¢(v) = d. O subespago quadratico
(Fw,qr.) = (Fw,<d>) é regular. Provemos que (F.w,<d>) L ((F.w)*, Urw)r) = (V,9).

De fato, seja F.w := U. Como (U, < d >) é regular, temos que 6, : U — U* dada por:

01(u) = by( ,u) é um isomorfismo. Como para todo v € V, 8(v) € V*, vem que 8(v)y € U*.

6




Como 6, é um isomorfismo existe u € U tal que 8(v)y = 61(u). Assim 0(v)u(u1) = 01(u)(u1),
Vu; € U. Ou seja by(v,uy) =by(u,ur), Yuy € U. Dai by(v—u,u;) =0, Yu; € U. Isto significa que
v—u € U+. Como v = u+(v—u) segue-se que V = UBU*, e como b(u,v) =0, Vu € U, v € U+

a proposi¢ao esta demonstrada. a3

A primeira consequéncia deste critério é a existéncia de uma base ortogonal para qualquer

espaco quadratico. De fato por inducao sobre dim g temos:

Teorema 1.2.6 Seja (V,q) um espago quadrdtico sobre F. Entdo (V,q) € uma soma ortogonal
de subespagos quadrdticos unidimensionais, ou seja, existem escalares dy, ds,..., d, € F', tais
que q ~<dy>1<dy> ... 1L<d,> . Em outras palavras, V tem uma base constituida de vetores

dois a dois ortogonais entre si (base ortogonal), com relagio a b,.

Notagao 1.2.7 A isomelria q ~< d; >1 ... 1< d, > serd denotada por q =
<dy,dy,...,d,>, e dizemos que q estd na forma diagonal. Considerando esta base ortogonal
temos que se u = i:r:,-e,- € V, entio q(u) = by(u,u) = E biler e5)zw; = Eb €, €)x? =
d 2% + dyzk + +i:ii z2. Ou seja, na expressio de q(u) o::orl'f‘e a separagao de varidveis. Este
fato s6 € verdadeiro se a caracteristica do corpo F for distinta de dois. Ainda temos a notagao

reduzida n <d> quando d; = d para todo1=1,2,...,n

Temos ainda que se q=<ay,as,...,a,> € uma forma quadrdtica sobre F' entio o deter-
minante de q € d(q) = (a;.. an)f.“ e no caso em que ¢ = q; L g, entdo d(q) = d(q1).d(q2).
Observagao 1.2.8 Algumas isometrias entre formas quadrdticas sio evidentes. Por exemplo

se

(1) o € um elemento do grupo das permutagées de n elementos, entdo as formas quadraticas

<lg(1), Ag(2)y - - - 3 Qo(n) > € <@y, Ay, ..., > A0 1SOMELTicas.

(ii) Para qualquer 8 € F, as formas quadrdticas < a13%,axP3,...,a.532> e <ay,az,...,a,>

também sdo isométricas. De fato, basta considerar o isomorfismo de V definido por t(xy, 2, ..., %,
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(Brx1, BaTay .. ., Buy). Assim os elementos a; da forma quadrdtica < ay,ay,...,a,> podem ser

tomados livre de quadrados, ou seja, elementos do grupo {3

1.3  Isotropia, Plano Hiperbdlico e Decomposicao de

Formas Quadraticas

Definigao 1.3.1 Seja (V,q) um espago quadratico. Dizemos que ¢ é isotrdpica (ou (V,q) é
isotropico), se existe um vetor nao nulo v € V tal que g(v) = 0. O vetor v é dito vetor
isotrapico. Caso contrario dizemos que q é anisotrépica (ou que (V,q) é anisotropico) e v é um

vetor anisotropico.

Um subespaco quadratico (U,q;) de (V,q) (@ = qu) € dito totalmente isotrépico se

by, (z,y) = 0 para todos z, y € U.

Dizemos que uma forma quadratica ¢ (ou espago quadratico (V, q)) contém a forma quadrdtica

¢1 como subforma se existe uma forma quadratica ¢, tal que ¢ ~ ¢; L ¢s.

Consideremos as formas quadraticas ¢ e ¢; do exemplo (1). Ja vimos que elas sdo isométricas.
Por abuso de linguagem vamos denotar por I tanto sua classe de isometria quanto um de seus
representantes. Sendo assim os teoremas que vem a seguir caracterizam as formas quadraticas

isotropicas e a classe I[{. Comecemos por

Teorema 1.3.2 Seja (V,q) um espago quadrdtico bidimensional. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

. (V,q) € ndo singular e isotropico,

. (V,q) € ndo singular, com d(q) = —1.F2,

3. (V,q) € isométrico a (V,<1,—1>),




{- ¢~ q, onde q(z,y)=zy.

Demonstracgao:
O exemplo (1), mostra que (3) e (4) sao equivalentes.

(1) = (2) Seja {e1,e2} uma base ortogonal de V' em relagao a qual ¢ ~<d;,d; > . Por

d
hipétese temos que d(q) = : = dyd; # 0. Como q é isotrdpica, segue-se que <d;,d, >

2
é isotrépica. Seja v = ze; + ye; # 0 tal que djz? + dyy? = 0. Como z # 0, temos que

dy = —d,(¥)*. Consequentemente d(q) = (—1).F2,

(2) = (3) Diagonalizando ¢ temos que ¢ ~<a,b> . Por hipétese ab = —1 ou b = —a em

-;,2— Logo ¢ ~<a,—a> . Seja qi(z,y) = azy e o(x,y) = (z—y,z+y). Entdo g o0 =<a,—a>,

ou seja, ¢ ~ q;. Desde que ¢, é universal, ¢ também o é. Assim —1 € D(q) e pelo Critério de
Representagao segue que ¢ ~< —1, ¢>, para algum ¢ € F. Calculando o determinante obtemos

a isometria ¢ ~<1,—1> .

(3) = (1) Desde que <1,—1> é isotrépica e nao singular, o mesmo vale para ¢, devido a

hipotese. 2]

Observagao 1.3.3 (a) O item (4) do Teorema justifica o nome plano hiperbdlico, porque o
grdfico das equagoes vy = d, (com d # 0) sao chamados de hipérboles. Uma soma ortogonal de m
planos hiperbolicos é chamada espago hiperbolico e serd denotado por mIH. Dots representantes
desta classe sdo ¥ — 22+ ...+ 2, — 22 e x1T3+ ... + Tom_1Tom, pelos itens (3) e (4) do

Teorema anterior.

(b) Como q(z,1) = z, para todo = € F seque-se que o plano hiperbélico € universal. Logo

qualquer forma quadrdtica que contém o plano hiperbolico também € universal.

Teorema 1.3.4 Seja (V,q) um espago quadrdtico regular. Entao:
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1. Todo subespago totalmente isotropico, (U,q1) de (V,q), de dimensdo positiva r, estd con-

tida num subespago hiperbolico rIH C (V,q).
2. q € isotropico se, e somente se, ¢ contém um plano hiperbolico.

3. q € isolropico = q € universal.

Demonstragao:
(1) = (2) é claro, basta fazer r =1 em (1).

(2) = (3) ¢é 6bvio, pois por (2) ¢ D IH cujo uma das formas quadraticas representantes

é q(z,y) = zy que é universal.
Agora demonstraremos (1), por indugao em r.

Tome uma base {e,€,...,¢.} de U, e seja S o subespago gerado por {e,,...,e.}. Entdo

U+ C S* e desde que (V, q) é regular, pela Proposigao 1.1.2(1) obtemos:

dim St =dimV —dim S > dimV —dimU = dim U™~ .

Isto significa que existe v, ortogonal a ez, e€3,...,6, mas nao ortogonal a ;. Desde que e, é
isotrépico, {ej,v;} é linearmente independente. Consequentemente a forma quadrética ¢ :

Fei® Fvy - F tem determinante

0 by, (€1,v i :
d(q) = alenv) | oy o

by, (e1,v1) by, (v1,v1)
Entao (Fe; ® Fvy,q1) = H, pelo Teorema 1.3.2. Assim temos decomposto (V,¢) na soma
(V,q) = H L (V',¢), onde (V',¢') = IH* e IH* contém ey, ...,e, por construcao. Desde que
(V',q") é regular (pois 0 # d(q) = d(q:).d(q")), a demonstracao se completa por inducao em r.
[ ]

Observagao 1.3.5 Uma consequéncia importante do item (2) deste Teorema € que podemos

repetir este raciocinio para a forma quadrdtica q,, desde que ela seja isotropica. Como q tem
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dimensdo finita, depois de alguns passos vamos chegar a q ~ q, L mIH, onde q, € uma subforma
de q anisotropica e m > 0. Mais que isto, o Teorema de Decomposi¢io de Wilt que veremos

adiante nos afirma que esta decomposi¢ao € inica, a menos de isomelria.

Teorema 1.3.6 Teorema de Representagio. Seja q uma forma quadrdlica, ¢ d € F.

Entdo d € D(q) se, e somente se, g L< —d> € isotropica.

Demonstracao:

Seja X = (z1,...,%,) tal que g(z1,...,2,) = d. Entao (¢ L<—-d>)(X,1) =d—-d=0.
Como (X,1) #0, ¢ L<—d> é isotrépica. Reciprocamente, se X’ = (z1,...,&p,Tp41) € um

vetor isotrépico para q L<—d>, entdo (¢ L<—d>)(X') =0. Se z,41 # 0, isto implica que

T T

d = ¢( e ) € D(q). Se z,41 = 0, entao g(z1,...,x,) = 0 e ¢ é isotrdpica, pois
Tnt1 Tnt1

(z1,22y...,2n) # 0. Logo ¢q D IH, e como IH é universal segue que ¢ é universal, ou seja,

de D(q) = F. =
Corolario 1.3.7 Para um inteiro positivo r, as afirmagoes sequintes sio equivalentes:

1. Toda forma quadrdtica reqular de dimensdo r € universal.

2. Toda forma quadrdtica de dimensdo r + 1 € isolrdpica.

Demonstragao

(1) = (2) Seja q ~<aj,az,...,a,,a,41> . Como ¢ =<ay,ay,...,a,> é universal segue-se

que ¢ representa —a,,. Pelo Teorema da Representacio ¢ ~ ¢’ L <a,;;> ¢ isotrépica.

(2) = (1) Seja q ~<ay,ay,...,a,> . Para qualquer d € I, ¢ L<—d> é isotrépica. Pelo

Teorema da Representagao d € D(q'). Logo ¢’ é universal. &

Para demonstrarmos o Teorema de Cancelamento de Witt precisaremos da nogao de reflexao

segundo um hiperplano. Um hiperplano é determinado por um vetor anisotrépico v de V. E

exatamente o complemento ortogonal de v, (Fv)t.

bl
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Lema 1.3.8 Sejam (V,q) um espago quadrdtico, v wum vetor anisotropico de V.
2b,(u,v) .

Entao T, satisfaz:
q(v)

Definimos 7, : V. — V por 1,(u) = u —

. T, € um endomorfismo de V.

. T, restrita a (Fv)* € a aplicagio identidade e T7,(v) = —v. Em particular, temos que T,

¢ uma involugdo (ou seja: 72 = Id).
. T, € uma isomeliria.

. det(,) = —1.

Demonstragao:

E imediata e se resume a verificacgoes.

Lema 1.3.9 Sejam (V,q) um espago quadrdtico e u, v € V tais que q(u) = q(v) # 0. Entdo

existe uma tsometria 7 : V — V tal que 7(u) = v.

Demonstracgao:

L

Geometricamente, se considerarmos a reflexao em torno de F'(u—v)* o vetor u sera levado

em v. Isto é possivel se u—wv é um vetor anisotrépico. Por outro lado tem-se g(u+v)+g(u—v) =

b(u+v,u+v)+b(u—v,u—v)=b(u,u)+2b(u,v)+b(v,v)+b(u,u) — 2b(u,v)+b(v,v)+ (u,u) +

o Lema esta concluido, pois tomamos 7 = 7,_,. Agora, se g(u — v) = 0 entdo g(u + v) # 0

)
2b(u, u + U).(u + v). Mas g(u + v) = q(u) + q(v) + 2b(u,v) =

e neste caso Tyy,(u) = u —
o a(ut o)

2b(u, u + v)
g(u+v)
—Tutu(u) = v. Logo 7 = 7,4, € a isometria procurada. m

2q(u) +2b(u,v) 4 (v, u+v). Logo Tysr(u) = u— (u+v).u—(u+v) = —v. Portanto

Teorema 1.3.10 [Cancelamento de Witt.] Sejam q, qi, g2 formas quadrdticas arbitrdrias.

Seq L g~ ql q; entdao q =~ qs.
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Demonstragao:

Sejam ¢z =< a; >L ¢, e ¢ =<a1>L ¢q. Sejaoc :V = V tal que ¢ = gs00. De
0 # a; € D(g3) N D(qq), existem u, v € V tal que g3(u1) = a1 = @4(v), ou a; = ¢z(vy) =
qs(o(u1)) = qa(u), onde u = o(uy). Assim @4(u) = qs(v). Pelo Lema anterior existe uma

isometria 7 de V tal que 7(u) =v e @uo0=q. Temos g3 =qqo(700) ¢ q(uy) =a; =

qa((T 0 o)(uy)) = q4(v1), (onde (T 0 o)(u;) =v). Logo (7 oa)l{“l}i : (Fuy)t — (Fv)t é um

isomorfismo tal que
( o(roo — :
M) gy © Niru L Bl (puyy?

ou seja,

@ o (ro0) = .

Assim q; =~ q,. O resto segue por indugao.

Teorema 1.3.11 [Decomposi¢cio de Witt.] Todo espago quadrdtico (V,q) se decompée em
uma soma ortogonal (V,q) ~ (Vi,q1) L (Va,q.), de modo inico (a menos de isometria) onde

(Vh,yqr) espago hiperbolico, (V,,q.) espaco anisotropico.

Demonstragao:

Pela Observacao 1.3.5 ja vimos que (V,q) se escreve na forma (V,q) ~ rlH L (V,,q.)

(r > 0), onde rlH é o espago hiperbdlico (se r > 0) e (V,, q.) € anisotropico.

Para a unicidade, suponhamos que existe outra decomposicao de (V,q) ~ nlll L (V].q.).
Sem perda de generalidade podemos supor r > n. Pelo Teorema do Cancelamento temos
(r—m)H L q, ~ q',. Desde que ¢, é anisotrdpica, concluimos que r —n =0. Logor =ne

)

qﬂl"{}(l' .
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1.4 Produto de Kronecker de Espacos Quadraticos.

Ja foi definido soma ortogonal de formas quadraticas. Agora definiremos produto de formas
quadraticas, que juntamente com o Teorema de Cancelamento de Witt serao 1iteis na construc¢ao

do anel de Witt das formas quadraticas sobre um corpo F.

Definicao 1.4.1 Sejam (V},q1), (V2,¢2) espagos quadraticos sobre F' de dimensdes m e n,
eV = Vi ®V, Definimos b : V x V — F a tnica forma bilinear simétrica satisfazendo
b(vi @ va,u; @ ug) = by(vy,up).bo(ve, uz) para todos uy, vy € Vi e uy, vy € V5, onde b; é a forma
bilinear associada a ¢;, ¢ = 1,2. Agora definimos ¢ : V — F por g(v; ®@v;) = b(v; @ vz, v @vy).
Portanto q(v, ® vg) = by(vy,v1).ba(v2,v2) = q1(v1).g2(v2). Segue-se que (V,q) é um espago
quadratico de dimensao m.n, e a forma bilinear associada a ¢q é a forma bilinear definida acima.

Denotemos ¢ por ¢; ® g, (ou q := qy.q2).

Sejam {ey,...,em} base de Vi, {fi,.., fa} base de V,, a;; = b(e;, €;) € bye = b( fi, fe). Entdo
M = (a;j) e N = (bg) sdo as matrizes de q; e ¢ nestas bases. Na base {e; ® fi1,6; ® fo,...,e1 ®

Jnyeslm ® fi,....em @ fu} de V a matriz de g é

(ann f111b12 ﬂlzbn 012512 \

anbiz apby --- anN apN
ayN apN
aznbyy  az by,
anbyy anby --- amiN  apmaN

g,

que é chamado de produto de Kronecher das matrizes M e N. Em particular <a> ® <b>=

<ab> VabekF.
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Proposicao 1.4.2 (Propriedades):

l. ¢1 ® g2 >~ g2 @ q; (lei comutativa).

2. (1 ®q2) ® g3~ q @ (q2 @ g3) (lei associativa).

3. g® (1 L ¢2) ~ (g ® q1) L (¢ @ qz) (lei distributiva).

Demonstragao:

VD V=VoV,5V,®V dada por o(z ® y) = y @ = leva base em base e ¢ = ¢’ 0 0.

2 (VieV)eV; 3 Ve (W) (zQy)®z =+ r® (y® z) o leva base em base e

(1@ (2@ ¢q3)) o0 = (1 ® q2) @ gs.

B)VRWViLV,) S (VW) L (VeV,) definida por o(z®@ (y1 +v2)) = (2@ u1) + (z Qy2)
satisfaz (o o)z @ (1 L )] =q¢((z@y)+ (2 ®y2)) = (@@ q1)(z1 Q1) = (R ¢2)(z R y2) =
a(z)(q L @2)(y1+y2) = q@(q1 L @2)(x @ (y1+y2)). Logo ¢@(q1 L q2) ~ (¢@q1) L (¢@¢). W

Observagao 1.4.3 1. Pela lei distributiva tem-se:

<Ayyeeey @y > @ <bh'"1bn >'_"'<(£;bh(£1b2, il ,a,bm agbl, somin ,ambn> .
2. Se q € regular entio q @ IH ~ (dim q).H.

3. (1 L q) L gs=q L (q2 L gq3) (lei associativa).
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Capitulo 2

Anel de Witt

2.1 Construcao do Anel de Witt

Seja M(F') o conjunto de todas as classes de isometria das formas quadraticas nao singulares
sobre F. Sabemos que a operacao L é associativa, comutativa e admite elemento neutro, e a
operagao @ € associativa e distributiva em relagao L . Assim L e @ definem uma estrutura de
semi-anel em M(F'). Pelo Teorema do Cancelamento de Witt para L, segue-se que M(F') é um
semi grupo com cancelamento, embora nenhum elemento nao nulo em M(F') nao tenha inverso
aditivo. A construcao do anel de Witt Grothendieck resolve este problema. Ele é construido do

mesmo modo em que se constréi o anel Z dos inteiros a partir do semi-anel com cancelamento

IN.
Seja (M, L) um semi-grupo aditivo, comutativo com cancelamento. Definimos a relagao ~
sobre M x M por:
(@y)~(z,¥)ezly =z Lye M.
A relagao ~ definida sobre M x M é uma relagao de equivaléncia. Vamos denotar o conjunto
das classes de equivaléncia por Groth(M), ou seja, Groth(M) := {(a,b), (a,b) € M x M},
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onde (a,b) = {(z,y) | (z,y) ~ (a,b)}.

Agora definimos em Groth(M) a operagao de adigao por:

(a,b) + (¢,d) = (a L ¢,b L d).

E facil a verificacio de que esta operagio estd bem definida sobre Groth(M) e que valem

as propriedades associativa, comutativa e existéncia do elemento neutro para a adig¢ao. Este

elemento é (a,a), a € M. O oposto de (a,b) é (b,a) pois:(a,b) L (b,a) =(a L b,b L a)=(cc).

Denotemos (b,a) por —(a,b). Em particular temos que —(b,0) = (0,b).

A aplicagdo ¢ : M — Groth(M) definida por ¢(a) = (a,0), injeta M em Groth(M),

ou seja, ¢ é um homomorfismo injetor. Identificando M com sua imagem {(a,0), a € M}}

em Groth(M), podemos dizer que M C Groth(M). Assim para (a,b) € Groth(M) temos que
(a,b) = (a,0) L (0,b)(a,0) — (b,0) = @ — b. Com isso, no caso em que M = M(F'), podemos

subtrair uma forma quadratica de outra, via a identificacdo ¢ = ¢(q). Esta dltima identificacao

sera denotada pela igualdade ¢ = ¢(q).

Sabemos que (M, L) é um semi-grupo comutativo com cancelamento. Se M tem outra

Nn_n

operacao " e” associativa e distributiva em relagao a L, definimos e : Groth(M)x Groth(M) —

Groth(M) por (z,y)e (z',y') = (z.2' L y.y/, z.y' L 2'y).

E facil demonstrar que esta operacio esta bem definida sobre Groth(M) e que (Groth(M), +,

é um anel. Este anel é dito anel de Witt Grothendieck. Assim, o anel de Witt Grothendieck
de IN é Z : o anel de inteiros. Também para M = M(F'), o produto tensorial nos dd uma

multiplicacao com as propriedades desejadas. Entao temos:

Definigao 2.1.1 W(F) := Groth(M(F)) é chamado de Anel de Witt Grothendieck das formas

quadrdlicas sobre o corpo F'.

Todos os elementos de W(F) sao do tipo (q1,¢42) = (q1,0) + (0,¢42) = q1 — q2, onde q; e
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gz sao formas quadraticas nao singulares. Para quaisquer formas quadraticas q; e g sobre F),

tem-se q; = ¢q2 € W(F) se, e somente se, (q1,0) = (¢2,0) <= q1 ~ q..

Para m,n € IN os elementos, (mIH,nlH) € W(F) sao iguais a ((m —n)H,0) se, m > n ou
igual (0, (n—m)IH) caso n > m. Segundo a notagao dada temos que (mH,nlH) = slH, s € Z,

qualquer que seja m, n € Z.

Juntando isto, ao fato de que ¢ ® IH ~ (dim ¢)IH, podemos provar que o conjunto Z IH =
{mH,m € Z} é um ideal de W(F).

Definigao 2.1.2 O anel quociente %ﬁl denotado por W(F') é chamado de anel de Witt de
J

Note que em W(F), H =< a,—a >= 0. Logo — < a >=< —a > e por
extensao — < ai,...,a, >=< —ap,...,—a, >, em W(F). Isto mostra que podemos represen-
tar qualquer elemento de W(F') por formas quadraticas. Mais exatamente, pelo Teorema de
Decomposicao de Witt cada elemento do anel de Witt corresponde exatamente a uma tnica

forma quadratica anisotropica, a menos de isometria. Formalizemos na seguinte proposigao,
Proposigao 2.1.3

. Os elementos de W(F') estdo em correspondéncia um a um com as classes de isometria

de lodas formas quadrdticas anisotropicas.

. Duas formas quadrdticas ndio singulares q € ¢', representam o mesmo elemento de W (F')

se, e somente se, q, ~ q. (isto €, suas partes anisolropicas sao isomélricas).

3. Se dim q = dim ¢ entdo, q e ¢’ representam o mesmo elemento de W(F') se, e somente

se, g q.
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Demonstragao:

Seguem das defini¢oes e dos Teoremas de Decomposigao e Cancelamento de Witt.

2.2 Anéis de Witt de Alguns Corpos

Alguns passos importantes para determinar o anel de Witt de um corpo F' sao:

(i) Como todos os elementos de W(F') sao representados por formas quadraticas diago-

nalizadas basta considerar este tipo de forma.

(i1) Determinar o grupo de classes de quadrados ﬁ;% pois as entradas a; da forma quadratica

diagonal sdo elementos deste grupo. (Ver Observagao 1.2.8(ii)).
(iii) Determinar a classe —1 € }-’l—z, para conhecer [H =<1, —1>: o gerador do ideal Z IH.

Comecemos com

Exemplo 2.2.1 F € um corpo quadraticamente fechado.

Um corpo F ¢é dito um corpo quadraticamente fechado se qualquer um de seus elementos €

um quadrado. Assim }f— = {1}, e portanto toda forma quadrdtica q sobre F' admite a sequinte

diagonalizagio ¢ =<1,1,...,1> . Como 1 = —1 em -f-%, seque-se que IH =<1,1> . Logo se q
tem dimensdo 2n entdo q = nlH, e se dimq = 2n + 1 entio ¢ =<1> +nlH. Pela Proposicdo

2.1.3 obtemos W(F) = {<0>,<1>}, ou seja, W(F) € isomorfo a 2.

Exemplo 2.2.2 F = IR.

Temos duas classes de quadrados em IR uma constituida pelos elementos positivos (repre-
sentada por 1) e oulra constituida pelos elementos negativos (representada por -1). Logo toda

forma quadrdtica sobre IR se escreve de modo unico na forma g =n <1>+m <—1>. Como
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H =<1,-1>, temos que ¢ = s <1> € W(IR), onde s =n—m € Z. Agora € facil provar que
a aplicagao ¢ : W(IR) — Z definida por ¢(s <1>) = s € um isomorfismo de anéis. Assim
W(R) ~ Z.

Exemplo 2.2.3 F': corpo finito.

Lema 2.2.4 Seja F' um corpo finito. Entao

F _
1. E = {1.,3}.

2. Toda forma quadrdtica bindria sobre F' € universal.

Demonstragao:

(1) Segue do fato que o grupo multiplicativo F' é ciclico, pois F ¢ finito.

[Pl _ng=
2 2

. -1
+1.Porta,nt0}S—Fz|=q—2-—+1.Com0 |F?| +|s FZI—Q 5 +2—

g+ 1> q = |F|, segue-se que F'?N (s — F?) nao é vazio. Logo existem z e y € F tais que

pois F é ciclico,

(2) Vamos demonstrar que < 1,1> representa s. Como |F?| =

q—1
2

entdo |F?| =

r? = s—y?. Dai s =z2+y? isto é, s é soma de dois quadrados. Logo <1,1> é universal, pois
1} 2l 1% . Degam=ses o 215 temosdgue D sgasn=sll el l 5= s =F.

Como < 1,s> é evidentemente universal o lema esta demonstrado. e

Agora precisamos saber qual é a classe de —1. Como ¢ = p" onde p = ¢(F') # 2 segue-se
que ¢ = 1(mod 4) ou q = 3(mod 4). Da teoria dos nimeros tem-se ¢ = 1(mod 4) se, e somente
e,—1€F2eq= 3(mod 4) se, e somente se, —1 ¢ F2. Com isto temos:

Teorema 2.2.5 Sejam F = F, um corpo finito com q elementos e = = {1,s}.

1. ¢ = 1(mod 4) entio W(F) ~ Z[{1,s}].
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2. Se q = 3(mod 4) entdo W(F)~ Z.

Demonstragao:

(1) Se ¢ = 1(mod 4), entao 1 = —1 em TE% Assim H =< 1,1 >=< 3,5 >, (Veja o

Teorema 1.3.2(2)). Seja < a,b,c> uma forma quadratica sobre F. Como < a,b> é universal
pelo Teorema de Representacdo segue-se que < a,b,c > é isotrépica. Consequentemente as
formas quadraticas anisotropicas sobre F' tem dimensoes 1 ou 2. Da Proposi¢ao 2.1.3 vem que
W(F)={0,<1>,<s>,<1> + <s>}. Estruturalmente W (F') é isomorfo a %[{l,s}].

(2) Se g = 3(mod 4) entao 1 # —1 em {%, e podemos considerar s = —1 € -Ff% Dai H =
<1l,s>=<1,-1>.Como <1,1> representa —1 (Lema 2.2.4), pelo Critério de Representagao
segue-se que ¢ =<1,1,1> é isotropica. Pelo Teorema de Representagao <1,1,1>= IH+ <d >,
e calculando o determinante de g temos que: d = s = —1. Logo 3 <1>=<—1>em W(F). Dai
4 <1>=<1,—-1>=0em W(F). Do mesmomodo 3 <1>=—-<1,1,1>=—-<—-1>=<1>e

4 <—1>=0em W(F). Portanto W(F)={0,<1>,2<1>,3<1>}, e W(F)~ Z.
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Capitulo 3

Formas Quadraticas Sobre Extensoes

Algébricas

3.1 Transfer de Scharlau

Sejam F, K corpos tais que ' C K, (V,q) um espago quadratico com b = b, a bilinear associada
a q. Podemos construir (Vi , qx) com by associada a g por Vg = K Qp V e bi : Vik x Vix —
K a unica extensao bilinear tal que bx (k) @ vy, ks @ v2) = kikob(vy,v2), onde ki, k; € K e
vy1,v2 € V. Como Vi é um K- espago vetorial com o produto k3(k®v) = (k3k) ® v (estende por
linearidade), temos que b; é uma forma bilinear associada a gx : Vx — K dada por extensao

de gx(k ®@v) = k%q(v),Vke K ev € V.

Se B = {vy,...,v,} é uma F-base de V entao By = {1 ®@vy,...,1 ® v,} é uma K-base de
Vk. De fato todo elemento de Vi é da forma X = Z(k,' @rF uj) = Y kj(1 @ u;) por definicao

=1

da multiplicacao. Como u; = ) a;u;, com o; € F C K temos que X = E ki(l® ) ow;) =
j=

kY ai(l®@v) =YY aiki(l1®v). Se Y ai(1®v;)) =0,como; € K e {e,} uma F-base
de K, entdo a; = ) Bjiej, Bji € F, e assim ) (a; @ v;) = Z(E Bjie;) ® v;) E Bj:.(e; @ v;).

i,7=1
Como {e; ® v;} é uma F-base de K’ @ V, entao §;, = 0, para qualquer j3;, entao a; = 0, para
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todo i. Logo {1 ® v;} é linearmente independente em K.

A matriz de gk nesta base é da forma Mgk = [gk]B, = (bk (1Qvi, 1®V;))nxn = (1.1b6(vi,v;)) =
(b(vi,vj)) = M, = [q]g. Desta forma, segue-se que gx ¢ nao-singular se, e somente se, q é
nao-singular. Também é claro que se M = [q],N = [q] entao (M + N)x = Mk + Nk ou
(¢+ q1)k = gk L qu,, ou seja, a construgao q — qx induz um homomorfismo de semi-grupo

M(F) — M(K) — W(K). Pela propriedade universal de W, todo homomorfismo de semi-

grupo f : M(F) — G, com G grupo abeliano, se estende de modo tunico a um homomorfismo

de grupos W(F) o W(l\’), onde #*(V) = Vk e 7*(q) = q ou ainda #*(V, q) = (Vk, qx)-

Como a matriz de ¢, @ q; é o produto de Kronecker M.N onde M = [g1] e N = [¢;] e
(M.N)kx = Mg.Nk tem-se que (q1 ® @2)k = @1 @ G2) OU seja, 7™ : W(F) — W(K) é um

homomorfismo de anéis. Vejamos:

@ —@)(B—q) =@ Q0e+@0eu) —(2@¢)+ (11 ®aq¢) =g ®g¢)+
(@2 @ @) — (M@ @ @) +rmaeaqg) = 7@ fe+ e @ ig — (e @ e +
@ @ 7q) = (F(q@)(r"gs — r"qu) — (q2)(Pgz — qs) = (@1 — ¢2)-7(¢3 — q1). Além
disso, 7~ : W(F} o W(A) induz um homomorfismo de anéis r* : W(F) — W(K) pois

r(ZIH) C ZIH desde que 7*(<1,—1>p) =<1,—-1>k= Hkg.

Observagao 3.1.1 Em geral, r* ndo é monomorfismo. Se K € uma extensio de I' de grau
itmpar, o Teorema de Springer, que veremos adiante, nos dd que r™ € um monomorfismo e
assim W (F') injeta em W(K). No caso em que K € uma extensdo quadrdtica de F' entdo
r*: W(F) = W(K) tem niicleo nao trivial, a saber, € o ideal de W(F') gerado por <1,—a>,
onde K = F( /a). Estes dois teoremas serdo demonstrados adiante. Por exemplo, r* : W(IR) =

Z— W(C)= 5Z tem niucleo 2 <1> .W(IR).

Uma das ferramentas mais poderosas no estudo das aplicagées funtoriais 7 e r* é a
construcao de Scharlau da aplicagao "transfer”, a qual introduziremos agora.
Sejam F' C K uma extensao finita, s : K —» F' um funcional nao nulo do F-espaco vetorial
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K e (V,b) um K-espaco bilinear. Definimos sob:U x U — F por s o b(u,v) = s(b(u,v)),
para quaisquer u, v € U. Entao (U,s o b) é um F-espago bilinear, pois: Va € F, u,v,w €
V.s o blaw + v,w) = s(b(au + v,w)) = s(ab(u,w) + b(v,w) = as(b(u, w)) + s(b(v, w)) =
a(s o b)(u,w) + (s o b)(v,w). Este espago bilinear serd denotado por (U, sb).

Proposigao 3.1.2 Se (U,b) € um K -espago bilinear nao-singular, entio (U, sb) € um F-espago

bilinear ndo-singular. Em particular, se (U, q) € ndo-singular, entio (U, qso) € nao-singular.

Demonstracao:

Suponha o contrario. Assim, existe um vetor 0 # up € U tal que (sb)(uo,v) = 0 para todo
v € U. Por outro lado, pela regularidade de (U, b) existe vo € U tal que b(ug,vo) # 0. Para

algum escalar ¢ € K temos:

c c
b e ——— — 7b ey i =
(wo, b(ug,vo)vo) Haoon) (uo,v0) =c € K

Aplicando o funcional s a ambos os membros desta equacao

¢
——) =0 Vee K
b(uo, vg)vo) o

s(e) = (sb)(uo,

Isto contradiz a hipdtese que s : K — F é um funcional nao nulo. E evidente que se b é

simétrica entao sb o é. 1]

Notagao 3.1.3 : Sejas: K — F' um funcional linear nao-nulo como acima. Se (U, q) € um
espago quadrdtico escrevemos s.(q) para denotar o espago quadrdtico U sobre F' com a forma
bilinear sb,. O espaco quadrdtico (U, s.(q)) ou simplesmente s.(q) € chamado de transfer de q

ou transfer de U. Assim dimps.(q) = [K : F]dimq. Portanto dimps.(q) = [K : FldimgU.

Esta construgao se aplica, em particular, nos espagos quadrdticos 1-dimensionais com a
formas quadrdticas q(z) = ax? (ou b(z,y) = azy). O transfer s.(<1>g) tem espago vetorial
subjacente K, e forma bilinear associada sobre F dada por: (z,y) — s(zy) € F, ou seja

(s0b)(z,y) =s(<1> (z,y)) = s(xy).
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Teorema 3.1.4 (Reciprocidade de Frobenius)

Sejam F C K, r: F = K, s: K — F como considerados anteriomente, e considere (V,q)
um espago quadrdtico sobre F e (U,q) um espaco quadrdtico sobre K. FEntao existe uma

F-isomeltria

$«(r7(q) @k 1) ~ qQF s.(q1) ou entio s.((F"(V)) @x U) =V QF s.(U).

Em particular, para i =<1>k entdo s.(r*(q)) ~ q@F s.(<1>k).

Demonstracao:

Note que os espagos vetoriais subjacentes sao (K @r V)@ U e V @p U como F-espagos

vetoriais .

Seja [ : s.((K®@pV)®kU) — V ®@Fs.(U) a tinica extensao linear de f((k@Fv) @k u) =
v @F (ku). Entdao f é um F-isomorfismo com inversa g : V @ s.(U) — s.((k®r V) @k U) a
extensao linear de g(v @r u) = (1 Qr v) @ u), pois g(f((k Qr v) Qk u)) = g = (v Qr (ku)) =
(1@ v) Bx (ku) = K(1 8 v) ® u) = (k BF v) Bk u ¢ f(g(v @ u)) = v B

Tome k,k' € K,v,v' € V e u,u’ € U. Seja W = V ®@F s.(U) e by a bilinear sobre W.
Entao bw(f((k ® v) @ u), f((K' @ v') @ v')) = bw(v @ (ku),v’ ® (k'u")) que é por definicao
by (v, v').sby(ku, k'u") = by(v,v’).s(kk'by(u,u’)).

Por outro lado, calculando em s.((K ®f V) ®k U) temos:

beu((keV)axt) (k@ V) @ u, (K @) @ ') = s(bkevioxu (k@ v) @u, (K @v') @u') = s(brerv(k®
v, k' @ v').by(u,u’)) = s(kk'by(v,v").bu(u,u’) = by(v,v)s(kk'by(u,u’)), desde que by(v,v) € F

e s é F-linear. Logo os dois calculos mostram que f é uma F-isometria de s.((r*V) @ U) para

V @ s.(U). Como b, =~ by se, e somente se, g >~ ¢/, o teorema esta demonstrado. n

Corolario 3.1.5 Se (U,q) € um espago hiperbélico sobre K, entdo (U,s.(q)) € um espago

hiperbolico sobre F'.
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Demonstracao:

Como s.(q1L1q2) = s«(q1)Ls.(g2) podemos assumir que ¢ = Hg. Como Hy = r*(HF),
pela reciprocidade de Frobenius temos: s.(q) = s«(Hk) = s.(f*(lHF)) ~ HF ®,, (<1>k). Pela
Observagao 1.4.3(2) segue se que s.(q) ~ [K : F|.Hp. Portanto s.(q) é um espago hiperbdélico

sobre F.

Corolario 3.1.6 (1) A aplicagio q — s.(q) define um homomorfismo de grupos
s« : W(K) — W(F), e

(2) a composi¢io W(F) Ly W(K) = W(F) coincide com a multiplicagdo por s.(<1>k).

(3) A imagem de s, : W(K) — W(F) € um ideal em W(F).

Demonstragao:

Todas as afirmagoes anteriores seguem da Reciprocidade de Frobenius e do Corolario 3.1.5.

Por exemplo, a demonstragao do item (3) segue:

Sejam q; € W(F') e s.(q2) € Ims.. Entao pela Reciprocidade de Frobenius ¢;.s.(q2) =

s«(r*(q1)-q2) € Im(s.). ]

Observacgao 3.1.7

(1) Pela reciprocidade de Frobenius temos que s. : W(K) — W(F) € um isomorfismo de
W (F)-mddulos, se considerarmos W(K') como um W (F')-mddulo via o homomorfismo de anéis

r*: W(F) - W(K).

(2) Embora s. ndo é um homomorfismo de anéis ele é "funtorial”, ou seja, se F C K C L
sdo ertensées finitas ¢ s : K — F € F-linear, t : L — K ¢ K-linear e ndo nulos, entdo

(s0l). =801
(83) Ses, t: K - F sio ndo nulos, entdo s, e t. : W(K) — W(F) sdo iguais a
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menos de um automorfismo de grupos <b>: W(K) - W(K), ou seja, t. = s.. <b>, onde
(5x. <b>)(q) = s.(<b> .q), (ver [L, p. 194]).

Proposicao 3.1.8 (Scharlau)

Seja K = F(x) uma extensdo algébrica simples de grau impar. Entio r* : W(F) — W(K)

€ um monomorfismo.

Demonstracao:

Pelo Corolario 3.1.6(2) a composicao W (F') L W(K) =% W(F) coincide com a multi-

plicagao por s.(<1>k). Se s.(<1>k) =<1>p em W(F) entao s.r* = ly(r), e dai r* é um

monomorfismo. Entao basta demonstrar que s.(<1>g) =<1>p € W(F)

Sejam [K : F]l=n=2m+1e B={l,z,2%,...,2" '} uma F-base para o espago vetorial
K. Tendo em vista a Observacao 3.1.7(3) vamos considerar o funcional linear s : K — F
tal que s(1) =1 e s(z) = s(z?) = -+ = s(z"') = 0. A forma quadratica s, <1 >g
tem espago vetorial subjacente K e forma bilinear associada definida de K’ x K em F por
(y,2) = s(<1> (y,2)) = s(y2), y, 2€ K. Como K = F.1+ Fz+---Fz"!, por definicio de
s: K — Ftemos que F.1 L Koy e s.(<1>k)p =<1>,onde Ko = Fz+Faz*+---4+ Fz""'. Seja
g={s.(<1 >K )k, - Podemos escrever s.(<1>k) =<1>pL q. Vamos demonstrar que ¢ >~ m/H,

(n=2m+1).

Desde que by, (> ,)(2',27) = s(z'*t7) = 0 para 1 < i, j < m entdo K, é totalmente
isotrépico. Pelo Teorema 1.3.4 o subespago Fz +---+ Fz™ esta contido no espaco hiperbélico,

digamos 7' C Ky de dimensao 2m. Como dimK, = 2m segue que (Ko,q) >~ mliH, e a

demonstracao esta concluida. B

Teorema 3.1.9  (Springer)

Seja F' C K uma extensdo de grau impar. Se uma forma quadrdtica € anisolropica sobre
] q qr P

F', entdao qx ¢ anisotropica sobre K.
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Observagao 3.1.10 O Teorema de Springer foi originalmente enunciado como estd. A demons
tragao original pode ser vista em [L] e [S] e foi feita antes da formulagdo da técnica do Transfer.
Apesar de elegante vamos preferir outra demonstragao usando a técnica do Transfer. Para isto
temos que enuncid-lo de outro modo, usando o anel de Witt. Jd sabemos que a classe de uma
forma quadrdtica anisotropica corresponde de modo inico a um elemento do anel de Witt e

vice-versa. Logo,

Teorema 3.1.11 Seja F' C K uma extensao finita de grau tmpar. Entdo r* : W(F) - W(K)

€ um monomorfismo.

Demonstracao:

Desde que F C L C K, r*=(rjory)*=rjor; onde ri: L - Kery,:F — L e K pode
ser obtido a partir de F' por uma cadeia de extensoes simples FF = Fob, C F; C...C F,=K, o

Teorema segue da Proposicao 3.1.8, aplicando indugao sobre o grau [K : F]. ®

3.2 Extensoes Quadraticas

Para fechar este capitulo vamos investigar o comportamento de r* no caso de uma extensao

quadratica.

Lema 3.2.1 Seja K = F(V/d) uma extensio quadrdtica de F, e¢ q uma forma anisotrdpica
sobre F'. Fntio qx € isolrdpica sobre K se, e somenle se, q contém a subforma bindria

<a><1,—d> onde a€ F.

Demonstracgao

Temos que a reciproca é clara, desde que (<a><1,—d>)x ~<a>g Hg ~ Hg.

AVA
AVAYAY
\

1 2 5 4 5 6 7 unesphl 12 13 14 15 16 17

18



Para provarmos a parte "necessaria”, tome < ay,...,a, > uma diagonalizacao de q e as-
suma que gx € isotropica. Existe uma equagao Zn:a,-(.r,- + y,-\/af = 0 onde z;,y; € F sao
nao todos nulos. Considerando a parte racional ::L parte irracional desta equagao, obtemos
Yaix?+dY ay? =0e Y a;x;y; = 0. Este dltimo nos diz que os vetores ¢ = (ai,...,a,),y =
(Y15 - . -, Yn) sdo ortogonais no espago quadratico (", q). A outra equagao diz que g(z) = —dq(y)
o qual implica que = e y devem ambos ser nao-nulos, desde que g é anisotrépico. Consequen

temente, g contém a forma bindria < ¢(z),q(y) >, pois zly. Entao < q(z),q(y) >=

<q(y) ><1,q(z)q(y)~' >=<q(y) ><1,—d>. u.

Teorema 3.2.2 Seja K = F(\/d) uma extensio quadritica de F, q uma forma anisotrépica
sobre F' e § =<1,—d>. FEntdo qi ¢ hiperbolico sobre K se, e somente se, existe uma forma
0 sobre F' tal que q ~ § ® 0. Em particular, o nicleo de r* : W(F) — W(K) coincide com o
ideal principal W(F).J.

Demonstragao:

A parte "suficiente”é clara, desde que dx ~ IHi. Para a parte "necessaria”fazemos por
indugao sobre a dim q. Para dim q = 0 é trivial. Se dim q > 0, o Lema anterior fornece uma
isometria ¢ ~¥<a> d_L¢, onde a € I, e dim q' = dim q — 2. Pelo Teorema do Cancelamento
de Witt (1.3.10) (¢')x ¢é hiperbdlico. Pela hipdtese de inducao existe uma forma 6’ tal que

¢ ~d®0. Temos agora que g ~<a>6L(d®R ) ~d®0, onde § =<a> L |

Teorema 3.2.3 Com as mesmas notagoes acima, sejat : K — F uma aplicagio F-linear
definida por t(1) = 0, t(v/d) = 1. Seja t, : W(K) — W(F) o transfer definido port. Entio
a sequinte sequéncia € ezata:

0 — W(F)§ — W(F) =5 W(K) - W(F)

Demonstragao:

Pelo Teorema 3.2.2 basta mostrar que Im(r*) = ker(f.). Primeiramente, mostremos que

t.r® = 0. Para a € F, o F-espago quadratico t.r* < a > tem espago vetorial subjacente K e
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forma bilinear (z,y) — t.ar* <a> (z,y) = t.(<a>k (z,y)) = t(azy). Desde que dimpK =2
e (Vd,\/d) — t(a,d) = 0, segue-se que t,r* < a > é o plano hiperbdlico (Teorema 3.2.2).

n
Como t.r*q = t.r*(<ay,...,a,>) = Y tur* <a; >= 0, para todo ¢ ~<ay,...,a, >€ W(F).

1=1
Reciprocamente, se ¢ (ou B) é uma forma quadratica anisotropica sobre K tal que t.(q) é

F-hiperbdlico, entao existe 0 # v € V tal que t(q(v)) = 0 (ou t(b(v,v)) = 0). A definigao
de t mostra que a = q(v) € F. Entdo nés temos uma K-fatoragio qg ~<a>g Llq. Desde
que t.(<a>g) = t.r*(<a>) é hiperbdlico (ou seja, nulo em W(F')) como mostrado acima, o
Teorema do cancelamento de Witt implica que t.(¢’) é também hiperbdlico. Agora uma indugao

sobre dimgq mostra que a classe de isometria de ¢ pertence a Im(r*) =
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Capitulo 4

Corpos Formalmente Reais e Reais

Fechados

4.1 Corpos Ordenados

Uma ordem de I ou (sobre F') é uma relagao binaria < sobre F' que é reflexiva, anti-simétrica
e transitiva e é compativel com a estrutura do corpo F| isto é, a < b implica que a + ¢ < b+ ¢;
ese 0 R ae <bentdao 0 < ab, quaisquer que sejam a,b e c em F. Além disso, exige-se que a
ordem seja total, ou seja, quaisquer dois elementos de F' sao comparaveis; o que significa que,

a<boub<a, Va,be F.

Nestas condicoes se considerarmos P = {z € F' | 0 < z}, pode-se demonstrar que qualquer
que seja T € F,zou —a pertence a P (nao ambos). Além disso P é fechado para a adicao e
para a multiplicacao. Reciprocamente se existe em F' um subconjunto P com as propriedades
mencionadas anteriormente, entao a relagao definida por a <p b se, e somente se, b—a € PU{0}
é uma relacao de ordem total em F. A correspondéncia entre ordens totais de F' e subconjuntos

P de F com as propriedades acima é 1-1. Portanto sem ambiguidade podemos definir:
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Definigao 4.1.1 Uma ordem de F' é um subconjunto P C F' (chamado elementos positivos da

ordem) que possui as seguintes propriedades:
(P1) 0¢P
(P2) Se0# z € F, entaoouz € Pou —x € P.

(P3) P é fechado para a multiplicagao e para a adigao.

Denotaremos por N o conjunto dos elementos negativos de F), relativos a ordem P definido
por

N:=-P={-y|y€ P}.

Dessa forma, temos que F é a uniao disjunta de {0}, P, N. Usualmente, a notacdo z < y,

significara y — z € P (e X y significa que y — z € P U {0}).

Se Fy é um subcorpo de F' podemos ordenar Fy definindo Fy = Fy N P como o conjunto

dos elementos positivos em Fy. Esta ordem é dita ser induzida pela ordem P de F.

Para um dado corpo F, temos que as seguintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) —1 nao é soma de quadrados

(ii) Para qualquer mimero natural n > 0, a forma quadrdtica n <1> é anisotrdpica sobre

De fato, para algum n € IN*, n<1> é isotropica se, e somente se, existem zy,...,2, € F,

L0 n
nao todos nulos tais que ) «f = 0. Isto equivalea ), 2?7 = —z% onde z; # 0. Equivalen-
i=1 i=1i#j
n T:
temente In € IN*, tal que Y. (=)* = —1.
i=1,i#j Lj

Desta forma, temos que —1 ndo é soma de quadrados, se, e somente se, n < 1> é anisotrépica

sobre F, Vn € IN*. =
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Definigao 4.1.2 Um corpo F' é dito formalmente real, se satisfaz as duas condigées anteriores.

Claramente, temos que os corpos formalmente reais F' tém caracteristica zero, pois se
car(F)) = p > 0, p primo em Z, entao a forma p < 1 > é anisotropica, o que gera uma

contradigao, pois p.1 = 0.

Notagao 4.1.3 Para um corpo I’ arbitrdrio, denote por o(F') o conjunto de elementos de I

que podem ser expressos como uma soma de quadrados. Isto €:

o(F)={z € F|z=) z} 2, € F,n€ N*}
i=1

Proposicao 4.1.4 (i) o(F) € fechado para a adi¢do ¢ o(F)—{0} ¢ um subgrupo multiplicativo
de F.

(i1) Se F' ndo € formalmente real (e car(F') # 2), entio o(F) = F. (Se car(F) = 2,

o(F) = F?)

’ 1
Demonstragao: (i) Tome0 # z = 2?4---422 em F. Entao — =
b ]

o(F). O restante das afirmagoes em (i) sao mais simples ainda.

(ii) Tome z € F. Desde que o plano hiperbélico < 1,—1 > é universal, existe y, z € F
tal que ¢ = y?> — z2. Como —1 € o(F), pois n < 1 > é isotrépica para algum n, temos que
z =y’ +(—1)z* € o(F) + o(F)o(F) C o(F). Consequentemente, F' C o(F'). Como o(F) C F

é trivial, concluimos que o(F) = F.

Se car(F) =2, 2* 4+ y* = (z + y)? e dai por indugio temos que 3 z? = (3 z;)?

Proposicao 4.1.5 Sejam F' um corpo ¢ P uma ordem de F. Entdo
(1) o(F)—{0}CP
(2) F € formalmente real (em particular, possui caracteristica zero)
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(3) Se P' C F ¢ uma outra ordem sobre F, temos: Se P C P', entio P = P'.

Demonstracao:

(1) Tome 0 # z = 22 + ...+ 22. Podemos assumir que cada z; # 0. Se z; € P, claramente
z? € P. Caso contrario, —z; € P e dai z? = (—z;)(—z;) € P.P C P. Como P ¢ fechado para

adicao segue-se que x € P.

(2) Desde que 1 = 1% € P temos que —1 ¢ P, (sendao 0 =1+ (—1) € P, uma contradigao).

Por (1) obtemos que —1 ¢ o(F). Isto é, F' é formalmente real.

(3) Se PC P'e P # P,existex € F tal quexz € P e z ¢ P. Entao —z € P C P’ (por

hipétese). Dai ¢ e —z € P’, uma contradi¢ao. Portanto P’ = P. [ |

Lema 4.1.6 Se I € formalmente real mas a extensdo quadrdtica F(\/a) nao € formalmente

real, entao —a € o(F).

Demonstragao:

Em F(\/a), existe uma equagao —1 = > (b; + ¢iv/a)?, onde b;, ¢; € F. Desenvolvendo
obtemos —1 = (b + ac?) + (3 2bic;)\/a) em F(\/a). Assim —1 = Y b + a(}_ ¢?). Dessa

1 B 1 b? b?
forma —a = iz‘ Seja ¢ := Zcf Entao —a = - + L == + & Segue-se que
b c

¢ c? 2
1 2 bi 2 , — .
—a = C(E) - CZ(E) . Como o(F) — {0} é um grupo (Proposicao 4.1.4), concluimos que
—a € o(F).

Definigao 4.1.7 Um corpo F é chamado pitagoriano se a soma de dois quadrados (ou se
qualquer soma de um nimero finito de quadrados em F') é sempre um quadrado.

Para verificar se um corpo F é pitagoreano é suficiente mostrar que 1 + y* é um quadrado

para todo y € F.

E claro que se F é pitagoreano entdo o(F) = F2.
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4.2 Corpos Reais Fechados

Definigao 4.2.1 Um corpo F' é chamado real-fechado, se F é formalmente real e nenhuma

extensao algébrica propria de F' é formalmente real.
Proposicao 4.2.2 Se F' € real-fechado, entio F € pitagoriano.

Demonstracao:

Suponha que = 1 4 y? nao seja um quadrado. Entao F(y/z) é uma extensdo prépria
de F' e portanto nao é formalmente real, pois F' é real-fechado por hipdtese. Pelo Lema 4.1.6,
—z € o(F), entdo existe zy,...,2, € F tais que Y 2? = —z = —1 — y?. Logo —1 é soma de

quadrados em F. Uma contradigao, pois F' é formalmente real. Portanto, F' é pitagoriano. M

O préximo Teorema tratara da estrutura dos corpos reais-fechados.

Teorema 4.2.3 Seja F' um corpo real-fechado. Entdo:
(1) Para todo 0 # = € F, lemos que z € F? ou —z € F2.

(ii) F tem uma inica ordem P, a saber P = F?.

Demonstragao:

(i) Suponha que z ¢ F2. Como F é real-fechado, entio F'\/z nio é formalmente real.
Pelo Lema 4.1.6, —z € o(F) — {0}. Mas F é pitagoreano (pela Proposi¢ao 4.2.2), e entao
o(F)—-{0} = F2. Consequentemente, —x € F?,

(ii) Verifiquemos que F'? é uma ordem de F.

O axioma (P;) da Definigao 4.1.1 é ébvia. (P;) segue do item (i). Para demonstrarmos

(P3) note que F?2 é claramente fechado para a multiplicacao e a condi¢cao P + P C P segue da
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Proposicao 4.2.2. Como F? esta contido em qualquer ordem P’, a unicidade segue da Proposigao

4.1.5(3). B

Um exemplo classico de corpo real-fechado € o corpo dos numeros reais IR.

Proposicao 4.2.4 Seja F' um corpo formalmente real e F o fecho algébrico de F. Entdo, existe
um corpo real fechado A entre F e F.
Demonstracao:

Considere a colecio S de todos subcorpos formalmente reais de F. Observe que F € S, e

entao S # (.

Se {F,} é uma cadeia (relativa a inclusao) de tais subcorpos, entdo Iy = | J F,,, claramente

o
pertence a mesma colecao S. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal A € §. Pela

maximalidade de A segue-se que A ¢ real-fechado. |

Corolario 4.2.5 Um corpo F' € formalmente real se, € somente se, F' possui pelo menos uma

ordem.

Demonstragao:

Suponha que F é um corpo formalmente real. Pela Proposigao 4.2.4, existe uma extensao
algébrica A D F real-fechado. A tnica ordem de A (pelo Teorema 4.2.3) induz uma ordem

sobre F. A reciproca segue da Proposicao 4.1.5(2). <

Definigdo 4.2.6 Um elemento b € I é chamado totalmente positivo se ele é positivo em todas

as possiveis ordens de F.

Corolario 4.2.7 (Artin-Schreier) Sejam F' um corpo qualquer e b € F. Entdo b € totalmente

positivo se, e somente se, b € o(F).
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Demonstracao:

Primeiramente vejamos o caso de F nao ser formalmente real. Se F nao é formalmente
real, entao pela Proposicao 4.1.4, todo b € F pertence a o(F), pois o(F) = F. A conclusao

segue por vacuidade, desde que F' nao admite ordens.

Para F' formalmente real, suponha b ¢ o(F). Pelo Lema 4.1.6, K = F(a) é formalmente
real, onde ay/—b. Escolha uma ordem sobre K (isto é possivel pelo Corolario 4.2.5). Esta, induz
uma ordem sobre F, na qual b é negativo, pois b = —(a)?. Consequentemente, b é totalmente

positivo, entao b € o(F'). A reciproca segue da Proposicao 4.1.4(1). @

Observagao 4.2.8 Os corpos F reais fechados possuem algumas caracterizagoes e vdrias pro-
priedades, como por exemplo: F € real fechado se, e somente se, /—1 € F ¢ F(\/=1)
€ algebricamente fechado; equivalentemente, F tem apenas duas classes de quadrados e todo
polinomio sobre F' de grau impar tem uma raiz em F. Qutras propriedades destes corpos po-
dem ser vistas em [L, Cap. viii]. Algumas propriedades deste corpo de interesse para nds serdo

desenvolvidas a sequir. Por exemplo, € de fundamental importancia para o que seque o anel

de Witt de um corpo real fechado F. Pelo Teorema 4.2.3 temos que -F% = {1,—1} e como F €

formalmente real o exemplo 2.2.2 de anéis de Witt nos dd que W(F') ~ Z.

Definigao 4.2.9 Seja F um corpo e P uma ordem de F. Uma extensao A D F é dita fecho-real

de F, (relativo a P) se A satisfaz as seguintes condigoes:
(i) A é real-fechado.
(i1) A é uma extensao algébrica de F' (ndo necessariamente finita).

(iii) A ordem P de F' é induzida pela uma inica ordem de A, ou seja, P = AZNF.

A seguir vamos demonstrar que todo corpo ordenado possui fecho real.
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Lema 4.2.10 Seja ' um corpo ordenado por P e Q o fecho algébrico de F'. Seja E o subcorpo
de Q obtido por adjungdo a F' de todas as raizes quadradas de todos os elementos de P. Entao

E € formalmente real.

Demonstracao:

Suponha que 3 a;> =0, a; € E. Os a's estao todos contidos numa extensao finita de F
da forma: F(v/by,...,v/b,), onde b; € P. Assim, é suficiente mostrar que qualquer extensao
F(\/by,...,\/b,) é formalmente real e para verificarmos isto estabeleceremos as seguintes afir-

magoes:
Se 5" cia? =0, onde ¢; € P e a; € F(\/by,...,/b,) entdo a; = 0, para qualquer i. (*)

Esta demonstracio sera feita por inducao sobre f := [F(v/by,...,vb,) : F]. Se este grau
é 1, temos a; € F, ¢; € P, para qualquer i. Se a; # 0, entdo a? € P. Portanto c;a? € P.
Como P é fechado para a soma e para a multiplicagao temos que Y c;a? € P, uma contradigao.
Assumamos f > 1. Também podemos assumir que F(\/II, G \/E:) G F(\/E, p—y B
Na afirmagao (*) escreva a; = x; + yiv/b,, i yi € F(vbi,...,v/b, — 1). Entao: 0= cia? =

Y ci(zityivhe ) = (X x4 beeiy?)+2 Y ciriyi/b,. Em particular, o termo entre parénteses

é zero. Como ¢; € P e b, € P, por a hipotese de indugao obtemos que z; = y; = 0. Assim

a; = 0, para todo 1. [ |
Sejam F; e F; corpos ordenados por P e P, respectivamente. Dizemos que f : Fy — F5
¢ um homomorfismo ordenado ou compativel com as ordens P, e P, se f(P,) C P,.

O Teorema seguinte afirma que as possiveis ordens de um corpo F' estao em correspondéncia
P

um-a-um com os fechos reais de F' que sao dois a dois nao isomorfos.
Teorema 4.2.11 (i) Todo corpo ordenado F possui um fecho real relativo a ordem consi-
derada.

1i) Se Fy, I sdao corpos ordenados, e Ay, A\, sdo seus fechos reais relativos as respectivas
’ p ’
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ordens. Entdo qualquer isomorfismo ordenado f : Fy — Fy estende de modo inico a um

isomorfismo f: Ay — A,. que € aulomaticamente um isomorfismo ordenado

Demonstracao:

Seja I um corpo ordenado por um conjunto de elementos positivos P. Seja £ a extensao
de F' definida no Lema 4.2.10, a qual é formalmente real. Pela Proposicao 4.2.4 existe um corpo

A real-fechado em Q contendo E. Afirmamos que A é um fecho real de F relativo a P.

Para demonstrarmos a afirmacao acima resta demonstrarmos que P = A% N F. Pelo

Corolario 4.1.5(3) basta demonstrarmos que P C A2 N F. Para qualquer b € P, Vb € E C A.

Assim b € A2N F. Logo P C A?N F. A demonstragio de (ii) que implica na unicidade do

fecho real e sera demonstrada no capitulo seguinte (Teorema 5.1.9). [

Para encerrarmos esta segao discutiremos um exemplo que, em particular mostra a
existéncia de corpos pitagoreanos formalmente reais com 2"-classes de quadrados, para n arbi-

trario.

Seja F' com corpo de caracteristica diferente de 2 e denote por F) := F((t)) o "corpo de
séries formais de Laurent”sobre F. O corpo F) consiste de todas as séries formais de Laurent
do tipo f = aut™ + appit™t + ... ,(m € Z), com a adigao e multiplicagao usual de séries.
Podemos escrever f na forma f = t™(a;, + @myrt +--+). Assimse g = t"(b, +bp41t +- - -) entao
f = g se, e somente se, n = m € (a&m + amp1t + ---) = by + byt + - - - (mod. t°), Vs € IN. Se
h=1+cit+ct?+--- € Fy, por indugao sobre s encontramos h, € F, tal que h = h?(mod. t°).

Em outros termos, A é um quadrado em Fy. Este fato sera usado na proximo exemplo.

Exemplo 4.2.12 Sejam F um corpo, < uma ordem de F' e Fy = F((t)). Entdo

(1) Ezistem precisamente duas ordens de Fy que estende <. EE'm uma delas t € positivo ¢

na outra t € negativo. Em particular, se I' € formalmente real, F\ também o é.
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(2) Se F' € pitagoreano entdo Iy também € pitagoreano.

(3) Se F' € real fechado, entdo F, = F((t1)...((ts)) € um corpo pitagoreano com 2"*!

classes de quadrados.

Demonstracao:

(1) Se f = aut™ + am4it™" ..., com a, # 0, dizemos 0 <; f se, e somente se, 0 < a,,.
Entao <, é uma ordem sobre F) e a demonstracao deste fato serd omitida. Vejamos que esta

¢ a tunica ordem estendendo a ordem original < de F, na qual ¢ é positivo.

Expressemos f na forma f = an,t™(1 + e;t + - --) (colocando a,,t™ em evidéncia). Como
1 + et + ext? + ... é um quadrado em Fy, podemos escrever f na forma f = a,t™(g(t))%
Agora seja <, outra ordem de /) estendendo =<, na qual 0 <3 ¢. Se 0 <3 f = a,,t™(g(t))? entao
0 <2 am (pois 0 <2 t™ e 0 <3 g(t)%). Logo 0 <; f, ou seja P, C P,. Pela Proposicao 4.1.5(3)

tem-se que <, e =, 530 iguais.

Observando que t e —t tem o mesmo papel em F}, isto é, t — —t induz um F-automorfismo
o de Fy, obtemos (por defini¢ao) que o(Px,) := P é um conjunto de elementos positivos de
uma ordem = . Assim /] também tem uma tnica ordem estendendo <, na qual ¢ é negativo.

Nesta nova ordem f = a,,t™ +... é positivo se, e somente se 0 < (—1)™a,. Isto demonstra (1).

(2) Do item (1) temos que F; é formalmente real. Mostremos que F; é pitagoreano. Con-
sidere f2+ ¢g?, onde f = apt™+....,e g="byt"+ ..., am # 0, b, # 0. Se m < n, entdo

2+ ¢* = (amt™)*(1 +...) é um quadrado em F; como vimos a pouco no item (1).

Se m = n, escreva a2, + b2, = 2, ¢, € F, pois F pitagoreano. Como, por hipétese, F' é
formalmente real, temos que ¢,, # 0. Temos agora f%+ g = 2(c,,t™)*(1 +...), novamente, um

quadrado em F}. Isto conclui (2).

(3) Segue de (2) e do Corolario 4.2.2.
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4.3 O Espectro Primo do Anel de Witt

Nesta sec¢ao estudaremos o conjunto de todos ideais primos do anel comutativo W ( F'), chamado
"espectro primo”. Determinaremos este conjunto e veremos que ele esta intimanente relacionado

com os conjunto das ordens de um corpo.

Se P é um ideal primo em um anel comutativo A, e o dominio — tem caracteristica p

P

(primo ou também zero), por conveniéncia, diremos que P tem caracteristica p.

Para o que vem a seguir precisaremos da

Definicao 4.3.1 Sejam q =<a,,ay,...,a,> uma forma quadratica sobre um corpo ordenado
F' e P aordemde F. A assinatura de q (relativa a P) é o nimero inteiro signpq =ny —n_,
onde ny = |{ay,as,...,a,}[P|, e n_ = |{a1,a3,...,a,}[)—P|. Ou seja: a assinatura da
forma quadrética ¢ é o mimero de elementos positivos menos o nimero e elementos negativos

segundo a ordem P.

Denota-se também, signpq por sign,q onde a é a ordem de F tal que P, = P. Tendo em
vista o Teorema 4.2.3, que diz que os elementos a’s se reduzem a 1 ou —1 no fecho real de F
temos que sign,q = r*(q) € W(F,) >~ Z, onde F, é o fecho real de F relativamente a ordem

.

Lema 4.3.2 Seja P um ideal primo em W(F') de caracteristica p (um nimero primo ou zero).

W(F Z
FEntao 1() ] ~ E

Demonstracao:
W(F)
P

que <a> —1 € Pou<a>+1 € P e assim cada <a >= 1(mod. P) ou <a>= —1(mod. P),

Como ¢ um dominio de integridade e (<a> +1)(<a> —1) = 0 € W(F), temos

para qualquer a € F. Como W(F) é aditivamente gerado por <a>, a € F, segue que o grupo
W(F) F) Z
P T pZ

é ciclico (gerado pela imagem de < 1 >) e portanto
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Teorema 4.3.3 Hd uma correspondéncia natural um-a-um entre ideais primos de W(F) de

caraleristica zero e as diferentes ordens sobre o corpo F'.

Demonstracao:
Para uma ordem « de F (se existir uma), seja I, o fecho real de F' relativo a ordem a.

Sejam r% : W(F) — W(F,) o homomorfismo induzido pela inclusao r : F — F, e

W(F)
Pa )
ker r’ é um ideal primo de caracteristica zero. Podemos ver que para todo a € F,a € P, <=

a = 1(mod.P,).

P. = ker r%. Pelo Teorema do Isomorfismo = Im r, = Z (dominio). Logo P, =

De fato, como P, = F2NF entdao a € P, se, e somente se, a € FINF << a,—1>=0em
W(F,) <= a = 1(mod.P,). Este fato serve como motiva¢ao para construir a correspondéncia
inversa: dado um ideal primo P de caracteristica zero (ou caracteristica diferente de 2), vamos

construir uma ordem ap de F. Definimos o conjunto dos elementos positivos da seguinte forma:

Pp={a € F |<a>=1(mod.(P)}.

Verifiquemos Pp é uma ordem:

(z) 0 ¢ Pp, é claro.

(#7) Seja a € F e a ¢ Pp. Entao < a> #£1(mod.P) e assim < a >= —1(mod.(P). Isto

implica que < —a>= 1(mod.(P)}, isto é, —a € P.
Além disso, P é fechado para a multiplicagao e para a adicao:

(171) Tome a,b € Pp, entao <a>= 1 =< b > (mod.P). Como <a> —1 € P, entdo
<ab> — <b>=<b> (<a> —1) € P (pois este é ideal). Consequentemente < ab>=<b>
(mod.P) = 1(mod.P), ou seja ab € Pp.

Sejac=a+b. Sec =0, entao a = —be de <a>=<b>= 1(mod.P) temos 1 = —1(mod.P),
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dai 2 € P e portanto P tem caracteristica 2, contradigao. Entdo ¢ # 0 ede <a> + <b>=
<a+b> (14 <ab>) temos 2 = 2 < ¢ > (mod.P). Como carP = 0 segue que < ¢ >=

1(mod.P), isto é, ¢ € P e isto conclui a demonstracao de que ap é uma ordem sobre F.
. 5 [/ ¥ ~
Afirmamos que as aplicacoes o — P, e P — ap sao inversas uma da outra.

De fato, seja @ uma ordem de F' e o’ := (¢ 0 0)(a) = ap,. Mostremos que P' := Py e

P := P, sao iguais, acarretando que o' = a.

Para qualquer a € P',<a>= 1(mod.P,), ou seja, <a,—1>€ P, = ker (r}). Assima € P’

se, e somente se, a € F2N F = P,. Logo o0 =id.
Agora provemos que 6 o ¢ = id.

Seja P um ideal primo de caracteristica zero em W (F'). Entdo ¢(P) é a ordem ap cujo
conjunto dos elementos positivos é Pp = {a € F| < a>= 1(mod.P)} e (¢(P)) := Pa, =

ker(r;p). Assim ¢ =<ay,...,a, >€ Pq, se, e somente se, ¢ =0¢€ W(F,, )~ Z se, e somente

T
se, $ignq,,q = 0 se, e somente se, E signg,, <a; >= 0. Por definicdo, a; € Pp para a metade

1=1
dos indices 7 € 1,2,...,n e —a; € Pp para a metade restante dos indices. Reordenando e

colocando os a;s positivos na frente temos:

q =< A1y.0+38my —Amily-rey —Q2m >, N = ‘Zm, Alyeeey Uy —Omyly---y —d2m = P’P- Assim,
<a;>=1(mod.P), i=1,....,m e <a;>= —1(mod.P),i =m+1,...,2m, o que implica que
q = m(1) + m(—1)(mod.P). Portanto q = 0(mod.P), ou seja q € P. Logo P,,, CP. Agora o

isomorfismo nos da que 'Pr,p =P

“p

Isto conclui o teorema.

Vamos agora considerar os ideais primos de caracteristica p # 0. Primeiro vamos aproveitar
os ideais primos de caracteristica zero de W( F') (se existirem) e construir ideais de caracteristica

p > 0 (incluindo 2). O teorema a seguir, garante que esses sao todos os ideais primos do anel

W(F).

AVA
AVAYAY
ay

1 2 5 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17

18



Para uma ordem o de /' e p > 0 um numero primo denote por P, , o nicleo da seguinte

aplicagao composta:

r' m Z
W(F) 25 W(F,) ~ Z =

pZ
Em outras palavras, P, , consiste de todas as formas quadraticas ¢ € W(F') cuja assinatura

relativa a ordem « é um inteiro miltiplo de p.

E importante notar que P, ,, é o unico ideal de caracteristica p que contém P,.

P

De fato, tome q € P,, entao ri(q) =0 e mori(q) =0, ou seja, ¢ € P, . Seja agora P um
. . W(F Z "
ideal que contém P, e 7(3 ) ~— entdo para toda formaq € P,p,, 1o =m<1l> me Z:
pZ

F Z
multiplo de p. Entao g+ P =0 € % pois Tori(q) =0 € T Logo ¢ € P, ou seja,
p
Pop CP. Sejaq € P D P,,entio g+ P, C W(F,) ~ Z. Como q € P entao m(q+ P,) =0
Z W(F) Z

em pois ¢ =0 em —— ~ . Logo q € P,,, ou P C P,,,,. A afirmagao esta provada.

PZ P pZ
Teorema 4.3.4 Spec W(F') consiste dos sequintes tipos de ideais primos:

(1) Pa onde a percorre lodas as ordens de F. Esles sao lodos ideais primos de caracleristica

(2) Pap, « como em (1) e p um nimero primo. Estes sdo todos os ideais primos de

caracteristica p.

Demonstragao:
Precisamos somente verificar (2) acima.

Seja P um ideal primo em W(F') de caracteristica p # 2. Na demonstracdao do Teorema
4.3.3 temos construida uma ordem a = ap de P. Afirmamos que P, C P. De fato, seja
q uma forma em P,, isto é, ¢ tem assinatura nula relativo a a. Entao, na diagonalizagao
de ¢ metade das entradas sao positivas (e a outra metade negativa) relativa a a. As entradas
positivas, por defini¢ao, sao congruas a 1(mod.P) e as outras sao congruas a —1(mod.P). Assim

q = 0(mod.P), o que mostra que P, C P como afirmado.
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Como P, , é o tnico ideal primo de caracteristica p que contém P,, concluimos que P =

Po.p- Isto completa a classificagao. [
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Capitulo 5

Extensoes de Assinaturas

5.1 Extensoes de Assinaturas

Seja A uma F-dlgebra comutativa de dimensio finita. Para a € A, tr(a) é o trago do F-
endomorfismo "multiplicacao por a”. Isto define uma aplicagao F-linear, que no caso em que
A é um corpo (contendo F') é o trago usual definido para cada elemento da extensio Aj,,
ou seja, tr,qlp(a) = ) a;, onde a; sao as raizes distintas do polinomio minimal de a sobre
F. Uma generalizacao da forma bilinear tr. < 1 > definida anteriormente no transfer de
Scharlau (ou reciprocidade de Frobenius) é b(z,y) = tr(zy) definida sobre A x A. Da teoria de

algebra comutativa temos que se A é uma F-algebra de dimensao finita n, entao A é isomorfa a
FiX]
<p(z)>
dois resultados classicos.

, onde < p(z)> é o ideal principal de F[X], gerado pelo polinémio p(z). Agora seguem

Teorema 5.1.1 (Teorema Chinés do Resto) [H, p. 131-132]

Sejam py,p2,...,pr € K[X]|,Ai =< pi > o ideal principal de K[X] gerado por p; =
pi(X), com (pi,p;) = 1, ¢ # j. Dados fi,fa,...,fr € K[X] o sistema de congruéncias
f = filmodA;), i =1,2,...,r tem uma inica solugio em K[X], médulo NA; =<ppz...p,>.

46

AVA
AVAYAN

1 2 5 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17 18



Lema 5.1.2 (Sylvester)

Sejam (F,P) um corpo ordenado com fecho real A, b(z,y) = tr(zy) a forma trago definida

sobre a F-dlgebra A de dimensdo finita. Seja p(X) € F|[X] tal que A ~ %

sign,(b) € o nimero de zeros distintos de p(X) em A. Em particular o nimero de zeros de

Entado
p(X) depende apenas de P e nio da escolha de A (pois sign,(b) € invariante).

Demonstracgao:

Como A? é uma extensio de P a A temos que sign(b) = sign ,(ba), onde ba = b ® A.
A[X]
<p(X)>
Teorema Fundamental da f\lgebra temos que p(X) se decompde sobre A em um produto de

O espaco vetorial subjacente da forma bilinear ba é . Como A é real fechado, pelo

fatores lineares e/ou quadraticos:

P(X) = p(X) p2(X)2 ... pe(X)*,

com grau de p;(z) < 2. Pelo Teorema Chinés do Resto, existe um isomorfismo canénico de

F-algebras:

AX]  AX] L _AlX]

()

~ X oo X —————

<p(X)> " <pu(X)> <pe(X)er >

Como a multiplicagao neste produto cartesiano de A-algebras é feito coordenada a coorde-
nada segue-se que b((Y1,...,Y.),(Z1,...,Z,)) = tr(V1Zy,...,Y,Z,). Assim a decomposigao de

em produto direto dado em (*) é uma decomposi¢ao ortogonal em relagao a b. Sendo

b=>b1b,L...1b,

% Como sign,(b) =
A[X]
<pi(X)ei >

Dessa forma, temos 2 casos a considerar: p;(X) = (X —a) e p;(X) = X? + aX + f.

AlX]
<(X —a)>
(X — a)*"'} de L;. Nesta base a matriz da forma traco (b;) é dada por (b;), =

onde b; é a forma trago com espago vetorial subjacente

>~ sign(b;), basta verificar o teorema para a forma traco b; definida sobre L; =

(A) Se L; é da forma L;

considere a base B = {1,X — a,...,
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[tr((X — @) )(X = @)*)]lexe, 4,k = 0,1,...,e = 1. Como tr((X — a)") é o traco da matriz
da fungao linear f: L; — L;, f(y) = (X — a)"y segue que

Em outras palavras, b; =<e,0,...,0> e portanto sign,(b;) = 1.

5 # A[‘X'] 2 -4 A[X]
(B) Se L; é daforma L; = <(XZfaX 1 B)> com a”*—43 < 0, entao L; ~ W

A[X]
<(XZ41)e>’
Y : L — L; tal que 0 = 9((v? 4+ 1)°) = (¥(v)* 4+ 1)¢, onde % (v) = a+ bu. Sendo B = {1 =

vo, X = v, X(X?+1) = v, (X2 +1)2 = v3,..., X(X? +1)*"! = vy._1} base de L;, depois de
o+ 2u

dpy v
W +ou+tp

4457- Faca ¢(X*(X?4+1)7) = (X*)(X?+1)’ e estendendo 3 a todo L por linearidade.
Deste modo ¢ e um homomorfismo de anéis. O grau de ¥(v;) é igual o grau de v;, v; € B.
2e—1 2e—

1
Assimse f = ) av; € L é tal que 0 = ¢(f) entdo 0 = > a;¥(v;). Como para i # j (i,7 =

i=0

De fato sejam L = v a classe de X em L e u a classe de X em L;. Queremos

alguns calculos encontramos: ¥ (1) = 1,( . Consequentemente (X% + 1) =

1=0
0,1,...,2e — 1), ¥(vi),¥(v;) tem graus diferentes segue-se que a¢; = 0, (: = 0,1,...,2¢e — 1).

Logo ker b = {0} e portanto 1 é injetora. Como L e L; tem a mesma dimensao como A-espaco
vetorial segue-se que v : L — L; é um isomorfismo A-espacos.
A[X]

<(X2 1>
(bi)B = (tr(vjvr)), onde tr(vjvi) é o trago do endomorfismo linear f : L; — L;, f(y) = vjvry.

Assim podemos considerar L; = . Na base B a forma traco b; tem a matriz

Calculando cada um destes tracos formamos a matriz
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Em outras palavras, b; =< 2e,—2¢,0,...,0 > (na base B). Assim sign,(b;) = 0, e a

demonstracao esta concluida. =

Lema 5.1.3 [B, Chaps 1 — 2 § 2 Proposition 1b, p.96]

Sejam A, B ané€is comutativos ¢ P um ideal primo minimal de A. Se f: A — B € um

homomorfismo de anéis tal que ker f C P, entdo existe um ideal J de B tal que P = f~1(J).

No capitulo anterior vimos que existe uma correspondéncia 1 a 1 entre as ordens de um
corpo F' e os ideais primos de W(F') de caracteristica zero. Estes, por sua vez sao precisamente
os nucleos das aplicagoes assinaturas de W(F') em W(F,) ~ Z, (F, : fecho real de F relativo
a ordem a). Logo existe uma correspondéncia natural entre as ordens de um corpo F' e as

assinaturas de W(F'). Vamos denotar por sign, a assinatura de W(F) correspondente a ordem

P de F.

Definicao 5.1.4 (Eztensoes de Assinatura e Ordens)

Sejam f : W(F) — W(L) um homomorfismo ¢ o uma assinatura de W(F'), (isto é:
um homomorfismo de WF em Z). Dizemos que o se estende a uma assinatura o’ de W(L)
relativamente a f, se 0'(f(q)) = o(q), para todo elemento ¢ € W(F'). No caso em que L D F
e f=r":W(F)— W(L) é o homomorfismo induzido pela aplicagao inclusao de F em L

dizemos simplesmente que ¢’ é uma extensdo de o.

Se P é uma ordem de F' e (Q é uma ordem de L, L D F, diz-se que Q) estende P (ou Q ¢

uma extensdo de P) a L se QN F' = P. Esta extensdo serd denotada por (L, Q)\r,p)-
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Considere novamente Lj, uma extensao de corpos. Na literatura é comum os autores
denotarem o niicleo do homomorfismo induzido pela inclusao r* : W(F') — W(L) por W(Lr).

Com estas notagoes temos:

Lema 5.1.5 Sejam (F, P) um corpo ordenado, L\, uma extensdo de F'. A ordem P tem uma
extensdo a L se, e somente se, sign,(W(L),)) =0
Demonstragao:

Seja () uma extensdo de P a L. Se ¢ =< ay,...,a, > pertence a W(F) entao r*(q) =

< ay,ay,...,a, > € W(L). Logo sign,r*(q) = sign,(q) e portanto se ¢ € W(L).) entao

ker r* C ker sign,. Pelo Lema anterior, existe um ideal primo J de W(L) tal que r"_i(J)

ker sign,. Pelo Teorema 4.3.4 segue que v~ (J) = Jp (ker sign,). Pelo Teorema 4.3.3 a

ordem @) correspondente a J é dada por:

Q={a€l|<l,—a>€ J}

Resta verificar que P = QN F. Seja a € P entao a € Fe<l,—a>€ J,ou seja, a € FNQ.
Reciprocamente, se « € F'N(Q entdo @ € Fer*(<l,—a>) =<1l,—a>€ J. Assim a €
Fnr~'(J)=Jp,oua € P. Logo QN F = P. =
Corolario 5.1.6 Seja (F, P) um corpo ordenado e L, uma extensdo de F.

(i) Se [L : F] é impar, sempre existe uma extensio de P a L.

(ii) Se L = F(v/d),d € P, também eziste uma extensio de P a L.

Demonstragao:

O Teorema de Springer para extensoes de grau impar nos da que W(L|,) = 0. Logo

sign,(W(Lj,) = 0 e (i) estd provado. Agora se L = F(v/d), pelo Teorema 3.2.2, obtemos
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W(L.) = W(F) <1,-=d >. Como d é positivo segue que sign,(W(Lj,)) = 0. Logo (i1) é

valido. B

A demonstragao do Lema seguinte depende da teoria de anéis semi-simples. Como s6 vamos
usa-la num ponto, preferimos sé enuncia-la em vez de conceituar e desenvolver parte da teoria

de anéis semi-simples para tao pouco uso.

Lema 5.1.7 [K, Lema 4.1]

Seja L), uma extensdo finita de grau n. Entdo existe um L-isomorfismo de anéis

L@FLEL[X[sz...XL,»

onde Ly =L € Ly,..., L, sio extensoes algébricas de L com grau menor que n.

Lema 5.1.8 Seja (F,P) um corpo ordenado com fecho real A. Tome L = F(a) uma extensdao
algébrica simples e seja ¢ a forma trago de L sobre F. Assuma r = sign,(tr(zy)) > 0. Entdo
existem no mdzrimo r extensoes R; de P a L. (Eles sio dados pelos F-mergulhos o; : L — A,

isto ¢, R; = U;_I(A2).

Pelo Lema 5.1.2 r é o nimero de zeros em A do polinémio minimal p(z) de a, e é também
o nimero de F-mergulhos o; : L — A. Claramente R; = 0;7'(A?) sao extensoes de P, desde
que facilmente, verifica-se que R; satisfaz as propriedades de ordem e além disso, R; N F' = P.
Assuma agora que exista outra extensao (). entao existem a; € L com o(a;) ¢ A%, ousejaa ¢ R;
e a; € Q. Por repetidas aplicagoes de 5.1.6 a ordem () estende a L(,/ay, ..., /a;) = F(B), onde
B é um elemento primitivo sobre F' com polinémio minimal g(z). Pelo Lema 5.1.2, ¢(z) tem

um zero em A. Portanto, existe um F-mergulho o : F(3) = A. Seja 0|, = 0;, entao temos a

seguinte contradicao: oj(a;) = o(a;) = (\/o(a;))? € A% m

Teorema 5.1.9 (¢) Sejam, (L, R)|(r,p) uma extensdo algébrica de corpos ordenados e A um

fecho real de (F, P). Entdo existe um mergulho L — A que preserva a ordem.
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(72) Sejam A, E fechos reais do corpo ordenado F. Entdo eziste exatamente um F'-isomorfismo

E = A que, necessariamente preserva a ordem.

(2i2) na situagdo de 5.1.8, os R; sao lodos diferentes. Entao P lem exatamenle r extensoes

a L.

Demonstracao:

(1) Consideremos o conjunto F de todos os corpos intermediarios F' C M C L, tal que
existe um mergulho (M, M N R) — (A, A?%) que preserva a ordem. Ordenando F pela inclusdo,

pelo Lema de Zorn, existe um corpo maximal My emF. Pelo Lema anterior My = L.

(72) De acordo com (7) existe um F-isomorfismo o : E — F. Seja 7 : £ — F o segundo.
Como 7(E?) C A?, a aplicagao 7 preserva a ordem como o¢. Tome a € E com polindémio
minimal p(z) e conjugados ay,...,a, em E. Sem perda de generalidade a; < ... < a,. Desde

que o e T estao preservando as ordens temos:

olay) < ... <o), 7(a1) < ... < 7(a).

Entao o(a;) = 7(e;) e em particular o(a) = 7(a), pois um dos o(a,) é o(a).

(iii) Assuma que R; = R; = R, para ¢ # j. Seja E o fecho real de (L, R). Por (ii) os
mergulhos o; # o}, podem ser estendidos a aplicacio E — A, e isto é impossivel por (i7). Isto

conclui o teorema. =

Um resultado fundamental para nés é o teorema a seguir:

Teorema 5.1.10 Sejam (F, P) um corpo ordenado ¢ L uma extensdo finita de F'. Entao
signy(tr. <1>) > 0. Além disso tem-se que a ordem P se estende a L se, e somente se,

sign,(tr. <1>)> 0.
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Demonstracao:

Facamos por indugdo em n = [L : F]. Para n = 1 a tese é evidente pois tr, <1 >=
< 1 >. Suponhamos n > 1. Se P nao pode ser estendida a L entdao pelo Lema 5.1.5
sign,(W(L,)) # 0. Seja ¢ € W(Lj,) com sign,(q) # 0. Pela reciprocidade de Frobenius
g-tr(<1>) = tr.(r*(q)) = 0. Dai sign,(q.tr. <1>) = sign,(q).signp(tr. <1>) = 0. Logo
sign,(tr. <1>) = 0. Se P possui pelo menos uma extensao @ a L entao sign,(ir. <1>) =

sign,(tr. <1>p), onde (tr.<l1>p=r*(tr. <1>)).

Por definicao temos que a forma n-dimensional tr, < 1 > tem L ®@p L como espago
subjacente (isto é: tr. <1>p: L @p L. — L). Pelo Lema 5.1.7, segue-se que existe um L-
isomorfismo de anéis L ®p L ~ L; X Ly X ... X L., onde L; = L e L; é uma extensao algébrica
de L com grau [L; : L] = n; < n. Como as operagoes de L; X Ly X ... X L, sao efetuadas

coordenada a coordenada segue-se que esta decomposicao de L ®@p L é ortogonal, ou seja:
(L ®pF L, tr. <1 >L) = (Ll, tr )J_(Lg., tTg)J_ —_— J_(L,-, t?"r)

onde tr; : L; — L é a restri¢ao da forma tr. <1>p a L;. Logo tr; é a forma traco de extensio
L;, e podemos escrever tr, <1>p= trpy, <13, Como L; = L tem a forma trago igual a
< 1>, a assinatura é 1. Sendo [L; : L] < n, a hipdtese de indugao nos da que os outros tr; tém

assinatura maior ou igual a zero. Assim sign(tr. <1>) > 0. [

Exemplo 5.1.11 Seja E = F(\/a), a € F\F?2.

A forma quadrdtica tr. <1>: E — F tem forma bilinear associada b : E x ¥ :— F

definida por b(z,y) = tr(z.y). Assim, em relagio a F-base {1, /a} de E temos:

b(1,1)  bl,va) \ [ t(1) w(va)\ (2 o0
b(v/a,1) b(v/a,/a) tr(\/a)  tr(a) 0 2

Logo tr. <1>~<2,2a> . Assim, se F' € ordenado por P. temos que sign,(tr. <1>) > 0 se,

.Mg,- <> =

e somente se, a € P. Neste caso a ordem >p € estendivel a E, de dois modos: em uma ordem

va € positivo e na outra ordem \/a € negativo. ]
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Exemplo 5.1.12 Pelo Coroldrio 5.1.6(i) existe uma extensio da ordem usual ( < ) de @ a
Q(¥/a), onde a = 2 ou a = —2. De fato pelo Teorema 5.1.10 € suficiente demonstrarmos que

sign(tr. <1>) > 0.

Para isto seja E = Q(/a), considere a base B = {1, {/a,Va?} de E sobre §. Temos que

a forma quadrdtica tr. <1> (z,y) = tr(x.y) na base B tem a sequinte matriz:

tr(1) tr(a)  tr(Va?)
M, .,=| tr(a) tr(Va?) tr(Ja)
tr(Va?) tr(a) tr(a/a)

onde a =2 oua = -2.

Logo tr. <1> (z1,22,73) = (z1 x2 T3)M,, .. (21 T2 z3)' = 3z} + 6az,x3. Como Q.1 €
ortogonal a (Q./a+Q.Va?) e tr <1> restrito @ Q.y/a+Q.va? € dada por 6az,x3 isométrico
a IH (Teorema 1.3.2(4)), temos que tr <1>=<3>1L IH. Logo sign(tr. <1>) =1 ¢ a ordem

usual de @) se estende a Q(/a), onde a =2 ou a = —2. a

Exemplo 5.1.13 Sejam F, < um corpo ordenado e¢ a € F\Fz, 0 < a. Entao
K = F(*3/a, n =1,2,...) possui uma inica extensio da ordem < de F. Desde que \/a € K, a
€ positivo em todas as ordens de K. Assim as ordens de K estao em correspondéncia bijetiva

com as ordens de I' em que a € posilivo.

De fato, denote por F,, o corpo F,, := F(\/a,/a,..., *\/a), para cadam =1,2,,....

Note que cada um dos elementos \/a, /a, ..., *"\/a € um quadrado em F,,. Logo eles sio
posilivos em qualquer ordem de F,,. Pelo exemplo 5.1.11 existe apenas uma ordem de Fy tal
que \/a € positivo nesta ordem. Como F,,_y C F,, = F,,_1(*V/a), por indugdo sobre m existem

2!’11

rd e m
apenas duas ordens de F,, que estende <; uma em que a € positivo e a outra em que *\/a

€ negativo.

(s ]
Desde que K = U F,. € um corpo (pois {F,,, m € IN} ¢ uma cadeia ordenada pela

m=1
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inclusao), cada ordem de K induz uma ordem em F,,. Mostremos que K possui apenas uma

ordem que estende =<, a saber, aquela em que *\/a € positivo, Ym > 1.

Seja =,, a iunica ordem de F,, que estende < na qual *\/a € positivo. Note que %/a sendo
um quadrado em F,, paras = 1,2,... ,m—1, eles também sao positivos. Seja P C K o conjunto
P = |J P, onde P,, € o conjunto dos elementos positivos da ordem de F,, que estende < tal
que 3fa € P, s=1,2,...,m. Desde que P C P, C P,--- € muito fdcil verificar que P ¢ uma
ordem de K que estende P. Agora sejam <; e <, duas ordens de K que estendem <. Como
K € uma reunido de uma cadeia de corpos e =y, =y sdo iguais sobre F existe 1 € IN tal que
<1==3 sobre F; e distintas sobre F;yi. Seja <’ as restrigées de <, € <5 sobre F;. Como F;4, €
uma extensdo quadratica de F; so existem duas extensoes de =<' sobre Fi 1; uma em que "+%1_
¢ positivo e a outra em que **\/a ¢ negativo. Entdo estas duas extensées sio precisamente
<; e <Xy . Se ’”VE <1 0 em Fyyy, entdo 2‘+\l/c_a <1 0em K e "'4\1/5 € um quadrado em K,
(contradi¢do). Do mesmo modo temos uma contradi¢io caso **/a <, 0 em Fiyy. Como

2Va € 1'\"2, Vm =1,2... o exemplo estd completo. [ |

Efetuando mais alguns célculos, pode-se estender o Teorema 5.1.10 para toda forma quadratica

sobre L, ou seja:

Teorema 5.1.14 Sejam (F, P) um corpo ordenado e L), uma extensao finita. Entdo para toda

forma quadrdtica ¢ sobre L, sign,(tr.¢) = Z signg(®), onde a soma € dada sobre todas as

ROP
extensoes R de P. Em particular, o nimero de extensées € igual a sign,(tr. <1>).

Demonstracgao:

Podemos assumir ¢ =<a>, a € L. Seja A um fecho real de (F, P) e E = F(y/—1). Entdo
sign,(tr. <a>) = sign(tr. <a>)a. O espago vetorial subjacente de (ir. <a>)r é L @ A.
Pelo Lema 5.1.7, LQp A=A X --- x AX E x --- X E, com r fatores A. Esta decomposigao é
ortogonal e os fatores E sao tais que (F, gg) sao planos hiperbdlicos, onde gg é a restricao de

tr. <a>p a E. tr. <a>j restrita a E é positivo ou negativo dependendo se a € positivo ou
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AVA
cm 1 2 2 4 2 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17 18



se « € negativo na ordem correspondente. Pelo Teorema 5.1.9(i17) a extensiao P corresponde

exatamente aos fatores A e isto demonstra o teorema. B
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Capitulo 6

O Espaco das Ordens de um Corpo

6.1 O Espaco das Ordens de um Corpo

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre o conjunto das ordens de um corpo F. Este

conjunto sera denotado por X, ou seja,

Xp :={P| P ordem de F}

Queremos primeiramente, construir uma topologia canénica sobre Xp. Toda ordem P
define de modo unico uma funcio assinatura, sign, : F* — {£1}, sign,(z) = 1 se, e somente
se, ¢ € P. O conjunto de todas aplicagdes s : F" — {£1} sera denotado por Il {£1}, ou
mais resumidamente por I1{%1}. Como P é completamente determinado por sign ,, temos uma
inje¢ao Xp —> II{£1}. Tomemos {£1} com a topologia discreta e I[1{%1} com a topologia

produto.

Como {+1} é Hausdorff e compacto, pelo Teorema de Tychonov temos que II{£1} é com-

pacto e Hausdorff.

Consideremos Xr um subconjunto de II{£1} e dotado com a topologia induzida. O con-

junto X é chamado espago das ordens de F.
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Por conveniéncia, lembremos que um conjunto B de abertos de um espago topoldgico X é
chamado subbase se todo aberto de X pode ser expresso como uniao de intersecgoes finitas de

elementos de B. A topologia em I1{#1} é definida tomando a seguinte subbase:
nle) = Ha,e) = {f : F — {£1}f(a) = ¢}
ondea € F', e =+1 en, =II{£1} — {£1} é a projegao sobre o a-ésimo fator.
Como a seguinte uniao é disjunta:
{£1} = H(a,e) U H(a,—¢)
os conjuntos H(a,¢) sdo abertos e fechados.

Um espago topoldgico é chamado totalmente desconexo se qualquer dois pontos podem ser
separados por subconjuntos disjuntos abertos e fechados. Temos o seguinte: se f, g € I1{+1}
e f(a) # g(a) entao f e g sdo separados por H(a,c) e H(a,—¢). Assim [I{£1} é um espago

booleano, isto é, Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

Teorema 6.1.1 Xy € um subconjunto fechado de II{£1}. Assim Xp ¢ um espago booleano

com a respectiva topologia induzida.

Demonstracgao:

(24

Mostremos que X

é aberto. Tome a aplicagdo s : ' — {£1} que nao é definida por

uma ordem. Dessa forma, pelo menos uma das seguintes condi¢oes ocorre:
(1) s(a) = s(b) = 1, mas s(a + b) = —1

(2) s(a) = s(b) = 1, mas s(adb) = —1

(3) Existe a € F tal que s(a) = s(—a) =¢ (¢ =1 ou —1).

Consideremos que ocorre (1), entdao a,b € s7'(1) implica que a + b = ¢ ¢ s7'(1) e dali,
s € H(a,1) N H(b,1) N H(c,~1). Mas (H(a,1) N H(b,1) N H(c,~1)) N Xr = @ pois se

P € Xp, sign,(a) = sign,sign(b) = 1 entdo sign(c) = 1, contradigao.

58

AVA
cm 1 2 2 4 2 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17 18



Se ocorre (2), temos a,b € s7!(1) mas ¢ = ab ¢ s~!(1) e novamente s € H(a,1)N H(b,1)N
H(c,~1) e (H(a,1) N H(b,1) N H(c,—1)) N Xr = O.

Se ocorre (3) existe a € F tal que s(a) = 1 (a ¢ s7'(—1)) e s(—a) = 1(—a ¢ s7'(-1)
equivale a ¢ —s~'(—1)) e assim, s € H(a,1) N H(—a,1) e (H(a,1) N H(—a,1)) N XF = O.
Logo Xr é um subconjunto fechado de {£1}. Assim Xp com a topologia induzida de II{+1}

é booleano.

Finalmente como para todo ¢ € F', H(a,1)N Xp = H(a) = {P € Xp | a € P} e
H(a,—1)N Xp = H(—a) concluimos que a topologia induzida por II{£1} em X coincide com

a topologia inicialmente considerada. o

Definimos agora a seguinte aplicacao : 4’5 : Xp — Z, P —> sign(¢), onde ¢ é uma forma

quadratica sobre F' ou um elemento do anel de Witt.

Teorema 6.1.2 A aplicagao 5 € continua. A topologia de X € a topologia mais fraca tal que

todas ¢ sdo continuas.

Demonstragao:

Claramente, usaremos a topologia discreta sobre Z. Como soma de fungdes continuas é

continua, basta-nos mostrar para ¢ =<a>:

o-1(1) = 0, se i # 1

¢1(-1) = H(-a).

Como estes conjuntos sao abertos, a afirmacido esta provada.

Definigao 6.1.3 Para uma extensdo de corpos Ly,, temos a sequinte aplicagdo canénica:

EZELIF :){L —))&r}?, R— RERNF
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Teorema 6.1.4 (1) A aplicagao €L € continua e fechada para toda extensdio de corpos Lp

(i2) A aplicagdo €y ¢ aberta para toda extensdo finita Lip

Demonstracao:

(2) Para a € F claramente temos ¢~'(Hp(a)) = Hp(a). Entao ¢ é continua. Como X, é
compacto, segue que € é fechada (isto é, aplicagoes que levam conjuntos fechados em conjuntos

fechados).

(22) Temos que mostrar que a imagem de um aberto é aberto. Uma base de um conjunto

aberto é a colecao de conjuntos abertos e fechados:
H(ay,...s05) = Hay)N...N Hlay)

Seja R uma ordem de L. Entao R € H(ay,...,a,) se e sé se, sign, << aj,...,0, >># 0
(Onde ¢ =<< ay,...,a, >> denota a forma quadratica <1,a; > ®...® <1,a, >. Note que
sign << ay,...,a, >>= 2" se todos «a; sao positivos e é igual a 0 se um dos «a; é negativo).
Aplicando agora a formula traco de 5.1.14 sign(tr.p) = > sign,(¢).
ROP
Como sign,(¢) > 0 para todo R, segue que sign(ir.¢) # 0 se, e somente se, existe uma
extensao R de P com sign,(¢) # 0. E assim, € (Hlay, .. an)) = {P | sign(tr.¢) # 0},

como este conjunto é aberto e fechado, nossa afirmacao esta provada. =}

Exemplo 6.1.5

Vamos dar um exemplo de um corpo com um conjunto ndo contdvel de ordens.

Seja F = Q(V2, V3, V/5,...) a extensio de  obtida por adjun¢do das raizes quadradas de
todos os nimeros primos positivos. Denote por X(F') o conjunto de todas as ordens de F. Jd
vimos que existem duas ordens sobre Q(/p) (p > 0 um nimero primo em Z) que estendem a
ordem original < de ). Assim existem quatro ordens sobre Q(\/p, \/q) (p € q primos positivos

em Z ) que estedem a ordem original de @), etc. Cada ordem de F fica determinada quando
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se especifica que \/p € positivo ou negativo (ou seja: tem sinal 1 ou -1). Denotemos o produto
(o]

cartesiano de infinitos fatores de {0,1} por H{U, 1} e definimos ¢ : X(F) — H{O? 1}, por:

o(X) = (a1,a2,as,...), onde a; = 1 se \/p; € positivo na ordem < e a; = 0, caso contrdrio, (p;

€ o i-€simo primo). Entdo ¢ € uma bije¢cdo e como H{U, 1} nao € contavel temos que X(F)

ndo € contdvel. n

Notagao 6.1.6 7. C. Craven demonstra em ([C], Coroldrio 4) que X(F') € homeomorfo ao

conjunto de Cantor.
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