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Capítulo 1

Formas Quadráticas e Espaços

Quadráticos

1.1. Formas Quadráticas

Em todo o contexto V denotará um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo F' de
característica diferente de dois.

Uma forma quadrática (n­dimensional) sobre F é uma função g : V — F, (onde dimpV =n)

tal que

(1) a(au) = aºq(u), YaEeE FeVuE€ V e a função

(ii) bi: VxV — F, definida por by(u,v) = 3(g(u+v)— q(u)— a(v)) é uma forma bilinear
simétrica.

O par (V,q) é dito espaço quadrático (n­dimensional) sobre F' e b, é dita a forma bilinear
associada a q.
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Se b é uma forma bilinear definida sobre F, podemos verificar que q, : V — F dada por

q(u) = b(u,u), é uma forma quadrática tal que by, = b. Dada uma forma quadrática q, por

verificação imediata temos que q., = q. Portanto o fato da característica de F' ser diferente de
dois, temos uma correspondência um­a­um entre as formas quadráticas e as formas bilineares

definidas sobre F.

Dois espaços quadráticos (V,q) e (Vi,11) sobre um corpo F são isométricos e denota­
mos (V,q) =» (Vi,qn) ou simplesmente q >» q, se existir um isomorfismo de espaços vetoriais
o:V—W tal quegq=q 00. Esta relação é de equivalência e podemos checar facilmente que

q=q 00 (ou q q) se, e somente se, by(u,v) = b,, (o(u), o(v)).

Se q é uma forma quadrática definida de V em Fe B = fe;)?, é uma base de V, seja

M, = (b(e;,e;)), onde b é a forma bilinear associada a q. À existência de um isomorfismo o :

V3MW tal queg=q oo, equivale a existir C E GL.(F) (C é a matriz de 0 em bases de V e Vi
fixadas) tal que M, = C'M,,C. Portanto existe uma correspondência um­a­um entre as classes

de isometrias das formas quadráticas sobre F e a classe de semelhança de matrizes de M,.(F).

Em outras palavras, dois espaços quadráticos (V,q) e (Va,1) são isométricos se, e somente se,
suas matrizes M, e M,, (com relação a bases fixadas) são congruentes. À classe de semelhança

de M, é dita matriz da forma quadrática q ou de sua classe de isometria. Notemos ainda que

o determinante de M, e de M,, diferem pelo fator quadrático det(C)?. Portanto definimos o
Édeterminante da forma quadrática q como sendo o elementos d(q) = det(M,) € 37. Isto já

mostra que o grupo E desempenhará um papel importante na teoria de formas quadráticas.

Da teoria de álgebra linear temos:

Proposição 1.1.1 Seja (V,q) um espaço quadrático sobre um corpo F. Então as proposições
abaixo são equivalentes:

1. M = (by(e1,e;)) é não singular.

2. A aplicação 6: V — V*, ó(x) = by( ,x) é um isomorfismo.

3
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3. Parazx E V, b(r,y)=0; Vy E V implica que r = O.

Dizemos que um espaço quadrático (V, q), ou a forma quadrática q é não singular ou regular,

ou ainda não degenerado(a) se o espaço quadrático (V,q) satisfaz uma das (portanto todas)

condições equivalentes da proposição anterior. À menos da forma quadrática nula (q : (0) — FP),

em todo o texto serão consideradas apenas estes tipos de formas quadráticas. Portanto o termo

espaço quadrático ou forma quadrática significará, respectivamente, espaço quadrático não

singular ou forma quadrática não singular.

Exemplo (1)

Sejam V um espaço vetorial de dimensão 2 sobre F eq, q1 : V — F definidas por q(t,y) =

1º —yY emqn(r,y)=xy. Então o(t,y) = (tz +y,r—y) nos dá a isometria q Y qr.

0

0 —l

1 1

1 —H
Temos que M, = e Com =

o
O

v
l=

Assim M, = Coan Mg, Coan­

Sejam u,v E V, onde (V,q) é um espaço quadrático. Se by(u,v) = O dizemos que os vetores

u, v E V são ortogonais. Além disso, se U e W são subconjuntos de V e b(U,W) = O, ou

seja, b(u,w) = O para todos u E U, w E W, também dizemos que U e W são ortogonais. À

ortogonalidade será denotada por L. Assimu LveU 1 W.

À cada subconjunto X de V, o subespaço X* := fv E V | b(v,x7) = 0, Ver E X) é
dito complemento ortogonal de X. Quando X = V, diz­se que V+ é o radical de V, e também

denotaremos V*+ por rad V. Notemos que a Proposição anterior nos diz que o espaço quadrático

(V,q) é não singular se, e somente se, rad V = (0).

Exemplo (2) A forma quadrática de dimensão três dada por q(u) = X'M,X, onde u tem

coordenadas X = (x,y,z) numa base fixada e

AA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



1­10
—1 12 é não singular pois tem determinante não nulo.

0 20

Se (V,q) é um espaço quadrático e U é um subespaço de V, então a restrição da forma

quadrática q ao subespaço U, q, é uma forma quadrática sobre U. Pode ocorrer de (V, q) ser um
espaço quadrático regular e (U, q,)não ser regular. Por exemplo, tome U = faei +Ôe2, a, B €
F), no exemplo anterior. Encontramos U+ = fA(er+e2), à E F) £ (0). Logo qu não é regular.
No entanto temos

Proposição 1.1.2 Sejam (V,q) um espaço quadrático regular e U um subespaço de V. Então:

1. dim U + dim Ut = dim V

2. (UI) =U.

Demonstração: Também é um exercício de álgebra linear e será evitada.

1.2 Diagonalização de Formas Quadráticas

Definição 1.2.1 Sejam (V1, 11) e (Va, q2) espaços quadráticos sobre um corpo FeV = VW EV.

Definimos q : V — F por q(vi +v2) = a1(v1)+ qe(v2). Então (V, q) é um espaço quadrático com
forma bilinear associada by : VxV — F dada por by((us, u2), (v1, v2)) = ba, (ui, v1 ) +ba, (U2, 2).
Denota­se este novo espaço quadrático por (V1, qi) ­ (Va, q2) ou simplesmente por q1 ­ qo.

Uma vez fixada uma base para o espaço vetorial V toda forma quadrática sobre V pode
n

ser posta na forma g(x1,...,Tn) => asrir;. Termos mistos r;x; podem ocorrer na somatória,
1=1

e normalmente ocorrem. Nossa intenção agora é diagonalizar uma forma quadrática, ou seja,
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n

obter uma forma quadrática q, isométrica a q de modo que qi(z1,...,tTn) = NJ ajx?. Daí em
1=1l

diante só trabalharemos com este tipo de formas, por ser mais prático.

Definição 1.2.2 Sejam q: V — F uma forma quadrática sobre F e d € F. Dizemos que q
representa d se existir v E V tal que q(v) = d. Denota­se por Dr(g) ou por D(q), ou ainda

por Dq o conjunto dos elementos de F representado por q. Se D(g) = F dizemos que q é (uma
forma quadrática) universal.

Observação 1.2.3 É claro que se q eq, são formas quadráticas isométricas e q representa d
então q, também representa d. Assim, o conjunto D(q) dos elementos de F representados pela
forma quadrática q depende apenas da classe de isometria de q. Além disso, sea,dE F, temos
que d E D(q) se, e somente se, ºd E D(q) (pois: q(u) = d se, e somente se, q(au) = oºd).
Com isso vemos que D(q) é uma reunião de classes de F módulo Fº”, e podemos considerar

Notação 1.2.4 SeV = F.e, a forma quadrática sobre V definida por q(r.ei) = dx? será
denotado por <d>. Parade F é evidente que q é não­degenerada.

Proposição 1.2.5 Critério de Representação.

Sejam q uma forma quadrática definida sobre F ede F. Então de D(q) se, e somente
se, existe uma forma quadrática q, definida sobre F tal que qu<d> 1 q.

Demonstração:

Se qu<d>l q então d E Dí<d>1 q)=D(g).

Reciprocamente se d E D(q) então existe v € V tal que q(v) = d. O subespaço quadrático

(F.w, qeu) = (F.w, <d>) é regular. Provemos que (F.w, <d>) 1 ((F.w)",q(ru1) = (V,q)­

De fato, seja F.w := U. Como (U,<d>) é regular, temos que 07 : U — U* dada por:

0(u) = bu( ,u) é um isomorfismo. Como para todo v E V, O(v) E V", vem que O(v)y E U*.

6
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Como 4, é um isomorfismo existe u € U tal que O(vu)y = A(u). Assim d(v)ju(u,) = 01 (u)(u),

Yu, E U. Ou seja by(v,u1) =by(u,u1i), Vw E U. Daí br(uv—u,wu1) = 0, Vu, E U. Isto significa que
vu E Ut. Como v = u+(v—u) segue­se que V = UQU+, e como b(u,v) = 0, YVu EU, ve Ut
a proposição está demonstrada. =

A primeira consequência deste critério é a existência de uma base ortogonal para qualquer

espaço quadrático. De fato por indução sobre dimq temos:

Teorema 1.2.6 Seja (V,q) um espaço quadrático sobre F. Então (V,q) é uma soma ortogonal
de subespaços quadráticos unidimensionais, ou seja, existem escalares da, da,..., dh E F, tais
que qu<di>L1<da>...L1<di,>. Em outras palavras, V tem uma base constituída de vetores

dois a dois ortogonais entre si (base ortogonal), com relação a b,.

Notação 1.2.7 À isometria q m< df >L ... 1< di, > será denotada por q =

<dri,da,..., dh >, e dizemos que q está na forma diagonal. Considerando esta base ortogonal

temos que se u = > tie; € V, então q(u) = b(uju) = > ba(e:, es)xrix; = > ba(ei, es)a? =
dirt +dasiê +++ +di?. Ou seja, na expressão de q(u) ocorre a separação de variáveis. Este
fato só é verdadeiro se a característica do corpo F for distinta de dois. Ainda temos a notação

reduzida n <d> quando d; = d para todo 1 = 1,2,...,n.

Temos ainda que se q=<a1,02,...,an> é uma forma quadrática sobre F então o deter­

minante de q é d(q) = (a1...an)F? e no caso em que q= qi L qa então d(q) = d(q1).d(q2).

Observação 1.2.8 Algumas isometrias entre formas quadráticas são evidentes. Por exemplo

se

(1) 0 é um elemento do grupo das permutações de n elementos, então as formas quadráticas

<Ag(1), 9(2)) ++) Ao(n)> E <A1,02,...,An> SÃO isométricas.

(ii) Para qualquer À E F, as formas quadráticas <a, 32,a262,...,anb2> e<aa2,..., dn >
também são isométricas. De fato, basta considerar o isomorfismo de V definido porT(T1,T2,..­., tm

7
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(Bata, Bata, ..., Ontn). Assim os elementos a; da forma quadrática <a, a2,...,an> podem ser

tomados livre de quadrados, ou seja, elementos do grupo e

1.3  Isotropia, Plano Hiperbólico e Decomposição de

Formas Quadráticas

Definição 1.3.1 Seja (V,q) um espaço quadrático. Dizemos que q é isotrópica (ou (V,q) é
isotrópico), se existe um vetor não nulo v E V tal que q(v) = 0. O vetor v é dito vetor

isotrópico. Caso contrário dizemos que q é anisotrópica (ou que (V, q) é anisotrópico) e v é um

vetor anisotrópico.

Um subespaço quadrático (Un) de (V,q) (1 = qu) é dito totalmente isotrópico se

ba (x,y) = O para todos x, y E U.

Dizemos que uma forma quadrática q (ou espaço quadrático (V, q)) contém a forma quadrática

q1 como subforma se existe uma forma quadrática q2s tal que q = qi L qo.

Consideremos as formas quadráticas q e q) do exemplo (1). Já vimos que elas são isométricas.

Por abuso de linguagem vamos denotar por IH tanto sua classe de isometria quanto um de seus

representantes. Sendo assim os teoremas que vem a seguir caracterizam as formas quadráticas

isotrópicas e a classe IT. Comecemos por

Teorema 1.3.2 Seja (V,q) um espaço quadrático bidimensional. As seguintes afirmações são

equivalentes:

1. (V,q) é não singular e isotrópico,

2. (V,q) é não singular, com d(q) = —1.F?,

3. (V,q) é isométrico à (V<1,­1 >),
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4. qu q, onde níx,y) =1yY.

Demonstração:

O exemplo (1), mostra que (3) e (4) são equivalentes.

(1) > (2) Seja fei,e2) uma base ortogonal de V em relação a qual q m<d,,d7 > . Por
dhipótese temos que d(g) = ' = did] £0. Como q é isotrópica, segue­se que <d,, da >
o d,

é isotrópica. Seja v = re, + yea É O tal que diz? + day" = 0. Como x £ 0, temos que

di = —da(2)?. Consequentemente d(g) = (—1).F?.

(2) > (3) Diagonalizando q temos que q “<a,b> . Por hipótese ab = —1 ou b= —a em

Fa Logo q «<a, —a> . Seja n(r,y) = ary e o(x,yY) = (z—y,x+y). Então or =<a, —a>,
ou seja, q“ qi. Desde que q) é universal, q também o é. Assim —1 € D(g) e pelo Critério de
Representação segue que q “<—1,c>, para algum c € F. Calculando o determinante obtemos
a isometria gq=<1,—1>.

(3) > (1) Desde que <1,—1> é isotrópica e não singular, o mesmo vale para q, devido a

hipótese. —

Observação 1.3.3 (a) O ítem (4) do Teorema justifica o nome plano hiperbólico, porque o

gráfico das equações xy = d, (com d £ 0) são chamados de hipérboles. Uma soma ortogonal de m

planos hiperbólicos é chamada espaço hiperbólico e será denotado por mIH. Dois representantes

desta classe são 11º — a +... +Idn o TR ETTA +... + Tom­1tom, pelos ítens (3) e (4) do
Teorema antertor.

(b) Como q(r,1) = x, para todo x E Fº segue­se que o plano hiperbólico é universal. Logo

qualquer forma quadrática que contém o plano hiperbólico também é universal.

Teorema 1.3.4 Seja (V,q) um espaço quadrático regular. Então:
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1. Todo subespaço totalmente isotrópico, (U, qi) de (V,q), de dimensão positiva r, está con­
tida num subespaço hiperbólico rH & (V,q).

2. q é isotrópico se, e somente se, q contém um plano hiperbólico.

3. q é isotrópico => q é universal.

Demonstração:

(1) > (2) é claro, basta fazerr = 1 em (1).

(2) > (3) é óbvio, pois por (2) q5O H cujo uma das formas quadráticas representantes

é qa(t,y)=xy que é universal.

Agora demonstraremos (1), por indução em r.

Tome uma base fer, e2,...,er) deU,eseja 5 o subespaço gerado por fez2,...,er). Então

Ut € S* e desde que (V, q) é regular, pela Proposição 1.1.2(1) obtemos:

dimS* = dimV — dimS > dimV — dimU = dim U*?.

Isto significa que existe v, ortogonal a e2,€63,...,er mas não ortogonal a e. Desde que e, é

isotrópico, fe,v1) é linearmente independente. Consequentemente a forma quadrática q :

Fe BFvyy> F tem determinante
0 ba

(es, : :

d(q) = ale?) |pasafo
ba (ev) ba(vi,tI)

Então (Fe, $ Fui,a) = H, pelo Teorema 1.3.2. Assim temos decomposto (V,g) na soma

(Va) = H 1 (V,q), onde (V',Q) = H* e H* contém e2,...,er por construção. Desde que
(V,q)) é regular (pois 0 £ d(g) = d(q1).d(q')), a demonstração se completa por indução em r.
5

Observação 1.3.5! Uma consequência importante do ítem (2) deste Teorema é que podemos

repetir este raciocínio para a forma quadrática q, desde que ela seja isotrópica. Como q tem
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dimensão finita, depois de alguns passos vamos chegar a q > qa L mIH, onde q, é uma subforma

de q anisotrópica e m > O. Mais que isto, o Teorema de Decomposição de Witt que veremos

adiante nos afirma que esta decomposição é única, a menos de isometria.

Teorema 1.3.6. Teorema de Representação. Seja q uma forma quadrática, e d E F.
Então d E D(q) se, e somente se, q <—d> é isotrópica.

Demonstração:

Seja X = (T1,...,Tn) tal que g(r1,...,1n) = d. Então (q2<­d>)(X,1) =d­d=O.
Como (X,1) £ 0, q 1<—d> é isotrópica.  Reciprocamente, se X' = (11,..., Tn, Tn+1) É um

vetor isotrópico para q L<—d>, então (q 1<—­d>)(X') = 0. Se rr11 É O, isto implica que
1 Tn

d = al ..

Tn+l Tn+1l
(T1,T2,...,Tn) É O. Logo q D H, e como H é universal segue que q é universal, ou seja,
de Diíq=F. =

) E D(q). Se rtn41 = O, então g(r1,...,7n) = O e q é isotrópica, pois

Corolário 1.3.7 Para um inteiro positivo r, as afirmações seguintes são equivalentes:

1. Toda forma quadrática regular de dimensão r é universal.

2. Toda forma quadrática de dimensão r +1 é isotrópica.

Demonstração

(1) > (2) Seja qU<a1,02,...,0r, 471 >. Como q =<da1,402,...,ar> é universal segue­se

que q' representa —a,r11. Pelo Teorema da Representação q “q l<arn,> é isotrópica.

(2) > (1) Seja qu<ar,a2,...,ar>. Para qualquer dE F, q 1<—d> é isotrópica. Pelo
Teorema da Representação d E D(q'). Logo q' é universal. —

Para demonstrarmos o Teorema de Cancelamento de Witt precisaremos da noção de reflexão

segundo um hiperplano. Um hiperplano é determinado por um vetor anisotrópico v de V. É
exatamente o complemento ortogonal de v, (Fv)*.

1
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Lema 1.3.8 Sejam (V,q) um espaço quadrático, v um vetor anisotrópico de V.
2b

Definimos 1, : V — V por r,(u) = u — halo) Então 1, satisfaz:
q(v)

1. 1, é um endomorfismo de V.

2. t, restrita a (Fv)* é a aplicação identidade e t,(v)=—v. Em particular, temos que 7.
é uma involução (ou seja: 1? = Id).

3. T, É uma tsometria.

4. det(r,) = —.

Demonstração:

E imediata e se resume a verificações.

Lema 1.3.9 Sejam (V,q) um espaço quadrático e u, v E V tais que q(u) = q(v) £ O. Então
existe uma isometria 7 : V — V tal que T(u) =v.

Demonstração:

Geometricamente, se considerarmos a reflexão em torno de F(u—v)* o vetor u será levado
em v. Isto é possível se u—v é um vetor anisotrópico. Por outro lado tem­se g(u+v)+aqa(u­v) =

b(utuv,ut+uv)+b(u­vumv)=b(u,u)t+2b(u,v)+b(vu,vu)+b(u,u)— 2b(u,v)+b(v,v)+(u,u)t+
2b(v,v) = 2q(u) + 2q9(u) = 4q(u) £ O. Assim q(u +v) £ O ou q(u—v) £ 0. Se g(u—v) O,

o Lema esta concluído, pois tomamos 7 = T,­,. Agora, se g(u — v) = 0 então gq(u+v) É O

­ ue) + uv). Mas q(u+v) = q(u) + q(v) + 2b(u,v) =e neste caso T.4.(u) =u

—2b(u,yutv)
al(utv)

—Turv(u)=v. LogoT=T, é a isometria procurada. =

2q9(u) +2b(u, v) +(u,u+v). Logo Tr.4.(u)=u (utv)u­(utv)=­—v. Portanto

Teorema 1.3.10  /Cancelamento de Witt.] Sejam q, q, q2 formas quadráticas arbitrárias.

SegqLlqa*>­qtLq entãoq XY qa.
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Demonstração:

Sejam q3 =< a) >L q, e qa =<a >L q. Sejao : V — V tal que q3 = q100. De

0% a; E D(g3) N D(gs), existem u, v E V tal que 13(t11) = aà17 = ga(v), ou à = qe(u) =

qa(o(us)) = qa(u), onde u =0o(wu). Ássim qga(u)=dq(v). Pelo Lema anterior existe uma

isometria 7 de V tal que T(u)=v e q1o00=q" Temos qdo =q10º(roo) e Bp(m)=a0a=

qa((7 o a)(u)) = qa(v1), (onde (17 o o)(u) =v). Logo (ro Tl pao : (Fu))] — (Fv)) é um
isomorfismo tal que

o(roo =ECN ( Mirups Blopuão?
ou seja,

qn o (roo)=q.

Assim qi > q. O resto segue por indução.

Teorema 1.3.11  /Decomposição de Witt.] Todo espaço quadrático (V,q) se decompõe em

uma soma ortogonal (V, q) =» (V.,qn) + (Va, qa), de modo único (a menos de isometria) onde
(Va,qu) espaço hiperbólico, (V.,qa) espaço anisotrópico.

Demonstração:

Pela Observação 1.3.5 já vimos que (V,q) se escreve na forma (V,q)=rH + (Va,qo)
(r > O), onde rIH é o espaço hiperbólico (se r > 0) e (V.,qa) é anisotrópico.

Para a unicidade, suponhamos que existe outra decomposição de (V,q) = nH L (V!,q).

Sem perda de generalidade podemos supor r > n. Pelo Teorema do Cancelamento temos

(r—­n)H 1 q: Vvq, Desde que q', é anisotrópica, concluimos quer — n = 0. Logor =ne

Ja YA, —
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1.4 Produto de Kronecker de Espaços Quadráticos.

Já foi definido soma ortogonal de formas quadráticas. Agora definiremos produto de formas

quadráticas, que Juntamente com o Teorema de Cancelamento de Witt serão úteis na construção

do anel de Witt das formas quadráticas sobre um corpo F.

Definição 1.4.1 Sejam (V1, 11), (Va,q2) espaços quadráticos sobre F de dimensões m e n,
eV = W1QWWV. Definimos b: VxV — F a única forma bilinear simétrica satisfazendo

b(v1 & va,ui O ua) = bi(vi, u1).ba(va, u2) para todos un,vi E Vi e u2,v2 E Va, onde b; é a forma
bilinear associada a g;., 1 = 1,2. Agora definimos q: V — F por q(v1 Qua) = b(vi Qua, v1 82).

Portanto qg(v, Q& va) = bi(vi,v1).ba(va,v2a) = qi(vi).qa(va). Segue­se que (V,q) é um espaço
quadrático de dimensão m.n, e a forma bilinear associada à q é a forma bilinear definida acima.

Denotemos q por qi & q2 (ou q := q1.q2).

Sejam fes, ..., em) base de Vi, [f1,.., fn) base de Va, a;; = b(e;i,e;) e bre = b(fr, fe). Então
M = (a;;) e N = (bre) são as matrizes de q; e q2 nestas bases. Na base (e Q fi, O fa­.,61 O

fui, Em O fiz, em O fn) de V a matriz de qé

( aubu abro +++ a12b1 a12bi2 a
anbi2 anbo +++ e eo "vc auN apJN

an N a22o N
a21ba a21b12

a21br2 anbo +++ e. es o) amN amo
que é chamado de produto de Kronecher das matrizes M e N. Em particular <a> Q& <b>=

<ab> Va,bEF.
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Proposição 1.4.2 (Propriedades):

1. 1 Oqpy=qpOq (lei comutativa).

2. (n OR) Oq: = qnO(q18 q) (lei associativa).

3. O (n 22) (gOq) Lt (q89q) (lei distributiva).

Demonstração:

(1) V=V1EWVBOSWVSWV dada por o(z Qy) = y O r leva base em base eg=4'00.

(2) VOV)SWK Es nNoe(hVols) (Tr Oy)OGz > rO(yO2) a leva base em base e
(n O (pOq))o0o=(nOq)Oq.

(3) Va(V 1 Va) 3 (VeEWV) + (VOL) definida por o(xz& (y11 +y2)) = (=Oy) +(1 Oy)
satisfaz (q o o)[1 & (11 1 y2)) = ((8 Sn) + (17 Sy2)) = (AS q)(1 Oy) = (AO PI(E OS Y2) =

a(t)(1n 2 q2)(11 +42) = 4 O(n + p)(1O (y1+y2)). Logo O (nn + 2) =“ (g9Oqn) 2 (9909). À

Observação 1.4.3 — 7. Pela lei distributiva tem­se:

<ap.., th >8O< bs, ..., br >M< a1bi, a1ba, ...s a1br, ash, ...,s amb, >.

2. Se q é regular então q& H > (dim q).H.

3. (a LL q) lq3=q 4 (qq) (lei associativa).
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Capítulo 2

Anel de Witt

2.1. Construção do Anel de Witt

Seja M(F) o conjunto de todas as classes de isometria das formas quadráticas não singulares
sobre F. Sabemos que a operação | é associativa, comutativa e admite elemento neutro, e a

operação & é associativa e distributiva em relação ­L. . Assim ­L. e & definem uma estrutura de

semi­anel em M(F). Pelo Teorema do Cancelamento de Witt para ­L, segue­se que M(F) é um

semi grupo com cancelamento, embora nenhum elemento não nulo em M(F) não tenha inverso
aditivo. A construção do anel de Witt Grothendieck resolve este problema. Ele é construído do
mesmo modo em que se constrói o anel Z dos inteiros a partir do semi­anel com cancelamento
RW.

Seja (M, 1) um semi­grupo aditivo, comutativo com cancelamento. Definimos a relação ——

sobre M x M por:

(rt,y)v(r,y)Oerly=r0 LlyEM.

A relação ­—— definida sobre M x M é uma relação de equivalência. Vamos denotar o conjunto

das classes de equivalência por Groth(M), ou seja, Groth(M) := f(a,b), (a,0) E Mx M),
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onde (a,5) = ((z,1y) | (a,) — (a,0)).

Agora definimos em Groth(M) a operação de adição por:

(a,b) +(c,d) = (a Lco,bld).

É fácil a verificação de que esta operação está bem definida sobre Groth(M) e que valem
as propriedades associativa, comutativa e existência do elemento neutro para a adição. Este

elemento é (a,a), a E M. O oposto de (a,b) é (b, a) pois:(a,b) 1 (bja) =(a 1 b,bLa)=(c,c).
Denotemos (b, a) por —(a,b). Em particular temos que —(b,0) = (0,b).

A aplicação é : M — Groth(M) definida por vía) = (a,0), injeta M em Groth(M),
ou seja, 1 é um homomorfismo injetor. Identificando M com sua imagem f(a,0), a € M))

em Groth(M), podemos dizer que M C Groth(M). Assim para (a,b) E Groth(M) temos que
(a,b) = (a,0) 1 (0,b)(a,0) — (6,0) = a — b. Com isso, no caso em que M = M(F), podemos
subtrair uma forma quadrática de outra, via a identificação q = v(q). Esta última identificação

será denotada pela igualdade q = (q).

Sabemos que (M,1) é um semi­grupo comutativo com cancelamento. Se M tem outra

operação ” e” associativa e distributiva em relação a 1, definimos e : Groth(M)xGroth(M) —

Groth(M) por (x,y) e (x,y) =(x.7' 1 yyY, ny Ll x'.y).

É facil demonstrar que esta operação está bem definida sobre Groth(M) e que (Groth(M),+,*)
é um anel. Este anel é dito anel de Witt Grothendieck. Assim, o anel de Witt Grothendieck

de N é Z : o anel de inteiros. Também para M = M(F), o produto tensorial nos dá uma

multiplicação com as propriedades desejadas. Então temos:

Definição 2.1.1 W(F) := Groth(M(F)) é chamado de Anel de Witt Grothendieck das formas
quadráticas sobre o corpo F.

Todos os elementos de W(F) são do tipo (1,42) = (11,0) + (0,12) = 11 — q, onde q e
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qa são formas quadráticas não singulares. Para quaisquer formas quadráticas q, e qs sobre PF,

tem­se q1 = q2 E W(F) se, e somente se, (q1,0) = (43,0) E q — q2­

Para m,n € IN os elementos, (mIH,nH) € W(F) são iguais a ((m —n) H,0) se, m>n ou
igual (0, (n—m)H) caso n > m. Segundo a notação dada temos que (mIH,nH)=sH, s€ Z,
qualquer que seja m, n € %.

Juntando isto, ao fato de que q & H > (dim q) IH, podemos provar que o conjunto ZH =

imH,m € Z) é um ideal de W(F).

Definição 2.1.2 O anel quociente 4) denotado por W(F) é chamado de anel de Witt de
F.

Note que em W(F), H =< a,­a >= 0. Logo — <a >=< —a > e por
extensão — < a,...,Ah >=< —a,...,­4a, >, em W(F). Isto mostra que podemos represen­

tar qualquer elemento de W(F) por formas quadráticas. Mais exatamente, pelo Teorema de
Decomposição de Witt cada elemento do anel de Witt corresponde exatamente a uma única

forma quadrática anisotrópica, a menos de isometria. Formalizemos na seguinte proposição,

Proposição 2.1.3

1. Os elementos de W(F) estão em correspondência um a um com as classes de isometria

de todas formas quadráticas anisotrópicas.

2. Duas formas quadráticas não singulares q e q, representam o mesmo elemento de W(F)

se, e somente se, qa > ql, (isto é, suas partes anisotrópicas são isométricas).

3. Se dim q = dim q' então, q e d' representam o mesmo elemento de W(F') se, e somenteq , qeéq rep

se, qu q.
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Demonstração:

Seguem das definições e dos Teoremas de Decomposição e Cancelamento de Witt.

2.2 Anéis de Witt de Alguns Corpos

Alguns passos importantes para determinar o anel de Witt de um corpo F' são:

(1) Como todos os elementos de W(F) são representados por formas quadráticas diago­
nalizadas basta considerar este tipo de forma.

(11) Determinar o grupo de classes de quadrados £ pois as entradas a; da forma quadrática
diagonal são elementos deste grupo. (Ver Observação 1.2.8(ii)).

(111) Determinar a classe —l1 € E, para conhecer IH =< 1, —1 >: o gerador do ideal ZH.
Comecemos com

Exemplo 2.2.1 F é um corpo quadraticamente fechado.

Um corpo F é dito um corpo quadraticamente fechado se qualquer um de seus elementos é

um quadrado. Assim E = (1), e portanto toda forma quadrática q sobre F admite a seguinte
FAfz) Segue­se que H =<1,1> . Logo se qdiagonalização q=<1,1,...,1>. Como 1 =­—1 em

tem dimensão 2n então q = nrnIH, e se dimq = 2n +1 então q=<l1> +nIH. Pela Proposição

2.1.3 obtemos W(F) = (<0>,<1>), ou seja, W(F) é isomorfo a &.

Exemplo 2.2.2 F=|R.

Temos duas classes de quadrados em IR uma constituída pelos elementos positivos (repre­

sentada por 1) e outra constituída pelos elementos negativos (representada por ­1). Logo toda
forma quadrática sobre IR se escreve de modo único na forma q=n <1> +m <—1>. Como
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H =<1,—1 >, temos que q=s<l1>EW(R), ondes =n—m E %Z. Agora é fácil provar que

a aplicação é : W(IR) — Z definida por p(s <1>) =s é um isomorfismo de anéis. Assim

W(R) > Z.

Exemplo 2.2.3 F: corpo finito.

Lema 2.2.4 Seja EF um corpo finito. Então

É —

2. Toda forma quadrática binária sobre F' é universal.

Demonstração:

(1) Segue do fato que o grupo multiplicativo F é cíclico, pois F é finito.

2 [UN al CA(2) Vamos demonstrar que <1,1> representa s. Como |F*] = q = Pois F' é cíclico,
q—1 q—1
2

gq+1>q=|F|, segue­se que Fº N(s — Fº) não é vazio. Logo existem x ey E F tais que

então |F*| =
— 1+ 1. Portanto [8 Pº=2T+1 Como IP +ls­P|=2—+2=

1º = s—y*. Daí s=xº+y4?, isto é, s é soma de dois quadrados. Logo <1,1> é universal, pois

lE D<1,1>. De <s,s>=<s>.<1,1>, temos queD <s,s>=s.D <1,1>= sF=F.
Como <1,s> é evidentemente universal o lema esta demonstrado. =

Agora precisamos saber qual é a classe de —1. Como q = p” onde p = c(F') £ 2 segue­se

que q = l1(mod 4) ou q = 3(mod 4). Da teoria dos números tem­se q = 1(mod 4) se, e somente

se, le Feg= 3(mod 4) se, e somente se, —1 & Fº. Com isto temos:

Teorema 2.2.5 Sejam F = F, um corpo finito com q elementos e É =(1,s).

1. q= l(mod 4) então W(F) = Z&[(1,sH.
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2. Se q=3(mod 4) então W(F) = &.

Demonstração:

(1) Se q = l(mod 4), então 1 = —l em E Assim H =< 1,1 >=< s,s >, (Veja o
Teorema 1.3.2(2)). Seja <a,b,c> uma forma quadrática sobre F. Como <a,b> é universal

pelo Teorema de Representação segue­se que < a,b,yc > é isotrópica. Consequentemente as

formas quadráticas anisotrópicas sobre F' tem dimensões 1 ou 2. Da Proposição 2.1.3 vem que

W(F) = (0,<1>,<s>,<l>+ <s>). Estruturalmente W(F) é isomorfo a &[(1,s)).

(2) Se q = 3(mod 4) então 1 £ —­l em É, e podemos considerar s = —1 € E­ Daí H =
<l,s>=<1,—1>. Como <1,1> representa —1 (Lema 2.2.4), pelo Critério de Representação

segue­se que q =< 1,1, 1 > é isotrópica. Pelo Teorema de Representação <1,1,1 >= H+ <d >,

e calculando o determinante de q temos que: d = s = —1. Logo 3 <1>=<­l1> em W(F). Daí
4 <1>=<1,—1>= 0 em W(F). Do mesmo modo 3 <1>=­ <1,1,1>= ­ <­l>=<l>e

4<—l>=0 em W(F). Portanto W(F) = [0,<1>,2<1>,3<1>), e W(F) = &.
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Capítulo 3

Formas Quadráticas Sobre Extensoes

Algébricas

3.1 Transfer de Scharlau

Sejam £, K corpos tais que F C K, (V,q) um espaço quadrático com b = b, a bilinear associada
a q. Podemos construir (Vx,qx) com bx associada a gx por Ve = K&rV ebk : Ve X VE —

K a única extensão bilinear tal que br (ki & vi,ka Q v2) = hikab(v1,v2a), onde h,yha E Ke
v1,v2 E V. Como Vx é um K­ espaço vetorial com o produto k3(kG&Gu) = (k3k) Qu (estende por

linearidade), temos que bz é uma forma bilinear associada a qx : Ve —> K dada por extensão

de qgx(k Qu) = K'qlv),Vk e K eve V.

Se B=fuv,...,vn)éuma F­base de V então Bi = 11 QU, ..., 18) é uma K­base deVx. De fato todo elemento de Vxé da forma X =2Sr u;) =” k;(1 & uj) por definição
da multiplicação. Como u;= X* a;u;, com a; E F C K temos que X = > k;(1 & Y au;)=
sk a(18vu) => XYak(1Qu). Se Va(1Qv)=0,coma E K.e tes! uma F"­base
de K, então a; = > Bjie;, Bj; E F, e assim 3"(a; Qui) = 3"(/ Bjie;) Qui)= > Bii(6€; & vi).

1,j=1

Como fe; & v;) é uma F­base de K & V, então P;, = 0, para qualquer 8;, então a;= 0, para
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todo 2. Logo (1 & v;) é linearmente independente em K.

A matriz de qx nesta baseé da forma Mx = [gx]B, = (bx (18, 18U;))nxn = (1.1b(v;,7;)) =
(bí(vi,v;)) = M, = [qlg. Desta forma, segue­se que qx é não singular se, e somente se, q é
não­singular. Também é claro que se M = [q],N = [7] então (M + N)kK = Mx + Nx ou
(q + n)K = qKx ­ q1,, ou seja, a construção q ­—> gx induz um homomorfismo de semi­grupo
M(F) — M(K) — W(K). Pela propriedade universal de W, todo homomorfismo de semi­
grupo f : M(F) — G, com G grupo abeliano, se estende de modo único a um homomorfismo

de grupos W(F) E W(K), onde t*(V) = Vk e f(q) = q ou ainda f*(V,q) = (VK,qxK).

Como a matriz de q) & q: é o produto de Kronecker M.N onde M = [(n)] e N = [pn] e

(M.N)k = Mx.Nx tem­se que (q O Pp)K = q1x O Pr, OU SEJa, Fº : W(F) — W(K) é um
homomorfismo de anéis. Vejamos:

t((n — 2)(63­a) = "r(n OBB+POU)­ (PO) +(nNOaA) = r"(nOq)+
r(1p O q) — (Mp SB) +Tr(n OB) =P nOSPB+HTPROWVqaU> (Fpp STA +

tn Oi au) =(F(qa)(ras—r"qa)— (q)(F asa) ="(n>­ q) (8 ­ qa) Além
disso, f* : W(F) — W(K) induz um homomorfismo de anéis r" : W(F) — W(K) pois
f(ZEH) C ZH desde que 1*(<1,­1>rp) =<1,1>= Hx.

Observação 3.1.1 Em geral, r* não é monomorfismo. Se K é uma extensão de F' de grau

ímpar, o Teorema de Springer, que veremos adiante, nos dá que 1" é um monomorfismo e

assim W(F) injeta em W(K). No caso em que K é uma extensão quadrática de F' então

r*: W(F) > W(K) tem núcleo não trivial, a saber, é o ideal de W(F) gerado por <1,—a>,

onde K = F(Va). Estes dois teoremas serão demonstrados adiante. Por exemplo, 1" : W(R) =

zZ — W(C)= E tem núcleo 2 <1> .W(R).

Uma das ferramentas mais poderosas no estudo das aplicações funtoriais f* er" éa

construção de Scharlau da aplicação “transfer”, a qual introduziremos agora.

Sejam F C K uma extensão finita, s : K — F um funcional não nulo do F­espaço vetorial
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Ke (V,b) um K­espaço bilinear. Definimos sob: UxU — F por so b(u,v) = s(b(u,v)),
para quaisquer u, v E VU. Então (U,sob) é um F­espaço bilinear, pois: Va E F, ujv,w E

Vs o bau + vw) = s(blau + v,t)) = s(ab(u,t0) + b(u,t)) = as(blu,w)) + s(b(v,t)) =
a(s o b)(u,w) + (s o b)(vu,w). Este espaço bilinear será denotado por (U, sb).

Proposição 3.1.2 Se(U,b) é um K­espaço bilinear não­singular, então (U, sb) é um F­espaço
bilinear não­singular. Em particular, se (U, q.) é não­singular, então (U, qo) é não­singular.

Demonstração:

Suponha o contrário. Assim, existe um vetor 0 £ up E U tal que (sb)(uo,v) = O para todo

v E U. Por outro lado, pela regularidade de (U,b) existe vp E U tal que b(uo,vo) £ O. Para
algum escalar c E K temos:

o Cc

b(uo, vo) vo) b(uo, vo) (uo, vo) eeb(uo,

Aplicando o funcional s a ambos os membros desta equação

[3
Tr——"b(uo, vo) ºs(c) = (sb)(uo, )=0 Vce K

Isto contradiz a hipótese que s : K — PF é um funcional não nulo. É evidente que se b é
simétrica então sb o é. E

Notação 3.1.3 : Sejas: K — F um funcional linear não­nulo como acima. Se (U,q) é um
espaço quadrático escrevemos s.(q) para denotar o espaço quadrático U sobre F. com a forma

bilinear sb. O espaço quadrático (U, s.(q)) ou simplesmente s.(q) é chamado de transfer de q

ou transfer de U. Assim dimps.(q) = [K : Fldimq. Portanto dimrps.(q) = [K : FldimeU.

Esta construção se aplica, em particular, nos espaços quadráticos I­dimensionais com a

formas quadráticas q(x) = ax? (ou b(x,y) = ary). O transfer s.(<1>x) tem espaço vetorial

subjacente K, e forma bilinear associada sobre F dada por: (x,y) — s(xy) E F, ou seja
(s o b)(x,y) = s(<1>(r,y)) = s(1y).
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Teorema 3.1.4 (Reciprocidade de Frobenius)

Sejam FC K, r: FS K, s: K > F como considerados anteriomente, e considere (V, q)

um espaço quadrático sobre F e (Un) um espaço quadrático sobre K. Então existe uma
F­isometria

s.(r"(q) Ok nn) YqOrs[lqn) ou então s.(((V)) Ok U) = V Or s.(U).

Em particular, para qy=<l >; então s.(f"(q))>» qOrs(<l>x).

Demonstração:

Note que os espaços vetoriais subjacentes são (K &r V) Ox U e V Qr U como F­espaços
vetoriais .

Seja f : s((K&rV) OK U) — V Qr s.(U) a única extensão linear de f/((k&rv)OKu) =

v Or (ku). Então f é um F­isomorfismo com inversa g : V &r s.(U) — s.((k&Gr V) Ok U) a

extensão linear de g(v &r u) = (1 Gr vu) Qu), pois g(f((k Sr v) Gx u)) = g = (v Sr (ku)) =

(18rv) Ox (ku) = k((1Grv) Gu) =(kSrv)OkKue f(gívQu))=vGu.

Tome k,k' € RKyju,v' EV eu,u E U. Seja W = V &r s.(U) e bw a bilinear sobre W.

Então bwW(S((k Q v) Gu), f((E GV) Qu)) = bw(v Q (ku),v' & (kK'u')) que é por definição
by (v, v').sbu(ku, kK'u') = by (vu, v').s(kKk'bu(u,u')).

Por outro lado, calculando em s.((K &r V) Ox U) temos:

bs.((Kev)oru) (KO) Su, (KG) Qu) = s(bxeviaku (FO) Su, (NS) SU) = s(bxegsv(kS
v, K' Q v).bu(u,u'))= s(kk'by(v,v").bu(u, u) = by(uv, v)s(kKE'bu(u,u')), desde que byu(v,v) E F
e s é F­linear. Logo os dois cálculos mostram que f é uma F­isometria de s.((r*V) & U) para

V O s.(U). Como b, = by se, e somente se, q = q', o teorema está demonstrado. =

Corolário 3.1.5! Se (U,yq) é um espaço hiperbólico sobre K, então (U,s.(q)) é um espaço
hiperbólico sobre F.
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Demonstração:

Como sx(g11q:) = s.(q1)Ls«(g92) podemos assumir que q = Hx. Como Hx = t"(Hr),
pela reciprocidade de Frobenius temos: s.(q) = s.(Hx) = s(t"(Hr)) = Hr O., (<l1>x). Pela

Observação 1.4.3(2) segue se que s.(g) > [K : Fl.Hr. Portanto s.(q) é um espaço hiperbólico
sobre F.

Corolário 3.1.6. (1) A aplicação q — ss.(q) define um homomorfismo de grupos

s.: W(IK) — W(F), e

(2) a composição W(F) ” W(K) <> W(F) coincide com a multiplicação por s.(<1>x).

(3) A imagem de s.: W(K) — W(F) é um ideal em W(F).

Demonstração:

Todas as afirmações anteriores seguem da Reciprocidade de Frobenius e do Corolário 3.1.5.

Por exemplo, a demonstração do ítem (3) segue:

Sejam q1 € W(F) e s.(q2) E Ims,.. Então pela Reciprocidade de Frobenius q1.s.(q)) =
s.(r*(q1).12) E Im(s.). m

Observação 3.1.7

(1) Pela reciprocidade de Frobenius temos que s.: W(K) — W(F) é um isomorfismo de

W(F)­módulos, se considerarmos W(K) como um W(F)­módulo via o homomorfismo de anéis

rº: W(F) > W(K).

(2) Embora s, não é um homomorfismo de anéis ele é "funtorial”, ou seja, se FCK CL
são extensões finitas es: K— F é F­linear, t: L — K é K­linear e não nulos, então

(sot).=s,.ot,.

(3) Ses, t: K — F são não nulos, então s., et, : W(K) — W(F) são iguais a
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menos de um automorfismo de grupos <b>: W(K) — W(K), ou seja, t. = s.. <b>, onde
(s.. <b>)(q) = s.(<b>.q), (ver [L, p. 194]).

Proposição 3.1.8 (Scharlau)

Seja K = F(r) uma extensão algébrica simples de grau ímpar. Então r* : W(F) — W(K)
é um monomorfismo.

Demonstração:

Pelo Corolário 3.1.6(2) a composição W(F) Ea W(K) <= W(F) coincide com a multi­
plicação por s.,(<1>x). Se s.(<l1>x) =<l1>r em W(F) então s.r* = lw(p, e daí r* é um
monomorfismo. Então basta demonstrar que s.(<1>x) =<l1>r € W(F).

Sejam [K : Fl=n=2m+1eB=(11,x,x2º,...,21”*) uma F­base para o espaço vetorial
K. Tendo em vista a Observação 3.1.7(3) vamos considerar o funcional linear s: K > F

tal que s(1) = 1 e s(r) = s(1º) = ­­ = s(1"!) = 0. A forma quadrática s, <1 >x
tem espaço vetorial subjacente A e forma bilinear associada definida de K x K em F por

(y,2) — s(<1>(y,2)) = s(yz), y, z EK. Como K=F1+Frxr+­.+. Fx”, por definição de

s: K > F temos que F1 1 Ko es.(<l1>x)jFr =<1 >, onde Ko = Fx +Fxº+­­ + Fx". Seja

q=(s.(<l >K)x, . Podemos escrever s,(<1>x) =<1>r­L q. Vamos demonstrar que q mH,
(n=2m+1).

Desde que bs, (a>x)(x,xº) = s(x't) = O para 1 <i, j < m então Ko é totalmente

isotrópico. Pelo Teorema 1.3.4 o subespaço Fx +­­­+ Fx" está contido no espaço hiperbólico,

digamos TT C Kqo de dimensão 2m. Como dimloq = 2m segue que (IKGo,9g) > mH,ea

demonstração está concluída. =

Teorema 3.1.9 (Springer)

Seja F C K uma extensão de grau impar. Se uma forma quadrática qr é anisotrópica sobre

F', então qx é anisotrópica sobre K.
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Observação 3.1.10 O Teorema de Springerfoioriginalmente enunciado como está. À demons
tração original pode ser vista em [L] e [S] e foi feita antes da formulação da técnica do Transfer.

Apesar de elegante vamos preferir outra demonstração usando a técnica do Transfer. Para isto

temos que enunciá­lo de outro modo, usando o anel de Witt. Já sabemos que a classe de uma

forma quadrática anisotrópica corresponde de modo único a um elemento do anel de Witt e

vice­versa. Logo,

Teorema 3.1.11 Seja FC K uma extensão finita de grau ímpar. Então r* : W(F) — W(K)

é um monomorfismo.

Demonstração:

Desde que FC LC K, r*=(rjory)*" =rfor] onde rir: L3> Kerg: F+> Le K pode

ser obtido a partir de F' por uma cadeia de extensões simples F= Fhc FR c...cE=K,o

Teorema segue da Proposição 3.1.8, aplicando indução sobre o grau [K : F]. =

3.2 Extensoes Quadráticas

Para fechar este capítulo vamos investigar o comportamento de r* no caso de uma extensão

quadrática.

Lema 3.2.1 Seja K = F(Vd) uma extensão quadrática de F, e q uma forma anisotrópica

sobre F. Então qx é isotrópica sobre K se, e somente se, q contém a subforma binária

<a><l,­d> ondea E F.

Demonstração

Temos que a recíproca é clara, desde que (<a><1,­d>)k =<a>x Hx — Hx.
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Para provarmos a parte “necessária”, tome <a1,...,an > uma diagonalização de q e as­

suma que qx é isotrópica. Existe uma equação Sail; + yivd)º = O onde x,y; E F são
não todos nulos. Considerando a parte racional ca parte irracional desta equação, obtemos
Vais? +d> ay? =0eX airiyij= 0. Este último nos diz que os vetores x = (a1,...,4n),Y =
(Y1, +... Un) são ortogonais no espaço quadrático (F",q). À outra equação diz que qg(x) = —dq(y)
o qual implica que x e y devem ambos ser não­nulos, desde que q é anisotrópico. Consequen

temente, q contém a forma binária < q(r),4(y) >, pois rly. Então < a(r),qa(y) >=

<q(y) ><1,a(r7)a(y) >=<a(y) ><1,­d>. =.

Teorema 3.2.2 Seja K = F(Vd) uma extensão quadrática de F, q uma forma anisotrópica
sobre F eó =<1,—­d>. Então qx é hiperbólico sobre K se, e somente se, existe uma forma

0 sobre F tal que qu ó GO. Em particular, o núcleo de r* : W(F) — W(K) coincide com o

ideal principal W(F).6.

Demonstração:

A parte "suficiente"é clara, desde que óx > Hx. Para a parte “necessária” fazemos por
indução sobre a dim q. Para dim q = O é trivial. Se dim q > 0, o Lema anterior fornece uma

isometria q v<a>ó14, ondea E F, e dim q =dim q— 2. Pelo Teorema do Cancelamento
de Witt (1.3.10) (qQ')k é hiperbólico. Pela hipótese de indução existe uma forma 6&' tal que
q = 580. Temos agora que q <a> óL(6080)>=óG&AI, onde d =<a> 10 =

Teorema 3.2.3 Com as mesmas notações acima, seja t: K — F uma aplicação F­linear

definida por t(1) = 0, t(Vd) = 1. Seja t, : W(K) — W(F) o transfer definido por t. Então
a seguinte sequência é exata:

0 W(F)g — W(F) O W(K) 5 W(P)

Demonstração:

Pelo Teorema 3.2.2 basta mostrar que Im(r*) = ker(t.). Primeiramente, mostremos que
t.rº=0. Paraa€ F,o F.­espaço quadrático t,.r* <a > tem espaço vetorial subjacente K e
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forma bilinear (x,y) — t.r* <a> (t,y) =t(<a>x (1,y)) = t(ary). Desde que dimpK = 2
e (Vd, Vd) — it(a,d) = 0, segue­se que t,r" <a > é o plano hiperbólico (Teorema 3.2.2).

n

t.r* <a; >= O, para todo q V<an,...,an>E W(F).
1=1

Reciprocamente, se q (ou B) é uma forma quadrática anisotrópica sobre K tal que t.(g) é
Como t.r*q = t.r"(<an,...,an>) =

F­hiperbólico, então existe O £ v E V tal que t(q(v)) = O (ou t(b(u,u)) = O). A definição

de t mostra que a = q(v) E F. Então nós temos uma K­fatoração q “<a>x 1q. Desde
que t,(<a>x) = t.r"(<a>) é hiperbólico (ou seja, nulo em W(F')) como mostrado acima, o

Teorema do cancelamento de Witt implica que t.(q') é também hiperbólico. Agora uma indução

sobre dimxq mostra que a classe de isometria de q pertence a Imí(r”*) =
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Capítulo 4

Corpos Formalmente Reais e Reais

Fechados

4.1. Corpos Ordenados

Uma ordem de F ou (sobre F) é uma relação binária < sobre F' que é reflexiva, anti­simétrica
e transitiva e é compatível com a estrutura do corpo FF, isto é, a < b implica quuea +tFc<b+eo;

ese 0<ae0X<bentão0O0< ab, quaisquer que sejam a,be cem F. Além disso, exige­se que a

ordem seja total, ou seja, quaisquer dois elementos de F' são comparáveis; o que significa que,

a“<boubx<a, Va,beF.

Nestas condições se considerarmos P = fz E F | O X x), pode­se demonstrar que qualquer
que seja 7 E F', 7 ou —r pertence a P (não ambos). Além disso P é fechado para a adição e
para a multiplicação. Reciprocamente se existe em F' um subconjunto P com as propriedades

mencionadas anteriormente, então a relação definida por a <p b se, e somente se, b—a € PUÇÍO)

é uma relação de ordem total em F. A correspondência entre ordens totais de F' e subconjuntos

P de F com as propriedades acima é 1­1. Portanto sem ambiguidade podemos definir:
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Definição 4.1.1 Uma ordem de F é um subconjunto P C F (chamado elementos positivos da

ordem) que possui as seguintes propriedades:

(P1) 0É P

(P2) Se0ZxEF,entãoouzE Pou­—rEP.

(P3) P é fechado para a multiplicação e para a adição.

Denotaremos por N o conjunto dos elementos negativos de F, relativos a ordem P definido

por

Ni=­P=(—y|yEePY.

Dessa forma, temos que F' é a união disjunta de (0), P, N. Usualmente, a notação x < y,

significará y — x € P (e x X y significa que y — x E P U (0)).

Se Fo é um subcorpo de Fº podemos ordenar fo definindo Po = Fo N P como o conjunto

dos elementos positivos em Fo. Esta ordem é dita ser induzida pela ordem P de F.

Para um dado corpo F', temos que as seguintes condições são equivalentes:

(1) —1 não é soma de quadrados

(11) Para qualquer número natural n > O, a forma quadrática n <1> é anisotrópica sobre

De fato, para algum n E IN*, n<1> é isotrópica se, e somente se, existem 11,...,tn E F,
n n

não todos nulos tais que Y x? =0. Isto equivalea XY” r1?= —zi, onde x; £ 0. Equivalen­
i=1 i=1,1£)

temente 3n E IN“, tal que Y” (E = —!l1.
i=1,i2j Tj

Desta forma, temos que — 1 não é soma de quadrados, se, e somente se, n <1 > é anisotrópica

sobre F, Vn E IN*. a
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Definição 4.1.2. Um corpo F é dito formalmente real, se satisfaz as duas condições anteriores.

Claramente, temos que os corpos formalmente reais Fº têm característica zero, pois se
, ,

car(F) = p > 0, p primo em Z, então a forma p <1 > é anisotrópica, o que gera uma

contradição, pois p.1 = O.

Notação 4.1.8 Para um corpo F arbitrário, denote por o(F) o conjunto de elementos de F

que podem ser expressos como uma soma de quadrados. Isto é:

o(F)=(x EF|z=X> %&xnEeEFneN)
1=1l

Proposição 4.1.4 (1) o(F) é fechado para a adição e o(F)— (0) é um subgrupo multiplicativo
de F.

(11) Se F não é formalmente real (e car(F) £ 2), então o(F) = F. (Se car(F)
o(F)=F?)

L
­ :

1Demonstração: (1) Tome0 £ x = 7i+­­+r7 em F. Então = = = (& +(2) e
Tr q q

o(F). O restante das afirmações em (1) são mais simples ainda.

(11) Tome x E F. Desde que o plano hiperbólico < 1,—1 > é universal, existe y, z E F
2tal que x = yº — 2º. Como —1 € o(F), pois n <1 > é isotrópica para algum n, temos que

x =y"+(—1)2º € o(F) + o(F)o(F) C o(F). Consequentemente, F C o(F). Como o(F) C F
é trivial, concluímos que o(F) = F.

Se car(F) =2, 0º +yº = (x + y)º e daí por indução temos que "> 1? = (D> x;)?

Proposição 4.1.5 Sejam F um corpo e P uma ordem de F. Então

(1) o(F)­ fo) c P

(2) F é formalmente real (em particular, possui característica zero)
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(39) Se PC F é uma outra ordem sobre F, temos: Se PC P', então P= P".

Demonstração:

(1) Tome 0 É r=X71+...+x?. Podemos assumir que cada x; É 0. Se x; E P, claramente
7? E P. Caso contrário, —r; € P e daí x? = (—x;))(—x;) € P.P C P. Como P é fechado para
adição segue­se que x E P.

(2) Desde que 1 = 1º E P temos que —1 É P, (senão 0 = 14 (—1) E P, uma contradição).
Por (1) obtemos que —1 é o(F). Isto é, F é formalmente real.

(3) Se PC Pe PA P', existe x E F tal quer E PPex dé P. Então —x € P C P' (por
hipótese). Daí xr e —x E P', uma contradição. Portanto P' = P. sa

Lema 4.1.6 Se F é formalmente real mas a extensão quadrática F(Va) não é formalmente
real, então —a € o(F).

Demonstração:

Em F(y/a), existe uma equação —1 = YX"(b; + ci/a)º, onde bi, c; E F. Desenvolvendo
obtemos —1 = XY (b? + ac?) + (> 2%b;c;)/a) em F(y/a). Assim —1 = Y b? + a(D ci). Dessa

1 b? 1 Db? o”forma —a = 1426 Seja c := Dr Então —a = — + 22 bi = E+ PE Segue­se que> c c e? ec?
1 b; : ,—a = (=) +c ) (2)?º. Como o(F) — (0) é um grupo (Proposição 4.1.4), concluímos queCc

—a E o(F).

Definição 4.1.7 Um corpo F é chamado pitagoriano se a soma de dois quadrados (ou se

qualquer soma de um número finito de quadrados em F')) é sempre um quadrado.

Para verificar se um corpo F é pitagoreano é suficiente mostrar que 1 + yº é um quadrado
para todo y E F.

É claro que se F é pitagoreano então o(F) = F?.
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4.2 Corpos Reais Fechados

Definição 4.2.1 Um corpo F é chamado real­fechado, se F é formalmente real e nenhuma

extensão algébrica própria de F' é formalmente real.

Proposição 4.2.2 Se F é real­fechado, então F é pitagoriano.

Demonstração:

Suponha que x = 1 + yº não seja um quadrado. Então F(y/x) é uma extensão própria
de F' e portanto não é formalmente real, pois F' é real­fechado por hipótese. Pelo Lema 4.1.6,

—x E o(F), então existe 21,...,2n E F tais que 2? = —x=­—1­y?. Logo —1 é soma de
quadrados em F. Uma contradição, pois F' é formalmente real. Portanto, F é pitagoriano. NM

O próximo Teorema tratará da estrutura dos corpos reais­fechados.

Teorema 4.2.3 Seja Fº um corpo real­fechado. Então:

(i) Para todo 0 £ x E F, temos que x E Fº ou x E F?.

(ii) F tem uma única ordem P, a saber P = F?

Demonstração:

(i) Suponha que x É F?. Como F é real­fechado, então Fyr não é formalmente real.
Pelo Lema 4.1.6, —x € o(F) — (0). Mas F é pitagoreano (pela Proposição 4.2.2), e então

o(F) — (0) = Fº. Consequentemente, —x € F?.

(11) Verifiquemos que F? é uma ordem de F.

O axioma (P,) da Definição 4.1.1 é óbvia. (P2) segue do ítem (1). Para demonstrarmos
(P3) note que F? é claramente fechado para a multiplicação e a condição P + P C P segue da
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Proposição 4.2.2. Como F? está contido em qualquer ordem P', a unicidade segue da Proposição
4.1.5(3). =

Um exemplo clássico de corpo real­fechado é o corpo dos números reais iR.

Proposição 4.2.4 Seja F um corpo formalmente real e F o fecho algébrico de F. Então, existe
um corpo real fechado À entre F e F.

Demonstração:

Considere a coleção S&S de todos subcorpos formalmente reais de F. Observe que FE S, e

então S É 9.

Se (F,) é uma cadeia (relativa à inclusão) de tais subcorpos, então Fo = |J Fo, claramente
a

pertence à mesma coleção 5. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal À E S. Pela

maximalidade de À segue­se que À é real­fechado. =

Corolário 4.2.5! Um corpo F é formalmente real se, e somente se, F' possui pelo menos uma
ordem.

Demonstração:

Suponha que F' é um corpo formalmente real. Pela Proposição 4.2.4, existe uma extensão

algébrica À 5 F real­fechado. À única ordem de À (pelo Teorema 4.2.3) induz uma ordem

sobre F. À recíproca segue da Proposição 4.1.5(2). =

Definição 4.2.6 Um elemento b € F' é chamado totalmente positivo se ele é positivo em todas
as possíveis ordens de F”.

Corolário 4.2.7 (Artin­Schreier) Sejam F um corpo qualquer eb € F. Então b é totalmente
postlivo se, e somente se, be o(F).
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Demonstração:

Primeiramente vejamos o caso de F' não ser formalmente real. Se F não é formalmente

real, então pela Proposição 4.1.4, todo b € F pertence a o(F), pois o(F) = F. À conclusão
segue por vacuidade, desde que F' não admite ordens.

Para F formalmente real, suponha b é o(F). Pelo Lema 4.1.6, K = F(a) é formalmente

real, onde ay —b. Escolha uma ordem sobre K (isto é possível pelo Corolário 4.2.5). Esta, induz

uma ordem sobre F, na qual b é negativo, pois b = —(a)?º. Consequentemente, b é totalmente

positivo, então b E o(F'). À recíproca segue da Proposição 4.1.4(1). 5

Observação 4.2.8 Os corpos F' reais fechados possuem algumas caracterizações e várias pro­

priedades, como por exemplo: F é real fechado se, e somente se, V­1 € F e F(V­I)

é algebricamente fechado; equivalentemente, F tem apenas duas classes de quadrados e todo

polinômio sobre Fº de grau ímpar tem uma raiz em F. Outras propriedades destes corpos po­

dem ser vistas em [L, Cap. viii]. Algumas propriedades deste corpo de interesse para nós serão

desenvolvidas a seguir. Por exemplo, é de fundamental importância para o que segue o anel

de Witt de um corpo real fechado F. Pelo Teorema 4.2.3 temos que E = (1,1) e como F é
formalmente real o exemplo 2.2.2 de anéis de Witt nos dá que W(F) > Z.

Definição 4.2.9 Seja F um corpo e P uma ordem de F. Uma extensão À D F é dita fecho­real

de F, (relativo a P) se À satisfaz as seguintes condições:

(1) A é real­fechado.

(11) À é uma extensão algébrica de F (não necessariamente finita).

(i1i) À ordem P de F é induzida pela uma única ordem de A, ou seja, P = Áº?NF.

A seguir vamos demonstrar que todo corpo ordenado possui fecho real.
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Lema 4.2.10 Seja F um corpo ordenado por P e O o fecho algébrico de F. Seja E o subcorpo

de 5) obtido por adjunção à F' de todas as raízes quadradas de todos os elementos de P. Então

E é formalmente real.

Demonstração:

Suponha que Ya;? =0, a; E E. Os a/'s estão todos contidos numa extensão finita de F'

da forma: F(Vh,...,vVbr), onde b; E P. Assim, é suficiente mostrar que qualquer extensão
F(Vha,..., vVbr) é formalmente real e para verificarmos isto estabeleceremos as seguintes afir­
mações:

Se > cja? = 0, onde c; E Pe a; E F(Vha,..., Vbr) então a; = O, para qualquer t.  (*)

Esta demonstração será feita por indução sobre f := [F(Vh1,...,vVhbr): F]. Se este grau
é 1, temos a; €E F, e; E P, para qualquer 1. Se a; é O, então a? E P. Portanto cja? E P.
Como P é fechado para a soma e para a multiplicação temos que Y* c;a? E P, uma contradição.

Assumamos f > 1. Também podemos assumir que F(Vbi,..., /br­1) Ç F(Vh,­­., br).
Na afirmação (*) escreva a; = x; + y:i/br, x,y: E F(Vbhi,..., Vbr— 1).Então: 0 =X cat =
Nei(to+yivbe)? = (DO cir? 457 breiy2) +25 c;iriyVbr. Em particular, o termo entre parênteses
é zero. Como c; E Pebr, E P, por a hipótese de indução obtemos que r; = y; = O. Assim

a; = O, para todo 2. =

Sejam FF; e Fa corpos ordenados por P; e P3, respectivamente. Dizemos que f : Fr — Fz

é um homomorfismo ordenado ou compatível com as ordens P; e P3 se f(P) C Ps.

O Teorema seguinte afirma que as possíveis ordens de um corpo F' estão em correspondência

um­a­um com os fechos reais de F' que são dois a dois não isomorfos.

Teorema 4.2.11 (1) Todo corpo ordenado F' possui um fecho real relativo a ordem consi­
derada.

(ii) Se F7, F2 são corpos ordenados, e À7, À2 são seus fechos reais relativos às respectivas
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ordens. Então qualquer isomorfismo ordenado f : F, — F,z estende de modo único à um

isomorfismo f: A7 — As,. que é automaticamente um isomorfismo ordenado

Demonstração:

Seja F um corpo ordenado por um conjunto de elementos positivos P. Seja E a extensão

de F' definida no Lema 4.2.10, a qual é formalmente real. Pela Proposição 4.2.4 existe um corpo

A real­fechado em 9) contendo E. Afirmamos que À é um fecho real de F relativo à P.

Para demonstrarmos a afirmação acima resta demonstrarmos que P = AºnN F. Pelo

Corolário 4.1.5(3) basta demonstrarmos que P C À? nN1 F. Para qualquer b€ P, VPE EC A.
Assim b € À? NF. Logo P C Áº?N F. A demonstração de (ii) que implica na unicidade do
fecho real e será demonstrada no capítulo seguinte (Teorema 5.1.9). =

Para encerrarmos esta seção discutiremos um exemplo que, em particular mostra a

existência de corpos pitagoreanos formalmente reais com 2"­classes de quadrados, para n arbi­
trário.

Seja F' com corpo de característica diferente de 2 e denote por F7 := F((t)) o "corpo de

séries formais de Laurent”sobre F. O corpo F' consiste de todas as séries formais de Laurent

do tipo f = amt” +amput"tl+... ,(me4d%), coma adição e multiplicação usual de séries.
Podemos escrever f na forma f = t"(antampt+­­). Assim se g=t"(b, +br41t+­­­) então

f = g se, e somente se, n = m e (am +Hampit+­­­)=b+bint+­­­ (mod. tº), VsE IN. Se

h=1+at+ctº+:­­ E Ff, por indução sobre s encontramos h, E Fi tal que h = hi(mod. tº).
Em outros termos, h é um quadrado em F7. Este fato será usado na próximo exernplo.

Exemplo 4.2.12 Sejam F um corpo, X uma ordem de F e F, = F((t)). Então

(1) Existem precisamente duas ordens de F7 que estende <. Em uma delas t é positivo e

na outrat é negativo. Em particular, se Fº é formalmente real, F, também o é.
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(2) Se F é pitagoreano então F; também é pitagoreano.

(3) Se F é real fechado, então F, = F((t1)...((tn)) é um corpo pitagoreano com 2º*!
classes de quadrados.

Demonstração:

(1) Se f = ant" +ampit”t!..., com ar £ O, dizemos 0 «7 f se, e somente se, 0 « am.

Então <<, é uma ordem sobre F' e a demonstração deste fato será omitida. Vejamos que estaJ q

é a única ordem estendendo a ordem original < de F, na qual t é positivo.

Expressemos f na forma f = ant" (1+et+­­­) (colocando ant” em evidência). Como

1 +et+ex?º+...é um quadrado em Fi, podemos escrever f na forma f = an t"(g(t))?.
Agora seja <, outra ordem de F7 estendendo <, na qual O <, t. Se O <2 f = amt”"(g(t))* então

0 <2 am (pois 0 <2 t” e 0 <2 9(t)º). Logo O «1 f, ou seja Pa C Pi. Pela Proposição 4.1.5(3)
tem­se que <, e , são iguais.

Observando que t e —t tem o mesmo papel em Fi, isto é, t — —t induz um F­automorfismo

o de Fi, obtemos (por definição) que o(P4,) := P é um conjunto de elementos positivos de
uma ordem =; . Assim F7 também tem uma única ordem estendendo <, na qual t é negativo.

Nesta nova ordem f = ant" +... é positivo se, e somente se 0 « (—1)""an. Isto demonstra (1).

(2) Do ítem (1) temos que F, é formalmente real. Mostremos que Fi é pitagoreano. Con­

sidere fº + qº, onde f = ant" +... , e g= bt" +..., an A 0, bi, £ 0. Sem <n, então

Fº +9º=(ant")º(14+...) é um quadrado em Fy como vimos a pouco no ítem (1).

Se m = n, escreva a2, +b2 = cd, cn E F, pois F pitagoreano. Como, por hipótese, F é
formalmente real, temos que c,, £ 0. Temos agora fº + gº = 2(ent")º(14...), novamente, um
quadrado em F7. Isto conclui (2).

(3) Segue de (2) e do Corolário 4.2.2.
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4.3 O Espectro Primo do Anel de Witt

Nesta seção estudaremos o conjunto de todos ideais primos do anel comutativo W(F), chamado

espectro primo”. Determinaremos este conjunto e veremos que ele está intimanente relacionado

com os conjunto das ordens de um corpo.

Se P é um ideal primo em um anel comutativo A, e o domínio DP tem característica p
(primo ou também zero), por conveniência, diremos que P tem característica p.

Para o que vem a seguir precisaremos da

Definição 4.3.1 Sejam q =<a1,02,..., an> uma forma quadrática sobre um corpo ordenado

F e Paordemde F. À assinatura de q (relativa a P) é o número inteiro signpg =n24 —n­,

onde n4 = |[a1,0a2,...,an)f(|P|l, en. = ai,a2,­..,an)(]|­P|. Ou seja: a assinatura da
forma quadrática q é o número de elementos positivos menos o número e elementos negativos

segundo a ordem P.

Denota­se também, signpq por signaqg onde a é a ordem de F tal que P, = P. Tendo em

vista o Teorema 4.2.3, que diz que os elementos ais se reduzem a 1 ou —1 no fecho real de F

temos que signsg = r*(q) E W(F,) = Z, onde F, é o fecho real de F relativamente a ordem
a.

Lema 4.3.2 Seja P um ideal primo em W(F) de característica p (um número primo ou zero).

Então “O a =
Demonstração:

W(F)
P

que <a> —­l E Pou<a>+lEPe assim cada <a >= l(mod. P) ou <a >= —l(mod. P),

Como é um domínio de integridade e (<a> +1)(<a> —1) = 0 E W(F), temos

para qualquer a € F. Como W(F) é aditivamente gerado por <a>, a € PF, segue que o grupo
W(F W(F zZ(P) é cíclico (gerado pela imagem de < 1 >) e portanto () o E —
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Teorema 4.3.3 Há uma correspondência natural um­a­um entre ideais primos de W(F) de
caraterística zero e as diferentes ordens sobre o corpo F.

Demonstração:

Para uma ordem a de F' (se existir uma), seja F, o fecho real de F' relativo a ordem a.

Sejam rº : W(F) — W(F,) o homomorfismo induzido pela inclusão r : F — F, e

Pa = ker r*. Pelo Teorema do Isomorfismo Ss ) = Im rá = Z (domínio). Logo P, =
ker r* é um ideal primo de característica zero. Podemos ver que para todo a E Fa E P E>
a = l(mod.P,).

De fato, como P, = FºNnFentãoa€P, se, e somente se, a E FPNF E<a, l1>=0 em
W(Fa) €&> a = l(mod.P.). Este fato serve como motivação para construir a correspondência

inversa: dado um ideal primo P de característica zero (ou característica diferente de 2), varnos

construir uma ordem ap de F'. Definimos o conjunto dos elementos positivos da seguinte forma:

Pp =t(aE F|<a>=l(mod.(P)).

Verifiquemos Pp é uma ordem:

(1) 0 É Pp, é claro.

(ii) Seja a E Fead Pp. Então <a> El(mod.P) e assim <a >= —l(mod.(P). Isto

implica que <—a >= l1(mod.(P)), isto é, —­sa E P.

Além disso, P é fechado para a multiplicação e para a adição:

(it) Tome a,b E Pp, então <a >= 1 =<b > (mod.P). Como <a> —1 E P, então

<ab> — <b>=<b> (<a> —1) E P (pois este é ideal). Consequentemente <ab>=<b>

(mod.P) = l1(mod.P), ou seja abE Pp.

Seja c = a +b. Se c=0, então a = —b e de <a>=<b>= l1(mod.P) temos 1 = —l(mod.P),
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daí 2 E P e portanto P tem característica 2, contradição. Então c £ 0 e de <a> + <b>=

<a+t+b>(1+ <ab>) temos 2 = 2<c> (mod.P). Como carP = OQ segue que <c >=

l1(mod.P), isto é, c E P e isto conclui a demonstração de que ap é uma ordem sobre F.

Do 9 zooAfirmamos que as aplicações a — P, eP—>ap são inversas uma da outra.

De fato, seja a uma ordem de F e &º := (6 0 0)(a) = ap,. Mostremos que P' := Pyr e

P:= P, são iguais, acarretando que & = a.

Para qualquer a E P/, <a >= l(mod.P,), ou seja, <a, ­l1| >€ Pa = ker (rs). Assima E P'
se, e somente se, a € Fº N F = P,. Logo po 0 =id.

Agora provemos que 0 o é = 1d.

Seja P um ideal primo de característica zero em W(F). Então €(P) é a ordem ap cujo

conjunto dos elementos positivos é Pp = fa € F| <a >= l(mod.P)) e 0(&Á(P)) := Pa, =
ker(rz,): Assim q =<a1, .. . , an >E Pa, se, e somente se, q=0 € W(Fa,) > Z se, e somente

n

se, signa,q = O se, e somente se, > signo, <a;>= 0. Por definição, a; E Pp para a metade
1=1

dos índices 1 E 1,2,...,n e —a; E Pp para a metade restante dos índices. Reordenando e

colocando os a;, positivos na frente temos:

q =< di, 0m, Ama, dom >, n = 2Mm, d1,..., Am, Am+1)­ +, Am E Pp. Ássim,

<a; >= l(mod.P), i =1,...,m e <a;>=­l(mod.P)i =m+1,...,2m, o que implica que

q = m(1) +m(—1)(mod.P). Portanto q = O0(mod.P), ou seja q€ P. Logo Pa, CP. Agorao
W(F) W(F)isomorfismo n/a —p nos dá que Po, =P.

a
P

Isto conclui o teorema.

Vamos agora considerar os ideais primos de característica p £ 0. Primeiro vamos aproveitar

os ideais primos de característica zero de W(F) (se existirem) e construir ideais de característica

p > O (incluindo 2). O teorema a seguir, garante que esses são todos os ideais primos do anel

W(P).
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Para uma ordem a de F e p > O um número primo denote por P.,, o núcleo da seguinte

aplicação composta:
Z

DEW(F) O W(F) = Z

Em outras palavras, P,., consiste de todas as formas quadráticas q € W(F) cuja assinatura
relativa a ordem a é um inteiro múltiplo de p.

E importante notar que PJ, é o único ideal de característica p que contém P,.

De fato, tome q E Pa, então rº(q) = 0 e no ri(q) = O, ou seja, q € Pap. Seja agora P um
: ,

W(F Z ­ideal que contém P, e WE) = E então para toda forma q E Pan, ri=m<l>,mEZ:P

múltiplo de p. Então gq +P = 0 E E pois rorí(g=0eE TT Logo q E P, ou seja,
Pp

Par CP. Seja gq E P O Po, então q+ Pa C W(F,) = Z. Como qE P então n(q+ P.) =O0
W(F)

——;

pois q= O —— mm —. L Pa Pap: À af ão está da.em DX pois q em P 7X ogoq € Pa, ouP C Pap alirmaçao està provada

Teorema 4.3.4 Spec W(F) consiste dos seguintes tipos de ideais primos:

(1) Pa onde a percorre todas as ordens de F. Estes são todos ideais primos de característica

(2) Par, a como em (1) ep um número primo. Estes são todos os ideais primos de
característica p.

Demonstração:

Precisamos somente verificar (2) acima.

Seja P um ideal primo em W(F) de característica p £ 2. Na demonstração do Teorema

4.3.3 temos construída uma ordem a = ap de P. Afirmamos que P, C P. De fato, seja

q uma forma em P3y, isto é, q tem assinatura nula relativo a a. Então, na diagonalização

de q metade das entradas são positivas (e a outra metade negativa) relativa a a. As entradas

positivas, por definição, são côngruas a 1(mod.P) e as outras são côngruas a —l(mod.P). Assim

q = O0(mod.P), o que mostra que P, C P como afirmado.
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Como Pa,, é o único ideal primo de característica p que contém P,, concluímos que P =
Pa,p­ Isto completa a classificação. —
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Capítulo 5

Extensoes de Assinaturas

5.1 Extensões de Assinaturas

Seja A uma F­álgebra comutativa de dimensão finita. Para a E A, tr(a) é o traço do F­

endomorfismo "multiplicação por a”. Isto define uma aplicação F'­linear, que no caso em que

A é um corpo (contendo F) é o traço usual definido para cada elemento da extensão A,,,
ou seja, tra, (a) = NX ai, onde a; são as raizes distintas do polinômio minimal de a sobre
F. Uma generalização da forma bilinear tr, < 1 > definida anteriormente no transfer de

Scharlau (ou reciprocidade de Frobenius) é b(x,y) = tr(xy) definida sobre A x A. Da teoria de
álgebra comutativa temos que se A é uma F­álgebra de dimensão finita n, então A é isomorfa a

FIX]
<p(r)>
dois resultados clássicos.

, onde <p(x)> é o ideal principal de F[X], gerado pelo polinômio p(xr). Agora seguem

Teorema 5.1.1 (Teorema Chinês do Resto) [H, p. 1381­132]

Sejam pi, pa,...,pr E K[IX),A: =< p; > o ideal principal de KIX]| gerado por p; =
Pi(X), com (pi,p;) = 1, 1 É j. Dados fi,fao,...,f, E KIX] o sistema de congruências

f = fi(modA;), i=1,2,...,r tem uma única solução em K[X], módulo NA; =<pipa ...pr >­

46.
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Lema 5.1.2 (Sylvester)

Sejam (F,P) um corpo ordenado com fecho real À, b(x,y) = tr(xy) a forma traço definida

sobre a F­álgebra A de dimensão finita. Seja p(X) E FIX] tal que A > 20 Então
signp(b) é o número de zeros distintos de p(X) em A. Em particular o número de zeros de

p(X) depende apenas de P e não da escolha de À (pois sign, (b) é invariante).

Demonstração:

Como À? é uma extensão de P a À temos que sign(b) = sign (ba), onde ba = bHR A.
AX]

<p(X)>
Teorema Fundamental da Algebra temos que p(X) se decompõe sobre À em um produto de

O espaço vetorial subjacente da forma bilinear ba é . Como À é real fechado, pelo

fatores lineares e/ou quadráticos:

P(X) = m(X) p(X)º...p(X)”,

com grau de p;(x) < 2. Pelo Teorema Chinês do Resto, existe um isomorfismo canônico de
F­álgebras:

APL AX] ax
<pP(X)> <m(X)i> "" <p(X)t> (”)

Como a multiplicação neste produto cartesiano de A­álgebras é feito coordenada a coorde­

nada segue­se que b((Y1,...,Y.), (41,...,Zr)) = tr(N11Z,...,Y­Z­). Assim a decomposição de

em produto direto dado em (*) é uma decomposição ortogonal em relação a b. Sendo

AÍX]
<p(X)u>' Como sign (b) =

AX]
<pi(X) >

Dessa forma, temos 2 casos a considerar: p;(X) = (X ­ a) ep(X) = Xº +aX + À.

(A) Se L; é da forma L; = hd
(X — a)!) de L;. Nesta base a matriz da forma traço (b;) é dada por (b), =

onde b; é a forma traço com espaço vetorial subjacente

> sign(b;), basta verificar o teorema para a forma traço b; definida sobre L; =

considere a base B = 1,X — a...,
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[Rr((X — a)I)(X — a)exe, ,k = 0,1,...,e— 1. Como tr((X — a)") é o traço da matriz
da função linear f : L; — Li, f(y) = (X — a)"y segue que

Em outras palavras, b; =< e, 0, . .. ,0> e portanto sign, (b;) = 1.

AX]
<(Xº?º+aX + 8)º>

AX]
<(X?º— 1) >(B) Se L; é da forma L; = com aº — 48 < 0, então L; >

AÍX]
<(Xº +1)e>*

vv: L— L; tal que 0 = V((vº +1)º) = (V(v)º +1)º, onde vV(v) = a+ bu. Sendo B=(1=
vo,X = vi, X(X?º+1) = va, (Xº +1)º = va,..., X(X?º +11)! = va1) base de L;, depois de

2alguns cálculos encontramos: V4v(1) = 1,V4(X) =ar Consequentemente v/(X? + 1) =VB =
Faça V(X(X?+1)]) = V(X)V(Xº+1) e estendendo v a todo L por linearidade.

De fato sejam L = v a classe de X em L e u a classe de X em L;. Queremos

ut+oaut+B
48­02

Deste modo % e um homomorfismo de anéis. O grau de v(v;) é igual o grau de vi, v;: E BD.
2e—­1 2e—­1

Assim se f = NY" ajuv; E L é tal que 0 = Vv(f) então 0 = XY" aj/b(v;i). Como para à £ j (1,] =
1=0 1=0

0,1,...,28e — 1), V(v),/V(v;) tem graus diferentes segue­se que a; = 0, (1 = 0,1,...,2e — 1).

4

Logo ker % = (10) e portanto 4 é injetora. Como L e L; tem a mesma dimensão como A­espaço

vetorial segue­se que v : L — L; é um isomorfismo A­espaços.

AX]
<(Xº +1)*>

(bi)B = (tr(vivx)), onde tr(vjux) é o traço do endomorfismo linear f : L;— Li, f(y) = v;vny.
Assim podemos considerar L; = . Na base B a forma traço b; tem a matriz

Calculando cada um destes traços formamos a matriz
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Em outras palavras, b; =< 2e, —2e,0,...,0 > (na base B). Assim sign, (b) = 0, e a

demonstração está concluída. —

Lema 5.1.3 [B, Chaps 1 — 28 2 Proposition 1b, p.96]

Sejam A, B anéis comutativos e P um ideal primo minimal de A. Se Ff: A—> Bé um

homomorfismo de anéis tal que kerf C P, então existe um ideal J de B tal que P= f"*(J).

No capítulo anterior vimos que existe uma correspondência 1 a 1 entre as ordens de um

corpo F e os ideais primos de W(F) de característica zero. Estes, por sua vez são precisamente

os núcleos das aplicações assinaturas de W(F) em W(F,) =» Z, (Fa. : fecho real de F relativo

a ordem a). Logo existe uma correspondência natural entre as ordens de um corpo F e as

assinaturas de W(F'). Vamos denotar por sign, a assinatura de W(F) correspondente a ordem
P deF.

Definição 5.1.4 (Extensões de Assinatura e Ordens)

Sejam / : W(F) — W(L) um homomorfismo e o uma assinatura de W(F), (isto é:

um homomorfismo de WF em Z). Dizemos que o se estende a uma assinatura 0' de W(L)

relativamente a f, se 0'(f(q)) = o(q), para todo elemento q € W(F). No caso em que L 5 F

ef=r":W(F) — W(L) é o homomorfismo induzido pela aplicação inclusão de F em L

dizemos simplesmente que 0” é uma extensão de o.

Se P é uma ordem de F e Q é uma ordem de L, L D F, diz­se que Q estende P (ou Q é

uma extensão de P) a Lse QN F=P. Esta extensão será denotada por (L, Q)jr.p)­
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Considere novamente L,|, uma extensão de corpos. Na literatura é comum os autores
denotarem o núcleo do homomorfismo induzido pela inclusão r* : W(F) — W(L) por W(Lr).
Com estas notações temos:

Lema 5.1.5 Sejam (F, P) um corpo ordenado, Ly, uma extensão de F. À ordem P tem uma

extensão a L se, e somente se, sign (W(L,,))=O0

Demonstração:

Seja Q uma extensão de P a L. Se q =< a1,...,a, > pertence a W(F) então r*(g) =

< a1,02,...,an > € W(L). Logo sign,r*(q) = sign,(q) e portanto se q E W(L,,) então
ker r* C ker sign,. Pelo Lema anterior, existe um ideal primo J de W(L) tal que r* (J) =
ker sign,. Pelo Teorema 4.3.4 segue que r* "(J) = Jp (ker sign,). Pelo Teorema 4.3.3 aP 8 P

ordem Q correspondente a J é dada por:

Q=fíaeL|<l,­a>E J)

Resta verificar que P = QN F. Seja a E Pentão a E Fe <1,­a>€E J, ou seja, a E FNQ.

Reciprocamente, se  € FNQ então a € Fer (<l1,­a>) =<l,­a>€E JJ. Ássima E

FnNr*º"(J)=Jp,oua€EP. Logo QNF =P. —

Corolário 5.1.6 Seja (F, P) um corpo ordenado e L uma extensão de F.

(1) Se [L: F] é ímpar, sempre existe uma extensão de Pa L.

(ii) Se L = F(Vd),de P, também existe uma extensão de P a L.

Demonstração:

O Teorema de Springer para extensões de grau ímpar nos dá que W(L,,) = 0. Logo
sign, (W(Ly,) = O e (1) está provado. Agora se L = F(Vd), pelo Teorema 3.2.2, obtemos
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W(L,) = W(F) <1,—d>. Como d é positivo segue que sign, (W(Ly,)) = O. Logo (1) é
válido. =

A demonstração do Lema seguinte depende da teoria de anéis semi­simples. Como só vamos

usá­la num ponto, preferimos só enunciá­la em vez de conceituar e desenvolver parte da teoria

de anéis semi­simples para tão pouco uso.

Lema 5.1.7  /K, Lema 4.1]

Seja Li, uma extensão finita de graun. Então existe um L­isomorfismo de anéis

LerLy=—I,nxLlox...xLL,

onde Ly = L e Lo,..., Lr são ertensões algébricas de L com grau menor que n.

Lema 5.1.8 Seja (F,P) um corpo ordenado com fecho real À. Tome L = F(a) uma extensão

algébrica simples e seja é a forma traço de L sobre F. Assuma r = sign (tr(xy)) > O. Então
existem no máximo r extensões R; de P a L. (Eles são dados pelos F­mergulhos o; : L => A,

1sto é, R; = o;7!(A?).

Pelo Lema 5.1.2 r é o número de zeros em À do polinômio minimal p(r) de a, e é também

o número de F­mergulhos o; : L — A. Claramente R; = 0;(A?) são extensões de P, desde

que facilmente, verifica­se que R; satisfaz as propriedades de ordem e além disso, RN F =P.

Assuma agora que exista outra extensão Q. então existem a; € L com o(a;) é Aº, ou seja a À R;

ea; E Q. Por repetidas aplicações de 5.1.6 a ordem Q estende a L(/a1,..., /ar) = F(6), onde
8 é um elemento primitivo sobre Fº com polinômio minimal q(x). Pelo Lema 5.1.2, g(x) tem

um zero em À. Portanto, existe um F­mergulho o : F(6) — À. Seja o, = 0;, então temos a
seguinte contradição: 0;(a;) = o(a;) = (4/0(a;))º E À?. =

Teorema 5.1.9 (1) Sejam, (L, R)jr,py uma extensão algébrica de corpos ordenados e À um
fecho real de (F, P). Então existe um mergulho L — À que preserva a ordem.
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(11) Sejam A, E fechos reais do corpo ordenado F. Então existe exatamente um F­isomorfismo

EZA que, necessariamente preserva a ordem.

(11) na situação de 5.1.8, os R; são todos diferentes. Então P tem exatamente r extensões
a L.

Demonstração:

(1) Consideremos o conjunto F de todos os corpos intermediários F C M C L, tal que

existe um mergulho (M, MN R) — (A, À?) que preserva a ordem. Ordenando £F pela inclusão,
pelo Lema de Zorn, existe um corpo maximal M, emF. Pelo Lema anterior Mo = L.

(11) De acordo com (1) existe um F­isomorfismo o : E > F. Sejart : E — F o segundo.

Como T7(E?º) C A?, a aplicação 7 preserva a ordem como o. Tome a E E com polinômio

minimal p(x) e conjugados m,...,a, em E. Sem perda de generalidade a, <...< ar. Desde

que o e 7 estão preservando as ordens temos:

o(a) R...< o(a), Tí) <... <T1(a,).

Então o(a;) = 1(a0;) e em particular o(a) = T(a), pois um dos o(a,) é o(a).

(111) Assuma que R; = R; = R, para 1 £ j. Seja E o fecho real de (L,R). Por (ii) os
mergulhos 0; £ 0;, podem ser estendidos à aplicação E — A, e isto é impossível por (t1). Isto
conclui o teorema. 5

Um resultado fundamental para nós é o teorema a seguir:

Teorema 5.1.10 Sejam (F, P) um corpo ordenado e L uma extensão finita de F. Então

sign, (tr, <1>) > O. Além disso tem­se que a ordem P se estende a L se, e somente se,
sign (tr. <1>) > O.
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Demonstração:

Façamos por indução em n = [L: F]. Paran = 1 a tese é evidente pois tr, <1 >=

<1l>. Suponhamos n > l. Se P não pode ser estendida a L então pelo Lema 5.1.5

sign, (W(L,)) £ 0. Seja q € W(Ly,) com sign,(q) £ O. Pela reciprocidade de Frobenius
q­tr.(<1>) =tr.(r*(q))= 0. Daí sign, (q.tr. <1>) = signp(q).signp(tr, <1>) = 0. Logo
sign, (tr. <1 >) = 0. Se P possui pelo menos uma extensão Q a L então sign, (tr, <1>) =
sign (tr. <1>r”), onde (tr, <1>rn=r"(tr, <1>)).

Por definição temos que a forma n­dimensional tr, < 1 >”, tem L &r L como espaço

subjacente (isto é: tr, <1 >1: LOGF L — L). Pelo Lema 5.1.7, segue­se que existe um L­

isomorfismo de anéis L Gr L = Lx La x...x L,, onde L, = Le L; é uma extensão algébrica

de LE com grau [L; : L] = n; <n. Como as operações de L, x La x... x Lr são efetuadas

coordenada à coordenada segue­se que esta decomposição de L &r L é ortogonal, ou seja:

(L Or L, tr. < 1 >1) = (Ta, tri)I (Lo, tra) ... +L(L,, tr,)

onde tr, : L;— L é a restrição da forma tr, <1 >”, à L;. Logo tr; é a forma traço de extensão
La, e podemos escrever tr, <1 >n= trr, <l1>. Como L; = L tem a forma traço igual a
<1>, a assinatura é 1. Sendo [L;: L] < n, a hipótese de indução nos dá que os outros tr; têm

assinatura maior ou igual a zero. Assim sign(tr, <1>) > O. —

Exemplo 5.1.11 Seja E=F(ya), a € FNVÊ?.

A forma quadrática tr, <1>: E— F tem forma bilinear associada b: EXE — F

definida por b(x,y)=tr(x.y). Assim, em relação a F­base (1,)/a) de E temos:

(1,1) b(1,V0) s trfl) tra) | [20
BVa,1) NVa,Va) tra) tr(a) o 2%

Logo tr, <1>=m<2,2a>. Assim, se F é ordenado por P. temos que sign (tr.<1>) > O se,

Mira> =

e somente se, a E P. Neste caso a ordem =p é estendível a E, de dois modos: em uma ordem

Va é positivo e na outra ordem Va é negativo. —
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*Exemplo 5.1.12 Pelo Corolário 5.1.6(i) existe uma extensão da ordem usual (< ) de Q à
Q($a), onde a =2 oua=­2. De fato pelo Teorema 5.1.10 é suficiente demonstrarmos que

sign(tr, <1>) > O.

Para isto seja E = Q(/a), considere a base B=<11,%/a, Va?) de E sobre Q. Temos que
a forma quadrática tr, <l> (x,y) = tr(r.y) na base B tem a seguinte matriz:

tr(1) tría) tr(V/a?)
M,.a> =| tr(/a) tr(Va?) tr(S/a)

tríiia?) tr(a) irílaila)
ondea = 2 ou a = —2.

Logo tr. <1 > (t1,%2,%3) = (t11 x2 13)M, 11 2 x13)' = 3x? + Garara. Como Q1 érecis(
3 Taz oa TR é : nosortogonal a (Q./a+Q.Va?) e tr <1> restrito a Q.­/a+Q.Va? é dada por 6axax3 isométrico

a IH (Teorema 1.3.2(4)), temos que tr <1>=<3>1 H. Logo sign(tr, <l1>)=1 ea ordem

usual de Q se estende a Q($/a), onde a=2 ou a=­2. =

Exemplo 5.1.13 Sejam F, < um corpo ordenado e a E FAVA O << a. Então
K = F(*%/a, n=1,2,...) possui uma única extensão da ordem < de F. Desde que Ya E KR, a

é positivo em todas as ordens de K. Assim as ordens de K estão em correspondência bijetiva

com as ordens de F em que a é positivo.

De fato, denote por F,, o corpo F,, := F(vVa, Ha, ..., *Va), para cada m=1,2,,....

Note que cada um dos elementos /a, V/a,..., * Va é um quadrado em Fr. Logo eles são
positivos em qualquer ordem de F.,. Pelo exemplo 5.1.11 existe apenas uma ordem de E tal

que Va é positivo nesta ordem. Como Fn1 C Fm = Fn1(*/a), por indução sobre m existem
27 rá ... mapenas duas ordens de F,, que estende <; uma em que a é positivo e a outra em que *V/a

, :

é negativo.

Desde que K = U Fr, é um corpo (pois (Fm, m E IN) é uma cadeia ordenada pela
m=l
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inclusão), cada ordem de K induz uma ordem em Fr. Mostremos que K possui apenas uma
amordem que estende <, a saber, aquela em que *Va é positivo, VYV]n > 1.

%/a sendoSeja Sm a única ordem de F,, que estende < na qual *V/a é positivo. Note que

um quadrado em F,, paras = 1,2,...,m—1, eles também são positivos. Seja P C K o conjunto

P=(|JPrn, onde Pr, é o conjunto dos elementos positivos da ordem de F, que estende < tal
que a E Pr, s=1,2,...,m. Desdeque PCP, C Pa. é muito fácil verificar que P é uma

ordem de K que estende P. Agora sejam <, e “2 duas ordens de K que estendem <. Como

K é uma reunião de uma cadeia de corpos e <;7, 2 são iguais sobre F existe i E IN tal que

Ki1=X, sobre F; e distintas sobre F;11. Seja &' as restrições de =, e <2z sobre F;. Como F;m É

uma extensão quadrática de F; só existem duas extensões de <' sobre Fi1; uma em que *NW/a
i+1 ­ ­ ­ ” ­2 /a é negativo. Então estas duas extensões são precisamenteé positivo e a outra em que

1+1 E j i+1 ,<, e 2 . Se “Na <1 0 em Fi, então *Va x, 0 em K e “Va é um quadrado em K,
o NT t+(contradição). Do mesmo modo temos uma contradição caso **/a <; 0 em F;.1. Como

"W/a E Kº, Vn=1,2... o eremplo está completo. —

Efetuando mais alguns cálculos, pode­se estender o Teorema 5.1.10 para toda forma quadrática

sobre L, ou seja:

Teorema 5.1.14 Sejam (F, P) um corpo ordenado e Li, uma extensão finita. Então para toda
forma quadrática é sobre L, sign, (tr.$) = > signr(Q), onde a soma é dada sobre todas as

ROP

extensões R de P. Em particular, o número de extensões é igual a sign (tr.<1>).

Demonstração:

Podemos assumir é =<a>, a E L. Seja À um fecho real de (F, P) e E= F(VY—1). Então
sign (tr, <a>) = sign(tr, <a>)a. O espaço vetorial subjacente de (tr, <a>)r é LGr À.
Pelo Lema 5.1.7, LGFA = A x ­­­ x Ax E x­­­x E, com r fatores À. Esta decomposição é

ortogonal e os fatores E são tais que (E, qr) são planos hiperbólicos, onde qg é a restrição de

tri <a>a à E. tr, <a >A restrita à E é positivo ou negativo dependendo se a é positivo ou
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se a é negativo na ordem correspondente. Pelo Teorema 5.1.9(ttt1) a extensão P corresponde
exatamente aos fatores À e isto demonstra o teorema. "mm
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Capítulo 6

O Espaço das Ordens de um Corpo

6.1 O Espaço das Ordens de um Corpo

Neste capítulo faremos um breve estudo sobre o conjunto das ordens de um corpo F. Este

conjunto será denotado por Xr, ou seja,

Xr := (P| P ordem de F)

Queremos primeiramente, construir uma topologia canônica sobre Xr. Toda ordem P

define de modo único uma função assinatura, sign, : F — (+1), sign,(r) = 1 se, e somente

“sezrxEP. O conjunto de todas aplicações s: F" —> (+1) será denotado por II, (1), ou
mais resumidamente por IT[+1). Como P é completamente determinado por sign,, temos uma
injeção Xp — II(+1). Tomemos (­E1) com a topologia discreta e IT+1+ com a topologia
produto.

Como (+1) é Hausdorff e compacto, pelo Teorema de Tychonov temos que IT+1Y é com­

pacto e Hausdorff.

Consideremos Xr um subconjunto de ITT+1) e dotado com a topologia induzida. O con­

junto Xr é chamado espaço das ordens de F.
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Por conveniência, lembremos que um conjunto B de abertos de um espaço topológico X é
chamado subbase se todo aberto de X pode ser expresso como união de intersecções finitas de

elementos de B. À topologia em IIT­+1 é definida tomando a seguinte subbase:

170) = H(o,0) = (f:F — (21)]f(a) = 0)

onde a E F', eE=+1 en, =II+1) — (1) é a projeção sobre o a­ésimo fator.

Como a seguinte união é disjunta:

U(+1) = H(a,6e)U H(a,­—e)

os conjuntos H(a,e) são abertos e fechados.

Um espaço topológico é chamado totalmente desconexo se qualquer dois pontos podem ser
separados por subconjuntos disjuntos abertos e fechados. Temos o seguinte: se f, g E ITH11

e f(a) É g(a) então f e gq são separados por H(a,e) e H(a,—e). Assim II(+1) é um espaço
booleano, isto é, Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

Teorema 6.1.1 Xr é um subconjunto fechado de ITT+1). Assim Xr é um espaço booleano
com a respectiva topologia induzida.

Demonstração:

Mostremos que x. é aberto. Tome a aplicação s : FF — (1) que não é definida por

uma ordem. Dessa forma, pelo menos uma das seguintes condições ocorre:

(1) s(a) = s(b) = 1, mas s(a Hb) = —1

(2) s(a) = s(b) = 1, mas s(ab) = —1

(3) Existe a E F' tal que s(a) = s(—a) = e (e = 1 ou —l).

Consideremos que ocorre (1), então a,b € s(1) implica que a +b = c é s"'(1) e daí,
s € H(a,1) N H(b,1)NH(ce,—­1). Mas (H(a,1) N H(b,1) N H(c,­1))N Xr = O pois se
PE Xr, signp(a) = sign sign(b) = 1 então sign(c) = 1, contradição.
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Se ocorre (2), temos a,b € s"*(1) mas c= ab é s(1) e novamente s € H(a, 1) N H(b,1)N
H(e,­1) e (H(a,1) ND H(b,1) O H(e, =D) N Xp = O.

Se ocorre (3) existe a E F tal que s(a) = 1 (a É sº(—1)) e s(—=a) = l1(—a é s*(—l)
equivale a é —s"'(—1)) e assim, s € H(a,1) N H(—a,1) e (H(a,1) 0 H(—a,1)) 0 Xp = O.
Logo Xr é um subconjunto fechado de (+11). Assim Xr com a topologia induzida de 1IT(+1)
é booleano.

Finalmente como para todo a E F', H(a,1)N Xr = H(a)) = (PE XrlaeEe Pile

H(a, ­1)N Xr = H(—a) concluímos que a topologia induzida por II+1) em Xr coincide com
a topologia inicialmente considerada. =

Definimos agora a seguinte aplicação : d: Xp — Z, P— sign(Q), onde é é uma forma
quadrática sobre F' ou um elemento do anel de Witt.

Teorema 6.1.2 À aplicação $ é contínua. A topologia de Xr é a topologia mais fraca tal que
todas é são contínuas.

Demonstração:

Claramente, usaremos a topologia discreta sobre Z. Como soma de funções contínuas é

contínua, basta­nos mostrar para dó=<a>:

$i) =O,sei£+l

$(1) = H(a)

$(1) =H(­a).

Como estes conjuntos são abertos, a afirmação está provada.

Definição 6.1.3 Para uma extensão de corpos Li,, temos a seguinte aplicação canônica:

E=Epn,:Xpr— Xr, R— RNF
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Teorema 6.1.4 (1) À aplicação En é contínua e fechada para toda extensão de corpos L|r

(11) A aplicação Ene é aberta para toda extensão finita Lir

Demonstração:

(1) Para a E F claramente temos e '(Hr(a)) = Hr(a). Então « é contínua. Como Xr, é
compacto, segue que € é fechada (isto é, aplicações que levam conjuntos fechados em conjuntos

fechados).

(11) Temos que mostrar que a imagem de um aberto é aberto. Uma base de um conjunto

aberto é a coleção de conjuntos abertos e fechados:

H(01,...,an) = H(a)N...N H(ar)

Seja R uma ordem de L. Então R € H(m,...,an) se e só se, sign, << au,...,an >>É O
(Onde d =<< a1,..., a, >> denota a forma quadrática <l1,01 > Q...Q& <l,a, >. Note que

sign <<a1,..., 07 >>= 2" se todos a; são positivos e é igual a 0 se um dos a; é negativo).

Aplicando agora a fórmula traço de 5.1.14 sign(tr,6) = >> sign, (Qd).
RJSP

Como sign (4) > O para todo R, segue que sign(tr.d) £ O se, e somente se, existe uma

extensão R de P com sign, (9) £ 0. E assim, En, (H(0,...;0n)) = (P | sign(tr.d) £ O),
como este conjunto é aberto e fechado, nossa afirmação está provada. —

Exemplo 6.1.5

Vamos dar um exemplo de um corpo com um conjunto não contável de ordens.

Seja F = Q(V2, 3, V5,...) a extensão de Q obtida por adjunção das raízes quadradas de
todos os números primos positivos. Denote por X(F) o conjunto de todas as ordens de F. Já

vimos que existem duas ordens sobre Q(/p) (p> 0 um número primo em Z) que estendem a
ordem original < de QD. Assim existem quatro ordens sobre Q(y/p, Va) (p eq primos positivos
em %Z) que estedem a ordem original de Q, etc. Cada ordem de F fica determinada quando
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se especifica que /p é positivo ou negativo (ou seja: tem sinal 1 ou ­1). Denotemos o produto

cartesiano de infinitos fatores de (0,1) por Ito 1) e definimos E: X(F) — II 1), por:
(X) = (a1,02,03,...), onde a; =1 se /p; é positivo na ordem < e a; = O, caso contrário, (p;

é o i­ésimo primo). Então é uma bijeção e como TT, 1) não é contável temos que X(F)
não é contável. =

Notação 6.1.6 T. C. Craven demonstra em ([C], Corolário 4) que X(F) é homeomorfo ao

conjunto de Cantor.
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