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Resumo

Esta dissertacao é um estudo sobre a controlabilidade de sistemas de controle descritos
por equagoes diferenciais abstratas. Primeiramente, sdo apresentados alguns resultados
de controlabilidade para sistemas lineares e sem retardo. Em seguida, é estabelecido um
critério para a controlabilidade aproximada de sistemas lineares com retardo, através da
comparacao entre o conjunto atingivel destes sistemas com o conjunto atingivel dos sistemas
sem retardo. Por fim, é apresentada uma generalizagao do resultado anterior para sistemas

do tipo neutro com retardo.

Palavras-chave: Semigrupos analiticos, Poténcias fraciondrias, Equagoes diferenciais

abstratas, Controlabilidade.



Abstract

This dissertation is a study on the controllability of control systems described by abstract
differential equations. First, some results of controllability for linear systems without delay
are presented. Then, a criterion for the approzimate controllability of linear systems with
delay is established by comparing the reachable set of these systems with the reachable set
of the systems without delay. Finally, a generalization of the previous result for systems of

neutral type with delay is presented.

Keywords: Analytic semigroups, Fractional powers, Abstract differential equations,

Controllability.
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Introducao

A presente dissertacao é um estudo sobre a controlabilidade de algumas classes de sistemas de
controle descritos de forma abstrata, o que nos permite usar a Teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados como ferramenta.

Na literatura, a controlabilidade de sistemas lineares em espacos de dimensao finita tem sido
extensivamente estudada. Em particular, podemos citar os livros de O’Reilly [23], Wonham [32] e
Dragan e Halanay [8]. Assim, varios autores tém estendido o conceito de controlabilidade para sistemas
em espagos de dimensao infinita. Neste caso, podemos citar, por exemplo, [1, 20, 21, 22, 28, 30].

A abordagem em grande parte dos trabalhos sobre controlabilidade em sistemas de dimensao
infinita é através de teoremas de ponto fixo. Porém, em [20], Naito usa a decomposi¢ao do espago
onde estao as funcoes controle para comparar a controlabilidade de um sistema semi-linear com a
controlabilidade do sistema linear associado a ele. O mesmo é feito em [25] por Herndndez, Henriquez
e Prokopczyk-Arita para sistemas com retardo.

Outros tipos de sistemas que tém recebido muita atencao nos ultimos anos sao os sistemas do tipo
neutro. O interesse por estes tipos de sistemas se deve ao fato de que eles aparecem em muitas areas da
matematica aplicada. Entre os muitos trabalhos existentes, citamos o livro de Hale e Verduyn-Lunel
[16] e o artigo de Hernandez e Henriquez [13], uma vez que o primeiro trata de um livro cldssico e o
segundo aborda o problema de existéncia de solucao para o caso neutro usando a teoria de semigrupos.

Com relacao a controlabilidade dos sistemas do tipo neutro, a maioria dos trabalhos existentes
resolvem o problema usando teoremas de ponto fixo e exibindo um controle apropriado, veja por
exemplo [2, 11, 19]. Mesmo em [19], cuja proposta é usar a controlabilidade do sistema linear para
garantir a controlabilidade do sistema neutro, a técnica usada ainda consiste em exibir um controle
especifico. J4 em [14], Herndandez e Henriquez usam as ideias de [20, 25] para um sistema do tipo
neutro, porém de segunda ordem.

Dessa forma, o objetivo inicial deste trabalho ¢ estudar alguns resultados apresentados em [6] sobre

10



Introdugao 11

a controlabilidade do sistema linear descrito por

2'(t) = Az(t) + Bu(t), t >0, (1)

z(0) = 2° € X, (2)

onde z(t) € X e u(t) € U para todo t > 0, X é o espago dos estados, U é o espaco de controle e ambos
espacos de Hilbert, A : D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(t));>0 €
B :U — X é um operador linear limitado.

Na sequéncia, estudaremos os resultados em [25] que comparam a controlabilidade do sistema

linear (1)-(2) com a controlabilidade do sistema com retardo

o'(t) = Aw(t) + L(t)(2:) + Bu(t), t >0, 3)
z(0) = ¢, (4)
onde, além das mesmas condigoes do problema acima, x; : [—7,0] — X é definida por x4(0) = x(t + )

para 6 € [-r,0], ¢ € C([-r,0],X) e L:[0,7] — L(C([-r,0], X), X) é fortemente continua.

Por dltimo, motivados pela falta de um resultado que compare a controlabilidade do sistema linear
(1)-(2) com um sistema do tipo neutro, procuramos generalizar o resultado obtido em [25] para este
€aso.

Convém observar ainda que, da literatura sobre controlabilidade, sabe-se que muitos problemas
reais, que podem ser descritos por sistemas de controle da forma abstrata, nao podem ser exatamente

controlaveis. Diante desse fato, iremos considerar a controlabilidade aproximada.

Organizamos esta dissertagao da seguinte forma: no primeiro capitulo, introduzimos as ferramen-
tas necessdrias para nosso estudo. Mais especificamente, apresentamos na secoes 1.1 e 1.2 os
resultados classicos sobre semigrupos uniformemente continuos e fortemente continuos. Na secao
1.3, apresentamos o conceito de operador espectral de Riesz com o intuito de considerar um exemplo
classico de semigrupo gerado pelo operador “derivada segunda”. J4 nas segoes 1.4 e 1.5, apresentamos
os semigrupos analiticos e as poténcias fracionarias de um operador linear fechado. Ressaltamos que
nas trés primeiras secoes deste capitulo nao faremos a demonstracao de nenhum resultado, visto que
nosso foco principal é nas duas dltimas segoes, cujos resultados serao utilizados nos Capitulos 2 e 3.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo de existéncia de solucao para dois problemas distintos.
Primeiramente, na se¢ao 2.1, consideramos o problema de Cauchy abstrato nao homogéneo. Ja na

secao 2.2, tratamos de uma equacao do tipo neutro com retardo finito.
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No ultimo capitulo, fazemos um estudo da controlabilidade dos sistemas estudados no capitulo
anterior. Na secao 3.1, analisamos a controlabilidade exata e aproximada do sistema linear sem
retardo (1)-(2). Na segao 3.2, passamos a estudar o sistema com retardo finito (3)-(4) e a relacao
existente entre o conjunto atingivel deste sistema com o conjunto atingivel do sistema linear e sem
retardo (1)-(2). Por fim, na segao 3.3, estudamos o caso neutro, apresentando um resultado semelhante
ao da secao 3.2.

Finalizamos esta dissertacdo com o Apéndice, onde apresentamos resultados importantes, tais
como o Principio da Limitagao Uniforme, o Teorema do ponto fixo de Banach, dentre outros que sao

relevantes para desenvolvimento deste trabalho.



CAPITULO

Semigrupos de operadores lineares limitados

Neste capitulo vamos estudar os principais resultados da Teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados, que sera a ferramenta bésica para o desenvolvimento dos préximos capitulos.

Inicialmente vamos apenas enunciar os principais conceitos e resultados referentes aos semigrupos
uniformementes continuos e aos semigrupos fortementes continuos, deixando os detalhes para as se¢oes
1.4 e 1.5, onde apresentaremos os semigrupos analiticos e as poténcias fracionarias de um operador
linear fechado, respectivamente. Optamos por essa escolha uma vez que esses dois ultimos topicos

constituem as ferramentas que usaremos para o estudo da equacao neutra nos Capitulos 2 e 3.

Assumiremos por todo este capitulo que X é um espago de Banach com norma || - ||, £(X) é o
espaco da transformacgoes lineares limitadas de X em X e Ry = (0, +00).
1.1 Semigrupos uniformemente continuos

Nesta secao vamos definir um semigrupo uniformemente continuo e destacar algumas de suas
principais propriedades. As demonstragoes dos resultados nao serao apresentadas aqui, porém

deixaremos indicada uma referéncia de sua demonstracao para o leitor interessado.

Definicao 1.1. Uma familia a um parametro (T'(t)), com 0 < t < 400, de operadores lineares

limitados em X € um semigrupo de operadores lineares limitados em X se:
(i) T(0) = I, onde I denota o operador identidade em X;

(1)) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s € Ry.

13



1.1 Semigrupos uniformemente continuos 14

Definicao 1.2. Um semigrupo de operadores lineares (T(t))¢>0 € uniformemente continuo se

lim ||T(t) — I]| = 0.

t—0t

Definigao 1.3. Seja (T'(t)) > um semigrupo de operadores lineares limitados. O operador A : D(A) C
X — X, definido por

_ +
Az = lim Tz =2 = d—T(t):E

T 7T D(A
rhot ¢ dt » para @ € D(A),

t=0

T(t)xr —
onde D(A) = {w € X; lim+ )z =2 existe }, é o gerador infinitesimal do semigrupo (T'(t))i>0-
t—0 2
Observagao: Se (T'(t))i>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo, entdao a fungao t — T'(t) é

continua em [0, +00).

Teorema 1.4. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstracdo. Parte desse resultado segue pois, como A é limitado, a série de operadores lineares
o~ (tA)" " , - (tA)"
E é convergente e entao, podemos definir 7'(t) = ¢ = g .
n=0 n! n=0 n!

Para maiores detalhes veja [24, Theorem 1.2, pag. 2.

Pelas definicoes e pelo resultado anterior, segue que:

1-) Um semigrupo tem um tnico gerador infinitesimal.
2-) Se (T'(t))¢>0 ¢ uniformemente continuo, entao seu gerador é um operador linear limitado.

3-) Todo operador linear limitado A é gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo.
O préximo resultado nos diz que, se dois semigrupos tem o mesmo gerador infinitesimal, entao eles
sao iguais.
Teorema 1.5. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))t>0 semigrupos de operadores lineares limitados. Se

lim -1 =A= lim SM -1 I,
t—0+ t t—0+ t

entao T(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstragao. [24, Theorem 1.3, pag. 3].
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Teorema 1.6. Seja (T'(t))i>0 um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente continuo.
Entao:

a) existe um unico operador linear limitado A tal que T(t) = et para todo t > 0;
b) existe uma contante w > 0 tal que | T(t)|| < e*t, para todo t > 0;
c¢) o operador A do item (a) € o gerador infinitesimal de (T'(t))i>0;

d) a fungao t — T(t) é diferencidvel em norma e

d

ZT(t) = AT(t) = T(t)A.

Demonstragao. [24, Corollary 1.4, pég. 3].

1.2 Semigrupos fortemente continuos

Nesta secao vamos enunciar o conceito de semigrupo fortemente continuo e suas propriedades
bésicas. Como na secdo anterior, deixaremos apenas uma referéncia para a demonstracao dos

resultados citados.

Definicao 1.7. Um semigrupo (T'(t))i>o0 de operadores lineares limitados em X € fortemente continuo
se

lim T'(t)x = x, para todo x € X,

t—0t

ou equivalentemente,

lim |T'(t)z — x| = 0, para todo x € X.
t—0t

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X serd chamado semigrupo

de classe Cy ou Cy-semigrupo.

Teorema 1.8. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo. Entao existem constantes w >0 e M > 1 tais que

|T#)|| < Me**, para todo t > 0.

Demonstracao. Essa demonstracao segue do Principio da limitacao uniforme e pode ser encontrada

em [24, Theorem 2.2, pag. 4].

Corolario 1.9. Se (T'(t))i>0 € um Cy-semigrupo entdo, para todo x € X, t — T (t)x é uma aplicagio
continua de [0,+00) em X.

Demonstragao. [24, Corollary 2.3, pég. 4].

Teorema 1.10. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo:
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1 t+h
a) para © € X, lim —/ T(s)x ds =T(t)x;
h—0h J,

b) para x € X, /Ot T(s)xr dse D(A) e A </0t T(s)x ds> =T(t)xr — x;

¢) para x € D(A), T(t)xr € D(A) e %T(t)a: = AT (t)x = T(t)Ax;

d) para x € D(A), T(t)x — T(s)x = / T(p)Az dp = / AT (p)x dp.

Demonstragao. [24, Theorem 2.4, pags. 4-5].

Corolario 1.11. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T'(t))i>0, entao D(A) é denso

em X e A é um operador linear fechado.

Demonstragao. [24, Corolarry 2.5, pags. 5-6].

Teorema 1.12. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))i>0 dois Cy-semigrupos de operadores lineares limitados com

geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entdo T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstragao. [24, Theorem 2.6, pég. 6].

Teorema 1.13. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (T'(t))i>0. Se D(A™) é o dominio de
[ee]
A", n €N, entao ﬂ D(A™) € denso em X.

n=1
Demonstragao. [24, Theorem 2.7, pdgs. 6-7].
Nosso préximo objetivo é enunciar o Teorema de Hille-Yosida, que é um dos principais resultados
da Teoria de semigrupos de operadores lineares fortemente continuos. Este teorema é importante pois
nos fornece uma condicao para que um determinado operador linear seja o gerador infinitesimal de

um Cy-semigrupo. Porém, antes de apresentarmos este resultado precisamos de algumas defini¢oes

preliminares.

Definicao 1.14. Seja A : D(A) € X — X wm operador linear (ndo necessariamente limitado)
e considere o operador (A — A), onde N\ € C e I é o operador identidade definido em D(A). Se

(M — A)~L existe e € limitado, chamamos-o de operador resolvente de A.

Definicao 1.15. O conjunto
p(A)={AeC; I —-A) e N —-A) eL(X)}

€ chamado conjunto resolvente de A.
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Quando A € p(A), denotaremos o operador resolvente de A associado a A por R(\: A).

Seja (T'(t))i>0 um Cyp-semigrupo. Pelo Teorema 1.8, sabemos que existem contantes w > 0e M > 1
tais que ||T(t)]| < Me“!, para todo t > 0. Quando w = 0, dizemos que o semigrupo ¢ uniformemente

limitado. Se, além disso, M = 1, o chamamos Cy-semigrupo de contracao.

Lema 1.16. Seja A : D(A) € X — X wum operador linear fechado com D(A) = X, Ry C p(A) e
1
|IRA:A)| < I V' A > 0. Entao

)\lim AR\:A)x ==z, para todo x € X.
— 00

Demonstragao. [24, Lemma 3.2, pag. 9.

Definicao 1.17. Para todo A\ € p(A), definimos a aprorimacao de Yosida do operador linear A :
D(A) Cc X — X por
Ay =MAR(\:A) = R(\: A) — ).

Lema 1.18. Seja A : D(A) € X — X um operador linear fechado com D(A) = X, Ry C p(A) e
1
|IRA:A)| < T V' A>0. Se A\ € a aprorimagao de Yosida de A, entao

lim Ayx = Az, para x € D(A).
A—00

Demonstragao. [24, Lemma 3.3, pag. 10].

Lema 1.19. Seja A : D(A) € X — X um operador linear fechado com D(A) = X, Ry C p(A) e
1
RA:A)|| <—=,VA>0. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entao Ay € o gerador infinitesimal
A
de um semigrupo de contra¢ao uniformemente continuo (etAA)tZO. Além disso, para todo x € X e
A, 1> 0, temos
le!Ma — etng|| < t]| Ay — Az

Demonstragao. [24, Lemma 3.4, pag. 10].

Teorema 1.20 (Teorema de Hille-Yosida). Um operador linear A (ndo necessariamente limitado)

¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra¢io (T'(t))i>0 se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X;

(11) p(A) contém Ry e, para todo A > 0, ||[R(A: A)|| <

> =

Demonstragao. [24, Theorem 3.1, pags. 8-11].

Corolério 1.21. Seja A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragao

(T'(t))t>0 € Ax a aproximacdo de Yosida de A, entdo T (t)x = /\lim ez, para todo x € X.
= —00
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Demonstragao. [24, Corollary 3.5, pag. 11].

Corolério 1.22. Seja A: D(A) C X — X o gerador inifinitesimal de um Cy-semigrupo de contra¢ao

(T'(t))e=0- O conjunto resolvente de A contém o semiplano direito aberto, isto é,

1
{AeC; ReA >0} Cp(A) e [[RA:A) < Ron’ V A eC, com Rel > 0.

Demonstragao. [24, Corollary 3.6, pag. 11].

Corolario 1.23. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo satisfazendo

I1T(t)| < e“t, para algum w > 0, se, e somente se,

(i) A fechado e D(A) = X;

(i) {\ € C; ImA =0, A >w} C p(A4) eHR()\:A)HSﬁ,VAG(C, comImA=0¢e\>w.

Demonstragao. [24, Corollary 3.8, pag. 12].

O proximo exemplo é um exemplo classico da Teoria de semigrupos e é chamado de semigrupo

translagao, pois envolve a translacao de fungoes.

Exemplo 1.24. Seja X o espago das fungoes f : [0,+00) — Y limitadas e uniformemente continuas

de [0, +00) em um espago de Banach'Y qualquer, e considere em X a norma

If1l = sup [|£(s)]l-
s>0

Observe que com essa norma, X € um espaco de Banach.

Para todo t > 0, definimos o operador T(t) : X — X por

(T()f)(s) =T(t)f(s) = f(t+5),V 5> 0.

Vejamos algumas propriedades para o operador que acabamos de definir:
1. Para todo t > 0 fizo, T'(t) € linear.
2. Para toda f € X, ||T(t)f|| < ||fll, o que implica que T'(t) € limitado. Assim, temos T(t) € L(X).

3TO0)f =feTt+wf =TT (w)f, para todo t,w > 0, o que garante que (T(t))>o € um

Semigrupo.

4. Pela continuidade uniforme da f, seque que a fungao t — T(t)f € continua, ou seja, (T(t))i>0

¢ um Cy-semigrupo.
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5. Pelo item 2, (T(t))i>0 € um Cy-semigrupo de contragao.

6. O gerador infinitesimal A : D(A) C X — X do semigrupo (T(t))¢>0 € dado por

(Af)(s) = f'(s),¥ s >0,

com D(A)={feX;f € X}.

Na préxima secao mostraremos que o operador “derivada segunda” também é o gerador de um
semigrupo.

Além dos Cy-semigrupos e dos semigrupos uniformementes continuos, que apresentamos nessas
duas primeiras segOes, existem outras classes de semigrupos, como por exemplo, 0s semigrupos
analiticos, que serao estudados na secao 1.4, os semigrupos compactos e os diferencidveis, que estao

definidos a seguir.

Definicao 1.25. Um Cy-semigrupo (T'(t))i>o0 € chamado compacto para t >ty se T'(t) é um operador

compacto para todo t > ty. Se tg =0, (T'(t))>0 € chamado Cy-semigrupo compacto.

Observe que se T'(t) é compacto para t = 0 entao, como 7'(0) = I € £(X), segue que o espago X

tem dimensao finita.

Definicao 1.26. Um Cy-semigrupo (T (t))i>0 € chamado diferencidvel para t > to se, para todo x € X,
a fungao t — T(t)x € diferencidvel para t > ty. Caso to = 0, dizemos apenas que (T'(t))i>0 €

diferencidvel.
Vejamos agora alguns resultados sobre semigrupos diferencidveis.

Proposigao 1.27. Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo diferencidvel para t > ty e seja A o seu gerador

infinitesimal. Entdo:
(a) Para t >ntg, n=1,2,..., T(t): X — D(A") e T™(t) = A™T(t) ¢ um operador linear limitado.
(b) Parat > ntg, n=1,2,..., T(”_l)(t) € continua na topologia do operador uniforme.

Demonstragao. [24, Lemma 4.2, pag. 52].

Proposicao 1.28. Seja (T'(t)i>0 um Co-semigrupo diferencidvel e A o seu gerador infinitesimal.

o= (ar (1)) = (D)) s

Demonstragao. [24, Lemma 4.5, pag. 53].

Entao
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1.3  Operador espectral de Riesz
0h

O objetivo desta secao é estudar o operador “derivada segunda”, isto é, Ah = 92 Mais
especificamente, definidos os espagos D(A) e X, iremos mostrar, através da teoria do operador espectral
de Riesz, que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(t));>0. Vamos insclusive dar a
representagao de T'(t).

Como nas secoes anteriores, vamos apenas enunciar os restultados.

Ao longo de toda esta secao, Z serd um espago de Hilbert.

Defini¢ao 1.29. Uma sequéncia de vetores (¢n)nen em Z forma uma base de Riesz para Z se as

sequintes condicoes sao satisfeitas:
(a) 5pam, > {¢n; n > 1} = Z, isto é, o fecho do conjunto gerado por {¢n; n > 1} € todo o Z;

(b) existem contantes positivas m e M tais que, para N € N arbitrdrio e escalares cu,,

n=1,...,N, temos
2 N
<MD ol
n=1

N N
mZ|an|2 < Zan¢n
n=1 n=1

Desta definicao segue que uma base ortonormal é uma base de Riesz e, além disso, pode ser

mostrado que toda base de Riesz pode ser obtida de uma base ortonormal por uma transformacao

linear limitada invertivel.

Definigao 1.30. Duas sequéncias (¢n)nen € (Un)nen em Z sao biortogonais se, para todo n,m € N,

1, se m=mn,
0, se m#n.
Definigao 1.31. Suponha que A seja um operador linear fechado em Z, com autovalores simples

{An; n>1} e cujos autovetores correspondentes {¢n; n > 1} formam uma base de Riesz para Z. Se

{An;n > 1} € totalmente desconerxo, entao chamamos A de operador espectral de Riesz.

Observagao: Por totalmente desconexo queremos dizer que dois pontos quaisquer A\, u € {\,; n > 1}

nao podem ser unidos por um segmento inteiramente contido em {A,; n > 1}.

Teorema 1.32. Suponha que A seja um operador espectral de Riez com autovalores {\,; n > 1} e
autovetores correspondentes {¢pn; n > 1}. Sejam {¢n;n > 1} os autovetores do operador adjunto A,

A*, tais que (P, Vm) = Omn. Entdo A satisfaz as sequintes propriedades:

(a) p(A) = {X € C; inlf\I\An — A >0}, 0(A) = {\p;n > 1} e, para X € p(A), o resolvente de A é dado
ne
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por

zzbn On,V z € Z;

(A — A)~ :i

(b) A tem a representagio

Az =" Anlz,Pn)n, ¥ 2 € D(A),

n=1

e D(A) = {z €Z:>  [Mlllzbn)” < oo} ;

n=1

(c) A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo se, e somente se, sup Re(\,) < +oo e T'(t) € dado
neN
por

T()z=> ez, ¢n)bn, ¥ 2 € Z.

n=1

Demonstragao. [6, Theorem 2.3.5, pags. 41-45].

1
Exemplo 1.33. Seja Z = L*([0,1]) = {f: [0, 1]—>R;/ |f(x)]? dm<+oo} com a norma
0

d*h

1 2
£l z20,) = </0 |f(x)|? da:) e considere o operador A : D(A) C Z — Z definido por Ah = gt

com

dh d*h
h € L*([0,1]); h e — sdo absolutamente continuas, —— € L*([0,1])
D(A) = dx dx

A sequir, vamos listar algumas propriedades do operador A.
(1) A € um operador linear fechado.
(2) A € um operador auto-adjunto.

(3) Visto que os autovalores de A sdo dados por \, = —n’n%, n € N, e tomando ¢o(t) =1,V t € R,
quando n = 0, e ¢,(t) = V2cos(nnt), Vt € R, n = 1,2,..., obtemos que {1,v/2cos(nrt); n > 1} ¢
uma base ortonormal para L*([0,1]) e, em particular, é uma base de Riesz para L?([0,1]). Além disso,
como este conjunto € totalmente desconexo, concluimos que A € um operador espectral de Riesz.

Logo, do Teorema 1.32, aliado ao fato de A ser auto adjunto, concluimos que

n=1

D(A) = {z e L*([0,1]); 2271471'4‘(2,008(717("»’2 < oo}
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e, dado z € D(A) et € [0,1],
Az(t) = Z —2n2m%(2(t), cos(nmt)) cos(nmt).
n=1

Mais ainda, A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo dado por

T(t)z = (=z(-),1) + Z 26_"2”2t<z('), cos(nm-)) cos(nm), z € Z.
n=1

1.4 Semigrupos analiticos

Nesta secao vamos estudar os semigrupos analiticos, que consistem em uma generalizacdo dos
Cy-semigrupos para um setor do plano complexo. Como dito anteriormente, este tipo de semigrupo
serd usado no estudo das equagoOes diferenciais do tipo neutro, nosso foco no ultimo capitulo deste
trabalho, e por isso, os resultados desta secao estao mais detalhados, ao contrario das secoes anteriores.

Seja X um espaco de Banach e 0 < a < 7. Considere o seguinte setor do plano complexo
Ala) ={z€C; z#0,|arg z| < a}.

Definigao 1.34. Dizemos que uma familia (T(2)).ea(a)u{o} de operadores lineares limitados, com

0 <a <3, éun semigrupo analitico em A(a) se:
(i) T(0) = I;
(i1) T(z1 + 22) = T'(21)T(22), para todo z1,z9 € A(a);
(i) lin% T(z)x =z, para todo x € X, z € A(w);
zZ—r

(iv) z — T(z) € analitica em A(a).

Observe que um semigrupo analitico, quando restrito ao semi-eixo positivo [0, +00), é um Cp-
semigrupo. Vejamos agora a relacao inversa, isto é, quando um Cp-semigrupo pode ser estendido a
um semigrupo analitico.

Porém, antes de respondermos a esta questao, vejamos um resultado de limitagao para um

semigrupo analitico.

Proposicao 1.35. Se (T'(t))iea(a)ufoy € um semigrupo analitico em A(a), com 0 < a < 3, entdo

existem constantes M > 1 e w > 0 tais que

|T(2)|| < MeB* .V 2z € Ala) U {0}.
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Demonstracdo. A demonstracio deste resultado segue de maneira similar a demonstracao do Teorema

1.8 e por isso serd omitida, podendo ser encontrada em [7, Theorem 2.2.6, pag. 31].

Teorema 1.36. Para que um Cy-semigrupo admita uma extensao analitica em um setor A(a), para
algum o tal que 0 < o < 5, € necessdrio e suficiente que esse semigrupo seja diferencidvel e exista
uma constante N > 1 tal que

[FAT(®)| < N, 0<t<1. (1.1)

Demonstragdo. Suponha inicialmente que (T'(t))iea(a)ufo} S€ja um semigrupo analitico em A(a), para
algum a tal que 0 < o < I, e seja A o gerador infinitesimal da restri¢ao de (T'(t))e A(a)u{0} 20 semi-eixo
[0, +00).

Dado ¢t > 0, o circulo de centro ¢ e raio r = t senyp, onde 0 < ¢ < a < 7, estd contido na regiao
A(a) em que (T'(t))iea(a)ufoy ¢ analitico, como mostra a Figura 1.1.

.

Figura 1.1: Regido onde T é analitico.

Portanto, pela Formula integral de Cauchy, temos

AT(t) = %T(t) _ % o 7(?_(22)2@. (1.2)

Por outro lado, pela Proposicao 1.35, existem contantes M > 1 e w > 0 tais que || T(z)| <

Me“Re? | para todo z € A(a) U{0}. Assim, se 0 <t < 1, de (1.2), segue que

1 T(z)
AT = ||== / o ”
H ( )H 271 |z—t|=t seny (Z o t)z
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1 2T T(t + t sen(p)e?) con(o)ici?
2772'/ (t sen(y)ei?)? t sen(p) d9H

1 /27r T(t+t sen(yp)e?) dGH
27 J t sen(p)et?

L [T i),
2 t sen(yp)

IN

2m
M / ewt(l-{—sengpcos 0) Ao
2t sen(y) Jo

Mew2t 2m MeZwt
— df = ———
27 t sen(yp) /0 t sen(p)’

2wt
ou seja, |[tAT(t)| < L, para todo ¢t > 0.
sen(yp)
2w
Portanto, existe N = ®) > 1 tal que [[tAT(t)|| < N, para todo 0 < t < 1.
sen(p

Reciprocamente, seja (T'(t))+>0 um Cyp-semigrupo, diferencidvel e que satisfaz a desigualdade (1.1),
com N > 1.

Como t + T(t) é diferenciavel, pelas Proposicoes 1.27 e 1.28, segue que T (t) = A™T'(t) para

SNEOREON

t
Além disso, de (1.1) temos ||rAT(r)|| < N, para todo 0 < r < 1. Em particular, para r = —, com
n

(3] =

t>0,e

t < n, obtemos

e entao, [|AT (%) H < N%
Assim,
weron == lar () <o ()] < GY

—_ +\n __4n n
‘("’ ,t) A”T(t)H < E ,t| N
n! n!
|zt n”
n tn n!
< |z_t|nNn n
- tn

- <|Z%t|> . (1.3)

Logo, se [z —t| < ﬁ, entao ‘ d < 1 e asérie Z A”T (t) converge. Em outras palavras,
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a série E A"T( ) é convergente para todo z no circulo de centro t e raio No’ representado
e

na ﬁgura a seguir, onde 0 é o angulo formado pela reta que passa pela origem e é tangente ao circulo

dado.

t
Ne

9 »
1 t v

Figura 1.2: Circulo de convergéncia da série.
. .~ . . 1
Note que, para que z esteja na regiao setorial da Figura 1.2 devemos ter sen| arg z| < N — sen 0,
e

. 1
ou seja, | arg z| < arcsen—.
J Y | g | ]\[6 1 1
Dessa forma, tomando o = arcsen—— € 2 € Ala) = {z €C; Rez>0e|argz| < arcsenN—},
e e

definamos o operador T'(z) seguindo os passos a seguir.

Tomemos a reta que passa por z e é perpendicular a reta de angulo arg z passando pela origem.

Seja t o ponto de intersecao entre esta perpendicular e o eixo positivo. Assim, temos

t= _ kBl e |z —t| =tsen(argz).
cos(arg z)
. o .
Mais ainda, como |arg z| < arcsen—-, |z —t| < N_ isto é, z pertence ao circulo de centro em ¢ e
e e
ot —8)" n
raio —, garantindo assim a convergéncia da série g ——A"T(t).
Ne = n!

Logo, definamos o operador T'(z) : X — X por

—t) A"T(t) = T(t), ou seja,

Note que se z € (0,400), entdo z = t e T(z) = T(t) + Z

(T'(2)):eA(a) ¢ uma extensdo de (T'(t));>0. Tomemos ainda T(0) = I e mostremos que (T'(2))2eA(a)u{0}
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é um semigrupo analitico.

Observe inicialmente que z — T'(z) é analitica em A(«), pois T'(z) é uma série de poténcias. Logo,
o item (iv) da Defini¢ao 1.34 ¢ satisfeito.

Por outro lado, pela Proposicao 1.27, temos T (t) = A™T'(t) € £L(X) para todo n € N e cada
t > 0. Assim, T(z), z € A(a), é o limite uniforme de uma sequéncia de elementos de £(X) e, por
L£(X) ser um espaco de Banach, segue que T(z) € £(X), ¥V z € A(a) U {0}. Consequentemente,
(T(Z))ZEA(Q)U{O} é uma familia de operadores lineares limitados em X, com o item (i) da Defini¢ao
1.34 satisfeito.

Agora, se |21 — t1] < ]if_le e |z —ta] < ]if_ze’ isto é, z1 e z9 pertencem aos circulos de convergéncia
de T() de centro 1 e to, respectivamente, entao
la t1+12

—ty —to] < |z —t Lyl gt
|21 + 22 11—t < |z 1] + |22 — o N+Ne Ne

ou seja, z1 + 2z pertence ao circulo de convergéncia de T'(-) de centro t1 + t3. Além disso, como

+n=
(21 + 20 —t1 —t2)P mzn: Pla —t)" (2 —t)"
p! N n! m!
meN
neN
concluimos que
7 o (21 4 22) = (81 + 12))P
T(a+2) = Y, o APT(t) + to)

p=0
[e’s) m—l—n-p

_ Z Z z1—t1 .(zz_t2)mA"+mT(t1)T(t2)

m)!

= meN
neN

— T@)T(t2) + [(zl — ) AT (1) T (t2) + T(t1) (25 — t2)AT(t2)] +
+ [%A2 ( ) (tg) + (2’1 — tl)(ZQ — tg)AT(tl)T(t2)+

+%T(tl)A2T(tg)} T

= [T(t)—i—( —t)AT(t)+MA2T(t)+ }-[T(t)-l—
1 21 1 1 ol 1 2

2!

. [i (2=t ;1;52)mAmT(t2)

m=0

+ (20 — t2) AT (t2) + Mz‘PT(tQ) + .. :|

z1 —t)" .
(a1 —t)" = ) AT (1)

L

= T(21)T(z)
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e, portanto, a condigao (i) da Definigao 1.34 também esta satisfeita.

Mais ainda, como z — T(z) ¢ analitica em A(a), se zg € A(a), entdo

lim 7'(z) = T(z0). (1.4)

Z—r20

Em particular, para todo ¢ > 0, lin% T(z+t)=T(t) = T(t) e assim,
Z—

lim 7(2)T(t) = lim T(z +t) = T(t), para todo t > 0, (1.5)

z—0 z—0

sendo os limites em (1.4) e (1.5) tomados no sentido da topologia uniforme de £(X).
Dessa forma, podemos concluir que

lim T(z)T(t)z = T(t)z, para todo z € X et > 0.

z—0

Logo, lli)r%f(z)y =y, para todo y € Xy = U0<t§1 T(t)X.

Para provarmos o item (iii) da Defini¢ao 1.34, precisamos estender o limite acima para todo x € X.
Para isso, mostraremos que Xg ¢ denso em X e z — T(z) é limitada em uma regido %(v) C A(a).
Com relacao a densidade de X, dado = € X, observe que tl_i}r())n+ T(t)xr = =z, pois (T(t))>0 é um
Cp-semigrupo. Assim, z é o limite de uma familia de elementos em Xj. Dessa forma, X C Xy. Como
a inclusdo contréria é sempre valida, concluimos que X = X.

Vejamos agora a limitacio de z — T () no conjunto X(v) definido por

Ne)? —v? v
Y(v) = {z €C; 0<Rez< %, |arg z| < arcsen -, 0<v< 1}.

~ —1

Dado z € A(a), da construgao geométrica usada para definir 7'(z), temos t = 12 e |2t =
cos(arg z) t
. . v |z — ¢t v
sen(arg z). Em particular, se z € E(v), entao argz < arcsenN— e consequentemente, Ne’
e e
ou ainda,
—t

MNe < w. (1.6)

v
Por outro lado, sen(arg z) < No também implica em
e

1)2

sen®(arg z) < Ve
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2
0 que equivale a 1 — cos2(arg z) < (;6)2. Portanto, temos
N 2,2
cos?(arg z) > ((612776)2”

Além disso, visto que Rez = |z| cos(arg 2) = t cos?(arg 2),

. Rez - Rez <1
~ cos?(argz) ~ (Ne)? —v? —
(Ne)?

Logo, por (1.3) e (1.6), temos

‘ MA"T(IS)H < (MN€> <", n=1,2....
n! t
Assim,
Tl < iron+ > B )
- / n!
< m-+ Z "
n=1
v
pr— pr— M

onde m = sup ||T'(t)].
0<t<1
Finalmente, dado = € X, existe uma sequéncia (z,)neny em X tal que z, — z, quando n — 400
isto é, dado € > 0, existe ng € N tal que ||z, — z|| < &, para todo n > ny.

Tomando ny > ng fixo, como z,,, € X, existe § > 0 tal que, se 0 < z < 8 entdo | T(2)xn, — Tn, || <
£

W € aSSim,
IT(2)e —a| < |T(2)x = T()n, | + | T(2)2n, = n, | + 20, — 2]
< NTEMe = zn, || + 1T ()20, — @ny || + [l2n, — ]
£ 9 9
< M
S MOy T e 12 T i)+ 2

I
o

garatindo que liH(l) Tv(z):n =z, para todo z € X.
zZ—r
Portanto, o item (ii7) da Defini¢ao 1.34 também esta provado, o que completa a demonstracao do

teorema. O
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Definicao 1.37. Seja A : D(A) C X — X wum operador linear. Dizemos que A € de classe (6, M),

onde 5 <6 <meM >0, e escrevemos A € (6, M), se:

(i) A é fechado e seu dominio é denso em X;
(i1) A(B) = {= € C; |arg 2| < 0} C p(A);

M
, para todo X € A(6).

(i) |R(A - A)|| < o

Seja A € (0, M). Escolha ¢ > 0 tal que 0 < 2¢ < 6 — T e seja I' uma curva no plano complexo
composta pelos arcos

—i(0—¢)

ret@=2) ¢ re , 1 <r < 4o0,

e pelos segmentos que ligam os pontos €'(?=2) ¢ ¢=0=2) a0 ponto z = 1, orientada de —oco ei(?—¢)

i(0—¢)

para

+o00 e . Veja a Figura 1.3.

\4

Figura 1.3: Curva T

Considere ainda a =0 — 5 —2¢, 0 < a <7, e Ala) = {z € C;|arg 2| < a}. Assim, A(a) C A(F)
e, por (i) da Defini¢ao 1.37, A(a) C p(A).

Além disso, se definirmos I', = {\ € I';|A\| < r, 7 > 1}, entdao I, C A(f) C p(A) e as aplicagdes
A= e 2z € Aa), e A — R()\ : A) sdo continuas para A € T'.. Esta tltima afirmacio ocorre pois,

dados A, i € I, temos

RA:A)—R(u:A)=(pu—ANRA\: A)R(u: A).
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Assim,

1RO A) = R(p = A < = AR ARG - A
M M
< \M—Amm~ (L.7)

Tomando o limite em (1.7) quando p — A, segue a continuidade da aplicagao.

Entao, para cada r podemos definir uma familia de operadores T,(z), z € A(«), pela integral

1
Ty(2) = 5 A RN A) dX, z € Ala). (1.8)

Dessa forma, para cada z € A(«) fixo, a aplicacao T,(z) : X — X, dada por

1
T (2)x=— [ e¥R(\:Azd\ zeX,
211 T,
é um operador linear. Mais ainda, mostraremos que 7.(z) é limitado, ou seja, existe uma constante
C > 0 tal que | T, (2)z|| < Cllz||,V x € X.
Para provarmos esse fato, observe inicialmente que:

Re(Az)
() R0 A)e] < [ IRO: Al = %””

(ii) Az = (|\|e*28 ) (|z]ef2r82) = |A||z|e'(Are Mare2) e entio,

WVaxeX, VAe AD).

Re(A\z) = |A||z| cos(arg A + arg z) < |A||z], VA, z € C.

Analisemos agora || T, (z)z||. Para isso, vamos dividir a curva I', em 4 partes, que denotaremos por
Y1,72,73 € 4, de tal forma que

(e = —— < / MR\ : Az dX + / MR\ Az d) + / MR\ : A)z d)
Y1 Y:

21 - 5

+/ MR\ : Az d)\> .
Y4

(1) Seja 7, : [1,r] — T, definida por 7,(t) = te="?~%) e considere v; como sendo 7, percorrida no

—i(0—¢) —i(0—¢)

sentido contrario, isto é, de re para e .

Entao,

/eAZR()\:A)a: d)\H = H—/_ MR\ : Az dA
pa!
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< [ 1RO s Ay 0
1

/T e(teii(eis))zR(te_i(G_e) : A)xe_i((’_e) dtH
1

r eRe(te*i(e’s)z)Mnxu
L[ ),
1 |te—z(€—€)|
vtz gy "
< / e HI‘” dtSMHﬂ?H/ et\z\ dt
1 2] 1
rlzl _ ol
= Mz | &=
2|
= Cil=l],
(el _ ol
onde Clz%

(2) Para descrevermos a curva 2, analisemos a figura abaixo.

A

4

2

Figura 1.4: Curva ~s.

Seja A um ponto de vo. Entéo, A = |Ale?*#() . Note que h < |A| < 1, onde h é a altura do triangulo

de vértices (0,0), (1,0) e e=?=9). Logo, segue que

Re(Az) pp
/eAZR()\:A)x d)\H < /||eAZR(/\:A):c|| d|A|§/ Ml
2 Y2 Y2 |)\|
Ml [ S an <l [ G
< Mz [ S apn < M) [ S
Y2 ’)\’ Y2 h
Mel?l
_ M| )|
h Y2

= G,
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Mell|,]
h

(3) De modo andlogo, para -3 temos a situacao descrita pela figura a seguir.

onde Cy = e |y2| denota o comprimento da curva ~s.

A

ci0—e)

T~

7

\4

A

Figura 1.5: Curva ~s.

Assim, se A € 43, entdo A = |Ae?*2N) | com h < |A| < 1, onde h é a altura do triangulo de vértices
(0,0), (1,0) e ¢'®=¢) Observe que, devido a simetria, o valor de h é o mesmo que o do triangulo de
vértices (0,0), (1,0) e e7i(0 — ¢).

Dessa forma, temos

Re(Az) pp
/eAZR()\:A)x d)\H < /||eAZR(/\:A):c|| d|A|§/ Ml
3 Y3 3 |)\|
N o
< mlal [ S an < 2B T ay
M v

= Cslz,

Mell |y
h

(4) A curva 4 : [1,7] = I, é dada por y4(t) = te'=%). Entao,

onde C3 = e |y3| é o comprimento da curva ~s.

/ RN : A)x dAH < / 1“2 R(210=9) . A)z]||€C=9)| dt
Y4 1

" oltllzl g "
< / BTMdthHxH/ el at
1 1

rlzl _ glel
(& (&
M|z (T)

= Gy,
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M(erl?l — el2l
2| '
Portanto, de (1)-(4), concluimos que

onde Cy =

1T (2)x|| < Cllzf],V = € X,

C; . .
onde C' = max {%, 1= 1,2,3,4}, ou seja, T,.(z) € L(X), para todo z € A(a).

Considere agora a familia de operadores T'(z), z € A(«), definidos por
1
T(z) == [ €*R(A: A A
() = 5 /Fe ROV A) d), = € Ala),

e T(0) =1.

Observe que T'(z) = lenolo T,(z), para z € A(a). Assim, como T,(z) € L(X), para todor > 1 e a
convergéncia acima é uniforme, concluimos que 7'(z) € L£(X).

Nosso préximo passo é mostrar que a familia (7'(2)).ea(a)ufo} ¢ um semigrupo analitico. Porém,

para isso, precisamos de alguns resultados.

Lema 1.38. Sejam z € A(a), A€ (0, M) e ' como descrita anteriormente, entao:
Az
(i) / ﬁ d\=0, para todo N situado a direita de I';
PN —
eAz
r
(iii) /e” d\ = 0;
r
(iv) / RA:4) oy 0;
r A
)\77 )\77
(v) 6—R<A2A> dA:/e—R<i:A> d, onden:i.
ENNEIERNE] r |zl \lz] 2|

Demonstragao. (i) Dado r > 1, sejam I, descrita como anteriormente, A, = rel@=e) N, = re~0—¢) ¢
C,={n€C; |n|=r, comn i esquerda de T, e com extremos \, e A},

como ilustrado na Figura 1.6.
Az

AN —A

eAz
d\ =0,
/rruc,. N =A

eAz eAz
o que implica, /FT SN d\ = _/cr SDY dA.

Como a aplicagao A — f(A\) =

é analitica sobre I'. e na regiao a esquerda de I',., pelo

Teorema de Cauchy, temos
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>
3

Figura 1.6: Curva I', U C,.

Por outro lado, como z € A(a), temos —a < argz < a. Além disso, se A € C,, entdo \ = re'?,

com 0 —e < ¢ <27 — (0 — ¢). Dessa forma, visto que arg(Az) = arg A + arg z = ¢ + arg z, temos
—ec—a<ptargz<2r—0+e+a

e, assim, como a = 0 — § — 2¢,

s 3
§+e§<p+argz§7—e

e, portanto, cos(p + arg z) < 0. Mais ainda, pela simetria da func¢ao cosseno, temos
T s T
cos(p +arg z) < cos(g +e)= cos(g) cos(e) — sen(g)sen(a) = —sen(e),

com —sen(e) < 0.

Logo, considerando ainda que m,. = )\incf: IA = )|, temos
€Cr

Az 2r—(0—¢) ,(re’¥)z,.; ip
/ e / d)\' _ / el me/ do
o A=A 0—c (ret® —X)
2mr—(6—¢) |e(rei“")z| r |Z| |ei30|
< 4 d
- /9 ree = 7
2r—(0—¢) _Re(re¥z)
O—e my
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dp

/27r— (0—¢) 7,67"|z| cos(p+arg z)
0

. my

/27r—(9—e) re—r\z\sene i
O0—e my
2 (m — (0 — ¢))

mrer\z\sene

IN

. 1 i . 2r(m — (0 — ¢ ,
Observe que, quando r — oo, m, — oo e entao, — — 0. Além disso, % também
e
! e)\z
converge para zero quando r — 0o, 0 que nos permite concluir que / SN d\ — 0, quando r — oc.
Cyr N

Portanto,
e dX\ = i e d\ =0
/F/\’—A _TLHQO/FTX—A -

(41) Seja R a regido limitada por I',, UC,, como ilustrado na Figura 1.6. Entao, a aplicacio \ — e*?

é analitica em R e, pela Férmula integral de Cauchy,

1 Az
- =M =1,
27TZ FTUCT A

ou seja,

Observe que

/27r— (0—e) e(rew)z,m'eicp ”
0

2r—(0—¢) ;
</ T‘ERO(TE ¥z) d(’p
0

—&

i
e ret¥

e)\z
— <
L5
(&

Az
e entao, pelas mesmas estimativas feitas para demonstrar o item (i), conluimos que / BN d\ — 0
quando r — oo.

Portanto,

e)\z e)\z
/ —d\ = lim — d\ = 2mi.
r A r—oo Jp A

(4ii) A aplicacdo A — e é analitica na regido R considerada no item anterior e ilustrada na Figura

1.6. Entao, pelo Teorema de Cauchy, / e*d\ = 0, o que implica que / eMd\ = — / e Md.
CTUFT T s
Assim, como

/ e d)\' =

2m—(0—¢) ; 2m—(0—¢) ;
< / e 2| dyp < / reRere?)z g,
0

—& O—¢

2w —(0—¢) i )
/ " rie'? dy
0

—&
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onde a tltima integral é a mesma que aparece nos itens (i) e (i), concluimos que / M d\ — 0
quando r — oo.
Logo,

/ M d\ = lim M d\ = 0.
T

r—00 T
T

(iv) Considere agora a regiao R, delimitada pelo trecho de I', que vai de A, até \, e pelo arco D,

que percorre a cincunferéncia de centro na origem e raio r do ponto A, até \,, como na Figura 1.7.

A

v

>|
3

Figura 1.7: Regiao R,

A aplicagdo \ — é analitica em R, pois, como A € (0, M), A satisfaz as condigoes do

R(\: A)
A

Teorema de Hille-Yosida e portanto,

R(A: A)x = / e MT(t)x dt, ¥V z € X,
0

sendo (T(t))¢>0 o Cp-semigrupo gerado por A. Assim A — R(\ : A) é n-vezes diferencidvel.

Novamente pelo Teorema de Cauchy, temos / M dX = 0 e entao,
DU,
/ R()\:A)d/\:_ R(A: A) N
B A D, A

Logo, como

/‘9_8 R(re' : A)rie’? dy
2

m—(0—¢) ret¥

/ Md)\‘ =

IN

2mr—(0—¢) )
/9 IR(re' = A)|Ji] d

—€
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2m—(0—¢) M
0—¢ ‘Tew’
2M
= ——(m=(-¢))
2M (7 — (60 — A A
e ( r( 2)) — 0 quando r — oo, concluimos que w d\X — 0 quando r — oo.
D,
Portanto, segue que
/Md)\:lim Md)\:o.
T A r—oo [ A

(v) Seja z € A(a) tal que |z| > 1. Assim, a curva |z|I" é a unido da curva |z|I'1, cujos extremos

sao os pontos A, = |z|e'0=2) e X|Z|e_i(9_€), com as duas semirretas obtidas de I'\I'|.|, como ilustrado

na figura abaixo.

A2
z|[
Fl *
/Z‘
A
Figura 1.8: Curva |z|T.
. . . eM A z
Entao, I' ;) U|2|["; é um contorno fechado simples e a aplicacao A ﬁR ﬂ :A),onden = ﬂ,
z z z

é analitica sobre o contorno e no interior de I'|,| U |z|I"1. Entdo, do Teorema de Cauchy, temos

An
/ e—R<i:A> A\ =0,
F‘Z‘U|Z|F1 |Z| |Z|

ou ainda,
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Mas, por outro lado,

An An An
/ E—R<1:A> AN = / e—R<i:A> d)\+/ 6—R<1:A> dA
FhEANE] 2 121 2] mr,, 12l \lzl
An An
- / 6—R<1:A> d>\+/ e—R<i:A> dA
SRERANE R ERANE

|z
An
- /6—R<i:A> dA.
r |2l |2|

Quando |z| = 1 o resultado é trivial e, quando |z| < 1, o resultado segue de modo andlogo ao que foi

feito acima. Portanto, o item (v) também esta provado e a demonstracao do lema estd concluida. [

Lema 1.39. Dado 6 > 0, seja I a curva no plano complexo definida por
I'={NeC, N=Xx+51eT}

com a orienta¢do induzida por T'. Entdo, para todo z € A(a), temos:

(i) /F RN A) d\ = / /e*zR(A:A) d\;

Nz
e
(ii) —dN = 2mie™, para todo ) situado ¢ esquerda de T”.

A=A
Demonstragdo. (i) Assim como os pontos A, e A, e a curva I',, que foram definidos no Lema 1.38,
sejam I a curva contida em I" de extremos A\, + & e A, + . Consideremos também os segmentos
de reta L,, de extremos \,. e A, + 6, e L,, de extremos \. e A\, + 0 e seja R, o contorno formado
por I', U L, UT'” U L,, onde I~ denota a curva I'). percorrida no sentido contrario ao estabelecido

inicialmente, como ilustrado na figura a seguir.

I
T, ‘

Figura 1.9: Curvas I', I e R,..
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Note que a aplicagao A — e’\ZR()\ : A) ¢é analitica em R, e entdo, pelo Teorema de Cauchy,

/ e R(\: A) d\ = 0, o que implica que

-

/eAZR(/\:A) d/\+/ e R(\: A) d)\:—/ e R(\: A) d/\+/ e R(\: A) dA. (1.9)
r r r r

!
T

0 — 2
0—¢e
T, I
Ar AN O
N
0 @

Figura 1.10: Curvas I'; e I com r suficientemente grande.

Observando ainda a Figura 1.10, note que, para r suficientemente grande, Re(\, + ) < 0, [A| >

A +6l e —2e <argA< 60—, VA€ L. Assim, comoa=0— 75 —2cef —c <, temos

3 3
g <arg A+ arg z = arg(Az) < ?ﬂ —e< ;,

para todo A € L,, quando r é suficientemente grande.

Logo, como / d|A| é o comprimento de L,, que é igual a d, obtemos que

r

/eAZR()\:A) dAH < /yewR(A;A)H dA| < / eReM% d|
L, Ly

< /6A||z|cos(arg<xz>> M < L/ dA|
|Ar+ 6] Jr,

. |Ar + 4]
B M6
el
pois cos(arg(Az)) <0,V A € L,.
. Mo
Dessa forma, como A, = re!?=¢) lim ———— =0 e entdo, / e/\zR()\ :A) d\=0.
r—00 ‘)\r + 5‘ ”

Analogamente, mostra-se que / e R(\ : A) d\ = 0. Portanto, de (1.9), conluimos que

T

/ MR A) d\ = / M RN A) d.
! T
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(i7) Dado A a esquerda de I, escolha r > 0 suficientemente grande para que \ esteja situado no
interior da curva fechada R, =1 U L, UC, U L,, onde L, e L, sdo as curvas descritas no item (i) e

C. é o arco da circunferéncia de centro na origem e raio r que vai de A\, até \,..

A

Figura 1.11: Regido R delimitada pela curva R,.

Desse modo, a aplicacao X — e*'* é analitica na regiao hachurada R da Figura 1.11 e, pela Férmula

integral de Cauchy,

/ e AN = 2rie™
BN AT '

1
— > —— vpara todo X € L,, e assim
mr u— ’A, _ A’? p T b

procedendo como na demonstracao do item anterior temos

Nz Re(\'z) 1 , 1 1)
€ / € / Re)\ z / /
- < [ < — < — = —,
‘/LTN—ACZA _/Lr|/\/_>‘| Xl < mr/Lre X < mr/er|>\| my

Agora, seja m, = inf{|N — \|; X € L,.}. Entao,

)\lZ A/Z
Logo, lim ; d\ = 0. Analogamente, mostra-se que lim - dhx = 0.
T—00 LT' )\ - )\ r—00 TT - )\
Portanto, como
Nz
e
2mie* = ———dN
r. N — A

B e)\/z d)\/ +/’ e)\’z d)\/ + e)\’z dA/ +/ e)\’Z dA/
 Jo N = T N N = A LN =

Nz
o N A

d\' — 0 quando r — o0, pois podemos usar como argumentacdo semelhante & a
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demonstracao do item (i) do Lema 1.38, obtemos que

/ e)\’z N +/ e)\’z Y N e)\’z Y +/ e)\’z N
o N X LN N A N A

)\l
_ N
B /,)\’—)\d/\’

d\ = 2mie™, para qualquer que seja A situado & esquerda de I". O

orieN = lim(

r—00

’
BAZ

F/A/_)\

isto é,
O proximo teorema é o principal resultado desta se¢ao e nos fornece condigoes para que um operador

A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Teorema 1.40. Seja A € (0, M). Entdo, para cada € > 0 tal que 2 < 60—, A é gerador infinitesimal

de um semigrupo analitico de classe Cy no setor A(0 — 5 — 2¢).
Demonstragdo. Vamos mostrar que a familia (7(2)).ca(a)ufo} dada por

T(0) =1

1
T(:) = 5~ : eMR(A: A) dX, z € Aa),

(1.10)

onde a = 6 — 5 —2e e I' ¢ a curva descrita na pigina 29 e representada na Figura 1.3, ¢ um semigrupo
analitico de classe Cy e A é o seu gerador infinitesimal.

Como observado anteriormente, 7'(z) € L(X) para todo z € A(a) U{0}. Além disso, mostraremos
que a familia (7'(2)).ea(a)ufoy € uniformemente limitada em A(a) U {0}. Antes, porém, mostraremos
que (T'(2)).ea(a)uoy satisfaz as propriedades de semigrupo.

Obviamente, pela definigao, temos 7'(0) = I. Agora, para p € A(a), do item (i) do Lema 1.39,

concluimos que

T(p) = L / eMR(\: A) d\ = L / NPR(N : A) dA.
r 2mi Jp

27

Assim, para z,m € A(«a) e todo x € X, temos

— L Az . 1 Nn /. /
TETmr = 5o | e R(A.A)<2m, //e RN : A)x d/\> A

_ 1 Az . Nn /. /

= G /F /le R\ : A)eNMR(N = A)z dN d\

- i e ()
1 A'n

Az . e
e R()\.A)/FIX_)\

x d\N d\

Il
—

(27i)2
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Az
(2;,)2 / MR A) / %:ﬂ X dN.
! 1—‘ -

Nz

e
PN =\
A € T e por isso esta & esquerda de I'. Mais ainda, do item (i) do Lema 1.38, segue também que

Novamente pelo Lema 1.39, mas agora pelo item (i), segue que / dN = 2mie™*, j4 que
r

Az
/ £ dX\ = 0. Logo, obtemos que
r A=A

_ 1 Az . i oAT]
T()T(m)zx = Gri)? /Fe R(X: A) 2mie™z dA

_ L [ oempgn.

= 2mi e e R(A:A)x dA

= T(z+n)x,

para todo x € X, isto é, T'(z +n) = T(2)T(n), para todos z,n € A(«).
Agora, facamos em (1.10) a mudanca de varidvel u = |z|\, com z € A(a). Com isto a curva I serd

transformada na curva |z|I" e, pelo Lema 1.38, item (v),

1 et _ L[
e =55 /|z|r 2] R(yz\ 'A> = 2m‘/p 2] R(\Z! 'A> o

i iarg z

sendon:| |:e
z

Por outro lado, como A € (0, M), temos

HERIE
2| ju

Logo,
L[ ]e] 7
T < — [ — — A
@ < g [ R ()]
1 elRe(wm) V1| 2|
< oo | o ldu
2r Jro |zl |u
M eRe(,Lm) M eRC(lm)
-2 dl+ 5 [ S (1.11)
2r Jr,  |ul 21 o, p

onde I'7] é a curva descrita na pagina 29 quando r = 1.

Observe que para p € I'y, |pu| < 1 e assim,

Re(un) = |ul[n| cos(arg(un)) < 1.
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Dessa forma, se 7o = inf{|\|; A € T'1 }, entao

M Re(pmn) M 1
— | ° jdul < — [ = ldul =
27T Fl |,u| a 1—‘1 TO

Me

T 1.12
271'7"(]‘ 1’7 ( )

onde |I'y| = fFl |dp| é o comprimento da curva I'y.
Além disso, a curva I'\I'; ¢é formada pelos caminhos o] e o2, que sdo duas semirretas. Mais

i(0—¢)

especificamente, o1 (r) = re ,com 1 < r < 400, e 09 éacurva og(r) = re i 0-9) 1 < r < 400,

percorrida no sentido contrario. Entao,

eRe(un) eRe(un) eRe(un)
[t = [ Sl [ S
r\Iry | o1 || o2 |

eRe(un) eRe(un)
= / — !du\—/ ——— |dul
o K 5 lnl

oo ,Re(re'?=<)p) 0o Re(re~i0—-c)p)
(& ; (& ;
= / 7\6’(0_5)] dr —/ —\e_’(‘g—a)\ dr
1 1

r r
00 eRe(rei(Q’s)n) 00 eRe(re*i(Q’s)n)
= / — dr — / — dr.
1 r 1 r
Na primeira integral, observe que
Re(rei®)y) = [re'®=9)||y|cos((6 — <) + argn)

= rcos((0 —e) +argz),
com —a < argz < a, a=0— 35 —2e 35 <0 <m Desse modo, temos

7T+»3<0 €+ <37T 3e < €
R — I‘ —_— —_—
2 - agz = 2 - 2 ’

0—¢)

o0 que nos permite concluir que Re(re’(?=%)n) < rcos(% +¢€), com cos(§ +¢€) < 0. Além disso, observe

1 .
que — < 1 e assim, segue que
r

oo Re(re!?=<)py) 00 cos(g+e)
/ e dr < / e’ cos( 5 ++¢) dr — — e 7T2 .
1 r 1 cos(§ +¢)

Analogamente, para a segunda integral, temos

Re(re 0=%)p) = rcos((—0 + ¢) + arg 2),
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com

3 3
—;—1—5 < —;4—35 < —O+4e+arg(z) < —g— .

. 1
Assim, como —— < 0 < 1, obtemos que
r

oo Re(re=0=)p) 00 3]

€ ™ s

—/ — dr < / eroos(=378) gp = / e cos(31e) gy
1 r 1 1

Consequentemente,

Re(un) cos(Z +e)
/ C g < 2 (1.13)
nr, ol cos(3 +¢)

Finalmente, de (1.11), (1.12) e (1.13), concluimos que

M Mecos(%)-‘re

I < 5
s

&
ITq| +

IT(2) 70 m(—cos(§ +¢))

= My, V z € Aa),
ou seja, (T'(2)).ea(a)uio} ¢ uniformemente limitado em 2 € A(a).

Mostremos agora que (1.10) é fortemente continuo, isto é, lin% T(z)xr = x, para todo = € X. Para
z—

isto, observe primeiramente que

ROA:AYAM —A)=1 < ARA:A)—R\:A)A=1

< AMR(A:A)—I=R(\:A)A
A)A
o RO:A) A= w, (1.14)
Seja z € A(a), com |z| < 1, e x € D(A). Pela igualdade (1.14) e pelo item (i) do Lema 1.38,

obtemos que

T(z)x—z = L e)‘ZR()\:A)xd)\—i,/ﬁxd)\
2mi Jr 2mi Jp A
= 2% FeAZ(R()\ cA) = A Dz d)
_ 2% Fe—j\zR(A:A)Aaz dA,
com o integrando limitado por
IO ol < lhmos aas < S DAl < s

M
e fungao A — FHA:EH integravel sobre a curva I'.
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Dessa forma, o Teorema da convergéncia cominada e o item (iv) do Lema 1.38 nos garatem que

, .1 [e¥R(\:A)
lli)l%)(T(Z)x —z) = ll_%% /1“ fo d\
Az .
— i lim MAQU d\
2me Jp z2—0 A
1 R(A:A) B
= 5 /F 3 Az d)\ = 0.

Logo, lin%) T(z)x = x, para todo x € D(A).
zZ—r

No que se segue, veremos como fica o caso geral. Seja y € X. Como D(A) = X, existe uma
sequéncia (y,)neny em X tal que y, — y quando n — oo, isto é, dado £ > 0 qualquer, existe ng € N
§

tal que ||y, —y|| < T

Moy +1)
Além disso, para n1 € N com n; > ng, temos y,, € D(A) e assim, lir% T(2)Yn, — Yn, = 0. Desse
z—

, V'n > ng.

modo, existe § > 0 tal que, se 0 < |z| < d, entao |T(2)Yn, — Yn, || < g Logo, para 0 < |z| < ¢, temos

1T(2)y -yl

IN

1T () My = Yna | + 1T (2) Y1 — Yny | + [[Yny — Yl

£ § §
2(Mo+1) "2 2(My+1)

IN
=
+
|
+

Il
I

Portanto, liH(l) T(z)xr = z, para todo = € X.
z—
Mostraremos também que z — T'(z) é uma fun¢ao analitica em A(«).
z
Fazendo novamente a mudanga de varidvel p = |z|\ em (1.10), com z € A(«), pondo n = — e

2]

tomando r > 1, temos

() = —— / RN A) dA
I

211
1 n

- — [ %R (ﬁ:A> dy
21 Jir |2 2]
1 n

- [ Rr(E.A) du
2mi Jr |zl \ 2|

1 M) 1 M)
_ L G_R(ﬁ:A> ot G_R<ﬁ;A> .
2mi Jp, |2 |2| 2mi Jovr, |2 ||

Dessa forma, escrevendo I'\I', = o1 U 09, onde o1(p) = pei®=e)

—i(0—¢)

, 7 < p < 400, e g9 € acurva

, 7 < p < 400, percorrida no sentido contrario, temos

LI B N ]
HT(”’) R< 'A> d"”‘ m/m |z|R<|z|'A> e

271 I, |Z|

a2(p) = pe
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1 ehn ek
(=] CIROKE R VA= RO KT )
2mi| \[[Joy Izl \l2| o 12l 2l
oo Lpe0=9)y i(6—¢) i(0—¢)
_ 1 / ¢ c Tgp(re A dp
2w\ ||Jr 2| 2]

+

o0 ope Me i(6—¢) e i(0—¢)
= / R(Z LA dp
r 2| 2|

)

1 00  Re(pe'?=<)n) M|z| 00 gRe(pe™"(?==)p) M|z|

< — / dp + / dp
2 \ Jy E p " 2] p
M oo 00

< = / epcos(6—8+argz) dp—l—/ epcos(—@-l—e-‘,—argz)

- 27|, -

<

% |:/ epcos(E—l—e) dp+/ epcos(—E—s) dp:|

_ % /oo epcos(%-ﬁ-t?) dp _ % eTCOS(§+€)
T

7 7 [—cos(5 +¢€)]
M e—rsen(a)

= —. 1.1
7w sen(e) (1.15)

Tomando o limite em (1.15) quando r — 400, segue que

Hw —rSen(e)
lim H e—R (ﬁ : A> d,uH lim %67 =0

rr00 2m NE roo m  sen(e)

Consequentemente, % /F | e R(\ : A)d) converge para T(z), para todo z € A(a). Observe ainda
que essa convergéncia é uniforme em A(«).

Mais ainda, como T, é uma curva simples de classe C! e a fungdo A — e**R(\ : A) é analitica em
A(#), a fungao z +— % / e R(\ : A) d\ é analitica em A(a), para todo r > 1.

r

Assim, z — T(z) é o limite uniforme de fungoes analiticas e portanto, z +— T'(z) é analitica em
Ala).

Pelo que foi feito até agora, podemos concluir que (7(2)).ea(a)ugoy ¢ um semigrupo analitico.

Resta mostrarmos que A ¢é o gerador infinitesimal de (7'(2)).ea(a)ufo} quando nos restringirmos
ao intervalo [0, +00).

Seja x € D(A). Das igualdades em (1.14) e do item (éi7) do Lema 1.38, segue que

d A1 [ o
1 d

. Az
= 5 L (@ RO: A)) A
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1 A
= — FARN : A)z dX
5] 1“e R( )z
1

- Az .
= 5 Fe (RN : A)A+ Ix dX

_ 1 Az . i Az
= 2 ) eR(A: A)Ax + s /1“6 x dA
= T(z)Ax,

d
isto ¢, ET(z)x = T'(2)Ax, para todo z € D(A). Assim,

= . (1.16)

1 /" T
— T(t)A t =
h/o (t)Az d h

Como (T'(2)).ea(a)ufoy Testrito a [0, +00) é um Cyp-semigrupo, denotemos por B : D(B) C X — X
seu gerador infinitesimal. Mostraremos que B = A.

Voltando & igualdade (1.16) e tomando o limite quando h — 07, temos

h—0t h—0t x

I T
Az = lim —/ T(t)Az dt = lim
0

Como esse resultado é valido para todo = € D(A), concluimos que D(A) C D(B) e A = B em
D(A). Para mostrarmos a outra inclusdo, observe que, como p(A) N p(B) # 0, existe X € p(A) N p(B).
Seja = € D(B) e considere y = (A — A)~' (A — B)x. Entdo, y € D(A) e

(M — Ay = (M — A) (M — A)"Y\ — B)x = (M — B)z,
0 que implica que

e entdo x = y, pois (A — B) é injetor.

Logo, D(B) C D(A) e podemos concluir que A = B, finalizando a demonstragao do resultado. [

Coroldrio 1.41. Seja A € (6, M). O semigrupo analitico (T(2)).ea(a)u{oy 0btido no teorema anterior

e gerado por A, com o = 0 — 5 — 2¢, satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Para todo n > 1, T(z)x € D(A™), para todo x € X e todo z € A(a).

(ii) Para todo n > 1 existe uma constante M,(g), que sd depende de ¢, tal que

|A™T (2)|| < Mn(€)7 para todo z € A(a).

2]
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Demonstragao. (i) Observe inicialmente que, para x € X, z € A(a) e h € (0, +00),

T(h) — I

h+z)x—T(z)z
b .

h

T(z)x = (

Além disso, fazendo v = h + z e h — 07, obtemos

lim Th) =1 T(z)x = lim M

h—0 h vz v —2z

(1.17)

Como z +— T(z) é analitica em A(«), o limite em (1.17) existe e, portanto, T(z)x € D(A), para

todo xz € X e todo z € A(a). Mais ainda,

AT = (2 e e 2 [ (2)] = [ar (2)] vz

n

Assim, T'(z)x € D(A™), para todo x € X, z € A(a) en > 1.

(74) Como visto na demonstracao do teorema anterior, para z € A(«),

pn
T(z) = [ € R(ﬁ:A> dy,

~2mi Jr 2\

onde n = = Além disso, por (1.14) e pelo fato de A ser fechado, segue que

2]

7] H
AT(z)x:i,/e—AR<ﬂ:A> duzi,/e—[ﬁR<ﬁ:A>—f] dy,
2mi Jp |z 2| 2mi Jp |z Llz] \ 2]

para todo z € A(«a). Logo,

L [ e ()«
AT (z)z|| < — — |R{—= A+ ||| du
Re(umn)
B Y
2r Jrof2l Lzl [ul
M+1) [ eRelun
- B i
27 ||
= (M+1) / eRelem) gy +/ elelim) g ]
2rlz] | Jr, Iy
(M +1) 2esen(e)
< r —_—
— 277| elfaf + sen(e)
= Ml(g),v z € A(z),

2]
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(M + 1) ze—sen(s)
27 sen(e)
Agora, para n > 1 qualquer, usando o item (i) ja provado, temos

onde M;(e) =

] 0 que prova o item (ii) para n = 1.

eren = [far G = far )]
M1<€>>":M
|£] | 2|
_ MOy,

2]

com M, = n"M,(e), finalizando a demonstracao do item (i7). O

1.5 Poténcias fracionarias de operadores lineares fechados

Nesta se¢ao vamos estudar as poténcias fraciondrias de um operador linear fechado e densamente
definido A. Veremos as principais propriedades dessas poténcias e também a relacao que elas possuem
com o semigrupo, quando A é o gerador infinitesimal de um semigrupo. Este conceito serd usado como
ferramenta no estudo de existéncia de solucao para equacétes diferenciais neutras, como veremos no
Capitulo 2.

Para a teoria que serd desenvolvida nesta secao, fixemos a seguinte condicao:

Condicao 1.42. Seja A um operador linear fechado e densamente definido, isto é, D(A) = X para o
qual

SHUV Cp(A)

M
e |R(A: A < T para todo A\ € ¥}, onde ) = {A € C; 0 < w < |arg\| < 7} e V € uma

vizinhanca de zero.
No que se segue, seja A um operador que satisfaz a Condigao 1.42 com M =1 e w = 7. Entao,
E%’ ={A e C;Z < |argA| < 7). Além disso, se A € X%, entdo (A — A)~! existe e pertence £(X).

2
Mais ainda, note que

(AT = A) ™" = (—1)(A = D)™ = —(uI — (~A))™", com 1 = —X.

Assim, se A € p(A), entdo pu € p(—A). Logo, como (—00,0) C £F C p(A4), Ry C p(—A). Observe
2
também que

R(A:A)=—R(u:—A)
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1 1
e entdo, para u > 0, |R(n: —A)|| = [|R(A: A)]| < B = o

Dessa forma, visto que D(—A) = D(A) e —A também é fechado, o Teorema de Hille-Yosida garante
que —A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.

Agora fixe 0 < w < 7, tome 6 = m — w e considere A(f) = {z € C; |argz| < 0}.

Se A € 3,

A —A)t=—(up—(—A)", Y AeX), com u=—\, podemos concluir que A(f) C p(—A) e

entdao 0 < |arg(—\)| < ™ —w e assim, —\ € A(f). Além disso, como ¥} C p(A) e

M
IRGu: =4)] = RO A)) < T para todo s € A(9)

Logo, —A € (6, M) e, pelo Teorema 1.40, para cada € > 0 com 2 < § — F, —A ¢é gerador o

infinitesimal de um semigrupo analitico no setor A(§ — § —2¢) = A(§ —w — 2¢).
Para um operador A satisfazendo a Condigao 1.42 e a > 0 definimos

AT = i/ A"YA =)t ad),
C

2w

onde C' é o caminho contido no conjunto resolvente de A dado por C' = 7; U 2 U 73, onde 7, é a
curva 1 (p) = pe~™, 1 < p < 400, percorrida no sentido contrario, yo(p) = €, com —1) < ¢ <, e
13(p) = pe¥, 1 < p < 400, com 0 < ¥ < 6, como ilustra a Figura 1.12.

A

C
T —Ww P
’/
/”
0 <~
e = T\NW S
\)/ '
~
~
~
\\
~
~
— (71— w) ~-

Figura 1.12: Caminho C.

Mostraremos a seguir que, para a > 0, a integral que define A™% é uniformemente convergente e
entao, A7% é um operador linear limitado.

Para isso, fixemos r > 1 e consideremos o caminho C,. formado pela parte da curva C' que vai de
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re” ™ até re'. Entéo,

1 1
A= — [ XYA-X)"td+ — ATYA =D)L d).
27TZ C, YiwA C\CT

Assim, se v1,(p) = pe~ ™ e y2,(p) = e, r < p < +00, entdo

1 1
A - [t = | [ e an e
2mi Jo, 21 Jene,
1 —a -1 1 —a -1
= == [ xoUA@-ADdr+— [ AA-AD)Ldx
27TZ Yi,r 27TZ Y2,r

1 [ . .
< 5o [ eI p D dpl

1 [ . .
b1 / P~ (A — pe 1)~ dp
2r ),

1 [ . M 1 [ - M
< —a  Re(iar)) d _/ —a Re(—ian)) d
= op ) Pe T+, P o) P € 1+,
21 Jy L+p p 27 J, L+p p
M [
< 7/ p-(atD) g
r
M1
 oTmare

L
080, o

1
‘A_a - —/ AY(A - )7? d/\H — 0 quando r — oco. Observe ainda que, para cada
Cr

r>1, 2%” /CT A"(A — AI)~! dX\ é um operador linear limitado.
Portanto, como a convergéncia acima é uniforme, podemos concluir que A™% é um operador linear
limitado.
Considere agora o = n, com n € N. Como A satisfaz a Condigao 1.42, a fungao A+ (A — \I)~! ¢

analitica em uma vizinhanca de zero.

Por outro lado, a identidade resolvente
R(A:A) = R(u: A) = (= AR : A)R(p = A), VA, 1 € p(A),

e um processo indutivo garante que

%R()\ cA) = (=D)"n!R(\: A" VneN.
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Assim, visto que (A —AI)~! = R(—=\: —A), a série de Taylor de A — (A —AI)~! em torno de zero

é dada por
o0 k ] k+1 00
A )\I Z k! R A) (_)\_O)k :Z(A_l)k+1)‘k'
k=0 k=0
Logo,
> -1 -1)2 —1\n
ATHA=ANT = (AT = (in ) (fn_f T ) Ay a

e
i

0

é a série de Laurent da funcio A +— A\™"(A — AI)~!, cujo coeficiente do indice —1 é (A~1)".
Além disso, como A+ A7"(A — AI)~! é analitica em B,(0) — {0} = {z € C; 0 < |z <r},
para algum r > 0. Sendo A = 0 a tnica singularidade da fung¢ao neste conjunto, podemos aplicar o

Teorema dos Residuos para qualquer curva fechada A em B,(0) — {0}. Assim, temos
/ AT A= XD dh = 2mires(A (A — M) 7Y = 2mi(AT )™
A

Observe ainda que a integral sobre a curva C pode ser transformada na integral de uma curva

fechada em torno da origem, o que no permite concluir que

—n_i —n _ -1 _ —1\n
AT =g A (A—AD"tdx= (A",

isto é, para a =n € N, A™" é a n-ésima iterada de A~!.

Outro caso especial é quando 0 < a < 1. Nessa condicao, da definicdo de A™%, temos

1 1 1
AT = — ATYA =MD THA + — ATA =MD + — ATY(A = M),
27 Jy 2mi 2mi
1,r v2,r Y3,r
onde 7, . é a curva 1 ,(p) = pe”"?, com r < p < 400, percorrida no sentido contrério, v (¢) = re'?,

com —¢) < ¢ <1, Y3,(p) = pe’¥, com 7 < p < +oo.

Vamos analisar separadamente cada uma das integrais acima. Para a primeira integral, temos

/ AYA-XD)HdN = _/ (e~ )" (A — pe=¥)"lem¥ gp
71 T s

= - / p e (A —pe ) e™ dp.
Observe que, quando w — 0, ¥ — 7, pois 0 < ¢ < ™ — w, entao

p—aeiwa(A _ pe—iw)e—iw W_—>9 p—aema(A _ pe—in)e—in — _p—aema(A + p[)_l
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Além disso

|omeemea—pem e | < oA — pem)
M
< pre =
< 9(p);

com ¢g(p) integravel em (r, +00). Logo, pelo Teorema da convegéncia dominada,

lim (P‘ae—iw)(A — pe_idf)—le—ilﬁ dp = / _p—oceimx(A + pI)_l dp.

w—0 /.

Analogamente,
00 : N
/ A YA-M)"tdz = / p e W (A - pe“l’) e dp,
V3,7 r
com p~Ye WA — pe)Tle — —pT T A + p)7!, quando w — 0, e

. o B M
[p~ e (A = pe) 1| < pm—— = g(p).

I+p
Entao, pelo Teorema da convergéncia dominada, temos
o0 ) N oo '
liy [ pmee e (A pet) e dp = / —pe (A 4 pI) ™ dp.
w—0 /,. .

Ainda, como

(ret?)=® (A — rew)_l rie'?

‘ < rmoleT 1A = ret?) T rile?)

o M
< T
- 1+7r
M
< r— 0,
1+7r
quando r — 0, e
. . .
lim / AN YA-X)"tdy = lim (1) YA — re?)"lr ie' dp
w—0 yo.r w—0 —1

= / (re") (A — re'?)"lr i dop,

—T

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

lim (rew)_o‘(A —re"?)rie’? dp = 0.
r—0 -
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Logo, fazendo w — 0, temos

1 [ . Y o ,
AT = “omi ). —p %™ (A+pI) "t dp+ 5 /_7r (re’?) ™ (A —re') L1 i€ dy
1 © .
o —p e ™A+ pI)™! dp.
T

Assim, fazendo r — 0, obtemos

1 o0 i 0 .
A7 = p_aema(A—l-pI)_l S pae_ma(A—l—pI)_ldp
271 0 271 0
= <i>/ p~ YA+ pI)"tdp
271 0
- W/ p~ (A + pI)~Ydp. (1.18)
0

Para o restante desta se¢ao, assumiremos que w < 3. Assim, se A satisfaz a Condigao 1.42 entao,
—A gera um semigrupo analitico (7'(2)).ca@)u{o}- Além disso, existe uma constante 6 > 0 tal que
— A+ 61 é o gerador infinitesimal do semigrupo analitico S(t) = T'(t)e, ¢ > 0. Assim, tendo em vista

o Corolario 1.41, para t > 0, temos

IT(t)| < Me™, (1.19)
JAT ()| < Myt~ te ™, (1.20)
|APT(t)|] < Mt e, (1.21)
Agora, de (1.19) sabemos que
R(p: —A) = (pl + A)~' = / e "T(s) ds (1.22)
0

converge uniformemente para p > 0 na topologia do operador uniforme. Assim, substituindo (1.22)

em (1.18) e usando o Teorema de Fubini, obtemos

ATY = sen(iﬂa)/ p“ </ e_”ST(s)ds> dp
T 0 0

sen(ma)

= 2T /0 T(s) /0 e dp ds. (1.23)

™

Além disso, fazendo a mudanga de varidvel u = ps em (1.23), segue que

AT = M/OOOT(S) </OOO (us—l)‘“e—“s—ldu> ds
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= sen(wa/ s4” 1T </ u_ae_“du> ds
0

= sen(ma) u _“du> (/ s (s) ds) .
n 0
o T
—aetdy = T(1 — = I(a)l(1 — Iuf
Como/0 u %e “du (I—a)e sen(ma) (a)'(1 — @), concluimos que
g sen(ma) ™ 1 / 1T (s) ds
T sentae () )
1 /00 »
= — s T (s) ds. 1.24
e (1.2

Note ainda que

IN

> a—1  funet —ugs—1
s T(s)|| ds < M/ — e Yo" du
|l " 3)

M5! w e du
0
= Mé “T(a),

e portanto, a integral em (1.24) converge na topologia do operador uniforme, para todo a > 0.
Desse modo, quando —A é o gerador de um Cy-semigurpo analitico, podemos definir A~ da

seguinte forma:
! / T e 1D(s)ds, a >0
— S s)ds, « )
A~ ={ T(a) Jo
1, a=0.
Lema 1.43. Para o, 3 >0, vale A=(@8) = A= . A=F,

Demonstracao. Sejam «, 8 > 0, entao

1 o0
A A B = / I AB at
@) Jo Q

_ ﬁ/ooota_lT(t) (ﬁ /OOO 71T (s) ds> dt
_ %/mﬂ—l/msﬁ—lzﬂ(ws) ds dt

_ a)1I‘ / tal/ N7 () du dt
_ m/ 0y — 1) 1dt> T(u) du

()
L /OOO (/Olua—lva—luﬁ—la — )iy dv> T(u) du

INCHING)
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_ m < /0 (1 gy dv) /0 T w0t () du,

w1 — )’ du, obtemos

1

A oA P —  — /oo w P17 (0)du.
I'(a+8) Jo ()

Lema 1.44. Eziste uma constante C' > 0 tal que
HA_O‘H <, para 0 < a < 1.

Demonstragao. Para a =0, A= = I e entao, [|[A~%|| < 1. Outro caso direto é para a = 1 pois, como
0 € p(A), A= € L(X) e entdo, existe uma constante C; > 0 tal que ||A~!|| < C;.

Agora, considere 0 < o < 1. Entao

1 00
A= = MU (] 4+ A)7! dt+/ t_o‘(tl+A)_1dt]H
n 0 1
sen(ra)| [t —1 (senma) | [0 _, ~1
< - | (L + A)7H| dt + |——= ||t + A)7| dt
0 1
1 e’}
< sen(ma) / 4o M gt sen(ﬂa)/ s M i@t
s 0 1+t T 1 1+t
1 00
< [senlma)] [/ e dt—l—/ a1 dt}
T 1

|sen 7TOé|
1—a

[\Szl(ja )! \Sen(ﬂa)\] ‘

Note que sen(mwa) = sen(m) cos(ma) — cos(m)sen(ma) = sen(m(1 — «)). Assim, segue que

1A= < M [|Sen(7r(1 —a))| N (Sen(ﬂa))} .

(1l — ) T

sent sen(t
Logo, como a funcéo t — ¢ limitada em (0, 1), existe C' > 0, C' = max {1 C1, tnax | t( ) }7
<t<

de modo que

|A™%|| < C, para todo 0 < o < 1.
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Lema 1.45. Para todo x € X, lim A™ %z = x.
a—0

Demonstragdo. Assuma primeiro que x € D(A). Como 0 € p(A), z = A~y para algum y € X e entdo

Az —z = A ™(Aly)—Aly

para todo k > 0.
De (1.19), temos ||T(t)|] < Me™%, para todo t > 0. Além disso, por [31, Lemma 7.6.4 pag. 174]

ta
existe uma constante C' > 0 tal que, para o € [0,1] et > 1, | =——— — 1| < C't. Assim,
I'l+a)

k ta [e.e] (0%
A % — < —— — 1| |T(¢t dt — — 1| ||T(¢ dt
Jaea-al < [ - 1iroml a [Tl - 1 imoi

Ml 5t < st
< M Y qletdt+ MO / teStdt,
ol | e ol |

para todo k >0 e a € (0,1).

[e.9]
Considere a integral / te™% dt. Note que
0

[e’e] te—5t
/ te O dt = lim [
0 b—o0 6

(o]
€
Logo, pelo critério de Cauchy, dado € > 0, existe um k > 0 tal que / te O dt < 3
k

b b e—5t ] be—5b e—éb 1 1
] = m | o =
o Jo 0

k
Além disso, tomando « suficientemente pequeno, temos /
0

lim " b 1
as0l(a+1)  T(1)

Consequentemente, para x € D(A), temos lim0 A%y = x.
o—

tCl(
—1
)

—5t € .
B it < <
T(a+ 1 ‘ g PO

Como D(A) é denso em X, dado z € X, existe uma sequéncia (x,)neny em D(A) tal que z, — =

quando n — +oo. Entao,

|47z — 2|

IN

HA_O‘:E — A7 %%, + |A %y — 2| + |20 — :L'H

A

Cllz — znll + |A™ %y — zp|| + |27 — ||
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Desse modo, fazendo o — 0 na desigualdade acima, temos lim0 |[A™%z—z|| = 0, ou seja, lim0 A% =
a—r a—r

x, para todo = € X. O

Corolério 1.46. Se A satisfaz a Condigio 1.42 com w < 3, entao (A™")>0 € um Cy-semigrupo de

operadores lineares limitados.

Demonstracdo. Seja t > 0. Escolha n € N tal que 0 <t —n < 1. Entao, pelo Lema 1.44

4| = fartern) = e
< [aem | ha < cahr
< Cn+1:Cna

isto ¢, A=t é um operadore linear limitado para todo ¢t > 0. Além disso, pelo Lema 1.43, segue que

(A~1);>¢ satisfaz a propriedade de semigrupo e o Lema 1.45 garante que (A™") é um Cp-semigrupo. [
Lema 1.47. O operador A=% € injetor para todo o > 0.

Demonstragdo. Pela Condicio 1.42, 0 € p(A) e assim, A~! existe e, consequentemente, A~! é injetor.
Para cadan € N, A™" = (A_l)n e entao, A™" também é injetor.

Para o > 0 qualquer, sejam x € X e n € N tais que A=% =0 e n > «a. Entao,
A7 = ATy — AT QT — AT = (),

Logo, x = 0 e assim, A~ é injetor para todo a > 0. O

Definigao 1.48. Seja A um operador linear que satisfaz a Condicdo 1.42 com w < Z. Para todo

2
a >0, seja A* : D(AY) C X — X, definido por

(A=)7h a#£0,
1, a =0,

A% =

com D(AY) = R(A™%), onde R(A™?) € a imagem de A~%.

A seguir, vamos estudar algumas propriedade de A“

Teorema 1.49. Seja A“ como definido acima. Entao:

(a) AY é um operador linear fechado;
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(b) Se a > 3> 0, entio D(A%) C D(AP);

(¢) D(A®) = X para todo o > 0;

(d) Se a, B € R, entio APz = A*. APz, para todo x € D(AY), onde v = max{a, 3, a + f3}.

Demonstragao. (a) Se a < 0, entdao a = —f3, com [ > 0 e, pelo Corolédrio 1.46, A% é limitado, isto é,
A% € L(X) e entao A% é fechado.

Se a > 0 entdo, pela Definigao 1.48, A% é invertivel e (A%)™1 = A= com A~* € L(X) como ja
argumentado.

Agora, sejam (uy)neny uma sequéncia em D(A%) e u,v € X tais que u, — u e A%, — v. Observe
que, se w, = A%u,, entdao A" %w,, = u,, e assim,

w= lim u, = lim A %w, = A™% lim w, = A™ %,
n— o0 n—o00 n—o0

isto é, u € R(A™*) = D(A®). Além disso,

A%y = A® ( lim un> = A“ < lim A_awn>

n—oo n—oo

= A% (A7 Tim w,) = (4°47) v

n—oo
= .
Portanto, A% é um operador linear fechado.

(b) Sejam o« > 8 > 0. Pelo Lema 1.43, segue que

A~ — pg—otB-B _ p—Bp—(at+B)

Consequentemente R(A™*) C R(A?) e entdo D(A%) C D(AP).

(¢) Pelo Teorema 1.13, temos (o~ ; D(A") = X e entdo, visto que (),—, D(A") C D(A™),Vn €N,
obtemos que D(A") = X, Vn € N.
Agora, dado o > 0, existe n € N tal que n > « e assim, pelo item (b), D(A™) C D(A%).

Consequentemente, D(A%) = X, para todo o > 0.

(d) Para provarmos essa afirmagao precisamos analisar alguns casos:
(i) Se a < 0 e B < 0 entdo, pelo Lema 1.43, APz = A°AP ¥V z € X.
(i) Sea >0, B> 0 e x € D(A*AP), entdo 2 € D(A?) e APz € D(A%). Seja y = A* APz, entdo

APy = A% e o= A—BA—ay _ A_(O"’_B)y,
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Assim, 7 € R (A=(+9)) = D(A*HF) e A*+By = y = A*APz. Portanto, D (A*AP) C D (A*+F).
Por outro lado, seja € D(A*TP) e y = APz, Entao,

T = A—(a+5)y — A—(6+a)y — A—B—ocy’

ou ainda, APz = A%y, o que implica que A*APx = y. Logo, A*TFz = y = A*APz, isto é, = €
D(A*AP), o que nos permite concluir que D ((4°T#)) c D (A*AP).

Entao, D(A*P) = D(A%AP) e APy = A%APx, ¥V & € D(AHP).

(iii) Se aw < 0 e B > 0 temos duas possibilidades para a soma: o+ > 0 ou a + 3 < 0.

Caso a+ 3 > 0, como —a > 0, o item (7i) nos garante que
ATAToHBy — Aot @By — APy para todo o € D(A™HHF) = D(AP)
Seja y = A°TFz, para algum x € D(A”). Assim, temos
A% = APz e entdo, A%z € R(A™%) = D(A%).
Logo,
AAP = A%A~%y =y = APy, Yo € D(AP).

Para o outro caso, temos a« + § < 0 e —f < 0 e assim, pelo item (i), segue que
A BABy = A=BrotBy — Aoy YV x e X.

Seja y = A* P, Entdo, APy = A%, o que implica que A% € R(A™F) = D(AP). Dessa forma,
temos

APAY = APA Py =y = APz, Vo eX.

Por fim, se v = max{a, 8, + B}, entdo D(A?) esta contido em D(A%), D(AP) e D(A*F) e as

igualdades em (i), (i7) e (7i7) sao satisfeitas para todo = € D(AY). O
Teorema 1.50. Seja 0 < a < 1. Sex € D(A), entao

_ sen(ma)

A%z / t VAT 4+ A) " at.

0 0
Demonstragao. Com 0 < o < 1, temos 0 < 1 — o < 1. Entéao, para x € D(A),

sen(m(l — «))

sen(ma)

Ay = / Mt 4+ A) e dt = / t e + A) 7l dt. (1.25)
0

™ 0
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Observe que o integrando em (1.25) estd no dominio de A. Além disso, a funcao t —

t*~YA(tI + A)~'z é intregravel em [0, +00), pois

[t VAGT + A) 2| = [t ARt —A)z|

to‘_lA/ e ST (s)x ds
0

< o / T (s) | Az ds
0
< Mg [ e ds
0
= o) Az ——
o t+6

e assim,

/ t“‘lA(tI—i—A)_lazdtH < / AT + A) x| dt
0 0

00 1
< / t* M| Az|| dt
0 t+6

A lta—l OOtO!—l
= M dt dt
14z /0 t+0 +/1 t+0 ]

r 1t05—1 OOtOc—l

< M| Az / - dt+/ : dt}
LJO 1
M1 1

Voltando a (1.25) e usando o fato de A ser fechado, temos

Atz =A(A" Yz = [AM/ 7N+ A) e dt}
m 0
_ sen(ra) / t*"YA(tI + A) "'z dt, para todo x € D(A).
m 0

O

Teorema 1.51. Seja —A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (T(2)).ca)ufoy, Para

algum 0 <0 < 5. Se 0 € p(A), entao:
(a) T(t) : X — D(AY) para todo t >0 e a > 0;
(b) para o« > 0 e todo x € D(A%), T(t)A% = AT (t)x;

(¢) para todo o >0 et >0, o operador AT (t) ¢ limitado e ||AT(t)|| < Mot=%e™%;
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(d) sejam 0 < a <1 e x € D(A®), entdo
IT(t)z — x| < Cat®||A%x]].

Demonstragao. (a) Como —A é gerador de um semigrupo analitico, a fungao ¢t — T'(t) é diferencidvel
para t > 0 e entao, da Proposigao 1.27, segue que T'(t) : X — D(A™), para todo n € N. Assim, dado
a > 0, existe n € N tal que n > « e entdo, pelo item (b) do Teorema 1.49, D(A™) C D(A%). Logo,
T(t): X - D(A%), a > 0.

(b) Sejam o > 0 e z € D(A®). Entao, como D(A%) = R(A™%), x = A~ %y para algum y € X.

Dessa forma,

T(t)x = T(t)A %y =T(t) (L) /OOO s (s)y ds>

IN(e
- b OOso‘_1 s s
= A T(t)y
= ATT(t)A%,

o que implica que AT (t)xz = T(t) A%z, para todo x € D(A%), a > 0.
Observe ainda que vale a igualdade T'(t)A~%y = A~*T(t)y, para qualquer que seja y € X. Entao,
segue que AT (t) =T(t)A~*, ¥V a > 0.

(¢) Como A® é fechado e T'(t) € L(X) para todo t > 0, entao A*T'(t) é fechado. Pelo item (a),
AT (t) estéd definido em todo X e assim, pelo Teorema do grafico fechado, A*T(¢) é limitado.
Além disso, dado o > 0, seja n € N tal que n — 1 < a < n. Entao, usando a estimativa (1.21),

temos

[A°T@)| = [A*TATT()|
- Hﬁ/ooo s"T T (s) AT (t) ds
: ﬁ/oms"‘a””fl”ﬂws)n s
< ﬁ /OOO STTOTIM (E 4 s) e 0S) (s
B ﬁ /ooo(tu)n_a_lMlt_n(1 + u) e MIF L gy
1

o
— 7“” - /0 t_o‘e‘stMnu"_o‘_l(l + u)_"e_&“ du
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Mne_& > —0tu, n—a—1 -
= " 1 " d
F(n—oz)ta/o e My (1+u) u
—ot %)
€ Mn n—l—-a -
_ 1 " d
S F(n—a)/o u (14+u)™" du
onde M, é uma constante que independe de ¢.
Logo, |[A*T(t)|| < Mut~*e%, para todo t > 0.
(d) Sejam 0 < a« <1 ez € D(A%). Entao, pelo Teorema 1.10,
t t t
Tt)x —z = / AT (s)x ds = / Al=otop(s)z ds = / AT (5) A%z ds.
0 0 0
Assim,
b
[T =l < [ 1A-TElA] ds
¢
< / Mi_qs* e % ||A%|| ds
0
t
< Ml_a||AaazH/ s*1ds
0
M_
= ) A
@
< Cot®[| A%,
onde C,, = 1o O




CAPITULO

Existencia de solucao para equacoes diferenciais

funcionais

Neste capitulo vamos estabelecer a existéncia de solugao para uma classe de equacoes diferenciais
funcionais abstratas em duas situacoes: primeiro, para o problema de Cauchy nao homogéneo e depois,
0 caso neutro com retardo.

Em ambos os casos vamos utilizar a teoria de semigrupos como ferramenta e, no segundo caso,
usaremos também teoremas de ponto fixo. Além disso, X denotard um espaco de Banach e as
expressoes C([0,7],X) e L'([0,7], X) representardo os espacos das funcdes definidas em [0,7] e

assumindo valores em X que sao continuas e integraveis, respectivamente.

2.1 Problema de Cauchy abstrato nao homogéneo

Nesta se¢ao estudaremos o problema de Cauchy dado por

2'(t) = Ax(t) + f(t), 0 <t <, (2.1)

z(0) = 2, (2.2)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7(t));>0 em X, 2° € X e f: [0,7] — X é uma
funcao apropriada.

Vejamos a seguir o conceito de solugao classica para este problema.
Definicao 2.1. Uma fung¢ao z : [0,7) — X € uma solugao cldssica de (2.1)-(2.2) em [0,7) se x

¢ continua em [0,7), continuamente diferencidvel em (0,7), x(t) € D(A) para todo t € (0,7) e as

64
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equagoes (2.1)-(2.2) sao satisfeitas.

Proposigao 2.2. Se f € L*([0,7], X), entdo para todo 2° € X, o sistema (2.1)-(2.2) tem no mdzimo

uma solugdo classica. Além disso, essa solugao, quando existe, é dada por
¢
z(t) = T(t)z" + / T(t—s)f(s)ds, 0<t<T. (2.3)
0

Demonstragao. Suponha que o problema (2.1)-(2.2) tenha uma solugao classica e seja x esta solugao.

Para t € [0, 7) fixo, considere a funcao g : [0,¢] — X dada por

g(s) =T(t — s)x(s).

Assim, g é diferencidvel em (0,7), com

d

g(s) = - [T(t — s)]a(s) + T(t — s)a'(s)
= —AT(t—s)x(s)+T(t — s)(Ax(s) + f(s))
= T(t—s)f(s).

Além disso, como f € L'([0,7), X), a funcdo s +— T(t — s) f(s) é integravel e entdo,

o) =90) = [ () ds= [ Tt =9)fs) s,
0 que implica que .
(1) = T(H)2° + /0 T(t—5)f(s) ds, ¥ t € [0,7).
O

A expressao (2.3) da proposicao acima motiva a seguinte definigao, que enfraquece o conceito de

solugao para o problema (2.1)-(2.2) pois nao requer a diferenciabilidade da funcao.

Definigao 2.3. A funcao x € C([0,7),X) dada por (2.3) é chamada solu¢ao fraca de (2.1)-(2.2) em
[0, 7).

Observe que o problema (2.1)-(2.2) sempre possui solucdo fraca, para qualquer que seja 20 € X.

A questao entao é: quando a solugao fraca também é solucao classica?

Teorema 2.4. Sejam f € L*([0,7], X) N C([0,7],X) e
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Entdo, o problema de valor inicial (2.1)-(2.2) tem solugdo cldssica x em [0,7) para todo 2° € D(A)

se uma das sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) y € continuamente diferencidvel em (0,T).

(i1) y(t) € D(A) para 0 <t <7 et Ay(t) € continua em (0,7).

Por outro lado, se (2.1)-(2.2) tem uma solu¢io em [0,7) para algum z° € D(A), entio y satisfaz as

condigoes (i) e (ii).

Demonstragao. Iniciamos esta demonstragao pela segunda parte, ou seja, suponhamos que (2.1)-(2.2)
tenha uma solucio z para algum z° € D(A). Entdo, y(t) = z(t) — T(t)2° para todo t € [0,7) e y é

diferencidvel em (0, 7), pois é a diferenga de duas funcoes diferencidveis. Além disso,

¢ continua em (0, 7), pois é a diferenca de duas fungées continuas. Logo, a condicao (i) é satisfeita.
Mais ainda, como xz° € D(A), pelo Teorema 1.10, obtemos que T'(t)z° € D(A) para todo t > 0 e

assim y(t) = z(t) — T(t)z" € D(A) para todo 0 < t < 7. Por fim, note que
Ay(t) = Ax(t) — AT (t)2® = 2/(t) — f(t) — T(t)Az°

e assim, a fungao t — Ay(t) é continua em (0, 7). Logo, (i7) também é satisfeita.
Agora, suponha que (i) seja satisfeita e mostremos que (2.1)-(2.2) possui uma solugao classica.

Para isso, sejam t € (0,7) e h > 0, entao

/ t+h—s()@—%AHw—gﬂgds

S

t+h t+h
/ t+h—s)f(s)ds—%/t T(t+h—s)f(s)ds

—1/ T(t—s)f(s) ds

>

_ %[tM/@+h—Qﬂ$d&:KT@—ﬁﬂﬁd4

t+h
_%/’ T(t+h— s)f(s) ds
t+h
_ @+2/y@)__l*’ T(t+h—s)f(s) ds (2.5)
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Dessa forma, como y(t) é continuamente diferencidvel em (0,7) e

t+h
lim l/t T(t+h—s)f(s)ds= f(t),

h—0+ h

temos
=Ty = ) - s,

lim
h—0

o que mostra que y(t) € D(A) para todo t € (0,7) e
Ay(t) = () — £(1), ¥t € (0,7).

Assim, tomando x(t) = T(t)z° + y(t) concluimos que: x é continua em [0,7), x é continuamente

diferenciavel em (0,7), z(t) € D(A) para todo t € [0,7), x(0) = 2° + y(0) = 20 e

P(t) = AT+ (1)
= AT +y(t) + (1)

= Ax(t)+ f(t), Vte (0,7).

Portanto, x é solugao classica de (2.1)-(2.2) em [0, 7).

Suponhamos agora que (ii) acontece. Novamente, queremos mostrar que (2.1)-(2.2) possui uma
solugao cléssica. Sendo assim, voltemos a expressao (2.5) obtida anteriormente. Como y(t) € D(A)
para todo t € [0,7), fazendo h — 0T, concluimos que

tim, LRI gy 4 g0,

h—0t

ou seja, a derivada de y & direita, DT y(t) = Ay(t)+ f(¢), é continua em (0, 7). Ainda, como y é continua
e admite derivada & direita em (0,7), o Lema A.8 garante que y é continuamente diferencidvel em
(0, 7). Desta forma, procedendo como no caso anterior, podemos concluir que a fungao x : [0,7) — X,

dada por x(t) = T(t)z° + y(t), é uma solugao cldssica de (2.1)-(2.2). O

No que resta desta segao assumiremos que o semigrupo (7'(t)):>o ¢ uniformemente limitado, isto

6, |T(t)|| < M para todo t > 0, e para algum M > 1.

Corolario 2.5. Se f € continuamente diferencidvel em [0,7], entao (2.1)-(2.2) tem uma solugao

cldssica em [0,7) para todo z° € D(A).

Demonstragao. Observe que, se mostrarmos que a fungdo y definida em (2.4) é continuamente
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diferenciavel em (0, 7) entao, o resultado é consequéncia direta do Teorema 2.4.
Assim, mostremos que y é continuamente diferenciavel. Para isto, sejam t € (0,7) e h > 0 tais que

t+h € (0,7). Entao,

ylt+h)—y@®) 1 [ _ e — ) f(s) ds
e h/o T(t+h—s)f(s) ds h/OT(t )f(s) d
h t+h
- %/O T(t+h—s)f(s) ds—i—%/h T(t+h—s)f(s)ds
1

_E/o T(t—s)f(s) ds.

t+h t
Note também que / T(t+h—s)f(s)ds = / T(t—s)f(s+h) ds e assim,
h 0

— h t > — -
w:%/o T(t+h—8)f(8)d3+/0T(t_8)<f( +h]1 f()> ds.

Pela Desigualdade do valor médio para a funcgoes vetoriais, observe ainda que

e o) (=IO | By iy~ s
< SO Es +h s
< M sup [£6)lL

s€[0,7]

ja que f é continuamente diferencidvel em [0, 7].

Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada, segue que

lim tT(t—s)<f(s+h]z_f(s)> ds:/OtT(t—s)f’(s) ds.

h—0% Jo

Além disso,

lim l/ T(t+h — s)f(s) ds = T(t)£(0),
0

h—0t h
0 que nos permite concluir que

Jim MO o)+ [ 7 - 0160 s,

ou seja, y possui derivada a direita continua. Logo, pelo Lema A.8, concluimos que y é continuamente
diferenciavel em (0,7) e entao, do Teorema 2.4, obtemos que (2.2)-(2.2) possui uma solugao cléssica

em [0, 7). O
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2.2 Existéencia de solucao para equacoes diferenciais funcionais neutras

Agora, vamos estudar a existéncia de solucao fraca para equacoes diferenciais funcionais abstratas

do tipo neutro com retardo descritas por

%(az(t) + F(t,x)) = Az(t) + G(t,x¢), 0 <t <, (2.6)
o =9 €C, (2.7)

onde 7 > 0, 0 >0, A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico
(T'(2)):ea(@)uqoy em X, C = C([-r,0],X), =z € C para todo t € [0,7), com z4(0) = x(t + 0),
0 € [—r,0], e as fungoes F,G : [0,7] x C — X sao fungoes continuas.

Para facilitar nossas contas, vamos supor que ¢ = 0. Além disso, a fim de usar poténcias
fraciondrias do operador A, vamos supor que 0 € p(A). Assim, podemos considerar o operador
linear fechado (—A)?, para 0 < 3 < 1, cujo dominio D((—A)?) é denso em X. Dessa forma, o espaco
Xz = (D((=A)"),| - llg), onde ||z s = [|(—=A)Pz|, V x € D((—A)P), é um espaco de Banach.

Lembremos ainda, do Capitulo 1, que existem constates M > 1 e w > 0 tais que
|T(t)|| < Me**, para todo t > 0.

Em particular existe M > 1 tal que |T(t)|| < M, para todo t € [0, 7].
Os conceitos de solucao classica e fraca para (2.6)-(2.7) serao definidos em analogia aos conceitos

de solugao do problema de Cauchy abstrato (2.1)-(2.2), estudados na se¢ao anterior.

Definicao 2.6. Uma fungio x : [—r,7) — X € uma solugdo cldssica de (2.6)-(2.7) em [—r,T) se x

d
EF(t,JEt) pertencem a L'([0,7], X),

x(t) € D(A) para todo t € (0,7) e as equagoes (2.6) e (2.7) sao satisfeitas.

et — F(t,xy) sao diferencidveis quase sempre em [0,7), 2’ e

Nas condigées acima, supondo que x é uma solucao cldssica de (2.6)-(2.7) e fixando t € (0,7),

considere a funcao g : [0,t) — X definida por

g(s) =T(t — s)x(s).
Entao, g é diferencidvel e

Jgd(s) = % [T(t — s)]az(s) +T(t —s)x'(s)

= —AT(t—s)z(s)+T(t —s) |Ax(s) — %F(s,xs) + G(s,xs)
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= s)diiF(s, x5) + Tt — 8)G(s, ).

d d
Como t +— EF(t,JEt) é integravel e t — G(t,x¢) é continua, a fungao s — T'(t — s)d—F(s,xs) +
s

T(t — s)G(s,xs) é integravel. Assim, obtemos

g(t)—g(O):/O 7(s) ds:—/o T(t—s)%F(s,xs)ds+/0 T(t— 8)G(s,zs) ds.  (2.8)

Integrando por partes o primeiro termo do lado direito de (2.8), segue que

Tt = 5)F(s,m)| - /0 CAT(t — $)F(s,x0) ds| + /0 T(t — 5)G(s, ) ds.

z(t) = Tt)z(0)— F(t,z) + T(t)F(0,20) — /0 AT (t — s)F (s, xzs) ds

—1—/0 T(t —s)G(s,xs) ds,

ou seja, x satisfaz a seguinte equacao integral

z(t) = T()[p0)+ F(0,p)] — F(t,z) — /0 AT (t — s)F(s,xs) ds

t
+/ T(t—s)G(s,xs) ds, para todo 0 <t < 7. (2.9)
0

A expressao (2.9) motiva a préxima definicdo, que é um conceito mais fraco de solu¢do para

(2.6)-(2.7).

Defini¢ao 2.7. Uma funcdio x : (—r,7) — X € uma solugao fraca de (2.6)-(2.7) se x é continua em
[0,7), para cada t € [0,7) a fungdo s — AT(t — s)F(s,xs), com s € [0,t), € integrdvel, xo = ¢ € a

equagao integral (2.9) € satisfeita.

A seguir, apresentaremos um resultado de existéncia de solugao local para (2.6)-(2.7). Con-
vém observar que tal resultado estd baseado no trabalho de Herndndez e Henriquez [13] porém,
diferentemente de [13], trataremos o caso em que o retardo é finito. Sendo assim, nossa demonstragao

estd um pouco simplificada.

Teorema 2.8. Seja ¢ € C e assuma que valem as sequintes condigoes:

(a) existem constantes B € (0,1) e L > 0 tais que a funcio F assume valores em Xg, L||(—A)%|| < 1
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(=AY F(t, 1) — (AP F(s,92)l| < L(|t — 5] + [[¢1 + ¥2lle),
para todos s,t € [0,7] e 11,19 € C.

(b) existem constantes 0 < b, < T e r(¢) > 0 tais que para cada t € [0,b,), existe um conjunto
compacto Uy C X tal que T(t)G(s,1) € Ut, para todo ¢ € By y)lpl = {¢ € C; [ —¢lle < r(p)} e
todo s € [0,by)].

Entao, existe uma solu¢do fraca para (2.6)-(2.7) definida em [—r,b], para algum 0 < b < 7.

Demonstragao. Iniciaremos essa demonstragao definindo algumas constantes. Para t € [0,b,] e

Y € By(y)lel, note que

I(=A°FE < I(=A)°F(t,9) = (A F(by, )| + (= A) F(by, o) |
< Lt = byl + ¥ = @lic) + I(=A) F(by, )|
< L{by +7(9) + [I(=A) F by, ¢) |
< 0, (2.10)

onde Cy = L(by,+7(p))+||(—A)P F(by, ¢)||. Além disso, da condigio (b), segue que existe um compacto
Up C X tal que G(s,v) € Up, para todo s € [0,b,] e ¥ € B,(,)[¢], 0 que nos permite dizer que existe
uma constante Cy > 0 tal que

G, P)| < Co,

para todo t € [0,b,] e toda 1 € B, [¢].

Seja y : [—r, 7] — X a fungao definida por

y(t) = B (2.11)

Dessa forma, para 6 € [—r, 0], temos

o(t+6), —r<t+0<0,
T(t+0)p0), 0<t+0<r

ye(0) =yt +0) =

Além disso, podemos mostrar que a fungao t — y; é continua em [0,7]. De fato, como ¢ € C,
¢ ¢é uniformemente continua em [—7,0] e, como a restrigao (7'(t));>0 ¢ um Cp-semigrupo, a funcao

t — T(t)p(0) também é uniformemente continua, porém em [0,7]. Observe ainda que y é continua
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em t = 0, o que nos permite concluir que y é uniformemente continua. Assim, dado £ > 0 qualquer,
existe § > 0 tal que
lly(t+h) —y(t)|| <e, para 0 < |h| < § e todo t € [-r,T].

Logo, se t € [0,7] e 0 < |h| < ¢, entao

1Yr4n = yelle = sup [[yen(0) —4:(0)ll = sup |y(t +h+6) -yt +0)] <e,
—r<0<0 —r<0<0

garantindo que ¢ — y; é continua.

Em particular, esta funcao é continua para t = 0. Assim, dado ¢ = @, existe 91 > 0 tal que
riy
I~ wlle = I — elle < ", para todo 0 < £ < 5.
r
Para simplificar a notagao, seja p = %

Ainda com o intuito de estabelecer algumas desigualdades, fixemos n > 0 suficientemente pequeno.
Da continuidade das fungoes ¢t — y; e F, segue que existe do > 0 tal que ||y — ¢llc < n, para
todo 0 < t < Jg, e 0 conjunto Wy = {F(t,y:); 0 < ¢t < §1} é um subconjunto compacto de X.
Consequentemente, visto que X é um espaco de Banach, W7 é totalmente limitado e entao, existem

F(t1,yt,)s - F(tn,yt,) € Wi tais que

n
e UB o (Fltow)
=1
Além disso, como t — T'(t)F(t;,v:,) é uniformemente continua em [0, 7] para todo i = 1,2,...,n,
existem 0y, > 0 tais que ||T'(t)F(t;, yt,) — F(ti, ue,)| < g, para 0 < |t| < 0y, i =1,2,...,n.
Seja 03 = min{d1,d,; ¢ = 1,2,...,n}. Para 0 < ¢ < d3, sabemos que existe j € {1,2,...,n} tal

que F(tvyt) €eB i (F(tjvyt])) € assim,

2(M+1)

(T(t) = DE@Ey)ll < NT@FE ye) = TOF G, ye) || + 1T F (E5,985) — F (s, m,) |
+ [[F'(t5,9¢,) — F(t,ye)|
A B S
20M +1) 2 2(M+1)

IN
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Logo, existe uma constante 0 < b < min{dy, d2, d3, b, } tal que as seguintes estimativas sao validas:

lye — ¢lle <, (2.12)
(T(t) = DF (¢, y)ll <. (2.13)
Além disso,
M(|(=A)PIL + C2)b + (1 + [[(~A) P ML)y + %bﬁ < (1 I(=A)°LIp, (2.14)
a8y o Mig,g
L<H( A9+ 22 ) <1 (2.15)

para todo 0 <t < b, onde M;_g ¢ a constante que aparece no Teorema 1.51.

Agora, consideremos o conjunto
5= 8(b,p) ={u € C([0,0], X); u(0) =0, [[u(t)] <p, 0<t<b}.

Vejamos algumas propriedades que o conjuntos S possui:

(i) S ¢é limitado, pois, para todo u € S(b, p), temos ||ul|c = sup{|u(t)],0 <t < b} < p.

(ii) S é fechado. Para provarmos isto, considere u € S e (uy,)nen uma sequéncia em S com lim u,, = u.
n—0o0

Entao, u(0) = li_)m u,(0) =0e
lu(®)| = || li_)m un(t)]| = li_>m lun(t)]| < p, para todo t € [0,b],

o que implica em u € S e assim, S ¢é fechado.

(iii) S é convexo. De fato, sejam u,v € S, k € [0,1] e z = (1 — k)u + kv. Entao, z € C([0,b], X),
2(0) = (1 — k)u(0) + kv(0) =0 e

2@ = 11 = K)u(t) + ko@)]| < (1= F)[lu@)] + Ello@)]] < (1 —k)p+kp = p,

para todo 0 < ¢ < b, o que implica em z € S e entao, S é convexo.
Além disso, dado u € S, consideremos a extensao u de u para o intervalo [—r, b] dada da seguinte

forma

Consideremos ainda duas aplicagoes .77 e .75, ambas com dominio em S, definidas por
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(7Au)(t) = T(t)F(0,0) — F(t,us + yi) — /Ot AT (t — 5)F(s,us +ys) ds, 0 <t <D,

t
(Tu)(t) :/ Tt — 8)G(s,Tis + ) ds, 0 <t <b.
0

Nosso préximo passo é mostrar que .7= .77 +.7 possui um ponto fixo, o qual fornecera uma solucao
para (2.6)-(2.7). Faremos isso através do Teorema do ponto fixo de Sadovskii [29]. Porém, antes de
aplicar este teorema ao nosso operador .7, precisamos garantir que suas hipdteses sao satisfeitas. Por
isso, no que se segue, motraremos que .77 e .75 estao bem definidas e assumem valores em C'([0, 0], X);
ambas sao continuas em S; .77 ¢é lipschitziana; .75 é compacta e a imagem do operador .7 esta contida
em S.

Por uma questao didatica, vamos dividir os resultados a serem provados em etapas.

Observe primeiramente que, se u € S, entao u; + y; € By, [¢] para todo 0 < ¢ < b. De fato, note

que '11‘[4 g =0e¢ 17“0 y = U, com u(0) = 0, o que implica que u é continua em [—r,b] e

[u@®)| = sup{llu(s)[; —r <s <b[}
= sup{[ju(s)[; 0 < s <b}

< P

para 0 <t < b. Entao,

e +ye —plle < elle + g — @lle

< ptp

r(e)-

Portanto, @y + y; € B[] para todo t € [0, b].

(1) Mostremos que .77 estd bem definida e .77u € C([0,b], X ), para todo u € S.
Mostremos primeiramente que .77 esta bem definida.

Para isso, observe que, como F' assume valores em Xz e (—A)PF ¢ Lipschitz continua, entdo as
funcoes

s (AP F(s, s +ys) e s F(s,ls +ys)

sao continuas. Mais ainda, como (7'(2)),c A(a)u{0} € um semigrupo analitico, segue da Proposicao 1.27

que a funcao s — AT (t — s) é continua em [0, ¢), na topologia do operador uniforme. Assim, por ser
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composta de fungoes continuas, a fungao
s AT(t — s)F (s, us + ys)

também é continua em [0,¢) e, portanto, mensurdvel.

Por outro lado, aplicando as estimativas do Teorema 1.51 e (2.10), obtemos que

JAT(t — $)F (s, s + ys)|| < (A" T(t — )| (A’ F(s, s + ys)||
M, _gCq

Dessa forma,

IN

¢
M, _gCq
Nt
¢
Ml_gcl/ (t— S)B_l ds
0

B
< Ml_gclt
g

¢
/ |AT (t — s)F(s,us + ys)|| ds
0

IN

< +00,

e assim, pelo Teorema de Bochner [17, Theorem 3.7.4, pag. 80], s — AT (t—s)F (s, us+ys) é integravel.
Logo, .77 estd bem definida. Mostremos agora que .77u é continua em |0, b].

Dado t € [0,b], seja h > 0 tal que ¢t + h € [0,b]. Observe que
|T(t +h)F(0,9) = T@)F(O,9)| = [(T(h) = DT ) F0,9)|. (2.16)

Além disso,

t+h

t
AT(t+ h — s)F(s,us +ys) ds — / AT (t — s)F(s,us +ys) ds
0

0

t t+h
/ AT (t 4+ h — s)F(s,us +ys) ds + / AT(t+ h — s)F(s,us +ys) ds
0 t

+ /0 (—A)T(t — s)F(s,us +ys) ds

< H(T(h) e /0 AT (= $)F (s, + ys) ds

t+h
+ / (—A)1_5+BT(t — 8)F(s,us +ys) ds
t

t+h M,_3C
il Sl e O
+/t sy ®

< H(T(h) — 1) /Ot AT (t — s)F (s, s + ys) ds
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M;_5CyhP

3 (2.17)

= H(T(h) — 1) /Ot AT (t — s)F (s, ts +ys) ds|| +

Assim, por (2.16), (2.17), o fato de (T'(t))¢>0 ser um Cp-semigrupo e t — F'(t, u; + y¢) ser continua,

temos
lim [|(:77u)(t + h) — (Z1u)(@)]] <
h—0
< lim (HT(t +h)F(0,0) =T FO0,0)|| + [[F(+ h,tepn + yesn) — F (¢ 0+ ye) ||

)

t+h t
+ / AT(t+ h — s)F(s,us + ys) ds — / AT (t — s)F(s,us + ys) ds
0 0

= 0,

0 que mostra a continuidade a direita de .7 u.

Para a continuidade a esquerda, considere h > 0 tal que ¢t — h € [0,b]. Observe que

[T FQ,¢) =Tt =h)FQO, @) = ITE—=h+h)FQ0,¢) =Tt —=h)FQO,e)

< T =MIIT(R) = IIFQO, @)l

< M||(T(h) = T)F(0,)]. (2.18)

Mais ainda,

t—h t
/ AT(t — h — s)F(s,us + ys) ds — / AT (t — s)F(s,us + ys) ds
0 0

t t
/ AT(t — s)F(s — h,us_p + ys—p) ds — / AT (t — s)F(s,us + ys) ds
h 0

t h
/ AT (t — s)F(s — hyus_p + ys—p) ds — / AT (t — s)F(s — hyus_p + ys—p) ds
0 0

/ AT (t — s)F(s,us +ys) ds

< [ Az = [ = v~ Pl o

+ / |AT(t — s)F(s — h,Us—n + ys—n)|| ds. (2.19)
0
Note também que,

ATt = ) [F(s = b+ yon) = Fls, s +9)| | = 0
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quando h — 07, pois a fungao s — AT (t — s)F(s,us + ys) é continua. Além disso,

[A(t — 8)[F(s — h,ts—p + Yys—n) — F(s,us + ys)]||

< NAYPT(t — )| AP F (s — hyTsp + yon) — APF (s, s + )|

My_s
P
—(t—s)F

2My_pCq
< (t—s)7? = g(s),

(149 F (s = by + yo-n)ll + | AP F(s, G, + 93]

com g integravel em [0, t].

Assim, o Teorema da convergéncia dominada nos garante que

lim /0 t HAT(t — ) [F(s — By U+ Yson) — F(s, s + ys)] H ds = 0. (2.20)

Jé para o segundo termo de (2.19),temos

N h
N My_5C
_ — < 13
/0 AT (t — s)F'(s — h,tus—p +ys—n)|| ds < /0 (t—s) P ds
_ Ll—ﬂﬁcl [—(t — h)? + 7). (2.21)

Logo, de (2.18), (2.20) e (2.21), juntamente com a continuidade das funcoes t — T'(¢)F(0,¢) e

t — F(t,us + y¢), concluimos que

lim [[(:7Fu)(¢ — ) ~ (FAu)B)]| <

< lim <M|1<T<h> — DFQ, @) + |t i+ 3) — F(t— i + o)

t
—I—/ |AT(t — s) [F(s—h,ﬂs_h—l—ys_h)—F(s,ﬂs—l—ys) |lds
0

+ M_Tﬁcl[tﬁ —(t— h)ﬁ])

= 0,

garantindo a continuidade de .77u a esquerda. Portanto, .77u é continua.
(2) Mostremos que .7, estd bem definida e .75u € C([0,b], X ), para todo u € S.

Como G : [0,7] x C — X et~ 1y +y,; sdo fungdes continuas, e (T'(2)).ca(a)ufoy € analitico, segue

que s — T(t — s)G(s,us + ys), ¢ uma funcdo continua em [0,¢] e entdo, integravel neste intervalo.
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Logo, .75 estd bem definida. Além disso, para h > 0 tal que ¢t + h € [0, b], temos

t+h t
mj@xrww—aﬁmaw=H[; Tlt4 b= G5+ 2) ds— [ T(0= Gl + 1) ds

t t+h
= H/ T(h)T(t — s)G(s,us + ys) ds + / T(t+h—s)G(s,us + ys) ds
0 t

t
_ / T(t — $)G(s, Ts + ys) ds
0

< H(T(h) s /OtT(t — 8)G(s, Ty + ys) ds
t+h
+ /t T(t+h—s)G(s, s +ys) ds
< H(T(h) e /OtT(t — $)G(s, Ty + ) ds|| + tt+h MCs ds
< H(T(h) —1) /Ot T(t — 5)G(s,Us + ys) ds|| + MCoh. (2.22)

Logo, tomando o limite em (2.22) quando h — 0, obtemos que ||(.-73u)(t + h) — (F5u)(t)|| = 0, o
que mostra a continuidade a direita de (.73u).

Por outro lado, seja h > 0 tal que t — h € [0,b]. Entao,

Hﬂ%mxt—h)—&%mxwuz‘

t—h
g/ IT(t = h— 8)G(s, s + ys) — T(t — 8)G (s, Tis + ys)|| ds
0

t—h t
/ T(t—h—3s)G(s,us +ys) ds — / T(t— s)G(s,us + ys) ds
0 0

t—h t—h
/ T(t—h—s)G(s,us + ys)ds — / T(t —s)G(s,us + ys)ds
0 0

¢
—/ T(t —s)G(s,us +ys) ds
t—h

¢
+/ T (t —s)G(s,us +ys)| ds.
t—h

Observe que, quando h — 0, || T(t — h — s)G(s,us +ys) —T(t — s)G(s,us +ys)|| — 0 e, além disso,
T (t —h — 8)G(s, s +ys) — T(t — 5)G(s,TUs + ys)|| < 2MCs.
Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada, temos

t
lim / Tt — b — 8)G(s,Tis + ys) — T(t — 5)G(s, s + ys| ds = 0.
h—0 0
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Mais ainda, como

t—h
/ IT(t = h — 8)G(s,Tis + ) — T(t — 8)G (s, s + yo)|| ds <
0

t
< / IT(t — h — $)G(s, Ty +ys) — T(t — $)Gls, s + )| ds,
0
o Teorema do confronto nos permite concluir que
t—h
lim / IT(t = h— )G(s, Ts + ys) — T(t — 8)Gs,Tis +ys) ds|| = 0.
h—0 0
Logo,

lim [(.75)(t — ) — (Fuw)(®)] <

IN
é.

t—h
</0 HT(t —h— S)G(Saﬂs + ys) - T(t - S)G(Saﬂs + ys)” ds

t
+[hWW—$Wﬂ&%+%W@>
= 0,

o que garante a continuidade & esquerda de (.75u) em [0,b] e, portanto, a continuidade de (.7u) em
[0,b].

Isto conclui que .7 estd bem definida e assume valores em C/([0, b], X).

O préximo passo é estimarmos ||.77u(t)|| e ||.72u(t)|| para t € [0,b], a fim de mostrarmos que

T(S) CS.
(3) Mostremos que .7 (S) C S.

Dado u € S, pelo que fizemos nas duas etapas anteriores, ja temos .7u € C([0,b], X). Além disso,

(-7u)(0) = (F1)u(0) + (:72)u(0) = F(0,¢) — F(0,uo + yo) = F(0,¢) = F(0,0 4+ ¢) =0,

resta mostrarmos que ||.7u(t)|| < p, para todo t € [0, b].

Dado t € [0, b], para .77 temos

(7))@ < (T@)F O, ) = TEOFEy)ll + 1T FE y) — F @&yl + 1 ye)

t
P+ )] 4+ /AT(t—s)F(s,ﬂs—i—ys) ds
0
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= [(=A)PTO(~A)F(0,0) — (~A) F(t,yo)]ll + I(T(t) — D(E (L, :))]
+ (A PU=A)F(t,y0) = (A F(t, 1+ yo)]|

/t(—A)l—ﬁT(t — 5)(—A)PF(s, s+ ys) ds
0

g

Desse modo, de (2.10), (2.12) e (2.13), obtemos

My _gCy

(t —s)t=F ds

I @) < 1A PIMLE+ e = yelle) +n + II(—z‘l)_BHLIIﬂtHcJr/0

IN

A P[50+ ) + o] + 222

Ja para .75, obtemos
t N
IO < [ 1T =160+ vl ds < FCob
0
Com estas estimativas e (2.14), segue que

@I < (-4~ [M<b+n>+p}+M‘Tﬂclbﬁ+n+M@b

= M(I=A) 2L+ Co)b+ (1+(~4)PILA ) +
+1=A)PILp

< A= 1AL+ I(=A) " Lol

My_5C,

G
B

= P

0 que mostra que .7u € S, para todo u € S.
(4) Mostremos que .77 é lipschitziana. Para isso, tomemos u,v € S e t € [0, b].

Observe inicialmente que

| —elle = sup |[u(t+6)—v(t+0)|
—r<6<0
< sup Jlu(s) —ov(s)|
s€[0,b]
= Jlu—vlle,

pois u e v sdo nulas em [—r, 0] e sdo iguais a u e v, respectivamente, em [0, b].

Dessa forma, obtemos que
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1(71u)(t) = (F10)(B)]] =

= HT(t)F(O, ©) — F(t,us + yi) — /0 AT (t — s)F(s,us + ys) ds

—T(t)F(0,¢) + F(t, 0 + ys) + /Ot AT (t — s)F(s,vs + ys) ds

IN

/ N A BT — ) (— AP (s, + ys) — (— AV (5,3, + o)l ds
A P~ A Pt + ) — (—APF(t 5+ 30)]

t
M ~ B~
= /0 #Lllus Uslle ds + LI (—A) ~P|l[[a: — vellc

- L[/Ot(tMli)ﬁdHu( | e

M
_ L[ Mty - >ﬁu] ot = vle.

M _
Tomando Ly = L [ 15 p

+ H(—A)_BH], de (2.15), segue que 0 < Ly < 1. Logo,
71U = Fvllee = sup [[.71u(t) — Z2u(t)]| < Liflu — v,
0<t<b

o que implica que .77 é mais do que Lipschits, é uma contracao em S.
(5) Nesse passo da demonstragao, provaremos que .73 é continua em S.

Assim, sejam (up)neny uma sequéncia em S e u € S tal que [[u, — ulloc — 0, quando n — oc.
Entao, o conjunto {u,u,; n € N} é compacto, pois é sequencialmente compacto. Mais ainda, usando

a definicdo anterior para extensao das funcoes u e uy,, n € N, obtemos que o conjunto
Wy = {(Saﬂs + ys)y (8, (ﬂn)s + ys)? neN, 0<s< b}

também é compacto.

Logo, como G é continua, G é uniformemente continua em W, isto é, para todo € > 0 dado, existe
d > 0 tal que |G(s,¢1) — G(s,02)| < Mibj para todo (s, 1), (s, p2) € Wa.

Agora, usando a convergéncia da sequéncia (u,)nen para u, obtemos a existéncia de um ng € N

de modo que

(55 (Wn)s +ys) — (5,05 +ys)|| = [|(Un)s + ys — s — yslle < [Jun — Ulloo <6,
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para todo n > ng e todo s € [0,b]. Logo, para t € [0,b] e n > ng, temos
B B t
[(-72un)(t) = (Z2u)(@)[| < /0 [T(t = )G (s, (@n)s +ys) + G(s,us +ys)|| ds

b__ ¢
< /M—N ds
0 Mb
E.

Portanto,

|- 7un — Faulleo = sup [|(F2un)(t) — (F2u)(#)]| <,
0<t<b

para todo n > ng, implicando que .75 é continua em S.

(6) Mostremos também que .75 é compacta, isto é, .75 leva subconjuntos limitados de S em

subconjuntos relativamente compactos de S. Antes, porém, note que se A C S é limitado e .75(S) é

compacto entao, como .75(A) C .75(S), .75(A) também sera compacto. Dessa forma, basta mostramos

que .75(S) é compacto, o que faremos através do Teorema de Arzela-Ascoli.

Assim, precisamos mostrar que o conjunto .753(S) = {7 9u; u € S} é equicontinuo e
T(S)(t) = {(F2u)(t); u e S} é relativamente compacto em X para todo t € [0, b].

(6.1) Mostremos que .73(S) é equicontinuo.

Considere t € [0,b] e sejam h > 0 e € > 0 tais que t + h € (0,b] e ¢ < t. Da definigao de .75 segue

que

t+h t
(Fu)(t+ h) — (Fu)(t) = /0 T(t+h—s)G(s,us + ys) ds — /0 T(t — s)G(s,us + ys) ds

t—e
_ / T+ h— )C(s, s + s) ds+/ T(t+ h — 8)G(s,Tis + ys) ds
0 t

—€

t+h t—e
+/ T(t+h—s)G(s,us + ys) ds—/ T(t —s)G(s,us +ys) ds
t 0
t
—/ T(t —s)G(s,us + ys) ds.
t—e
Entao, como

I(:72u)(t + h) = (F2u) ()] =

/Ot_s[T(t 4 h— )= T(t — 8)|G(s,Ts +ys) ds

+/t [T(t+h—s) = T(t = 9)G(s, s + ys) ds

—€
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t+h
+ / T(t+h—s)G(s,us +ys) ds
t

< /0 T4 h— e T(E) — T(t— e — $)T()|Cls. T + ) ds
# [ (i n= 9+ 7= iGe. T+ vl s
e [T - e m ) s

< [ MG h =) T - e - TG w0 ds

4+ 2MCyoe + MCyh.

Como (s, us+ys) € [0,b] X By(,)[¢] para todo s € [0,t] eu € S, e b < b,, pela hispétese (b), sabemos
que T'(e)G(s,us + ys) € Us, com U, compacto em X. Assim, como X é um espaco de Banach, U, é
k
totalmente limitado, ou seja, dado n = ;]\T existem x1, ...,z € Ue tais que Uz C U By, ().
4

i=1
Além disso, como t — T'(t)z é uniformemente continua em [0, b], para todo x € X, existem ¢; > 0,

i=1,...,k, tais que, se |t — ta| < 5;, entao

e
IT(t1)zi = T(t2)aill < 5

Logo, para x € U, existe x; € X tal que z € B,(z;). Mais ainda, se [t; — t2| < g, onde

5= min{gi; i=1,...,k}, obtemos

IT(t)e = T(t2)zl| < [T()z =Tzl + [Tz — T(t)z;|| + 1T (¢2)x; — T(t2)z]|

< M@ — )| + ([T (t)z; — T(t2)w;| + Ml|(z; — )|
< Mn+ % + Mp
= 57

ou seja, |T(ty)z — T(ts)z|| < e para todo z € Us, desde que |t; — t3] < J. Consequentemente, se

0 < h < min{0, e}, entdo

t—e

/t_€ [T(t+h—ec—s)—T(t—c—39)|T(e)G(s,us + ys)|| ds < / eds < g(t—e) < eb.
0 0
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Portanto,
I(.Z3u)(t + h) — (T3u)(t)|| < eb+2MCoe + MCyh < (b+ 2MCs+ MC)e,

o que mostra que {.7u;u € S} é equicontinuo a direita de t.

Considere agora h > 0 e € > 0 tais que h + & < t. Assim,
t t—h
(Fu)(t) — (FQu)(t — h) = / T(t— s)G(s,us + ys) ds — / T(t—h—s)G(s,us +ys) ds
0 0

t—h—e t—h
= / T(t— s)G(s,us +ys) ds + / T(t— s)G(s,us +ys) ds
0 t—h—e

t t—h—e
+/ T(t—s)G(s,us + ys) ds — / T(t—h—s)G(s,us + ys) ds
t—h 0

t—h
_/ T(t— h— $)G(s, Tis + ys) ds.
t

—h—¢e
Logo,
t—h—e
1(:72u)(t) = (Zu)(t = h)|| = /0 I[T(t —e—s) =T(t—h—e—s)T(e)G(s, s +ys)| ds

t—h
+ / [T(t —s) —T(t — h —3)|G(s, Us + ys)|| ds
t—h—e

¢
+ / IT(t — s)G(s,us + ys)|| ds.
i—h

Dessa forma, procedendo de modo andlogo ao que fizemos anteriormente, obtemos que

{Z5u; u € S} também é equicontinuo a esquerda e portanto, o conjunto {.75u; u € S} é equicontinuo.

(6.2) Por fim, mostremos que .75(S)(t) é relativamente compacto em X, para todo t € [0, b].

Para isso, sejam t > 0,0 < e <t ewu € S. Entao,

(Fu)(t) = /0 T(t —s)G(s,us +ys) ds

- /t_sT(t—s—s)T(s)G(s,mys) ds+/t T(t = 9)G(s, s +ys) ds.
0 t

—&

Pela hipétese (b), existe um compacto U C X tal que T'(e)G(s,us + ys) € Ue, para toda u € S e

todo s € [0,b]. Além disso, da continuidade da fungao s — T'(s)x, para todo x € X fixo, concluimos
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que o conjunto

Ve=A{T(s)w; 0<s<t—e, weU}

é compacto.

Denotemos por co(Vz) a envoltéria convexa de V.. Sabemos que, por V. ser compacto, co(V;)
também é compacto.

Por outro lado, pelo Teorema do valor médio para integrais, temos
t—e
/ T(t—s—e)T(e)G(s,us +ys) ds = (t — )T (t — & — £)T()G(E, ug + ye),
0
para algum & € [0,t — €], ou seja
t—e
/ T(t — s — £)G(s, Ty +ys) ds € co(VD),
0

para toda u € S.

Observe ainda que

IN

t
/t IT(t — )G (s, T + )] ds

—&

t
/ T(t — $)G(s, s + ys) ds
t

—&

< MG, e, YVues,
0 que nos permite afirmar que
t _
(Fqu)(t) = / T(t — s)G(s,us +ys) ds € co(Vz), Yu € S,
0

para ¢ suficientemente pequeno.

Logo, a compacidade de co(VL) garante que .73(S)(t) é relativamente compacto em X, para todo
t €1[0,b].

Portanto, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, concluimos que .75(.S) é relativamente compacto e assim,
.75 é compacta.

Finalmente, de (5) e (6), segue que .75 é completamente continua. Mais ainda, por (4) obtemos
que .77 é uma contragao. Logo, .7 = .77 + .75 é um operador condensante em S e, pelo Teorema do
ponto fixo de Sadovskii, concluimos que .7 possui um ponto fixo u € S.

Dessa forma, definindo x : [—r,b] — X por z(t) = u(t) + y(t), temos:
(i) « é continua em |0, b];

(i) x¢ = ug + Y, para todo t € [0,b], e, em particular, zg = ug +yo = 0+ ¢ = ¥;
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(iii) a funcao s — AT (t — s)F(s,xzs) é integravel;
(iv) para t € [0, b],
z(t) = u(t) +y(t)

= (Fu)(t) +y(t)

= T(t)F(0,¢) — F(t,u; + yt)—/o AT (t — s)F(s,us +ys) ds
+/ T(t —s)G(s,us +ys) ds+ T(t)p(0)
0

= T(t)[¢(0) + F(0,9)] — F(t,z¢) — /0 AT (t — s)F(s,xs) ds + /0 T(t —s)G(s,xs).

Portanto, = é uma solucao fraca de (2.6)-(2.7) em [—r,b], 0 que completa a prova do teorema. [

O préximo resultado nada mais é do que uma variacao do teorema anterior quando modificamos

a hipdtese (b) que contém a condicao de compacidade.

Corolério 2.9. Seja ¢ € C e assuma que a condi¢do (a) do Teorema 2.8 seja satisfeita. Se o semigrupo
(T'(t))e=0 € compacto e a fungao G leva um conjunto limitado em um conjunto limitado, entdo existe

uma solugao fraca de (2.6)-(2.7) em (—r,b], para certo b > 0.

Demonstracdo. Para provarmos este caso, basta verificarmos que as novas hipéteses sobre o semigrupo
e a fungao G implicam na condic¢ao (b) do teorema anterior.
De fato, dados b, € (0,7) e r(p) > 0, como G leva limitado em limitado e [0,b,] X B,([¢] é um

conjunto limitado, segue que

{G(s,4); s €[0,b5] e ¥ € Bryy[l}

também é limitado.

Além disso, pelo fato de (7'(t))s>0 ser compacto para todo ¢ > 0, o conjunto

{T)G(s,¢); s €[0,by] e ¥ € Byp[el}

é relativamente compacto para todo t > 0. Dessa forma, para cada t € [0,b,], existe um compacto
Ui € X tal que T'(t)G(s,1) € Uy, para todo ¢ € B,(,[¢] e s € [0,b,]. Entdo, pelo teorema anterior,

existe uma solucao fraca x do problema (2.6)-(2.7), definida em (—r,b), para algum 0 < b < b,. O

Para provar o proximo resultado usaremos o Teorema do ponto fixo de Banach.
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Teorema 2.10. Assuma que a condigao (a) do Teorema 2.8 € satisfeita. Se G € continua e existe

N > 0 tal que

para todo 0 <t <71 e ¢, €C, entdo, para cada @ € C, existe uma unica solu¢do fraca x do problema

(2.6)-(2.7) em (—r,b], para algum b > 0.

Demonstragao. Dado b, € (0,7) e r(¢) = by, procedendo como no inicio da demonstragao do Teorema

2.8, podemos mostrar que existe uma constante C7 > 0 tal que
I(=A)F(t,9)[| < C1, ¥t €[0,by], ¥ € By,[g].

Além disso, como G é continua, a funcao t — G(t,¢) é continua no compacto [0,b,] e entao,

limitada. Mais ainda,

GtV < [IGEY) -Gt o)l +IGE )
< _
< Ny wl!c+012ta§xb|!G(t,cp)H
<
< Nb¢+or£1?§xbllG(t,sD)ll
S 027

para todo t € [0,b,] e todo ¥ € By [¢].
Seja y : (—r,b] — X a mesma funcao definida em (2.11). Entao, como ja demonstrado, a funcao

b
t + y; é continua em [0,7]. Assim, dado ¢ = -2 > 0, existe §; > 0 tal que

b
lyr — plle < f, para todo 0 < t < 07.

b
Para simplificar a notagao, seja p = 7@.

Ainda procedendo como no Teorema 2.8, existe d3 > 0 de modo que
IT@)F(t,ye) — F(t, )l <e,

para todo 0 <t < 4.
Logo, fixado n > 0 suficientemente pequeno, existe 0 < b < min{dy,d2, 7} para o qual valem as

seguintes desigualdades

lye — ¢lle < n, (2.23)
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[T@)F(E, ye) — Fty)l <, (2.24)

KIOK—AyﬂHL+wz)b+(1+wu—ArﬂwMi)n+53%§:ﬁw < (1= =A7IDp,  (225)

My —
<||(—A)—ﬁ\|L + %Lbﬁ + MNb> <1, (2.26)
para todo 0 <t < 4.
Agora, considere o conjunto

S ={u e C([0,b], X); u(0) =0, [[u®)]| <p, 0<t<b],

que é o mesmo conjunto considerado no Teorema 2.8. Entao, como ja visto, sabemos que S é limitado,
fechado e convexo. Mais ainda, como S C C([0,b], X) e C([0,b], X) é um espago de Banach, S também
é um espago de Banach.

Para cada u € S, seja u a mesma extensao de u para o intervalo [—r, b] considerada anteriormente,

isto é,

e entao, definamos a aplicacao .7 em S da seguinte forma

(7a)(t) = TEF0,¢) — F(t, @ + ) - /0 AT(t = )P (s, s +9s) ds
+/tT(t—s)G(s,fEs+ys) ds, 0<t<b.
0

Observe que esta é mesma aplicagdo da demonstragao do Teorema 2.8. Assim, usando argumentos

semelhantes ao caso anterior, podemos afirmar que:
(i) se u € S, entdo u; + y; € By, [¢];
(ii) .77 esta bem definida, com valores em C(]0, ], X);

(iii) .7u €S, para toda u € S.

Mais ainda, mostremos que .7~ é uma contracao. Para isso, sejam u,v € S e t € [0,b]. Entao,

como ja visto, ||[uy — v¢lle < [Ju — v €

H@%@—@@@HzHNMWw%%wm+m—AAHF@Hmka@



2.2 Existéncia de solugao para equacgoes diferenciais funcionais neutras 89

+/0 T(t—s)G(s,us +ys) ds — T(t)F(0,p) + F(t, v + y¢)

t t
+/ AT (t — s)F(s,vs + ys) ds — / T(t—s)G(s,vs +ys) ds
0 0

< A PP EE T+ ) - P T+ )|
t
+ \ | AT = ) AP P, )~ Fs.T + ) ds
0
t
+ ‘/ T(t — s)[G(s,us + ys) — G(s,0s + ys)] ds
0
t
_ - Mg ~
< N(—A)-B _ _M-s _
< AP =T+ [ IRl e ds
t/—v
+/ MN ||t — Us|lc ds
0
8 th
< =4 PNl = vl + MipLllu = vlloo + MN |~ vlloct
My_gL ~
< <||(—A)‘5\|L+1TBbB+MNb> [/

My_gL ~
Tomando Ly = (H(—A)_BHL + 1Tﬁb6 + MNb), segue de (2.26) que 0 < L; < 1. Logo, como
I(.7u)(t) — (F0)(t)|| < Li||lu — v||s, para todo t € [0,],

temos

|.7u — T||0o < L1l — v||0o, com 0 < L; < 1.

Assim, .77: § — S é uma contracao, e entao, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, existe um
Unico v € S tal que .Ju = wu.

Por fim, se tomarmos a fungao = : [—r,b] — X definida por z(t) = u(t) + y(t), procedendo como no
final da demonstragao do Teorema 2.8, podemos mostrar que x é a tunica solucao fraca do problema

(2.6) — (2.7). O



CAPITULO

3

Controlabilidade

Este capitulo é dedicado ao estudo da controlabilidade para alguns tipos de sistemas de equagcoes
diferenciais. Nosso objetivo é relacionar a controlabilidade de um sistema com retardo com a
controlabilidade de um sistema sem retardo.

Assim, na primeira secdo deste capitulo apresentaremos o conceito de controlabilidade exata e
aproximada para um sistema linear, bem como alguns resultados que garantem sua controlabilidade.

Na segunda secao, estudamos um sistema com retardo e estabelecemos uma relacao entre a
controlobilidade deste ultimo sistema com o sistema anterior, estudado na secao 1.

Para finalizar nosso trabalho, apresentaremos um resultado semelhante ao da segao 2 e que relaciona
a controlabilidade de um sistema neutro com retardo com a controlabilidade do sistema estudado na
secao 1. Convém ressaltar que, pelo que conhecemos até o momento, este ultimo resultado é inédito

na literatura.
3.1 Sistemas de controle linear

Iniciaremos este capitulo estudando o sistema linear e sem retardo dado por

2'(t) = Ax(t) + Bu(t), t > 0, (3.1)

2(0) =2 € X. (3.2)

onde z(t) € X e u(t) € U, para todo t > 0, X é o espago dos estados, U é o espago de controle, ambos
sao espacos de Hilbert, A: D(A) C X — X ¢ o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (T'(¢))i>0 €

B :U — X é uma aplicacao linear continua.

90
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Assumiremos que X e U sao munidos de um produto interno, denotado genericamente por (-, -).

Para 7 > 0, os espacos L?([0,7],X) = {f:[O,T] —>X;/T|f(8)|i ds<—|—oo} e L*([0,7],U) =
0

{f [0, 7] — U;/O \f(s)]?} ds < —i—oo} sa@o munidos do produto interno

<< fog>>= /0 (£ (5). g(s))ds.

Adicionalmente, sejam S, : L?([0,7];U) — X o operador linear dado por
Sr(u) = / T(1 — s)Bu(s)ds
0

e M > 0 tal que 7)) < M, para todo t € [0, 7].

O operador S; é chamado operador controlabilidade de (3.1).

Definicao 3.1. O sistema (3.1)-(3.2) é dito exatamente controldvel em [0,7] se a imagem de S; é

igual a X, isto é, R(S;) = X.

Recordemos que, se existe solugao para o sistema (3.1)-(3.2) entao ela é dada por
t
z(t, 2% u) = T(t)z" —I—/ T(t — s)Bu(s) ds.
0

Assim, dizer que (3.1) é exatamente controldvel, siginifica que para cada estado x!' dado, tomando a

condigao inicial #(0) = 0, é possfvel encontrar uma fungao controle u € L%([0,7],U) tal que (1) = .

1

Mas, observe que cada estado z' € X, podemos encontrar um controle v € L2([0,7],U) tal que

z(1,0,u) = z' — 2(1,2°,0), isto é, x(7,2° u) = 2!, 0 que é equivalente a dizer que cada estado x!
pode ser atingido a partir da condicdo inicial z°.
O préximo resultado fornece uma relagao entre a dimensao do espago X e a controlabilidade exata

do sistema (3.1)-(3.2).

Proposigao 3.2. Se o operador B é compacto, entao o operador controlabilidade S, € compacto para

todo 7 > 0. Em particular, se dim X = oo, entao (3.1)-(3.2) nunca é exatamente controldvel em [0, T].

kT
Demonstracao. Para provar que S, é compacto para todo 7 > 0, tome n € N e s, = —, para
n

k=0,1,...,n. Definamos os operadores A,, : L?([0,7],U) — X por
n Sk
Ap(u) = ZT(sk)B/ u(s) ds.

k=1 Sk—1

Como B é compacto e T(si) € linear limitado, para k = 1,...,n, segue que T'(sx)B : U — X é
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um operador compacto para k = 1,...,n. Logo, por ser soma finita de operadores compactos, A, é

compacto.

A seguir, vamos mostrar que lim A, = A, na norma do espaco £(L?([0,7],U), X), onde
n—ro0

Au) = /0 T(s)Bu(s) ds, wu € L*([0,7],U).

Porém, primeiramente analisaremos a norma [|T(s)B — T(sx)B| zw,x), para s € [sp_1,5%] e

k=1,...,n. Por definicao,

IT(s)B =T (sk)Bllzw,x) = sup [|T(s)Bv —T(sk)Buvl.

velU
lvll<1

Note que, se v € U e |[v|| < 1, entdao v pertence a bola fechada de centro em zero e raio 1 em U,
isto é, v € B1[ 0 ].
Por outro lado, como Bi[ 0 | é um conjunto limitado e B é um operador compacto, o conjunto

W = B(B] 0]) é relativamente compacto e entdo, W é totalmente limitado. Dessa forma, dado ¢ > 0

m
qualquer, existem y1, ...y, € W tais que W C U BB% (i)

Além disso, como (T'(t))s>0 é um Co—semiggi)o, a funcao t — T'(t)x é uniformemente continua
em [0, 7], para todo x € X fixo. Assim, para cada y;, i = 1,...,m, existe §; > 0 tal que | T(t1)y; —
T(to)yi|| < §, para todo ty,tz € [0, 7] com |t — ta] < 4.

Consequentemente, tomando § = min{dy,...,d,} e ng € N tal que ng > %, para s € [Sk_1, Sk,

temos

.
|5 — sg| < |sp—1 —sk| = — < 0.
ng

Mais ainda, para v € B[ 0 |, existe y; € {y1,...,ym} de modo que Bv € B:(y;) e entao, para

s € [sk—1, Sk| € n > ng, segue que

|T(s)Bv —T(sg)Bv|| < | T(s)Bv—T(s)y;ll +T(s)y; — T(sw)y;ll + T (sx)y; — T(sx) Bl
< |NTGNBv —y;ll + 1T (s)y; — T(sk)ysll + [T (s)lllly; — Bl
< M—4+Sym—

3M 3 3M
g,

ou seja, ||T'(s)Bv — T'(s;)Bv|| < € para todo v € B1[ 0 ].
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Portanto, se n > ng e s € [sk_1, S/, entao

IT(s)B = T(sk)Bllcwx) <€

Voltemos agora para as aplicacoes A e A,. Para todo n > ng e u € L*([0,7],U), temos

n Sk T
AL (u) — A(u)|| = ZT(sk)B/ u(s) ds—/ T(s)Bu(s) ds
- f—1 0
= T(sg)Bu(s) ds — Z/ ) ds
Sk—1 Sk—1
< Z / 1T (%) = T Bll o lu(s)l,, ds
k=1"5k—1
n sk
< Y [ el ds
k=1"5k-1
T % T 5
< € </ 12 ds> < Hu(s)”i ds)
0 0
1
< et |ullz2(0,7,0)-
Entao,
1
[An = Allzz2qom,o),x) = sup [[An(u) — A(u)]| < eT2,
T

ou seja, A, converge uniformemente para A, o que mostra que A é compacto.

Para concluirmos esta demonstracao, observe que

Sr(u) = /OT T (T — s)Bu(s) ds = /OT T(s)Bu(r — s) ds = (Ao, )(u),

onde v, : L2([0,7],U) — L?([0,7],U) é a aplicacio linear dada por (¢ru)(s) = u(r — s). Assim, como
1
e 6 tmitada, pois [0l ooy = ([ ot = 917 ds> ([ hute? as)” = ullzgoron
A é compacta, S = A o 1), é compacto.
Agora, em particular, suponha que (3.1)-(3.2) seja exatamente controlavel, isto é, R(S;) = X.
Assim, R(S;) é fechado. Logo, como S; é compacto, segue de Teorema A.1 que dimR(S;) é finita,

ou seja, dim X < oo, o que conclui a demonstracao. O

Com o intuito de enfraquecer o conceito de controlabilidade, ja que, como visto no resultado
anterior, existem sistemas que nunca sao controldveis, apresentamos o conceito de controlabilidade

aproximada.



3.1 Sistemas de controle linear 94

Definicao 3.3. O sistema (3.1)-(3.2) é dito aprozimadamente controldvel em [0, 7] se a imagem do

operador S; € densa em X, isto €, R(S;) = X.

Note que, (3.1)-(3.2) ser aproximadamente controlavel em [0, 7], significa que para cada estado

r! € X e todo € > 0, existe um controle u. € L?([0,7],U) tal que ||z! — z(7,2°,u.)|| < e.

No restante desta secao estaremos interessados em encontrar condigoes para caracterizar o conceito
de controlabilidade, tanto exata como aproximada, para o sistema (3.1)-(3.2). Para isso faremos uso
do adjunto do operador S, que serd calculado no lema seguinte.

Antes, lembremos que, como X e U sao espacos de Hilbert, o Teorema de representacao de Riesz

nos permite identificar X* e U* com X e U, respectivamente.

Lema 3.4. O adjunto S} : X — L*([0,7],U) do operador controlabilidade é dado por
(S7)x(s) = B*T* (1 — s)x, para x € X, s € [0,7].

Demonstrag¢io. Como S, € L(L%*([0,7],U), X) sabemos que S, possui adjunto limitado, isto é, S* €
L(X,L2([0,7]),U). Além disso, para toda u € L?([0,7],U), temos

<< u, S:l‘ >>r2(07,U) =

)

(T'(t — s)Bu(s) , z)x ds

T

(Bu(s) , T*(t — s)x)x ds

T

(u(s), B*T*(t — s)x)y ds

I
S— o— o—

= <<wu, B'T*(t — )z >>12([0,7),U)

e, portanto, segue o resultado. O

Para o préximo resultado, e no restante deste capitulo, denotaremos por N o niicleo de um operador

dado.
Teorema 3.5. Considere o sistema (3.1)-(3.2).
(i) Com relagdo a controlabilidade exata, as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) (3.1)-(3.2) é exatamente controldvel em [0, T];

(b) existe v > 0 tal que ||z[|, <~|[B*T*(")z| 20,70y, para todo x € X.
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(ii) Com relagdo a controlabilidade aproximada, as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) (3.1)-(3.2) € aproximadamente controldvel em [0, T];
(b) () N(BT*(s)) = {0}.
s=0

Demonstragao. Para demonstrarmos as equivaléncias em (i), considere os operadores [ : X — X, o
operador identidade, e S; : L?([0,7],U) — X, o operador controlabilidade de (3.1)-(3.2).

Por definicao, segue que (3.1)-(3.2) é exatamente controldvel se, e somente se, X = R(S;), o que
ocorre se, e somente se, X C R(S;).

Além disso, da Proposicao A.2, obtemos que X = R(I) C R(S;) se, e somente se, existe 7 > 0
tal que ||[I*z||, < 7|[S;z|lr2(0,7,0) Para todo z € X, o que é, pelo Lema 3.4, equivalente a ||Iz|, <
YN B*T*(1 — )| £2(j0,7,v) Para todo x € X.

Logo, segue que (3.1)-(3.2) é exatamente controldvel se, e somente se, existe vy > 0 tal que ||[z]|, <
BT (7 = el gz (o) = BT ()l 1200 para todo x € X.

Para a outra equivaléncia, consideremos ainda os operadores I e S,. Neste caso, sabemos que

(3.1)-(3.2) é aproximadamente controldvel em [0, 7] se, e somente se, X = R(S;), o que equivale a

dizer que R(I) C R(S,).
Agora, pela Proposicao A.3 segue que R(I) C R(S,) se, e somente se, N'(S*) ¢ N(I) = {0}.
Mostremos também que N'(SF) = {0} se, e somente se, vale a seguinte propriedade: se B*T™*(s)z =0
para todo s € [0, 7], entao z = 0.

Seja z € X tal que B*T™z = 0 para todo s € [0, 7]. Assim, por uma mudanca de varidvel, temos
(Stz)(t) = B*T* (1 —t)z = 0, para todo t € [0, 7],

isto é, S¥z = 0 e entdo, z € N(SF) = {0}, o que implica em z = 0.

Por outro lado, para z € N'(S¥) temos Sfz = 0 e assim,
(Srz)(s) = B*T*(r — s)z = 0, para todo s € [0, 7].

Logo, como 7 — s percorre todo o intervalo [0,7] quando s varia em [0, 7], podemos dizer que
B*T*(s) = 0, para todo s € [0, 7] e entao, por hip6tese, concluimos que z = 0. Portanto, N'(S*) = {0}.
Para finalizar esta demonstracao, note que a propriedade “B*T*(s)z = 0 para todo s € [0, 7]

T

implica em z = 0” é equivalente a condicao m N(B*T*(s)) = {0}.
s=0
Assim, seque que (3.1)-(3.2) é aproximadamente controldvel em [0,7] se, e somente se,
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(Y N(B*T*(s)) = {0}. O

s=0
Outra forma de caracterizarmos o conceito de controlabilidade é através de um subconjunto de X,

chamado de conjunto atingivel. Essa caracterizacao serd utilizada nas duas tdltimas segoes.

Definicao 3.6. O conjunto atingivel, Ro(t,2°), do sistema (3.1)-(5.2) é o conjunto
Ro(r,2°) = {T(T)l’o + / T(r — s)Bu(s)ds; u € L*([0, 7], U)} .
0

Observe que Ro(7, 2°) é formado pelos valores das solucoes fracas de (3.1)-(3.2), quando variamos o
controle u, no tempo 7. Note ainda que, como visto na secio 2.1, para qualquer que seja u € L°([0, 7], U)

e 2’ € X, (3.1)-(3.2) sempre possui uma solucio fraca.

Proposicao 3.7. O sistema (3.1)-(3.2) é aproximadamente controldvel em [0,T] se, e somente se, o

conjunto Ro(r,x°) € denso em X.

Demonstra¢ao. Suponha, primeiramente, que (3.1)-(3.2) é aproximadamente controldvel. Entao,
R(S;) = X. Mostremos que Ro(7, %) = X.

Dado z € X, seja y =  — T(7)z". Assim, y € X e, como W = X, existe uma sequéncia
(Yn)nen em R(S;), yn = Sr(un) = /T T(1 — s)Buy(s) ds, com u, € L*([0,7],U), n € N, tal que
lim y, = y. ’
n—s00

Considere agora a sequéncia (z,)nen dada por

In = T(T)‘TO + Yn
= T(r)z° —1—/ T (1 — s)Buy(s) ds, n € N.
0

Entao, x,, € Ro(T,z¢) para todon € N e

nh—>H<;lo:En =T(1)z’ +y = =,
o que garante que Ro(T, zg) = X.
Reciprocamente, suponha que Ro(7,z9) = X. Mostremos que (3.1)-(3.2) é aproximadamente
controlavel, isto é, R(S;) = X.
Entdo, seja x € X e considere z = T'(7)x" + 2. Como 2 € X, da hipStese, sabemos que existe uma

sequéncia (2, )neny em Ro(r,2°) tal que z, = T(7)2° +/ T (1 — 8)Buy(s) ds, com u, € L([0,7],U),
0

neNe lim z, = z.
n—oo
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Dessa forma, a sequéncia (z,,)nen dada por

z, = zp—T(7)2°

= / T(1 — s)Buy(s) ds, Vn € N,
0

estd em R(S;) e lim z, = z — T(7)z" = z.
n—o0

Logo, € R(S;) e a demonstragao estd completa. O

Exemplo 3.8. Considere uma barra de metal de tamanho um e que pode ser aquecida ao longo do

seu comprimento de acordo com o sistema

ox 0%z

o7 (3t = 53t +ulz), (3:3)
2(2,0) = a%(z), (3.4)
ox Ox

5-(0,8) = 0= 22(L,1), (35)

onde x(z,t) ¢ a temperatura na posicio z no tempo t, 2°(2) € a temperatura inicial e u(z,t) representa
o aumento da temperatura ao longo da barra.

Se tomarmos X = L*([0,1]) e definirmos A: D(A) C X — X, com
dh dh? dh dh
= 2 N —_— 1 1 —_ 2 —_— = = —
D(A) = {h e L=(]0,1]); h, -, 540 absolutamente continuas , 7.2 € L=([0,1]) e P 0)=0 dz(l)} ,

como no Exemplo 1.33, entdo A serd o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo (T(t))¢>o definido em
X. Além disso, se tomarmos B = I (operador identidade em X ), e 2 € L*([0,1]), entdo (3.3)-(5.5)

pode se reescrito na forma (3.1)-(3.2), e terd solu¢ao fraca

z(t) = T(t)z° + /0 T(t — s)u(s) ds.

Se os extremos da barra ndo sofrem wvariacao de temperatura, entdo mosso problema pode ser

modelado da sequinte forma

oz 0%z

E(Z’t) = w(zat) + b(z)u(?), (3.6)
3(2,0) = 2°(2), (37)
ox ox

5;(0.:6) =0=2-(1,0) (3.8)

onde b € a fungdo modelagem em torno de um ponto de controle zy, dada por b(z) = %X[zo—azwa](z)f
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sendo x(z) a fungao caracteristica em [z9 — €, 29 + €]. Assim, (3.6)-(3.8) também pode ser escrito na
forma (3.1)-(3.2) se tomarmos X = L?([0,1]), U = C e Bu(z) = b(2)u, com B € L(C, X).
Logo, a controlabilidade desse sistema ird depender das propriedades de T*(-) e B*, como visto nos

resultados anteriores.

3.2 Sistema de controle linear com retardo

Nesta secao vamos estudar a relagdo entre a controlabilidade de um sistema com retardo e a
controlabilidade do sistema linear sem retardo (3.1)-(3.2), estudado na segao anterior.

Mais especificamente, iremos considerar o sistema

2'(t) = Ax(t) + L(t)(x¢) + Bu(t), t >0, (3.9)

zo = €C, (3.10)

com z(t) € X, u(t) € U, para todo t > 0, X é o espaco dos estados, U é o espago de controle, ambos
sao espagos de Hilbert, C = C([—r,0], X) é o espago das fun¢oes continuas de [—r, 0] em X, para cada t,
x¢ @ [—7,0] = X éahistéria de z em ¢, isto é, z4(0) = z(t+0), paratodod € [—r,0], A: D(A) C X - X
é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(t));>0 em X, L : [0,00) — L(C,X) é fortemente
continua, isto é, t — L(t)y é continua para toda ¢ € C fixa, e B : U — X é uma aplicagao linear
continua.

O principal resultado desta secao nos fornece condicoes para que a controlabilidade do sistema sem
retardo (3.1)-(3.2) garanta a controlabilidade do sistema com retardo (3.9)-(3.10). Para provarmos tal

resultado precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.9. Sejam H um espaco de Hilbert e Hy, Ho subespacos fechados de H tais que H = Hq + Hs.
Entao, existe wma projecao linear limitada P : H — Hoy tal que para cada v € H, t1 = x — Px € Hq
e [lz1]] = min{|lyll; y € Hi,x =y + 2,2 € Hy}.

Demonstragao. 25, Lema 2.3.1, pag. 62-63].

Agora, vamos definir o conceito de controlabilidade para o sistema (3.9)-(3.10).

Defini¢ao 3.10. O conjunto atingivel de (3.9)-(3.10) é o conjunto definido por

Rip(r,p) = {T(T)(p(()) + /OT T(r — s) [L(s)(zs) + Bu(s)] ds; u e L*(]0, 7], U)} )

Observe que o conjunto Ry (7, ¢) é formado pelos valores das solugoes fracas de (3.9)-(3.10), quando
o controle u varia em L?([0,7],U), no ponto 7. Para a existéncia dessas solucdes, considere o problema

da segdo 2.2 com F' =0 e G(t,¢) = L(t)(p) + Bu(t).
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Definicao 3.11. Dizemos que o sistema (3.9)-(3.10) é X -aproximadamente controldvel em [0,7] se

Rpr(7,0) é denso em X, isto €, Rp(7,0) = X.

No que se segue, M e Ly sao as constantes definidas por
M =sup{||T(t)||; 0<t<7}e Ly=sup{||[L(t)|; 0 <t<T}

Note que M e Ly estao bem definidas, pois, como ||T(t)x| e ||L(t)v| s@o limitados em [0, 7] para
cada x € X, o Principio da limitacido uniforme garante a existéncia dos supremos. Além disso, observe
que M e Ly dependem de 7.

O conjunto Cy([0, 7], X') representara o subespaco de C([0, 7], X) formado pelas fungoes x tais que
7(0) = 0. Adicionalmente, definimos as funcdes J; : L%([0, 7], X) — Co([0,7], X), JT : L*([0,7],X) —
X e B:L([0,7],U) — L%([0, 7], X) por

T (2)(t) = /0 T(t — 8)a(s)ds, t € [0,7],

Ji () = /OT T (T — s)x(s)ds,
(Bu)(t) = Bu(t), t € [0,7].

. . - 1 1
Mostremos que J; e J{ sao operadores lineares limitados, com ||J;]| < M72 e || JT|| < MTz.
A linearidade de J; e J{ se justifica por serem composiges de operadores lineares. Para a limitacao

de Ji, observe que

[ @) < /OHT(t—S)IIHSU(S)HdS

M [ fats)las
([ 7o) ([ o)

= MT2 ||xHL2([0,TLX)7

IN

IN

para todo x € L?([0,7], X) e todo t € [0, 7].
Logo,

1
[ ()] = hind [T (@) ()] < M7z |2 20,7, %)-
c|0,7

Assim,

1] = sup HJ1< )| < Mrz.

||z



3.2 Sistema de controle linear com retardo 100

A limitagao para J] pode ser encontrada de maneira anédloga.

Também usaremos a notagao Ni(7) = N1(J7).

A seguir, mostraremos que uma modificagao na argumentagao de [30] pode ser usada para comparar
a controlabilidade aproximada dos sistemas (3.9)-(3.10) e (3.1)-(3.2). Antes, porém, precisamos de
mais algumas definigoes.

Para ¢ € C([-r,0],X) e x € C([0,7],X) tais que z(0) = ©(0), consideremos o operador L :
Co([0, 7], X) — L*([0,7], X) por

L(z)(t) = L(t)(z + ), t € [0, 7],

onde x; e z; sao definidas por

w(t+6), t+6>0,
T (3.11)

z(t+0), t+60 >0,
2(0) = ( ) (3.12)
0, t+6<0.

Note que L é uma funcao continua. De fato, dados z,w € C ([0, 7], X) temos

IL(2)(s) — L(w)(s)|| = [L(s)(zs — ws)]
< L)z, x) llzs — wslle
< Lo sup |[z(s+80)—w(s+0)
0e[—r,0]
< Lo sup [[2(t) —w(®)]
te[0,7]
= Lolz — wllcqo,x)- (3.13)

Dessa forma, obtemos
/0 IL(2)(s) — L(w)(s)[|*ds < /0 (Lo)? (|2 = wllE o, x)ds = (L0)?7 1|2 = wllE 0., x):

e assim,

~ ~ 1
| L(2) — L(w)ll L2 (j0,71,x) < LoT2 |2 — wllcqo,7,x)>

0 que garante a continuidade de L.

Agora, assuma que Np(7) + R(E) = L?([0,7], X) e denotemos por P a projecio construida no
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Lema 3.9 com H; = R(B) e Hy = Ni(7). Consideremos também o conjunto
Z ={z€Cy([0,7],X); z=Ji(n), ne Ni(1)}

e a funcdo I'y : Z — Z definida por I'; = J; 0 Po L.
Nosso proximo passo é estudar a existéncia de ponto fixo para I';. Porém, mostremos
primeiramente que I'y estd bem definida, isto é, I'1z € Z, para todo z € Z. Para isto, sejam z € Z,

t €[0,7] e h >0 tal que t+ h € [0, 7], entao

(=)t +h) —Th()(t) = /0 T h— P (s) ds — /0 T — PEE)s) ds
_ /0 T+ h— s)PE()](s) ds + /t b ) PEE)(s) ds
- [ - e ds
= (T'(h) = 1) /OtT(t — 8)[P(L(2))](s)ds

t+h _
—I-/t T(t+ h—s)[P(L(2))](s)ds.

Como [|zs + zslle < sup |[|z() +z(t)[| + sup [[z(t) +z(t)]| = llelle + 11z + zlco,1,x), (T(t))e=0
te[—r,0] te[0,7]
é um Cy-semigrupo e

IT1(2)(t +h) =Ta(2)(@O)]] < H(T(h)—f) tT(t—S)[P(E(z))](S) ds

0
+ M||P||Lo (llellc + Iz + zllco,1,x)) s

podemos afirmar que |1 (2)(t+h)—T1(2)(t)| tende a zero quando h — 07, o que prova a continuidade
de I'1z a direita de t. De maneira analoga, podemos provar a continuidade de I'1z a esquerda de t.
Agora, se z € Z, entdo existe uma sequéncia (z,)neny em Z convergindo para z em C([0,7], X).

Assim, usando (3.13), temos

IT1(2)(#) = T1(z) O < /0 IT (¢ = )PU(L(2))(s) — L(za) ()] ds

IN

t
M]|P|| Lo /0 2 — zalleqorx) ds

TM||P||Lollz — znllc(o,7,x)

IN
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para todo t € [0, 7], o que implica em

IT1(2) = T1(zn)l| = hind IT1(2)(t) = Li(zn) )] < 7M Pl Lollz — znllc(o,7,x):
c|0,7

isto é, I'1(z,) converge uniformemente para I'i(z). Consequentemente, I'1(z) é continua em [0, 7].

Portanto, I'1(Z) C Z e a fungao I'1 estd bem definida.

Para o préximo resultado, seja 3 = M||P|| L.
Lema 3.12. Se y17 < 1, entdo I'y tem um ponto fixo.

Demonstragdo. Como Z C C([0,7],X) e C([0,7], X) é um espaco de Banach, Z também é um espaco
de Banach. Assim, para mostrarmos que I' tem um ponto fixo, basta mostrarmos que I'y é uma
contracao.
Seja z € Z. Para t € [0,7], sejam Lo(z)(t) = L(t)(z) e entdo, consideremos I'g = J; o P o L.
Note que, como Ji, P e Eo sao fungoes lineares limitadas, I'g também é uma funcao linear limitada.

Além disso, tomando f = (P o Lg)(z) e t € [0,7], obtemos que

o0 = e S0
</ HT(t—s)IH\lf(s)Hds |
t 5 t 3
< ([ eas) ([ 1||f(8)\|2>
< et ([T1rR) |
< Pz [ altas)
< et 1Pz ([ ellgonnds)
< m7llzlles(o,7,x)5

ou seja, [|To(2)(t)]l < 77llzllcy(o,7,x) Para todo z € Z e todo t € [0, 7]. Logo,

ITo(2) )l c(o,,x) = tS}ép] ITo(2)I < n7ll2lley0,7,x)
€10,7

e entao, visto que I'y é linear e v7 < 1, podemos concluir que I'y é uma contragao.

Analisemos agora a funcdo I';. Para 2,2 € Z e t € [0, 7], temos

Ti(2)(t) =T1i(E)(t) = (JioPoL)(2)(t) = (Jio PoL)(3)(t)
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e entao, pelo que fizemos anteriormente, concluimos que

[T1(2)(t) = L)) < n7llz = Zlloy(j0,7,x). para todo ¢ € [0, 7].
Portanto,
1T1(2) = T1 () ey (jo,71,x) < n7llz = Zllcoo,7.%)s

com 17 < 1, o que implica que I'; é uma contracao. Consequentemente, o Teorema do ponto fixo de

Banach nos garante que I'; tem um tnico ponto fixo em Z. O

O préximo teorema € o resultado principal desta secao e estabelece um critério de comparacao

para os conjuntos atingiveis dos sistemas (3.1)-(3.2) e (3.9)-(3.10).

Teorema 3.13. Suponha que v17 < 1 e que N1(7) + R(B) = L3([0,7],X). Entio, Ro(r,(0)) C

RL(T, ) para todo ¢ € C.

Demonstracao. Seja n € Ro(1,9(0)). Entdao, n = z(7), onde z é uma solucao fraca de (3.1),
com condigdo inicial x(0) = ¢(0), para algum controle u € L%([0,7],U). Queremos mostrar que
z(1) € Ryt ).

Pelo Lema 3.12, existe um tinico ponto fixo 2 € Z C Cy([0,7],X) de I';. Assim, 2(0) = 0 e
2(7) = 0, sendo essa tltima igualdade vélida pois, como z € Z, existe uma sequéncia (2, )neny em Z
tal que ||z, — 2[|c(j0,7),x) — 0, quando n — oo. Em particular, nh_)ngo zn(t) = z(t), para todo t € [0, 7].

Logo, da defini¢ao de Z, z, = Ji(ky), para algum k,, € N1(7), n € N, e entéo,

z(1) = nh_)ngo zn (1) = nh_)ngo Jy(kn) (1) = nh_)ngo J{ (k) = 0.

Por outro lado, do Lema 3.9, com H; = R(B) e Hy = Ni(7), L(z) — P(L(2)) = ¢ € R(B).

~—

Agora, definamos a funcao y : [—r,7] = X por
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Segue das propriedades de x e z que y(7) = z(7) e, para todo t € [0, 7],

y(t) = =) +a(t)

T(t — s)[P(L(2))](s)ds + T(t)(0) + /0 T(t — s)Bu(s)ds

I
|
= / T(t — s)[L(z)(s) — q(s)]ds + T(t)(0) —I—/ T(t — s)Bu(s)ds
0 0
/0 Tt — $)[L(5) (25 + o) — q(s)|ds + T(£)0(0) + /0 T(t — 5)Bu(s)ds,

ou seja,
y@zT@ﬂ®+ATﬁ—ﬂﬂﬁ%%w@+BM%@J€mﬂ-

Como q € R(E), existe uma sequéncia (v, )ney em L2([0,7],U) tal que Evn — q em L%(]0, 7], X),

quando n — oco. Denotemos por y" a solucao fraca do sistema

2/ (t) = Ax(t) + L(t)(z¢) + B(u(t) — vy (1)), ¢t >0,

o = @,
isto é, .
wsz@¢m+Azw—@w@@g+mM@—%@n@.

Note que y"(7) € Rr(1,¢) para todo n € N. Além disso, mostraremos que y"(7) — y(7), quando

n — oo. Para isto, dado ¢ € [0, 7], observe primeiramente que

M@—Mﬂ::T@M®+AT&—Mﬂwﬁ+BW®—w@mMs
-—wam+£1%—$M®MM+BM$—des

= / T(t — s)L(s)(yy — ys) ds + / T(t — s)(q(s) — Bun(s)) ds.
0 0

Assim, dado € > 0, da convergéncia de Evn para ¢, sabemos que existe N € N tal que Hgvn —
€ - .
QHL2([0 7,x) < —, para todo n > N, e entao, tomando n > N e usando a Desigualdade de Holder,
Y Mr2
segue que

") —u(®)] < AuTa—@mw@wms—%mds+A\W&—sMWﬁA$—q@ww
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t T
< / MLolly” — yslle ds + / M|[Bun(s) — q(s)|lds
0 0
t 1 T %
< Mo [t = vile ds-+ Mo ( / \|an<s>—q<s>u2>
0 0
t
l o~
— ML / 12 = wslle ds + M7 Bun — qllz2(0m1x)
0
t
< MLO/ llys — ys|lc ds + €, para todo t € [0, T].
0

Além disso, como (y™)o = ¢ = yo, segue que, paran > N,

Iy —yille = sup |y (0) —w(0)| = sup [[y"(t+0)—y(t+0)|
0e[—r,0] 0e[—r,0]
t
< sup <ML0/ llys — vslle ds+a>,
0<t<r 0

ou seja,

)
7 — wille < ML / Iy — vl ds + e,
0

o que implica, pela Desigualdade de Gronwall (Teorema A.5), que

MTLg

lyt' — yelle < ee , para todo n > N.

Dessa forma, concluimos que y;* — ¢, quando n — oo, uniformemente para ¢ € [0, 7].
Assim, y"(7) = y"(7 + 0) = y2(0) = y-(0) = y(7), quando n — +o0, e entdo, y(7) € RL(T, ).

Portanto, visto que x(7) = y(7), concluimos que

RO(T’ (10(0)) - RL(T’ (10)7

o que completa a demonstragao do teorema. O

Agora, estamos em condigoes de estabelecer um critério para a controlabilidade do sistema (3.9)-

(3.10).

Corolério 3.14. Suponha que 17 < 1, Ni(t) + R(B) = L2([0,7],X) € o sistema (3.1)-(3.2), com
condi¢ao inicial xo = ¢(0), € aproximadamente controldvel em [0, 7]. Entao, o sistema (3.9)-(3.10) é

X -aprozimadamente controldvel em [0, 7].

Demonstragao. Seja ¢ € C. Como o sistema (3.1)-(3.2) é aproximadamente controldvel em [0, 7],

Ro(7,¢(0)) = X.
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Por outro lado, visto que 117 < 1 e N'(7) +R(B) = L2([0,7], X), o Teorema 3.13 nos garante que
Ro(1,0(0)) C Rr(7,¢) e, consequentemente, R (7, p) é denso em X, pois

X =Ro(1,9(0)) C Rp(1,¢) C X.

Em particular, se ¢ = 0, segue que Rr(7,0) é denso em X, e portanto, o sistema (3.9)-(3.10) é

X-aproximadamente controlavel em [0, 7]. O

Um exemplo de aplicagao deste resultado, para a equagao do calor, pode ser encontrado em [25].

3.3 Sistemas de controle do tipo neutro com retardo

Nesta segao estudaremos a controlabilidade aproximada de um sistema do tipo neutro descrito por

%(:p(t) n F(t)(:z:t)) — Ax(t) + L(t)(x) + Bu(t), t >0, (3.14)

xo=¢€C, (3.15)

onde x, u, X, U, x4, C e L satisfazem as mesmas condi¢oes impostas para o problema (3.9)-(3.10)
no inicio da se¢ao 3.2 e, além disso, A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico em X, X? = (D((—A)”),| - ||5), para algum 3 € (3,1), é o espaco de Banach definido na
pagina 69, B : U — X7 é um operador linear limitado e F : [0,4+00) — L(C,X?), é fortemente

continua e satisfaz a seguinte condicao de Lipschitz

I(=A) F(t)(¥1) — (=A)° F(s)(2)[l < Col[t = s[ + [[vo1 + v2e),

para todo t,s € [0, 7], 11,192 € C e alguma constante Cy > 0.

Com essas condigoes, segue do Teorema 2.8 que o sistema (3.14)-(3.15) possui uma solucao fraca
para toda ¢ € C e todo controle u € L%([0,7],U).

Nosso objetivo é usar as ideias da secao anterior para obtermos condicoes para que a
controlabilidade do sistema linear sem retardo (3.1)-(3.2) garanta a controlabilidade do sistema neutro
com retardo (3.14)-(3.15), o que serd feito através da inclusao dos conjuntos atingiveis. Sendo assim,
iniciaremos com a defini¢ao de controlabilidade para o sistema neutro e entao, apresentaremos algumas

notacoes e definiremos alguns operadores.
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Definigao 3.15. O conjunto atingivel Ry, p(7,¢) do sistema (3.14)-(3.15) € o conjunto

Rip(ry) = {T<T><so<o>+F<0>¢>—F<T><xT>— /0 " AT(r — 5)F(s)(zs) ds

T . 2 .
—I—/O T (T — s)[L(s)(xs) + Bu(s)] ds; u € L*([0, ],U)} .

Definicao 3.16. Diremos que o sistema (3.14)-(3.15) é X -aprozimadamente controldvel em [0, 7] se

Rr,r(1,0) € denso em X.

Sejam as constantes M e Ly como na se¢ao anterior e
Fo =sup{||[F(t)]; 0 <t <7}

Observe que, assim como M e Lg, Fy também depende de 7.

Além disso, para trabalharmos com o caso neutro faremos uso do espago de Sobolev
H'([0,7],X#) = W2([0, 7], X#). Portanto, antes de prosseguirmos com nossas definicées, vejamos
algumas propriedades deste espaco.

Seja Y um espaco de Banach qualquer. O espaco de Sobolev WP([0,7],Y), com 1 < p < +o0,
consiste de todas as fung¢oes u € LP([0,7],Y") tais que «’ existe no sentido fraco e pertence a LP([0,7],Y").

Além disso,
1
T v
Fllwio oty = ( [ sl + wor dt) .

Quando p = 2, usamos a notacio H'([0,7],Y) = WH2([0,7],Y).
Observamos que os espacos de Sobolev sao espacos de Banach com a norma definida acima e, em

particular, H'([0,7],Y) é um espaco de Hilbert.
Lema 3.17. Seja u € W'P([0, 7], X) para algum 1 < p < 4o00. Entao,
(1) u e C([0,7], X) (depois de possivelmente ser redefinida em um conjunto de medidade nula);
(11) u(t) = u(s) + /t u'(p) dp para todo 0 < s <t <75
s

(iii) Além disso, temos a estimativa

Orél%xTHu(t)H < Cllullwre(o,7,x)

com a constante C > 0 dependendo somente de T.

Demonstragao. [10, Theorem 2, pdg. 286].

Baseados em [25] e [14], consideremos agora os operadores Ji, J] e L definidos na segao anterior
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e Jo : L2([0,7),X5) — C([0,7],X), JI : L*([0,7), X?) — X e B : L2([0,7],U) — H([0,7],X")

definidos por t
Jo(z)(t) = /0 (—A)T(t — s)x(s) ds — z(t), t € [0, 7],

J3(x) = /OT(—A)T(T —s)x(s) ds — xz(T),

(Bu)(t) = Bu(t), t € [0,7].

Observamos que, como exemplo de um operador B que sai de L2([0,7],U) e chega em H'([0, 7], X¥)
podemos pensar em operadores que envolvam integrais.

Usaremos a notagao N;(7) para o nicleo de J7, i = 1,2, e para ¢ € C([—r,0], X) e x € C([0, 7], X)
tais que z(0) = ¢(0), tomemos a funcio F : Co([0, 7], X) — L%([0, 7], X?) dada por

F(z)(t) = F(t)(z + ), t € [0,7],

onde z; e z sao definidas por (3.11) e (3.12) respectivamente.

Observe que, assim como L, F é continua.

Agora, assuma que H([0,7], X?) = R(B)+Ni(7), HL([0,7], X?) = R(B)+Na(7) e P; ¢ a projecao

—~

obtida no Lema 3.9 com H; = R(B) e Hy = N;(7), i = 1,2. Considere também o espago

Z ={z€Cy(0,7],X), z=Ji(n1) + Jo(n2), n; € Ni(1), i = 1,2}

e defina I': Z — Cy([0,7], X) por

I'=JioPoL+JyoPoF.

Assim como a aplicacdo I'y = Jy o Py o L da secao anterior estd bem definida, podemos mostrar

que I' estd bem definida, com I'(Z) C Z.
Para os préximos resultados sejam: C' a constante obtida no Lema 3.17, M;_3 a constante obtida no
1

ﬁ__
T Cs =Mt

)

N[

B
Teorema 1.51, C = F0+M1—6”(_A)BHF0%+MLOT’ Ca = C+ Misl(—4)°| (26 1)l
— 2

(]
B
)
v = max{ Cu 1Py + Mi_all (-4 NP2 T + M1 P Lo}

Lema 3.18. Se v < 1, entao I' tem um ponto fizo.

Demonstragdo. Para mostrarmos esta propriedade, provemos que I' é uma contracdo. Assim, visto

que Z é um subespaco fechado de um espaco de Banach, Z é um espaco completo e podemos aplicar
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o Teorema do ponto fixo de Banach.

Sejam z,z € Z e t € [0, 7], entdo

I'(z)(t) =T(2)()

e assim,

IT(2)(t)

—TE O

IN

IN

IN

IN

IN

= Jo((Pyo F)(2))(t) + Ji((Pr o L))(2)(t) = Ja((P2 o F))(2)(1)

— (P o L))(3)(t)

- /0 (—AVT(t — 5)[Po(F () (2 + 24))] ds — Po(F(t)(21 + 1))

+/ T(t— s)[P1(L(s)(zs + x5))] ds
0
- [CATE - IPAFOE + 2] ds+ PoFOG + 1)

_ /0 T(t — s)[PL(L(s)(Zs + x5))] ds

= P(F(t)(z - 2)) + /0 (=A)T(t = s)[P2(F(s)(2s — 2))] ds

n /OtT(t — 8)[P1(L(s)(zs — Z5))] ds

IP2IE@IZ = 2tlle
/ I(=A) 2Tt = I (=AM PMF ()25 — Zlle ds

+/0 1T(t — s)[|PAIIIL(s)|[|lzs — Zslle ds
t
_ M _ _
| P2l| Follze — ztllc +/ 716_ﬁ 1(—A)P|[|| 2| Follzs — Zsllc ds
o (t—s)

t
+ [ MRzl - Zle ds
0

IPollFo sup 13(t) — =(0)]
0<t<r
t
Ml (— A Fo sup [|=(8) — 30 / (t— )L ds
0<t<r 0

t
+M|Py Lo / sup 2(t) — Z(t)|| ds
0 0<t<r

B8
T ~
(uPano Mgl AP Pl B +MHP1||LOT> 12 = Zlogorx

Yz = Zlleo,m,x)-

Desta tultima desigualdade obtemos que

) -T@I = sup [T - T )]
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< 9z = Zlleqo,x)5

ou seja, como v < 1, I' é uma contracao, o que conclui a demonstragao. ]

O préximo resultado estabelece um critério de comparacao para os conjuntos atingiveis do sistema

neutro e do sistema linear estudado na primeira secao.

Teorema 3.19. Suponha que~ < 1 e que H'([0,7], X?) = R(B)+N;(7), i = 1,2. Entio, Ro(7, 0(0)+
F(0)(¢)) € Re,p(7, ) para toda ¢ € C([—r,0], X).

Demonstragao. Sejan € Ro(T,p(0)+ F(0)(¢)). Entao, n = (1), onde z é uma solugao fraca de (3.1),
para algum controle u € L*([0,7],U), e condigao inicial z(0) = ¢(0) + F(0)(). Mostraremos que

x(T) € RL,F(T7 (,D).

Pelo Lema 3.18, sabemos que existe um tinico ponto fixo z € Z C Cy([0,7], X) de T'. Assim,
2(0) = 0 e existe uma sequéncia (z,)neny em Z tal que |z, — z||c(o,7,x) — 0, quando n — oo. Em
particular, lim z,(t) = z(t), para todo t € [0, 7].

n—oo

Além disso, da defini¢do de Z, temos 2, = Jy (k) + Ja(k2), com k!, € N;(7), i = 1,2. Dessa forma,

segue que

z(1) = lim z,(7) = lim Jl(k‘ )(7T) + li_)rn Jg(k‘%)(T) = li_)rn Jf(k‘,lL) + li_r>n J{(k‘%) =

n—oo n—oo

Definamos agora y : [—r,7] — X por

Das propriedades de x e z segue que y(7) = z(7) e

y(t) = =(t) +a(t)
— TG +a(t)
- /0 (—A)T(t - 5)[Po(F(2)](s) ds — Po(F())(t) + /0 T(t - )Py (E(2)](s) ds

+ T(t)[¢(0) o] + 2tTt—sBu s) ds, t € [0,7].

[e=]

Por outro lado, como H'([0,7], X#) = R(B) + N;(r), i = 1,2, 0 Lema 3.9, com H; = R(B), nos
garante que L(z) — Py(L(2)) = q1 € R(B) F(2) — Py(F(2)) = —qa € R(B). Assim, voltando a y(t),
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com t € [0, 7], obtemos

y(t) = T@)[e(0) + F(0)(p)] = (F(£)(z + x1) + q2(1))
+/ (—A)T(t — s)[F(s)(2zs + xs) + q2(s)]ds + / T(t —s)[L(s)(zs + xs) — qi(s) + Bu(s)]ds.
0 0
= T®)p0) + F0)(@)] = (F(t)(y:) + q2(t))

t t
+ [CATE = PO + (o) ds+ [ T =)L) ) ~ () + Bu(s)) ds.

Como q1,q2 € R(B) e CL([0,7],U) é denso em L2([0,7],U), existem sequéncias (v})nen € (v2)nen
em L%([0,7],U) e C}(]0,7],U), respectivamente, tais que Bv. — q1 e Bv — g2 em H'([0,7], X?),
quando n — oo.

Denotemos por y” a solucao fraca do sistema

d
5 (a;(t) + F(t)(2) + Bv,%(t)) = Ax(t) + L(t)(2;) + B(u(t) — vl (1)), t >0,

o = @,

pois Bv2(0) = 0.
Observe também que, como B é um operador linear limitado e (v2),en estd em C}([0,7],U), o

sistema acima é equivalente ao sistema

%(:p(t) FE() () = Ax(t) + L(1) () + B <u(t) Sl - %ﬁ@)) 10,
o = @.

Logo, y™(7) € R (T, ), para todo n € N.
Na sequéncia, mostraremos que y"(7) — y(7), quando n — oco. De modo geral, para t € [0, 7],

temos

v —y(t) = F)(ye —yp') — Bup(t) +go(t) + /0 (AT (t = s)F(s)(ys — ys)ds

+ /0 (—A)T(t — 5)(Bv2(s) — gals))ds + /0 T(t — $)L(s)(y7 — y)ds
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Dessa forma,

ly" () =yl <

IN

IN

IN

+ /Ot T(t — s)(qi(s) — Bvk(s))ds.

IF@llye — wi'lle + 1 Bua(t) — aa(1)]

/ 1(=A)PT(t = ) (=4 NE) Iy = pelle ds

/ - — 5)[(=A)Y [ Bv2(s) — aals)]l ds
" / (e = L2 = sl ds + T = s)lllas(s) — Beb(s)] ds
Pl =37 e + 1Be3(0) ~ (o)) + | t oA IR — e ds

t Ml 8
T / T o 1A IIBS) — aals)] ds

t t
+ / MLolly — yslle + / Mlas(s) — Bu(s)] ds
0 0

Folly = y" leo,,x)

t
1
+ sup ||BvA(t) — q2(t)]] +M1—ﬁH(_A)BHF0”yn_y”C'([O,T};X)/ 15 ds
telo.r] o (=)

My l(—AY| ( A (ﬁ) ds>% ([ 1820 - i ds)é

1
1 ¢ 2
MLl = o ¢+ 3124 ([ 1800 - a(o)1?)
Folly"™ = ylleqorix) + CllBuz = a2ll 0.1, x8)

81 T2
+M;_g||(—A) ||F0FH?J = vlleqor,x)

1

Tz
(28 —1)2

1
+ M72||Bv,, — q1ll 2 (0., x#)

+ Ml—ﬁ”(—A)B” HBU - Q2”L2(07 X6yt MLor|[y" — yHC ([0,7],X)

Tﬁ n
(Fo + M1—5\|(—A)6HF0§ + MLOT> 1" = ylleo,,x)

1

C + M;_ 67
+< + My _gl|(— )”(6—)

) I1Bv: — g2l 1 0.1, x%)
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1
+ M2 HB’U}L - q1||H1([077'LXB)7

ou seja,
n B Tﬁ n
() - @)l = (F0+M1_gu<—A> HF0§+MLOT> " — wlleqon)
g_l
+ | C+ Mi_gll(~A) | ———— ) B2 — aall i1 (0.01.x7)
(28— 1)3 ”

1
+ M2 HBUVIL - Q1”H1([07TLXB)’

para todo t € [0, 7T].

Logo, podemos concluir que

1y = ylleqo,n,x) < Crlly™ = lleor,x) + Call Bua — gall g o.11,x8) + Call Boy — a1l g o, x8)-

Portanto, como C; < 1, temos

1 =)™ = ylleqorx) < CollBvi — qalll g jo.,x8) + CsllBvp — q1ll g o.01,x2)

e entdo, visto que Bvl — ¢; em H'([0,7], X?), quando n — oo, i = 1,2, obtemos que " — y em
c([o, 7], X).

Em particular, y"(7) — y(7), quando n — oc.

Finalmente, como z(7) = y(7), segue que z(7) € Ry p(T,¢) e assim, Ro(7,(0) + F(0)(p)) C
R, r(T,¢). O

Corolério 3.20. Suponha que v < 1 e que H'([0,7],X?) = R(B) + Ni(r), i = 1,2. Se o sistema
(3.1) com condigao inicial ©(0) + F(0)(p) for aprozimadamente controldvel em [0, ], entdo o sistema

(3.14)-(3.15) é X- aproximadamente controlavel em [0, T].
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A

Resultados Auxiliares

Teorema A.l. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y wm operador linear limitado. Se T é

compacto e sua imagem R(T) é um subespago fechado de'Y, entdo dim(R(T')) < oo.

Demonstragao. [27, Theorem 4.18 (b), pag. 219]

Dados X e Y espagos normados, denotemos por L(X,Y) o espaco das tranformacoes lienares

limitadas de X em Y, e C(X,Y) o espaco de todas as fungoes continuas de X em Y.

Proposicao A.2. Sejam X,Y,Z espacos de Banach reflexivos, S € L(X,Z) e T € L(Y,Z). Entao,

sao equivalentes:
(a) R(S) C R(T);
(b) existe v > 0 tal que ||S*2*|| < ~||T*z*||, para todo z* € Z*.

Demonstragao. [5, Corollary 3.5, pdg. 55]

Proposicao A.3. Sejam X,Y,Z espacos de Banach reflexivos, S € L(X,Z) e T € L(Y,Z). Entao,

sao equivalentes:
(a) N(T™) C N(5%);
(b) R(T) D R(S).

Demonstragao. [5, Theorem 3.6, pag. 55].

Teorema A.4. Seja X espaco de Banach e Y um espaco normado qualquer. Se (T))nen € uma

sequéncia tal que T,, € L(X,Y), para todo n € N, e para cada © € X, existe uma constante Cp, > 0
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de modo que ||T,x| < Cy, para todo n € N, entdo a sequéncia (||T,,|)nen € limitada em L(X,Y), ou
seja, existe C' > 0 tal que
IT.|| <C, n=1,2,....

Demonstragao. [18, Theorem 4.7-3, pag. 249].

Teorema A.5 (Desigualdade de Grownwall). Sejam 8 uma constante real, u e v fungdes continuas

de [a,b] em R, com v(t) >0,V t € [a,b], e

b
u(t) < 5+ [ ols)uts) ds. ¢ € fa.b)
entao
u(t) < 5ef:”(5) 4t ¢ a,b].

Demonstragao. [15, Corollary 6.6, pag. 36]

Teorema A.6 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam X um espago métrico completo e

T: X — X uma contracao em X. Entdo T tem um unico ponto fixo.

Demonstragao. [18, Theorem 5.1-2, pag. 300].

Teorema A.7 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (fn)nen uma
seqeuéncia de fungoes integraveis convergindo, em quase todo ponto, para uma func¢ao real mensurdvel

f. Se existir uma func¢ao g tal que |fn| < g para todo n, entao f € integrdvel e

/f@:ﬁﬁ/hw.

Demonstragao. [3, Theorem 5.6, pag. 44].

Lema A.8 (Lema de Dini). Se f: (a,b) — X € continua em (a,b) e admite uma deriwada a direita,

[, continua em (a,b), entao f € continuamente diferencidvel em (a,b).

Demonstragao. [12, Lema A.3.2, pag. 149]

Seja R uma regiao do plano complexo C.

Teorema A.9 (Teorema de Cauchy). Seja v uma curva fechada e retificivel em R, a qual €

homotépica a uwma curva constante. Se f € uma funcdo analitica em R, entao

/f@ﬂAzQ

Demonstragao. [4, Theorem 4.9, pag. 85].
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Teorema A.10 (Férmula integral de Cauchy). Se f : R — C € uma fun¢ao analitica em R e~y €

uma curva fechada retificivel em R tal que ~v € homotdpica a uma curva constante entdo, para Ao no

1 f()
Aog) = d\
f(Xo) L

interior de R, temos

Tomi oA =N
Demonstragao. [4, Theorem 6.1, pag 91].

Teorema A.11. Sejam f: R — C uma funcao analitica em R e v uma curva fechada retificdvel em

R tal que v é homotopica a uma curva constante entao, para Ao no interior de R, temos

Fn( O)Z%AWd/\pamneN.

Demonstragao. [4, Theorem 6.2, pag. 92].

Teorema A.12 (Teorema dos residuos). Seja f : R — C analitica em R exceto pelas singularidades

isoladas ay,ao,...,an. Se vy € uma curva fechada e retificavel em R, a qual ndo passa por qualquer
uma das singularidades a;, 1 =1,...,n ey € homotdpica & wma curva constante, entdo
1 n
3wt | 1 = > Resfsa0),

onde Res(f;a;) denota o residuo de f em a; (que € o coeficiente da poténcia —1) na expansao em série

de Laurent de f em torno de a;).

Demonstragao. [4, Theorem 2.2, pag. 108|.

Teorema A.13 (Teorema do ponto fixo de Sadovskii). Sejam T um operador condensante e B
um subcongunto convezo, fechado e limitado de X. Se T'(B) C B entdo existe pelo menos um ponto

fixo de T.

Demonstragao. [29]

Teorema A.14 (Arzela-Ascoli). Sejam Y um espago métrico, X um espaco qualquer e F C
C(X,Y). Assuma que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) F € equicontinuo em Y .

(ii) {f(y); f € F} é compacto para todo y €Y.

Entiao F é compacto.

Demonstragao. |9, Theorem 6.4, pag. 267]
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