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RESUMO

Esta dissertação propõe o projeto de um método de controle chaveado ℋ∞ sem desli-
zamento para sistemas não lineares com incertezas, descritos por modelos fuzzy Takagi-
Sugeno (T-S) baseados em um Funcional de Lyapunov Não Quadrático (em inglês Non-
Quadratic Lyapunov Functional (NQLF)) com atraso de tempo, o que permite gerar uma
região de factibilidade maior do que a obtida com um controlador baseado em uma Função
de Lyapunov Quadrática (em inglês Quadratic Lyapunov Function (QLF)). Além disso,
o método de controle proposto gera condições de estabilidade não conservativas e evita o
cálculo das Funções de Pertinência (em inglês Members Functions (MF)) correspondentes
aos modelos fuzzy T-S. A validação do método proposto neste trabalho será demonstrada
matematicamente e também através de simulações.

Palavras-chave: funcional de Lyapunov não quadrático; controle chaveado; sem desliza-
mento; modelos fuzzy Takagi-Sugeno; desigualdades lineares matriciais.



ABSTRACT

This dissertation proposes the design of a switched ℋ∞ method control without chattering
for uncertain nonlinear systems, described by Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models based on
a Non-Quadratic Lyapunov Functional (NQLF) with time delay, allowing the generation
of a larger feasibility region than that obtained with a controller based on a Quadratic
Lyapunov Function (QLF). Additionally, the proposed control method generates non-
conservative stability conditions and avoids the computation of the Membership Functions
(MF) corresponding to the T-S fuzzy models. The validation of the proposed method in
this work will be demonstrated both mathematically and through simulations.

Keywords: non-quadratic Lyapunov functional; switched control; chattering; Takagi-
Sugeno fuzzy models; linear matrix inequalities.
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1 INTRODUÇÃO

Dentro do projeto de controladores para sistemas não lineares, há várias razões que
tornam os modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) são efetivos. Por exemplo, sua representa-
ção exata ou aproximada de uma ampla classe de sistemas não lineares em um conjunto
compacto do espaço de estados, que se comporta como um conjunto (combinação convexa)
de modelos lineares, facilitando a análise da estabilidade e o projeto de controladores uti-
lizando o método direto de Lyapunov (Takagi; Sugeno, 1985). Outra característica é a
definição das funções de pertinência (em inglês Members Functions (MF)) (Taniguchi et
al., 2001), que permite associar facilmente as não-linearidades comuns em certos modelos
independentes. Uma característica adicional é a busca por um controlador adequado por
meio de uma Compensação Distribuída em Paralelo (PDC) até atingir certas condições
na forma de uma ou várias Desigualdades Lineares Matriciais (em inglês Linear Matrix
Inequalities (LMIs)), que são resolvidas por métodos de otimização convexa.

Esses modelos fuzzy T-S foram abordados inicialmente utilizando por uma função
de Lyapunov quadrática (em inglês Quadratic Lyapunov Function (QLF)), onde as con-
dições de estabilidade eram suficientes devido à falta de unicidade na construção desses
modelos e à maneira como as MF eram consideradas como somas convexas, cuja resolução
era feita a partir da definição da função de Lyapunov 𝑉 (𝑥).

Entendendo a relevância da função de Lyapunov na análise dos modelos fuzzy T-S,
neste trabalho testa-se uma função de Lyapunov mais geral, como a função de Lyapunov
fuzzy ou também chamada não quadrática, a qual nos permite obter condições globais de
estabilidade, apesar de manter a incerteza das derivadas temporais das MF, à custa de
impor estruturas restritivas para garantir que a integral de linha seja independente da tra-
jetória. Sobre estas considerações, leva-se em conta a inclusão de um atraso temporal (𝜙)
que permite aumentar sua região de factibilidade, considerando na função de Lyapunov
integrais adequadas das MF para obter condições globais e evitar as derivadas temporais
das MF no cálculo da derivada com relação ao tempo da função de Lyapunov. A utili-
zação deste procedimento proporciona condições mais relaxadas do que as obtidas com
QLF. Este Funcional de Lyapunov Não Quadrático (em inglês Non-Quadratic Lyapunov
Functional (NQLF)) foi proposto em (Marquez et al., 2016).

Essas considerações foram levadas em conta em (Buzetti, 2021) que propõe um
novo controlador chaveado para sistemas não lineares incertos descritos através de mo-
delos fuzzy T-S sem chattering, baseado em uma NQLF com atraso temporal, evitando
assim o cálculo das MF correspondentes aos modelos fuzzy T-S, propriedade herdada
do controlador chaveado apresentado em (Souza et al., 2013). No entanto, nesta última
proposta, não foram incluídas perturbações externas ao sistema.

Controladores chaveados podem ter chattering (chaveamento em alta frequência,
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teoricamente infinita), sendo um problema já que sistemas reais não possuem chaveamento
ideal, podendo não ser capaz de chavear com a frequência exigida e podendo também
danificar os sistemas controlados (Buzetti, 2021).

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é criar um método de controle chaveado ℋ∞

sem chattering em sistemas não lineares, descritos por modelos fuzzy T-S cujo controlador
está baseado em uma NQLF com atraso temporal, com base no procedimento proposto
em (Buzetti, 2021).

Assim, espera-se ao incluir a técnica de controle ℋ∞ à metodologia desenvolvida
(Buzetti, 2021), reduzir o efeito dessas perturbações na saída do sistema.

Para validar a metodologia de controle proposta, serão utilizados os resultados
apresentados em Marquez et al. (2016) e (Buzetti, 2021) como referências. As simulações
serão realizadas utilizando as ferramentas de otimização matemática (Löfberg, 2004) e
(Sturm, 1999) no Matlab.

A seguir, descreve-se a notação que será utilizada ao longo do trabalho: K𝑟 =
{1, 2, . . . , 𝑟}, 𝑟 ∈ N. O símbolo (*) denota a transposição dos termos em seu lado esquerdo
quando se trata de uma expressão em linha; e no caso de expressões matriciais, denotará
a transposição de sua entrada de bloco simétrico. 𝐼𝑛 representa uma matriz identidade
de ordem 𝑛. Finalmente, 𝑀𝑧 representa uma matriz com incertezas politópicas que pode
ser descrita por uma combinação convexa de 𝑁 matrizes 𝑀𝑖, onde 𝑁 = 2𝑟 representa o
número de vértices do conjunto politopo e 𝑟 representa o número de parâmetros incertos
distintos para sistemas lineares ou o número de funções não lineares distintas para sistemas
não lineares, de forma que:

𝑀𝑧 =
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑀𝑖,

𝛼 = [𝛼1𝛼2 . . . 𝛼𝑟]𝑇 ∈ Λ𝑟 =
{︃
𝛼 ∈ R𝑟 : 𝛼𝑖 ≥ 0,

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝑖 ∈ K𝑟

}︃
.

(1)
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Neste capítulo, são apresentados os fundamentos teóricos usados nos próximos ca-
pítulos, de modo que possam ser tomados como referência e compreendidos corretamente
ao exp licar e projetar cada metodologia de controle proposta. O capítulo começa for-
necendo uma breve introdução ao modelo matemático de sistemas não lineares afetados
por incertezas paramétricas e perturbações externas, que influenciam seu comportamento
dinâmico ao longo do tempo, gerando a necessidade de um controlador suficientemente
robusto para compensar esses eventos. Em seguida, uma representação exata de um sis-
tema não linear é detalhada através do modelo fuzzy T-S (Takagi; Sugeno, 1985), que
servirá como ponto de partida para o desenvolvimento de cada metodologia de controle
proposta. Então, é apresentada a definição de uma NQLF (Marquez et al., 2016), que
incluirá um atraso temporal para ampliar a região de factibilidade em comparação com
controladores mais conservadores baseados em uma QLF (Souza et al., 2013). Finalmente,
é apresentada a lei de controle chaveado (Buzetti, 2021), que será responsável por garantir
a estabilidade do sistema não linear apesar das incertezas paramétricas e perturbações
externas.

2.1 TÉCNICAS DE PARAMETRIZAÇÃO EM LMIs

As seguintes propriedades serão utilizadas para modificar convenientemente as
LMIs apresentadas no desenvolvimento do trabalho.

Propriedade 1. Complemento Schur (Boyd et al., 1994). Seja 𝑃 ∈ R𝑚×𝑚 : 𝑃 = 𝑃 𝑇 >

0, 𝑋 ∈ R𝑚×𝑚 uma matriz de posto completo e 𝑄 ∈ R𝑚×𝑚, então:⎧⎨⎩ 𝑄−𝑋𝑇𝑃−1𝑋 > 0
𝑃 > 0

⇔

⎡⎣ 𝑄 (*)
𝑋 𝑃

⎤⎦ > 0. (2)

Propriedade 2. (Peaucelle et al., 2000). Sejam 𝐴,𝑅,𝐿, 𝑃 e 𝑄 matrizes de dimensões
conhecidas. Portanto, os seguintes LMIs são equivalentes:

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴+𝑄 < 0, (3)

∃𝑅,𝐿 :
⎡⎣ 𝐴𝑇𝐿𝑇 + 𝐿𝐴+𝑄 𝑃 − 𝐿+ 𝐴𝑇𝑅

𝑃 − 𝐿𝑇 +𝑅𝑇𝐴 −𝑅 −𝑅𝑇

⎤⎦ < 0. (4)
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2.2 REPRESENTAÇÃO GERAL DE UM SISTEMA NÃO LINEAR COM
INCERTEZAS PARAMÉTRICAS E PERTURBAÇÕES EXTERNAS

Considere-se um modelo matemático não linear com incertezas paramétricas e um
sinal de controle 𝑢(𝑡), sujeito a perturbações externas 𝑤(𝑡), descrito por:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓1(𝑧(𝑥(𝑡)))𝑥(𝑡) + 𝑓2(𝑧(𝑥(𝑡)))𝑢(𝑡) + 𝑓3(𝑧(𝑥(𝑡)))𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑔1(𝑧(𝑥(𝑡)))𝑥(𝑡) + 𝑔2(𝑧(𝑥(𝑡)))𝑢(𝑡) + 𝑔3(𝑧(𝑥(𝑡)))𝑤(𝑡),
(5)

em que 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 é o vetor de estado, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 é o vetor de entrada 𝑤(𝑡) ∈ R𝑝 é o vetor
de entrada exógena e 𝑦(𝑡) ∈ R𝑠 é o vetor de saída. A dinâmica do sistema realimentado
não linear é dada pelas funções não lineares 𝑓1(·) : R𝑞 → R𝑛×𝑛, 𝑓2(·) : R𝑞 → R𝑛×𝑚,

𝑓3(·) : R𝑞 → R𝑛×𝑝. Já a saída do sistema é dada pelas funções não lineares 𝑔1(·) : R𝑞 →
R𝑠×𝑛, 𝑔2(·) : R𝑞 → R𝑠×𝑚 e 𝑔3(·) : R𝑞 → R𝑠×𝑝. Sendo que 𝑧(𝑥(𝑡)) ∈ R𝑞 é um vetor cujos
elementos 𝑧𝑙(𝑥(𝑡)) representam as variáveis premisas, 𝑙 ∈ K𝑞. Além disso, essas variáveis
são consideradas limitadas e suaves (continuamente deriváveis) em uma região de operação
Ω do espaço de estados.

2.3 REPRESENTAÇÃO EXATA DE UM SISTEMA NÃO LINEAR COM
INCERTEZAS PARAMÉTRICAS E PERTURBAÇÕES EXTERNAS
ATRAVÉS DO MODELO FUZZY T-S

Uma ampla classe de sistemas descritos por (5) pode ser representada exatamente
por um modelo fuzzy T-S como é descrito em (6) (Taniguchi et al., 2001; Souza et al.,
2014; Santim et al., 2012; Alves et al., 2016):

𝑅𝑒𝑔𝑟𝑎 𝑖 : 𝑆𝐸 𝑧1(𝑡) 𝑒 𝜇𝑖1 𝑒 ... 𝑒 𝑧𝑞(𝑡) 𝑒 𝜇𝑖𝑞,

ENTÃO

⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝐸𝑖𝑤(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡) +𝐷𝑖𝑢(𝑡) +𝐺𝑖𝑤(𝑡)

,
(6)

sendo que 𝑖 ∈ K𝑟 e 𝜇𝑖𝑙(𝑧𝑙(𝑡)), que aparece em (8) é o peso do conjunto fuzzy 𝜇𝑖𝑙 associado à
variável 𝑧𝑙(𝑡) da regra 𝑖. Além disso, considera-se que as seguintes matrizes são conhecidas:
𝐴𝑖 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵𝑖 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐸𝑖 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐶𝑖 ∈ R𝑠×𝑛, 𝐷𝑖 ∈ R𝑠×𝑚 e 𝐺𝑖 ∈ R𝑠×𝑝. Portanto, a partir
de (Tanaka; Ikeda; Wang, 1998) e das definições em (5) e (6), a equação (6) pode ser
escrita da seguinte forma:

𝑥̇(𝑡) =
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) (𝐴𝑖𝑥(𝑡) +𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝐸𝑖𝑤(𝑡)) = 𝐴𝑧𝑥(𝑡) +𝐵𝑧𝑢(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) =
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) (𝐶𝑖𝑥(𝑡) +𝐷𝑖𝑢(𝑡) +𝐺𝑖𝑤(𝑡)) = 𝐶𝑧𝑥(𝑡) +𝐷𝑧𝑢(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡),

(7)
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sendo
𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) = 𝜇𝑖1 (𝑧1(𝑡)) × · · · × 𝜇𝑖𝑞 (𝑧𝑞(𝑡))∑︀𝑟

𝑖=1 (𝜇𝑖1 (𝑧1(𝑡)) × · · · × 𝜇𝑖𝑞 (𝑧𝑞(𝑡)))
,

𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) ≥ 0,
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) = 1, 𝑖 ∈ K𝑟,

(8)

onde 𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) é o peso normalizado ou a função de pertinência de cada regra em termos
dos parâmetros incertos, correspondentes ao conjunto fuzzy 𝜇𝑖𝑙, 𝑖 ∈ K𝑟 e 𝑙 ∈ K𝑞.

2.4 FUNCIONAL DE LYAPUNOV NÃO QUADRÁTICO COM ATRASO
TEMPORAL

Tomando como referência a NQLF apresentada em (Marquez et al., 2016), considera-
se a seguinte funcional de Lyapunov:

𝑉 (𝑥) = 𝑥𝑇𝑃−1
𝑣 𝑥 = 𝑥𝑇

(︃
𝑟∑︁

𝑖=1
𝑣𝑖(𝑧(𝑡))𝑃𝑖

)︃−1

𝑥, (9)

com 𝑃𝑣 = 𝑃 𝑇
𝑣 > 0, e

𝑣𝑖(𝑧(𝑡)) = 1
𝜙

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜙
𝛼𝑖(𝑧(𝜏))𝑑𝜏 ≥ 0, 𝜙 > 0. (10)

É importante destacar que as funções de pertinência 𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) são integráveis ao longo das
trajetórias da região de operação Ω, pois são suaves e limitadas.

Observe que 𝑣𝑖(𝑧(𝑡)) em (10) herda a propriedade da soma convexa da MF definida
por 𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) e pode ser representado também como uma função de pertinência:

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖(𝑧(𝑡)) = 1
𝜙

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜙

(︃
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑧(𝜏))

)︃
𝑑𝜏 = 1. (11)

Note também que a derivada temporal das funções 𝑣𝑖 é dada por:

𝑣̇𝑖(𝑧) = 1
𝜙

(𝛼𝑖(𝑧(𝑡)) − 𝛼𝑖(𝑧(𝑡− 𝜙))) , (12)

onde a presença da variável premissa 𝑧(𝑡) também é determinada em um intervalo de
tempo [−𝜙, 0], conhecido como o espaço de Banach de funções contínuas reais, com um
valor máximo de max𝑡∈[−𝜙,0] |𝑧(𝑡)| (Gu; Chen; Kharitonov, 2003).

Portanto, a função de pertinência 𝛼−
𝑘 é definida a partir da derivada temporal de

𝑃𝑣:

𝑃̇𝑣 = 1
𝜙

⎛⎝ 𝑟∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑃𝑗 −
𝑟∑︁

𝑘=1
𝛼−

𝑘 𝑃𝑘

⎞⎠ = 1
𝜙

(𝑃𝛼 − 𝑃𝛼−) ,

𝛼−
𝑘 = 𝛼𝑘(𝑧(𝑡− 𝜙)).

(13)
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2.5 LEI DE CONTROLE CHAVEADO

No modelo fuzzy T-S descrito em (7), (Buzetti, 2021) define a seguinte lei de
controle comutada com base na lei de controle não-PDC apresentada em (Marquez et al.,
2016), que introduz um atraso de tempo sobre um funcional de Lyapunov:

ℎ𝑗(𝑡) = ℎ𝜎(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩1 se 𝑗 = 𝜎,

0 se 𝑗 ̸= 𝜎,

𝜎 = arg min
𝑗∈K𝑟

{︃
𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1

𝑣

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝑗𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡)

}︃
,

(14)

onde 𝜎 representa o valor do índice de comutação, ℎ−
𝑗 (𝑡) representa a função defasada

ℎ𝑗(𝑡), 𝑣𝑙(𝑡) é definida a partir de (10) e 𝑄𝑗𝑘𝑙 ∈ R𝑛×𝑛 é uma matriz simétrica (Souza et al.,
2014):

ℎ−
𝑗 (𝑡) = ℎ𝑗(𝑡− 𝜙),

𝑣𝑙(𝑡) = 1
𝜙

∫︁ 𝑡

𝑡−𝜙
ℎ𝑙(𝜏)𝑑𝜏 ≥ 0,

(15)

cuja lei de controle é a seguinte:

𝑢(𝑡) = 𝑢𝜎(𝑡) = 𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡), (16)

onde 𝑀𝜎ℎ−𝑣 = ∑︀𝑟
𝑘=1

∑︀𝑟
𝑙=1 ℎ

−
𝑘 𝑣𝑙𝑀𝜎𝑘𝑙, 𝑀𝜎𝑘𝑙 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑃𝑣 = ∑︀𝑟

𝑘=1 𝑣𝑘𝑃𝑘 e 𝑃𝑘 ∈ R𝑛×𝑛.
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3 CONTROLE CHAVEADO COM ATRASO TEMPORAL EM SISTE-
MAS NÃO LINEARES FUZZY T-S

Este capítulo tem como objetivo apresentar o procedimento de projeto de um con-
trolador chaveado para sistemas não lineares com incertezas paramétricas descritos por
modelos fuzzy T-S utilizando uma NQLF com atraso temporal, o qual foi desenvolvido
por (Buzetti, 2021) com a intenção de manter as vantagens do controlador chaveado que
é de parâmetros utilizando a regra de chaveamento útil quando estes parâmetros são des-
conhecidos ou não mensuráveis e sobretudo, não exigir a disponibilidade das funções de
pertinência para o projeto do controlador, o que simplifica seu projeto (Souza et al., 2013).
Para validar este método de controle, será realizado primeiro um exemplo comparativo
com os dados obtidos em (Marquez et al., 2016), já que este último serve de referência
para o desenvolvimento do controlador chaveado utilizando uma NQLF com atraso tem-
poral descrito em (Buzetti, 2021), de tal maneira que se garanta a viabilidade do sistema
proposto e se defina sobre quais regiões o sistema de controle continuará funcionando de
maneira eficiente. A seguir, com os dados obtidos no Exemplo 1, se projetará um controla-
dor chaveado utilizando uma NQLF com atraso temporal descrito com valores específicos,
de tal maneira que se possa visualizar o comportamento das variáveis de estado e das va-
riáveis de controle que serão descritas neste capítulo. Do mesmo modo, neste capítulo
não se considera a inclusão de entradas exógenas para o projeto do controlador chaveado
((w(t)=0)). Assim que as equações correspondentes ao sistema não linear descrito por
modelos fuzzy T-S em (7) resultam da seguinte maneira:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑧𝑥(𝑡) +𝐵𝑧𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑧𝑥(𝑡) +𝐷𝑧𝑢(𝑡),
(17)

onde 𝑢(𝑡) representa a lei de controle.

Considerando uma lei de controle não-PDC com um atraso temporal 𝜙 do funcional
de Lyapunov (9), define-se:

𝑢(𝑡) = 𝑀ℎℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡), (18)

onde 𝑀ℎℎ−𝑣 = ∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑟
𝑗=1

∑︀𝑟
𝑘=1 ℎ𝑖ℎ

−
𝑗 𝑣𝑘𝑀𝑖𝑗𝑘 e 𝑃𝑣 = ∑︀𝑟

𝑘=1 𝑣𝑘𝑃𝑘, com 𝑀𝑖𝑗𝑘 ∈ R𝑚×𝑛 e 𝑃𝑘 ∈
R𝑛×𝑛, 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑟} sendo matrizes de tamanho apropriado relacionadas com o
conceito de ganhos do controlador.

Teorema 1. (Marquez et al., 2016). O modelo T-S (17) sob a lei de controle (18) é
globalmente assintoticamente estável se existir um escalar 𝜙 > 0 e matrizes 𝑃𝑖 = 𝑃 𝑇

𝑖 >

0,𝑀𝑗𝑘𝑙, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ 1, 2, . . . , 𝑟, tais que se satisfaçam as seguintes LMIs (Tuan et al., 2001):

ϒ𝑘𝑙
𝑖𝑖 < 0

2
𝑟 − 1ϒ𝑘𝑙

𝑖𝑖 + ϒ𝑘𝑙
𝑖𝑗 + ϒ𝑘𝑙

𝑗𝑖 < 0, 𝑖 ̸= 𝑗,
(19)

onde ϒ𝑘𝑙
𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑃𝑙 +𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 + (*) − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘).
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Demonstração. Considerando uma NQLF (9), calcula-se sua derivada, resultando em:

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑥̇(𝑡) + (𝑥̇(𝑡))𝑇𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)
(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡). (20)

De (17) e (18), obtém-se:

𝑥̇(𝑡) =
[︁
𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣

]︁
𝑥(𝑡), (21)

o qual é substituído em (20), resultando na seguinte expressão:

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑡)
[︃
𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧 + 𝑃−1
𝑣 𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 + (*) + 𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

]︃
𝑥(𝑡). (22)

Considerando que 𝑉̇ (𝑥) deve ser negativa ao longo das trajetórias de estado do
sistema, para 𝑥(𝑡) ̸= 0:

𝑉̇ (𝑥) < 0, (23)

substitui-se (22) em (23), obtendo-se a seguinte expressão:

𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧 + 𝑃−1
𝑣 𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 + (*)

]︁
𝑥(𝑡) < 0. (24)

Agora, sobre a desigualdade (24), considera-se que 𝑥(𝑡) ̸= 0 de forma que seja
possível remover os vetores de estado, resultando em:

𝑃−1
𝑣 𝐴𝑧 + 𝑃−1

𝑣 𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + (*) + 𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡
< 0. (25)

Sobre esta nova desigualdade obtida, multiplicamos convenientemente à direita e
à esquerda a matriz 𝑃𝑣, obtendo para todo 𝑥(𝑡) ̸= 0:

𝐴𝑧𝑃𝑣 +𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣 + (*) + 𝑃𝑣
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡
𝑃𝑣 < 0, (26)

onde o último fator de (26) pode ser reescrito como:

𝑃𝑣
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡
𝑃𝑣 = 𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝑃𝑣𝑃

−1
𝑣

)︁
𝑃𝑣 − 𝑃̇𝑣 = −𝑃̇𝑣, (27)

resultando em:
𝐴𝑧𝑃𝑣 +𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣 + (*) − 𝑃̇𝑣 < 0. (28)

Finalmente de (13) e (28) se obtém:

𝐴𝑧𝑃𝑣 +𝐵𝑧𝑀ℎℎ−𝑣 + (*) − 1
𝜙

(𝑃𝛼 − 𝑃𝛼−) < 0. (29)

Agora, se as condições apresentadas em (19) forem satisfeitas, a condição em (29)
também será satisfeita e a prova deste teorema está concluída.
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3.1 PROJETO DE UM CONTROLADOR CHAVEADO EM SISTEMAS
NÃO LINEARES FUZZY T-S UTILIZANDO UMA NQLF COM
ATRASO TEMPORAL

Nesta seção, é apresentada uma condição baseada em LMIs que garante a esta-
bilidade assintótica de um sistema não linear com incertezas paramétricas descrito por
modelos fuzzy T-S (17), utilizando uma NQLF (9) e um controlador chaveado definido
em (14)-(16).

Teorema 2. (Buzetti, 2021). O modelo T-S (17) sob a lei de controle (14) - (16), é
globalmente assintoticamente estável com uma taxa de decaimento 𝛽 > 0, se existir um
escalar 𝜙 > 0 e se as seguintes LMIs são factíveis:

𝐴𝑖𝑃𝑙 +𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 + (*) − 1
𝜙

(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) + 2𝛽𝑃𝑙 −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙 < 0,

𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0,
(30)

onde 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ K𝑟, em que 𝑟 representa o número de vértices do conjunto politopo, 𝑃𝑖 ∈
R𝑛×𝑛 é uma matriz simétrica definida positiva, 𝑍𝑖𝑘𝑙, 𝑄𝑖𝑘𝑙 ∈ R𝑛×𝑛 são matrizes simétricas
e 𝑀𝑗𝑘𝑙 ∈ R𝑚×𝑛.

Demonstração. Considerando uma NQLF (9), calcula-se sua derivada, resultando em:

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑥̇(𝑡) + (𝑥̇(𝑡))𝑇𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)
(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡). (31)

De (16) e (17), obtém-se:

𝑥̇(𝑡) =
[︁
𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣

]︁
𝑥(𝑡), (32)

o qual é substituído em (31), resultando na seguinte expressão:

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧 + 𝑃−1
𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 + 𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣

+𝑃−1
𝑣 𝑀𝑇

𝜎ℎ−𝑣𝐵
𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 + 𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

]︃
𝑥(𝑡).

(33)

Considerando um limite inferior para uma taxa de decaimento do sistema 𝛽 > 0
em todas as trajetórias 𝑥(𝑡) ̸= 0 apresentado em (Boyd et al., 1994) como:

𝑉̇ (𝑥) + 2𝛽𝑉 (𝑥) < 0, (34)

substituindo (33) e (9) em (34), obtemos a seguinte expressão:

𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧 + 𝑃−1
𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 + 𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣 + 𝑃−1

𝑣 𝑀𝑇
𝜎ℎ−𝑣𝐵

𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣

+𝑑𝑃
−1
𝑣

𝑑𝑡

]︃
𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)

[︁
2𝛽𝑃−1

𝑣

]︁
𝑥(𝑡) < 0.

(35)
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Note também que, a partir da lei de controle mostrada em (14)-(16), estende-se à
seguinte condição:

min
𝑗∈K𝑟

{︃
𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1

𝑣

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝑗𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡)

}︃
= 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

⩽ 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1

𝑣

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖(𝑡)ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝑖𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡).

(36)

Portanto, também definimos convenientemente uma matriz de relaxação 𝑍𝛼ℎ−𝑣 tal que:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖(𝑡)ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑍𝑖𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡). (37)

De tal maneira que, se relacionarmos (36) e (37), obtemos:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡).

(38)

Analisando as LMIs (35) e (38), se determinam duas novas condições suficientes
para a validade da condição dada em (35):

𝑥𝑇 (𝑡)
[︃
𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧 + 𝑃−1
𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 + 𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣 + 𝑃−1

𝑣 𝑀𝑇
𝜎ℎ−𝑣𝐵

𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 + 𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

]︃
𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
2𝛽𝑃−1

𝑣

]︁
𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) < 0,

(39)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0. (40)

Sobre estas novas LMIs obtidas, multiplicamos convenientemente à direita e à
esquerda pela matriz 𝑃𝑣, obtendo para todo 𝑥(𝑡) ̸= 0:

𝑥𝑇 (𝑡)
[︃
𝐴𝑧𝑃𝑣 +𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣 + 𝑃𝑣𝐴

𝑇
𝑧 +𝑀𝑇

𝜎ℎ−𝑣𝐵
𝑇
𝑧 + 𝑃𝑣

𝑑𝑃−1
𝑣

𝑑𝑡
𝑃𝑣

]︃
𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡) [2𝛽𝑃𝑣]𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑥(𝑡) < 0,
(41)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑥(𝑡) ≤ 0. (42)

Substituindo o fator equivalente (27) em (41):

𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝐴𝑧𝑃𝑣 +𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣 + 𝑃𝑣𝐴

𝑇
𝑧 +𝑀𝑇

𝜎ℎ−𝑣𝐵
𝑇
𝑧 − 𝑃̇𝑣

]︁
𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡) [2𝛽𝑃𝑣]𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑥(𝑡) < 0,
(43)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑥(𝑡) ≤ 0. (44)

Agora, sobre as LMIs determinadas em (43) e (44), considera-se que 𝑥(𝑡) ̸= 0 de
forma que seja possível remover os vetores de estado, resultando em:

𝐴𝑧𝑃𝑣 +𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣 + 𝑃𝑣𝐴
𝑇
𝑧 +𝑀𝑇

𝜎ℎ−𝑣𝐵
𝑇
𝑧 − 𝑃̇𝑣 + 2𝛽𝑃𝑣 − 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣 − 𝑍𝛼ℎ−𝑣 < 0, (45)
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𝑄̄𝛼ℎ−𝑣 + 𝑍𝛼ℎ−𝑣 ≤ 0. (46)

Sobre esses resultados, uma forma de generalizar (45) e (46), é considerar os valores
de definição mostrados em (5), (8), (9), (11), (14), (15), (36) e (37), resultando em:

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖𝑣𝑙𝐴𝑖𝑃𝑙 +
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑣𝑙𝛼𝑖𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖

+
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑀

𝑇
𝑗𝑘𝑙𝐵

𝑇
𝑖 − 1

𝜙

(︃
𝑟∑︁

𝑖=1
ℎ𝑗𝑃𝑗 −

𝑟∑︁
𝑘=1

ℎ−
𝑘 𝑃𝑘

)︃
+ 2𝛽

𝑟∑︁
𝑙=1

𝑣𝑙𝑃𝑙

−
𝑟∑︁

𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 𝑣𝑙𝑄𝑗𝑘𝑙 −

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑍𝑖𝑘𝑙 < 0,

(47)

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑄𝑖𝑘𝑙 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0, (48)

em que também é possível incluir convenientemente as seguintes definições ∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖 =

1,∑︀𝑟
𝑘=1 ℎ𝑗 = 1,∑︀𝑟

𝑘=1 ℎ
−
𝑘 = 1 e ∑︀𝑟

𝑙=1 𝑣𝑙 = 1, resultando em:

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ𝑗ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙

[︃
𝐴𝑖𝑃𝑙 +𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 + (*) − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) + 2𝛽𝑃𝑙 −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙

]︃
< 0,

(49)
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ𝑗ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙 [𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙] ≤ 0. (50)

Finalmente, dado que 𝛼𝑖 ≥ 0, ℎ𝑗 ≥ 0, ℎ−
𝑘 ≥ 0 e 𝑣𝑙 ≥ 0, esses fatores podem ser

simplificados nas LMIs (49) e (50), demonstrando assim o Teorema 2:

𝐴𝑖𝑃𝑙 +𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 + (*) − 1
𝜙

(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) + 2𝛽𝑃𝑙 −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙 < 0, (51)

𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0. (52)

3.2 PROJETO DE UM CONTROLADOR CHAVEADO EM SISTEMAS
NÃO LINEARES FUZZY T-S UTILIZANDO UMA QLF

Nesta seção, é apresentada outra condição baseada em LMIs que também garante
a estabilidade assintótica de um sistema não linear com incertezas paramétricas descrito
por modelos fuzzy T-S (12). No entanto, ao contrário da seção anterior, consideraremos
uma Função de Lyapunov Quadrática (QLF), o que implica que a matriz 𝑃𝑣 é considerada
constante 𝑃𝑣 = 𝑃 , e a lei de controle chaveado será baseada em (Souza et al., 2013):

𝑢(𝑡) = 𝑢𝜎(𝑡) = 𝑀𝜎𝑃
−1𝑥(𝑡), (53)
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onde 𝑀𝜎 = 𝑀𝑗 com 𝑀𝜎 ∈ R𝑚×𝑛 e 𝑀𝜎𝑃
−1 representa o ganho do controlador, cujo índice

de chaveamento 𝜎 é definido por:

𝜎 = arg min
𝑗∈K𝑟

{︁
𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1𝑄𝑗𝑃

−1𝑥(𝑡)
}︁
. (54)

Este estudo é necessário para validar que o método de controle mostrado em (14)-
(16) apresenta vantagens relacionadas à sua região de factibilidade, conforme indicado em
(Marquez et al., 2016), em comparação com outros métodos de controle mais simples.

Teorema 3. (Buzetti, 2021). O modelo T-S (17) sob a lei de controle (53) e (54), é
globalmente assintoticamente estável com uma taxa de decaimento 𝛽 > 0, se as seguintes
LMIs forem factíveis:

𝐴𝑖𝑃 +𝐵𝑖𝑀𝑗 + (*) + 2𝛽𝑃 −𝑄𝑗 − 𝑍𝑖 < 0,

𝑄𝑖 + 𝑍𝑖 ≤ 0,
(55)

onde 𝑖, 𝑗 ∈ K𝑟, em que 𝑟 representa o número de vértices do conjunto politopo, 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛

é uma matriz simétrica definida positiva, 𝑍𝑖, 𝑄𝑖 ∈ R𝑛×𝑛 são matrizes simétricas e 𝑀𝑗 ∈
R𝑚×𝑛.

Demonstração. Considerando uma QLF definida por 𝑉 (𝑥) = 𝑥𝑇𝑃−1𝑥(𝑡) (Boyd et al.,
1994), calcula-se sua derivada, resultando em:

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃𝑥̇(𝑡) + (𝑥̇(𝑡))𝑇𝑃𝑥(𝑡). (56)

De (17) e (53), obtemos:

𝑥̇(𝑡) =
[︁
𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1
]︁
𝑥(𝑡), (57)

o qual é substituído em (56), resultando na seguinte expressão:

𝑉̇ (𝑥) = 𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝑃−1𝐴𝑧 + 𝑃−1𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1 + 𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1 + 𝑃−1𝑀𝑇
𝜎 𝐵

𝑇
𝑧 𝑃

−1
]︁
𝑥(𝑡). (58)

Considerando um limite inferior para a taxa de decaimento do sistema 𝛽 > 0 em
todas as trajetórias 𝑥(𝑡) apresentadas em (17), substituímos a equação obtida em (58),
resultando para 𝑥(𝑡) ̸= 0:

𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝑃−1𝐴𝑧 + 𝑃−1𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1 + 𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1 + 𝑃−1𝑀𝑇
𝜎 𝐵

𝑇
𝑧 𝑃

−1
]︁
𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
2𝛽𝑃−1

]︁
𝑥(𝑡) < 0.

(59)

Note também que, a partir da lei de controle mostrada em (53) e (54), estende-se
à seguinte condição:

min
𝑗∈K𝑟

{︁
𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1𝑄𝑗𝑃

−1𝑥(𝑡)
}︁

= 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝜎𝑃
−1𝑥(𝑡)

⩽ 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝑃−1𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑄𝑖𝑃

−1𝑥(𝑡),
(60)
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portanto, também definimos convenientemente uma matriz de relaxamento 𝑍 tal que:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝑃−1𝑥(𝑡) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖(𝑡)𝑍𝑖𝑃

−1𝑥(𝑡). (61)

De tal maneira que, se relacionarmos (60) e (61), obtemos:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝜎𝑃
−1𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝑃−1𝑥(𝑡) ≤

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝑃−1𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝑃−1𝑥(𝑡).
(62)

Analisando as LMIs (59) e (62), obtemos duas novas condições suficientes para a
validade da condição dada em (42):

𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝑃−1𝐴𝑧 + 𝑃−1𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1 + 𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1 + 𝑃−1𝑀𝑇
𝜎 𝐵

𝑇
𝑧 𝑃

−1
]︁
𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
2𝛽𝑃−1

]︁
𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝜎𝑃

−1𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝑃−1𝑥(𝑡) < 0,
(63)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝑃−1𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝑃−1𝑥(𝑡) ≤ 0. (64)

Sobre essas novas LMIs obtidas, multiplicamos convenientemente à direita e à
esquerda pela matriz 𝑃 , obtendo para todo 𝑥(𝑡) ̸= 0:

𝑥𝑇 (𝑡)
[︁
𝐴𝑧𝑃 +𝐵𝑧𝑀𝜎 + 𝑃𝐴𝑇

𝑧 +𝑀𝑇
𝜎 𝐵

𝑇
𝑧

]︁
𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡) [2𝛽𝑃 ]𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑄̄𝜎𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑍𝑥(𝑡) < 0,
(65)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑄̄𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑍𝑥(𝑡) ≤ 0. (66)

Agora, sobre as LMIs determinadas em (65) e (66), consideramos que 𝑥(𝑡) ̸= 0 de
forma que possamos os vetores de estado, resultando em:

𝐴𝑧𝑃 +𝐵𝑧𝑀𝜎 + 𝑃𝐴𝑇
𝑧 +𝑀𝑇

𝜎 𝐵
𝑇
𝑧 + 2𝛽𝑃𝑣 − 𝑄̄𝜎 − 𝑍 < 0, (67)

𝑄̄+ 𝑍 ≤ 0. (68)

Sobre esses resultados, uma forma de tornar as desigualdades em LMIs é conside-
rando os valores de definição mostrados em (8), (53) e (54):

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐴𝑖𝑃 +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝐵𝑖𝑀𝑗 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐴
𝑇
𝑖 𝑃 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑀
𝑇
𝑗 𝐵

𝑇
𝑖 + 2𝛽𝑃 −𝑄𝑗 −

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑍𝑖 < 0, (69)

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑄𝑖 +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑍𝑖 ≤ 0, (70)

onde também é possível incluir convenientemente por definição ∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖 = 1, resultando

em:
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖 [𝐴𝑖𝑃 +𝐵𝑖𝑀𝑗 + (*) + 2𝛽𝑃 −𝑄𝑗 − 𝑍𝑖] < 0, (71)
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𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖 [𝑄𝑖 + 𝑍𝑖] ≤ 0. (72)

Finalmente, dado que 𝛼𝑖 ≥ 0, este fator pode ser simplificado das LMIs (71) e
(72), o que demonstra o Teorema 3:

𝐴𝑖𝑃 +𝐵𝑖𝑀𝑗 + (*) + 2𝛽𝑃 −𝑄𝑗 − 𝑍𝑖 < 0, (73)

𝑄𝑖 + 𝑍𝑖 ≤ 0 (74)

3.3 EXEMPLOS

Com o objetivo de validar as condições LMIs definidas no Teorema 1, Teorema 2 e
Teorema 3, nesta seção são apresentados dois exemplos numéricos. No primeiro exemplo
numérico, será possível visualizar graficamente as vantagens de considerar um controlador
chaveado em sistemas não lineares com incertezas paramétricas utilizando uma NQLF com
atraso temporal mostrada no Teorema 2, em comparação com um controlador chaveado
utilizando uma QLF mostrada no Teorema 3; considerando, em ambos os casos, que não
há conhecimento das MF do sistema não linear em comparação com o Teorema 1. No
segundo exemplo numérico, será possível observar o comportamento temporal adotado
pelo mesmo sistema não linear com incertezas paramétricas para um ponto de projeto
específico baseado no exemplo anterior ao considerar um controlador chaveado utilizando
uma NQLF com atraso temporal definido no Teorema 2.

Exemplo 1. Este exemplo mostra a região de factibilidade correspondente a um sistema
não linear com incertezas paramétricas aplicando o Teorema 1, Teorema 2 e Teorema 3;
de modo que seja possível visualizar as diferenças entre o uso de cada controlador para
esse tipo de sistemas não lineares.

Tomando como referência os valores numéricos mostrados no Exemplo 1 (Mar-
quez et al., 2016), correspondentes a um sistema não linear com incertezas paramétricas
representado pelo modelo fuzzy T-S (17), definem-se as seguintes matrizes e constantes:
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𝐴1 =
⎡⎣ 1, 59 −7, 29

0, 01 0

⎤⎦ , 𝐴2 =
⎡⎣ 0, 02 −4, 64

0, 35 0, 21

⎤⎦ ,
𝐴3 =

⎡⎣ −𝑎 −4, 33
0 0, 05

⎤⎦ , 𝐴4 =
⎡⎣ 0, 89 −5, 29

0, 1 0

⎤⎦ ,
𝐵1 =

⎡⎣ 1
0

⎤⎦ , 𝐵2 =
⎡⎣ 8

0

⎤⎦ , 𝐵3 =
⎡⎣ −𝑏+ 6

−1

⎤⎦ , 𝐵4 =
⎡⎣ 1

0

⎤⎦ ,
𝑤10 = 1 − 𝑠𝑒𝑛𝑥1

2 , 𝑤20 = 4 − 𝑥2
2

4 , 𝑤11 = 1 − 𝑤10, 𝑤21 = 1 − 𝑤20,

𝛼1(𝑡) = 𝑤10𝑤20, 𝛼2(𝑡) = 𝑤10𝑤21, 𝛼3(𝑡) = 𝑤11𝑤20, 𝛼4(𝑡) = 𝑤11𝑤21.

(75)

Sobre o sistema mostrado, considera-se uma taxa de decaimento nula (𝛽 = 0),
um atraso temporal constante (𝜙 = 0, 1𝑠) e uma variação de 𝑎 ∈ [0, 10] e 𝑏 ∈ [−5, 5]
como parâmetros incertos do sistema não linear. Dessa forma, determina-se a região de
factibilidade correspondente ao Teorema 1 (△, ○, ×), Teorema 2 (△, ○) e Teorema 3
(△), mostrados na Figura 1.

Figura 1 – Região de factibilidade correspondente ao Teorema 1 (△, ○, ×), Teorema 2
(△, ○), Teorema 3 (△).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-----a-----

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

--
--

-b
--

--
-

Região de factibilidade para as condições de estabilidade

Fonte: Elaboração do autor.

Como se pode observar na Figura 1, o controlador baseado no Teorema 1 mostra
uma região factível maior do que as obtidas com os Teoremas 2 e Teorema 3. Esse fato
ocorre porque o controlador baseado no Teorema 1 considera a disponibilidade de todas
as MF, o que torna sua implementação mais complexa em termos matemáticos e compu-
tacionais. Enquanto isso, o Teorema 2 e o Teorema 3 não utilizam essas MF no projeto
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do controlador. Esse resultado é muito útil ao projetar controladores em sistemas não
lineares quando, por alguma razão, não se tem informações suficientes sobre o sistema,
limitando a obtenção de detalhes das MF. Nesse caso, os controladores baseados nos Te-
oremas 2 e Teorema 3 são bastante úteis, já que não dependem da forma ou valor que as
MF assumem sobre o sistema a cada instante.

Exemplo 2. Este exemplo mostra o comportamento temporal das variáveis de estado,
do sinal de controle e dos sinais de chaveamento do controlador correspondentes a um
sistema não linear com incertezas paramétricas sob um controle chaveado utilizando uma
NQLF com atraso temporal.

Considerando os valores numéricos descritos em (75), correspondentes a um sis-
tema não linear com incertezas paramétricas representado pelo modelo fuzzy T-S (17),
onde se considera uma taxa de decaimento nula (𝛽 = 0), um retardo temporal constante
(𝜙 = 0, 1𝑠), condições iniciais 𝑥1(0) = 0, 7, 𝑥2(0) = −0, 5 e cujas incertezas paramétricas
são definidas por 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, os quais foram selecionados convenientemente a partir
dos resultados obtidos na Figura 1 com o objetivo de garantir a estabilidade do sistema.

Realizou-se a simulação do sistema não linear com incertezas paramétricas, par-
tindo das LMIs apresentadas no Teorema 2, cujos resultados correspondentes às matrizes
𝑃𝑖 são mostrados a seguir e os resultados das matrizes 𝑀𝑗𝑘𝑙 e 𝑄𝑖𝑘𝑙 são mostradas no
Apêndice A:

[𝑃1 | 𝑃2] =
⎡⎣ 0, 5309 −0, 0738 0, 2286 −0, 0489

−0, 0738 0, 0210 −0, 0489 0, 0209

⎤⎦ ,
[𝑃3 | 𝑃4] =

⎡⎣ 0, 1856 −0, 0413 0, 4368 −0, 0638
−0, 0413 0, 0201 −0, 0638 0, 0208

⎤⎦ .
(76)

Esses valores calculados nos permitem representar o sistema não linear com in-
certezas paramétricas na ferramenta de simulação Simulink, obtendo o comportamento
temporal do sistema controlado. Dessa forma, poderemos visualizar a variação temporal
das variáveis de estado, do sinal de controle e dos sinais de chaveamento.

A Figura 2 mostra o comportamento dinâmico de um sistema não linear descrito
em (17), cuja lei de controle chaveado é baseada nas LMIs do Teorema 2, as quais ga-
rantem que o sistema seja globalmente assintoticamente estável para as condições iniciais
consideradas neste exemplo, tanto para as variáveis de estado quanto para o sinal de
controle.
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Figura 2 – Comportamento dinâmico do sistema não linear descrito em (17) e (75) com
𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento (14) - (16), considerando
uma NQLF com retardo temporal 𝜙 = 0, 1𝑠 e as condições LMIs (30).
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 3 mostra o comportamento dinâmico de 𝛼𝑖(𝑡), o qual representa a variação
temporal que as funções de pertinência têm, validando que em cada instante se cumpra∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼𝑖(𝑡) = 1, conforme é visualizado no gráfico de cor vermelha. É importante também
destacar que essas funções são resultado do controlador chaveado implementado, mas não
são necessárias para o projeto do controlador, como foi demonstrado no Teorema 2, que
permite controlar sistemas com informações desconhecidas.
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Figura 3 – Variação temporal de 𝛼𝑖(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(17) e (75) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento (14) -
(16), considerando uma NQLF com retardo temporal (9) e as condições de
factibilidade.

Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 4 mostra o comportamento dinâmico da regra de chaveamento 𝜎, cuja
lei de controle chaveado é definida em (15) e (16). Os valores assumidos pela regra de
chaveamento 𝜎 são limitados pelo número de vértices do conjunto politopo definido, de
modo que o valor máximo que 𝜎 pode assumir é 4. Além disso, a matriz 𝑄 determina a
chave 𝜎, cujos valores definem a seleção da matriz 𝑄𝜎𝑘𝑙 e da função ℎ𝜎.
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Figura 4 – Variação temporal da regra de chaveamento 𝜎 correspondente ao sistema
não linear descrito em (17) e (75) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei
de chaveamento (14) - (16), considerando uma NQLF (9) e as condições de
factibilidade.

Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 5 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve as variáveis
ℎ𝑗(𝑡) em cada instante de tempo, o qual depende da mudança de estados que existe na
regra de chaveamento 𝜎, conforme mostrado na Figura 4. Além disso, podemos verificar
que a partir do tempo 𝑡 = 6𝑠, o sistema não linear com incertezas paramétricas se mantém
estável apenas alternando entre os estados 𝜎 = 1 e 𝜎 = 2.

A Figura 6 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve o fator ℎ−
𝑗 ,

o qual é o mesmo fator ℎ𝑗(𝑡), mas com um retardo temporal 𝜙 = 0.1𝑠. Além disso,
com relação a esse fator com retardo temporal ℎ−

𝑗 (𝑡), é importante mencionar que para
o instante 𝑡 < 0, matematicamente não está definido, por esse motivo, considerou-se
convenientemente um valor inicial de 0.25 para ℎ−

1 , ℎ
−
2 , ℎ

−
3 e ℎ−

4 em 𝑡 = 0, uma vez que
deve-se manter ∑︀𝑟

𝑗=1 ℎ
−
𝑗 (𝑡) = 1 e ℎ−

𝑗 (𝑡) ≥ 0.
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Figura 5 – Variação temporal de ℎ𝑖(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(17) e (75) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento (14) -
(16), considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.

Fonte: Elaboração do autor.

Figura 6 – Varição temporal de ℎ−
𝑖 (𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em

(17) e (75) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento (14) -
(16), considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.

Fonte: Elaboração do autor.
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Finalmente, a Figura 7 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve
a função 𝑣𝑙(𝑡) = 1

𝜙

∫︀ 𝑡
𝑡−𝜙 ℎ𝑖(𝜏)𝑑𝜏 definida em (10), a qual também depende da variação

do fator ℎ𝑗(𝑡) mostrado na Figura 5, validando também que se cumpre ∑︀𝑟
𝑙=1 𝑣𝑙(𝑡) = 1 e

𝑣𝑙(𝑡) ≥ 0, herdando a propriedade da soma convexa do fator ℎ𝑗(𝑡).

Figura 7 – Variação temporal de 𝑣𝑙(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(17) e (75) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento (14) -
(16), considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.

Fonte: Elaboração do autor.
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4 CONTROLE CHAVEADO ℋ∞ EM SISTEMAS NÃO LINEARES
FUZZY T-S COM RETARDO TEMPORAL

No capítulo anterior, foi realizado o projeto de um controlador chaveado para siste-
mas não lineares com incertezas paramétricas, descritos por modelos fuzzy T-S, utilizando
uma NQLF com retardo temporal. Esse controlador propõe as LMIs (30) corresponden-
tes ao Teorema 2 para garantir que o sistema seja globalmente assintoticamente estável.
Essa metodologia tem sua principal vantagem na ampliação da região de factibilidade
em relação a outra metodologia mais conservadora que também implementa um controle
chaveado, conforme demonstrado no Teorema 3, tornando-se interessante em casos onde
é necessário um amplo intervalo de operação, apesar das incertezas paramétricas que o
sistema possa naturalmente ter. É importante ressaltar que, para o projeto dessa meto-
dologia, não foram consideradas perturbações externas (𝑤(𝑡) = 0), portanto, diante de
alguma entrada exógena definida (𝑤(𝑡) ̸= 0), o sistema terá uma influência inesperada no
comportamento de sua saída. Agora, dado que essa metodologia tem a vantagem de pos-
suir uma ampla região de factibilidade em relação a outras metodologias conservadoras,
considera-se necessário otimizar essa metodologia por meio do projeto de um novo con-
trolador que permita atuar diante desses eventos complementares, de modo a minimizar
a influência de alguma entrada exógena definida no comportamento da saída e garantir
que o sistema seja globalmente assintoticamente estável. Para alcançar esse objetivo, será
utilizada uma metodologia complementar que se baseia em minimizar a norma ℋ∞ do
sistema não linear, cujo procedimento será descrito neste capítulo como parte do projeto
dessa nova metodologia mais robusta.

Para a análise da nova metodologia de controle robusto, são consideradas as equa-
ções correspondentes ao sistema não linear descrito por modelos fuzzy T-S em (5)-(7),
onde 𝑤(𝑡) ̸= 0, e a lei de controle será definida por (14)-(16), de modo que o seguinte
sistema equivalente é obtido:

𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 )𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = (𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡).

(77)

Além disso, dado que essa nova metodologia de controle robusto busca reduzir o efeito da
atenuação na saída do sistema correspondente a alguma entrada exógena, é considerado
o seguinte critério de atenuação para ℋ∞, onde consideramos que a entrada exógena
𝑤(𝑡) ̸= 0, é um sinal de energia finita, neste caso, estabelecemos a relação:

sup
‖𝑤(𝑡)‖2 ̸=0

‖𝑦(𝑡)‖2

‖𝑤(𝑡)‖2
≤ 𝛾, (78)

ou seja, garantindo-se que ‖𝑦(𝑡)‖2 seja inferior a ‖𝑤(𝑡)‖2 multiplicado por um escalar 𝛾,
sendo 𝛾 << 1, asseguramos que grandes valores de 𝑤(𝑡) provocarão pequenos impactos
em 𝑦(𝑡), onde o valor mínimo possível deve ser tomado de forma que satisfaça a seguinte
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condição: 𝛾 > 0. Além disso, de acordo com (Boyd et al., 1994), a condição (78) é satisfeita,
se existe uma função de Lyapunov candidata 𝑉 (𝑥), de modo que esta função de Lyapunov
atenda à seguinte restrição:

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) + 𝛾−1𝑦𝑇 (𝑡)𝑦(𝑡) − 𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) ≤ 0. (79)

Teorema 4. (Marquez et al., 2016). O modelo T-S (77) sob a lei de controle (18) atende
ao critério de atenuação ℋ∞ (78) se existir um escalar 𝜙 > 0 e matrizes 𝑃𝑖 = 𝑃 𝑇

𝑖 > 0,
𝑀𝑗𝑘𝑙, 𝐻𝑗𝑘𝑙, 𝑅𝑗𝑘𝑙, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ 1, 2, . . . , 𝑟, tais que as restrições LMI (19) são satisfeitas com:

ϒ𝑘𝑙
𝑖𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴𝑖𝐻𝑗𝑘𝑙 +𝐵𝑖𝐹𝑗𝑘𝑙 + (*) − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) (*) (*) (*)

𝑃𝑙 −𝐻𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑇
𝑗𝑘𝑙𝐴

𝑇
𝑖 −𝑅𝑗𝑘𝑙 −𝑅𝑇

𝑗𝑘𝑙 0 0
𝐸𝑇

𝑖 0 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑖𝑃𝑙 +𝐷𝑖𝐹𝑗𝑘𝑙 0 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (80)

Demonstração. A condição (79) garantindo (78) pode ser escrita da seguinte forma, uma
vez que a proposta NQLF (9) e o modelo T-S (77) sob a lei de controle não-PDC (18) são
levados em consideração:

𝑉̇ + 𝛾−1𝑦𝑇𝑦 − 𝛾𝑤𝑇𝑤 =𝑥𝑇𝑃−1
𝑣

(︁(︁
𝐴ℎ +𝐵ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣

)︁
𝑥+ 𝐸ℎ𝑤

)︁
+ (*)

+ 𝑥𝑇 𝑃̇−1
𝑣 𝑥− 𝛾𝑤𝑇𝑤 + 𝛾−1

(︁(︁
𝐶ℎ +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣

)︁
𝑥

+𝐺ℎ𝑤)𝑇
(︁(︁
𝐶ℎ +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣

)︁
𝑥+𝐺ℎ𝑤

)︁
=
⎡⎣ 𝑥

𝑤

⎤⎦𝑇 ⎧⎨⎩Φ + 𝛾−1

⎡⎣ (𝐶ℎ +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 )𝑇

𝐺𝑇
ℎ

⎤⎦
[︁
𝐶ℎ +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝐺ℎ

]︁}︁ ⎡⎣ 𝑥

𝑤

⎤⎦ ≤ 0

(81)

com Φ =
⎡⎣ 𝑃−1

𝑣 (𝐴ℎ +𝐵ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 ) + (*) + 𝑃̇−1

𝑣 (*)
𝐸𝑇

ℎ 𝑃
−1
𝑣 −𝛾𝐼

⎤⎦ .
Aplicando o complemento de Schur à matriz de blocos no meio da última expressão,

pode-se ver que a desigualdade nela está garantida se:⎡⎢⎢⎢⎣
𝑃−1

𝑣 (𝐴ℎ +𝐵ℎ𝐹ℎℎ−𝑃−1
𝑣 ) + (*) + 𝑃̇−1

𝑣 (*) (*)
𝐸𝑇

ℎ 𝑃
−1
𝑣 −𝛾𝐼 (*)

𝐶ℎ +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝐺ℎ −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (82)

que, após pré- e pós-multiplicação por (𝑃𝑣, 𝐼, 𝐼) em bloco e levando em consideração que
𝑃𝑣𝑃̇

−1
𝑣 𝑃𝑣 = −𝑃̇𝑣, é equivalente a:⎡⎢⎢⎢⎣

𝐴ℎ𝑃𝑣 +𝐵ℎ𝐹ℎℎ−𝑣 + (*) − 𝑃̇𝑣 (*) (*)
𝐸𝑇

ℎ −𝛾𝐼 (*)
𝐶ℎ𝑃𝑣 +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣 𝐺ℎ −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0. (83)
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Como antes, a Propriedade 2 pode ser aplicada à entrada de bloco (1, 1) na
expressão acima com 𝐴 = 𝐴𝑇

ℎ , 𝐿 = 𝐻𝑇
ℎℎ−𝑣, 𝑅 = 𝑅ℎℎ−𝑣, 𝑄 = 𝐵ℎ𝐹ℎℎ−𝑣 + (*)− 𝑃̇𝑣, e

𝑃̇ 𝑣 = 1
𝛼

(𝑃ℎ − 𝑃ℎ−), para obter a seguinte desigualdade suficiente:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝐴ℎ𝐻ℎℎ−𝑣 +𝐵ℎ𝐹ℎℎ−𝑣 + (*)
− 1

𝜙
(𝑃ℎ − 𝑃ℎ−)

)︁
(*) (*)

𝑃𝑣 −𝐻ℎℎ−𝑣 +𝑅𝑇
ℎℎ−𝑣𝐴

𝑇
ℎ −𝑅ℎℎ−𝑣 −𝑅𝑇

ℎℎ−𝑣 (*) (*)
𝐸𝑇

ℎ 0 −𝛾𝐼 (*)
𝐶ℎ𝑃𝑣 +𝐷ℎ𝐹ℎℎ−𝑣 0 𝐺ℎ −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (84)

As condições (19) com ϒ𝑘𝑙
𝑖𝑗 definidas como em (80) garantem (84), o que conclui a

prova.

4.1 PROJETO DE UM CONTROLADOR CHAVEADO ℋ∞ EM SIS-
TEMAS NÃO LINEARES FUZZY T-S UTILIZANDO NQLF COM
RETARDO TEMPORAL

Nesta seção, é apresentada uma condição baseada em LMIs que garante a estabi-
lidade assintótica de um sistema não linear com incertezas paramétricas e perturbações
externas, o qual é descrito por modelos fuzzy T-S definidos em (77), utilizando uma NQLF
(9) e um controlador chaveado definido em (14)-(16).

Teorema 5. O modelo T-S (77) sob a lei de controle (14)-(16), atende ao critério de
atenuação ℋ∞ (78) se existir um escalar 𝜙 > 0 tais que seguintes LMIs forem factíveis:

min 𝛾2

sujeito a
⎡⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 +𝑀𝑇

𝑗𝑘𝑙𝐵
𝑇
𝑖 − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙 (*) (*)
𝐸𝑇

𝑖 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑖𝑃𝑙 +𝐷𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0,

𝐴𝑖𝑃𝑙 + 𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖 +𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0.

(85)

onde 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ K𝑟, sendo 𝑟 o número de vértices do conjunto politopo, 𝑃𝑖 ∈ R𝑛×𝑛 é uma
matriz simétrica definida positiva, 𝑍𝑖𝑘𝑙, 𝑄𝑖𝑘𝑙 ∈ R𝑛×𝑛 são matrizes simétricas e 𝑀𝑗𝑘𝑙 ∈
R𝑚×𝑛.

Demonstração. Considerando uma NQLF (9), calculamos sua derivada e a substituímos
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em (79), utilizando o sistema equivalente (77), resultando em:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑥̇(𝑡) + (𝑥̇(𝑡))𝑇𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)
(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁𝑇 [︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) ≤ 0.

(86)

Sobre essa desigualdade, substituímos (77), para obter:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
(𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡)

]︁
+ (*) + 𝑥𝑇 (𝑡)

(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁𝑇 [︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) ≤ 0.

(87)

Considerando a extensão correspondente à lei de controle em (36) e a matriz de
relaxação definida em (37), analisamos as desigualdades definidas em (38) e (87), de modo
a reduzir alguns termos em (87), resultando em duas novas condições suficientes para a
validade da condição dada:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡)

]︁
+ (*) + 𝑥𝑇 (𝑡)

(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁𝑇 [︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0,

(88)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝐴𝑧𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0.

(89)

Dado que existem vários termos comuns em (88), é conveniente realizar uma mu-
dança de variável Φ para facilitar o cálculo, cujo valor está definido por:

Φ =
⎡⎣ 𝑃−1

𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + (*) +

(︁
𝑑𝑃 −1

𝑣

𝑑𝑡

)︁
− 𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 − 𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 (*)

𝐸𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 −𝛾𝐼

⎤⎦ ,
(90)

o que nos permite fatorar os termos 𝑥(𝑡), 𝑥𝑇 (𝑡), 𝑤(𝑡) e 𝑤𝑇 (𝑡), de modo que, substituindo
na desigualdade (88), obtemos o seguinte resultado:⎡⎣ 𝑥(𝑡)
𝑤(𝑡)

⎤⎦𝑇 ⎧⎨⎩Φ + 𝛾−1

⎡⎣ (𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 )𝑇

𝐺𝑇
𝑧

⎤⎦ [︁𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝐺𝑧

]︁⎫⎬⎭
⎡⎣ 𝑥(𝑡)
𝑤(𝑡)

⎤⎦ ≤ 0,

(91)
𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0.

(92)

A última forma adotada para o bloco matricial central da desigualdade (91) nos permite
representá-la convenientemente como um novo bloco matricial através do Complemento
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de Schur, de modo que a desigualdade (91) agora seja uma LMI como mostrada a seguir,
na qual já é possível excluir os termos 𝑥(𝑡), 𝑥𝑇 (𝑡), 𝑤(𝑡) e 𝑤𝑇 (𝑡) de (91) e (92), dado que
também foi considerado que 𝑥(𝑡) ̸= 0 e 𝑤(𝑡) ̸= 0, resultando em:⎡⎢⎢⎢⎣
𝑃−1

𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + (*) +

(︁
𝑑𝑃 −1

𝑣

𝑑𝑡

)︁
− 𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 − 𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 (*) (*)

𝐸𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 −𝛾𝐼 (*)

𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝐺𝑧 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0,

(93)
𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧 + 𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 + 𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + 𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 ≤ 0. (94)

Agora, considerando uma matriz bloco diagonal 𝑃 *
𝑣 definida por:

𝑃 *
𝑣 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑃𝑣 0 0
0 𝐼 0
0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ , (95)

multiplicamos esta matriz à direita e à esquerda na desigualdade (93), enquanto na desi-
gualdade (94) também a multiplicamos à direita e à esquerda por 𝑃𝑣, obtendo a seguinte
redução: ⎡⎢⎢⎢⎣

𝐵𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣 + (*) − 𝑃̇𝑣 − 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣 − 𝑍𝛼ℎ−𝑣 (*) (*)
𝐸𝑇

𝑧 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑧𝑃𝑣 +𝐷𝑧𝑀𝜎ℎ−𝑣 𝐺𝑧 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (96)

𝐴𝑧𝑃𝑣 + 𝑃𝑣𝐴
𝑇
𝑧 + 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣 + 𝑍𝛼ℎ−𝑣 ≤ 0. (97)

Sobre esses resultados, uma forma de generalizar as LMIs obtidas é considerando
os valores de definição mostrados em (5), (8), (9), (11), (14), (15), (36) e (37), resultando
em:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑟
𝑘=1

∑︀𝑟
𝑙=1 𝛼𝑖ℎ

−
𝑘 𝑣𝑙𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 + (*) − 1

𝜙

(︁∑︀𝑟
𝑗=1 ℎ𝑗𝑃𝑗 −∑︀𝑟

𝑘=1 ℎ
−
𝑘 𝑃𝑘

)︁
−∑︀𝑟

𝑘=1
∑︀𝑟

𝑙=1 ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑄𝑗𝑘𝑙 −∑︀𝑟

𝑖=1
∑︀𝑟

𝑘=1
∑︀𝑟

𝑙=1 𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑍𝑖𝑘𝑙 (*) (*)∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼𝑖𝐸
𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)∑︀𝑟

𝑖=1
∑︀𝑟

𝑙=1 𝛼𝑖𝑣𝑙𝐶𝑖𝑃𝑙 +∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑟
𝑘=1

∑︀𝑟
𝑙=1 𝛼𝑖ℎ

−
𝑘 𝑣𝑙𝐷𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ < 0,

(98)
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖𝑣𝑙𝐴𝑖𝑃𝑙 +
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖𝑣𝑙𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑄𝑖𝑘𝑙 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0,

(99)

Finalmente, adicionamos convenientemente os fatores ∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖 = 1,∑︀𝑟

𝑘=1 ℎ𝑗 =
1,∑︀𝑟

𝑘=1 ℎ
−
𝑘 = 1 e ∑︀𝑟

𝑙=1 𝑣𝑙 = 1 em (98) e (99), para eliminar os fatores comuns positi-
vos, uma vez que 𝛼𝑖 ≥ 0, ℎ𝑗 ≥ 0, ℎ−

𝑘 ≥ 0 e 𝑣𝑙 ≥ 0, comprovando o Teorema 5:

min 𝛾2

sujeito a
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𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 +𝑀𝑇
𝑗𝑘𝑙𝐵

𝑇
𝑖 − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙 (*) (*)
𝐸𝑇

𝑖 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑖𝑃𝑙 +𝐷𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (100)

𝐴𝑖𝑃𝑙 + 𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖 +𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0. (101)

4.2 PROJETO DE UM CONTROLADOR CHAVEADO ℋ∞ EM SIS-
TEMAS NÃO LINEARES FUZZY T-S UTILIZANDO QLF

Assim como foi desenvolvido na Seção 3.2 o caso de um controlador mais conser-
vador baseado em (Souza et al., 2013), onde foi considerada a existência de uma matriz
simétrica definida positiva constante 𝑃𝑣 = 𝑃 , cuja lei de controle foi definida por (53)
e (54), nesta seção também será projetado um caso mais conservador com as condições
apresentadas em (77), (78) e (79) para um sistema não linear com incertezas paramétricas
e perturbações externas. O objetivo é analisar e comparar os resultados obtidos na seção
anterior.

Para o projeto dessa metodologia mais conservadora, também é necessário garantir
a estabilidade assintótica de um sistema não linear com incertezas paramétricas e per-
turbações externas, descrito por modelos fuzzy T-S (77). No entanto, ao contrário da
seção anterior, nesta seção será considerada uma QLF, o que implica que a matriz 𝑃𝑣 é
constante, ou seja, 𝑃𝑣 = 𝑃 , e a lei de controle chaveado será baseada em (Souza et al.,
2013).

Tudo isso se torna necessário para validar que o método de controle apresentado
em (85) possui vantagens relacionadas à sua região de factibilidade, conforme mencionado
em (Marquez et al., 2016), em relação a outros métodos de controle mais conservadores.

Teorema 6. O modelo T-S (5)-(7) sob a lei de controle (53) e (54), atende ao critério
de atenuação ℋ∞ (78), se seguintes LMIs forem factíveis:

min 𝛾2

sujeito a
⎡⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀𝑗 +𝑀𝑇

𝑗 𝐵
𝑇
𝑖 −𝑄𝑗 − 𝑍𝑖 (*) (*)

𝐸𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)

𝐶𝑖𝑃 +𝐷𝑖𝑀𝑗 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0,

𝐴𝑖𝑃 + 𝑃𝐴𝑇
𝑖 +𝑄𝑖 + 𝑍𝑖 ≤ 0.

(102)

onde 𝑖, 𝑗 ∈ K𝑟, sendo 𝑟 o número de vértices do conjunto politopo, 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 é uma
matriz simétrica definida positiva, 𝑍𝑖, 𝑄𝑖 ∈ R𝑛×𝑛 são matrizes simétricas, e 𝑀𝑗 ∈ R𝑚×𝑛.
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Demonstração. Considerando uma QLF definida por 𝑉 (𝑥) = 𝑥𝑇𝑃−1𝑥(𝑡) (Boyd et al.,
1994), sua derivada é calculada e substituída em (79), resultando em:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑥̇(𝑡) + (𝑥̇(𝑡))𝑇𝑃−1𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃

−1)𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)
]︁−1 [︁

(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃
−1)𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) ≤ 0.

(103)

Sobre esta desigualdade, substituímos (77) e (79), resultando em:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
[︁
(𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1)𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡)
]︁

+ (*)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃

−1)𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)
]︁−1 [︁

(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃
−1)𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) ≤ 0.

(104)

Considerando a extensão correspondente à lei de controle em (36) e a matriz de relaxa-
mento definida em (37), analisamos as desigualdades definidas em (38) e (104), resultando
em duas novas condições suficientes para a validade da condição:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
[︁
𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡)
]︁

+ (*)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃

−1)𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)
]︁−1 [︁

(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃
−1)𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝜎𝑃

−1𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝛼𝑃
−1𝑥(𝑡) ≤ 0,

(105)

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝐴𝑧𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝛼𝑃
−1𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝛼𝑃
−1𝑥(𝑡) ≤ 0.

(106)

Dado que existem vários termos comuns em (105), é conveniente fazer uma mu-
dança de variável Φ para facilitar o cálculo, cujo valor é definido por:

Φ =
⎡⎣ 𝑃−1𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃

−1 + (*) − 𝑃−1𝑄̄𝜎𝑃
−1 − 𝑃−1𝑍𝛼𝑃

−1 (*)
𝐸𝑇

𝑧 𝑃
−1 −𝛾𝐼

⎤⎦ , (107)

o que nos permite fatorar os termos 𝑥(𝑡), 𝑥𝑇 (𝑡), 𝑤(𝑡) e 𝑤𝑇 (𝑡). Substituindo na desigualdade
(105), obtemos o seguinte resultado:
⎡⎣ 𝑥(𝑡)
𝑤(𝑡)

⎤⎦𝑇 ⎧⎨⎩Φ + 𝛾−1

⎡⎣ (𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃
−1)𝑇

𝐺𝑇
𝑧

⎤⎦ [︁𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃
−1 𝐺𝑧

]︁⎫⎬⎭
⎡⎣ 𝑥(𝑡)
𝑤(𝑡)

⎤⎦ ≤ 0,

(108)
𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝐴𝑧𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑄̄𝛼𝑃

−1𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1𝑍𝛼𝑃
−1𝑥(𝑡) ≤ 0.

(109)

Esta última forma que o bloco matricial central da desigualdade (108) adotou nos permite
representá-la de forma conveniente como um novo bloco matricial através do Complemento
de Schur, de modo que a desigualdade (108) agora se torna uma LMI, conforme mostrado
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abaixo. Agora é possível excluir os termos 𝑥(𝑡), 𝑥𝑇 (𝑡), 𝑤(𝑡) e 𝑤𝑇 (𝑡) de (108) e (109), pois
também consideramos que 𝑥(𝑡) ̸= 0 e 𝑤(𝑡) ̸= 0, resultando em:⎡⎢⎢⎢⎣

𝑃−1𝐵𝑧𝑀𝜎𝑃
−1 + (*) − 𝑃−1𝑄̄𝜎𝑃

−1 − 𝑃−1𝑍𝛼𝑃
−1 (*) (*)

𝐸𝑇
𝑧 𝑃

−1 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜎𝑃

−1 𝐺𝑧 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (110)

𝑃−1𝐴𝑧 + 𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1 + 𝑃−1𝑄̄𝛼𝑃
−1 + 𝑃−1𝑍𝛼𝑃

−1 ≤ 0. (111)

Agora, considerando uma matriz bloco diagonal 𝑃 * definida por:

𝑃 * =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑃 0 0
0 𝐼 0
0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ , (112)

esta matriz diagonal 𝑃 * é multiplicada à esquerda e à direita na LMI (110), enquanto na
LMI (111) é multiplicada à direita e à esquerda por 𝑃𝑣, resultando na seguinte redução:⎡⎢⎢⎢⎣

𝐵𝑧𝑀𝜎 + (*) − 𝑄̄𝜎 − 𝑍𝛼 (*) (*)
𝐸𝑇

𝑧 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑧𝑃 +𝐷𝑧𝑀𝜎 𝐺𝑧 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (113)

𝐴𝑧𝑃 + 𝑃𝐴𝑇
𝑧 + 𝑄̄𝛼 + 𝑍𝛼 ≤ 0. (114)

Sobre esses resultados, uma forma de generalizar as desigualdades obtidas é con-
siderar os valores de definição mostrados em (8), (53) e (54), resultando em:⎡⎢⎢⎢⎣

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐵𝑖𝑀𝑗 + (*) −𝑄𝑗 −∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼𝑖𝑍𝑖 (*) (*)∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐸

𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)∑︀𝑟

𝑖=1 𝛼𝑖𝐶𝑖𝑃 +∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐷𝑖𝑀𝑗

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (115)

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝐴𝑖𝑃 +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑃𝐴

𝑇
𝑖 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑄𝑖 +
𝑟∑︁

𝑖=1
𝛼𝑖𝑍𝑖 ≤ 0. (116)

Finalmente, é conveniente adicionar os fatores ∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖 = 1 em (115) e (116), para eliminar

os fatores comuns positivos, uma vez que 𝛼𝑖 ≥ 0, o que prova o Teorema 6:

min 𝛾2

sujeito a ⎡⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀𝑗 +𝑀𝑇

𝑗 𝐵
𝑇
𝑖 −𝑄𝑗 − 𝑍𝑖 (*) (*)

𝐸𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)

𝐶𝑖𝑃 +𝐷𝑖𝑀𝑗 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (117)

𝐴𝑖𝑃 + 𝑃𝐴𝑇
𝑖 +𝑄𝑖 + 𝑍𝑖 ≤ 0. (118)
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4.3 EXEMPLOS

Com o objetivo de validar as condições LMI definidas no Teorema 4, Teorema 5 e
no Teorema 6, nesta seção apresentamos dois exemplos numéricos. No primeiro exemplo
numérico, será possível visualizar graficamente as vantagens de se considerar um controla-
dor chaveado robusto em sistemas não lineares usando uma NQLF com retardo temporal
em comparação com um controlador chaveado robusto em sistemas não lineares usando
uma QLF. No segundo exemplo numérico, será visualizado o comportamento temporal
que o mesmo sistema não linear adota ao usar um controlador chaveado robusto com
NQLF com retardo temporal.

Exemplo 3. Região de factibilidade correspondente a um sistema não linear com incerte-
zas paramétricas e perturbações externas sob um controle chaveado robusto utilizando uma
NQLF com retardo temporal, em comparação com um sistema não linear com incertezas
paramétricas e perturbações externas sob um controle chaveado utilizando uma QLF.

Tomando novamente como referência o modelo fuzzy T-S utilizado no Exemplo
1, equação (31), em (Marquez et al., 2016) de um sistema não linear com incertezas
paramétricas e perturbações externas representado pelo modelo fuzzy T-S (77), onde se
considera um retardo temporal constante (𝜙 = 0, 1𝑠), um parâmetro de valor real 𝜂 = 0
(sendo que 𝜂 foi definido no modelo fuzzy T-S utilizado no Exemplo 1, equação (31), em
(Marquez et al., 2016), e uma variação correspondente às incertezas paramétricas definidas
por 𝑎 ∈ [2, 5] e 𝑏 ∈ [−5, 4].

Dessa forma, determina-se a região de factibilidade correspondente ao Teorema 4
(△, ○, ×), Teorema 5 (△, ○) e Teorema 6 (△), mostrados na Figura 8:
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Figura 8 – Região de factibilidade correspondente ao Teorema 6 (△), Teorema 5 (△, ○)
e Teorema 4 (△, ○, ×).
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Fonte: Elaboração do autor.

Portanto, pode-se concluir que a metodologia de controle chaveado robusto ℋ∞

utilizando uma NQLF com retardo temporal, conforme definido no Teorema 5, é mais
eficiente do que a metodologia de controle chaveado robusto ℋ∞ utilizando uma QLF,
conforme definido no Teorema 6, para sistemas não lineares.

Exemplo 4. Comportamento temporal das variáveis de estado, sinal de controle, sinal
de saída, perturbação externa e sinais de chaveamento correspondentes a um sistema
não linear com incertezas paramétricas e perturbações externas sob um controle chaveado
robusto ℋ∞ utilizando uma NQLF com atraso temporal.

Considerando o modelo fuzzy T-S utilizado no Exemplo 1, equação (31), em (Mar-
quez et al., 2016), correspondentes a um sistema não linear com incertezas paramétricas
e perturbações externas representado pelo modelo fuzzy T-S (77), onde é considerado um
atraso temporal constante (𝜙 = 0.1𝑠), condições iniciais 𝑥1(0) = 0.7, 𝑥2(0) = −0.5, uma
perturbação externa definida por 𝜂 = 0, e cujas incertezas paramétricas estão definidas
por 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, que foram selecionadas convenientemente a partir dos resultados
obtidos na Figura 8 com a finalidade de garantir a estabilidade do sistema.

Foi realizada a simulação do sistema não linear com incertezas paramétricas e
perturbações externas, com base nas LMIs apresentadas no Teorema 5, cujos resultados
correspondentes às matrizes 𝑃𝑖 são mostrados a seguir:
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[𝑃1 | 𝑃2] =
⎡⎣ 2, 7045 −0, 3880 1, 4641 −0, 2746

−0, 3880 0, 0924 −0, 2746 0, 0927

⎤⎦ ,
[𝑃3 | 𝑃4] =

⎡⎣ 1, 4803 −0, 2752 2, 3067 −0, 3385
−0, 2752 0, 0926 −0, 3385 0, 0912

⎤⎦ .
(119)

Esses valores calculados nos permitem representar o sistema não linear com incer-
tezas paramétricas e perturbações externas na ferramenta de simulação Simulink, obtendo
o comportamento temporal do sistema controlado. As matrizes 𝑀𝑗𝑘𝑙 e 𝑄𝑖𝑘𝑙 encontradas
são apresentadas no Apêndice A.

A Figura 9 mostra o comportamento dinâmico de um sistema não linear descrito
em (77), cuja lei de controle robusto chaveado ℋ∞ é baseada nas LMIs do Teorema 5,
que garantem que o sistema seja globalmente assintoticamente estável para as condições
iniciais consideradas neste exemplo, tanto para as variáveis de estado quanto para o sinal
de controle.

Figura 9 – Comportamento dinâmico do sistema não linear descrito em (77) com 𝑎 = 3
e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento ℋ∞ (14)-(16), considerando
uma NQLF com retardo temporal 𝜙 = 0, 1𝑠 e as condições de factibilidade.
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Fonte: Elaboração do autor.
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A Figura 10 mostra o comportamento dinâmico de 𝛼𝑖(𝑡), que representa a variação
temporal das funções de pertinência (MF). É verificado que em cada instante de tempo,
a soma de todas as 𝛼𝑖(𝑡) é igual a 1, conforme visualizado no gráfico na cor vermelha. É
importante destacar que essas funções são resultado do controlador chaveado robusto ℋ∞

implementado, mas não são necessárias para o projeto do controlador, como demonstrado
no Teorema 5, o que simplifica o projeto e reduz sua complexidade matemática.

Figura 10 – A variação temporal de 𝛼𝑖(𝑡) é mostrada para o sistema não linear descrito
em (77) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento ℋ∞ (14)-
(16), considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 11 mostra o comportamento dinâmico da regra de chaveamento 𝜎, cuja lei
de controle chaveado ℋ∞ é definida em (14)-(16). Os valores que a regra de chaveamento 𝜎
assume são limitados pelo número de vértices do conjunto politopo definido, de modo que
o valor máximo que 𝜎 pode assumir é 4. Além disso, os valores que a regra de chaveamento
𝜎 assume determinam a seleção das matrizes 𝑄𝜎𝑘𝑙 e ℎ𝑗.
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Figura 11 – A variação temporal da regra de chaveamento 𝜎 correspondente ao sistema
não linear descrito em (77) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de
chaveamento ℋ∞ (14)-(16), considerando uma NQLF (9) e as condições de
factibilidade.
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 12 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve o fator
ℎ𝑗(𝑡) em cada instante de tempo, o qual depende da mudança de estados que existe na
regra de chaveamento 𝜎, conforme mostrado na Figura 11.

Em consequência do comportamento do fator ℎ𝑗(𝑡), na Figura 12 é mostrado o
comportamento dinâmico temporal que descreve o fator ℎ−

𝑗 , que é o mesmo fator ℎ𝑗(𝑡),
mas com um atraso temporal de 𝜙 = 0, 1𝑠. Além disso, é importante mencionar que para o
instante 𝑡 < 0, matematicamente não está definido, por esse motivo, foi convenientemente
considerado um valor inicial de 0.25 para ℎ−

1 , ℎ
−
2 , ℎ

−
3 e ℎ−

4 em 𝑡 = 0, uma vez que se deve
manter ∑︀𝑟

𝑗=1 ℎ
−
𝑗 (𝑡) = 1 e ℎ−

𝑗 (𝑡) ≥ 0.
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Figura 12 – Variação temporal de ℎ𝑖(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(77) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento ℋ∞ (14)-(16),
considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.
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Capítulo 4. CONTROLE CHAVEADO ℋ∞ EM SISTEMAS NÃO LINEARES FUZZY T-S COM
RETARDO TEMPORAL 51

Figura 13 – Variação temporal de ℎ−
𝑖 (𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito

em (77) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento ℋ∞ (14)-
(16), considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 14 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve a função
𝑣𝑙(𝑡) = 1

𝜙

∫︀ 𝑡
𝑡−𝜙 ℎ𝑖(𝜏)𝑑𝜏 definida em (10), a qual também depende da variação do fator ℎ𝑗(𝑡)

mostrado na Figura 12, validando também que se cumpre ∑︀𝑟
𝑙=1 𝑣𝑙(𝑡) = 1 e 𝑣𝑙(𝑡) ≥ 0, ao

herdar a propriedade da soma convexa do fator ℎ𝑗(𝑡).
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Figura 14 – Variação temporal de 𝑣𝑙(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(77) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento ℋ∞ (14)-(16),
considerando uma NQLF (9) e as condições de factibilidade.
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Fonte: Elaboração do autor.

Finalmente, uma vez validados os comportamentos esperados em relação a cada
parâmetro definido para chegar ao Teorema 5, é apresentada a Figura 15 com o objetivo de
ilustrar o comportamento do valor de atenuação 𝛾 em relação ao parâmetro que define as
perturbações externas 𝜂. O valor mínimo de 𝛾 é determinado para valores equiespaçados de
𝜂 ∈ [−1, 1], demonstrando assim a capacidade da nova metodologia proposta no Teorema
5 em comparação ao Teorema 6 para alcançar valores mínimos mais baixos para 𝛾.
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Figura 15 – Comparação dos índices de desempenho 𝛾 correspondentes ao Teorema 5
(○) e ao Teorema 6 (△).
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5 CONTROLE CHAVEADO ℋ∞ SEM CHATTERING EM SISTEMAS
NÃO LINEARES FUZZY T-S COM RETARDO TEMPORAL

Neste capítulo será apresentada uma metodologia que utiliza a teoria de controle
chaveado ℋ∞ em sistemas TS fuzzy não lineares com retardo temporal descrita no Ca-
pítulo 4, como base para resolver seu problema de geração de chattering em sinais de
controle. Este método foi proposto em (Buzetti, 2021), que visa evitar chattering nos
sinais de controle, ou seja, evitar que os ganhos do sistema mudem imediatamente ou em
frequências muito altas. Da mesma forma, esta metodologia permite manter a estabilidade
assintótica do ponto de equilíbrio do sistema, para uma entrada exógena nula (𝑤(𝑡) = 0).

Para a análise desta metodologia são consideradas as equações correspondentes ao
sistema não linear descrito pelos modelos fuzzy T-S em (77), e a lei de controle proposta
em (Buzetti, 2021) que é definida pela seguinte lei de comutação :

𝜆 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎, em 𝑡 = 0,

𝜎, se 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝜎𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡)

−𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝜆𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+2𝜓 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0 e 𝑡 > 0,

não muda, se 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝜎𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡)

−𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑠∑︁
𝑙=1

ℎ−
𝑘 (𝑡)𝑣𝑙(𝑡)𝑄𝜆𝑘𝑙𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+2𝜓 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣 𝑥(𝑡) > 0 e 𝑡 > 0.

𝑢(𝑡) = 𝑢𝜆(𝑡) = 𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

(120)

onde o escalar 𝜓 > 0 representa um parâmetro de projeto, sendo empregado para definir o
erro máximo que o sistema deve suportar até a transição de 𝜆(𝑡). Valores mais elevados de
𝜓 resultarão em uma menor necessidade de comutação do sistema, contudo, isso tornará
o projeto de controle mais conservador.

Se 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1
𝑣 𝑄𝜆𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) < 𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1

𝑣 𝑄𝜎𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2𝜓𝑥(𝑡)𝑇𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡), então o ganho
não muda. Assim, dado um instante 𝑡𝑛 em que 𝜆 (𝑡𝑛) = 𝜎 (𝑡𝑛), mantém 𝜆(𝑡) = 𝜆 (𝑡𝑛) =
𝜎 (𝑡𝑛) até que o erro 𝑥𝑇 (𝑡𝑛+1)𝑃−1

𝑣 (𝑄𝜎 −𝑄𝜆)𝑃−1
𝑣 𝑥 (𝑡𝑛+1) ≤ −2𝜓𝑥𝑇 (𝑡𝑛+1)𝑃−1

𝑣 𝑥 (𝑡𝑛+1),
quando será atualizado o valor de 𝜆(𝑡) para 𝜆 (𝑡𝑛+1) = 𝜎 (𝑡𝑛+1).

Teorema 7. O modelo T-S (5)-(7), sob a lei de controle (14), (15) e (120), atende ao
critério de atenuação ℋ∞ (78), se existirem escalares positivos 𝜑, 𝜓, 𝛽 tais que as seguintes
LMIs são factíveis:
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min 𝛾2

sujeito a⎡⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 +𝑀𝑇

𝑗𝑘𝑙𝐵
𝑇
𝑖 − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙 + 2(𝛽 + 𝜓)𝑃𝑙 (*) (*)

𝐸𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)

𝐶𝑖𝑃𝑙 +𝐷𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0,

𝐴𝑖𝑃𝑙 + 𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖 +𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0,

(121)

onde 𝑖, 𝑗 ∈ K𝑟, sendo 𝑟 o número de vértices do conjunto politopo, 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 é uma matriz
simétrica definida positiva, 𝑍𝑖, 𝑄𝑖 ∈ R𝑛×𝑛 são matrizes simétricas, e 𝑀𝑗 ∈ R𝑚×𝑛, sendo
𝑃𝑙 ∈ R𝑛×𝑛 matrizes simétricas positivas definidas, 𝑍𝑖𝑘𝑙, 𝑄𝑗𝑘𝑙 ∈ R𝑛×𝑛 matrizes simétricas,
𝑀𝑗𝑘𝑙 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑗, 𝑘, 𝑙 ∈ K𝑟.

Demonstração. Defina o termo 𝐿(𝑥, 𝜔) = 𝑉̇ (𝑥(𝑡)) + 𝛾−1𝑦⊤(𝑡)𝑦(𝑡) − 𝛾𝜔⊤(𝑡)𝜔(𝑡) ≤ 0 de
modo que (79) é equivalente a impor que 𝐿(𝑥, 𝜔) ≤ 0. Na prova deste teorema será
considerado o novo termo 𝐿𝑛(𝑥,𝑤) = 𝐿(𝑥,𝑤) + 2(𝛽 + 𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡). Logo, note se
𝐿𝑛(𝑥, 𝜔) ≤ 0, então como 2(𝛽 + 𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) ≥ 0, tem-se que 𝐿(𝑥, 𝜔) ≤ 𝐿𝑛(𝑥, 𝜔) ≤ 0
e assim o critério de atenuação (78) é satisfeito.

Considerando uma NQLF (9), calculamos sua derivada e a substituímos em (79),
somando-se do lado esquerdo desta desiguldade o termo 2(𝛽+𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1𝑥(𝑡), utilizando
o sistema equivalente (5)-(7), (14), (15) e (120), resultando em:

𝐿𝑛(𝑥, 𝜔) = 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑥̇(𝑡) + (𝑥̇(𝑡))𝑇𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)
(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁𝑇 [︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) + 2(𝛽 + 𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0.

(122)

Sobre essa desigualdade, substituímos (7), para obter:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
(𝐴𝑧 +𝐵𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡)

]︁
+ (*) + 𝑥𝑇 (𝑡)

(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁𝑇 [︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) ≤ 0.

(123)

Considerando as definições em (36) e (37), tem-se de (121) que (123) é satisfeita se:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
𝐵𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡)

]︁
+ (*) + 𝑥𝑇 (𝑡)

(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
𝑥(𝑡)

+𝛾−1
[︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁𝑇 [︁
(𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 )𝑥(𝑡) +𝐺𝑧𝑤(𝑡)

]︁
−𝛾𝑤𝑇 (𝑡)𝑤(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+2(𝛽 + 𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0,

(124)
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𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝐴𝑧𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0.

(125)

Dado que existem vários termos comuns em (124), é conveniente realizar uma
mudança de variável Φ para facilitar o cálculo, cujo valor está definido por:

Φ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃−1

𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + (*) +

(︃
𝑑𝑃−1

𝑣

𝑑𝑡

)︃
−𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 − 𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + 2(𝛽 + 𝜓)𝑃−1

𝑣

(*)

𝐸𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (126)

o que nos permite fatorar os termos 𝑥(𝑡), 𝑥𝑇 (𝑡), 𝑤(𝑡) e 𝑤𝑇 (𝑡), de modo que, substituindo
na desigualdade (124), obtemos o seguinte resultado:⎡⎣ 𝑥(𝑡)
𝑤(𝑡)

⎤⎦𝑇 ⎧⎨⎩Φ + 𝛾−1

⎡⎣ (𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 )𝑇

𝐺𝑇
𝑧

⎤⎦ [︁𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝐺𝑧

]︁⎫⎬⎭
⎡⎣ 𝑥(𝑡)
𝑤(𝑡)

⎤⎦ ≤ 0,

(127)
𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝐴𝑧𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝐴𝑇
𝑧 𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝑥(𝑡)

+𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤ 0.

(128)

Levando em conta esta análise acima, a última forma adotada para o bloco matricial
central da desigualdade (127) nos permite representá-la convenientemente como um novo
bloco matricial através do Complemento de Schur, de modo que a desigualdade (127)
agora seja uma LMI como mostrada a seguir, na qual já é possível excluir os termos
𝑥(𝑡), 𝑥𝑇 (𝑡), 𝑤(𝑡) e 𝑤𝑇 (𝑡) de (127) e (128), dado que também foi considerado que 𝑥(𝑡) ̸= 0
e 𝑤(𝑡) ̸= 0, resultando em:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑃−1
𝑣 𝐵𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 + (*) +

(︁
𝑑𝑃 −1

𝑣

𝑑𝑡

)︁
−

𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 − 𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + 2𝑃−1

𝑣 (𝛽 + 𝜓) (*) (*)
𝐸𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣 −𝛾𝐼 (*)

𝐶𝑧 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 𝐺𝑧 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (129)

𝑃−1
𝑣 𝐴𝑧 + 𝐴𝑇

𝑧 𝑃
−1
𝑣 + 𝑃−1

𝑣 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 + 𝑃−1

𝑣 𝑍𝛼ℎ−𝑣𝑃
−1
𝑣 ≤ 0. (130)

Agora, considerando uma matriz bloco diagonal 𝑃 *
𝑣 definida por:

𝑃 *
𝑣 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑃𝑣 0 0
0 𝐼 0
0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ , (131)

multiplicamos esta matriz à direita e à esquerda na LMI (129), enquanto na LMI (130)
também a multiplicamos à direita e à esquerda por 𝑃𝑣, obtendo a seguinte redução:⎡⎢⎢⎢⎣

𝐵𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣 + (*) − 𝑃̇𝑣 − 𝑄̄𝜆ℎ−𝑣 − 𝑍𝛼ℎ−𝑣 + 2(𝛽 + 𝜓)𝑃𝑣 (*) (*)
𝐸𝑇

𝑧 −𝛾𝐼 (*)
𝐶𝑧𝑃𝑣 +𝐷𝑧𝑀𝜆ℎ−𝑣 𝐺𝑧 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (132)
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𝐴𝑧𝑃𝑣 + 𝑃𝑣𝐴
𝑇
𝑧 + 𝑄̄𝛼ℎ−𝑣 + 𝑍𝛼ℎ−𝑣 ≤ 0. (133)

Sobre esses resultados, uma forma de generalizar as desigualdades obtidas é con-
siderando os valores de definição mostrados em (5), (8), (9), (11), (14), (15), (36) e (37),
resultando em:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑟
𝑘=1

∑︀𝑟
𝑙=1 𝛼𝑖ℎ

−
𝑘 𝑣𝑙𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 + (*)

− 1
𝜙

(︁∑︀𝑟
𝑗=1 ℎ𝑗𝑃𝑗 −∑︀𝑟

𝑘=1 ℎ
−
𝑘 𝑃𝑘

)︁
−∑︀𝑟

𝑘=1
∑︀𝑟

𝑙=1 ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑄𝑗𝑘𝑙 −∑︀𝑟

𝑖=1
∑︀𝑟

𝑘=1
∑︀𝑟

𝑙=1 𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑍𝑖𝑘𝑙

+2∑︀𝑟
𝑙=1(𝛽 + 𝜓)𝑃𝑙 (*) (*)∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐸

𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)∑︀𝑟

𝑖=1
∑︀𝑟

𝑙=1 𝛼𝑖𝑣𝑙𝐶𝑖𝑃𝑙 +∑︀𝑟
𝑖=1

∑︀𝑟
𝑘=1

∑︀𝑟
𝑙=1 𝛼𝑖ℎ

−
𝑘 𝑣𝑙𝐷𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙

∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (134)

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖𝑣𝑙𝐴𝑖𝑃𝑙 +
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖𝑣𝑙𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑄𝑖𝑘𝑙 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝑟∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖ℎ
−
𝑘 𝑣𝑙𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0.

(135)

Adicionamos convenientemente os fatores ∑︀𝑟
𝑖=1 𝛼𝑖 = 1,∑︀𝑟

𝑘=1 ℎ𝑗 = 1,∑︀𝑟
𝑘=1 ℎ

−
𝑘 = 1

e ∑︀𝑟
𝑙=1 𝑣𝑙 = 1 em (134) e (135), para eliminar os fatores comuns positivos, uma vez que

𝛼𝑖 ≥ 0, ℎ𝑗 ≥ 0, ℎ−
𝑘 ≥ 0 e 𝑣𝑙 ≥ 0, comprovando o Teorema 7:

min 𝛾2

sujeito a
⎡⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 +𝑀𝑇

𝑗𝑘𝑙𝐵
𝑇
𝑖 − 1

𝜙
(𝑃𝑗 − 𝑃𝑘) −𝑄𝑗𝑘𝑙 − 𝑍𝑖𝑘𝑙 + 2(𝛽 + 𝜓)𝑃𝑙 (*) (*)

𝐸𝑇
𝑖 −𝛾𝐼 (*)

𝐶𝑖𝑃𝑙 +𝐷𝑖𝑀𝑗𝑘𝑙 𝐺𝑖 −𝛾𝐼

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0, (136)

𝐴𝑖𝑃𝑙 + 𝑃𝑙𝐴
𝑇
𝑖 +𝑄𝑖𝑘𝑙 + 𝑍𝑖𝑘𝑙 ≤ 0. (137)

Observe que desenvolvendo a equação (127), note a presença do termo:

−𝑥⊤(𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜆ℎ𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2(𝛽 + 𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1𝑥(𝑡). (138)

Da lei de comutação (120), note que quando 𝜆 = 𝜎 a expressão acima resulta em:

−𝑥⊤(𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2𝛽𝑥⊤(𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) ≤

−𝑥⊤(𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2(𝛽 + 𝜓)𝑥⊤(𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) =

−𝑥⊤(𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2(𝛽 + 𝜓)𝑥(𝑡)⊤𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡).

(139)

Agora, quando 𝜆 é diferente de 𝜎, então de (120) a condição:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 (−𝑄̄𝜎ℎ−𝑣)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) <

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
−𝑄̄𝜆ℎ−𝑣 + 2𝜓𝑃𝑣

]︁
𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡)
(140)



Capítulo 5. CONTROLE CHAVEADO ℋ∞ SEM CHATTERING EM SISTEMAS NÃO LINEARES
FUZZY T-S COM RETARDO TEMPORAL 58

é satisfeita. Desta forma, neste caso:

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
−𝑄̄𝜎ℎ−𝑣 + 2𝛽𝑃𝑣

]︁
𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) <

𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣

[︁
−𝑄̄𝜎ℎ−𝑣 + 2(𝜓 + 𝛽)

]︁
𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡).
(141)

Logo, tem-se para os dois casos que:

−𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) ≤

−𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜎ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2𝛽 𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡) ≤

−𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1
𝑣 𝑄̄𝜆ℎ−𝑣𝑃

−1
𝑣 𝑥(𝑡) + 2(𝜓 + 𝛽)𝑥𝑇 (𝑡)𝑃−1

𝑣 𝑥(𝑡).

(142)

Assim, para 𝛽 ≥ 0 note que (134) e (135) implicam na factibilidade de (98) e (99). Desta
forma, pelo Teorema 5 a prova está concluída.

5.1 Exemplos

Com o objetivo de validar as condições LMIs definidas no Teorema 7 nesta seção
apresentamos um exemplo numérico. No exemplo numérico, será visualizado o comporta-
mento temporal que o mesmo sistema não linear adota ao usar um controlador chaveado
sem chattering com uma NQLF com retardo temporal.

Exemplo 5. Comportamento temporal das variáveis de estado, sinal de controle, sinal
de saída, perturbação externa e sinais de chaveamento correspondentes a um sistema não
linear com incertezas paramétricas e perturbações externas sob um controle chaveado ℋ∞

sem chattering utilizando uma NQLF com atraso temporal.

Considerando os valores numéricos descritos em (75), correspondentes a um sis-
tema não linear com incertezas paramétricas e perturbações externas representado pelo
modelo fuzzy T-S (77), onde é considerado um atraso temporal constante (𝜙 = 0,1 𝑠),
condições iniciais 𝑥1(0) = 0,7, 𝑥2(0) = −0,5, uma perturbação externa definida por 𝜂 = 0,
e cujas incertezas paramétricas estão definidas por 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, que foram selecio-
nadas convenientemente a partir dos resultados obtidos na Figura 8 com a finalidade de
garantir a estabilidade do sistema. Além disso, consideram-se os valores 𝛽 = 0,1 e 𝜓 = 1
para a análise e projeto do controlador, de modo a atender aos critérios de desempenho
e robustez desejados.

Foi realizada a simulação do sistema não linear com incertezas paramétricas e
perturbações externas, com base nas LMIs apresentadas no Teorema 7, cujos resultados
correspondentes às matrizes 𝑃𝑖 são mostrados a seguir:
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[𝑃1 | 𝑃2] =
⎡⎣ 2.7045 −0.3880 1.4641 −0.2746

−0.3880 0.0924 −0.2746 0.0927

⎤⎦ ,
[𝑃3 | 𝑃4] =

⎡⎣ 1.4803 −0.2752 2.3034 −0.3390
−0.2752 0.0926 −0.3390 0.0913

⎤⎦ .
(143)

Esses valores calculados nos permitem representar o sistema não linear com incer-
tezas paramétricas e perturbações externas na ferramenta de simulação Simulink, obtendo
o comportamento temporal do sistema controlado. As matrizes 𝑀𝑗𝑘𝑙 e 𝑄𝑖𝑘𝑙 encontradas
são apresentadas no Apêndice A.

A Figura 16 mostra uma comparação do comportamento dinâmico do sistema não
linear descrito em (77) com e sem chattering, onde a Figura 16 (a) é o resultado da
implementação do controlador definido no Teorema 5, o qual apresenta chattering em
momentos específicos devido à influência do controlador chaveado; enquanto a Figura 16
(b) é o resultado da implementação do controlador definido no Teorema 7, o qual reduz
o chattering em comparação com a implementação do Teorema 5.

Figura 16 – Comparação do comportamento dinâmico do sistema não linear descrito em
(77) diante de um controlador definido pelo Teorema 5 e pelo Teorema 7.
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(a) Comportamento dinâmico com chattering
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(b) Comportamento dinâmico sem chattering

Fonte: Elaboração do autor.

Como a simulação foi realizada no intervalo de 0 a 30 segundos, o efeito do chat-
tering passa despercebido, então a Figura 17 mostra o intervalo de tempo entre 10 e 20
segundos para melhor visualizar a comparação entre a implementação do Teorema 5 e o
Teorema 7.
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Figura 17 – Comparação do comportamento dinâmico do sistema não linear descrito em
(77) diante de um controlador definido pelo Teorema 5 e pelo Teorema 7
entre 10 e 20 segundos.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

tempo(s)

-0.5

0

0.5

x(
t)

x1(t)

x2(t)

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

tempo(s)

-0.5

0

0.5

1

u(
t)

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

tempo(s)

-0.1

0

0.1

y(
t)

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

tempo(s)

0

0.5

1

w
(t

)

(a) Comportamento dinâmico com chattering
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(b) Comportamento dinâmico sem chattering

Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 18 mostra o comportamento dinâmico de 𝛼𝑖(𝑡), que representa a variação
temporal das MF. É verificado que em cada instante de tempo, a soma de todas as 𝛼𝑖(𝑡)
é igual a 1, conforme visualizado no gráfico na cor vermelha. É importante destacar que
essas funções são resultado do controlador chaveado ℋ∞ sem chattering implementado,
mas não são necessárias para o projeto do controlador, como demonstrado no Teorema 6,
o que simplifica o projeto e reduz sua complexidade matemática.
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Figura 18 – A variação temporal de 𝛼𝑖(𝑡) é mostrada para o sistema não linear descrito
em (14), (15) e (120) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento
ℋ∞ sem chattering, considerando uma NQLF com atraso temporal (9).
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 19 mostra uma comparação da regra de chaveamento 𝜎 e 𝜆, onde a
Figura 19 (a) é o resultado da implementação do controlador definido no Teorema 5,
o qual apresenta chattering; enquanto a Figura 19 (b) é o resultado da implementação
do controlador definido no Teorema 7, o qual reduz o chattering em comparação com
a implementação do Teorema 5. Os valores que a regra de chaveamento 𝜆 assume são
limitados pelo número de vértices do conjunto politopo definido, de modo que o valor
máximo que 𝜆 pode assumir é 4. Além disso, os valores que a regra de chaveamento 𝜆

assume determinam a seleção das matrizes 𝑄𝜆𝑘𝑙 e ℎ𝑗.
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Figura 19 – Comparação da regra de chaveamento 𝜎 e 𝜆 do sistema não linear descrito
em (77) diante de um controlador definido pelo Teorema 5 e pelo Teorema
7.
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 20 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve o fator
ℎ𝑗(𝑡) em cada instante de tempo, o qual depende da mudança de estados que existe na
regra de chaveamento 𝜎, conforme mostrado na Figura 11.

Em consequência do comportamento do fator ℎ𝑗(𝑡), na Figura 21 é mostrado o
comportamento dinâmico temporal que descreve o fator ℎ−

𝑗 , que é o mesmo fator ℎ𝑗(𝑡),
mas com um atraso temporal de 𝜙 = 0.1𝑠. Além disso, é importante mencionar que para o
instante 𝑡 < 0, matematicamente não está definido, por esse motivo, foi convenientemente
considerado um valor inicial de 0.25 para ℎ−

1 , ℎ
−
2 , ℎ

−
3 e ℎ−

4 em 𝑡 = 0, uma vez que se deve
manter ∑︀𝑟

𝑗=1 ℎ
−
𝑗 (𝑡) = 1 e ℎ−

𝑗 (𝑡) ≥ 0.
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Figura 20 – Variação temporal de ℎ𝑖(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(14), (15) e (120) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento
ℋ∞ sem chattering, considerando uma NQLF com atraso temporal (9)
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Fonte: Elaboração do autor.
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Figura 21 – Variação temporal de ℎ−
𝑖 (𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito

em (14), (15) e (120) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento
ℋ∞ sem chattering, considerando uma NQLF com atraso temporal (9).
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Fonte: Elaboração do autor.

A Figura 22 mostra o comportamento dinâmico temporal que descreve a função
𝑣𝑙(𝑡) = 1

𝜙

∫︀ 𝑡
𝑡−𝜙 ℎ𝑖(𝜏)𝑑𝜏 definida em (15), a qual também depende da variação do fator ℎ𝑗(𝑡)

mostrado na Figura 19, validando também que se cumpre ∑︀𝑟
𝑙=1 𝑣𝑙(𝑡) = 1 e 𝑣𝑙(𝑡) ≥ 0, ao

herdar a propriedade da soma convexa do fator ℎ𝑗(𝑡).
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Figura 22 – Variação temporal de 𝑣𝑙(𝑡) correspondente ao sistema não linear descrito em
(5) - (7), (75) com 𝑎 = 3 e 𝑏 = −1, controlado pela lei de chaveamento ℋ∞
sem chattering, considerando uma NQLF com atraso temporal (9).
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Fonte: Elaboração do autor.
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6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, foi desenvolvida e proposta uma metodologia de controle chave-
ado ℋ∞ sem chattering aplicado a sistemas não lineares com incertezas paramétricas e
perturbações externas descritas por modelos fuzzy T-S e uma NQLF com atraso temporal.

A motivação desta pesquisa foi a busca por uma metodologia de controle que nos
permita manter uma maior faixa de viabilidade em relação a outras metodologias baseadas
em QLF e garantir a estabilidade mesmo na presença de perturbações.

A teoria do controle ℋ∞ tem sido amplamente reconhecida por sua capacidade
de lidar com problemas de estabilidade e desempenho em sistemas de controle. Neste
caso, essa teoria foi utilizada para projetar um controlador chaveado sem chattering que
minimize os efeitos adversos gerados por perturbações externas, proporcionando assim
uma maior robustez ao sistema.

Para garantir a estabilidade global do sistema, foi utilizada uma NQLF com atraso
temporal no projeto do controlador. Essas funções têm se mostrado uma escolha acertada,
permitindo ampliar a faixa de viabilidade que um sistema pode abordar em casos reais.

Um dos aspectos mais destacados deste controlador é a sua capacidade de resistir
a perturbações externas e variações nos parâmetros do sistema. Essa robustez é um fator
crítico na aplicação prática, onde os sistemas frequentemente estão sujeitos a perturbações
e variações que podem afetar seu desempenho.

Em conclusão, este trabalho representa um passo significativo em direção ao de-
senvolvimento de técnicas de controle mais avançadas e efetivas para sistemas não lineares
incertos.
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APÊNDICE A – RESULTADOS OBTIDOS NO EXEMPLO 2

Realizou-se a simulação do sistema não linear com incertezas paramétricas, par-
tindo das LMIs apresentadas no Teorema 2, cujos resultados correspondentes às matrizes
𝑀𝑗𝑘𝑙 e 𝑄𝑖𝑘𝑙 são as seguintes:

[𝑀111 | 𝑀112] =
[︁

−2, 7330 0, 2072 −2, 4634 0, 1734
]︁
,

[𝑀113 | 𝑀114] =
[︁

−2, 3713 0, 1589 −2, 6147 0, 1926
]︁
,

[𝑀121 | 𝑀122] =
[︁

−0, 2136 0, 0272 −0, 0998 0, 0179
]︁
,

[𝑀123 | 𝑀124] =
[︁

−0, 0820 0, 0141 −0, 1643 0, 0221
]︁
,

[𝑀131 | 𝑀132] =
[︁

−0, 2021 0, 0259 −0, 0724 0, 0154
]︁
,

[𝑀133 | 𝑀134] =
[︁

−0, 0638 0, 0127 −0, 1534 0, 0205
]︁
,

[𝑀141 | 𝑀142] =
[︁

−1, 3525 0, 1243 −0, 8140 0, 0854
]︁
,

[𝑀143 | 𝑀144] =
[︁

−0, 6689 0, 0718 −1, 1563 0, 1080
]︁
,

[𝑀211 | 𝑀212] =
[︁

−0, 3829 0, 0315 −0, 4012 0, 0306
]︁
,

[𝑀213 | 𝑀214] =
[︁

−0, 4135 0, 0286 −0, 3830 0, 0307
]︁
,

[𝑀221 | 𝑀222] =
[︁

−0, 1768 0, 0210 −0, 1254 0, 0178
]︁
,

[𝑀223 | 𝑀224] =
[︁

−0, 1190 0, 0160 −0, 1549 0, 0187
]︁
,

[𝑀231 | 𝑀232] =
[︁

−0, 1716 0, 0202 −0, 1007 0, 0148
]︁
,

[𝑀233 | 𝑀234] =
[︁

−0, 0972 0, 0128 −0, 1428 0, 0166
]︁
,

[𝑀241 | 𝑀242] =
[︁

−0, 3313 0, 0355 −0, 3006 0, 0368
]︁
,

[𝑀243 | 𝑀244] =
[︁

−0, 2936 0, 0358 −0, 3188 0, 0349
]︁
,

[𝑀311 | 𝑀312] =
[︁

−0, 3645 0, 0212 −0, 3652 0, 0196
]︁
,

[𝑀313 | 𝑀314] =
[︁

−0, 3817 0, 0183 −0, 3626 0, 0203
]︁
,

[𝑀321 | 𝑀322] =
[︁

−0, 1543 0, 0218 −0, 1016 0, 0172
]︁
,

[𝑀323 | 𝑀324] =
[︁

−0, 0981 0, 0149 −0, 1281 0, 0186
]︁
,

[𝑀331 | 𝑀332] =
[︁

−0, 1730 0, 0237 −0, 0804 0, 0167
]︁
,

[𝑀333 | 𝑀334] =
[︁

−0, 0741 0, 0133 −0, 1335 0, 0190
]︁
,
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[𝑀341 | 𝑀342] =
[︁

−0, 2747 0, 0243 −0, 2821 0, 0252
]︁
,

[𝑀343 | 𝑀344] =
[︁

−0, 2888 0, 0244 −0, 2722 0, 0238
]︁
,

[𝑀411 | 𝑀412] =
[︁

−1, 6970 0, 1565 −1, 6511 0, 1449
]︁
,

[𝑀413 | 𝑀414] =
[︁

−1, 7057 0, 1388 −1, 6483 0, 1495
]︁
,

[𝑀421 | 𝑀422] =
[︁

−0, 2159 0, 0265 −0, 1193 0, 0193
]︁
,

[𝑀423 | 𝑀424] =
[︁

−0, 1058 0, 0164 −0, 1744 0, 0224
]︁
,

[𝑀431 | 𝑀432] =
[︁

−0, 2029 0, 0248 −0, 0853 0, 0157
]︁
,

[𝑀433 | 𝑀434] =
[︁

−0, 0775 0, 0132 −0, 1578 0, 0200
]︁
,

[𝑀441 | 𝑀442] =
[︁

−1, 0382 0, 1019 −0, 7882 0, 0842
]︁
,

[𝑀443 | 𝑀444] =
[︁

−0, 7411 0, 0770 −0, 9357 0, 0931
]︁
,

[𝑄111 | 𝑄112] =
⎡⎣ −1, 6066 0, 1647 −1, 0845 0, 1194

0, 1647 −0, 0089 0, 1194 −0, 0065

⎤⎦ ,
[𝑄113 | 𝑄114] =

⎡⎣ −0, 8850 0, 1073 −1, 4509 0, 1491
0, 1073 −0, 0057 0, 1491 −0, 0079

⎤⎦ ,
[𝑄121 | 𝑄122] =

⎡⎣ −1, 3997 0, 1421 −1, 3992 0, 1177
0, 1421 −0, 0123 0, 1177 −0, 0086

⎤⎦ ,
[𝑄123 | 𝑄124] =

⎡⎣ −1, 3970 0, 1130 −1, 4137 0, 1351
0, 1130 −0, 0072 0, 1351 −0, 0109

⎤⎦ ,
[𝑄131 | 𝑄132] =

⎡⎣ −1, 6545 0, 1860 −1, 5617 0, 1537
0, 1860 −0, 0173 0, 1537 −0, 0130

⎤⎦ ,
[𝑄133 | 𝑄134] =

⎡⎣ −1, 5787 0, 1493 −1, 6523 0, 1769
0, 1493 −0, 0116 0, 1769 −0, 0157

⎤⎦ ,
[𝑄141 | 𝑄142] =

⎡⎣ −1, 5022 0, 1333 −1, 1220 0, 0864
0, 1333 −0, 0103 0, 0864 −0, 0082

⎤⎦ ,
[𝑄143 | 𝑄144] =

⎡⎣ −1, 0094 0, 0756 −1, 3691 0, 1169
0, 0756 −0, 0075 0, 1169 −0, 0095

⎤⎦ ,
[𝑄211 | 𝑄212] =

⎡⎣ 6, 4196 −0, 4180 6, 2116 −0, 4214
−0, 4180 −0, 0050 −0, 4214 −0, 0032

⎤⎦ ,
[𝑄213 | 𝑄214] =

⎡⎣ 6, 1870 −0, 4110 6, 3003 −0, 4149
−0, 4110 −0, 0027 −0, 4149 −0, 0042

⎤⎦ ,
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[𝑄221 | 𝑄222] =
⎡⎣ 2, 3053 −0, 2073 1, 3123 −0, 1499

−0, 2073 0, 0040 −0, 1499 0, 0001

⎤⎦ ,
[𝑄223 | 𝑄224] =

⎡⎣ 1, 1661 −0, 1354 1, 9026 −0, 1806
−0, 1354 −0, 0006 −0, 1806 0, 0023

⎤⎦ ,
[𝑄231 | 𝑄232] =

⎡⎣ 2, 0842 −0, 1725 0, 9849 −0, 1086
−0, 1725 0, 0007 −0, 1086 −0, 0033

⎤⎦ ,
[𝑄233 | 𝑄234] =

⎡⎣ 0, 8588 −0, 0949 1, 6646 −0, 1445
−0, 0949 −0, 0041 −0, 1445 −0, 0010

⎤⎦ ,
[𝑄241 | 𝑄242] =

⎡⎣ 5, 3021 −0, 3683 4, 7811 −0, 3578
−0, 3683 −0, 0019 −0, 3578 −0, 0008

⎤⎦ ,
[𝑄243 | 𝑄244] =

⎡⎣ 4, 5628 −0, 3386 5, 1296 −0, 3631
−0, 3386 −0, 0009 −0, 3631 −0, 0013

⎤⎦ ,
[𝑄311 | 𝑄312] =

⎡⎣ 7, 4024 −0, 7211 6, 6876 −0, 7207
−0, 7211 0, 0303 −0, 7207 0, 0313

⎤⎦ ,
[𝑄313 | 𝑄314] =

⎡⎣ 6, 3897 −0, 6975 7, 0935 −0, 7094
−0, 6975 0, 0300 −0, 7094 0, 0300

⎤⎦ ,
[𝑄321 | 𝑄322] =

⎡⎣ 3, 7871 −0, 3425 2, 1461 −0, 2657
−0, 3425 0, 0109 −0, 2657 0, 0086

⎤⎦ ,
[𝑄323 | 𝑄324] =

⎡⎣ 1, 8699 −0, 2424 3, 1932 −0, 3055
−0, 2424 0, 0075 −0, 3055 0, 0091

⎤⎦ ,
[𝑄331 | 𝑄332] =

⎡⎣ 3, 4093 −0, 2915 1, 9056 −0, 2155
−0, 2915 0, 0056 −0, 2155 0, 0026

⎤⎦ ,
[𝑄333 | 𝑄334] =

⎡⎣ 1, 6610 −0, 1987 2, 8755 −0, 2572
−0, 1987 0, 0024 −0, 2572 0, 0037

⎤⎦ ,
[𝑄341 | 𝑄342] =

⎡⎣ 7, 1327 −0, 6772 5, 5081 −0, 6117
−0, 6772 0, 0340 −0, 6117 0, 0351

⎤⎦ ,
[𝑄343 | 𝑄344] =

⎡⎣ 5, 0458 −0, 5746 6, 6048 −0, 6474
−0, 5746 0, 0337 −0, 6474 0, 0333

⎤⎦ ,
[𝑄411 | 𝑄412] =

⎡⎣ −0, 3335 −0, 0172 −0, 4625 −0, 0181
−0, 0172 −0, 0042 −0, 0181 −0, 0020

⎤⎦ ,
[𝑄413 | 𝑄414] =

⎡⎣ −0, 4835 −0, 0162 −0, 3746 −0, 0182
−0, 0162 −0, 0015 −0, 0182 −0, 0033

⎤⎦ ,
[𝑄421 | 𝑄422] =

⎡⎣ −0, 4711 0, 0320 −0, 6997 0, 0251
0, 0320 −0, 0066 0, 0251 −0, 0046

⎤⎦ ,
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[𝑄423 | 𝑄424] =
⎡⎣ −0, 7470 0, 0254 −0, 5602 0, 0312

0, 0254 −0, 0038 0, 0312 −0, 0059

⎤⎦ ,
[𝑄431 | 𝑄432] =

⎡⎣ −0, 6990 0, 0708 −0, 8566 0, 0604
0, 0708 −0, 0107 0, 0604 −0, 0087

⎤⎦ ,
[𝑄433 | 𝑄434] =

⎡⎣ −0, 9074 0, 0601 −0, 7770 0, 0695
0, 0601 −0, 0079 0, 0695 −0, 0100

⎤⎦ ,

[𝑄441 | 𝑄442] =
⎡⎣ −0, 2212 −0, 0037 −0, 3229 −0, 0131

−0, 0037 −0, 0056 −0, 0131 −0, 0037

⎤⎦ ,
[𝑄443 | 𝑄444] =

⎡⎣ −0, 3416 −0, 0136 −0, 2458 −0, 0071
−0, 0136 −0, 0032 −0, 0071 −0, 0049

⎤⎦ ,
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APÊNDICE B – RESULTADOS OBTIDOS NO EXEMPLO 4

Realizou-se a simulação do sistema não linear com incertezas paramétricas, par-
tindo das LMIs apresentadas no Teorema 5, cujos resultados correspondentes às matrizes
𝑀𝑗𝑘𝑙 e 𝑄𝑖𝑘𝑙 são as seguintes:

[𝑀111 | 𝑀112] =
[︁

−2, 7330 0, 2072 −2, 4634 0, 1734
]︁
,

[𝑀113 | 𝑀114] =
[︁

−2, 3713 0, 1589 −2, 6147 0, 1926
]︁
,

[𝑀121 | 𝑀122] =
[︁

−0, 2136 0, 0272 −0, 0998 0, 0179
]︁
,

[𝑀123 | 𝑀124] =
[︁

−0, 0820 0, 0141 −0, 1643 0, 0221
]︁
,

[𝑀131 | 𝑀132] =
[︁

−0, 2021 0, 0259 −0, 0724 0, 0154
]︁
,

[𝑀133 | 𝑀134] =
[︁

−0, 0638 0, 0127 −0, 1534 0, 0205
]︁
,

[𝑀141 | 𝑀142] =
[︁

−1, 3525 0, 1243 −0, 8140 0, 0854
]︁
,

[𝑀143 | 𝑀144] =
[︁

−0, 6689 0, 0718 −1, 1563 0, 1080
]︁
,

[𝑀211 | 𝑀212] =
[︁

−0, 3829 0, 0315 −0, 4012 0, 0306
]︁
,

[𝑀213 | 𝑀214] =
[︁

−0, 4135 0, 0286 −0, 3830 0, 0307
]︁
,

[𝑀221 | 𝑀222] =
[︁

−0, 1768 0, 0210 −0, 1254 0, 0178
]︁
,

[𝑀223 | 𝑀224] =
[︁

−0, 1190 0, 0160 −0, 1549 0, 0187
]︁
,

[𝑀231 | 𝑀232] =
[︁

−0, 1716 0, 0202 −0, 1007 0, 0148
]︁
,

[𝑀233 | 𝑀234] =
[︁

−0, 0972 0, 0128 −0, 1428 0, 0166
]︁
,

[𝑀241 | 𝑀242] =
[︁

−0, 3313 0, 0355 −0, 3006 0, 0368
]︁
,

[𝑀243 | 𝑀244] =
[︁

−0, 2936 0, 0358 −0, 3188 0, 0349
]︁
,

[𝑀311 | 𝑀312] =
[︁

−0, 3645 0, 0212 −0, 3652 0, 0196
]︁
,

[𝑀313 | 𝑀314] =
[︁

−0, 3817 0, 0183 −0, 3626 0, 0203
]︁
,

[𝑀321 | 𝑀322] =
[︁

−0, 1543 0, 0218 −0, 1016 0, 0172
]︁
,

[𝑀323 | 𝑀324] =
[︁

−0, 0981 0, 0149 −0, 1281 0, 0186
]︁
,

[𝑀331 | 𝑀332] =
[︁

−0, 1730 0, 0237 −0, 0804 0, 0167
]︁
,

[𝑀333 | 𝑀334] =
[︁

−0, 0741 0, 0133 −0, 1335 0, 0190
]︁
,
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[𝑀341 | 𝑀342] =
[︁

−0, 2747 0, 0243 −0, 2821 0, 0252
]︁
,

[𝑀343 | 𝑀344] =
[︁

−0, 2888 0, 0244 −0, 2722 0, 0238
]︁
,

[𝑀411 | 𝑀412] =
[︁

−1, 6970 0, 1565 −1, 6511 0, 1449
]︁
,

[𝑀413 | 𝑀414] =
[︁

−1, 7057 0, 1388 −1, 6483 0, 1495
]︁
,

[𝑀421 | 𝑀422] =
[︁

−0, 2159 0, 0265 −0, 1193 0, 0193
]︁
,

[𝑀423 | 𝑀424] =
[︁

−0, 1058 0, 0164 −0, 1744 0, 0224
]︁
,

[𝑀431 | 𝑀432] =
[︁

−0, 2029 0, 0248 −0, 0853 0, 0157
]︁
,

[𝑀433 | 𝑀434] =
[︁

−0, 0775 0, 0132 −0, 1578 0, 0200
]︁
,

[𝑀441 | 𝑀442] =
[︁

−1, 0382 0, 1019 −0, 7882 0, 0842
]︁
,

[𝑀443 | 𝑀444] =
[︁

−0, 7411 0, 0770 −0, 9357 0, 0931
]︁
,

[𝑄111 | 𝑄112] =
⎡⎣ −0, 5001 0, 0512 −0, 3013 0, 0211

0, 0523 −0, 0034 0, 0205 −0, 0019

⎤⎦ ,
[𝑄113 | 𝑄114] =

⎡⎣ −0, 4021 0, 0546 −0, 6054 0, 0745
0, 0578 −0, 0032 0, 0721 −0, 0047

⎤⎦ ,
[𝑄121 | 𝑄122] =

⎡⎣ −0, 5043 0, 0508 −0, 5091 0, 0443
0, 0501 −0, 0045 0, 0432 −0, 0036

⎤⎦ ,
[𝑄123 | 𝑄124] =

⎡⎣ −0, 5067 0, 0419 −0, 5024 0, 0612
0, 0423 −0, 0038 0, 0627 −0, 0055

⎤⎦ ,
[𝑄131 | 𝑄132] =

⎡⎣ −0, 6056 0, 0763 −0, 6048 0, 0522
0, 0781 −0, 0124 0, 0539 −0, 0112

⎤⎦ ,
[𝑄133 | 𝑄134] =

⎡⎣ −0, 6072 0, 0521 −0, 6097 0, 0734
0, 0529 −0, 0113 0, 0725 −0, 0139

⎤⎦ ,
[𝑄141 | 𝑄142] =

⎡⎣ −0, 6079 0, 0567 −0, 4065 0, 0389
0, 0598 −0, 0043 0, 0371 −0, 0034

⎤⎦ ,
[𝑄143 | 𝑄144] =

⎡⎣ −0, 4082 0, 0375 −0, 6014 0, 0446
0, 0392 −0, 0039 0, 0441 −0, 0058

⎤⎦ ,
[𝑄211 | 𝑄212] =

⎡⎣ 6, 2874 −0, 4098 6, 0187 −0, 4062
−0, 4101 −0, 0054 −0, 4078 −0, 0032

⎤⎦ ,
[𝑄213 | 𝑄214] =

⎡⎣ 5, 9886 −0, 4037 6, 2547 −0, 4079
−0, 4033 −0, 0031 −0, 4082 −0, 0045

⎤⎦ ,
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[𝑄221 | 𝑄222] =
⎡⎣ 2, 3246 −0, 2003 1, 3167 −0, 1045

−0, 2047 0, 0043 −0, 1018 0, 0012

⎤⎦ ,
[𝑄223 | 𝑄224] =

⎡⎣ 1, 2189 −0, 1056 1, 9183 −0, 2078
−0, 1033 −0, 0007 −0, 2056 0, 0024

⎤⎦ ,
[𝑄231 | 𝑄232] =

⎡⎣ 1, 9974 −0, 2011 1, 0196 −0, 1042
−0, 2047 0, 0003 −0, 1012 −0, 0034

⎤⎦ ,
[𝑄233 | 𝑄234] =

⎡⎣ 0, 8012 −0, 1065 1, 6034 −0, 1078
−0, 1073 −0, 0049 −0, 1058 −0, 0015

⎤⎦ ,
[𝑄241 | 𝑄242] =

⎡⎣ 5, 3146 −0, 4056 4, 8079 −0, 4021
−0, 4069 −0, 0012 −0, 4037 −0, 0018

⎤⎦ ,
[𝑄243 | 𝑄244] =

⎡⎣ 4, 5048 −0, 3035 5, 1054 −0, 4087
−0, 3058 −0, 0005 −0, 4076 −0, 0017

⎤⎦ ,
[𝑄311 | 𝑄312] =

⎡⎣ 7, 4793 −0, 7065 6, 7058 −0, 7091
−0, 7032 0, 0312 −0, 7089 0, 0351

⎤⎦ ,
[𝑄313 | 𝑄314] =

⎡⎣ 6, 4789 −0, 7023 7, 0032 −0, 7066
−0, 7025 0, 0331 −0, 7053 0, 0314

⎤⎦ ,
[𝑄321 | 𝑄322] =

⎡⎣ 3, 8093 −0, 3014 2, 1012 −0, 3025
−0, 3023 0, 0165 −0, 3048 0, 0199

⎤⎦ ,
[𝑄323 | 𝑄324] =

⎡⎣ 1, 9082 −0, 2041 3, 2021 −0, 3043
−0, 2049 0, 0161 −0, 3012 0, 0132

⎤⎦ ,
[𝑄331 | 𝑄332] =

⎡⎣ 3, 4032 −0, 3031 1, 9012 −0, 2034
−0, 3012 0, 0063 −0, 2013 0, 0035

⎤⎦ ,
[𝑄333 | 𝑄334] =

⎡⎣ 1, 7023 −0, 2023 2, 9056 −0, 3054
−0, 2043 0, 0024 −0, 3035 0, 0043

⎤⎦ ,
[𝑄341 | 𝑄342] =

⎡⎣ 7, 1289 −0, 7089 5, 5067 −0, 6044
−0, 7053 0, 0365 −0, 6022 0, 0339

⎤⎦ ,
[𝑄343 | 𝑄344] =

⎡⎣ 5, 0079 −0, 6059 6, 6043 −0, 6087
−0, 6023 0, 0361 −0, 6055 0, 0332

⎤⎦ ,
[𝑄411 | 𝑄412] =

⎡⎣ −0, 3012 −0, 0221 −0, 5076 −0, 0234
−0, 0232 −0, 0041 −0, 0212 −0, 0023

⎤⎦ ,
[𝑄413 | 𝑄414] =

⎡⎣ −0, 5067 −0, 0223 −0, 4032 −0, 0219
−0, 0224 −0, 0018 −0, 0211 −0, 0035

⎤⎦ ,
[𝑄421 | 𝑄422] =

⎡⎣ −0, 1012 −0, 0123 −0, 2034 −0, 0121
−0, 0125 −0, 0034 −0, 0123 −0, 0021

⎤⎦ ,
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[𝑄423 | 𝑄424] =
⎡⎣ −0, 2023 −0, 0119 −0, 1012 −0, 0113

−0, 0118 −0, 0029 −0, 0115 −0, 0022

⎤⎦ ,
[𝑄431 | 𝑄432] =

⎡⎣ −0, 1023 −0, 0127 −0, 2012 −0, 0121
−0, 0124 −0, 0028 −0, 0123 −0, 0024

⎤⎦ ,
[𝑄433 | 𝑄434] =

⎡⎣ −0, 2012 −0, 0124 −0, 1023 −0, 0119
−0, 0126 −0, 0027 −0, 0122 −0, 0023

⎤⎦ ,
[𝑄441 | 𝑄442] =

⎡⎣ −1, 2043 −0, 0678 −1, 4079 −0, 0789
−0, 0691 −0, 0046 −0, 0776 −0, 0057

⎤⎦ ,
[𝑄443 | 𝑄444] =

⎡⎣ −1, 4076 −0, 0785 −1, 2023 −0, 0654
−0, 0789 −0, 0054 −0, 0678 −0, 0042

⎤⎦ .
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Realizou-se a simulação do sistema não linear com incertezas paramétricas, par-
tindo das LMIs apresentadas no Teorema 7, cujos resultados correspondentes às matrizes
𝑀𝑗𝑘𝑙 e 𝑄𝑖𝑘𝑙 são as seguintes:

[𝑀111 | 𝑀112] =
[︁

−2, 7331 0, 2071 −2, 4633 0, 1733
]︁
,

[𝑀113 | 𝑀114] =
[︁

−2, 3714 0, 1588 −2, 6146 0, 1925
]︁
,

[𝑀121 | 𝑀122] =
[︁

−0, 2137 0, 0271 −0, 0999 0, 0178
]︁
,

[𝑀123 | 𝑀124] =
[︁

−0, 0821 0, 0140 −0, 1644 0, 0220
]︁
,

[𝑀131 | 𝑀132] =
[︁

−0, 2022 0, 0258 −0, 0725 0, 0153
]︁
,

[𝑀133 | 𝑀134] =
[︁

−0, 0639 0, 0126 −0, 1535 0, 0204
]︁
,

[𝑀141 | 𝑀142] =
[︁

−1, 3526 0, 1242 −0, 8141 0, 0853
]︁
,

[𝑀143 | 𝑀144] =
[︁

−0, 6690 0, 0717 −1, 1564 0, 1079
]︁
,

[𝑀211 | 𝑀212] =
[︁

−0, 3830 0, 0314 −0, 4013 0, 0305
]︁
,

[𝑀213 | 𝑀214] =
[︁

−0, 4136 0, 0285 −0, 3831 0, 0306
]︁
,

[𝑀221 | 𝑀222] =
[︁

−0, 1769 0, 0209 −0, 1255 0, 0177
]︁
,

[𝑀223 | 𝑀224] =
[︁

−0, 1191 0, 0159 −0, 1550 0, 0186
]︁
,

[𝑀231 | 𝑀232] =
[︁

−0, 1717 0, 0201 −0, 1008 0, 0147
]︁
,

[𝑀233 | 𝑀234] =
[︁

−0, 0973 0, 0127 −0, 1429 0, 0165
]︁
,

[𝑀241 | 𝑀242] =
[︁

−0, 3314 0, 0354 −0, 3007 0, 0367
]︁
,

[𝑀243 | 𝑀244] =
[︁

−0, 2937 0, 0357 −0, 3189 0, 0348
]︁
,

[𝑀311 | 𝑀312] =
[︁

−0, 3646 0, 0211 −0, 3653 0, 0195
]︁
,

[𝑀313 | 𝑀314] =
[︁

−0, 3818 0, 0182 −0, 3627 0, 0202
]︁
,

[𝑀321 | 𝑀322] =
[︁

−0, 1544 0, 0217 −0, 1017 0, 0171
]︁
,

[𝑀323 | 𝑀324] =
[︁

−0, 0982 0, 0148 −0, 1282 0, 0185
]︁
,

[𝑀331 | 𝑀332] =
[︁

−0, 1731 0, 0236 −0, 0805 0, 0166
]︁
,

[𝑀333 | 𝑀334] =
[︁

−0, 0742 0, 0132 −0, 1336 0, 0189
]︁
,
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[𝑀341 | 𝑀342] =
[︁

−0, 2748 0, 0242 −0, 2822 0, 0251
]︁
,

[𝑀343 | 𝑀344] =
[︁

−0, 2889 0, 0243 −0, 2723 0, 0237
]︁
,

[𝑀411 | 𝑀412] =
[︁

−1, 6971 0, 1564 −1, 6512 0, 1448
]︁
,

[𝑀413 | 𝑀414] =
[︁

−1, 7058 0, 1387 −1, 6484 0, 1494
]︁
,

[𝑀421 | 𝑀422] =
[︁

−0, 2160 0, 0264 −0, 1194 0, 0192
]︁
,

[𝑀423 | 𝑀424] =
[︁

−0, 1059 0, 0163 −0, 1745 0, 0223
]︁
,

[𝑀431 | 𝑀432] =
[︁

−0, 2030 0, 0247 −0, 0854 0, 0156
]︁
,

[𝑀433 | 𝑀434] =
[︁

−0, 0776 0, 0131 −0, 1579 0, 0199
]︁
,

[𝑀441 | 𝑀442] =
[︁

−1, 0383 0, 1018 −0, 7883 0, 0841
]︁
,

[𝑀443 | 𝑀444] =
[︁

−0, 7412 0, 0769 −0, 9358 0, 0930
]︁
,

[𝑄111 | 𝑄112] =
⎡⎣ −1, 6067 0, 1646 −1, 0846 0, 1193

0, 1646 −0, 0090 0, 1193 −0, 0066

⎤⎦ ,
[𝑄113 | 𝑄114] =

⎡⎣ −0, 8851 0, 1072 −1, 4510 0, 1490
0, 1072 −0, 0058 0, 1490 −0, 0080

⎤⎦ ,
[𝑄121 | 𝑄122] =

⎡⎣ −1, 3998 0, 1420 −1, 3993 0, 1176
0, 1420 −0, 0124 0, 1176 −0, 0087

⎤⎦ ,
[𝑄123 | 𝑄124] =

⎡⎣ −1, 3971 0, 1129 −1, 4138 0, 1350
0, 1129 −0, 0073 0, 1350 −0, 0110

⎤⎦ ,

[𝑄131 | 𝑄132] =
⎡⎣ −1, 6546 0, 1859 −1, 5618 0, 1536

0, 1859 −0, 0174 0, 1536 −0, 0129

⎤⎦ ,
[𝑄133 | 𝑄134] =

⎡⎣ −1, 5788 0, 1492 −1, 6524 0, 1768
0, 1492 −0, 0117 0, 1768 −0, 0158

⎤⎦ ,
[𝑄141 | 𝑄142] =

⎡⎣ −1, 5023 0, 1332 −1, 1221 0, 0863
0, 1332 −0, 0104 0, 0863 −0, 0081

⎤⎦ ,
[𝑄143 | 𝑄144] =

⎡⎣ −1, 0095 0, 0755 −1, 3692 0, 1168
0, 0755 −0, 0076 0, 1168 −0, 0094

⎤⎦ ,
[𝑄211 | 𝑄212] =

⎡⎣ 6, 4197 −0, 4179 6, 2117 −0, 4213
−0, 4179 −0, 0051 −0, 4213 −0, 0031

⎤⎦ ,
[𝑄213 | 𝑄214] =

⎡⎣ 6, 1871 −0, 4109 6, 3004 −0, 4148
−0, 4109 −0, 0028 −0, 4148 −0, 0043

⎤⎦ ,
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[𝑄221 | 𝑄222] =
⎡⎣ 2, 3054 −0, 2072 1, 3124 −0, 1498

−0, 2072 0, 0041 −0, 1498 0, 0002

⎤⎦ ,
[𝑄223 | 𝑄224] =

⎡⎣ 1, 1662 −0, 1353 1, 9027 −0, 1805
−0, 1353 −0, 0005 −0, 1805 0, 0024

⎤⎦ ,
[𝑄231 | 𝑄232] =

⎡⎣ 2, 0843 −0, 1724 0, 9850 −0, 1085
−0, 1724 0, 0008 −0, 1085 −0, 0032

⎤⎦ ,
[𝑄233 | 𝑄234] =

⎡⎣ 0, 8589 −0, 0948 1, 6647 −0, 1444
−0, 0948 −0, 0040 −0, 1444 −0, 0009

⎤⎦ ,
[𝑄241 | 𝑄242] =

⎡⎣ 5, 3022 −0, 3682 4, 7812 −0, 3577
−0, 3682 −0, 0018 −0, 3577 −0, 0007

⎤⎦ ,
[𝑄243 | 𝑄244] =

⎡⎣ 4, 5629 −0, 3385 5, 1297 −0, 3630
−0, 3385 −0, 0008 −0, 3630 −0, 0012

⎤⎦ ,
[𝑄311 | 𝑄312] =

⎡⎣ 7, 4025 −0, 7210 6, 6877 −0, 7206
−0, 7210 0, 0304 −0, 7206 0, 0314

⎤⎦ ,
[𝑄313 | 𝑄314] =

⎡⎣ 6, 3898 −0, 6974 7, 0936 −0, 7093
−0, 6974 0, 0301 −0, 7093 0, 0301

⎤⎦ ,
[𝑄321 | 𝑄322] =

⎡⎣ 3, 7872 −0, 3424 2, 1462 −0, 2656
−0, 3424 0, 0110 −0, 2656 0, 0087

⎤⎦ ,
[𝑄323 | 𝑄324] =

⎡⎣ 1, 8700 −0, 2423 3, 1933 −0, 3054
−0, 2423 0, 0076 −0, 3054 0, 0092

⎤⎦ ,
[𝑄331 | 𝑄332] =

⎡⎣ 3, 4094 −0, 2914 1, 9057 −0, 2154
−0, 2914 0, 0057 −0, 2154 0, 0027

⎤⎦ ,

[𝑄333 | 𝑄334] =
⎡⎣ 1, 6537 −0, 1950 3, 1575 −0, 3183

−0, 1950 0, 0067 −0, 3183 0, 0106

⎤⎦ ,
[𝑄341 | 𝑄342] =

⎡⎣ 6, 2177 −0, 5253 5, 3973 −0, 4912
−0, 5253 0, 0154 −0, 4912 0, 0142

⎤⎦ ,
[𝑄343 | 𝑄344] =

⎡⎣ 4, 9836 −0, 4409 5, 5652 −0, 4981
−0, 4409 0, 0128 −0, 4981 0, 0152

⎤⎦ ,
[𝑄411 | 𝑄412] =

⎡⎣ −5, 1239 0, 5372 −4, 7581 0, 5289
0, 5372 −0, 0148 0, 5289 −0, 0135

⎤⎦ ,
[𝑄413 | 𝑄414] =

⎡⎣ −4, 7757 0, 4889 −4, 9230 0, 5192
0, 4889 −0, 0123 0, 5192 −0, 0121

⎤⎦ ,
[𝑄421 | 𝑄422] =

⎡⎣ 1, 6258 −0, 1552 0, 9173 −0, 1083
−0, 1552 0, 0032 −0, 1083 0, 0008

⎤⎦ ,
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[𝑄423 | 𝑄424] =
⎡⎣ 0, 8082 −0, 0990 1, 3731 −0, 1511

−0, 0990 0, 0024 −0, 1511 0, 0025

⎤⎦ ,
[𝑄431 | 𝑄432] =

⎡⎣ 1, 5004 −0, 1476 0, 8835 −0, 0944
−0, 1476 0, 0030 −0, 0944 0, 0014

⎤⎦ ,
[𝑄433 | 𝑄434] =

⎡⎣ 0, 7252 −0, 0860 1, 3104 −0, 1315
−0, 0860 0, 0020 −0, 1315 0, 0016

⎤⎦ ,
[𝑄441 | 𝑄442] =

⎡⎣ −3, 1155 0, 3252 −2, 3850 0, 2517
0, 3252 −0, 0076 0, 2517 −0, 0049

⎤⎦ ,
[𝑄443 | 𝑄444] =

⎡⎣ −2, 4162 0, 2263 −2, 9515 0, 2761
0, 2263 −0, 0050 0, 2761 −0, 0061

⎤⎦ .
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