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Resumo

HIRATA,TAMOTSU, Efeito de impacto em um multicorpo bidimensional, Guaratingueta,

Faculdade de Engenharia, Universidade Estadual Paulista, 1999, 74 p, Tese (Livre Docéncia)

Este trabalho apresenta um estudo tedrico do efeito de impacto em uma viga em rotagdo com
caracteristica da viga rigido-flexivel. O mecanismo de impacto foi estudado para os dois
corpos de ago em colisdo, analisando as influéncias de alguns pardmetros importantes, tais
como, rigidez estrutural e rigidez superficial nao-linear. O modelo adotado para este trabalho

foi um modelo de impacto ndo-linear, baseado no modelo modificado de Hunt-Clossley. As

equagdes de movimento foram desenvolvidas com base na Teoria de Multicorpo Flexivel Bi-

dimensional, utilizando formalismo Lagrangeano. As simulagdes numéricas do modelo de
impacto e do sistema de multicorpo foram realizadas com base no programa MATLAB. Os

resultados foram apresentados em forma de varia¢do da trajetéria de alguns pontos da viga

com relagdo ao tempo.

Palavras Chave
Mecanismo de impacto, rigidez superficial ndo-linear, viga em rotagao rigido-flexivel, sistema

multicorpo bidimensional.




Abstract

HIRATA,TAMOTSU, Impact effect on a two-dimensional multibody system, Guaratingueta,

Faculdade de Engenharia, Universidade Estadual Paulista, 1999, 74 p, Tese (Livre Docéncia)

This work presents an impact analysis of the two-dimensional multibody applying for a rotating
flexible multiple section beam. It was focalized for study of the impact mechanism between
two steel flexible bodies. The influence of structural stiffness and non linear surface stiffness in
the impact mechanism is analysed. The mathematical model for the impact mechanism is based
on the energy balance method, specifically on the modified Hunt-Clossley impact model. The
equation of motion is written for the two-dimensional flexible Multibody Theory with
Lagrangean formulation. The numerical simulation was done by using the MATLAB software.
The results are presented in terms of time-displacement history of some points of the rotating

beam after collision.

Keywords

impact mechanism, non linear surface stiffness, rotating flexible-rigid beam, two-dimensional

multibody system.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

Neste capitulo € tratada a evolug@o conceitual sobre o mecanismo de impacto, onde a
propaga¢ao de onda de choque e a pressdo gerada no local de contato sao discutidas.
Posteriormente, o fundamento da teoria de multicorpo € discutida do ponto de vista historico e
da eficiéncia computacional. Finalmente, uma fusdo das teorias de mecanismo de impacto e de

multicorpo sdo tratados, visando a aplicagd@o em um corpo rigido-flexivel em rotagao.

1.1 Descricao da tese

O presente trabalho esta dividido conforme a seguir :

No capitulo 1 sdo apresentadas as pesquisas bibliograficas referentes ao mecanismo de
impacto, teoria de multicorpos e modelos dindmicos de colisdo para um corpo com grande
movimento. Sdo apresentados os objetivos do trabalho.

No capitulo 2 € feita uma avaliagdo do modelo de impacto adequado para a colisdo
entre as superficies plana e esférica de ago para um sistema com membros rigido-flexiveis. O

modelo selecionado € utilizado na descrigdo das equagdes de movimento do sistema de colisdo

em questdao. No capitulo 3 ¢ feito um desenvolvimento das equagdes de movimento do

sistema, composto de uma viga rigido-flexivel em rotagao, tipo multiarticulado, colidindo com
a um corpo flexivel. As equagdes sao baseadas na teoria de multicorpos bidimensionais. No

capitulo 4 discute-se a validade do modelo proposto através dos resultados da simulagdo
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numérica. Foram avaliados diversos modelos simples antes de analisar o modelo descrito no
capitulo 3, visando a uma avaliagdo sistematica de pardmetros de impacto.

No capitulo 5 s@o feitos comentarios e apresentadas as conclusdes finais.

Apos o capitulo 5 sdo apresentadas as referéncias bibliograficas e os apéndices I e II,
que foram utilizados para o desenvolvimento das equagdes de movimento para o corpo rigido

e para o corpo flexivel, respectivamente.

1.2 Mecanismo de impacto

O efeito de impacto sobre a caracteristica dindmica € um assunto importante nos
projetos e controles de um sistema mecanico para alcangar a alta precisio de performance.
Durante as opera¢des de mecanismos as folgas nas articulagdes podem ocasionar impactos,
Dubowsky (1975). Os mecanismos intermitentes que operam com velocidades descontinuas
envolvem forgas impulsivas, Wehage (1982). A outra fonte de impacto € o contato com outros
corpos durante as operagdes de manipuladores ou maquinas operatrizes, Parker (1987). Estas
pesquisas foram baseadas na analise de impactos em corpos rigidos.

O mecanismo de impacto em termos de resposta do material e da estrutura com relagao
a cargas impulsivas, em geral, € bastante complexo, ndo somente pela variedade das cargas,
mas também devido a geometria dos corpos e da caracteristica da microestrutura. Esta

complexidade aumenta a medida que a intensidade das cargas impulsivas cresce, atingindo a

regido plastica ou alcangando as grandes deformagdes até chegar a uma ruptura dos materiais

envolvidos. Quando as intensidades de cargas impulsivas aumentam, as deformacgdes

superficiais tendem a se localizar em uma pequena regido. Neste caso, a influéncia da
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caracteristica da microestrutura do material predomina as respostas de forgas de contato do
que a variagao da geometria dos corpos, Zukas (1982).

A fim de descrever o fendmeno de impacto, a Teoria de Elasticidade indica o uso de
propagagdo de ondas longitudinal ou transversal para um corpo isotropico. Entretanto, nas
colisdes reais ocorre um disturbio da onda pela transferéncia de uma parte da energia de
colisdo em forma de calor através do atrito interno das microestruturas. As discusdes sobre o
assunto encontram-se detalhadas nas referéncias de Kolsky (1963) e Achenbach (1975).

As experiéncias baseadas na propagagdo de ondas em uma barra , unidimensional, ou
em uma placa, bidimensional, sdo tratadas na referéncia de Goldsmith (1960). Nesta, uma
importante constatagdo sobre a propagagdo de ondas nos corpos solidos foi revelada. Uma das
revelagOes € que se a intensidade da carga impulsiva for suficientemente grande ou a duragéo
de impacto for suficientemente pequena, as caracteristicas do material sélido se assemelhardo
as do fluido. Neste caso, a onda transversal ndo deve existir ¢ a onda longitudinal sera

propagada acompanhada de uma pressdo extremamente alta. Experimentos neste regime

envolveram tipicamente explosdo com ruputura dos materiais, onde a tensdo aplicada ao

material excedia uma tensdo resistiva com ordem de dezenas ou centenas de vezes maiores.

O estudo de colisdo em material isotropico com velocidade de impacto relativamente
baixa, que ndo caracteriza explosdo, € baseado na identificagdo da pressdo gerada na superficie
da colisaio e na determinagdo da tensdo interna correspondente. A figura 1.1 mostra a
ilustragdo das fases de colisdao. Em geral, a analise da colisdo assume que a colisdo seja elastica
ou viscoelastica. E assumido também que, a duragio do impacto ¢ relativamente longa se
comparada com o tempo de transmissdo da onda de choque, e ainda mais, que a dire¢do da

carga impulsiva € normal a superficie de contato.
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Figura 1.1 : Ilustragdo das fases de colisdo

Os parametros importantes de colisdo, tais como, tempo de contato, area de contato e
a pressdo gerada na superficie de contato, sdo objetos de estudo de Goldsmith para analisar as
relagdes entre a forga de impacto Fi [N] e a deformagdo superficial & [m], como mostram os
desenhos ilustrativos da figura 1.2. Neste estudo, foi revelado que a importancia das vibragdes
elasticas dos corpos em colisdao cresce a medida que a espessura da placa diminui. Este
resultado abriu um caminho de estudo para a colisdo de um corpo flexivel, pois, até entdo, o
estudo da colisdo era focalizado apenas na deformag@o local dos corpos na regido de contato,

conhecido pelo modelo de contato de Hertz.

O

5J )
e | s

ol

|
I

Figura 1.2 : Colisdo entre a esfera e a placa

Por outro lado, foi revelado por Hunter (1957) que, no caso dos corpos possuirem alto

modulo de elasticidade, como os agos, a deformagao local no ponto de contato € predominante




onde o processo de deformagdo € inelastico. A viscoelasticidade da superficie de contato foi
explorada por Hunt e Clossley (1975) através da analise do coeficiente de restituigdo. O
modelo € baseado na viscoelasticidade de Kevin-Voigt e a equagdo de movimento é formulada
através do estudo de energia durante a colisao. O resultado apresentado em forma de grafico
(forga de contato / deformagao superficial) no caso da colisdo entre a esfera e a base plana, de
ago; demonstra a coeréncia do modelo em relagdo ao modelo proposto por Dubowsky (1971),

figura 1.3.

>

& [m] & [m]

a) modelo de Dubowsky-Freudenstein b) modelo de Hunt-Clossley

Figura 1.3 : Modelo vicoelastico de colisdo

Baseado na analise de energia dissipada durante a colisdo, Herbert ¢ McWhannell
(1977) aperfeigoaram o modelo proposto de Hunt e Clossley. O modelo € baseado na analise

da resposta em frequéncia de um sinal de impacto ideal, cuja fungdo € o pulso de delta de

Dirac. A energia dissipativa encontrada ¢ significativamente maior se comparada com a do

modelo de Hunt e Clossley, como mostra a figura 1.4.




Hunt e Clossley

Herbert e Mcwhannell

-

& [m]

Figura 1.4 : Comparagdo dos modelos de colisao de Hunt-Clossley e Herbert-

McWhannell.

A analise do coeficiente de restituicdo utilizada por Hunt e Herbert é baseada na
definigdo da mecénica classica, que depende das velocidades antes e apds a colisdo.

Recentemente, uma outra definigdo do coeficiente de restituigdo foi proposta por Stronge

(1990), Marghitu e Hurmuzlu (1995), denominada coeficiente de restituicdo energético ,

baseada na hipotese de amortecimento interno durante a colisdo. Esta nova definigdo surgiu
devido a demonstragdo dos trabalhos de Kane e Levinson (1985), Brach (1989) e Smith
(1991), os quais comprovaram que, quando a colisdo envolve a fricgdo, a energia dissipada ¢
alterada de acordo com a magnitude da velocidade na dire¢do tangente a superficie de contato.
Consequentemente o valor do coeficiente de restituigdo dependera da velocidade na diregdo
normal a superficie de contato.

Na tentativa de analisar o efeito de vibragdes elasticas no corpo flexivel junto a
deformagdo superficial local, Bannhart e Goldsmith (1957) estudaram as tensGes superficiais
durante a colisdo entre uma esfera e uma viga simplesmente apoiada. Eles consideraram a

deformagd@o em redor do ponto de contato como inelastica e, também as vibragdes elasticas da




viga em questdo, baseado no modelo de Saint-Vennant. O modelo proposto tem a importancia
qualitativa pelo fato de se incluir o efeito da vibragdo elastica no mecanismo de impacto.
Contudo, os resultados numéricos do modelo apresentaram uma significante discrepancia com
relagdo aos resultados experimentais.

Posteriormente, Phillips e Calvit (1967) analisaram o efeito de combinagio da
inelasticidade no ponto de contato e das vibragdes elasticas da placa, utilizando o modelo de
placa de Zener (1941) juntamente ao modelo de contato de Hunter. Eles adotaram os
parametros faceis de serem medidos nos experimentos, tais como, tempo de contato e
coeficiente de restituigdo. A validade do modelo proposto foi verificada por Igarashi (1985)
para a colis@o entre a placa de ago e as esferas de diversos materiais, tais como, ago, plastico e
borracha, com didmetros variados. As experiéncias foram baseadas nas medidas de propagagio
de ondas apos a colisdo, utilizando para isto um microfone localizado atras da placa e um

acelerometro instalado na placa, como mostra a figura 1.5.

Transdutor de forca

—Aér/—

Acelerometro

Microfone

Osciloscopio

Figura 1.5 : Esquema da experiéncia de Igarashi
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A tentativa de aperfeigoar o modelo matematico de colisdo foi feito por Lee (1983). O
modelo incrementa a discretizagdo de massas do corpo de colisdo para atender a variagdo
geométrica dos corpos, apresentando a coeréncia dos resultados numéricos obtidos
comparados aos modelos de Timoshenko (1913) e Eringen (1950). Um trabalho semelhante,
porém, mais complexo do que o trabalho de Lee, foi apresentado por Lin e Ho (1991) para
testar a validade do modelo em termos da limitagdo da velocidade de colisdo, especialmente
para aqueles materiais que envolvem as altas pressdes de contato durante a colisio. Os
resultados em termos da for¢a de contato e deformagdo superficial apresentaram coeréncias
com relagdo aos resultados experimentais.

Quanto a eficiéncia computacional e a precisdo nos resultados de simulagdo, o método
de elementos finitos (MEF) foi aplicado para um sistema de colisdo com corpo flexivel. Alguns
destes modelos encontram-se na figura 1.6, respectivamente, Wu e Haug (1990), na figura

1.6a e Zukas (1982), na figura 1.6b.

Node #1 Node #11 Ncde #21 Node ##31  Ncde =4l

e L e
e e ]

T
e e —

S

=

b) modelo de Zukas

Figura 1.6 : Modelos de impacto com método de elementos finitos (MEF)
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1.3 Teoria de Multicorpos

A aplicagdo da teoria de multicorpos cresce a cada dia, em todas as areas de
engenharia, juntamente com o crescimento da area de informatica. A ateng@o recebida pela
teoria assemelha-se a introdugdo do Método de Elementos Finitos, na década de setenta,
Shabana (1989).

Um sistema multicorpo € definido por Shabana, e consiste em varios corpos rigidos ou
deformaveis interconectados que, em geral, é acompanhado de um grande deslocamento
translacional ou rotacional. Portanto, os corpos que formam o sistema multicorpo sdo
interligados e o movimento de um componente € influenciado pelo movimento do outro,
criando uma cadeia aberta ou fechada, como mostra a figura 1.7. Com esta defini¢do, muitos
sistemas mecanicos ou estruturais, tais como, veiculo, estruturas espaciais, manipuladores

roboticos, mecanismos, etc. podem ser tratados como multicorpos.

[e—

/

a) cadeia aberta b) cadeia fechada

Figura 1.7 : Cadeias do sistema multicorpo




A crescente evolugdo da teoria de multicorpos na area de engenharia tem sido motivada
pelo grande interesse em projetos e simulagGes de sistema de grande escala, envolvendo um

movimento relativamente grande de seus componentes que, por sua vez, necessitam de
milhares de equagdes diferenciais para descrever os movimentos do sistema. Algumas

aplicagdes tipicas do sistema multicorpos sio ilustradas na figura 1.8.

a) modelo de corpo humano

b) modelo de manipulador c¢) modelo de estrutura espacial

Figura 1.8 : Aplicagdes tipicas do sistema de multicorpo, Amirouch (1992).
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Recentemente, tem sido focalizado com grande énfase o projeto de sistemas com altas
velocidades de operagdo, estruturas leves e de precisdo, visando ao aumento da qualidade dos
produtos e da produgdo. Com a tendéncia do uso das estruturas leves com altas velocidades, o
interesse em utilizar o modelo de multicorpo com corpos flexiveis é crescente nas tltimas
décadas, Amirouch (1992).

Quanto ao estudo de cinematica ou dinamica do sistema multicorpo, os formalismos
utilizados sdo basecados em dois grandes métodos, Tomazini (1996). O primeiro € o
formalismo de Euler, onde as equagdes de movimento do sistema s3o deduzidas pelas
equagdes de Newton-Euler. O segundo € o formalismo de Lagrange, onde as equagdes de

movimento do sistema sdo derivadas dos principios de d'Alembert ou de Hamilton. Como os

membros do sistema multicorpo sdo interconectados, as coordenadas utilizadas para descrever

o movimento dos membros sdo relacionadas entre si ¢ as equagdes que descrevem estas
relagdes sdo chamadas de equagdes de vinculos. Por esta razio, as equagdes de movimento de
um sistema multicorpo devem ser completadas por outras equagdes que representam oS
vinculos do sistema, chamadas equagles de restrigdes, que devem ser resolvidas
simultaneamente as equagdes principais de movimento.

Na linha do formalismo de Euler, encontram-se como destaque os trabalhos de Kane e
Levinson, tratando-se de um sistema multicorpos rigidos (1978), e um satélite flexivel (1980).
O mérito do método de Kane ¢ a redugdo da ordem de equagdes diferenciais de primeira
ordem, e a facilidade de interpretar os resultados parciais pelo fato de se utilizar o conceito
vetorial, o que ndo acontece com o formalismo de Lagrange. As equagdes de movimento sdo
expressas em termos de velocidades generalizadas e coordenadas generalizadas do sistema e, 0
nimero de equagdes diferencias que decrevem o movimento € igual ao nimero de graus de

liberdade (GL) do sistema. Muitos dos trabalhos em multicorpos sdo baseados nos trabalhos de
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Kane, Huston (1979), Kamman (1984), Wang (1988), Ider (1989), Smith (1991), Amirouche

(1992), Buffinton (1992), Tomazini (1996).

Na linha do formalismo de Lagrange encontram-se os trabalhos de Shabana (1986a,
1986b, 1989, 1990), utilizando o principio de d'Alembert junto ao conceito de trabalho virtual
e deslocamento virtual. Neste caso, as equagdes de movimento s3o expressas em termos de
coordenadas generalizadas e forgas generalizadas. As equagdes de vinculos que descrevem as
diversas juntas mecanicas sdo adicionadas ao sistema de equagOes diferenciais através dos
multiplicadores de Lagrange. Quando se tratam de corpos elasticos sdo, normalmente,
discretizados utilizando os métodos classicos de aproximagdo, tais como, Rayleigh-Ritz,
Galerkin, ou método dos Elementos Finitos. Baseados nos trabalhos de Shabana foram
apresentados diversos trabalhos como, Khulief (1986a), Chang(1989), Blajer (1993),

Boutaghou (1993), Vukasovic (1993), Fallahi (1995).

1.4 Impacto em um corpo com grande movimento

O efeito de flexibilidade dos corpos envolvidos em colisdo tem sido objeto de recentes
pesquisas, iniciadas por Dubowsky e Freudenstein (1971), analisando os mecanismos de
barras flexiveis com movimentos intermitentes. O trabalho Dubowsky utiliza o modelo de
impacto que considera a rigidez superficial linear com amortecimento viscoso e as equagdes de
movimento do sistema foram descritas por formalismo Lagrangeano.

Yigit et al. (1990) analisaram o efeito de impacto em uma viga flexivel em rotagéo,
utilizando o modelo de mola-amortecedor para o mecanismo de impacto. Este modelo baseia-

se no método da analise de quantidade de movimento, Lee et al., utilizando o coeficiente de
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restitui¢do variavel de acordo com a flexibilidade da viga e da caracteristica superficial de
contato.

A associagdo da teoria de multicorpos e do mecanismo de impacto € objeto de
pesquisas recentes. No trabalho de Khulief e Shabana (1986b,1987) o efeito de impacto é
tratado através da introdugdo do coeficiente de amortecimento, cujo valor é determinado pela
relagdo da balanga de energia e as massas efetivas de colisio de um corpo flexivel. Neste
trabalho, as equagdes de movimento foram descritas pela coordenada elastica modal associada
a coordenada generalizada com base no formalismo Lagrangeano. Os resultados numéricos
foram avaliados para um sistema de mecanismo da biela-manivela e trem de pouso.

Com base no trabalho de Khulief e Shabana, Lankarini (1990) desenvolveu um modelo
de multicorpo com impacto para as superficies esféricas de colisio. Neste modelo, o
mecanismo de impacto € baseado na teoria de contato de Hertz para estimar a fungdo histerese

do amortecimento durante a colisdo. E importante revelar que tanto no modelo de Khulief

quanto no modelo de Lankarini utilizou-se forga de contato continua associada ao movimento

grande de multicorpo. Para isto, o instante da colisdo foi determinado de acordo com as
condigOes iniciais do sistema e, durante a colisdo, as velocidades e as forgas generalizadas
foram determinadas para conhecer os movimentos posteriores do sistema.

No trabalho de Tavares (1998) foi proposto um modelo de multicorpos rigidos com
colisdao, baseado na equagdo de Maggi-Kane para descrever as equagdes de movimento. O
problema do choque é descrito em termos de impulsos e percussdes de modo a se obter uma
condi¢do de salto nas velocidades antes e apds a colisio. O modelo foi avaliado para o
problema da colisdo entre o péndulo duplo e o obstaculo plano. A colisdo foi tratada como

sendo instantanea, pontual e em um ponto conhecido.
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1.5 Objetivos

Os objetivos deste trabalho consistem em :

- desenvolver um modelo dindmico para um manipulador flexivel, tipo multiarticulado com

caracteristica dos membros rigido-flexiveis, baseado na teoria de multicorpos bidimensionais ;

- avaliar um mecanismo de impacto adequado para a colisdo entre as superficies plana e

esférica, de ago, com velocidade de colisdo relativamente baixa que ndo provoca a deformagao
plastica ;

- avaliar a validade do modelo proposto atraves da simulagdo numérica.
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CAPITULO 2

2. AVALIACAO DO MODELO DE IMPACTO

Neste capitulo sdo apresentadas discussdes sobre a validade dos modelos de impacto
para corpos rigidos e flexiveis. As superficies de colisdo plana-esférica, de ago, sdo adotadas

para a analise.

2.1 Modelo de impacto para corpo rigido

De acordo com os experimentos realizados por Goldsmith, foi esclarecido que a
caracteristica superficial do material € o fator predominante para a colisdo entre 0s corpos
rigidos com velocidades de impacto relativamente baixas. Em outras palavras, a relagdo entre a
for¢a de impacto e a deformagdo superficial no local de contato é um parametro fundamental
para determinar a caracteristica da colisdo dos corpos rigidos. Por outro lado, Hunt
demonstrou que a colisdo envolvendo a alta pressdo de contato, como no caso da colisdo entre
os materiais de ago, apresenta caracteristica superficial ndo-linear.

De acordo com as pesquisas bibliograficas descritas no capitulo 1, as condigdes que

mais se assemelham a este trabalho sdo os trabalhos de Yigit, onde se analisam dois modelos

de impacto, rigido e flexivel. As semelhancas das condi¢des referidas deste trabalho sdo : a)

grande movimento da viga em rotagdo colidindo com um corpo; b) superficies de contato sdo
plana-esférica; ¢) materiais dos corpos de colisio sdo de agos; d) velocidades de colisdo sdo
relativamente baixas. O modelo dinamico de Yigit , denominado "modelo de mola -

amortecimento", ¢ baseado no trabalho de Wang, ou seja na determinagdo da forga de impacto
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com coeficiente de amortecimento ndo-linear e € dividido em dois diferentes modelos de
amortecimentos. Os modelos necessitam de dados experimentais do coeficiente de restituigdo
para determinar os parametros da fungdo de amortecimento.

O primeiro modelo de Yigit, modelo para corpo rigido,é simples de aplicagdo, com

menor numero de parametros envolvidos, porém, pode causar instabilidade no sistema,

segundo o pesquisador. Neste modelo a forga de amortecimento # [N] é definida por

FE=Cb88 2.1
onde, & € a deformag@o superficial [m], § éa velocidade de colisdo [m/s], C, € o coeficiente de

amortecimento com

C = 0,75 k [Ns/m’] (2.2)
e o, depende de dados experimentais [s/m] e €é determinado ajustando-se as curvas
experimentais do coeficiente de restitui¢do, que depende dos materiais e das velocidades de
colisdo, k_ ¢ a rigidez superficial [N/m].

Um outro modelo de impacto semelhante ao modelo de Yigit, porém, utilizando menos
parametros para determinar a for¢a de amortecimento, proposto por Herbert, ¢ denominado
modelo de Clossley ndo-linear. O modelo ¢ baseado no balango da energia durante a colisdo,
inicialmente proposto por Hunt e Clossley e modificado por Herbert para atender ao impacto
moderado com faixa de velocidade relativamente baixa, menor que 1,5 [m/s]. No modelo de

Clossley nao-linear a forga de amortecimento /<. [N] ¢é definida por




onde C; ¢ o coeficiente de amortecimento e o valor de » depende das superficies de contato,
com n = 1 para as superficies plana-plana, n = 1,1 para as superficies plana-cilindrica, n = 1,5

para as superficies plana-esférica.

_.3 2 S
C, ==kl o) 1 &

2

e=1-0268"3

e ¢ o coeficiente de restituigdo, adaptado pelos dados experimentais de Goldsmith para a
colisdo de ago.

Na figura 2.1 apresentam-se os resultados da simulagdo numérica dos modelos de
impacto, utilizando as seguintes condigdes :

- materiais : ago

- velocidade de impacto de 1,0 [m/s]
Os dados utilizados sdo ; massa m= 0,1 [kg], &, = 3,8 E8 [N/m], o, = 0,08 [s/m], C,= 5,66
E7 [kg/m.s] com as condigdes iniciais de §, = 0 [m] e 50 = 1,0 [m/s]. As integralizagdes da
equacdo de movimento foram realizadas utilizando o método de Runge-Kutta de Sa ordem.

Observa-se pelas figuras 2.1a e 2.1b que as curvas para os parametros den=1en =
1.1 s3o bem semelhantes, no entanto, para n = 1,5, apresentam caracteristicas diferentes de

curvas entre os dois modelos comparados. Principalmente, na fase de relaxamento,

compreendida a fase de restauragdo da deformagido superficial, o modclo de Yigit com n = 1,5

apresenta a caracteristica bem diferente com relagdo a fase de compressdo, compreendida a
fase entre o inicio de contato até atingir a deformagdo maxima. E importante revelar que esta

caracteristica € tipica do modelo com deformagao plastica, diferenciando do modelo de
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Clossley ndo-linear que apresenta caracteristica viscoelastica para os valores de » variando de
1 a 1,5. Foi referido que a faixa de velocidade de colisdo utilizada na simulagdo deste trabalho
é relativamente baixa (1,0 [m/s]), e os resultados experimentais de Hirata (1988) confirmaram
que ndo foi revelada deformagdo plastica significante para as condi¢des de impacto
estabelecidas.

As comparagdes feitas entre os resultados de simulagdo e os dados experimentais de

Hirata apresentaram as seguintes respostas : a) no caso do lo. modelo de Yigit, a média das

deformagSes maximas alcangadas foi na faixa de 30 % e; b) no caso do modelo de Clossley
ndo-linear, a mesma foi na faixa de 85 %, com os dados de » = 1,5. Este fato implica a ndao

adequabilidade do modelo de Yigit para as condig3es estabelecidas neste trabalho.

Fi [kN]

(b)
Figura 2.1 : Resultados de simulagdo dos modelos de impacto para : a) 10 modelo de

Yigit; b) Clossley ndo-linear




2.2 Modelo de impacto para corpo flexivel

O segundo modelo de Yigit é proposto para atender aos modelos de colisdo para
corpos flexiveis e também a fim de eliminar a instabilidade detectada no 10 modelo. O modelo
utiliza o coeficiente de amortecimento, que depende da frequéncia natural dos corpos em
colisdo.

A forga de amortecimento F, [N] do segundo modelo de Yigit € definida por

F,=C T (8)8

onde C; [kg/s] € o coeficiente de amortecimento, 7‘3(6) é a fungdo de amortecimento

adimensional e sdo definidos por

C,=2mopnne)’/ [an & + 7]
7,8)=|(s + ) / 25] exp [{(6 - €) - 16 - €l}(D/¢]

m [kg] € a massa, @, [rad/s] € a frequéncia natural; e € o coeficiente de restituigdo; /) € o

parametro adimensional que depende da geometria da superficie de contato; 3,0 € o valor
sugerido para a colisdo entre as superficies plana-esférica por Yigit, € ¢ € o valor arbitrario,
porém, deve satisfazer as seguintes condigdes :

0<e <8 CT@®) + k8 2 0

max




A fim de comparar os modelos de impacto para corpo rigido descritos na se¢do 2.1, foi

simulado o 20 modelo de Yigit com as mesmas condigdes de impacto da figura 2.1, exceto os

dados de C3 =800 [kg/s], D=3,0,e =2FE-6[m]. Na figura 2.2 encontram-se 0s

resultados de simulagdo do 20 modelo de Yigit, baseados na forga de amortecimento da
equagdo 2.5. Lembrando que o 20 modelo de Yigit foi desenvolvido para atender a possivel
instabilidade no multi-impacto, nesta simulagdo os dois modelos de Yigit ndo apresentaram a
instabilidade durante a avaliagdo. Por outro lado, pela figura 2.2 foi constatado que as curvas
do 20 modelo de Yigit assemelham-se as do modelo de Dubowsky, porém, mais coerentes
com os resultados experimentais de Goldsmith para n = 1,0 e n = 1,1. Contudo, como foi
discutido na seg¢do 2.1 o modelo de Yigit apresenta uma grande deformag@o plastica para as
superficies de contato plana-esférica. Esta tendéncia permaneceu também no 20 modelo de

Yigit.

1.0

dx 107 [m]

Figura 2.2 : Resultados de simulagdo do 20 modelo de Yigit




Apesar de o modelo de Clossley ndo-linear, apresentado na segio 2.1 ser desenvolvido
para atender a colisdo entre os corpos rigidos, sua utilizagdo para avaliar a colisdo entre uma
esfera de ago e um disco flexivel apresentou resultados satisfatorios, de acordo com os dados
de Hirata. As avaliagdes foram feitas tanto na intensidade da deformagdo maxima quanto na
forma de curva caracteristica das forgas de contato com relagao as deformagdes superficiais.
Por este motivo, o modelo de Clossley nao-linear foi adotado para este trabalho como modelo

de impacto ideal para as condigdes estabelecidas.

2.3 Efeito de flexibilidade na colisio

O efeito de flexibilidade na colisdo foi analisado por Yigit com modelo simplificado

para verificar a influéncia do coeficiente de restituigdo. A figura 2.3 apresenta o esquema do

modelo adotado por Yigit.

A equagdo de movimento para este modelo pode ser escrita

md + F + k8" +K85 = - K8,




onde m [kg] é a massa do corpo flexivel;, K € a rigidez do corpo flexivel, & [m] € o

deslocamento ou deformagdo superficial da massa; &, [m] € o deslocamento inicial da massa;

5 [m/s?] ¢ a aceleragdo da massa; F, [N] é a forga de amortecimento da equagdo 2.3; k,

[N/m"] é a rigidez superficial e o valor de n depende da forma geométrica da superficie de
contato.

Para a realizagdo da simulagdo numérica foram utilizados os mesmos dados da figura
2.1, exceto os seguintes parametros : K = 0,14, e K = 0,01 4_. No entanto, como o tempo de
contato foi muito curto, aproximadamente 0,48 ms, ndo foi revelada influéncia significante de
flexibilidade. Nesta simulagdo, o coeficiente de restitui¢do inicialmente utilizado de acordo com
a equacgao 2.4 foi comparado ao coeficiente de restituigdo calculado no final da simulagédo e
quando a diferenga era superior ao valor estabelecido, adotava-se o tltimo valor calculado para
reiniciar a proxima etapa da simulagao.

Por outro lado, o modelo da figura 2.3 ndo considera a flexibilidade do corpo receptor
de colisdo, tal como foi idealizado o sistema de colisdo para este trabalho, descrito no capitulo
3. O modelo esquematico com influéncia de flexibilidade do corpo receptor pode ser visto na

figura 2.4.




As equagdes de movimento do modelo da figura 2.4 podem ser escritas :

my, + g0 -y,) + Ky = - Klyl,{]
my, + g, -y) + Ky, = - K:.}'z,o
Oh =) 20

onde m, e m, [kg] sdo massas dos corpos flexiveis; y; € y, [m] sdo deslocamentos das massas
m, € my respectivamente; 1o € y2o [m] sdo deslocamentos iniciais das massas m, e m,
respectivamente; K; e K, [N/m] sdo rigidezes dos corpos flexiveis e g(y) é a fungdo

caracteristica superficial, e pode ser determinada por

gy) = (A +k)y" com y=y -y, (m)

A = %ks(l - €’) / y, (Ns/m?)

= 1 =026 p*®

Como o modelo de colisdo de Yigit revelou que ndo ¢ adequado para as condigdes deste
trabalho, foi adotada uma for¢a de amortecimento da equagdo 2.3 e a forga de impacto
determinada entdo pela equagao 2.10.

Para avaliar o modelo da figura 2.4 foram utilizadas as equagdes 2.9 e 2.10, variando-
se rigidez dos corpos. A figura 2.5a e 2.5b apresentam os resultados de simulagdo para a) K =
K> = 0,01k = 3,83E6 [N/m] e, b) K, = (1/2)K; = 1,915E6 [N/m]. Os demais dados sdo iguais
aos utilizados da figura 2.1 com; m; = m; =0,1 [kg], A = 1,02E8 [st’mz] e condig¢des iniciais
de yy=y2= y,=0, y, = 1,0 [m/s]. Pelas figuras 2.5a e 2.5b pode-se observar que os pontos
iniciais (PI) e finais (PF) ndo coincidem devido a existéncia de flexibilidade no corpo receptor

de impacto. Esta tendéncia de afastamento de pontos iniciais e finais aumenta a medida que
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diminui a rigidez do corpo receptor, o que pode-se observar nitidamente pela comparagdo das
figuras. A consideragdo desta diferenga no modelo € importante ndo somente para detectar as
caracteristicas da colisdo, mas também para obter os movimentos precisos apos a colis3o.
Principalmente, quando se trata de multiplo impacto onde as colisdes sucessivas dependem da

posigdes relativas dos corpos de colisdo.

A forga de impacto analisada neste capitulo sera transformada em forga generalizada de

impacto, a fim de ser utilizada no modelo dinamico de multicorpos descrito no capitulo 3.

Fi [kN]

2
y1 & y2 [mm]
Fi [kN]

y1 & y2 [mm]
(b)

Figura 2.5 : Resultados de simulagdo do efeito de flexibilidade na colisdo para rigidez

de a) K, =K, =3,83E6 [N/m] e, b) K1 = (1/2)K> = 1,915E6 [N/m]




CAPITULO 3

3. MODELOS DE MULTICORPOS COM COLISAO

Neste capitulo s3o apresentados desenvolvimentos dos modelos dinidmicos de
manipulador multiarticulado, colidindo com um corpo sustentado por uma mola. O
manipulador é composto de uma viga com caracteristica rigido-flexivel em rotagdo. Para o
desenvolvimento do modelo foi utilizada a teoria de multicorpos bidimensionais associada ao
modelo de impacto analisado no capitulo 2. As equagdes de movimento do sistema de colisdo

foram baseadas em formalismo Lagrangeano. O desenvolvimento do modelo pocede

inicialmente para o corpo rigido e em seguida para o corpo flexivel, posteriormente, 0 modelo

interconectado das partes rigidas e flexiveis para aplicar ao manipulador multiarticulado.

3.1 Descricio do modelo de manipulador multiarticulado

Neste trabalho, o modelo de manipulador € dividido em partes rigidas e flexiveis. Para
o desenvolvimento do modelo dindmico foram estabelecidas as seguintes condigdes, a sbaber :

- 0 manipulador atua em um plano bidimensional,

- a estrutura do manipulador é composta de dois tipos de se¢des transversais, formando
uma viga com segOes variadas, onde uma delas tenha a inércia bem superior as outras,
caracterizando a viga com partes rigidas e flexiveis;

- as deflexdes da viga da parte flexivel podem ser consideradas pequenas em

comparagao ao comprimento da viga;

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



- as influéncias de resisténcia do ar e amortecimento interno estrutural sdo despreziveis,
- a influéncia de gravidade € desprezivel,
- o torque € aplicado em uma das extremidades da viga, na parte rigida, denominada

cubo;
- 0 corpo receptor de colisao € sustentado por uma mola.
De acordo com as condigdes estabelecidas o modelo de manipulador em estudo ¢é idealizado,

como mostra a figura 3.1, onde o corpo receptor de colisdo € localizado em uma distancia que

coincide com a extremidade livre da viga.

manipulador

corpo receptor

Figura 3.1: Modelo do manipulador multiarticulado com impacto

3.2 Modelo de multicorpos bidimensionais para corpo rigido

Considerando inicialmente uma barra com segdo uniforme com massa m, € um
comprimento /,, em movimentos de translagdo e rotagdo, com um torque 7 aplicado em uma

das extremidades, como mostra a figura 3.2, a coordenada (x, ,x,) da figura 3.2 indica a




coordenada local da barra e (X; ,X>) é a coordenada de referéncia. Pela figura, o vetor posi¢do

de um ponto qualquer da barra pode ser assim definido :

X

Ny

Figura 3.2: Modelo do corpo rigido com se¢do uniforme

r=R+Ax

R, | |cos@ —sen@ | x,
= +
R, sent cos@ | x,

onde R é o vetor posigdo do ponto P da figura 3.2 com relagdo a coordenada de referéncia, A

¢ a matriz de rotagdo e x € o vetor posi¢do com relagdo a coordenada local. Definindo a

coordenada generalizada g, como

g¢=[R R, 6]

A equagdo de movimento do sistema pode ser escrita, (Apéndice-1)

[M]4.]=1/]
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Mg My | G, | Jr
Mg Mg (], o Jo

onde ¢, =[R, R, egq, = 6; coordenadas generalizadas.

r

m, 0 . : ‘ -
My, = |: 0 :'; matriz de massa associada ao movimento de translagao.
mi'

—sen6 . i . s
My, = —;—’[ 9 :’; matriz de massa associada aos movimentos de rotagdo e
cos

translagao.

My, = my,’ ; matriz de massa associada aos movimentos de rotagao e translagéo.

el

m,l, . . "
i e matriz de massa associada a rotagdo

Jr = L’

mil ..|lcos@
2

9} ; forca generalizada associada a translagao.
Sen

fo = T'; forga generalizada associada a rotagdo (torque).

3.3 Modelo de multicorpos bidimensionais para corpo flexivel

De acordo com a teoria de elasticidade, os deslocamentos de uma viga podem ser
representados pela fun¢do de forma S, utilizando-se um termo adimensional # = s/ /; onde /s €
o comprimento da viga e s € a distancia de uma das extremidades da viga até um certo ponto,

na dire¢ao do comprimento :




I—-u 0 0 u 0
0 I1-3u’+2u’° !f(u—2u"+u3) 0 3u’-2u°

Definindo agora as coordenadas locais de corpos flexiveis g como

T
‘?f=[‘If; dr2 455 9re 9ys ‘?f:s]

onde ¢q,, e q,, sdo deslocamentos axiais
4> € 45 sdo deslocamentos transversais

4 € 4,4 sdo deslocamentos angulares.

A figura 3.3 mostra as coordenadas locais de uma viga definida na equagdo 3.6.

Figura 3.3: Coordenadas locais de corpos flexiveis

Para a aplicagdo no modelo do manipulador multiarticulado da figura 3.1, considerou-se uma

viga engastada do lado esquerdo da figura 3.3,isto ¢, q,, =¢,, =¢q,; =0. Neste caso, a

coordenada generalizada local ¢; e a fun¢ad de forma § podem ser escritas,respectivamente :

(f;:[q_.w qrs {f_!f:]r
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s u 0 0
o 37 -24 1, (uj - u?)
Redefinindo a coordenada local flexivel ¢,, de acordo com a figura 3.4, como

q3=‘?f:[an ds qu]TZ[UI U, a]T

A¥

Figura 3.4: Modelo do corpo flexivel com se¢do uniforme

Conforme a defini¢do dos termos da figura 3.4, o vetor posigdao de um ponto qualquer da viga

pode ser escrito

r=R+ A(x +x))

=R+ A(x+Sq)

B "R, ‘Irco.s'é' .svn.!?vw
R, +_.s‘cm9 cos@ l

)

1
-"f} . ’ . g;
i o 3-8 ff-(!!j -u’)]?
2] | a

AV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 33 34 15 Te 17

18



onde x € o vetor posi¢do de um determinado ponto da viga sem deformagad e x; € o vetor
posi¢do de um determinado ponto da viga em um estado deformado.

As equagdes de movimentos para o corpo flexivel podem ser escritas, (Apéndice II) :

o [mf :]
onde, iy, =
0 m,

chaby; fe vy G SO +6U,)sen6—(6U, —1l,.a)cos@
Mo = e =031 (61, +6U, Jcos® - (6U, ~ L,a)sen®

— s

m.|6cos@ —6sen@ [ sen@
A A 12|6sen8 6cos® —I, cos@

0
13

1'1 U;j + L_!,.'?af: ~—1—‘(_:’.-l/.;a.‘
35 7 105 10577 J

?ﬁf +Up) =l (’(_r + Ur)]

0

6Ll
1.

!
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3.4 Modelo de multicorpos bidimensionais para corpos rigido-flexiveis com colisio

De acordo com a defini¢do do manipulador multiarticulado da figura 3.1, um conjunto
do corpo rigido e flexivel € idealizado, como mostra a figura 3.5.
Considerando cada corpo formado por um elemento rigido-flexivel, apresentado na

figura 3.5, as restrigdes cinematicas podem ser escritas :

r,=R+A(l;+ Sq)

r /

onde /,; = '
0

[L.+1,.7
F . I, - comprimento da parte rigida;  /;: comprimento da parte flexivel

Neste caso, as equagdes que governam o sistema podem ser escritas :

l—m" m, jij—c'jil [0 o0 }{q,

Lm_f,_ m_{‘,.thfj_,. L() k_fr




onde indice "r" refere-se ao corpo rigido e "f" ao corpo flexivel, ¢, e g sio coordenadas
relativas aos corpos rigidos e flexiveis respectivamente; O, e Oy sdo as forgas generalizadas dos

corpos rigido e flexivel, respectivamente e ky € a rigidez da parte flexivel.

X:
1

Figura 3.5 : Modelo do corpo rigido-flexivel

E importante revelar que os componentes da matriz de massas m, € my; indicam os
termos de influéncia da parte rigida a parte flexivel ou vice-versa, isto €, os movimentos da
parte rigida dependem da deformagdo da parte flexivel. No estudo de Shabana foi comprovado
que o efeito de acoplamento dos movimentos da parte flexivel a parte rigida torna-se
importante a medida que aumenta a velocidade de operagdo ou se utiliza um mecanismo
composto de componentes com menor inércia.

Agora, retornando ao manipulador da figura 3.1, onde o sistema de colisio € composto
de uma viga em rotagdo e um corpo receptor de colisdo sustentado por uma mola; neste caso,
as forgas generalizadas sio compostas de forgas externas (., forgas quadraticas O,, forgas de

impacto (; , e podem ser escritas :

r}:g‘e _{_Q\' +Qr




0, = [7 O]T
g=lo. 8,
o= [Qr O]T

1" é o torque aplicado no cubo, (., € Oy sdo forgas de velocidades quadraticas baseadas nas
equagdes de 1.17 e I1.24 de apéndice, relacionadas ao corpo rigido e flexivel, respectivamente.

Q; € a forga de impacto aplicada na parte rigida quando esta estiver em contato com o corpo

receptor de impacto.

A for¢a de impacto é determinada, baseada na equagdo 2.10, com as seguintes

condigdes :

O, para Q, >0
0

(
Q.=i

para O, <0

e, para o corpo receptor de colisio com a massa m., rigidez da mola K. com o deslocamento
de x,, a equag@o de movimento pode ser escrita na forma :

mx. K x ==0

i

Esta cquagdo de movimento deve ser resolvida simultancamente a equagio 3.12,

respeitando as restrigoes cinematicas da equagdo 3.11.




CAPITULO 4

4. SIMULACAO NUMERICA

Neste capitulo s3ao apresentados os resultados de simulagdo dos modelos de
multicorpos referidos no capitulo 3. Nos modelos de multicorpos foram avaliados diversos
modelos simples antes de analisar o modelo de multicorpo do manipulador multiarticulado da
figura 3.1, visando uma avaliagdo sistematica de pardmetros. Entretanto, para todos os casos,
as analises sdo restritas para os corpos com se¢do uniforme, tanto da parte rigida quanto da
parte flexivel. Os modelos analisados possuem os corpos em movimentos de rotagdo e a
colisdo € simulada com um corpo externo sustentado pela mola, considerado como corpo

receptor de colisdo. As influéncias de impacto foram avaliadas através da trajetoria de um

determinado ponto da viga e do corpo receptor de colisdo. Para a simulagdo numérica foram

utilizadas softwares baseados em programa MATLAB de Mathworks, com um

microcomputador tipo PC.

4.1 Modelo de colisio com viga engastada

O modelo inicialmente avaliado ¢ composto de uma viga engastada com segdo
uniforme, colidindo com um corpo apoiado pela mola localizada na extremidade desta viga,
estacionario antes da colisio. Este modelo foi escolhido como o primeiro para avaliagdo

devido ao problema de vibragao relativamente bem conhecido.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



A figura 4.1 apresenta um esquema do primeiro modelo de colisdo avaliado.

Figura 4.1 : Modelo de colisao com uma viga engastada

A viga engastada da figura 4.1 possui momentos de inércia /, modulo de elasticidade £,
massa m, e comprimento /; . O corpo receptor de impacto localizado em uma das
extremidades da viga, inicialmente estacionario, possui a massa m. com a rigidez de k. .

Na primeira avaliagdo foram analisados os efeitos de alguns parametros, tais como,
rigidez da mola do corpo receptor de colis@o e velocidades de colisdo.

Para a simulagdo do sistema foi utilizada a equagdo de movimento da viga baseada na

equagdo 3.11, considerando ¢ = ¢, =0, fi=/> =/f; = 0 e acrescentando a for¢a de impacto

Q.. Portanto, a equagdo de movimento da viga baseada na teoria de multicorpos pode ser

escrita :




e a equagdo de movimento do corpo receptor € utilizada na equagdo 3.14, mantendo a
restri¢ao da forga de impacto da equagdo 3.13a.

Os dados utilizados para a simulagdo da equagao 4.1 foram : massa da viga my = 0,585
[kg]; massa do corpo receptor de colisdo m. = 0,046 [kg]; modulo de elasticidade E = 2,1.
10" [N/m? ]; momento de inércia da viga 7 = 3,125.10™"° [m* ]; 4rea de segdo transversal a =
1,5.10* [m’ ]; rigidez superficial dos corpos K; = 3,83.10° [N/m*]. Para avaliar o efeito da
rigidez do corpo receptor de colisdo os valores de K, foram variados : K.—* o, K. =
2,67.10" [N/m], K. =2,67.10* [N/m].

Os resultados da simulagdo em termos de deslocamentos da extremidade da viga com

relagdo ao tempo encontram-se na figura 4.2, onde as curvas representam : curva I : Kz—=o0;

curva Il : K, =2,67.10" [N/m]; curva IIl : K. =2,67.10* [N/m]. E importante revelar que as

velocidades iniciais de colisdo sdo iguais para as trés curvas apresentadas.

Deslocamento [m]

.01

Figura 4.2 : Efeito de rigidez do corpo receptor de colisio no modelo da viga

engastada




Observa-se pela figura 4.2 que a curva I/ apresenta comportamento bem distinto em
relagdo as curvas / e /I , mostrando o movimento da viga acompanhando o deslocamento do

corpo receptor apos a colisdo.

10

[= ]

Deslocamento [m]

0. lﬂl 0.02 0.03 0. 04
Tempo [s]

(a) detalhes da curva /7

Deslocamento [m]

0.02 0.03 0.04
Tempo [s]

(b) detalhes da curva 1/
Figura 4.3 : Deslocamentos da viga ( ) e do corpo receptor de colisao (- )
no modelo da viga engastada para : (a) K. =2,67.10" [N/m]; (b) K. =

2,67.10" [N/m]




Este movimento de acompanhamento pode ser visto claramente na figura 4.3a e 4.3b, onde
apresentam as trajetorias da extremidade livre da viga junto com o movimento do corpo
receptor de colisdo, referentes as curvas I/ e /1] da figura 4.2, respectivamente.

Apesar de a figura 4.2 mostrar o comportamento dindmico do sistema de colisdo entre
a viga engastada e o corpo receptor de colisio, a mesma figura ndo esclarece o
comportamento no ponto de vista microscopico da superficie de colisdo. Por este motivo, foi
feita a verificagdo do comportamento em termos de deslocamentos relativos durante o curto
periodo de colisdo.

A figura 4.4 apresenta a variagdo de deformagao superficial relativa ao corpo de colisdo
durante o contato. As curvas /, /I e I/ da figura indicam os resultados de diferentes rigidezes
avaliadas na figura 4.2. Observa-se pela figura que a curva /] apresenta o maior tempo de

contato. A razdo deste maior tempo de contato € causada pela proximidade de rigidez entre a

rigidez superficial e a rigidez do corpo receptor de colisio.

Uma outra verificagdo no comportamento de colisdo do sistema foi feita em termos de

variagdo da for¢a de impacto durante a colisdo. A figura 4.5 apresenta diferentes niveis de
for¢as de impacto. De acordo com as figuras 4.4 e 4.5 o tempo em que ocorrem as forgas
maximas coincide com o tempo das deformagdes maximas, o que comprova, em parte, a
utilizagdo correta do modelo de impacto descrito no capitulo 2. Uma outra observagdo que
pode ser feita pela figura 4.5 ¢ a faixa estreita da curva caracteristica das for¢as de impacto na
iminéncia de atingir a forca maxima. Este fato pode ser interpretado pela diferenga de rigidez
da viga e do corpo receptor de colisdo, onde a fase suave das curvas proporciona a
deformagdo ou deflexdo da viga e¢ a fase estreita da curva ¢ caracterizada pela deformagdo
superficial em conjunto com o deslocamento do corpo receptor de colisio. Muitas das

simula¢des da estrutura ou do mecanismo em movimento que envolvem a colisdo desprezam o
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tempo de contato, em razdo da comparagdo com o tempo da analise de movimento dos
mesmos. No entanto, foi demonstrado nesta segdo que dependendo da rigidez superficial dos
corpos em colisdo ou da rigidez dos corpos, alteram-se o tempo de contato, a forga de contato
e consequentemente o comportamento dindmico, influenciando os movimentos pré-
estabelecidos dos componentes do mecanismo ou da estrutura. Esta alteragio no
comportamento ndo deve ser ignorada no caso do mecanismo de precisdo, manipulador, tal

como analisado neste trabalho.
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Figura 4.4 : Historico da deformagao superficial durante a colisdo
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Figura 4.5 : Historico da forga de impacto durante a colisao




4.2 Modelo de colisio com viga-cubo em rotacio

Este modelo aproxima-se bastante o0 modelo de manipulador em rotagdo, cujo torque €
aplicado na parte do corpo rigido, denominado cubo. O modelo possui um grande movimento
de rotagdo, ao contrario da viga engastada ilustrada na figura 4.1, onde os movimentos da viga
se resumem em um pequeno movimento oscilatorio.

A figura 4.6 apresenta o esquema do modelo da viga-cubo em rotag@o, colidindo com o
corpo receptor de colisio. De acordo com a figura 4.6, o modelo da viga € composto de parte
rigida,cubo, e a parte flexivel com as massas m, e my, respetivamente. Os dados da parte
flexivel da viga e do receptor de colisio s3o iguais aos da da figura 4.1, exceto 0s
comprimentos da viga que, para esta analise, foram avaliados em quatro diferentes valores a
fim de verificar o efeito de rigidez da viga no mecanismo de impacto, mantendo, entretanto, as

secdes transversais e, consequentemente, variando as massas e a rigidez. Para o cubo, os dados

atribuidos foram : massa do cubo m, = 0,702 [Kg] e rigidez superficial K, = 3,83.10° [N/m"’].

O torque aplicado no cubo e seu tempo de aplicagdo foram, respectivamente, 1,5 [Nm] e 0,01

[s].

Figura 4.6 : Modelo de colisdo com viga-cubo em rotagao
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Para a simula¢@o do sistema da figura 4.6 foi utilizada a equa¢@o de movimento da viga
baseada na equagdo 3.12. No entanto, o acoplamento de matrizes de massas para 0s Corpos
rigido e flexivel foi desprezado nesta analise pelo fato de a velocidade de operagdo da viga ser
relativamente baixa se comparada com a inércia da mesma, diminuindo a influéncia da parte
flexivel no movimento da parte rigida. Portanto, para a anilise considerou-se m,; = mj;’ = 0.

Os resultados de simulagdo do modelo da figura 4.6 encontram-se na figura 4.7, em
termos da variagdo de trajetoria da extremidade livre da viga para a rigidez do corpo de colisdo
de 2,7.10" [N/m], figura 4.7a, e de 2,7.10* [N/m], figura 4.7b. As linhas tracejadas das figuras
representam os resultados do modelo da viga considerando-a perfeitamente rigida (corpo
rigido), a fim de comparar aos resultados do modelo da viga flexivel. Na figura 4.7 podemos
observar também os sinais de pequenas oscilagdes apds o impacto, como foram observados na

figura 4.2, e sua intensidade cresce com o aumento do numero de colisdes. Como era

esperado, a maior rigidez da mola no corpo receptor, da figura 4.7a com rigidez de 2,67.10

[N/m], apresentou amplitude de vibragdao maior. Pode-se observar também que as amplitudes
de vibragdes crescem com as sucessivas colisdes. A desconsideragdo do amortecimento interno
da viga em questdo no modelo matematico contribuiu para aumentar este fato.

O aumento da amplitude de vibragdo apos a colisio pode ser visto também nas
velocidades locais da viga. A figura 4.8 apresenta as variagdes das velocidades na extremidade
livre da viga, onde foi registrada a variagdo de trajetoria na figura 4.7.

Observa-se pela figura 4.8, através das linhas tracejadas (corpo rigido) que, durante a
colisdao ha inversdo de velocidade (velocidade negativa a velocidade positiva), e ainda, pode-se
observar a diminuigdo da velocidade no modulo antes e apos a colisdo. Este fato esta de

acordo com o modelo de coeficiente de restitui¢do variavel adotado para este trabalho.
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Figura 4.7 : Deslocamentos da extremidade livre da viga em rotagdo para diferentes
rigidezes do corpo receptor de colisdo : a) K. =2,67. 107 [N/m];b) K, =

2,67.10* [N/m]; —— modelo rigido; modelo flexivel
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Figura 4.8 : Velocidades da extremidade livre da viga em rotagdo para diferentes
rigidezes do copro receptor de colisdo : a) K, =2,67.10" [N/m]; b) K.

2,67.10* [N/m] ; — modelo rigido; modelo flexivel




E importante revelar, ainda, que a magnitude de velocidade apos a colisdo ndo depende
somente do coeficiente de restitui¢do, mas também dos deslocamentos relativos dos corpos de
colisdao, onde um pequeno desvio no ponto de contato pode causar uma diferenga significante
na velocidade apos a colisdo, provocando a alteragdo da trajetoria do manipulador.

Para avaliar o efeito de rigidez da viga foram utilizados diversos comprimentos da
parte flexivel, sem alterar sua massa € seu momento de inércia. As figuras 4.9 e 4.10
apresentam os resultados da avaliagdo sobre a rigidez da viga para comprimentos da parte
flexivel em 0,4 [m], 0,3 [m], 0,2 [m] ¢ 0,1 [m], para rigidez do corpo receptor de 2,74.10’
[N/m] e 2,74.10* [N/m], respectivamente. Pelas figuras 4.9 e 4.10 pode-se observar que, com a
alteragdo da rigidez do corpo receptor, os tempos de 2% e 3% impactos foram alterados e,

consequentemente, as variagdes significantes da trajetoria na extremidade livre da viga, além

da variag@o de amplitude de vibragdes ja mencionada.
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Figura 4.9 : Deslocamentos da extremidade livre da viga em rotagdo para diferentes
comprimentos da parte flexivel com a) 0,4 [m] e b) 0,3 [m] com K.

2,67.10" [N/m]
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Deslocamento [m]

Deslocamento [m]
Deslocamento [m]

Figura 4.10 : Deslocamentos da extremidade livre da viga em rotag@o para diferentes

comprimentos da parte flexivel com : a) 0,4 [m]; b) 0,3 [m]; ¢) 0,2 [m] e

d) 0,1 [m], com K, =2,67.10* [N/m]
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4.3 Modelo de colisdo com viga-corpo rigido com multicorpos em rotacio

Este modelo baseia-se no modelo esquematico apresentado na figura 3.1, composto de
uma viga em rotagdo com cinco corpos rigidos interligados pelas partes flexiveis, conforme a

figura 4.11.

Figura 4.11 : Modelo de viga-corpo rigido com multicorpos

O modelo de simulagdo foi baseado na equagdo 3.12, porém, como foi descrito na

se¢do 4.2, as massas de acoplamentos dos corpos rigidos e flexiveis foram desprezadas, isto €,

my = m;,r =0.

O modelo dinamico utilizado nesta segdo € uma extensdo do modelo da segdo 4.2,
porém, alterando as restrigdes cinematicas para se adaptar ao modelo geométrico do
manipulador multiarticulado proposto.

Na simulagdo foram comparados os resultados com o modelo da viga perfeitamente

rigida para facilitar a compreensdo dos mesmos.




Os dados utilizados para a simulagdo do modelo foram : massa do cubo my = 0,175
[kg]; massa do corpo rigido m, = 0,143 [kg]; massa do corpo flexivel m, = 0,152 [kg];
comprimento do cubo /, = 0,013 [m]; torque aplicado no cubo 7= 1,5 [Nm]; rigidez do corpo
receptor de colisio K, = 2,67.10” (N/m); tempo de aplicagdo do torque 7,, = 0,1 [s]. Os dados
restantes utilizados sdo iguais aos usados na segao 4.2.

A figura 4.12 apresenta os resultados de simulagdo do modelo da figura 4.11. A curva
representada com a linha cheia da figura 4.12a indica a trajetoria da extremidade da viga, parte

rigida, considerando as partes flexiveis da viga como sendo rigidas para o efeito de

comparagdo. Observa-se pela figura 4.12a que o modelo de viga flexivel, linha tracejada, atrasa

substancialmente o tempo de 2° e 3° impactos. Este fato implica que a parte da energia de
colisdo ndo foi repassada ao corpo receptor de colisdo, retendo uma parte daquela antes da
colisao em movimento vibratorio da viga.

A figura 4.12b apresenta as curvas de trajetorias de quatro pontos P, , P, ,P3 e Py do
modelo da figura 4.11. Pela figura 4.12b pode-se observar a intensidade de vibragdo da viga
nos diferentes pontos da viga composta de partes rigidas e flexiveis. Pode-se observar também
que, com o aumento de nimero de colisdes, a intensidade de vibragdes da viga cresce, de

acordo com a magnitude da colisao.
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Deslocamento [m]

Deslocamento [m]

Figura 4.12 : Deslocamentos da viga do modelo viga-corpo rigido com multicorpos em

rotagdo para : a) comparag¢do com modelo rigido e b) nos diferentes

pontos dos corpos rigidos




CAPITULO 5

5. CONCLUSOES E COMENTARIOS

Neste trabalho foram avaliados os modelos de impacto adequados para a colisdo entre
os corpos metalicos, ambos de ago, um com superficie plana e outro com superficie esférica.
Na analise foi utilizada a velocidade de colisdo relativamente baixa, abaixo de 1,5 m/s, de
acordo com a aplicagdo deste tipo de manipulador estudado. O modelo de impacto com
"amortecimento ndo-linear e coeficiente variado" foi testado para um modelo de manipulador,
composto de uma viga em rotagdo com partes flexiveis e rigidas. A avaliagdo deu-se através da
simulagdo numérica dos modelos de impacto, cuja dimensdo geométrica ¢ semelhante aos
resultados experimentais obtidos por Hirata.

O modelo de impacto implementado com base no modelo proposto de Herbert,
mostrou-se adequado para a aplicagdo referida. O modelo de Yigit apresentou uma dissipagao
de energia maior do que a dos modelos tradicionais de impacto, tais como, modelos de Hunt e
Dubowsky. Este fato implica o uso do modelo Yigit para a velocidade de colisdo relativamente
baixa ou materiais menos resistentes, como aluminio, ou ainda para a superficie de colisio com
menor curvatura, como por exemplo: colisdo em superficie plana-plana ou plana-cilindrica.

Quando a colisdo envolve a flexibilidade em um dos corpos, os resultados da simulagio
mostram que a velocidade apos a colisdo e a trajetoria do movimento posterior a colisdo sdo

alteradas siginificativamente, de acordo com o grau de flexibilidade. Esta tendéncia aumenta a

medida que a ordem de grandeza da rigidez superficial de contato se aproxima da rigidez de

um dos corpos.

- -~ L.
Wi, b .'.'. L.
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A influéncia da flexibilidade no modelo de manipulador estudado foi revelada pela
variagao da trajetoria do mesmo apds a colisio. Neste modelo foram consideradas as
flexibilidades dos corpos tanto no manipulador, composto de quatro corpos rigidos
interligados, com as partes flexiveis e um cubo, quanto no corpo receptor de colisdo.

Os resultados da simulagdo mostraram que a trajetoria do manipulador foi alterada
significativamente, prejudicando a precisdo da trajetoria pré-estabelecida. Quando ha um
multiplo impacto, como no caso da opera¢do de embutimento que recebe periodicamente a
forga de impacto, a precisdo da trajetoria € bastante prejudicada.

O uso da teoria de multicorpos bidimensionais para a analise de impacto em um corpo

com grande movimento, como no caso do manipulador estudado, mostrou-se eficiente na

analise de trajetoria de diversos pontos do mesmo. Embora a teoria de multicorpos utilizada

apresente grande eficiéncia no estudo dindmico, como analise de tensdes de um corpo em
grande movimento, a mesma teoria serviu para analisar a parte cinematica, a qual pode ser

aproveitada para controlar a trajetoria com precisao.




REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Amirouch,F M.L. (1992), Computational methods in multibody dynamics, Prentice-Hall
International Ed., New Jersey.

Achenbach, J.D. (1975), Wave propagation in elastic solids, American elsevier, New York.
Banhart, K. E. and Goldsmith,W. (1957), Stress in beams during transverse impact, J.
Applied Mechanics, Trans ASME, pp440-446.

Blajer,W., Schiehlen,W., SchirmW. (1993), Dynamic analysis of constrained multibody
systems using inverse kinematic, Mech. and Machine Theory, vol.28(3), pp397-405.
Boutaghou,Z.E., Erdman,A.G. (1993), On various non-linear rod Theories for the dynamic
analysis of multibody systems, part 1:formulation, vol.164(2), pp207-223.

Brach,R.M. (1989), Rigid body collisions, J. Applied Mechanics,Trans. ASME, vol.56,
pp133-138.

Buffinton, K.W. (1992), Dynamics of elastic manipulators with prismatic joints, J. Dyn. sys.
meas. control, vol.114, pp41-49.

Chang,J.L. (1989), A new Lagrangian formulation of dynamics for robots manipulators,
J.Dyn. Sys. Meas. Control, vol. 111, pp559-567.

Dubowsky,S. and Freudenstein,F. (1971), Dynamic analysis of mechanical systems with
clearances, Part 1: formulation of dynamic model, Part 2: dynamic response, J. Lngineering

Jor Industry, Trans. ASME, vol.93(B), pp305-316.

e Dubowsky,S. and Gardner, T.N. (1975), Dynamic Interactions of link elasticity and

clearance connections in planar mechanical systems, J.Engineering for Industry,

Trans. ASME, vol.97(B), pp652-661.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



Eringen,A.C. (1950), Transverse impact on beams and plates, J.Applied Mechanics, Trans.
ASME, vol.72, pp461-468.

Fallahi,B.,Lai,S. and Venkat,C. (1995), A finite element formulation of a flexible slider
crank mechanism using local coordinates, J.Dyn. Sys. Meas.Control, Trans. ASME, vol.117,
pp329-335.

Goldsmith,W. (1960), Impact, Edward Arnold Pub., New York.

Herbert,R.G. and McWhannell,D.C. (1977), Shape and frequency composition of pulses
from an impact pair, J.Eng. for Industry, Trans. ASME, pp513-518.

Hirata, T. e Scieszko,J.L. (1989), Influéncia da base nos parametros de colisdo, Rev. Bras.
Ciénc. Mec., vol. XI,No.1,p1-15.

Hunt,K.H. and Clossley,F.R.E. (1975), Coefficient of restitution ineterpreted as damping in
vibro-impact, J. Applied Mechanics, Trans. ASME, pp440-445.

Hunter,S.C. (1957), Energy absorved by elastic waves during impact, .JMech. & Physics of
Solids, vol.5, pp162-171.

Huston,R.L. and Passerello,C. (1979), On multi-rigid-body system dynamics,Computers &
Structures, pp439-446.

Ider,S K. and Amirouch,F.M.L. (1989), On the constraint violations in the dynamics

simulation of multibody systems, J. Dynamic Systems, Meas. Control, vol.111,p238-243.

Igarashi, T.,Goto,M. and Kawasaki,A. (1985), Studies on impact sound: The sound

generated by a ball colliding with a plate, Bu/l.JSMI, vol. 28 No.235, pp148-154.
Kamman,J. W. and Huston,R.L. (1984), Dynamics of constraint multibody systems,
J.Applied Mechanics,vol.51,p899-903.

Kane,T.R. and Levinson,D.A. (1978), Multibody dynamics, JApplied Mechanics,

Trans. ASME, vol.50, pp1.071-1.078.




Kane,T.R. and Levinson,D.A. (1980), Formulation of equation for complex spacecraft,
J.Guidance and Control, vol.3(2), pp99-112.

Kane,T.R. and Levinson,D.A. (1985), Dynamics: Theory and Applications, Mcgraw-Hill,
New York.

Khulief,Y.A. and Shabana,A.A. (1986a), Dynamic analysis of constrained system of rigid
and flexible bodies with intermitent motion, J. Mech., Transm. and Automation in Design,
Trans. ASME,vol.108,p38-45.

Khulief,Y.A. and Shabana,A.A. (1986b), Tmpact response of multibody systems with
consistent and lumped masses, J. Sound and Vibration,vol.104(2),p187-207.

Khulief,Y.A. and Shabana,A.A. (1987), A continuous force model for the impact analysis of
flexible multibody systems, Mech. Machine Theory,vol.22(3),p213-224.

Kolsky,H. (1963), Stress waves in solids, New York.

Lankarini,H.M. and Nikavesh,P.E. (1990), A contact force model with hysteresis damping
for impact analysis of multibody systems, J. Mech. Design,vol.112,p369-376.

Lee,Y., Hamilton,J.F. and Sullivan,J. W. (1983), The lumped parameter method for elastic
impact problems, J. Applied Mechanics, Trans. ASME,p823-827.

Lin,Z.C. and Ho,C.Y. (1991), An investigation of elastic impact problems on beam and

plates, J. Sound and Vibration,vol.143(2),p293-306.

Marghitu,D.B. and Hurmuzlu,Y. (1995), Three dimensional rigid body collisions with

multiple contact points, J. Applied Mechanics, Trans. ASME,vol.62,p725-732.
Parker,J K. and Paul F.M. (1987), Controlling impact forces in pneumatic robot hand

design, .J. Dynamic Systems,Meas., Trans. ASME,vol.109,p328-334.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



Shabana,A.A (1986a), Dynamic of inertia variant flexible systems using experimentally
identified parameters, J. Mech. Transm. and Autom. in Design, TransASME,vol.108,p358-
366.

Shabana,A.A. (1986b), Transient analysis of flexible multibody systems,Part I, Dynamics of
flexible bodies, Computer methods in Applied Mechanics and Engineering,vol.54,p75-91.
Shabana,A.A. et. al. (1987), Vibration control of flexible multibody aircraft during
touchdown impacts, J. Vib., Acoust, Stress and Reliability in Design,
Trans. ASME,vol.109,p270-276.

Shabana,A.A. (1989), Dynamics of multibody systems, John Wiley & Sons., New York.
Shabana,A.A (1990), On the use of the finite element method and classical approximation
techniques in the non-linear dynamics of multibody systems, Int. J. Non-linear
Mechanics,vol.25(213),p153-162.

Smith,C.E. (1991), Predicting Rebounds using rigid body dynamics, J. Applied Mechanics,
Trans. ASME,vol.58,p754-758.

Stronge,W.J. (1990), Rigid body collisions with friction, Proc. Royal Society, London,

vol.A431,p169-181.

Tavares HM. e Sampaio,R. (1998), Colisio em sistema de multicorpo rigido, J.

Braz.Soc.Mech.Sciences,vol.20(1),p116-125.
Timoshenko,S. (1913),Zur Frage der Wirkung eines Stosses auf einer Balken, Zaitschrift
Jur Mathematik and Physik,vol.62,p198-209.
Tomazini,J.E. (1996), O modelo multicorpo aplicado a um manipulador : modelo rigido e

flexivel, 7ese D.Sc., USP, S.Carlos.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



Vukasovic,N.,Celigueta,].T. and Jalon,J.G. (1993), Flexible mltibody dynamics based on a
fully cartesian system of support coordinates, J. Mech. Design, Trans. ASME,vol.115,p294-
299.

Wang,A.C. and Lee, T.W. (1983), On the dynamics of inetrmitent motion mechanisms, J.
Mech. Transm. Aut. Design, Trans. ASME,vol.104,p778-785.

Wang J.T. and HustonR.L. (1987), Kane's equations with undetermined multipliers
application to constrained multibody systems, J. Applied Mech.,vol.54,p424-429.
Wehage,R.A. and HaugE.J. (1982), Dynamic analysis of mechanical systems with
inetrmitent motion, J. Machine Design, Trans. ASME, vol.104,p778-785.

Wu,S.C. and HaugE.J. (1990), A substructure technique for dydnamics of flexible
mechanical systems with contact impact, J. Mech. Design, Tran. ASME,vol.112.p390-398.
Yigit,A.,Scott,R.A. and Ulsoy,A.G. (1990a), Dynamics of a radially rotating beam with
impact, Part 1: Theoritical and computational model, Part 2: Experimental and simulation

results, J. Sound and Vib.,vol.112,p65-70(part 1), p71-77(part 2).

Yigit,A.,Scott,R.A. and Ulsoy,A.G. (1990b), Spring-Dashpot models for the dynamics of a

radially rotating beam with impact, J. Siund and Vib.,vol.142(3)p515-525.
Zenner,C. (1941), The intrinsic inelasticity of large plate, Physical Review,vol.59,p669.

Zukas,J.A. (1982), Impact dynamics, John Wiley and Sons.,New York.

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



APENDICE 1

Desenvolvimento das equa¢des auxiliares para o corpo flexivel

De acordo com a defini¢do do vetor posigao da equagdo 3.1, o vetor velocidade

pode ser escrita como :

Pois, X = 0 para o corpo rigido.

Por outro lado,

R W e
Ax ]:(?6 (Ax) —P Bpo

Substituindo a equagdo 1.2 em equagdo 1.1 tem-se,

F = R+B/f
3
ANEY
K

onde I é a matriz identidade 2x2 e,
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L=[I B)
Agora, a energia cinética . do corpo rigido pode ser escrita,

Eczéj:pf]"fdv

1 S
o Ejp I‘quI‘IQr dv

!, :
- qu[prfL: vaq

s .
= —q4,m
>4 mq,
onde m, é a matriz de massas do corpo rigido e definida por

m, = J',O L'L,dv

=[p[1 B][1 B]a

v

.
|| PR mw]
|
J

m m

(24 i

no qual, os componentes de matriz de massas sdo,

mpgp : matriz de massa associada ao movimento de translagao
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my, e my, : matriz de massa associada aos movimentos de translagdo e rotagio
my, : matriz de massa associada ao movimento de rotagdo

Estes componentes sdo determinados por

forav = |™ 3

m,, = =

RR ) () 0 m

onde p ¢ a densidade volumétrica do corpo, I €é a matriz identidade, m, é a massa do

corpo rigido e v € o volume, considerando o corpo rigido com se¢do transversal

constante com comprimento /..

4 = —-sen® —cosb _ 0 cos® —senb
1 cos® —sen®| O|sen® cosb

al 1 T _ m,!, T
I = :[p u dv= mr!r:!‘[u, 0] du = 5 [l 0]

onde u, ¢ o comprimento adimensional e definido por #,=x //, , x é a distancia de uma

das extremidades da viga como referéncia.

1 2
Myy = _{p u'u dv = Jp [x U][; adx = %
’ 0 2

W

onde a € a segdo transversal da viga.
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As forgas generalizadas Q associadas as coordenadas generalizadas podem ser
divididas em forgas externas generalizadas Q. e forgas de velocidades quadraticas Q, ,

como

Q=0+ Q

No caso do manipulador multiarticulado a forga externa generalizada é o torque

aplicado no cubo e a forga de impacto recebido na extremidade livre do manipulador. E
importante revelar que a forga gravitacional é desprezada neste trabalho, conforme
descrita na se¢do 3.1. A forca de velocidade quadratica contém componentes
giroscopicos e coriolis.

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento das forgas generalizadas.

As forgas externas generalizadas sdo determinadas pelo principio de trabalho

virtual, como mostra a equagao 1.10 para o corpo rigido.
SW=F ér

onde, & W ¢é o trabalho virtual, F, € a for¢a externa aplicada ao corpo e d r é o

deslocamento virtual, definido por

or=0 (R+ Ax)
" ()‘ R + 14{_,.\' (5‘9

[1, ,-1{,.\-](”}

100]




Substituindo a equagdo 1.11 pela equag@o I.10, tem-se

SW=F][I, Agx][gR]

0. =[(Qc)r (Qc)sr]r
(Q.), =F’

(@), =F4x
5q,=[6R 6]

Na equagdo 1.12, (Q.). € a forga generalizada externa associada a translagdo e
(Q.)o ¢ a forga generalizada externa associada a rotagao. No caso do modelo da figura
3.2, a Gnica forga externa atuante € o torque 7" aplicado em uma das extremidades do
corpo rigido, ou seja, (Q.),=0e (Q.)o=T.

As forgas generalizadas de velocidades quadraticas (), sio determinadas pela

equagao de Lagrange, como mostra a equagao 1.16 para o corpo rigido.

De acordo com a expressdo da energia cinética da equagdo 1.5, a ), € facilmente obtida




e.=[@) @),
- [6741, o]

T
_ {m;!ré?’rcosé’} 0}
2 sen6

Finalmente, fazendo

.ﬁ? o (Qv)R
Jo=(Q)o=T

Portanto, a for¢a generalizada Q) para o corpo rigido da equagdo I1.11 pode ser escrita

como :
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Desenvolvimento das equacdes auxiliares para o corpo flexivel

APENDICE 11

Anélogo ao desenvolvimento referido no Apéndice I, o vetor velocidade do

corpo flexivel pode ser escrito, de acordo com o vetor posi¢do da equagdo 3.11, como :

F= R+ AX + AX

= R+ AX+ AS§,

Na equagdo II.1 o vetor velocidade da viga sem deformagio é considerado nulo, isto é,

X =0 e consequentemente, X =S¢, ,

-

Agora, fazendo B, = —%(Af) e equagdo I1.1 pode ser escrita
2

F=R+ B0+ ASq,

;wﬂg}
Li ]

[I B,

L,q

2 3 4 5 6
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onde, I é a matriz identidade 2x2 e,

. - - . T
L=[I B, AS] ¢ ¢=[R 6 4]
Entdo, a energia cinética E. do corpo flexivel ser4 :

1
E ==|pfradv
i 2!9

/ i
Ej.plaiq’qu dv

/% .
zfﬂp’v’ % d"}q

onde v € o volume, m¢ € a matriz de massa do corpo flexivel ¢ ¢ definida por :

m, = Ip LL,dv

1
= [p| B [1 B, AS]av
¥ (4S)]

nri{;'{ n"fﬁ )

n 7m m o

my  ng,

Os componentes da matriz da massa s, sao determinados a seguir,

[ m 0]
M = [pIdv=|"" J

L 0 m,
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onde m, ¢ a massa do corpo flexivel.

Mo = Mg = Ae[If +§qf]

Considerando o corpo flexivel na forma de uma viga com comprimento /, I; e § da

equagao I1.7, tem-se
: 2 mgl, 7
I, = .!:p u,dv= mf]f;,”” 0] du = T[l O]

§=!dev=mf_[:Sdu:mf

~ —-sen@ —cosd mj-if 1
cos@ —sen@

0
2 1o 4
2

12

(61, +6U,)cos0~(6U, ~1,a)sen®

m, {(6{, + 6(_!';)51’}: 0 - (6(!3 —~ t'f.a) cos@

i I 1
— |cos@ -senb| 0
4.5 im, /
sen@ cosOQ | 7| L
12
m, [6cosO —6senb l, sen@
12|6sen6 Gcos@ I, cos@

(IL7b)




onde U;, U: e a sdo coordenadas do corpo flexivel.

iy = [pS7Sdv=m, [ S Sdu

[ 0 0 g 0
mfj.o 0 3u*-24° lj.(tﬁ—uz) 0 3u’-24°

0 0
13 11

35 - 1¥310”
1 1

—m L S
2105, (1057 |

B
3
0

0

(11.10)

P = [p BI Badv = [p ¥ %dv =[plxc+x, [ [x +x, Jav

= J.p [xrx+2xrx,, +x_;xf] dv
J (IL11)
- ."p,\-”xa’v+2_[p.xr.tJr c:l'y'Jr_[;:).\cjfxJr dv

= (1), + (), + (7s),

(), = [px"xav = f"p [x 0]!I ;J a.dx =% (IL.11a)
v L =

Na equagdo Il.11a, x é a distancia de uma das extremidade da viga e a é a segdo

transversal ., considerando ainda o comprimento adimensional para o corpo flexivel

=il
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(r?iw)z = ZIp xTxfdv = Z{Ip xTSqf dvj]

u 0 0 Gy
! f
2_[0 mf[x 0][ 0 3uf2 —2uf3 If(i«rf3 R ufz)} U, | du, (I1.11b)
o

2
Sm U,

= J-px}xf dv = J.p q;8"Sq, dv

q; ‘:Ip $'S dv:l q, =q,myq,

0 0

13 11

35 2107
11 ]

2104 1057 |

=[U, U, a]m,

0

lros . At 958 = T
m,| -U? +—=U? +—I ov——an)
{3 35127 1084 105772

(IT.11¢)
Portanto,

. D Doy I3 .05 /
?ﬁ;m = m_r[E,’}.' +—=/ .(f‘, -9——()’1,' +—Ul. 74 [r

2 _ 2 1’! = ‘\ ;
3/ 3 35 2 ‘1‘}0—5' (V4 —En’f{};a) (Hlld)

iy = [p BTAS dv = [p 7 4] AS dv = [p [.\-+xf]?-,~I1TAS dv (11.12)

! v
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Por outro lado,

. -sen@
A, A=
cos @

1 2 3 4 5

—cos@
—sen@

entdo, m, pode ser assim escrita

6

sen@ cos@

cos@ —sen 9} B |:
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Portanto,

_ 7 1 ﬂif
m@r =mf]f 0 % _%!f +%[-7U2 +Ifa 7U1 _!fUI]
(IL.12d)

- SElru eta 7l +u) 1+ 0]

A rigidez do corpo flexivel € determinada através da analise da energia potencial

U da viga e pode ser escrita como:

Uzéﬂ’{ﬂ[xf;]g +Ea (xﬂ'jz]azr (IL13)

onde £ é o modulo de elasticidade, / é o momento de inércia, ( ) indica a derivada

parcial com relagio a coordenada x e xy € definida por

. u 0 0 g;
Xy=8gp= 0 3u’-2u’ lf-(frj —113) 2
a

ul,

(3”: —21:5)(,’_, +1, (”5 - ng)aJ (IL.14)

Por outro lado a equagdo I1.13 sera :

x il r
wfEa 07 x, P (1.15)
G T [ GX '
/2 ][ 0 Ll [\,\
b1 5 4

-




Lembrando que # = x /I, x5" e xp'" podem ser escritas

r_ @ 2| = U
T =g €U) 5x[1f ’J I,

" a[a ) 6 12x 6x 2
2, il A B Sy [0 2
O )

Substituindo a equagdo 11.16 para a equagdo 11.15, tem-se

e i_l. q,;D"EDq , dx

2

F’.‘a 0 “

| o EI|
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ou ainda na forma compacta com a matriz de rigidez Ky,

1
UZE-L 97K ,q, dx (IL18)

(11.19)

Conforme descritas no Apéndice I, as for¢as generalizadas externas para corpo

flexivel podem ser determinadas pelo principio de trabalho virtual, de acordo com a

equagao I1.20.

M}
SW=F][I, A, AS] 66
5q_,-J|

(I1.20)

Q.54

Qt- — [(Qc);f (Q~ .):-‘
(Qf.’).'\‘ = F:'r

(Qt-)” = EJTAH'\.
(Q), =FA4S
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Entretanto, as for¢as externas como torque e forga de impacto sdo aplicadas apenas na

parte rigida do manipulador em questdo, conforme descrito na se¢ad 3.1. Portanto, para

o corpo flexivel, as forgas externas sdo nulas, Q.= 0.

E as forgas generalizadas de velocidades quadraticas Q, para o corpo flexivel

podem ser determinadas pela equagdo de Lagrange,

d JE, JE,
dt(é’q) q 2

De acordo com as equagdes 1.1 e I1.4 da energia cinética, (, pode ser escrita
T T
0.=[@) @), @]

(Q.), =0A(Sq, +1,)-264,5¢,

[
) mf93 (!f + UJCO.S‘@ - [Ug —-é—aj sen@

I
2 (lf +(]I).Y8}It9+[(f3 —?a] cos@

mj.f-é"-' ~6U, xen&—(f‘?(_;’: - ffd)cos(?
6 | 6UJ,C0.5'9+(6U_, —flr.a)senﬂ

-

(I1.22)

(I1.23)

(I1.23a)




@), = “294;("'1?‘1; +Io)
= -204'm,q, 26471,

P 1 . 13 11 11 1
= —29mflt-§U,U, ( Uz——“—"-f JU ( mlfUz 105!; J ]

1 5
"26{3’"}'1}'(}1)

e AL 11 : 11 & o
- —29mf[§(ff+0f)U,+[£U2—io-lfaJU}+[—mlfU2+Elfaja]

2107

(I1.23b)

o= [pSTxdv

u 0

'[:mf 0l Bt F;) H}du
0 !J,.(u ~u‘)

- %i[{,. 0 o]

@), = 6’ (m,q, +1,)+2054, (11.23¢)

na qual a matriz anti-simétrica .§ ¢ definida por,
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0
0b B3ty { :‘ 2 3 3 2\ | du
Ty Tal-1 0] 0 3u-u f("f _“f) 4
0 If(uf —uf)

-1

l)
705 i
(11.23d)

+U,)9+(T7502—if &

107
(Zu,-2Lya)o- Lo,
35 ° 210 10
11 I

[——!U+ _ia]9+ LU,
\ 210 105 {

Finalmente, fazendo,

fi=(Q),
f_-,» e (Qv)u
=(2.),

A forga generalizada Q para corpo flexivel pode ser escrita,

0=0.+0,
-[f. £ f]
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