unesp@ie' UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
"JULIO DE MESQUITA FILHO"

FACULDADE DE ENGENHARIA - CAMPUS DE ILHA SOLTEIRA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL

INCLUSAO DE PILARES NUMA FORMULACAO DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO PARA ANALISE LINEAR DE
PAVIMENTOS DE EDIFICIOS

Eng. Civil Guido José Denipotti

Dissertacdo apresentada a Faculdade de Engenharia
de Ilha Solteira — UNESP, como parte dos requisitos
para obtencdo do titulo de Mestre em Engenharia

Civil.

Orientador: Prof®. Dr?. Gabriela Rezende Fernandes

Co-orientador: Prof. Dr. Rogério de Oliveira Rodrigues

ILHA SOLTEIRA
2007



unesp@ie' UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
"JULIO DE MESQUITA FILHO"

FACULDADE DE ENGENHARIA - CAMPUS DE ILHA SOLTEIRA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL

INCLUSAO DE PILARES NUMA FORMULACAO DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO PARA ANALISE LINEAR DE
PAVIMENTOS DE EDIFICIOS

Eng. Civil Guido José Denipotti

Dissertacdo apresentada a Faculdade de Engenharia
de Ilha Solteira — UNESP, como parte dos requisitos
para obtencdo do titulo de Mestre em Engenharia

Civil.

Orientador: Prof®. Dr?. Gabriela Rezende Fernandes

Co-orientador: Prof. Dr. Rogério de Oliveira Rodrigues

ILHA SOLTEIRA
2007



A Giovana Leandro Denipotti, motivo e
inspiracao de toda minha luta.



AGRADECIMENTOS

A DEUS, ser infinito, supremo, criador de Universo, onipotente e onipresente, principalmente

em momentos onde estou desprovido de serenidade.

Aos meus pais, Luiz Roberto Denipotti e Maria Lucia Ricardo Denipotti, que
proporcionaram-me uma vida muito melhor da que eles realmente poderiam ter dado, fazendo
com que nesses Ultimos anos minha unica preocupagdo fosse os crescimentos intelectual,
profissional e espiritual. Ensinando-me, assim, da melhor e mais dificil maneira de como se

deve criar um filho: com o exemplo.

Ao meu irmdo, Adriano Ricardo Denipotti, que exulta, com jibilo maior que o meu, cada

vitdria que conquisto. Além, de ter dado-me a imensa alegria de ser tio.

A minha esposa Rozeilda Alves Leandro, cimplice.

Aos meus professores: Irani Barreto, professora da terceira série do ensino fundamental;
Arlindo Epifanio e Osvaldao, também do ensino fundamental; Dr. Renato Ledo Rego e Dr.
Rafael Alves de Souza, professores do curso de engenharia civil da Universidade Estadual de
Maringd, e finalmente os professores do Departamento de Engenharia Civil da Unesp de Ilha
Solteira, Dr. Jairo Salim Pinheiro de Lima, Dr. Antonio Anderson da S. Segantini; Dr. Jorge
Luis Akasaki; Dr. Sergio Augusto Mello da Silva; Dr. Haroldo de Mayo Bernardes; Dr.
Jefferson Sidney Camacho; Dr. José Antonio Matthiesen; Dr. José Luiz Pinheiro Melges; Dr.
Renato Bertolino Junior; Dr. Adriano Souza; Dr. José Augusto de Lollo; Dr. Paulo César
Lodi; Dr. Edson Pereira Tangerino; Dr. Geraldo de Freitas Maciel; Dr. Jair Camacho e Dra.

Luzenira Alves Brasileiro.

Aos meus orientadores: Dra. Gabriela Rezende Fernandes e Dr. Rogério Oliveira Rodrigues,

pessoas dotadas de singular paciéncia e sabedoria.



Aos funciondrios de DEC da Unesp de Ilha Solteira: José Carlos de Oliveira; Sandra Regina
Arantes Medeiros; José Aldir Pereira; Renato Alves de Souza; Cicera da Paixdo Ferreira e

Admir.

Aos funciondrios da Unesp de Ilha Solteira, em especial, Jodo Josué Barbosa, Maria Nilda

Ofego Otoboni e Rosemeire Cantdo Paris.

Aos meus amigos: Rodrigo Marcal Depintor; Ricardo Cestari; Wagner Duarte; Luciano Rojo
Salvino; Michelle Sartério Bughi; Valter Calsavara Junior; Silvia Sonia Silva; Fabiane Corréa
Dallazen; Alexandre Leslao Garcia; Miriam Kamikawa, Gisele Fernanda Pegoraro; Anderson
Luiz Venancio; Simone Esgalha de Aradjo; Victor Marcuz de Moraes; Ana Fldvia da Silva;
Mauro Mitsuuchi Tashima; Domicio Janior; Domingos Jorge Ferreira da Silva; Odilon
Martins; Wilson José da Silva; Marcela Jodas; Barbara Gongalves Logullo; Danilo Konda;

Mario; Ana Paula Fugi; Herivelto Alves Valente e Mrta Dib Fava.

A Fundacio de Amparo 2 Pesquisa do Estado de Sdo Paulo — FAPESP, que apoiou o

desenvolvimento desta pesquisa.

A IMESUL Metaliirgica Ltda que com investimento e incentivo possibilitou a finalizago

deste trabalho.

A Nossa Senhora Aparecida.



Aprendo para ensinar e

ensino para aprender.



RESUMO

DENIPOTTI, G. J. (2007). Inclusdo de pilares numa formulacdo do Método dos
Elementos de Contorno para andlise linear de pavimentos de edificios. Ilha
Solteira. 153p. Dissertacdo (Mestrado) — Faculdade de Engenharia de Ilha
Solteira, Universidade Estadual Paulista.

Este trabalho trata da inclusdo de pilares numa formulacdo do Método dos Elementos
de Contorno para anélise linear de pavimentos de edificios. Inicialmente € apresentada a
formulacdo para andlise do pavimento sujeito a flexao simples, onde o pavimento € modelado
por uma placa composta por sub-regides de diferentes rigidezes, sendo cada sub-regido a
representacao de uma viga ou laje. Nesse modelo as forcas de superficie sdo eliminadas das
interfaces e todas as sub-regides sdo representadas por suas superficies médias. Entdo, a fim
de reduzir o nimero de graus de liberdade do problema, aproximam-se os deslocamentos ao
longo da largura da viga, obtendo-se um novo modelo em que as varidveis ficam definidas ao
longo dos eixos das vigas ao invés de seus contornos. Em seguida, introduz-se o efeito de
membrana nessa formulacdo para que se possa fazer a andlise do pavimento sujeito a flexao
composta, isto €, representando todas as sub-regides por uma mesma superficie de referéncia.
Nesse modelo considera-se aproximacdo linear para as forcas de membrana ao longo da
largura das vigas. Finalmente, estendem-se essas formulacdes para andlise de pavimentos de
edificios com pilares, através da inclusio de pontos do dominio com carregamentos
prescritos, que sdo escritos em termos das reacdes do pilar sobre a placa. Os esforcos de
flexdo do pilar sobre a placa sdo escritos em termos da tensdo uniformemente distribuida
sobre a secdo transversal do pilar e os esforcos de membrana sdo escritos em termos de linhas

de carga atuando na secdo transversal do pilar.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, andlise linear, flexao de placas.



ABSTRACT

DENIPOTTI, G. J. (2007). Inclusion of columns in a formulatin of the Boundary
Element Method for linear analysis of building floors structures. Ilha Solteira.

153p. Dissertation (Mestrado) — Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira,
Universidade Estadual Paulista.

This work deals with the inclusion of columns in a formulation of the Boundary
Element Method (BEM) for linear analysis of building floors structures. Initially it is
presented the BEM formulation for analyzing building floors subjected to simple bending,
where the floor is modeled by a plate divided into sub-regions of different rigidities, being
each sub-region the representation of either a beam or slab. In this model the tractions are
eliminated on the interfaces and all the sub-regions are represented by their middle surfaces.
Then, in order to reduce the number of degrees of freedom, some approximations for the
displacements are adopted along the beam width, leading to a model where the values are
defined on the beam axis, instead of its boundaries. Then the membrane effects are introduced
into this formulation in order to represent all sub-regions by a same reference surface. In this
model are assumed linear approximation for the in-plane tractions along the beam cross
section. Finally, those formulations are extended in order to consider columns in the plate
domain. This is done by considering domain points with prescribed loadings which are
written in terms of the column reactions on the plate. The columns bending reactions are
written in terms of a stress uniformly distributed over the column cross section and the

membrane forces are written in terms of loading lines acting in the column cross section.

Key words: Boundary Elements, Building floor structures, Plate bending.
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1. APRESENTACAO

1.1 Objetivos e Justificativas

Este trabalho tratard da andlise linear de pavimentos de edificios utilizando
formulacdes do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Método este que, diferentemente
dos outros, ndo tem a necessidade de discretizacdo de todo o dominio da estrutura analisada
linearmente, mas sim apenas do contorno simplificando com isto a malha da estrutura e
facilitando eventuais modificacdes além de diminuir o tempo de processamento dos calculos.

Serdo utilizadas as formulagdes desenvolvidas na tese de doutorado de Fernandes
(2003), sendo essas modificadas a fim de possibilitar também a consideracdo de pilares no
pavimento.

No caso de existir pilares no dominio da placa, haverd condi¢des de vinculagdo nas
interfaces placa-pilar, ou seja, carregamentos ou deslocamentos prescritos. Dentro deste
contexto, pretende-se considerar os pilares através da inclusdao na formulagdo de pontos ou
regides do dominio com carregamentos prescritos. Os pilares serdo introduzidos em duas
formulacdes para andlise do pavimento sujeito a flexdo, sendo uma para andlise de flexdo
simples e a segunda para andlise de flexdo composta. A formulagdo para andlise do pavimento
sujeito a flexdo composta € obtida, considerando-se que além das acdes transversais podem

agir na placa a¢des coplanares, ou seja, acoplam-se os problemas de placa e de membrana.

No caso da andlise linear de placas, por exemplo, as representacdes
integrais de deslocamentos, momentos e forcas cortantes sdo exatas; o erro
introduzido é devido a aproximagdo dos valores das varidveis nos elementos

definidos ao longo do contorno da placa (FERNANDES, 2003, p01).

Este método dispensa a necessidade de discretizacio do dominio da estrutura
analisada, para andlise linear, necessitando apenas da discretizagdo do contorno. Isto
simplifica a malha da estrutura e facilita possiveis intervengdes, diminuindo também o tempo
de processamento de célculo. Este método pode ser utilizado para diferentes problemas em

engenharia, porém ele € mais indicado em casos de concentracdo de tensdo (ou outro tipo de
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varidvel), como o que ocorre na consideracdo de pilares em pavimentos, fruto de pesquisa

deste trabalho.

1.2 Material, Método e Forma de Analise dos Resultados

Serd feito inicialmente um estudo tedrico sobre flexdo de placas e das formulagdes do
MEC para anélise de flexdo de pavimentos de edificios propostas em Fernandes (2003), além
de consultas em outras teses e dissertacdes. Em seguida serd desenvolvida uma modificacdo a
ser introduzida nessas formulagdes a fim de possibilitar a consideracdo de pilares no
pavimento. E finalmente, verificar-se-4 a potencialidade dessas formulacdes, através de
exemplos numéricos existentes na literatura.

A programagdo dos algoritmos serd feita em linguagem FORTRAN para

microcomputadores e o método empregado serd o MEC direto baseado em colocagao.

1.3 Revisao Bibliografica

Na engenharia, assim como em outros tantos segmentos, € preciso, para as resolucdes
de problemas, analisar o método de solugdo juntamente com o resultados obtidos. Na maioria
dos casos, resultados exatos sdo impossiveis de serem atingidos. Complexidades em
geometria e/ou materiais sdo os principais fatores que impedem as solucdes analiticas em
problemas de engenharia, utilizando-se, assim, métodos numéricos onde sdo feitas
simplificagdes nas leis constitutivas dos materiais e em sua geometria obtendo solucdes
aproximadas.

Trés métodos numéricos sdo bastante utilizados, sendo dois deles denominados
métodos de dominio — Método das Diferencas Finitas (MDF) e Método dos Elementos Finitos
(MEF) — que associam pontos no dominio e no contorno do problema e o terceiro, e também o
mais recente, o0 Método dos Elementos de Contorno (MEC), formulado com equacionamento

integral ao longo do contorno do dominio analisado.
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O Método das Diferencas Finitas teve seu inicio com o trabalho de Southwell (1946),
j4 o Método dos Elementos Finitos, que € atualmente o mais utilizado, teve seu marco com
trabalhos desenvolvidos por Turner et al. (1956) e Argyris e Kelset (1960).

A formulagdo do MEC € baseada em equacgdes integrais, que sdo conhecidas ha
bastante tempo. Foi Abel (1823) quem primeiro deduziu uma equagdo integral para a solucio
de um problema fisico, a do p€ndulo is6crono. Liouville (1837) transformou um problema de
valor inicial em uma equacao integral e resolveu-a usando aproximacdes sucessivas. Segundo
Foltran (1999), em 1886 Somigliana apresentou a equacao integral que estabelece a relagao
entre as forcas e deslocamentos no contorno de um corpo e seus deslocamentos internos, esta
relacdo é conhecida como identidade de Somigliana. Contudo, a primeira investigacao
rigorosa das equagdes integrais deve-se a Fredholm (1903). No entanto, a primeira
formulacao indireta do MEC, indireta por sua solucdo ser obtida em termos de fontes ficticias
aplicadas ao contorno, e que apds sua determinacdo, permite o cdlculo das varidveis fisicas do
problema, surgiu apenas nos anos 60, sendo de autoria de Kupradze (1965). Logo depois, com
a publicacdo do primeiro artigo sobre a formulagdo direta do método das equacdes integrais
de contorno, de autoria Rizzo (1967), é que os métodos integrais comecam a despertar
interesse na comunidade cientifica, inclusive na drea de engenharia.

Somente em 1978, com a publicacdo do livro The Boundary Element Method for
engineers, de autoria de Brebbia (1978), € que o método passa a ser conhecido como Método
dos Elementos de Contorno.

No Brasil, um dos pélos de pesquisa do MEC € a Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, onde vem sendo desenvolvidos, desde meados dos anos 80,
diversos trabalhos, sendo a maioria deles voltada para a andlise de placas como a tese de
doutorado de Paiva (1987), onde foi feita a andlise linear de pavimentos de edificios através
da associacdo do MEC com MEF; e a tese de doutorado de Fernandes (2003), onde foi
desenvolvida uma nova formulacdo ndo-linear para andlise de pavimentos de edificios
utilizando-se apenas o MEC.

Podem-se ainda mencionar diversos outros trabalhos baseados em formulac¢des do
MEC para placas, dentre eles destacam-se: Silva (1988), que estudou placas sobre fundagdo
elastica; Tejerina (1991), que tratou do mesmo tema e introduziu aproximacoes alternativas
para a integral de dominio; Manzoli (1992), ainda sobre fundacdo eldstica, que considerou
uma solucdo fundamental prépria; Oliveira Neto (1991) que analisou procedimentos para a
melhoria de valores de contorno; Ribeiro (1992), que desenvolveu formulacio de placas com

as hipoteses de Reissner considerando ndo-linearidade fisica; Chueiri (1994), que
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implementou formulacdo elasto-pldstica, com modelos particulares de concreto armado,
considerando-se as hipdteses de Kirchhoff; Fernandes (1998), que complementou a
formulacao desenvolvida em Chueiri (1994), considerando outros modelos para o concreto;
Chaves (1997), que desenvolveu e implementou a formulagdo do MEC para placas de
espessura variavel; Oliveira Neto (1998), que utilizou uma formulagcdo com trés parametros
nodais em deslocamentos para placas delgadas; Agostinho (1998), que fez uma associacio de
chapas considerando enrijecedores e crack coesivo combinando o MEC com o MEF; Bacarji
(2001), que utilizou uma formulagdo para a andlise de pavimentos de edificios dando énfase
para lajes cogumelo feita com a incorporagdo da ndo-linearidade fisica e Wutzow (2003), que
empregou a formulacao linear do MEC para a anélise de chapas com dominios.

O presente trabalho tratard da andlise linear de pavimentos de edificios — placas
enrijecidas - com a utilizagdo do Método dos Elementos de Contorno. De acordo com
Mendonga (2005) o estudo de placas teve seu principal desenvolvimento entre os anos de
1870 e 1920 por pesquisadores como Poisson, Kirchhoff, Thompson, Tait e Kelvin, porém
seu marco inicial foi com as teorias de Kirchhoff (1850), adotadas as placas delgadas com
pequenos deslocamentos. Hoje essa teoria é conhecida como Teoria Classica. Posteriormente,
Reissner (1944) apresentou uma formulagdo que considera o efeito das deformagdes por
cisalhamento transversal, o que ndo foi considerado por Kirchhoff. Baseado nas equagdes de
equilibrio da teoria tridimensional da elasticidade, Mindlin (1951) apresentou uma teoria
semelhante a de Reissner, considerando o cisalhamento transversal. De acordo com Bacarji
(2001), uma outra versao para a teoria de Reissner para placas homogéneas e isotrépicas foi
proposta por Ladevéze & Pecastaings (1988), porém com alteragdo na consideragdo do fator
de deformabilidade por cisalhamento transversal. Neste trabalho, de anélise de pavimentos de

edificios através do MEC, trabalhar-se-4 apenas com a Tedrica Cléssica.
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1.4 Conteudo do trabalho

Inicia-se este trabalho com um breve estudo sobre a teoria de elasticidade
particularizada para os casos do estado plano de tensdo (problemas de chapas ou membrana) e
placas delgadas governadas pelas hipéteses de Kirchhoff (1850). Considera-se o estado plano
acoplado ao problema de flexdao simples de placas, permitindo assim a obtencdo da
formulacdo de placas com flexdo composta sendo mostrados as relacdes de equilibrio, as
deformacdes, as tensodes e os esfor¢os relativos aos dois problemas.

No capitulo seguinte sdo mostradas as dedugdes das equagdes integrais para o
problema de flexao simples de placas enrijecidas por vigas e em seguida as equacdes integrais
para o problema de flexdo composta, ou seja, considerando-se a presenca de esforcos de
membrana. A partir dessa formulagdo obtém-se um outro modelo para anélise de pavimentos
de edificios, onde as varidveis sdo definidas apenas nas linhas médias das vigas ao invés de
considerd-las ao longo de todo o contorno das mesmas, resultando em uma significativa
redu¢do do nimero de graus de liberdade do problema.

No capitulo 4 o Método dos Elementos de Contorno € aplicado as equagdes integrais
desenvolvidas no capitulo 3, sendo apresentados os resultados obtidos através da andlise de
deslocamentos € momentos de um pavimento, sendo estes comparados com os obtidos com a
utilizacdo do ANSYS.

No capitulo 5 ¢é feita a inclusdo dos pilares nas formulacOes apresentadas
anteriormente, transformando as reacdes do pilar na placa em carregamentos atuantes na
interface placa-pilar, sendo apresentados alguns exemplos numéricos, cujos resultados sao

comparados com outros modelos numéricos existentes na literatura.
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2. ELASTICIDADE BIDIMENCIONAL E PLACAS DELGADAS

Como mencionado no capitulo 1, o elemento de placa € sujeito apenas a carregamento
transversal, desenvolvendo, portanto, deformacgdes de flexdo simples. Freqiientemente, em
adicdo a flex@o, as placas também suportam carregamentos coplanares, denominados
comportamentos de membrana, sendo esse o caso a ser tratado nesse trabalho. Portanto, neste
capitulo é feito um breve estudo sobre a teoria de elasticidade particularizada para os casos do
estado plano de tensdo (problemas de chapas ou membrana) e placas delgadas governadas
pelas hipdteses de Kirchhoff (1850). Sao apresentadas as relagdes de equilibrio, as

deformacdes, as tensdes e os esfor¢os relativos aos dois problemas.

2.1 Placas Delgadas

Placas sdo elementos estruturais simétricos em relacdo a um plano médio, cuja
dimensdo normal a esse plano, chamada espessura, ¢ pequena, apresentando uma relacdo
"t/a" da ordem de 1/5 a 1/100, sendo "t" a espessura € "a" o menor dos vaos da placa, e
cuja acdo na mesma € transversal a sua superficie.

A representacdo geométrica adotada para a placa € bidimensional, sendo os eixos

cartesianos X, e X, definidos em sua superficie média, como mostrado na figura a seguir.

""“

X2

v

Xs

Figura 2.1 — Elemento Bidimensional de Placa
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Neste trabalho adotar-se-4 a teoria de Kirchhoff, amplamente conhecida como Teoria
Cléssica, aplicdvel no estudo da flexdo de placas delgadas com pequenos deslocamentos. Para

isto, sdo adotadas algumas hipdteses basicas, as quais sdo mostradas a seguir:

* Os deslocamentos transversais sao pequenos quando comparados com a
espessura ¢ da placa;

= N3ado hd deformacdo da superficie média da placa, sob o efeito de cargas
transversais;

= As secOes transversais permanecem planas apds a flexdo, sofrendo apenas
rotacdo em relac@o aos eixos neutros, como mostra a figura (2.2);

* As tensdes normais na dire¢do transversal da placa (o) sdo desprezadas.

P X

Figura 2.2 - Deslocamento de um Ponto Situado sobre uma Normal ao Plano Médio da Placa

Sendo a componente de tensdo o, desprezada, a deformacdo £, ndo serd considerada

na formulag@o do problema, pois a resultante do produto ¢,.€; serd sempre nula.

2.1.1 Tensores de Tensao e Deformacao

Considerando-se que a placa esteja sujeita a pequenos deslocamentos e rotagdes, tem-

se o seguinte tensor de deformacao:
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e =%(u,.,j+uj,,.) ij=12 2.1)

o, I v 0 |lg,
E
fot=<0,t=—+lv 1 0 [e, (2.2)
1- 1-v
Tl2 0 0 T yl2

Escrevendo a equacdo (2.2) na forma indicial:

2Gv
Gij = 2G€U +E8kké‘ij

(2.3)

E

onde: G € o médulo de elasticidade transversal do material e é dado por: G = m; v éo
+v

coeficiente de Poisson do material e £ € o mddulo de elasticidade longitudinal do material.

Considera-se que as componentes do vetor deslocamento de um ponto qualquer da
placa sdo dadas pelos deslocamentos u,, u, e u, respectivamente nas diregoes X,, X, e X,
e pelas rotacdes 8y, e 6,, em relacdo as direcdoes X, e X, .

Para os pontos pertencentes a superficie média da placa, tem-se que:

u,=u, =0 e Uy =w

sendo w o deslocamento vertical e denominado flecha da placa.

Devido ao fato da placa ser definida pela superficie média, apenas a flecha fara parte
da formulacdo do problema. Para os pontos que ndo pertencem a superficie média, pode-se

conhecer u, e u, a partir de w(x,,x,). Como mostra as figuras (2.3), onde estdo indicados os

sentidos positivos de ¢, e ¢, , segundo a regra da mio direita.



P X1

Superficie média
indeformada

Figura 2.3 — Deslocamentos i, e 1/, de um Ponto de Cota X,

Na figura (2.3) @, =6, =dw/dx, é a inclinagdo em x, da deformada, ou seja, a

rotagdo em torno de x, e @, =6, =—0dw/dx, ¢ a inclinagdo em x, da deformada, ou seja, a

rotagdo em torno de x,.

Superficie média
deformada

Assim, os deslocamentos u, e u, podem ser escritos em fungdo da cota x,:

u, = x,.180,

U, =—X;.18Q,

(2.4a)
(2.4b)

Em pequenas deformacdes, os angulos &, e &, se confundem com o valor de suas

tangentes, portanto pode-se dizer que:

i, = x,.(~ ow/dx,)
i, =—x,.(0w/ox,)

Escrevendo-se as equagdes (2.5) na forma indicial:

U; =—X3.W,

1

Portanto, as rotagcdes na placa sdo dadas por:

@Cl

:W’Z

&, =-w,,

(2.5a3)
(2.5b)

(2.6)

2.7)
(2.8)

25
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O tensor de deformacao resulta em:

9y
£ gxl
[e=1¢, L= % (2.9)
Yo *
ou | oy
ox, Ox,

Considerando-se a equacao (2.6) o tensor de deformacdes pode ser escrito na seguinte

forma:

B *w
€ * ox?
11 azw
lel=1en=) —nox (2.10)
Xy
Y2 aZW
-2, ————
0x,0x,

Escrevendo-se a equagdo (2.10) na forma indicial, tem-se:

£ =—x,w (2.11)

= w,, € o tensor das curvaturas, sendo w,,; sua componente num plano paralelo

ij

ao x,x; € w,,, sua componente num plano paralelo ao x,x; ;

" 812:%%-

E, levando-se em conta a mesma equagao (2.6), o tensor de tensdo pode ser escrito da

seguinte forma:

Ex ..
of =(1_—;2)[Vw,kk S, +(1-vw,,] i,k =12) (2.12)
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Note que o indice F' utilizado nas equacdes (2.11) e (2.12) serd adotado para indicar

que os tensores sao relativos a flexdo simples da placa.

2.1.2 Momentos e Esforcos Cortantes

A figura (2.4) ilustra as tensdes que agem em um elemento de placa de dimensdes

(dx,,dx,,dx,). As tensdes o, (i=1,2) variam linearmente em X, e causam os momentos
fletores M (i=1,2), ja as tensdes T, (i, j=1,2), que também variam linearmente em X 3

causam os momentos torgores M (i, j=1,2). Os esforcos cortantes sio causados pelas

tensoes 7, (i =12).

v =
g2 v2 X1
AN
TZI% z X2
0, 2 c, /2
T X3
% ‘TI} ;

0y lfn dX2

| |

Figura 2.4 — Tensoes em um Elemento de Placa



v M, +0M  dx, /0x,
/J“\ M, +0M ,dx, / dx, i

4 M, +0M ,dx,/ox, i 0. +30.dx. /3%

M ,, +0M ,,dx, / dx, 0, +20.dx, /alxz e

Figura 2.5 — Esforcos em um Elemento de Placa

Sendo M os momentos fletores e M ; 0s momentos torgores.

Os momentos sdo obtidos integrando-se as tensdes, dadas em (2.12), ao longo da
espessura x;, da placa, ou seja:

t

E (o°w d*w\% , ’'w  d°w
o, xdx, =— +v x;dx, =—D +v 2.13
e 1—V2(8x12 ox; ]_! T ox; ox; (215)

my =

R L oi~

2
3

onde D =———— representa a rigidez da placa.
12(1-v?) P . P

De forma andloga obtém-se os momentos m,, € m,, .

E escrevendo na forma indicial:

m, ==Dpw,, 8, +A-vyw,,| (i, j.k=12) (2.14)

Os esforcos cortantes, dados por unidade de comprimento, sdao obtidos a partir de:

t

2
g, = [zadx, (i,j=12) (2.15)

28
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Note que nas hipéteses de Kirchhoff desprezam-se as deformacdes de cisalhamento

transversal, ou seja, ¥,; =%,; =0 e, portanto, as componentes de tensdo 7,; € 7,; também

sdo desprezadas. Por tal motivo, os esfor¢cos cortantes sdo obtidos através das equagdes de
equilibrio do elemento.

Considerando-se um carregamento distribuido "g" e fazendo-se o equilibrio das

forcas verticais e dos momentos em torno de x, € x,, obtem-se as relagdes de equilibrio:

¢ +8=0 (i,j=12) (2.16)

m;,,—q; =0 (i,j=12) (2.17)
2.1.3 Equacao Diferencial de Placas

Diferenciando-se a equagdo (2.17) em relagdo a x; e considerando a equag@o (2.16),

obtém-se a equacdo diferencial de placas em fun¢do dos momentos:
my.;+8 =0 (i,j=12) (2.18)

Para a determinacio da equacdo diferencial de placas em funcdo dos deslocamentos

transversais, parte-se das equacdes (2.14) e (2.17) obtendo a equacgao:
g, =my,,=—-Dw,, (i, j.k =12) (2.19)

Derivando-se esta ultima e considerando a equagao (2.18), obtém-se:
_& _
Wi gar = D (k,l = 1,2) (2.20)

Na forma explicita a equacgdo (2.20) ¢ dada por:
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'w a'w  d'w g
T2t =,
ox, ox;0x; dx, D

2.21)

2.1.4 Forca de Superficie

Seja uma superficie qualquer da placa. As forcas de superficie em um determinado

ponto p da mesma sdo dadas pelo esfor¢o cortante Q, e os momentos, M, e M, nas

direcdes x, e x,, dados por:

Q,(p)=4q,(p)n, (i=12) (2.22)

M (p) =m,(p)n, (i,j=12) (2.23)

sendo n, (i=1,2), a diregéio normal & superficie.

No entanto, nos problemas com placas € usual escrever os momentos segundo as
direcdes normal n e tangencial s ao contorno da placa. Para isso, seja a figura (2.7), onde
tem-se a representacdo do plano médio de um elemento de placa onde o sistema ns €

adotado. Fazendo a rotacdo de eixos, tem-se:

M, =Mn, (i=12) (2.24)

M, =M.s, (i=12) (2.25)
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X1 M

ds.n \

Figura 2.7 — Esforcos no Elemento abc

2.1.5 Forca Cortante Equivalente

Tém-se no contorno trés agdes: Q, , M, e M podendo-se definir trés

n ns

deslocamentos associados a essas acdes, sendo eles o deslocamento transversal w e as
rotagdes dw/dn e dw/ds . Contudo, como a equagdo diferencial (2.20) é de quarta ordem,

deve-se eliminar uma ac@o e um deslocamento. Como existe dependéncia entre as variaveis,
este processo de eliminagdo se faz possivel. De acordo com Mendonga (2002), Kirchhoff
mostrou que em placas cuja deformacdo por cortante € desprezada, as condicdes de contorno

relativas aos esforcos Q, e M, podem ser agrupadas em uma unica condi¢do chamada de

ns

cortante equivalente, isto é:

V,=0,+ M, (2.26)
ds
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2.1.6 Reacio de Canto

Na deduciao do esfor¢o cortante equivalente fazem-se algumas substitui¢des de forcas

no elemento infinitesimal de comprimento ds, que acarretam o aparecimento de forcas

concentradas nos cantos. Essas forcas de valor M ou M, . geram as rea¢des de cantos. Os

sinais, positivo e negativo, indicam o valor de M . posterior e anterior ao canto i,

nsi

respectivamente, como mostra a figura (2.8). A reacdo R, em um canto i da placa € dada por:

Rsi = Mr-:—si - M;si (227)

X1

X2

X3

Figura 2.8 — Momentos Volventes em um Canto i da Placa

2.1.7 Condicoes de Contorno

Na Teoria Cléssica de placas, tem-se para cada ponto do contorno da placa 4 (quatro)

varidveis, sendo elas: o deslocamento vertical w, a rotagdo w,, o esfor¢o cortante V, e o

momento fletor M . As condi¢cdes de contorno consistem em determinar quais dessas
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varidveis nodais tém valores conhecidos deixando-se, assim, de serem incdgnitas no
problema.

Para uma placa simplesmente apoiada ao longo de uma borda, sem momento externo
aplicado, os momentos fletores e os deslocamentos serdo nulos ao longo de toda a borda. Ou

seja: w=0 e M, =0, e consequentemente as outras duas varidveis incognitas.

Ja para uma borda engastada, tem-se que além do deslocamento vertical, a rotagao
também serd nula: w=0 e dw/dn=0.

E, finalmente, para uma borda livre, assume-se que ao longo dessa borda os momentos
fletores e esforcos cortantes serdo conhecidos. No caso de ndo ter forcas de superficies

aplicadas, seus valores sdo nulos, ouseja: V. =0 e M, =0.

2.2 Chapas Delgadas

O que diferencia a placa da membrana é que esta ultima € sujeita apenas a acodes

segundo as direcOes x, € x,, paralelas ao seu plano. Como as a¢des atuantes no contorno
devem ser uniformemente distribuidas, pode-se admitir que as tensdes 05, 7,; € 7;; sejam

pequenas quando comparadas com as demais. Isso caracteriza um estado plano de tensdo na

chapa, e além disso, pode-se admitir que as componentes o,,, 7,, € 0,, sejam fun¢do apenas

de x, e x,. Logo:

u, =u,(x,,x,) (2.28)

Uy = Uy (Xp,X,) (2.29)

2.2.1 Tensores de Deformacao e Tensao

Os tensores de deformacgdo e tensdo apresentardo o indice 2D para indicar que sao
relativos a membrana. Considerando-se o caso de pequenas deformagdes e estado plano de

tensdo, eles sdo dados por:
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1 o
g2’ =§(ui,j+uj,[) ij=12 (2.30)
w__ E bers, +a-vie] (i, j,k=12) 2.31)

A

2.2.2 Esforcos Normais

Para se obterem os esfor¢os normais integram-se as tensdes ao longo da espessura, ou

seja:

é —
E
Nij = J‘O';D.l.d)% :1_—1/2)[V8k2kD§ij +(1—V)8k2kD] (232)

sendo E =(E .
2.2.3 Forcas de Superficie

As forcas de superficie nas dire¢des x, e x, em uma determinada superficie de
normal n; séo definidas como:

(2.33)

No capitulo 3 serd mostrada uma formulacdo de placas sujeitas a flexdo composta, por
isto, é conveniente escreverem-se as varidveis nas dire¢des normal (n) e tangencial (s) ao

contorno. Com isso, as forcas de superficie e os deslocamentos no contorno da chapa sao:

P, =pPn (2343)
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Ps = DS, (2.35.a)
un = uinz (234b)
U, =1us (2.35.b)

2.2.4 Equacao Diferencial

Impondo as condi¢des de equilibrio em um elemento infinitesimal, representado pelo

ponto p , de um sdlido tridimensional eldstico linear, obtém-se a seguinte equacgdo

diferencial:

o, (P)+ fi(p)=0 (i,j=13) (2.36)

onde f;(p) € o vetor das forcas volumétricas.

Substituindo-se a equagdo (2.30) no tensor de tensdes, para o caso geral, chegam-se as

tensdes expressas em fun¢do dos deslocamentos, que é dada por:

2Gv
0, = G[ui’j+uj’i]+muk’k 517 (2.37)

Note que para estado plano de tensdo deve-se substituir na equacao (2.37) v por
v'=v/(1+V).
Derivando-se a equacgdo (2.37) em relacdo a j, e substituindo-a na equacdo diferencial

(2.34), chega-se a equagao diferencial do problema eldstico em termos de deslocamentos:

1 fi
l/li,jj‘l‘ml/lj,ij'FE:O (238)

A equacido de equilibrio do elemento infinitesimal em funcdo dos esfor¢os normais é

obtida integrando-se a equagdo diferencial (2.36) ao longo da espessura:
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Ny, (p)+b(p)=0 (2.39)

Para obter-se a expressdo das forcas normais em funcdo dos deslocamentos, basta

substituir o tensor de deformacdes na equacio (2.32) dos esfor¢os normais:

- 2GV!
N, =G[ui,j+uj,i]+l_—wuk,k 5, (2.40)

sendo 5 =Gt .

Derivando-se a equagdo (2.40) em relagdo a j e substituindo-a na (2.39), obtém-se a

equacao diferencial:

+= =0 (2.41)
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3. FORMULACAO DO MEC PARA ANALISE DO PAVIMENTO DE
EDIFIiCIO

Com a finalidade de representar um pavimento de um edificio sujeito a flexao,
considerando-se a presenca de esforcos de membrana, neste capitulo € apresentada a
formulacdo linear do MEC para flexdo de placas compostas de sub-regides de diferentes
rigidezes e definidas em diferentes planos. Para isto, fez-se, como ja mencionado no capitulo
anterior, um acoplamento das teorias de chapa e placa delgada.

Inicialmente sdo mostradas as dedugdes das equagdes integrais para o problema de
flexao simples de placas. Em seguida sdo mostradas as deducdes das equacgdes integrais para o
problema de flexdao composta, ou seja, considerando-se a presenca de esforcos de membrana.

E apresentada também uma outra formulacdo para o cdlculo de pavimentos sujeitos a
flexdo composta, através do Método dos Elementos de Contorno. Essa formulacdo € obtida a
partir das apresentadas nos dois primeiros itens, porém ao invés de serem consideradas
varidveis ao longo de todo o contorno das vigas, consideram-se apenas nas linhas médias das

mesmas, reduzindo-se assim o nimero de graus de liberdade.

3.1 Equacoes Integrais de Placas Sujeitas a Flexao Simples para

Dominios Compostos

Neste item sdo mostradas as deducdes das equacdes integrais para o problema de
flexdo de placas. A formulagdo destina-se a andlise linear de um pavimento sujeito a flexao
simples. Sdo levados em consideracdo pavimentos compostos por lajes e vigas de diferentes
rigidezes e espessuras, onde cada dominio € a representacdo de uma viga ou laje, estas
representadas por dominios e intituladas por sub-regides como mostrado na figura (3.1), onde

os dominios Q1, Q2 e Q3 representam as lajes 1 e 2 e a viga, respectivamente.
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Laje 1 Viga| Laje 2 |

% hi ha| <=

Corte AA

Figura 3.1 — Pavimento com 2 Lajes e 1 Viga

3.1.1 Equacio Integral de Deslocamento

Neste trabalho, assim como em Chaves (1997), Oliveira Neto (1998), Bacarji (2001),
Fernandes (2003), dentre varios outros, a solucdo do problema da placa com sub-regides €
obtida a partir do primeiro teorema de Betti (1872). Ele relaciona dois problemas distintos que
podem existir em um dominio €. Neste caso, relacionard dois estados distintos de tensdo e

deformacao existentes num s6lido de dominio finito, causados por dois carregamentos nao
. A ~ . 1 , . . ~
simultineos. O estado (I) de tensdes aplicadas o;; dara origem a um conjunto de deformagoes

1

£

e o estado (2)de tensdes aplicadas 0';. dard origem a um conjunto de deformacoes 85

Em uma sub-regido qualquer da placa de volume V , o teorema é dado por:

J-O'iljé‘;.dv =J-O',2.€.1.dv (3.1
|4 |4

gy

Adota-se como estado 1 aquele relacionado ao problema fundamental e como estado
2 aquele relacionado ao problema real. Por razdes de praticidade a equacao (3.1) serd escrita

da seguinte forma:

[o,e,dv=[o,e5dv (3.2)
Vv Vv
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Sendo os termos em * relativos ao problema fundamental e os outros decorrentes do
carregamento real da placa.

Utilizando os tensores de tensdo e deformacao escritos em funcdo das curvaturas w

’ij 2
dados respectivamente pelas equacdes (2.11) e (2.12), substituindo-os na equacdo (3.2) e

integrando-se ao longo da espessura, em uma sub-regido de dominio € o teorema pode ser
escrito da seguinte forma:

m,d$2 (3.3)

jw ) m;dQ = Iw
2

rij

2,
Os estados de tensdo e deformacao relativos ao problema fundamental sdo provocados
por uma carga transversal unitdria g~ definida através da distribui¢io delta de Dirac (ver
equagoes 3.4 e 3.5). Essa carga € aplicada em um ponto qualquer g, denominado ponto de

carregamento ou ponto fonte, do dominio infinito, designado dominio fundamental. Ressalta-
se que sendo essa carga aplicada em um ponto qualquer do dominio infinito a mesma pode ser
aplicada no dominio finito, pois este ultimo estd contido no primeiro. O ponto p onde sdo
calculados os deslocamentos e esfor¢os provocados pelo carregamento € denominado ponto

deslocamento ou ponto campo.

A fung@o delta de Dirac € denotada por d(q, p), e tem as seguintes propriedades:

0 para p#q
g =94(q, p)={ _ (3.4)
e para p=q

[0(p)3(g, praQ.. =p(@) (3.5)

Q.
onde ¢ € uma fun¢do continua qualquer.

Das propriedades acima conclui-se que a resultante do carregamento definido por

d(q, p) sobre o dominio infinito é uma for¢a unitaria aplicada em ¢ .

[6(q. pra. =1 (3.6)
Q.



40

O problema real é aquele relativo a uma agdo g qualquer distribuida em uma area de
dominio Q, contida no dominio Q da placa finita.

A fim de exemplificar, seja o caso particular da placa enrijecida com duas vigas

definida na figura (3.2), onde I, I, e I s@o, respectivamente, os contornos externos das
sub-regides Q,, Q, e Q,; I'; representa a interface entre as sub-regides adjacentes Q; e
Q, . A espessura de uma sub-regido € ; € dada por 7; (ver figura 3.2). Como neste item sdo

deduzidas as equacdes integrais da placa sujeita a flexdao simples, esta € representada por sua

superficie média (ver figura 3.2b).

-
+ l—‘21 Fz * 93
Fl % Qz F23 * l—‘3 juperfl’cie Média |
(o] P A - t
Qﬁ l—‘12 1_;2 lH32 + 1 T L] *

Figura 3.2 — Placa Enrijecida com Duas Vigas

As sub-regides Q,; Q, e , sdo de diferentes rigidezes, sendo assim, as expressoes

M. Q)

’ij 9 ’U

e w,; sdo escritas em fungdo de 1/D, ; 1/D, e 1/D; respectivamente. Contudo,

w "

~ * ~ .~ . ~ , ~ . . .~
a expressdo de m; ndo muda nas sub-regides, pois essa ndo € funcdo da rigidez da sub-regido.

*(s)

De acordo com Fernandes (2003), é conveniente escrever a expressao de W,

cm

func@o de uma determinada curvatura fundamental, pois isso simplifica a formulacao, além de

possibilitar a eliminacdo das for¢cas de superficie ao longo das interfaces, como sera visto

*

. *( ¢ ~ “~
adiante. Escrevendo-se w,," em fungiio da curvatura fundamental w,, da sub-regido onde

vij ij

estd o ponto de colocagdo, tem-se:

“(s) _ D .
i = Wi

s

W (3.7

onde D ¢ arigidez da placa onde se situa o ponto de colocagao.
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Para se obter a equacdo de uma placa em sub-regides basta somar as equacdes
integrais de cada sub-regido. Portanto, para a placa da figura (3.2), de dominio

Q=0 +Q,+Q,, obtém-se a expressao:

i o) (3.8)

(J;W,, my;d€Q = %QJ:W’U‘ m;dQ +%Q_[W m;dQ +%QJ;W

Para o caso em que se tenham N sub-regides, pode-se escrever:

jw,y m dQ Z

(3.9)

i

A fim de simplificar a deducao da equagdo integral, considere o caso particular em que

se tenham apenas duas sub-regides. Assim, a equacao (3.9) € escrita como:

’IJ

J.w,l] m,dQ =" jw -dQ, +% [w.; mydQ, (3.10)
Q,

Denominando o segundo membro da equagdo acima por U , tem-se:

:— IW,Um dQ, + IW,Um dQ, (3.1

Fazendo-se agora a integragéo por partes da equagdo (3.11) em relagéo a x;, onde a
integracdo por partes € dada por: I udvdQ = Iuvn ;dl - jvdudﬂ , tem-se que:

Q r Q

Uzﬂ J-w,,nmdl"——jw,lm - dQ, +— Iw,lnmdf+

I+, I, +15,

D :
_#Q[W,i m, dQ, (3.12)
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Na interface que separa os dois sub-dominios, tem-se Idl“ = Idl“ , mas
1—‘12 er

jw,i n ,m:dF =— I w,, n ]m;dl" , pois a direcdo normal I, tem sentido contrdrio a direcdo

l—‘21 r12
normal I',,. A integracdo sobre a interface € feita considerando-se o sentido do sub-dominio

da laje. Portanto:

2. D D, —-D . D .
U=y, D‘ jw n mgdl J{sz Iw,in,,»ml;,»df —31 IW”' mg,, dQ, +
s=l1 T, 137} Q
D .
_EZQ[W,I. m,,, dQ, (3.13)

Integrando-se novamente por partes em relacdo a x;:

U= g%rjw,ln . “dr +(D—j Iw,ln .y “dr —Emj;:vnm dl'+
+39J:wmu,u dQ, —?r2+J;jltznm dF+— J-wmy,u dQ, (3.14)

Admitindo-se que o ponto de colocagdo esteja no sub-dominio €, e considerando-se

as equacgoes (2.18), (3.4) e (3.5), chega-se a:

gy

42+ [wms., dQ—EQJ:wm.. L dQ = —w(q) (3.15)

Considerando as equagdes (2.17), (2.22), (2.23) e (3.15), a equagdo (3.14) se torna:

UziDSjw,iMde+(D DJI M dr i%ijdﬁ

r

—D b ijdr w(q) (3.16)
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Deve-se escrever a rotacdo w,, em fungdo de suas componentes nas direcdes normal e

tangencial ao contorno. Apds isto, levando-se em consideracdo as equacdes (2.24), (2.25) e

(2.26), pode-se escrever a equacao (3.16) da seguinte forma:

U= i% j(w M —wV, T+ i[%} j(w M, - an*)dF—igjwchj +
j= |

= Pr

(b R’ +DR)

ity pa”‘cpa

(3.17)

2 w,; —w(q)

sendo D, arigidez do sub-dominio que contém a interface I'; e D, arigidez do sub-dominio

adjacente. O primeiro somatdrio que envolve as varidveis de cantos é referente aos quatros

cantos extremos da placa e o segundo aos cantos internos formados entre duas sub-regides.

Trabalhando-se agora com o primeiro membro da equacgdo (3.10), denotando-o por

= jw,j;.m,.jdsz (3.18)
Q
Integrando-se a equac@o (3.18) por parte em relagdo a x; e considerando-se a
equagdo (2.23), obtém-se:

= [w,Mdr+ [w;Mdr- jw my,, dQ, — jw my,, d, (3.19)

I+, I, +15,

Fazendo o equilibrio de forcas de superficie nas interfaces, as integrais sobre as

interfaces se anulam. Utilizando o procedimento similar ao que foi feito para U , chega-se a:

(V w —M aa—M +iRciw:;+ [lgw e, (3.20)
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Igualando-se as equagdes de U e de U', e considerando-se um caso genérico em que

se tenham N sub-regides, tem-se a seguinte equacdo de deslocamento transversal de um

ponto g do dominio da placa enrijecida com vigas:

W@) =2 [, (PIM (. PY = (P, (g, P +

j=lr

N, D'_Da . . Napo,
Y (%](w,n (P)M,,(q.P)=w(P)V, (q. P)dT = 3~ R (g. P)w, (P) +

J=Lr, i=1

Y& D, D, . N,
- > {EJRC(CI,P)QiJr D”“ R;(q,P)QIm}WC[(P)+ZRCI,(P)WCI,((],P)+
i=1

i=1

. ow .
+ I(Vr, (P (q.P) =M, ()= (g, P)]dm [lepw (@. P, (3.21)

onde I' € o contorno externo da placa, Q, € a regido em que atua a agéo transversal g; I'; €
a interface pertencente ao dominio €2, que divide duas sub-regides e que indica o sentido em
que se faz a integragdo; D; € a rigidez referente ao dominio Q; D, a rigidez do dominio
adjacente a Q ; ¢, ¢, € ¢; sdo os tipos de cantos definidos na figura (3.3) e o ponto "P"

indica um ponto " p" posicionado sobre o contorno ou uma interface.

c3 C2 C2 C2 C2
Ca Ci Ci |ci Ci Ca
C1 ) V2 c
G2 ¢ =R Ci 2
Vi )
Ci Ci| |Ci C1
> (]
(e . ©

Figura 3.3 — Tipos de Cantos na Placa com Sub-regites
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Na figura (3.3), o canto ¢, envolve apenas uma sub-regido e € definido apenas nos
quatro cantos extremos da placa enrijecida; o canto ¢, é definido sobre o contorno externo
entre duas sub-regides e o canto ¢, € definido no interior da placa, entre trés sub-regides. Para
¢, D, refere-se a viga que € interrompida. Portanto, no encontro das vigas V, com V,,

D =D

pa vt

3.1.2 Soluciao Fundamental de Placas

Para a obtenc¢do da solu¢do fundamental da placa € utilizada uma placa circular de raio
infinito e cujo centro € o ponto g no qual tem-se uma forca unitaria aplicada. De acordo com
Carmo (2001), essa € a maneira cldssica de se obter a solu¢ao fundamental de placas. Para o
caso de representar respostas devido a forcas pontuais o sistema de coordenadas cilindricas €

0 mais conveniente. Assim, um ponto campo p de coordenadas (x,,x,) pode ser definido em

funcdo de r e @, que sdo a distancia do ponto g ao p e o angulo entre 0o segmento gp € o

eixo x, como mostra a figura (3.4).

X2

Figura 3.4 — Sistema de Coordenadas Cilindricas

onde r=1[x,(p) - x, (@] +[x,(p) - x, ()] (3.22)
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A equacdo diferencial de placas em coordenadas cilindricas € dada por:

d'w 2d°w 1d*w 1ldw g
+= - +——== 3.23
dr* rdr’ r*dr* rPdr D ( )

ViVip=

Como mencionado no capitulo 2, em problemas de placas € usual escrever os
momentos segundo as direcdes n e s, sendo n a direcdo normal ao contorno e s a direcao

tangencial ao contorno (ver equagdes 2.24, 2,25 e 2.26). Essas agdes M,, M, e V, em

funcdo de w expresso em coordenas cilindricas sdo dadas por:

2
M, =-pld ZV[V+(1—V)(r,l.ni)2]+ld—w[v+(l—v)(r,isi)z] (3.24)
dr r dr
2
M, =-D(A-v)(r,, n)r,,s,) d Zv—ld—w (3.25)
dr r dr
[ 1 (d°w 1d*w 1 dw
V ==DA-Vv)n.r, o)+ +— - |+
" ( )(nlrl){_(s]r]) I—V}[ ar’  rdr* 1’ er
1-4(s.r,, ) (d? - 2
+ ( . j) d ZV_ld_W +D(1 V) [1_2(sir’i)2 d ‘:}_ld_w (3.26)
r dr r dr R dr r dr

Como referido anteriormente, a solu¢do fundamental é obtida a partir da solugcdo de
uma placa circular de raio infinito. O deslocamento w~ de um ponto p na vizinhanca de g é
obtido substituindo-se na equacdo diferencial de placas em coordenadas cilindricas a acdo g
pela funcdo delta de Dirac. Assim a equagdo diferencial é nula para todos os pontos do
dominio fundamental, com excec¢do do ponto ¢ . A expressio de w™ deve satisfazer a seguinte
relacdo de equilibrio:

d*w’ +zd3w* idzw* idw*

- + =0 3.27
dr* rodr® r?odr? rodr ( )

Fazendo as integracdes, impondo as condicdes de simetria e adotando sugestdes feitas

por Danson (1979) e adotadas por Fernandes (2003), chega-se a:
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w' (g, p)= rz(lnr—lj (3.28)

8D

Para obter a solucdo da equagdo (3.21), relativa ao deslocamento transversal do ponto

: ~ ~ . * * ES
q , deve-se ainda conhecer as expressdes das acOes fundamentais M, , M, e V , e da

derivada direcional do deslocamento transversal fundamental w, para o ponto p .

Derivando-se a equacao (3.28) e substituindo as derivadas necessarias nas equacoes (3.24) a

(3.26) chega-se a:

M (. p):—$[(1+v)lnr+(l—v)(r,ini)z +v] (3.29)
. 1
Mns(q,P)=—E(1—V)(”n n)(r,;s;) (3.30)

V. (q.p) =—r;;—7’;"[2(1—v><r,,- 5, —3+v]+14%[1— 2r,; )] (3.31)
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3.1.3 Equacdo Integral do Deslocamento para um Ponto do Contorno

Externo ou Coincidente com um Canto

Se o ponto de colocagdo pertence ao contorno externo ou coincide com um canto da
placa, fica impossivel a aplicacdo da equacgdo (3.21) devido o surgimento de singularidades.
Nesse trabalho nao é mostrada a dedugdo da equacgdo integral para pontos sobre a interface
porque na montagem do sistema de equagdes ndo sdo considerados pontos de colocacio sobre
a interface. Contudo, em Fernandes (2003) tem-se a dedugdo do termo livre para esses pontos.
Para eliminar a singularidade da equacdo integral, deve-se entdo acrescentar um contorno

circular I'; de raio infinitesimal e centro em @, que € a designagdo do ponto ¢ no contorno
externo, a fim de torna-lo um ponto de dominio. Apds acrescentar o contorno circular deve-se
ainda retirar o contorno I', que contém a singularidade, resultando em um novo contorno:

r-T+ I, , como representado na figura (3.5).

X1

Figura 3.5 — Contorno Circular Acrescido a um ponto S de um Canto da Placa

Da figura (3.5), pode-se definir as seguintes relagdes:

r=¢ (3.32)
r,,n =1 (3.33)
r., s, =0 (3.34)

dT, (P) = &d¢ (3.35)
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Fazendo-se os limites do raio & e do contorno I' tenderem a zero, a equag@o integral

relativa a um ponto Q situado sobre o contorno é dada por:

KQWO) =Y, j—(w,n(P)M (Q.P)=w(P)V, (Q.P))+

/lr

N ( = me (PIM(Q.P) = w(PIV, . PYIT -3 LR 0.y, P+

jl]" i=1

Noy+N,, (DA -D )

= Y T ERIQ Plg wo(PY Y R (P, (Q. P+

+ I(Vn(mw (Q.P) =M, (P)= (. P)]dﬂ [lgrw ©@. mhe, (3.36)

onde a constante K(Q) € funcdo da posi¢ao do ponto de colocacdo Q e serd determinada nos
itens a seguir.
Inicialmente, ¢ feita a elimina¢@o da singularidade para um ponto do contorno externo

coincidente com um canto do tipo ¢, (ver figura 3.5). Sua equagdo integral € dada por:

. # * a
wQ)+lim [ (v,, (Q, PYw(P)— M, (Q,P)%(P)de(PH
+1im j (Vn (Q.PYW(P) =M, (Q.P) 5 (P)]dQ (P)+1imlR’, (Q.Pyw,, (P)]+

+mlR", (. P, (P)]+ j—( (PYV, (Q,P)~w,, (P)M (Q, P))dI +

43 j{ Dr J(w(P)v (Q.P)~w,, (P)M(Q, P))dT + i S RLQ.Pyw,(P)+

Jj=lr
Ny +Ny ( — )
J Dpa
+ - J A7
i=1 D

R (Q.P), w,,(P)=
=lim | (v (P)W' (Q,P)~ M,m(P)—(Q P)de(P)Hgig(}[Rw (Pyw’, (0, P)]+

+ z R, (P)W'(O,P) +1:i§3[RM, Q. Pyw_ (P)|+
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+1im j[v,, (P)w*(Q,P)—Mnn(P)aaln(Q,P)deg(P)+ j(g(p)w*(Q, pMQ, (337

8

Na equacdo (3.37), para os limites onde L -0, obtém-se valores finitos

analiticamente:

e [ (v (Pw'(Q.P)=M, <P> (Q P)jdm))—

= I(Vn (Pyw' (Q,P)-M ,, (P)aaln(Q, P)]dF(P) (3.38)

T

._J

lim [ (V,f(Q,P)W(P) -M,,(©, P)%(P)jdm) -

. ow
= I(V Q,Pyw(P)-M,,(Q, P)a(P)]dT(P) (3.39)
r

Para os limites £ — 0, a integral sobre o trecho singular I'; apresenta singularidade
do tipo 1/r para V, e do tipo Inr, relativa 2 expressio M, . A singularidade relativa ao
esforco fundamental M se anula quando se faz o limite £ —0 . Para eliminar a
singularidade do esfor¢co fundamental V:, soma-se e subtrai-se o deslocamento w(Q), ou

seja, (w(P)+w(Q)—w(Q)). Apoés isto, assim como em Fernandes (2003), utiliza-se a

condi¢do de Holder JASWON, MAITI & SYMM, 1967), dada por:

(w(P)—w(Q)| < C,ré"? (3.40)

sendo C, uma constante ¢ 0 < ¢, <1, com i =12, a parcela (w(P)—w(Q)) se anula. Além
disso, o valor de w(Q) € um valor do dominio e néo varia ao longo do contorno I';. Assim,

tem-se:

lim (V (Q,Pyw(P)=M,,(Q,P)—— (P)jdl"g(P) w(Q)lim IV (Q,P)dI',(P) (3.41)
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Considerando as equagdes de (3.31) a (3.35), obtém-se, através da equacgdo (3.41), o

termo livre:

w(Q) (3.42)

: N O _ 2r-p
gggr{v,, (Q. Pw(P)T;(P) = w(Q)lim j =,

De maneira andloga, conclui-se que a integral da equag@o (3.37) sobre o contorno I’

é nula. Considerando a equacdo (3.28) e (3.32), quando & — 0 a expressio w se anula.

Assim, a equagdo (3.37), para um canto do tipo ¢, tem a constante K(Q) dada por:

K@) = ﬁ (3.43)
27

No caso de Q ndo coincidir com um canto, £ = 7, portanto tem-se que:

KQ)= % (3.44)

Para um canto do tipo c¢,, considera-se que D = D,. Resolvem-se as integrais sobre os

contornos circulares (ver figura 3.6).

. D, . ; ow B
lgljggr{(vn (Q,P)W(P)—Mnn(Q,P)a(P)jdrg(P) =

27-p,

= j - LW(P)d(p = (ﬁ — 1jw(Q) (3.45)
2z 2z

0

. D, ; . ow 3
lfgr(}Eﬁ[(Vn Q. Pyw(P)-M,, (O, P)E(P)jdré(m =

D, 1 D
= 32 jg w(P)d¢ = ﬁ(%)w(@ (3.46)

onde A3, é o ngulo formado no subdominio Q, e ¥ o angulo formado no subdominio Q, .
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Figura 3.6 — O Coincidente com um Canto do tipo ¢,

Considerando-se as equagdes (3.45) e (3.46), a constante K(Q) resulta em:

K(Q)=1—1+&+&l=&+&l (3.47)
2 D 2x 2nm D 2&x

Admitindo-se que D = D, , de maneira andloga chega-se em:

K(Q)=1—1+EE+L=5&+L (3.48)
D2x 2n D2rn 2x

A partir das equagdes (3.47) e (3.48) chega-se em:

D
k="t L

(3.49)
D 2x 2x

sendo S o dngulo formado no subdominio de rigidez D e ¥ no subdominio adjacente.

Para um canto do tipo ¢,, admitindo-se D = D,, encontra-se a constante K(Q)

fazendo-se as integrais sobre os contornos circulares indicados na figura (3.7).



llm% j(v (Q, P)w(P)—M (0, P)— (P)deg(P)_

I,

Zﬂ—ﬁ 1 ﬁ
= j ——w(P)d¢=| = —1|wQ) (3.50)
5 2T 27

. D,
ggggrj(v (Q. PYW(P)~M,,(Q,P)=~ (P)jdr (P)=

1§

:%j—w( )d¢>——— w(Q) (3.51)

. D, : ow
%1_{13? I(V,, (Q,P)W(P)—M,,,,(Q,P)g(P)jdrg(P) =

3¢

D, 1 D
= 33 Ig w(P)d¢ = ﬁ(%]w(@ (3.52)

Figura 3.7 — O Ponto O Coincide com um Canto do tipo ¢,

Considerando-se as equagdes (3.50), (3.51) e (3.52), a constante K(Q) resulta em:

_ﬁ 1D, D,(vy
K(Q)_zn 2D+D(275j (353)

Na tabela abaixo encontram-se os valores de K(Q) para os diferentes casos.
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Tabela 3.1 — Valores de K(Q)

VALOR DE K(Q) POSICAO DE Q

K(Q)=0,5 Q no contorno externo

Q do tipo ¢, (fig. 3.3), para D(Q)=D=D,,,, B ¢

D, D
K(Q) = ( p j +0,5—=+ —3[lj definido na laje e ¥ na viga (interrompida) de rigidez

2 p bplox
D;,.
Q do tipo c, (fig. 3.3), para D(Q)=D; (D; e D, sdo
_B pa | ¥ . .. .
K(Q)= py= + D_j Py respectivamente, as rigidezes da placa onde se definem
Bey)
K(Q)=p/2x Q do tipo ¢, (fig. 3.3)

3.1.4 Equacao Integral da Rotacao para um Ponto do Dominio

No modelo apresentado neste item, para cada ponto sobre o contorno externo ou sobre
a interface tém-se duas incognitas, sendo assim, sdo necessdrias duas equacdes nesses pontos
para a resolucdo do sistema. No trabalho de Fernandes (2003) s3o apresentados exemplos

numéricos desse modelo, onde para cada ponto de colocacdo Q situado sobre a interface
escreve-se uma equacdo de w(Q) e uma da rotacdo w,, (Q). Portanto, nesse caso deve-se
fazer o estudo para eliminar as singularidades que surgem nas equacdes de w(Q) e de

w,, (@) quando o ponto Q pertence ao elemento que estd sendo integrado.

7z

Neste trabalho ndo € considerado o modelo desenvolvido onde as varidveis sao
definidas nas interfaces. A implementacdo dos pilares € feita apenas no segundo modelo
desenvolvido em Fernandes (2003), onde as varidveis sao definidas nos eixos das vigas. Neste
caso, os pontos de colocacdo se situam nos eixos e nao mais sobre as interfaces, ndo tendo,
portanto, nenhum problema de singularidade, ja que a integracdo numérica € feita sobre as

interfaces. Assim, € apresentada a seguir apenas a equacdo de w,, (g), sendo m uma direcio
qualquer definida no ponto g do dominio da placa. A equagdo de w,, (Q) de um ponto sobre

uma interface pode ser verificada no trabalho de Fernandes (2003).
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Segundo Paiva (1987), a equacdo integral da derivada do deslocamento para pontos do

dominio pode ser obtida derivando-se a equagdo (3.21) do deslocamento w em relagdo a m,

ou seja:
w(g) <~ (D oM
: P P . (P P
Ew +ZFD(< )=, ()= (g, P)) +
Ninl D_D * *
+ j’—”" w WV, -w,, M, P))dl +
= Y D om om
Yo D (oM oM - v (D, =D, )(am
i ns ,P _ ns ,P ) P J ns P
;D(—am (4:P)== (g )jjm )+ Z - (a (¢, P)+
M - w' 9 ((ow'
- (q,P)] W, (P)= j[vnw)al(q,m—M,m<P>—(l]<q,P>]dr+
; K m om\ on
a *
+ZRCI(P) W <q,P>+ I(g(p)ﬁ(q,l’)jdﬂg (3.54)
Q

8

Onde as expressdes fundamentais sdo dadas por:

ow’

,

P —%ln r(r,;m;) (3.55)
ow,., _

== 471’D( o T M+ mn Inr) (3.56)
M, LN R Y n)lomn )= ym ) n)l - 3.57)
om 4w

M, = I__V{(mini)(r’j j)+(m S; )(r’j j) 2(r,; m )(r’/ J)(r’k Sk )} (3.58)
om  4ar

A/ 12 ba-ve., ,)[4(r,, S m ), ) =2(m s )(r, ny )+

om  4nr

= (m;n;)(r, 5, )|+ @-wlomn)-20r.,m, )r,;n; )} (3.59)
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3.1.5 Equacao Integral do Deslocamento para um Ponto Externo

Como serd visto adiante para completar o nimero de equacdes necessarias a solugcao
do problema, sdo escritas equacdes de w em pontos de colocagdo externos, denotados por A.
Ao escrever a equacdo do deslocamento transversal para um ponto externo o seu primeiro
termo serd nulo, devido as propriedades da funcdo delta de Dirac que foram descritas no item

3.1.1. Assim, a equacdo integral do deslocamento para um ponto externo é dada por:

D
0= jEI(W,n (PYM , (q,P)—w(P)V, (¢q,P)) +

s
Jj=1

Nes

< D,-D a * P D .
*2 I (ij (PYM (. P) = w(P)V, (q. P)AT = 3, R (g, PYw, (P) +

i=1

‘I ¢ Dj * Dpa * o *
- & R@P)g, +— R4 Pg W (P)+D R, (PIw, (g, P)+

i=1 i=1

. ow’ :
+ j(vn (Pyw' (g, P)= M, (P (¢ P)]dﬁ [lsrw (@. P, (3.60)

8

3.2 Equacoes Integrais de Placas Sujeitas a Flexao Composta para

Dominios Compostos
3.2.1 Relacgoes Basicas

Na flexao simples, cada sub-regido € representada pela superficie média, ja no caso da
flexdo composta, ou seja, considerando também o efeito de membrana, cada sub-regidao é

representada pela superficie de referéncia do pavimento, como mostra a figura (3.8).
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-
. ‘,4;’ —_ 4’* — - -
-7 Xoa ] X1 JRae -

X3 X3—v|7 - Xg

t1/2 - A
iy ] {@f’ Superficie de Referéncia
B N to/2

ta/2

Figura 3.8 — Placa Subdividida em Sub-regi6es

onde ¢, t, e t, sdo, respectivamente, as espessuras das sub-regides Q,, Q, e Q;; ¢, e ¢,
representam a excentricidade da superficie média em questdo em relacdo a superficie de
referéncia, ou seja, nesse caso: ¢, =t,/2—t,/2 e ¢;=t,/2—1,/2; x; e x, sdo os eixos na
dire¢do x, tendo como referéncia as superficies médias das sub-regides Q, e Q, e sdo dados
POr: X =X, —C, € X; =X, —C;.

De acordo com Fernandes (2003), para se obterem os tensores de deformacdo e de

tensdo na placa, sujeita a flexdo composta, somam-se os problemas de placa e chapa. Desse

modo, o tensor de deformacdes é dado pela expressao:
__ .2D F
€; =& TE&; (3.61)
onde as parcelas do problema de chapa € representado pelo indice 2D e o problema de flexao
simples F .

Da mesma forma o tensor de tensao € dado por:

2 F
0;=0; +0; (3.62)
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3.2.2 Equacoes Integrais de Deslocamento no Dominio

Assim como descrito no item (3.1), as equacdes integrais podem ser obtidas a partir do
primeiro teorema de Betti (1872). Para uma sub-regido s qualquer tem-se:

Gy

IO';(S)EUCIVS = J.()' 8*(3)dvs i,j= 1,2,3 (3.63)
Vs Vs

O problema fundamental também pode ser dividido em duas parcelas: de flexdo
simples e de membrana, como foi feito com o problema real (ver equacdes 3.61 e 3.62).
Assim, acoplando as teorias de chapa e placa delgada, integrando-se a equacgdo (3.63) ao
longo da espessura e tratando os problemas de flexdo simples e membrana separadamente,

chega-se as seguintes equagOes relativas aos problemas de membrana e flexdo simples,

respectivamente:
2D(s) _ 2D ar¥(s)
[eo N a2, = [e° Ny de, (3.64)
02 02,

s s

m*de, (3.65)

*
J-w Y mdQ = Iw
QT

02

s

#2D(s)
kij

onde k € a direcdo da for¢a fundamental relativa a chapae & € funcao de E,.
As expressoes (3.64) e (3.65) se referem aos problemas de chapa e de flexdo simples
no caso em que os deslocamentos e forcas de membrana sdao calculados na superficie média

de £2,.Porém, tais deslocamentos e forcas devem ser relativos a superficie de referéncia, pois

¢ onde se faz a compatibilizacdo de deslocamentos e equilibrio de forcas. Com isto, a

transferéncia do ponto de aplicagéo da carga N; traz como conseqiiéncia um acréscimo de

deformacdes ao problema bidimensional e um acréscimo de momentos ao problema de flexao

simples. Dados por:

2D _ 2D
Eijy =Ej —C Wy (3.66)
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My =My —C Ny (3.67)

Substituindo-se as equagdes (3.66) e (3.67) em (3.64) e (3.65), respectivamente. tem-
se:

[ePNd2 = [e]°Nyd2— [cow,; Nyde2 (3.68)

kij v
'QS QS ‘QS

“(s) _
j Wy my;d<2 I o

2 2 2

VN Q2= [w,; mde (3.69)

Para que se possa fazer o equilibrio dos esforcos e deslocamentos nas interfaces, apds

a integracdo por partes, € conveniente escrever as equacgdes (3.68) e (3.69) em funcdo das
curvaturas (w,,j) e deformacdes (6‘:;0 ) fundamentais do sub-dominio onde estd o ponto de
colocagdo. Para isto, deve-se considerar a equagdo (3.7) e a seguinte relacio:

G ==g." (3.70)

s

Para se obter a equacao integral da placa em sub-regides para os problemas de flexdo
simples e membrana, basta somar as expressoes de cada sub-regido. Considerando-se um caso

genérico de uma placa composta de N, sub-regides, tem-se:

v =
[e N, d0 = Z% j 2N Q- jc W,y Ni,dQ (3.71a)
Q s=1
N,
IW’U m; d — Z jc w,lj N, ds z jw,u m; dQ (3.71b)
s=1 Qg s=1 2

sendo ¢, calculado em relagcdo a sub-regido de referéncia e D e E referentes a sub-regido
onde estd o ponto de colocagdo.

Para a aplicacdo de Método dos Elementos de Contorno, deve-se fazer a integracao

por partes das equacdes (3.71), a fim de escrevé-las em funcdo de integrais ao longo do
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contorno externo. Para isto, considera-se inicialmente que a equacdo (3.71a) seja aplicada a

figura (3.8). O primeiro membro da equacdo € dado por:

[e0N,dQ = [e,,N,dQ+ [N dQ+ [e,;N,dQ (3.72)
Q Q1 QZ ‘Q}

Fazendo-se agora a integragdo por partes da equacao (3.72), obtém-se:

J.g:ijNide: J.ultipid]-—‘-i_ j”li‘ﬂdr-l_ juZipidF_ ."u:iN’f"’j dix+
Q

I +I; G+I5,+15, I+, Q,
— [ugNy.; dQ= fuN,,; dQ i, jk =m,l (3.73)
Q, Q,
Considerando-se a defini¢do de forca de superficie p,, dada em (2.33) tem-se que
Piryy =Py © Picyy = ~Pir,)» Pois 0 valor do co-seno diretor n; muda de sinal. Tem-se

ainda que J‘ukidl" = I u,dl’, Iukidf = IukidF . Sendo assim, ao fazer o equilibrio das forgas
1_‘13} 31 23 32

de superficie as integrais sobre as interfaces se anulam. Considerando-se agora a equacao

(2.39) e que as incognitas sdo calculadas segundo as dire¢cdes n € s, ou seja, u, =u,n, +u_s,
a equagdo (3.73) resulta em:

J-g:ijNide = J-u;:ipidr‘_ J-u;:iNij’j dQ = j(l’t:npini +uzspisi)dr+
Q r

r Q

+ [lug,m, +up,s, pde2 (3.74)

Q

Substituindo-se ainda as equacdes (2.34a) e (2.35a) em (3.74) tem-se:

(20,8, = (), p, +upp AT+ [l;,b, +ub, 0, (3.75)
Q r

Q,

Seja agora o primeiro termo do segundo membro da equagdo (3.71a) aplicado a figura

(3.8) e designado por U, :



61

IszDNkUdQ + 2 [Ny de+ 2 (6N d0 (3.76)
7 S Nudr T 1N,

Fazendo a integrac@o por partes da equac@o (3.76) em relagéo a x; , obtém-se:

E
U1=T1 I uNkUnde+— I Nkynde+— J-uNkunde+
L+1; E [ +15; [+15,+ T,
= (unN., do-= [N, dQ—= [u.N"., dQ (3.77)
itV kijo g itV kijj it kij?
Eg E g Eg

Considerando-se a defini¢cdo de forca, assim como foi feito no primeiro membro e

também que: ) =u;r, ) € Uyr, ) =Ur,,, pode-se escrever a equagdo (3.77) no sistema

(n,s) da seguinte maneira:

U, == J.(unpkini U, pys; )dr"‘Tz J-(unpkini +u,pys;)dl +
L+1; E [+

B [, pyn; +u pkls,)dl"—f j(u Ny m+u Ny, s)dQ+
E =I5+, +15,
j(u Ny, n +u Ny, l)dQ—E j(u e M AU N 5)dQ (3.78)

A solug¢do fundamental do problema de chapa € obtida a partir da equacdo de

equilibrio (2.39). Substituindo-se b,(p) pela funcdo Delta de Dirac, tem-se:
Ny +6(q,p)8, =0 (3.79)

Substituindo-se a equacdo (3.79) em (3.78) e considerando também as equagdes das

forcas p, e p,,dadas por (2.32a) e (2.33a), obtém-se:

E * - E . .
U, == j(unpkini +”spkisi)dr+72 J.(unpkini +u,pys;)dl +

I+I; I+,



- j(unpklnl +u pklsl)dl"+— I(u 0(q, p)o,, +u,0(q, p)o,,)dQ+

=I5+40%5,+15,

E E
+ = [0,8.9)8, +u.8 pE)AQ+ = [(4,8(4, )8, +u,5(q. )5 )R (3.80)
Q, Q3

Entretanto, como a funcao delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

[#(p),6(q. p)SdQ.. = e pa (3.81)
o, #q), se p=gq

Pode-se escrever a equagdo (3.80) da seguinte maneira:

_uk(q)+z = I(u P, tu,p)dl +

i=1

@ J.(u D, U D, )dF+ I(u P, tu, p,)dl’ (3.82)
E, de uma forma geral:
—E pa
_uk(q)+z I(u Py TUD, )dr+z — P J'(unpk” +u,p,)dl (3.83)
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sendo N o nimero de sub-regides; N, o nimero de interfaces; E; o E da sub-regido €2,

que contem a interface I', no sentido da qual se faz a integracio; E,o0E da sub-regido

J

adjacente 2 Q; e I" o contorno externo da placa.

Seja agora o segundo termo do segundo membro da equacgdo (3.71a) aplicado a figura

(3.8) e designado por U,:

Elc1 Ezc2 Esc3

U, = j ; NodQ+ j , NidQ+ j , Nyyd© (3.84)
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Fazendo a integrac@o por partes em relacdo a x; e considerando-se a equagao (2.33):

U,= E1C1 [jpkzw’z dr'+ jpkzw,, dr' - ijU Wy, dQ} E2C2 {J‘pklw,l dl” + '[pklw,l dl’ +
L I3 J
- _[N:I:i’_i W’i de| { kalw’l dr+ kalw’l dr INkz] s j ’1 dg} (385)
o, Iy 4T,

Substituindo-se a equacdo (3.79) em (3.85), levando-se em consideragdo a equacao
(3.81), além das relacdes entre os esforcos fundamentais e deslocamentos reais, pode-se

escrever a equacgao (3.85), de uma forma geral, no sistema (n,s) da seguinte maneira:

—c(q)w,k<q>+2 ~ j(pknw,n+pksw,s>dr+

( E,mc

DRSS

J=1

J-(pltnw’n-i_p:sw’s )drj (386)
L

Agora, substituindo-se as equacdes (3.86), (3.83) e (3.75) em (3.71a), chega-se a

expressdo para o problema bidimensional de uma placa sujeita a flexdo composta:

E * #
[ clgyw, (@) +u, (9)]= Z = jun(P)pkn (¢.P)+u,(P)p;, (q. Pl +

t11||h'JI

_Z(E_TE) [0, PPy, (g, P)+u,(P)p;, (g, P, *Z
(B, -E

E
+ (g, (g, Prp, (P + 143, (q, PYp, (PYMT + [, (g, )b, () + 1y, (g, )b, (p)JA (3.87)

Q,

' [e.lpi (g, Pyw, (P +

+ (g, Pyw,, (P)HT + Z Do j[p,m (. P)w,,, (P)+ py, (g, PYw,, (P)JT, +

Desenvolvendo agora a equagdo relativa ao problema de flexdo simples, equacao

(3.71b). As parcelas que envolvem os momentos real e fundamental ja foram desenvolvidas
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para o caso de flexdo simples (ver equagdes 3.17 e 3.20). Deve-se integrar por partes duas

vVeEzes:
[, (pyw.;, (g pd2 =~ [V, (p)w (q. p) M, (p)w.. (q. )T (p) +
- R(pw, (. p) = [le(pw (. M, (p) (3.88)

N, D,
vy

jm,,<q,p>w,,,<p>d9 —w(q) - Z D’R(,<q,p>wc,<p>+

i=1

D ctNes N, Di i ow L
+( D ] Z R c,+;3rf(Mn(q,p)$(p) v, (q,p)W(p)de(pH

nt

D, -D,
+> j( - JM(q p)—(p) v, (g, p)w(p)jdr (p) (3.89)

Jj=lr

Lembrando-se que os tipos de cantos estdo definidos na figura (3.3).
Seja agora o primeiro termo do primeiro membro da equacdo (3.71b), designado por

U, aplicado a figura (3.8) e integrado por partes em relagdo a x;:

U= ICN nw,. dU+ J‘c Nynw,, . dl - ICINU,j w,, dQ+ J.C3Nijnjw,jd1“+

/A
L I Q I3

+ J‘C3NUI’ZJW,1 dl’ + jc3Nunjw dl’ - J-c3 i W, L dQ+ J.czNijnjw,de+
Iy

+ fe,Nynw,; dU= [e,N,, w,; dQ (3.90)
Q

I

Considerando-se que na interface tem-se W, =W, » Wyr,)=Wyr, >

Piryy =~ Piry) © Piry,y = Pir,) » considerando-se também a equagdo (2.39) e que as

incognitas sdo calculadas segundo as direcdes n e s tem-se:

N.\- « Nim « «
U = Zci J.[pnw’z-i_psw’s hri +Z(Ci _Cpa)J.[pnw’n-i_psw’shl—‘i +
i=1 T, i=1 T,
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Mz

> felbw.+b,w. Jae, (3.91)
Q;

]
—_

i

Somando-se os termos (3.91), (3.88) e (3.89), a equacdo de flexdo simples € dada por:

w(q) = Zj ~(w,, (PYM (g, P) = w(P)V, (g, P)) +

lll"
Nes

a D, .
+Z j ( D, J(w,n(P)M (g. P)—w(P)V, (g, P))dl = 5 Ral@ Pyw (P)+

/l[‘ i=1

N, +N,,

D, . & ;
_ z { LR (q.P)y + D”“ R;(q,P)QW}wci(P)+ZRci(P)wa(q,P)+

i=1

+I(Vn<P>w*<q,P> M, (P2 (q,P)de+ZC [lp.Pyw.;, (. P)+ p,(PIw; (g, P)aT, +

i=1

N?

> (e =e, ) flp,(Pyw, @.Py+ p, (P, (@, P, + [(g(pw (0. Pk, +

J= J g

>, [lo,(pw, (@, p)+b ()W, (@ KL, (392)

3.2.3 Solucao Fundamental de Membrana

Assim como para o problema referente as placas, para o problema de chapas é
necessdrio conhecer as expressoes fundamentais para a obtencdo das equacgdes integrais. A
solucdo fundamental adotada nesse trabalho, desenvolvida por Lord Kelvin, representa o
efeito de uma forca concentrada unitdria aplicada na dire¢do k em um ponto ¢ de um

dominio infinito.

* 1
u,(q,p)=————|-@=4)Inrd, +r,,r, 3.93
wap)= e G, J (3.93)
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Para o estado plano de tensdo deve-se substituir nessas expressdoes V por

v'=v/(1+v).

Derivando-se a expressao (3.93), considerando-se a equagdo (2.40) e ainda que a forca

de superficie fundamental é dada por p, =N, w1 » obtém-se:

Do = —;{[(1 —20)5, +2r,. 1y, ]i —A=20)n.r,,—n.r,, } (3.94)
4r(1-vV)r on

Considerando-se a equacao (2.28), a deformagdo fundamental € dada por:

€20 = _ A=20r.; 8, +r,, 0, )—r, O, +2r, 1,1, (3.95)
4 87G(1— V)r[ . J=rdyaririr,

3.24 Equacio Integral do Deslocamento w para um Ponto sobre o

Contorno Externo da Placa

De maneira similar ao explicado no item (3.1.3), surgirdo singularidades para a
equagdo (3.87), quando esta for aplicada em um ponto do contorno externo. Para a eliminacdo
desta, procede-se da mesma maneira descrita no item (3.1.3). A equacdo (3.87), para este
caso, ¢ dada por:

N

K (@, (Q)+ K. (@ ()= =X = ({0, (PP}, (Q. P) +1,(P)p, (. P)MI'+

S En) (4 o 0Py (Q.P))r, +NZE: Lo, Pyw,, (P +
E E
Epa " ®
+ P (Q. Py, (P)]dnz( — e j [p;,©. Pyw., (P)+ pi,(Q. Pyw., (P, +

+ [, 0. PYp, (PY+1;, (@, P)p, (P + [{u;, (0. )b, (p) +14, (O, pYb, (MM (3.96)

Q,
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Serdo determinadas as constantes K, (Q) e K, (Q) para o caso com aplicacdo no
ponto do contorno externo nao coincidente com um canto.

Considerando-se a figura (3.8) e admitindo que m =7, e [ =5,.

|
“l

—
> QS
S|

Figura 3.9 — Ponto O sobre um contorno externo

No contorno circular do subdominio €, da figura (3.9) tem-se que r =n, logo

dr/on=1 e as dire¢des dos vetores n e s em relagdo ao sistema (n,,s,), sdo dadas por:

. {cow} .
S = en
seng

pelas equacoes:

sen . .
{ ¢¢}. Assim, a expressdao (3.94), dos esfor¢os p, e p,,, serd dada
—Cos

B B3-2v)n,

- Tk 3.97
Py (3.97)

_ 1-2v)s,
Pis = —47[(1_ e (3.98)

Considerando-se que a dire¢do da carga fundamental k seja igual a m , as expressoes

* *
dos esfor¢os p,, e p,, resultam em:

. (-2

P = —mse’m (3.99)

R UV B (3.100)

P = an1—)é
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Com isso, a integral do contorno circular do subdominio €,, denotada por A, é dada

por:

A= mj[cw,nw) u, (P))ps, (Q.P)+ (cw,, (P)—u,(P))p;, (Q. P)II; =

ml|tljl

) (B3-2v)

Ei ..
__? ! W, (P)—u,(P) Az(1-v)E

send +(c,w,, (P)—u, (P))%cos 4@

(3.101)

Substituindo-se na equacdo (3.101) w,, (P) por (w,n (P)+w,, (Q)—w,, (Q)), w,, (P)

por (w,, (P)+w, (Q)-w, (Q)) . u,(P) por (u,(P)+u,(Q)—u,(Q) e u (P) por
(us (P)+u,(Q)—u, (Q)), a expressdo A pode ser escrita:

A= —%gggrj{(clw,n (© -1, (1) =2

(=20
Ar(1—v)E

seng +(c,w,, (Q)—u,(Q) 4x(l=v)E

cos ¢}df .

(3.102)

Escrevendo-se agora as varidveis w,,, w

>s

, u, e u, em fungdo de suas componentes

no sistema (m,7) e do angulo ¢, as seguintes relacdes sdo obtidas:

w,, =n,w, +n,w, = sen(@)w, —cos(@)w,, (3.103.a)
w,, =s,w, +s,w, =cos(@)w,, +sen(P)w,, (3.103.b)
u, =n,u, +nu, =sen(Pu, —cos(Pu, (3.103.c)
u,=s,u, +s,u, =cos(Pu, +sen(Pu, (3.103.d)

Substituindo-se as equagdes (3.103) em (3.102) e considerando-se a equagdo (3.35),

chega-se a:

A= %?{}3{(3 vw,, 6[sen dp—(3-2v)w,, Jsen¢cos o+

+(1-2v)w,, ﬂjcosz ado+(1-2v)w,, 7]sen¢cos odo+ L B-2v)u,, ?sen2¢d¢+

¢
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+(3-2v)y, ”Isen¢cos wdo—1-2v)u,, 7]0052 ddo—(1-2v)u, ?senq)cos Mq)} (3.104)

0

Integrando-se a equagdo (3.104) em ¢, chega-se em:

Elcl /4 T 1
A——m{(3—2v)w,m5+(l—2v)w,m 5 c[ B-2v)u,, ——(1 2V, —}}(3 105)

Chegando-se ainda em:

A=-2 M+i{”—m} (3.106)
E 2 ¢ 2

Considerando-se que E= E1 as constantes K, (Q) e K (Q) sdo dadas por:

m wm

K, (Q)= —%C(Q) (3.107)

K, (Q) =% (3.108)

3.2.5 Equacao Integral da Rotacdo u,,, para um Ponto Interno

A equacdo integral da rotacdo para um ponto interno € obtida através da derivacdo da

equacdo (3.124). Derivou-se a equacao em relacdo a uma coordenada genérica m .

N,
auk ’k pk&‘

Shg)- c(q) (q)——Z— j (, (P) 52 P, (g, P)+u, ()

i=1

S E —E; i,y I, it p,
Z{ ﬁ—) IHunm(pH . (p)] L <q,P>+[us(,,-><p>+&(p>a,,J%(q, P)]dn

(q, P))dl’ +

j=1 rr j on;

J



J

vl (B -E, A,y 9P, J
—Z! ﬁ—)fﬂum-)(p)— gn(.) (P)J g}: (q’P)"‘[”sm(p)_

Ly

E_ —Ej n(j a Y
JT) jﬂ (D)= “(p)} Py (q,P>+(ué<,><p>— .

T

+ ( ) Il{un(j)(p)'i‘ ani) (p)j a}/:l (q,P)-I—(uj(l)(p)_'_V()(p)a

J

E
a kn a kS
+ (a (4 P)p,(P)+= (g, P)p, <P>jdr+j[
m m

N, .
+ZE C; J’ (851«1 (g, P)w,, (P)+ aapkx (g, P)w,, (P)jdr

Ny E]C ap ap
+ ZIT] 7: (an)Wan(]) (p)+ . (q’ P)W’S(r) (P)
rt'

Ec —Eic.] 9 P
+( ‘ )j( Py (g, P)w, ;) (p)+ P (q,P)W,sm(P)]Jr]

E ¢ —Ejc,) {op; p, _
_( : E ) J{ - (@ PYW, ) (p)+ D (q Pyw, ) (P)]dr

N, E+ +_E a 0
+Z[( 2 )j( - (q’P)W’n(])(p)_ P (q’P)W sy (P) AL+

(p)J P (g, P)} ]

o (q,P>bs<p>st2+
om

k=I,m (3.109)
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Usij ap;
. P
an (p)a,] o (g, )}’\‘+
J P (q,P>}d\‘+
om

As expressoes fundamentais da equacdo (3.109) sdo obtidas derivando-se as

expressoes (3.93) e (3.94) em relacdo & m , quando no sistema (n,s).

au:s 3 1

=—— [(3 vyr,,ms, —r,, (ms, —2r
om  8xG(—-v)r

4 z mj)_mk
u,, 1

om  8xG(1—v)r [(3_4v)r’j mn =1y (mn, =2r

’ll

P, =— ! 2r, r,lsl[4r m; a——mn }+2(1—2v)r,.m
om 4r(l-v)r’ ’ on /

—2i[r,k Mm,s;, —m.r,; s l] (1- 2v)[m n;s, +m;s.n, ]}

ro s, (3.110)

2 Vi

rom)—mergn]  3111)

or
’1 slnk +a_nsk +

(3.112)
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p,, 1
anka T 4r(1—-v)r’ {(r’i n)’ [8r,k rhym; = 2mk]_4r”< Tog I

+2(1=-2v)r,; m; [Zr,i nn, — r,k]+ 1-2v)[- 2mnn, +m, ]} (3.113)

3.3 Modelos Alternativos: Variaveis Definidas nos Eixos das Vigas

Os Modelos desenvolvidos neste item e que foram propostos em Fernandes (2003),
sdo aqueles utilizados neste trabalho para a andlise numérica de pavimentos de edificios.
Inicialmente é deduzido o modelo para andlise de flexdo simples, que € obtido a partir daquele
desenvolvido no item (3.1). Entdo € mostrado o modelo para analise de flexdo composta, que
¢ obtido a partir daquele desenvolvido no item (3.2). Nestes modelos as varidveis sdo

definidas ao longo dos eixos das vigas.

3.3.1 Modelo para Analise de Flexao Simples

Seja o pavimento definido na figura (3.9) enrijecido por duas vigas.

nvi ‘1 ; sve
ol
S, | |
L A i - I, i ASF”
4’\ Vi |
S A B R
T 1
| |
r { i |
vi | _ | €
| Q | }
n__ S |
X2 r‘v’.i ‘7 r‘vg * %/ll—‘:
L, Y id
X1 avi | avi Ave| Ave

Figura 3.10 — Modelo de Pavimento com Representacio da Viga pelo seu Eixo Médio

onde as larguras das vigas interna e externa sao definidas na direcdo da normal da viga.
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Nas linhas tracejadas (linhas médias) das vigas, os vetores n, € n, representam,

ve

respectivamente, os sentidos da normal das vigas internas e externas e os vetores s, € s, 0S

sentidos de declaracdo dos elementos de contorno. Nas linhas continuas estdo indicados os
sentidos de integracao dos contornos das vigas, que acompanham a orientagdo do contorno da
laje.

Utilizando o pavimento representado pela figura (3.10) os deslocamentos ao longo das

interfaces sdo escritos em funcao dos seus valores no eixo da seguinte forma:

Wi = W + W) e (3.114.2)
=Wy = 02 ) (3.114.b)

Wi, = W ) ) @ (3.114.0)
=Wy = W2, ) (3.114.d)

(w, )(e,._m) =W, =W, (3.115.2)
0 Sy = W00 = W2 (3.115.b)

Como se pode observar, a rotacdo w,, foi considerada constante ao longo da largura

da viga e o deslocamento transversal w foi adotado com aproximacdo linear. Considerando-
se as aproximacodes definidas em (3.114) e (3.115), a equacgdo (3.21) do deslocamento w para

pontos sobre o contorno externo ou eixos de vigas € dada por:

K(Q)w(Q)+Z j (V (Q. PYw(P)~ M (Q, P)—(P)jdn
N (DY =D Y . . . o,
+2, I[TJ[V ©.Pyw, +V, (©.P)a, + M, (. P)) = }f\‘+

D -D, | . . ow;
| T | P, @ Pa 0 0.P))

M| (D =D Y . ) )
¥ Z[ J (TJ{V ©@.Pyw,; -V, @.P)a; + M, (Q.P)

awj Jd\_
+
on
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ow
+ j{ )(V Q. P)w, —(-V(Q,P)a, + M} (0, P))

N.,+N,, (Dj—D ) .
—M(Q.P)) w,(P)+ {—(M (Q,P)-M=(Q,P)), }wcxP):

j(v,, (P (Q. P)—Mn(P)aaln(Q,P)JdF +> R, (P)W,(Q.P)+

r i=1

+ [ls(pw @ phe, (3.116)

Qé’

onde todos os deslocamentos sdo relativos aos eixos das vigas; D™ =D(Q") e D" =D(Q"),

sdo, respectivamente, a rigidez a esquerda e a direita da viga; para os pontos sobre o contorno

externo sem viga ou nos cantos da placa, a constante K(Q) assume os valores indicados na
tabela (3.1) e para os pontos dos eixos das vigas tem-se K(Q) =1, pois se trata de pontos

internos e para um ponto externo A, K(A) =

Deve-se observar que na equacdo (3.116) a integragdo dos esforgos e deslocamentos
fundamentais € feita ao longo das interfaces e do contorno externo da placa, porém o ponto de
colocagdo e os valores nodais estdo definidos nos eixos das vigas e no contorno externo sem
vigas.

Para obter-se a equacdo da derivada do deslocamento transversal w, basta derivar a
equacgdo (3.116) em relacdo a direcdo m . Esta € escrita para os pontos dos eixos das vigas,
portanto em pontos de colocagdo internos, ou seja, o termo livre tem valor unitdrio nesse caso
K(Q) =1 e nao ha problemas de singularidades.

Os esfor¢os nos pontos internos ou sobre eixos de vigas sdo calculados a partir das
curvaturas, cuja equacdo ¢ obtida derivando-se duas vezes a equacdo do deslocamento

transversal (3.116), primeiro em relag@o a x; e depois em relagio a x;, como se pode ver

abaixo:

9’w(Q) NZD— OV, QP)  p M QP W
ox;0x; = D Lo o, 0x dx;0x;  dn



| D 9V, (Q,P) o’V (Q,P)  9°M,(Q,P))ow,
"Z‘L[( j{ dx;0x, " (P)J{ Ix;0x; “r dx;0x; J (P)Jdr
. I(D‘ D, j{a v, @Q.P) Wk(P)_(a v.Q.p), oM P)Jawk (P)},\.]
K D ox,0x ox,;0x ox,0x
D

p{ -_D, j{a V' (0,P) Wk(P)_(a V.QP), M, P)Jawk (P)Jd\_
oL D ox,0x ox,;0x o, 0x;

(&Ia V'(Q,P) Wk(P)_(a V'(Q,P) 0+ 9%V, (0, P)Jawk (P)]dl‘}
s\ D ox,0x ox,0x ox,;0x

WD, (M1 (Q.P) 9°M, (Q.P)
D ox,0x ox,0x

MZ

=~
1l

+

+

k=1

] w, (P)+

S 1[(1) =D, ) oM, @.P) aM’”(QP)} ]wck(P)+ZRck(P)—a W (D F)

L ok, 0x;; o, 0x ox;0x

k=1

z olx,;0x;; " oo, ox,0x

I(VAP)—”(Q’P)—M e (aw (Q’P)] +jg<p>—w CPyo G

Sendo as expressdes fundamentais da equacao (3.117) dadas por:

V' (0, P 1
a;(ag ) 4 {2(1 V)(r,l sl [247’,1 Tsj (r’k nk) 4[r’l ] r,;n + 6 (r5k n, )]]+
i
+2(1—V)(7',1 Sz)lZ(nisj +njsi)—8(r,k n, )(r,l, ] r,; I)J+ 4(1 v)(r,k n, )(SiSj)+
+B=028, () =8r, 1 (o n) +2(r ) (3.118)
M, (Q.P) _ 1
aXiaxj = 47[,«-2 {(1—\})(6‘,/ - 21’,,» r’j )+2(1— V)[ni 2]",ln (r’k nk)+
_(5,-,» =2r,, r; )7, nk)2 =2r,; (r,, nk)[nj —7,; (r,, n, )]]} (3.119)
9’M,, (Q.P) _—(1-v
aXiaxj = 4(170’2 ){[2(5,‘1'4‘47',,' r’j )(r,,s,)—Zsir, r,; j](r’k nk)+
_2(r’1 i Y ])(I",ZS )+nisj+njsi} (3120)
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I’w QP _ 1 (

I 3.121
ox,;0x amD i+ n(r)) ( )

3.3.2 Modelo para Anélise de Flexao Composta

Na anélise de flexdo composta, além das aproximagdes definidas no item anterior para
os deslocamentos de flex@o, sdo adotadas as seguintes aproximagdes para os deslocamentos

de membrana:

Uir,) = Uigeivo) T (u, . )(e,-m) a,, i=n,s (3.122.2)
Uire) = Wieio) ~ (”i o, )(e,-xo) a, i=n,s (3.122.b)
ey = iy + W, ) ] i=n,s (3.122.¢)
Uiy = Wiceivo) ~ (”i )(eix,,)aw- i=n,s (3.122.d)
(o), = () = (0 ) i=n,s (3.123.2)
(100 ), = (s ) = ot )y i=n,s (3.123.b)

e

Nesse caso as rotagdes u,,, (com i,k =n,s) também sdo adotadas constantes ao longo
da largura da viga, enquanto que os deslocamentos u; sdo admitidos com aproximacao linear.

Substituindo-se as equacdes (3.122), na equagdo (3.87) e generalizando para o caso em

que se tenha N , vigas externas e NN, vigas internas, a equacdo do problema de membrana

resulta em:

Y, E,‘ # #
K (Qu (D) + K, (Qw,, (Q) = —Z? I(un (P)p,,(Q.P)+u (P)p, (Q,P))dl +

N, E+_Ej a nii . a » )
Z{gj{[um(pﬂ ; () (p)ajJPkn(Q,P)+(usm(p)+ Usij) (p)a;JPks (Q,P)}\q_

E = n on.

j J J

K o on,

j J J

5 _E, du,, * ou,, *
T j[[u,ﬂ_,xp)—%(p)a_,}pkn@,m+[us(,.><p>— u()(p)a,-kas(Q,PH}dF}
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E _FE. ou Ju
{_ : EEJ J.K”mn(l’)— a"“) (p)a, ]pkn(Q P){Mm(p)— a‘(” (p)a; ]PI;X(Q,P)}dF+

) ou . ou, .
) J[| i () + = (P }P@(Q,PH ) (P)+ = (pa ]pka,P)dﬁ

[ du . Ou .
J[| i (22 + = (P }pgn(Q,PH ty;, (p)+ a“” (p)a, ]pkx<Q,P>dr+

+ (s, @ PYp, (P +u;,(Q, P)p, (P) I + I 3, (Q, )b, (p)+u;, (. b, (p) R+

+27 [(pi@.Pyw., (P4 pL Q. Pyw, (PIMT+

—
t L/ vigas

N, E}
+z[ = .[(pk"(Q P)w,,;, (P)+ P, (Q, Pyw, (P))1F+

|
-

+
I

Ejc
T) [(p5,(Q.PYw.,., () + 1 (Q. Pyw. ) (PIUT |+

r;

Llijcf') J.(Pkn (@, P)w,,;, (p) = Py (Q’P)W’S<Ff) (P)}ll“+

i
ty |

_T‘f j(p;(Q, P)w,,;, (P)+ py, Q. Pyw, (P)}zr k=1,m (3.124)

onde E = E(Q*) e E =E (Q*) sdo, respectivamente, o valor de E a esquerda e a direita da

VIS U, iysniiys Usiiyoniiy s Uiy s Uyjy € Wa(;) S30 deslocamentos referentes ao eixo da viga j,

ao longo de um contorno ou interface genéricos I',. As constantes K, (Q) e K, (Q) sdo

dadas na tabela (3.3) e o contorno T, se refere ao contorno externo da placa sem vigas.

s /vigas

Tabela 3.2 — Valores de K, (Q) para a Equacao de deslocamento de chapa

Para ponto interno ou sobre um eixo de viga (k =m ou

K (@) =1, K, (Q) =~c(q)
k=1

K, (0)=05, K, (Q)=-0,5.c(q) Se Q esta sobre o contorno externo da placa
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Para obter-se a equacdo da derivada do deslocamento u,, para o problema de

membrana, basta derivar a equacado (3.124) em relacdo a dire¢cdo m, como mostrado no item
(3.2.5), contudo, para as vigas externas, fazendo a integracdo dos deslocamentos
fundamentais sobre o eixo das mesmas, surgirdo singularidades do tipo 1/r . Deve-se entdo
fazer a determinacdo do termo livre (ver item 4.5). Porém, calculando-se esses termos para
um ponto antes do eixo e outro apos, observa-se uma discrepancia no valor do deslocamento,
mas, devido as aproximagdes feitas nas vigas, considerou-se esse deslocamento sendo
constante, fazendo-se com que a carga aplicada seja dividida em cada contorno da viga,
eliminando-se assim, a singularidade causada pela carga aplicada sobre o eixo da viga
externa.

Para se obter a equacdo do problema de flexdo com o efeito de membrana (equacdes

de w e w,, ) onde todas as varidveis ficam definidas nos eixos das vigas, além das

aproximagdes adotadas anteriormente para os deslocamentos w, w,, , u,, € u,,, ao longo da

Sm o

largura da viga, deve-se também adotar aproximacdes para as forcas de superficie p, e p_,jd

que essas também sdo definidas ao longo das interfaces. Considerando-se o sistema global

(x,,x,), como vé-se na figura (3.11), as for¢as p, e p, das interfaces e que atuam na viga
sdo decompostas em duas parcela, uma constante (Ap;) e outra linear (p;), que dd resultante

no eixo.

1
p;(L,)= S P —Ap, (3.125)

1
p.(L,)= 5P +Ap, (3.126)
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e

SRR
i 2
172/2A } Apz/
> i %Pl/z
pl/zi A
A LY
pl{* i p24> Apl
ApY !
i SA
AR 1 >
v n
s

Figura 3.11 — Decomposicao de Forcas nas Faces de uma Viga

Observe-se que na equacdo do deslocamento transversal as integrais, envolvendo as

forcas de superficie em uma viga, serdo dadas por:

(Cviga _Czaje)I{(%_AI%]W’T‘F(%_Apsz,;:|dr = e,d (3127)
I,

Deve-se escrever a equacdo (3.127) utilizando-se o sistema local (n,s) das interfaces.

Contudo, os sistemas locais para vigas externas e internas sdo diferentes devendo-se assim
obter a equacdo (3.127) para vigas externas e internas. Nas interfaces entre viga e laje a
integral € calculada segundo o sistema local da laje. No caso da viga externa, como se pode

observar na figura (3.9), os sistemas locais no eixo e faces das vigas sdo idénticos, 0 mesmo

nido ocorre com as vigas internas onde os sistemas locais no eixo e na interface I, sdo

Vi
idénticos, porém diferente da interface T .

Além disso, as forcas Aps e Apn sdo substituidas pela Lei de Hooke utilizando-se as

equacoes (2.30), (2.32) e (2.33).

E |du ou
=pn u z 3.128
P = Pith (1—v2){ on e ds } ( )

E Ju. Odu
= pys, Ly 3.129
Py = Pisi 2(]+v){ ds " as} ( )




79

Obtém-se assim, a equagdo de w para a flexdo composta escrita em funcdo das
varidveis dos eixos das vigas. E para se obter a equacao integral da derivada do deslocamento
w, basta deriva-la em relacdo a m .

A equacdo de w para a flexdo composta € escrita em fungdo das varidveis dos eixos

das vigas da seguinte forma:

& D, R ‘ 0
KQwQ)+Y | [vn (Q, PYW(P)~M (0, P)a—;"(mjdm

s/ viga

D" —D
J( - j{v @, P)w,(P)+ V(0. P)a, + M (Q, P)° ’(P)Jdr

D -D, Y. . ow,
+ [( - J(VH(Q,P)W,-(P) (v Q. P)a, + M (0, P)) (P)]dr}

D -D.\ . ow
I( - ’j{Vn(Q,P)wj(P) v, ©@.P)a, + M;(Q.P)) ’(P)jdr

L

Jj=1

D- * & *+
¥ j(gfj(vn ©.Pyw ()~ -V, (©.P)a, + M0.P))° ’<P>jd\‘} Z 2o .p)+

N, +N

D,—-D .
~ M (Q.P))w, (P)+ > {%(M,J(Q P)- M (Q.P)), }Wd(P)=

i=1

I(Vn (P)w*(Q,P)—Mnn(P)%(Q,P)]dF )R (P)W,(Q.P)+

r

Zc j[p (P, (Q.P)+ p,(Pyw, @ P, =" [e b, (P (@.P)+b,(Pyw. (. P, +

119

viga

—Z (" -¢, {I[”’g”( )w,i;(Q,P)+p““(P) w0, P)}dr}

l

(c—c,{j[%( W, (0O, P)+”“”(P) W (Q P)}d ]

h%)( o (P )ity (PO (0P )+
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E; )
+m(u””(“(PH”"’s(r;)(P))W’n(Q,P)+}d1*}+

+(c —c,{ J.[(%)(un,nm(P)+us,s(r/_+)(P))W’z(Q,P)"‘

2(]+V)(us’”('“(P)+u”’s(r;)(P))W’Q(Q,P)+}df':|}+

~.
]
~

+i{(c 2cz{ J.[(%)(”nmm(P)+”s’s(F_f)(P))W’z(Q’P)+

E; *
+m(u5’ﬂ(j)(P)+un,s(1_:i+)(P))/\/’n(Q,P)+}d1—':|+

Psj)

_ —_ Puj) . .
(e I{ P (P)w,n(Q,P)+—2 (P)W,Y(Q,P)}dfﬂ+

L Lve

+(e, J.[Pn(j)(P)W,Z(Q,P)+P«j)(P)W»j(Q,P)]dF]}JF [e(pw'(Q.p)d2 (3.130)

8

Os deslocamentos u,,, da interface sdo escritos em fun¢do dos deslocamentos u,,

utilizando-se diferencas finitas.

1

u.
du, 294(Q) 04,(Q) 98D > :
Zi0)== : =n, 3.131
2s @ L{ FERTY: ae 1" e G.151)
u;
. 09,(Q) ~ . (o ]
onde as func¢des Y poderdo ser melhor entendidas no préximo capitulo.

Os valores da constante K(Q) sao dados na tabela (3.1), enquanto que para um ponto
externo A, tem-se K(Q) =0, para um ponto interno ou sobre o eixo de uma viga K(Q)=1.

Para obter-se a equacdo da derivada do deslocamento transversal w, basta derivar a
equacgdo (3.130) em relagcdo a direcdo m . No caso dessa equagdo, como ela € escrita apenas

para ponto sobre eixos de vigas ou pontos internos, K (Q)=1.
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4. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Solugdes exatas de problemas em engenharia, obtidas através de solucdo analiticas,
estdo restritas a poucos casos. Assim, solucdes aproximadas sdo obtidas através de
procedimentos numéricos. Os métodos numéricos abundantemente utilizados sdo os Métodos
dos Elementos Finitos e das Diferencas Finitas. Recentemente vem sendo utilizado também o
Método Elementos de Contorno trazendo como vantagem a necessidade, para andlise linear,
de discretizacdo apenas do contorno da estrutura analisada simplificando eventuais
modificagdes na malha além de diminuir o tempo de processamento dos cdlculos. Neste

capitulo é mostrada a aplicacdo do MEC as equagdes integrais deduzidas no capitulo anterior.

4.1 Discretizacao do Contorno e Interfaces

Como escrito anteriormente, as integrais sobre o contorno externo e interfaces sao
calculadas de forma aproximada. Para isto, deve-se discretizar o contorno e interfaces em
elementos, que podem ter sua geometria aproximada por uma fun¢do qualquer, sendo que o
nimero e a forma dos elementos devem ser escolhidos de maneira a representem
adequadamente o contorno real. Neste trabalho, optou-se por uma funcao linear, ou seja, os
elementos serdo retos. Para isto sdo necessdrios apenas dois pontos nodais como representado

na figura 4.1.

Ne—1

Figura 4.1 - Discretizacdo de um Contorno Qualquer
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Além da aproximacdo geométrica, tem-se também a aproximagdo das varidvies do

problema, e neste trabalho adotou-se uma aproximacdo quadritica, o que requer elementos

com trés nos.

Considere o elemento reto da figura 4.2, onde se definem trés nos.

X2

Figura 4.2 — Geometria do Elemento

onde & € a coordenada local adimensional; 1 é o nd inicial; 2 0 n6 do meio; 3 o no final;

L; é o comprimento do elemento j; ~1<&<+1; —L, /2<T<+L; /2.

Quando o ponto de colocagdo ndo pertencer ao elemento que estd sendo integrado, as
integrais sdo resolvidas numericamente, por isso, € conveniente expressar a varidvel I" e as

coordenadas de cada ponto P em fun¢do de coordenadas locais homogéneas &. Da figura 4.2

pode-se deduzir que:

Lj
r=¢> @.1)
X=X} +&ax, (4.2.2)

X) =X +ax, (4.2.b)

onde: X l.P ¢ a coordenada na dire¢cdo i do ponto P, com i=12; X [2 corresponde a

coordenada na direcdo i do ponto 2 e ax; = (X J-Xx! )/ 2.

Convém escrever as equagdes (4.2) em uma tnica equagao matricial:
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X,
X' _|9a(P)o,(P) O 0 |[X] 43)
X! 0 0 ¢,(P)g.(P)| X!
X,
onde ¢, sdo as fungdes interpoladoras lineares, e sdo dadas por:
¢, (P)=0,51-¢) (4.4.2)
¢, (P)=0,51+¢) (4.4.b)

sendo & a coordenada local homogénea do ponto P .

Para o célculo aproximado da integral ao longo do contorno ou interface I'", faz-se a

discretizacdo do trecho em N, elementos, a mudanca de coordenadas cartesianas para

coordenadas homogéneas, que € obtida derivando-se da equacdo (4.1), e escrevendo-se a

funcdo a ser integrada em fun¢do de coordenadas homogéneas, como vé-se na equacgao (4.5).

Fj F(T)dT = ix’}“’ )dT, :jiL—z’l! F(&)dé (4.5)

4.2 Aproximacao das Variaveis

As varidveis sdo aproximadas, neste trabalho, por func¢des polinomiais quadraticas,
sendo assim, serdo necessarios 3 pontos nodais em cada elemento (ver figura 4.2). As fungdes

de forma ¢, sdo definidas de tal forma que sejam iguais a um para o né i do elemento e nulas

para os demais nds, como mostrado na figura (4.3).
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L L)

Figura 4.3 — Funcoes de Forma com Aproximacio Quadratica das Variaveis

Expressa-se os vetores de deslocamentos u e de esforcos p de um ponto P qualquer

do elemento, da seguinte maneira:

u(P)=¢"(P)U" (4.6)

p(P)=¢" (P)P" (4.7)

ou, explicitamente:

SN = = =

Lf(P):{UI}{mP) 0 4P 0 4P o} ws)

1 0 a0 ¢ 0 (P

2

—
’:U_ qu —‘Qm NQI\) Q Q Q

— —

o2

4.9)

P’ [6(P) O 4P 0 o) O
p(P)=1 1=
- Pz 0 ¢|(P) 0 ¢2(P) 0 ¢3(P)

e

,:ci) :?)

ST,
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onde U l.N e R.N sdo, respectivamente, os deslocamentos e esforcos do né N ; sendo U, = w;
U,=0w/on; P,=V ; P,=M, e ¢ sio as fungdes de forma quadraticas, que em sua forma

geral sdo dadas por:

oy
(P) = 4.10.
"= e ) @104
53 fl 2
(P)=1- 4.10.b
e (4.10.0)
@, (P) = e =0) (4.10.c)

53 (51 §3

Como mostra a figura (4.2), as coordenadas dos nds nas extremidades (&, e &;) do

elemento sdo conhecidas, com isso, as equagdes (4.10) resultam em:

$,(P)=-0,5¢{(1-¢) (4.11.2)
¢,(P)=1-¢7 (4.11.b)
#,(P)=0,5¢(1+¢) (4.11.¢0)

Para casos em que haja descontinuidade nos valores das varidveis entre dois elementos
adjacentes, como ocorrem nos cantos (ver figura 4.4), definem-se nés duplos, que sdo dois
nos definidos com as mesmas coordenadas, porém com valores nodais associados
independentes. Uma das maneiras de representar tal descontinuidade ¢ mudando o ponto de
colocacgdo de lugar, ou seja, as coordenadas sdo recalculadas de tal forma que se torne interno
ao elemento e ndo mais coincidente com sua extremidade. O cédlculo das coordenadas do né

duplo pode ser feito a partir das equagdes (4.2). De acordo com Fernandes (1998), deve-se

considerar 0,4 < |§| <0,6 para que se tenha um afastamento conveniente entre os nés locais do

elemento, a fim de evitar problemas de singularidades no sistema de equacoes.
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X2

L..

Elemento j

Elemento j -1

Nés duplos deslocados
-
1
ou P; =

3 3
> U;, ou P

j-1

N6 simploes

v
Nos de Canto

Ponto de descontinuidade

Figura 4.4 — Elementos Descontinuos

4.3 Transformacao das Equacoes Integrais em Equacoes

Algébricas

Através da discretizagdo do contorno externo e interfaces em N, elementos, nos quais

as varidveis sdo aproximadas, transformam-se as equacdes integrais em equagdes algébricas.
Apenas por simplificagdo € mostrado a transformacdo da equagdo integral (3.36) em
equacgdo algébrica. A equacdo (3.36) € relativa ao modelo para andlise de flexdo simples em
que as varidveis sdo definidas ao longo das interfaces. Para se obter as equagdes algébricas do
modelo em que as varidveis sdo definidas nos eixos das vigas, o procedimento € andlogo.

Para a equagdo do deslocamento w (equacgdo 3.32), adotando-se:

u'(Q.P)= {w*(Q, P) —aain@, P)} 4.12)
P (Q.P) =1, (Q.P)-M,(Q.P)} (4.13)
' (Py=U! Ult=twe) w, P} (4.14)

p'(P=R" P}, M, (P} (4.15)



A mesma pode ser escrita:

D
K(Q)w(Q)+Z j—(p ©, P)u(P))dr<P>+z | [—”J(p (Q, P)u(P))dL'(P) +

J=lr J=l T

N

2tVa | D i Da .
Z 'R (Q.Pyw,(P)+ Y BRC QP ——/ RC(Q,P)Q,,[}WC,»(PF

= ZCRC,'(P)W:,‘(Q, P) +IL~lV(Q, P) [?(P)dF(P) + J.(g(p)w* (Q,p))ng (4.16)

8
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Ap6s a discretizacdo do contorno e substituindo as varidveis por suas aproximacoes

em cada elemento, dadas por (4.6) e (4.7), a equacao (4.16) € calculada de forma aproximada,

da seguinte maneira:

N, D N, i N N3 D .
K(©@w(@)+ ZEZ [[(13 (Q, P)¢" (P)dT, (P)}qk + 2 RUQ Py, (P)+

24N,

Z[ - jZ{jp (Q.P)¢" (P))dT, <P>} Z Di= P gt (0. Py, (P) =

Jj=l =l

—ZR”<P)WU<Q P) +Z{ [u'@.Pyo’ (P)dF(P)}P + jg(p)w Q.phQ, @.17)

klrk

Definindo-se os seguintes vetores:

(@)= [p"(Q.P)¢" (P)d, (4.18)
" @)= Ju'(@.P)¢" (P, (4.19)
1Q)= [g(p)w (Q.p)dQ, (4.20)

Pode-se ainda reescrever a equagdo (4.17):



88

N,

K(Q)w(Q>+z zh U’ +z Dok 0.pyw, (

Jj=1

D th (Q)U +

Ng>,+N

-D_ .
t ) T RQPw,(P) ZRU(P)WU(Q P)+P' +Zg @P" @21

i=1 k=1 ~

Considerando-se o ponto de colocagdo em @, calculam-se os vetores {h"(Q)} e

{g" (Q)} de todos os elementos e agrupando-se os coeficientes referentes a um mesmo valor

nodal, escreve-se a equacdo (4.21) matricialmente:
KOWQ)+H (DU +H . (Qw, =G (Q) P +G (Q)R.+T(Q) (4.22)

onde:

i W(Nmm+Nnim) W,(N,W+Nn’

. U; ={w1 wl oW w, )} é o vetor dos valores

‘n

nodais dos deslocamentos do contorno externo e das interfaces;

. . N vl .
= Pl ={an M) v Mo Ve M ""}eovetor dos valores nodais dos

n

esforcos do contorno externo;

T z
"W o= {WC1 - We e W, } € o vetor dos deslocamentos de canto;

= R = {Rc] - R ... R } € o vetor das reagdes de canto;

noc

= H,.(Q) é um vetor de dimensio (1 x 2.(N,,, +N,..)), G,(Q) tem dimensio

(1 X 2 Nnoc )

* H.(Q) e G.(Q) sdo vetores de dimensdo (lme,).

Sendo N = o numero de nds do contorno externo, N o numero de nds nas

noc ’ nint

interfaces e N_ o nimero de cantos.

Soma-se o valor da constante K(Q), dado na tabela (3.1), 4 coluna referente ao

deslocamento w(Q) da matriz H,(Q), se for um n6 sobre o contorno externo ou uma
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A

interface, ou a coluna da matriz H_(Q), se for um n6 de canto. Se Q for um né duplo, deve-

se escrever w(Q) em funcdo dos deslocamentos nodais através da equacdo (4.8). Assim,

pode-se escrever a equagdo (4.22):

H,.(QU.+H (Q)w.=G.(Q)P.+G . (QR.+T(Q) (4.23)

4.4 Integracao Numérica

Utiliza-se a integracdo numérica quando o ponto fonte (ponto de coloca¢do) ndo
pertence ao elemento a ser integrado. Isto acontece sempre, por exemplo, nos casos das
equagoes referentes a um ponto interno g ou a um ponto externo A (ver figura 4.6). Quando
se escreve a equacido num ponto Q sobre o contorno externo ou coincidente com um canto,
faz-se integracdo analitica quando o ponto de colocacdo pertencer ao elemento a ser
integrado. De acordo com Fernandes (1998), pode-se também fazer a integracdo numérica
para casos em que a equacdo do ponto Q pertencer ao elemento considerado, adotando
esquemas particulares de integracao.

Para fazer a integracdo numérica € necessirio que a expressao seja escrita em
coordenadas homogéneas, como pode ser observado no exemplo abaixo.

Considere a equagao (4.18). Fazendo-se a mudanca de coordenadas a mesma pode ser

escrita da seguinte maneira:
K Lk 1 * T
W)= [p'@©.P ¢ (Prag (4.24)
-1~ ~

Tem-se na expressdo acima, apds a integracdo, um vetor de dimensdao (1x6), pois

cada elemento possui trés nés e cada n6é possui duas varidveis. Considerando-se apenas um

coeficiente da expressao, este é dado por:
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k L.
lﬁ%@:gﬁmgmmwm5 (4.25)

sendo N o nd local do elemento (N =1,2,3) onde se mede a resposta da carga unitdria e j
indica a natureza da resposta medida em P . Assim, p, =V e p, =M, e para a integragdo
numérica da equacao (4.19), u, =w' e u; = w,: .

Faz-se agora a integracdo numérica pela férmula de quadratura de Gauss, dada pela

seguinte expressio:
[r&ag=3 r&w, (4.26)

onde:

=  f(&) é afuncdo a ser integrada, escrita em relagio a coordenada &;
* N, € onumero de pontos de integracdo;
» £ éacoordenada adimensional do ponto i de integragdo, definida em fungio do N o

» W, € o fator ponderador, também definido em fungéo de N, .

Para a escolha do nimero de pontos de integracdo, N ¢ devem-se ser considerados

quesitos como a distancia entre o ponto de carregamento e o elemento a ser integrado e a
precisdo que se pretende obter. Nesse trabalho utiliza-se a técnica de sub-elementos para
melhorar a precisdo numérica. Essa técnica consiste em dividir o elemento em sub-elementos
de modo que a distancia entre o ponto de colocagcdao e o ponto médio do mesmo ndo seja

menor que o seu comprimento. Isto pode ser mais bem verificado em Fernandes (1998).
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4.5 Transformacio das Integrais de Dominio em Integrais de

Contorno

Para a aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno, é conveniente transformar as

integrais de dominio I em integrais de contorno J. . Considere um caso particular (figura
Q r

4.5) em que o carregamento esteja distribuido em uma regido €, cujo contorno € definido

por I',.

dé

Figura 4.5 — Integracao ao longo de Contorno da Regido Carregada

Dessa figura, obtemos:

dQ, =drdx =rdrd6 4.27)
cos(@)dl’
dgzd_X:L:El (4.28)
R R onR °¢
Relacionando as duas equagdes acima:
aQ, = rdr&ldl“ (4.29)

omR ¢
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Aplica-se agora a mudanca de coordenadas obtida:

(2P (@, p)dQ, (p) = j( [epw' (g, p)rer Ly (4.30)

L,

Admitindo-se que a carga g(p) varie linearmente (equagdo 4.31) em Q, e

considerando-se as relagdes entre os sistemas de coordenadas cartesianas e polares (equacao

4.32), com origem em ¢ (ver figura 3.3), obtém-se a expressdo de g(p) em coordenadas

cilindricas (equacao 4.33).

g(p)=AX/+BX) +C (4.31)
X' =X"+rr, i=12) (4.32)

sendo r, =cos@ e r,,=send
g(p)=Arcos@+ Brsen@+ g(q) (4.33)

Substituindo-se as equagdes (4.33) e (3.24) em (4.30) e fazendo-se a integracdo em

relacdo a r, obtém-se:

[le(maw . Pk, = %J Rs(lnR —%j(r,i 0, )T, +

QE’

1
407D

+

[ ]

j R* (m R- %)(A cos 6+ Bsen6)(r,, n, )dT, (4.34)
FR

De maneira andloga, obtém-se a integral sobre a regido carregada da equacdo da

derivadade w.

' 8D ey L
j[g(p) o (Q,P)Jng = 1275DF~IR (lnR 3j(r,jmj)(r,ini)dl_‘g+

QS’
1

oD ] R? (ln R- ij(A cos 8 + Bsen 6’)(r,j m, )(r,l. n, )ng (4.35)
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Assim, uma integral de dominio que esteja definida em uma equacdo integral qualquer
a ser utilizada deste trabalho € transformada em integral de contorno, de forma andloga as

integrais de dominio mostradas neste item.
4.6 Sistema de Equacoes

A aplicagdo do método dos elementos de contorno as equacdes integrais € feita através
da transformagdo das mesmas em equacdes algébricas. Neste item € feito o sistema de
equacgdo para o caso de placas sujeitas a flexao simples e também sujeitas a flexdo composta

em dominios compostos, em que as varidveis sao definidas nos eixos das vigas.
4.6.1 Sistema de Equacoes para Analise de Placas Sujeitas a Flexao Simples

Nos pontos sobre o contorno externo sem vigas e também sobre os eixos das vigas
tém-se duas incégnitas por ponto, portanto, para a resolucdo do problema é necessirio
escrever duas equagdes. Para os pontos sobre o contorno externo sao escritas duas equagdes

de w, sendo uma para o ponto Q sobre o contorno e outra para o ponto A (ver figura 4.6).

Para os pontos sobre os eixos das vigas s@o escritas uma equagdo do deslocamento transversal
w (equagdo 3.116) e outra da derivada direcional de w. Nos cantos existe apenas uma
incognita e, por isto, € escrita, para cada canto, uma equagdo de w.

Transformando as equagdes integrais em equacgdes algébricas, as equagdes referentes

ao deslocamento transversal w, de um ponto Q, e sua derivara, podem ser escritas de forma

aproximada:

U Py

" =[<{F<Q> GNC(Q)} g [TT©@ (4.36)

{Hp Q) H (Q)}
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onde: T(Q) corresponde as forcas que atuam na placa; U, contém os valores nodais dos
deslocamentos do contorno externo sem vigas e dos eixos das vigas; P, € o vetor dos valores
nodais dos esforcos no contorno externo sem vigas e nos eixos das vigas externas; w, € o

vetor dos deslocamentos nos cantos; R. € o vetor as reagdes nos cantos; H . (Q) € resultante

da integragdo dos esforgos fundamentais (V, e M, ou suas derivadas) ao longo do contorno

®

externo e interfaces; G, (Q) é obtido a partir da integracio das funcdes w™ e w,,, ou suas

n
derivadas, ao longo do contorno externo ou eixos de vigas externas; H .(Q) e G.(Q) sdo

. . . ES
vetores que traz, respectivamente, os termos relativos aos esfor¢os fundamentais (R, ou sua

. . * .
derivada) nos cantos e os termos referentes ao calculo de w ou sua derivada nos cantos.
Escrevendo-se todas as equagdes necessdrias para a solugdao do problema, obtém-se, de

maneira simplificada, o seguinte sistema de equagdes:

[H{U}=[cKP}+{T} 4.37)

Apo6s a imposi¢do das condicdes de contorno, o sistema (4.37) pode ser resolvido da
seguinte maneira: inicialmente isolam-se todas as incdgnitas no vetor U , trocando-se as
respectivas colunas das matrizes [H ] e [G] . Com isto, essas tltimas se transformam,
respectivamente, em A e G, eos vetores U e P se tornam, respectivamente, X e P, sendo
X o vetor que contém as incognitas do problema e P aquele que traz os valores prescritos.

Faz-se a multiplicagdo da matriz G com o vetor P e soma-se a este ultimo o vetor 7T .

Obtendo-se:

[AKx }=[B] (4.38)

4.6.2 Sistema de Equacées para Analise de Placas Sujeitas a Flexao

Composta

Nos pontos sobre o contorno externo sem vigas, tém-se oito varidveis: u,; u_; p,;

p.;wiw,; V. e M, . Destas varidveis, quatro sdo dadas como condi¢des de contorno, isto
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implica na necessidade de escreverem-se quatro equacdes para obter a solu¢do do problema.
Sdo elas: duas equacOes do deslocamento transversal w, sendo uma escrita em Q, € a
segunda em A (ver figura 4.6) e uma equacdo relativa aos deslocamentos u, € u, que €
obtida substituindo-se as equagdes (4.24) na equacao (4.10).

Pode-se também, além de escreverem-se duas equacgdes do deslocamento transversal

w, sendo uma em Q e a segunda em A, escrever uma em A, e A,, como mostra a figura

(4.6).

+ o+ o+ o+ o+ + o+ o+ o+ o+
d 4 | P d
N v
T et — -+ T
ot 1+ |y et +—+ |y
A Q A2 A1
ot e Tt e ——
et et SR T
N6 simples
[ SRS Tt -
N6 de canto” |7 Nosduplos N6 de canto + T + T +H di
+ + + o+ 4+ : + +

Figura 4.6 — Pontos de Colocacao
onde: d, =a,l,
Sendo /,, a média dos comprimentos dos elementos concorrentes no nd, ou se o no for

interno ao elemento, € igual ao comprimento do mesmo; 0,0001<qa, <15 para evitar

problemas numéricos ¢ L; o comprimento do elemento ;.

Nos pontos sobre os eixos de vigas externas, t€m-se dez varidveis: u,; u_; p,; p,;
wyw, Vi M, ;u, eu, . Comonospontosde contorno externo, quatro destas varidveis

sdo dadas como condi¢do de contorno. Escreve-se neste caso: uma equagdo do deslocamento
transversal w; uma equacdo de sua derivada em relacdo a m ; uma equacdo relativa aos

deslocamentos u, e u, e, finalmente, as equacdes das rotacdes u,,, € u ,, que sdo obtidas
derivando-se as equagdes referente aos deslocamentos u, e u_ .
Para os pontos das vigas internas, tém-se oito varidveis: u,; u_; p,; D, Wi W, ;

u,,, € u,, . Neste caso todas sdo incognitas, necessitando-se escrever: uma equagdo do

n’n

deslocamento transversal w; uma equacgao relativa aos deslocamentos u, e u,; uma equacio
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da derivada do deslocamento transversal w; uma equagdo das rotagcdes u,, € u_,, €, ainda,
uma equacao relativa as forcas de superficie p, e p,.
Nos cantos t€m-se duas varidveis: w ¢ R, . Como uma delas € prescrita como

condi¢do de contorno, deve-se escrever apenas uma equagdo de w para cada canto.
Transformando as equagdes integrais em equagdes algébricas, as equagdes referentes

ao deslocamento transversal w, de um ponto Q, e sua derivara, podem ser escritas de forma

aproximada:
UF PF

{HF(Q) H(Q) EgD(Q)} W, =[GF<Q> G (Q) 530@} Re ¢ +T,(Q) (4.39)
UZD PZD

onde: T, (Q) corresponde as forcas que atuam na placa; U, contém os valores nodais dos
deslocamentos do contorno externo sem vigas e dos eixos das vigas; P, € o vetor dos valores
nodais dos esfor¢cos no contorno externo sem vigas € nos eixos das vigas externas; w, € 0
vetor dos deslocamentos nos cantos; R. € o vetor as reagdes nos cantos; H . (Q) € resultante
da integracdo dos esforgos fundamentais (V, e M, ou suas derivadas) ao longo do contorno
externo e interfaces; G,(Q)é obtido a partir da integracdo das fungdes w™ e w,,, ou suas
derivadas, ao longo do contorno externo ou eixos de vigas externas; H.(Q) e G.(Q) sdo
vetores que trazem, respectivamente, os termos relativos aos esfor¢os fundamentais (R: ou
sua derivada) nos cantos e os termos referentes ao calculo de w’" ou sua derivada nos cantos;
U,, é o vetor dos deslocamentos do problema de membrana nos pontos sobre o contorno
externo sem vigas e eixos de vigas; P,,, é o vetor das forcas de superficie do problema de
membrana, dos pontos sobre o contorno externo sem vigas, eixos de vigas externas e internas;

Hop (Q) e Gap (Q) sao as matrizes que representam a influéncia do problema de membrana

no problema de flexdo e cujos termos sdo obtidos da integracdo dos deslocamentos
fundamentais w,, e w,  (ou suas derivadas) ao longo das interfaces e ao longo do contorno
externo sem vigas e dos contornos longitudinais das vigas externas e internas.

De forma analoga a equacdo referente aos deslocamentos u, € u,, € a equacdo das

rotagdes u,,, € u,, podem ser escritas de maneira aproximada:
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UF PF
{Ef@ 0 HzD(Q)} W, =[9 0 %(Q)} Re (+T5(Q)  (440)
U2D P2D

onde: {0} é um vetor onde todos os termos sdo nulos; H ,,(Q) é o vetor do problema

bidimensional cujos termos sdo obtidos pela integracio das fungdes p,, e p, , Ou suas
derivadas, ao longo do contorno externo e interfaces; EF(Q) representa a influéncia do
problema de flex@o no problema de membrana sendo obtida pela integragdo das fungdes p,, e
P, » ou suas derivadas, ao longo do contorno externo e interfaces; G,,(Q) € o vetor do

problema de membrana cujos termos sdo relativos a integragdo das fungdes u,, € u,,, ou suas
derivadas, ao longo do contorno externo sem vigas ou no caso das vigas externas, seus termos
sao dados pela média daqueles obtidos com a integracdo das fungdes ao longo dos dois
contornos longitudinais da viga; 7,, (Q) € o termo correspondente ao carregamento no plano
da placa.

Chega-se ao seguinte sistema de equagdes, escrevendo as equagdes necessdrias para a
resolucao do problema. Apds a imposi¢do das condi¢des de contorno obtém-se as incognitas

nos eixos das vigas, nos cantos e no contorno da placa sem viga.

H), [ [El, () [, (6l [6l,1(ieh ) ({r),
—— == - KW} t=| = ——= ===k {R} == (44D

7 S O 172 74 R 0 1 | 12 9 R

ou de maneira simplificada:
[HU}=[GKP}+{r} (4.42)

Na equacdo (4.41), a parte superior das matrizes [H ] e [G] ¢ referente ao problema de
flexdo e a parte inferior ao problema de membrana.
Apds a imposicao das condicdes de contorno, resolve-se o sistema (4.42) da mesma

maneira como explicado no item (4.6.1).
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4.7 Exemplos Numéricos

A seguir sdo apresentados trés exemplos numéricos, analisados através da formulacdo
proposta nesse capitulo, desenvolvida por Fernandes (2003). Os resultados numéricos sdao
comparados com aqueles obtidos através do software ANSYS®, onde o método numérico
utilizado é o Método dos Elementos Finitos. Na andlise com o ANSYS foram utilizados
elementos shell para lajes e vigas, tendo sido considerada apenas flexdo simples, ou seja, as

vigas e placas sdo representadas por suas superficies médias.

4.7.1. Placa Enrijecida por Duas Vigas

Este primeiro exemplo consta de uma placa, enrijecida por duas vigas, engastada em
um de seus lados e apoiada nos demais, como mostra a figura (4.7). A altura das vigas é de
h, =25cm e a da laje é de h, =10cm O carregamento prescrito para a andlise dessa placa é
dado por g =0,4kN / cm’ , uniformemente distribuido em todo dominio. Foi adotado um

coeficiente de Poisson v =0,2 para a placa e para as vigas. O mdédulo de elasticidade

longitudinal admitido para essa analise foi de E = 27000kN/cm? .

20cm 200cm 20cm
2 72 2 4

[ [

v
>
200cm

»
»

100cm

120cm

A A A A A A A A S PP Y4

Figura 4.7 — Placa Enrijecida com Duas Vigas Externas
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Fizeram-se, para este exemplo, trés discretizacdes, sendo a ultima delas demonstrada
na figura 4.8, onde obteve-se a convergéncia dos resultados logo na segunda malha. A
primeira malha € composta por 16 elementos com 36 ponto nodais, a segunda por 32
elementos com 68 pontos nodais e a terceira por 48 elementos com 100 pontos nodais. Optou-
se por ndo compard-las aqui, pois nos graficos apresentados ocorreria sobreposi¢do dos
resultados. Foram analisados o deslocamento vertical e 0 momento fletor atuante no eixo A e

B.

76 75 - 51 50
T T
! !

\ \

! !

! !

! !

! !
! !
! !
! !
! !
! !
! !
! !
\ \

! !

! !

! !

! !

! !

°
100 1 — 25 26

Figura 4.8 — Representacio da Discretizacio do Primeiro Exemplo

Os resultados obtidos estdo representados nas figuras (4.9) e (4.11) para o
deslocamento vertical, e figuras (4.10) e (4.12) para os momentos nos eixos A e B,
respectivamente. Nesses graficos sdo demonstrados os resultados obtidos com a formulagdo
apresentada nesse capitulo, considerando-se flexao simples (FS) e flexdo composta (FC) e

também aqueles obtidos através do software ANSYS.



Deslocamento (cm)

Mx (kN.cm/cm)

Deslocamento (cm)

100

Deslocamento w (Eixo A) —&—ANSYS

—@—FERNANDES 2003 - FS

0,9 FERNANDES 2003 - FC
0,8 -
0,7 -
0,6
0,5 -
0,4 ?M‘
0,3 . . . )
0 50 100 150 200
Comprimento do Exo (cm)
Figura 4.9 — Deslocamento no Eixo A
Momento Fletor Mx (Eixo A)
—e—ANSYS
6.0 —m— FERNANDES 2003 - FS
W FERNANDES 2003 - FC
4,0
2,0 —_—
0,0 ;
50 100 150 200
-2,0
Comprimento do Exo (cm)
Figura 4.10 — Momento Fletor no Eixo A
- —e—ANSYS
Deslocamento w (Eixo B)
—=— FERNANDES 2003 - FS
2,5 FERNANDES 2003 - FC
2
1,5
1 _
»? /
0 ——= T T T !

0 50 100 150 200

Comprimento do Eixo (cm)

Figura 4.11 — Deslocamento no Eixo B
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Momento Fletor Mx (Eixo B)
Comprimento do Eixo (cm) —&—ANSYS
-8,0 - —8—FERNANDES 2003 - FS

FERNANDES 2003 - FC
-6,0

-4,0

-2,0 \
% 150 200

0,0 :

Mx (kN.cm/cm)

2,0

4,0

Figura 4.12 — Momento Fletor no Eixo B

Observa-se uma grande aproximacdo entre os resultados das andlises em flexdo
simples utilizando-se a formulagdo proposta por Fernandes (2003) e do ANSYS. Devido as
condi¢des de contorno, nesse exemplo os deslocamentos da flexdo composta foram
praticamente o dobro da flexdao simples, diferente ao que vai ocorrer no proximo exemplo,
onde os deslocamentos obtidos com a flexdo composta sdo bem menores que aqueles da

flexao simples.

4.7.2. Placa Composta por 4 Vigas Externas e 1 Viga Interna

Neste exemplo é mostrado inicialmente os resultados para a andlise em flexao simples.
Feito isto, o pavimento é calculado no mesmo programa, porém fazendo-se uma andlise de
flexdo composta e posteriormente os resultados sdo comparados com outros obtidos pelo

ANSYS onde o método numérico utilizado € o Método dos Elementos Finitos.

O exemplo consta de um pavimento, todos os lados apoiados, composto por cinco

vigas, sendo quatro delas externas, e duas lajes. A altura das vigas é h, =20cm e a da laje é

de h, =8cm . A carga prescrita para a andlise dessa placa é dada por g = 0,03kN /cm2 ,

uniformemente distribuido em todo dominio. Foi adotado um coeficiente de Poisson v = 0,25
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para a placa e para as vigas. O mddulo de elasticidade admitido para essa andlise foi de

E = 25000kN/cm? .

20cm ﬁ"%

190cm

——— 20cm

190cm

7% 20cm

20cm 4L 400cm 4L 20cm

Figura 4.13 — Pavimento Composto por 5 vigas e 2 Lajes

A primeira discretizacdo, representada pela figura (4.14), consta de 53 pontos nodais,
resultando em 22 elementos. Fez-se trés discretizacdes, sempre refinando a malha. Na
segunda malha o pavimento foi discretizado em 73 pontos nodais, resultando em 32

elementos e, posteriormente, refinando-a ainda mais com 93 pontos nodais e 42 elementos.

31 23
o ____ - o
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32 123
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= I
39| ¢ > 4 |15
4 14
| |
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| |
M + |10
ettt o
i 9

Figura 4.14 — Representacao da Discretizacio em 22 Elementos de um Pavimento
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Para este exemplo, sdo analisados o deslocamento vertical € 0 momento atuante na
viga interna.

Verificou-se a obtencdo de resultados satisfatérios logo na primeira malha, pois foi
atingida a convergéncia dos resultados, visto que a diferenca de resultados, tanto para
deslocamento quanto para momento fletor, entre a primeira e a segunda malha foi da ordem
de 1% e entre a segunda e a terceira malha a diferenca entre os resultados foi da ordem de

0,2%. Como pode ser observado no grafico abaixo:

Deslocamento W

1,4
1,2 1
1,0 1

—e— 12 Malh
0.8 alha

—a— 22 Malha

0,6 a
04 / \,\ 32 Malha
0,2 - \

0,0 \
0 60 110 160 210 260 310 360 420

Comprimento da Viga (cm)

Deslocamento w (cm)

Figura 4.15 — Grafico do Deslocamento w para 3 Malhas — Flexao Simples

Momento Fletor - Flexao Simples

Comprimento da Viga (cm)

0 60 110 160 210 260 310 360 420
0,00 +—— PN
2,00 “ /
= 400
E —e—12Malh
£ 6,00 aha
£ 1 —=—22Malha
£ 8,00 - n
2 \ /./ 32 Malha
10,00
N /
12,00 ~—
14,00

Figura 4.16 — Grafico do Momento Ms para 3 Malhas — Flexao Simples
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Abaixo estdo os resultados obtidos com as formulagdes desenvolvidas por Fernandes
(2003) para flexdo composta e flexdo simples (3* Malha), sendo também apresentados os
resultados de flexdao simples utilizando o software ANSYS. Obteve-se, para os célculos de

deslocamento e momento fletor, os seguintes resultados:

Deslocamento w —+— FERNANDES 2003 - FS

—4— FERNANDES 2003 - FC

—8— FLEXAD- ANSYS

€ 1.4

§ 1.2 Fa\

[14] 1.0 /-‘\‘\

g 00 / \\'\\
£ 06

2 04 /-/

0.2

@

Q 0.0

"N

100 200 300 400

Figura 4.17 — Grafico do Deslocamento w na Viga Interna para Diferentes Analises

Figura 4.18 — Grafico do Momento Ms na Viga Interna para Diferentes Analises

Observa-se que para a flexdo composta resultados foram menores que os de flexao
simples, como era esperado, devido em parte aos momentos que aparecem na viga resultante

da multiplicagdo das forcas de membrana com a distincia entre a superficie média da vigae a
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superficie de referéncia. Observa-se também a obtengdo de resultados proximos em flexdo

simples, no programa desenvolvido por Fernandes (2003) e pelo ANSYS.

4.7.3. Placa Quadrada Apoiada em seu Contorno

Os principais quesitos da escolha deste exemplo sdo a comparagdo com resultados
obtidos analiticamente e também com a formulacdo proposta por Paiva (1987). Ele consiste
em uma placa quadrada apoiada, em seu contorno, em vigas elésticas e rigidamente apoiada
em seus cantos. Por ter sido apresentado seu resultado obtido analiticamente, Paiva (1987)
trabalhou com uma relacdo em funcdo do comprimento a, de uma placa quadrada, e do
carregamento g. Neste trabalho € adotado para este exemplo um comprimento a =220cm ,

carregamento g = 0,20kN /cm* € v=0,25. De acordo com Paiva, deve ser considerado que

todas as vigas tenham 7, =5a.D/E, , sendo D a rigidez da placa e E o médulo de elasticidade
da viga. Para os resultados abaixo, foram adotados: altura das vigas h, =0,31m ; largura das

vigas [, =0,20m e o modulo de elasticidade E = 25000kN / cm® para lajes e vigas.

SV LTI

Apoio Rigido Apoio Rigido
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Viga V1 1
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Viga V4 Viga V2 |
L

L

L

L

L
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L

L

Viga V3 :

Apolo Rigido, | Apoib Rigido
1 o 7

Figura 4.19 — Placa Apoiada em Vigas Elasticas

Os resultados apresentados foram obtidos fazendo um refinamento da malha até uma

convergéncia satisfatéria dos mesmos, ou seja, com variagdo menor que 2%. Para a obtencao



106

dos resultados finais o pavimento foi discretizado em 84 pontos de contorno resultando em 40
elementos, como mostra a figura (4.20). A primeira malha foi discretizada em 36 pontos de

contorno resultando em 16 elementos e a segunda em 68 pontos resultando em 32 elementos.

63 43
64 ﬁ- Vlga Vi -“42
.
Viga V4 85 Viga V2
Ponto Interno
84 e Viga V3 »22

T

Figura 4.20 — Placa Apoiada em Vigas Elasticas

O objetivo deste item € de, principalmente, comparar os resultados obtidos com as
formulacdes propostas por Fernandes (2003) com outros obtidos analiticamente e/ou com
outras formulagdes.

Para a andlise em flexdo simples, no ponto interno, obtiveram-se os seguintes

resultados:
Tabela 4.1 — Valores dos Deslocamentos em Um Ponto Interno
Formula¢ao M.E.C
Solug@o Analitica FERNANDES (2003)
PAIVA (1987)

w (cm) 0,4775 0,4426 0,5261

M _ (kN.m) 25,85 23,91 21,40

M | (kN.m) 25,85 23,91 21,40

Os valores obtidos sdo para um ponto interno localizado no centro da placa. De acordo

com Paiva (1987), a diferenca entre os valores tedricos e os numéricos obtidos por ele, se
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deve ao reduzido nimero de termos da série utilizado para a obtencdo dos resultados
analiticos.

Pode-se observar uma diferenca considerdvel entre os resultados obtidos por Paiva
(1987) e pela formulacdo de Fernandes (2003). Isso se deve principalmente a diferenca de
andlise onde no primeiro € analisada uma placa de eixo a eixo da viga, e para o segundo a
andlise € feita considerando as dimensdes reais dos elementos, ou seja, as lajes sdo definidas
de face a face de viga. Portanto, ndo era esperada uma convergéncia dos resultados para
ambos os modelos, contudo observa-se também a coeréncia dos resultados obtidos, quando

comparados com a solucdo analitica.
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5. CONSIDERACAO DE PILARES NA FORMULACAO DO
PAVIMENTO SUJEITO A FLEXAO COMPOSTA

Neste capitulo sdo feitas as inclusdes de pilares nas formulacdes de um pavimento
sujeito a flexdo simples e composta. Com a consideracdo de pilares no dominio da placa em
sub-regides, haverd condigdes de vinculagdo nas interfaces placa-pilar. Com isso, as equagoes
integrais serdo generalizadas para prever a existéncia de pontos de dominio, onde se tem
prescri¢do de carregamento. A inclusdo dos pilares também poderia ser feita prescrevendo-se
deslocamentos nulos na interface placa-pilar (PAIVA 1987), porém esse caso ndo sera
considerado nesse trabalho.

Inicialmente € feita a associacdo de uma placa com uma estrutura qualquer sendo
posteriormente, esta, particularizada para uma associacdo de uma placa com um pilar. Por
simplicidade, sdo mostradas as equagdes integrais relativas ao problema de flexdo em que as
variaveis sdo definidas nas interfaces (ver itens 3.1 e 3.2). Porém, € importante lembrar que
nesse trabalho sdo implementados apenas os modelos alternativos, em que as varidveis sdo
definidas nos eixos das vigas (ver item 3.3). E finalmente serdo apresentados alguns exemplos
numéricos cujos resultados sdo comparados com outros modelos existentes na literatura

cientifica.

5.1 Associaciao da Placa com uma Estrutura Qualquer

5.1.1 Equacao integral dos deslocamentos

Para analisar a associacdo de uma placa com uma estrutura qualquer, além do

carregamento transversal g definido no sub-dominio Q, e das cargas (b, e b,) no plano de
uma estrutura definidas no sub-dominio €,, considera-se também que a estrutura esteja
sujeita a carga transversal g uniformemente distribuida no sub-dominio Q , (ver figura 5.1),

e as cargas b;p e b;p uniformemente distribuidas ao longo de linhas de carga definidas dentro
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do sub-dominio Q , que seriam os sub-dominios referentes as interfaces de contato de uma

r’

placa com uma outra estrutura qualquer. A carga b;p seria aplicada ao longo do eixo ; e b§p

sobre 0 eixo x (ver também, figura 5.9). Essas cargas g ,, b}p e b;p podem ser interpretadas

tanto como carregamentos quaisquer prescritos na estrutura ou como reagdes incognitas das

interfaces placa-estrutura.

X

Figura 5.1 — Associacido de uma Estrutura Qualquer com uma Placa com um sub-dominio

Seja o problema de flexao simples de uma placa em sub-regides, cujas equacoes foram
deduzidas no item (3.1). Considerando-se a associacao da placa com uma estrutura qualquer,

a equacdo integral de deslocamento para um ponto sobre o contorno (equacao 3.36) se torna:

K(Oh@ = 32 [ M3(0.P) 3 (P)-v, (@ Pl fr(r)+
5 J(H](M P12 (P)-V, (Q,P)w(P)jdrj (P)+

: . D. —D |NgtNe . N, .
0P )| 22 k0. )+ S P 0.)-

d/‘/*

[0 W @), (202 (P B, [l (P 0.7}
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2 W, C], JJF +Z C;—¢C, J.[.U W, q’ +ps (P)M}’z< (q’P) ja +

v [lelohw @ e, (0) - e, [Io, (9w (@, )45, (oI (@, p)b2,

i=1 Q,

S b o @l =3 b (o @)+

l]l" l—F

+> [e,(pw(Q. ple, 5.1)

=1 'Qpl
onde N, ¢ o numero de sub-dominios com carregamentos g ,, b;p e b;p prescritos ou no
caso a ser tratado aqui, seria o nimero de pilares; I'- € a linha de carga definida na diregdo x

e sobre a qual estd aplicada a carga b;; F; € a linha de carga definida na direcdo } e sobre a

qual estd aplicada a carga b-.

Tomando-se agora a equacgdo integral de deslocamento para o problema bidimensional
(equagdo 3.96), para a associagdo de uma placa com uma estrutura qualquer a equagdo de

deslocamento seréd dada por:

+ %j (pi,(©.PIw,, (P)+ pi, (0. P)w,, (P)HT +

+ [, (0. P)p, (P)+u;, (0. P)p, (P)r + I( u;, (0. P, (p)+ 15, (0. pb, (p)dQ, +

b

+Z I[ XP'( ) kx Q p }jrym Z .[[ ym k} Q p)}ﬂ—‘xm K=im (5.2)
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5.1.2 Sistema de Equacoes

Considere que uma estrutura qualquer esteja ligada a uma placa por n pontos
discretos, através dos quais € feita a interacao entre as duas estruturas. Na figura (5.2a) estdo
representados os esforcos que a estrutura genérica aplica na placa no ponto de ligacdo i e na
figura (5.2b) tém-se os esforcos que a placa aplica sobre a estrutura genérica. Interpretando os
esforcos da interface entre as estruturas, representados na figura (5.2), como carregamentos
externos aplicado a placa em sub-regides, chega-se ao seguinte sistema de equagdes para

flexdo composta, considerando-se o modelo alternativo:

P},
wl, (1) (@l [ 6l b 6] G| @& | [
—— - =) b= - == == = {P}, YT (5.3)
H], o] [HL, |[wh,) | O ] [6l, D] [Gwl | {P }} {r},,

{PZD P

sendo: {P, }, o vetor dos esforgos de flexdo nos pontos de ligacdo das duas estruturas, sendo
eles: m,;, m, e R;; {P2 b }P o vetor dos esforcos de membrana nos pontos de ligagdo das duas

Xt

estruturas, sendo eles: N, N ;.

Placa

Estrutura genérica

Figura 5.2 — Associacdo da Placa com uma Estrutura Qualquer
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Os esforcos {PF }P e {PZD }P referentes a placa se relacionam com os deslocamentos

correspondentes {U - }G e {U .. }G da estrutura genérica através da seguinte relagdo:

o ler o]
onde [K], z[[Kllc K.,

} ¢ a matriz de rigidez desta estrutura genérica.
.1 (K.

Como {UF }G :{UF}P e {UZD}G :{UZD}P, sendo {UF }P e {UZD}P os deslocamentos

nesses pontos referentes a placa, tem-se que:

e dE i el
Substituindo (5.5) em (5.3), chega-se a:

1], [m). [H], ][

R R
], 0 [Hl, |lwh,

{P},
6. 6l 6l, l6, L] +Gullk), [6.)1K.], +[Gwlk.], | (R}
=l - ——— - - - - - - - - - - - - T T T T T T —— {P}zb +
ol [ [GL, G, [K,], G, [k, v,
{UZD}P
rl,
I (5.6)
{1},

Ou ainda, colocando todos os deslocamentos no primeiro membro da equacgdo (5.6),
essa pode ser escrita como:
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v}
H), ). (AL, -[6,1IK ] -Gk, -[6,1,1K], -G ] [K,], ]| vk
------ e —— |7 W
], o [ml., ~[G,), K, ], ~[G.), K], w,},
{U2D}P

61, 6l ek, (it [
|- ——— ——— [ {R}, t+y (5.7)
ol [o] [Gl, |l{Ph,] UThs

Porém, para se obterem as incégnitas do problema, deve-se acrescentar ao sistema
(5.7) as 5 equagdes dos deslocamentos que devem ser escritas em cada ponto da interface
entre as duas estruturas. Fazendo-se isso, chega-se a equacdo (5.8), onde a terceira e a quarta
linha do sistema sdo referentes, respectivamente, as equacdes de flexdo e do problema

bidimensional, escritas nos pontos da interface entre as duas estruturas.

(1), [H) [HL, -l6.)IK] -[Gwllk], -6, LIK]-Gwllk,], ] o)
T e Uty
H], ] [H], ~[6,,],[K.], -[6,,],[x.], )
- - ____ ________________ ____________ {U}2D -
), [Hl 7], -6kl -l6LLKk], -l.)k]-G]k], {{m}
-7 - - - - - = TS ----= Uzu P
(&), o] [m),, ~[6,],1K.], [1]-[6, 1, 1%,

6], 6l [ol,] fr},

o] [o] [GL, [Py [{Thy

S P R b - (5.8)
6], 6l [ol, [iPhs) |},

o] o] [c, ] {rh

Com a solugdo do sistema (5.8) sd@o conhecidos todos os valores nodais incégnitos do
contorno externo sem vigas, eixos de vigas e cantos, assim como os valores dos

deslocamentos nos pontos de interface entre as duas estruturas. Substituindo-se os valores de
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{u.}, e {U,,}, na equacio (5.4), obtém-se os esforcos {P.}, e {P,,},. A partir desses
Flp 2pJp FJlp 2D Jp

valores pode-se conhecer o valor do deslocamento ou esforco em qualquer ponto interno da
placa, sendo que nesse caso as reacOes nos pontos de interface entre as duas estruturas sdao

consideradas como carregamento externo. O deslocamento w(g) em um ponto interno g €

dado por:
wlq) =t .0}, ~[H Al - [H +], 0L, + 64, 4P}, +

+l6ARY: +[6 L (Phy + 6214, + G0 L (B3, +72 59
Os deslocamentos no plano da placa, de um ponto interno, sao dados por:

u(q)=—|H | U}, -1 51, U, +[6 Lo fPhy + 165, )RV Y, + 15, (5.10)

5.2 Inclusao de Pilares no Modelo de Flexao Simples

Neste item particularizar-se-4 a formulagdo genérica desenvolvida no item (5.1) para o
caso da associagdo da placa com o pilar em problemas de flexdo simples.

Neste caso a inclusdo de pilares na formulacdo do MEC para placas em sub-regides
serd feita escrevendo-se os esforcos de flexdo que o pilar causa na placa em termos da tensao
normal a secdo transversal do pilar. Na equacdo integral da placa essa tensdo normal serd
entdo considerada como carregamento transversal externo uniformemente distribuido no sub-

dominio de contato do pilar com a placa.

5.2.1 Tensao Normal na Interface Placa-Pilar

No centro de gravidade (CG) da secdo do pilar t€ém-se os seguintes esforcos de flexao:

o esforco normal e os momentos nas direcdes x e y. Considere inicialmente que o pilar

esteja sujeito apenas aos momentos nas direcdes x e y. Para que a tensdo normal devida aos
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momentos (0';” ) na secdo de contato da placa com o pilar possa ser calculada usando a

férmula de flexao eléstica deduzida para barras simétricas, o vetor momento deve ser dirigido

segundo as direcdes dos eixos principais. Assim, definindo-se o sistema local de coordenadas
cartesianas (;c,; ), relativo as direcdes principais de inércia da se¢do transversal do pilar (ver
figura 5.3) e determinando o vetor momento nesse sistema, o pilar fica sujeito aos seguintes
momentos: M e M;.

Para determinar a distribui¢do de tensao no pilar devido a esses momentos, admite-se a
seguinte hipétese da teoria de flexdo: a sec@o do pilar em contato com a placa, sujeita a acao
de um momento M na direcdo X ou ; , permanece plana apdés a deformacdo, sofrendo

7z

apenas rotacOes (ver figura 5.4a). Nesse caso, a rotagdo nessa se¢do € constante e igual a

Wp,, que corresponde ao valor no CG. Portanto, a deformagéo de flexdo devido a0 momento

(") na diregdo z normal a segdo transversal, varia linearmente a partir do €ixo neutro, 0
qual deve passar pelo centréide da se¢do. Conseqiientemente, a tensdo normal de flexdo o

também varia linearmente (ver figura 5.4b, para o caso em que M = M ). Nesse caso, tem-se

~ : M M _x
que as tensdes normais o° € o sd0 nulas, tendo-se apenas o' #0.

y

Figura 5.3 — Sistema Local de Coordenadas Coincidentes com as Direcdes Principais no Pilar
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\\
~
k“\
\ 4
|

\ Y Distribui¢do de
tensdo no pilar

v
=

Plano ;z

Figura 5.4 — Se¢io do Pilar Sujeita a2 A¢io do Momento M -

. ~ M- ,
Assim, para o caso em que M =M, a tensdo normal o, * € dada por:

o) =——2x (5.11)

onde [ , 0 momento principal de inércia em relagc@o ao eixo y .

~ M-, . . ~ -
Observe que o valor da tensdo o, * € negativo, pois causa tracdo no lado x<0 e

compressao em x>0 do plano zx do pilar.

Considerando-se agora que exista apenas um momento M- atuando nessa se¢éo (ver

figura 5.5), a tensdo normal correspondente €:

o, =—y (5.12)

onde /- € o momento principal de inércia em relagdo ao eixo x.
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- / Y Distribui¢do de
<y77777 tensdo no pilar

Plano ;z

Figura 5.5 — Secdo do Pilar sujeita 4 acio do momento M 5

No caso da se¢do estar sujeita a acdo de momentos M- e M-, a distribuigdo total da

tensdo normal o é obtida fazendo-se a superposi¢do dos dois casos anteriores, resultando

cem:

—y——x (5.13)

Considere-se agora que além dos momentos, o pilar esteja também sujeito a forca
normal R que atua no CG da secdo de interface placa-pilar, conforme mostra a figura (5.6).

Essa for¢a provoca também uma tensao normal dada por:

o, =—— (5.14)

onde A, € a drea da se¢do transversal do pilar e o valor da tenséo € negativo, pois provoca

compressao no pilar.

R
/h M l)lu(,'a

LR , )
AN P Wp,t

v
=

Figura 5.6 - Conjunto placa-pilar nas Posicoes Inicial e Deformada
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A distribuigdo total da tensdio normal ¢! na interface placa-pilar € obtida superpondo

a distribuic@o uniforme de tensdo, que corresponde ao caso da forca normal centrada, com a

distribuicdo linear de tensdo, provocada pela flexao dos momentos (ver figura 5.7), ou seja:

M-_ M-_ R
c'=cf+0" =— Ly —2x—— (5.15)

: : ‘ I- 1- A
X y

p

Com isso, o carregamento transversal a ser aplicado na placa, na se¢do de contato da

placa com o pilar, € dado pela equacao (5.15) e estd indicado na figura (5.7a).

O-Z
Y 4"
X ; X x
~ i 2 i
Yy _ 4 B
Y y
Distribui¢do de
tensdo na placa
(o
K x
Z T Ax
x_
Yy

Distribui¢do de
tensdo no pilar

Figura 5.7 - Distribuicio de Tensao no Pilar e na Placa

Para que o sistema de equacdes seja escrito em fun¢do dos deslocamentos incdgnitos
no pilar, deve-se escrever essa tensdo normal (equagdo 5.15) em funcdo dos deslocamentos.
Para isto, devem-se determinar as matrizes de rigidez do pilar para os seguintes casos: pilar
engastado na base e pilar articulado na base.

Considerando-se as barras indicadas na figura (5.8) para o pilar engastado na base

chega-se a seguinte matriz de rigidez, para ambos os casos a e b.



4E,1  6E,I
L, Lp2
_6E, 1 12E1
L’ L’
0 0

(5.16)
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onde E, e L, sdo, respectivamente, o modulo de elasticidade e comprimento do pilar; / = 1-

paraocasobe [ = I; para o caso a.

4

Figura 5.8 — Pilar Isolado Para o Calculo da Matriz de Rigidez

X5

Plano ;z

\ 4
= |

Yy &

Plano }z

No caso indicado na figura (5.8), os esfor¢cos no pilar se relacionam com os

respectivos deslocamentos, através da seguinte matriz de rigidez:

AE, I

=

T <5

~ |

=

(5.17)



E no caso de pilar articulado na base:

3E,I- .
M Lp
> 3E, I Wpoy
M} = 0 L 0 W,
R b E A w,
0 O PP

Logo, a partir das equagdes (5.17) e (5.18), obtém-se:

a) Para pilar articulado na base:

B 3EPI; ow,
Y L, 8;
~ 3EPI; ow,
* L, O-
E A
R=—£ W,

P

b) Para pilar engastado na base:

Agora, substituindo-se (5.19) e (5.20) em (5.15), chega-se a:

oF =— aE, aw_P o a,E, av& ;_EPWP
L, odx L, dy L,

onde a, =4 para pilar engastado na base e a, =3 para pilar articulado na base.

(5.18)

(5.19a)

(5.19b)

(5.19¢)

(5.20a)

(5.20b)

(5.20c)

(5.21)

120
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Os deslocamentos, na posi¢cdo deformada, relativos a placa sdo iguais aqueles do pilar

na interface de contato.

Interpretando-se ! (equagdo 5.21) como carregamento externo atuante na superficie

média da placa e lembrando-se que, como a se¢do deformada permanece plana, os
deslocamentos na interface placa-pilar sdo constantes, chega-se a seguinte equacdo para o

problema de flexao:
o) =32 j(M*(Q P)2 (P)-; (0 P)W(P)jdr(P)+
o Dy " On s

5> {%}( Q.12 P)=, (@ PIAP) i ()= 3 22 R (0.Pw. (P)+

w|®

i=

D —-D N.+N., . N. .
_[#J Zch (Q’P)Wci (P)+ Rci (P)Wci (Q,P)+

i=1 i=1

(1. (W @)1, (A0 (P} [elohe (0., ()

Q&’

apkp aw . apE,; ow . )
+ZH L, o J Fciw (Q,P)dQ,,ﬁ( _PL pi ayp L{yiw (Q,p)a,'gm,Jr

Pi Q, Pi i

En, [w (. plie p,} (5.22)
LPi Q,
5.2.2 Sistema de Equacoes

Tendo-se assim, trés novas incognitas (w[, s Wpys € wP,;) em cada interface placa-

pilar, serdo escritas nesses pontos trés novas equagdes, que serao aquelas correspondentes as
equacoes desses deslocamentos incdgnitos. Assim, escrevendo-se todas as equagdes

necessdrias a resolu¢cdo do problema, chega-se ao seguinte sistema de equagdes:
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U}
INTRTAR S CANCN A 52
Wl “

A partir da resolugdo do sistema (5.23), obtém-se os deslocamentos (w, , Wps s

Wp,o ). Substituindo-se esses valores nas equacdes (5.19) e (5.20) chega-se aos valores dos

esforcos, para flexao simples, no pilar.

Os deslocamentos em um ponto interno siao obtidos a partir da seguinte equacao:

W(Q):_[H >I<]F {U}F - [H >I<]C{W}c - [H; ]p {Uf}p + [G *]F {P}F + [G *]C {R}c +T* (5.24)

5.3 Inclusao de Pilares no Modelo em Flexao Composta

Neste item, assim como no anterior, particularizar-se-4 a formulacdo genérica
desenvolvida no item (5.1), porém agora para o caso da associacdo da placa com o pilar para
flexdo composta. No centro de gravidade (CG) da secdo transversal do pilar em contato com a

placa, além dos esforcos de flexdo: o esforco normal e os momentos nas dire¢des xe y,

considera-se também os esfor¢os de membrana N e N-.

5.3.1 Tensao Normal na Interface Placa-Pilar

Assim como visto no item (5.2.1), os esforcos no CG do pilar devem ser
transformados em tensdo normal uniformemente distribuida sobre a se¢do do pilar. Fazendo
procedimento andlogo ao do item (5.2.1), tem-se para o caso indicado na figura (5.8), os

esforcos relacionados com os deslocamentos através da seguinte matriz de rigidez:



[ 4E,I- 6E ,I-
L X _ ( )2)( O
P Lp
4E I- 6F I-
M- 0 . 0 — > 0
: L (z,)
M- P »
x 6F I- 12E I-
N-r=|— 3 7 0 0
) (z,)
N- p p
x 6F I- 12E I~
R 0 — > 0 - 0
(z,) (z,)
E A
0 0 0 0 Lt
L L, |
E no caso de pilar articulado na base:
[3E I- ]
P x 0 0 0
LP
3E,I-
M- 0 - 0 0 0 w,,
y Lp y
% 0 o 5L 0 o
Nor= (z ) “ee
N- b u-
x 3E,I- x(P)
R 0 0 0 > 0 w
(L )3 P
p
E A
0 0 0 0 L
LP

)

Uip

(5.25)

(5.26)

Logo, a partir das equagdes (5.25) e (5.26), obtém-se, para andlise de membrana:

a) Para pilar articulado na base:

ow, 3E,I 9w,

M- =K, =
y - L, o
y y
p) 3E.I- )
M =K, w, 2Lply odw
: o L, 9
EPAP

(5.27a)

(5.27b)

(5.27¢)

123
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3E I-
p
N; = K44l/t;(P) = 3 3y u;(p) (5288.)
4
3E I-
_ _ P x
N; —K33u;(P) K ) (5.28b)

b) Para pilar engastado na base:

ow AE,I- 9w, OFE.I-
M-=K,—2+K, u- = x P _ - (5.29a)
y 11 a; 13%y L, a; (LP)2 y(p)
p) 4E,1- 3 6L, 1-
M =K, "t 4Ky =— > Ty (5.29b)
x a; X Lp a; (LP) x(p)
E A
R=—12-" w, (5.29¢)
Lp
ow 6E I- ow 12E I-
N- =K, —L+Ku =-—"r—Fr4 "7, (5.30a)
* 2 9x “xp LP2 ox Lp3 *(p)
ow 6E,1- ow, 12E I-
N? =K a__p+K33M§<P> - T a_p " T S (5.30b)
y L, y L,
Substituindo-se as equagdes (5.27) e (5.29) em (5.15) tem-se:
E, o b,E — E, o b,E — E
A R e B N B B e N A Y )
LP dx (LP ) ’ LP ay (LP ) ’ LP

onde a, =4 e b, =6 para pilar engastado na base e a, =3 e b, =0 para pilar articulado na

base.

Escrevendo-se as equagdes (5.28) e (5.30) em uma mesma equacao:

_dPEPI; aw[? + €pEpI;

N- = = u- (5.32a)
T 2 3 Y
L, ox L, P
d EI-ow eFEI
N; =— prz x a;p + pLI; x o (5.32b)

p p

onde d, =0 e ¢, =3 para pilar articulado na base; d, =6 e e, =12 para pilar engastado na
base.
Deve-se agora calcular o carregamento externo bx e b; a ser aplicado no plano da

placa ao longo das linhas de carga definidas pelos eixos principais (ver figura 5.9). Observe
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que essas cargas tém sentido contrdrio aquelas definidas nas equacdes (5.32), pois trata-se da

reacdo do pilar na placa.

Figura 5.9 - Cargas uniformemente distribuidas ao longo das linhas de carga

Assim, elas sdo dadas por:

- N- 1 [d,E,I- 3w e E I
bx=———=— R e T (5.33a)
o L L, ox L, i

b N 1 |d,EI ow, e, B L s 33h
Y= B 2 o 3 v (5.33b)

L LEnl L° 9y L |

onde L- e L- sdo os comprimentos dos lados da secio do pilar paralelos,

() () p § prar-p

respectivamente,a y € Xx.

Deve-se ressaltar que, na posi¢do deformada, os deslocamentosw,, w,-, Wposo Ul

e u- . relativos a placa sdo iguais aqueles do pilar na interface de contato.

y(P)

x(P)

Interpretando-se Gf (equagdo 5.31), b, e b, (equagdo 5.33) como carregamentos

externos atuante na superficie de referéncia da placa e lembrando-se que, como a secdo
deformada permanece plana, os deslocamentos na interface placa-pilar sdo constantes, chega-

se as seguintes equagdes para o problema de flexdo e bidimensional:

k(W@ =3 2 [[1:(0.P) 3" ()-V; (0.PW(P) r(P)-



2] [ o J(M 0PI PV @ PP (P)- 3R 0. P ()

=11, D on i=1
D.—D N +N,, N,
- . D - ZRU (Q’ P)wt'l (P) + ZR“ (P)Wcz (Q P)+
i=1 i=1

v ewon-m, (P%(Q,P)]dr(m&c,. flp. (P (@.P)+

r i=1 I,

e, (P 0.+ S —c,) UG AL

+ [le(pw*(@. p)lac, (p) ZC ﬂb (0. p)+b, (). (0. )b, +

p a,E, ow. b E
+ St At s SRS ANt 7 xiw (Q, p)dQ . +
;[( L, ox (LP)z x(P)}Qr (Q p) p

1 pi

+[_ aPiEPi awpi b E

E,
T L) (P)J Iyw Qp)dQ —L—w Iw deQ ]

_ic. L et R I . (0. plT,
A i L; Pl) L 2 ax L 3 X(pl) }Pl

pi P ypt

1 dpEsz aW epEsz
' [ ’ a; L3 o j 5 (0. phr, (5.34)

pt
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+ [luy,(@.P)p, (P)+u;, (0. P)p, (P))r + I(ukn Q. pl, (p)+uy, (. p)b, (P2, +

r

+NZ:( ac ) j(pZn(Q’P)W’n (P)+pks 0, P )dr +

Iy

I8 [dpEp,Iyi w, €E,l,
2 - 3
py U Ly dx L

pt p

X(pt)J Iukﬂ(Q p)drw

L '2 ay L .3 xpi

pt

1 (d,E, I, ow, e,E,I
( L o y(pz)J J. kyt(Q p)ﬂ_‘ k=1m (5.35)
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Para facilitar a resolucdo através do Método dos Elementos de Contorno, as integrais

de dominios na interface placa-pilar, sao transformadas em integrais de contorno. Tomando-se

pi?

como exemplo a integral r (0, p)d
Q)I

P

deve-se inicialmente fazer a transformacgdo de

coordenadas cartesianas em coordenadas polares, por serem a mais conveniente para o

trabalho com o MEC (ver item 4.5). Obtendo-se:

d.Q. = rdrﬂldl—‘ (5.36)
on R

Utilizando a equacdo (3.28), equacdo da solucdo fundamental da placa, e a equagdo

(5.36) chega-se a:

: I B PR | 1or
[xw' (. plae,, = j J{x(gwr(lnr 2)}»@} T, (5.37)
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Desenvolvendo a equagao:

. _ 1 f _—CG
Piw (Q, p)dQ " 3D F!J{[cos 0(x,(q)) +senb(x,(g))—x + r(cos O(r,, ) +senl(r,, ))]x

Xr{lnr—ljr}drlﬁdf (5.38)
2 R

sendo g o ponto de colocacdo e CG o centro de gravidade da secdo do pilar, R a distancia

entre o ponto g ¢ 0 CG e I', o contorno da se¢@o do pilar.

Desenvolvendo a equacao (5.38), chega-se a:

: 1 I L P
Piw (Q,p)dQPi =3 rH[cos 0(x,(q))+senB(x,(q))—x ]T[IHR 4}+

Q

pi

+[cosO(r,, )+ senb(r,, )]R?(lnr——)}—dl“p (5.39)

Ficando a equacao acima propicia a resolu¢do numérica através do MEC.

Para calcular o carregamento externo bx e b;, definido ao longo das linhas de carga

nos eixos principais (ver figura 5.9), em vez de considerar as linhas de cargas passando pelo
CG da se¢do, o que acarretaria em problemas de singularidades quando o ponto de colocag¢do

coincidisse com o mesmo, considera-se metade do carregamento em cada contorno do pilar

(ver figura 5.10).

Figura 5.10 - Distribuicao do Carregamento b)_c e b; ao longo do Contorno do Pilar



Portanto as integrais

r:
ypi

Xt

I~
ypi

xpi

1 P | .
.[W’},-dr;p,- ZEJW"dF" +5r_!.w,xidrd

xpi

y

| B
Fjw’yidrxpi :Ergw’xidrx +§rgw’x,»drf

5.3.3 Sistema de Equacoes

Tendo-se agora cinco novas incognitas (w,, wp,-

I w,odl- e I w,-dl-  devem ser calculadas:
xi ypi yi xpi
I I~

Wp,—, U-
b Pay, x

Uu-
y(P)
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(5.40)

(5.41)

) em cada

interface placa-pilar, serdo escritas nesses pontos cinco novas equacdes, que serdo aquelas

correspondentes as equacdes desses deslocamentos incognitos. Assim, escrevendo-se todas as

equacgoes necessdrias a resolucio do problema, chega-se ao seguinte sistema de equacoes:

m), (B (AL, [m],
f, b #L, b
W [, o),
L o L, o
(Gl
-
el
ol

7],

[H2D ]P

[,

[H‘ZD ]P

[G].

[o]

[G'].

[o]

v},
{W}C
{h,

Gl

[Gl,,

6,

G,

v},

{Uzu }P

P}
R +

{Pp

T}
oy
i,
il

(5.42)
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A partir da resolugio sistema (5.42), obtém-se os deslocamentos (w,, Wp,~, Wp,-,
X y

u- ceu

) ) ). Substituindo-se esses valores nas equacdes (5.19), (5.20) e (5.29) chega-se aos

valores dos esforgos no pilar.

Os deslocamentos em um ponto interno siao obtidos a partir das seguintes equagdes:

wlg)= 1 10, -1 ke [ 4L 0 - [, )40, ), -0 U}, +

+[6#], P}, +[G# AR} +[G*L, (P}, +T (5.43)

Uy (Q) = _lﬁ *JF {U}F - [H *]2D{U}2D - [H;D ]P {Uzn }p + [G *]20 {P}zn + TZ*D (5.44)

5.4 Exemplos Numéricos

Para a andlise das formulagdes propostas, sdo adotados trés exemplos numéricos,
sendo dois comparados com exemplo obtidos em Paiva (1987), e o tltimo comparado apenas
com os resultados obtidos através do ANSYS. Como jia mencionado no capitulo anterior, os
principais quesitos desta escolha sdo a comparagdo com resultados obtidos analiticamente e
com a formulacdo proposta por Paiva (1987) e também com um software conhecido, que
neste caso optou-se pelo ANSYS. Na andlise com o ANSYS adotaram-se elementos s6lidos
(solid brick 8node 45) para discretizar as lajes, vigas e pilares. E importante notar que nio se
espera resultados exatamente iguais aos do ANSYS, pois o modelo numérico adotado no
ANSYS € bem diferente do modelo proposto. Como no ANSYS se usam elementos sélidos,
se faz uma andlise tridimensional, ou seja, todo o sélido € discretizado, j4 no modelo proposto
aqui se faz uma andlise bidimensional do pavimento, ja que sdo utilizados elementos de placa

para representar o pavimento.



131

54.1 Placa Quadrada Apoiada no Contorno e em Pontos de seu

Dominio

Este exemplo consiste em uma placa quadrada simplesmente apoiada no contorno e

em seu dominio apoiada em quatro pilares.

M&M&%

S 40m H— 40m —HF 40n i

N

#4‘Om+4‘0m+4‘0mﬁ1¢
0
|
[ve}

—+— 6.0m —F4 —“— 4 0m —
12.0m
>

{—

12.0m x

N

0,15m

Figura 5.11 — Placa Apoiada no Contorno e em Pontos do Dominio

Este exemplo consiste em uma placa quadrada, cujo comprimento de cada lado € igual
a 12m, simplesmente apoiada no contorno e em seu dominio apoiada em quatro pilares (ver
figura 5.11). Ao longo de toda sua superficie é aplicada uma carga g=10kN/m?
uniformemente distribuida. A espessura da placa, seu médulo de elasticidade e coeficiente de
Poisson adotados foram respectivamente: t,=0.15m, E=1.5x1 O’kN/m’ e v=0.167. Para os

pilares adotou-se comprimento (I =3m), secdes quadradas com lado igual a 1m. e mdédulo de

elasticidade Ep=2.1x1 O’kN/m’. Além disso, os pilares foram considerados engastados na base.

As dimensdes deste exemplo ndo sdo usuais. De acordo com Paiva (1987), o interesse
em analisd-lo se justifica apenas pelo fato de sua solucdo exata ser conhecida, permitindo
estudos comparativos mais complexos. Assim como na tese de Paiva (1987), o contorno fui

discretizado em 40 elementos de igual comprimento, resultando em 84 néds (ver figura 5.12).



Figura 5.12 — Placa Apoiada no Contorno e em Pontos do Dominio
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Em sua tese, Paiva (1987) ndo demonstrou os resultados analitico e numérico, apenas

limitando-se a dizer que para os deslocamentos os valores obtidos por ele sdo praticamente

iguais aos fornecidos pela solucdo exata e para os momentos houve uma diferenga proxima a

2%. O deslocamento transversal e os momentos fletores Mx e My ao longo do eixo A-A

definido na figura (5.11) estdo mostrados, respectivamente, nas figuras (5.13), (5.14) e (5.15).

As figuras (5.16), (5.17) e (5.18) mostram esses mesmos valores ao longo do eixo B-B. Como

se pode observar, os resultados sao bem préximos daqueles apresentados por Paiva (1987).

0.4
p—
£ 03 LN —e—PAIVA
S oo (/ AN = (1987)
24— 3 :
= 011/ \\A R Modelo
0.0 ¢ . / Proposto

Mx (10 KNm/m)

00 10 20 30 40 50 6.0
comprimento do eixo A-A (m)

Figura 5.13 — Deslocamento w no eixo A-A

10— o™, —e— PAIVA

( / \ (1987)

054+ 3 N
\ - — — Modelo
X proposto

comprimento do eixo A-A (m)

Figura 5.14 — Momento Fletor Mx no Eixo A-A
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0.0 ¢ w w ‘ ‘ ‘ ' — —Modelo
oo 10 20 30 40 50 60 proposto
-0.5 4

comprimento do eixo A-A (m)

Figura 5.15 - Momento Fletor My no Eixo A-A
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/ — —Form.
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Figura 5.16 — Deslocamento w no Eixo B-B
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Figura 5.17 — Momento Fletor Mx no Eixo B-B
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Figura 5.18 — Momento Fletor My no Eixo B-B
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5.4.2 Placa Quadrada Apoiada em seu Contorno por Vigas e

também por Pilares em suas Extremidades

Este exemplo consiste em uma placa quadrada com dimensdes totais de (4,4x4,4)m”>,
com altura de 0,10m, apoiada em seu contorno por quatro vigas, com secOes transversais de
(0,2x0,3)m?e apoiada em seus cantos por quatro pilares engastados em suas bases, com secao
(0,2x0,2)m? e altura de 3,0m (ver figura 5.19). Para todos os elementos estruturais foram
adotados coeficiente de Poisson v =0,2 e modulo de elasticidade E =25000000kN / m?* . Esta

disposto um carregamento uniformemente distribuido de 20kN / m?.

20KkN/m2
JLITLL LTI LTI

—FF— 0,2m
N H

2,em

> A

£
aJ
o
i | ||
4,4m —————F

Figura 5.19 — Vista em Planta da Placa

4 ,4m
LI UT LTI LTI
=<

Foram obtidos os resultados do deslocamento transversal e também do momento
fletor no eixo A e ao longo do eixo da viga. Ao longo do eixo A o momento € na direcao x
(direcao do eixo A) e na viga os valores apresentados dos momentos sio na dire¢do tangencial
s da viga. Inicialmente fez a discretizagdo da placa em 16 elementos com 36 pontos nodais, a
segunda malha consta de 32 elementos com 68 pontos nodais e a terceira malha, 48 elementos
com 100 pontos nodais. Para confirmar a convergéncia dos momentos foi necessario ainda
considerar uma quarta malha composta de 96 elementos e 196 nés. Na figura (5.20) tem-se a
discretizacdo utilizada no ANSYS, onde adotaram-se elementos sélidos de lados iguais a

10cm e na figura (5.21) tem-se a malha menos refinada utilizada para o modelo proposto.
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Figura 5.20 — Discretizacdo Utilizada no ANSYS

12 Malha
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Figura 5.21 — Discretizacao da Primeira Malha

Os graficos (5.22) a (5.29) sdo referentes

N

a andlise de flexdo simples (que serd

designada de FS). Inicialmente mostra-se a convergéncia dos resultados e entdo comparam-se

os resultados obtidos com o modelo proposto considerando-se a malha mais refinada com

aqueles obtidos com o ANSYS. Os resultados ao longo eixo A-A estdo apresentados nas
figuras (5.22) e (5.23) e nas figuras (5.24) e (5.25) tém-se os valores obtidos ao longo do eixo

da viga. A comparagio com os resultados do ANSYS ¢ feita nas figuras (5.26) a (5.29).
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Figura 5.22 — Deslocamento w ao longo do eixo A para flexao simples
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Figura 5.23 — Momento Fletor ao longo do eixo A para Flexao Simples
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Figura 5.24 — Deslocamento w ao longo do eixo da viga para Flexao Simples
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Figura 5.25 — Momento Fletor ao longo do eixo da viga para Flexao Simples
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Observa-se nos graficos anteriores a boa convergéncia dos resultados a medida que se

refina a malha.

Nos gréficos (5.24) a (5.27) tém-se a comparacdo com os valores obtidos com o

ANSYS, onde se observa que as curvas obtidas com os dois modelos t€m o mesmo

comportamento, porém os valores obtidos com o modelo proposto sdo menores que aqueles

referentes ao ANSYS.

o

—>— Modelo Proposto - FS

—&—ANSYS - FS

0 30 60 90 120 150 180 210

2,0
1,5 1
§ 10
S
0,5
0,0
Figura 5.26 —

Comprimento do Eixo A (cm)

Deslocamento w ao longo do eixo A, comparacao com o0 ANSYS
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(J'I
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Figura 5.27 — Momento Fletor ao longo do eixo A, comparacao com o ANSYS
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Figura 5.28 — Deslocamento w ao longo do eixo da viga, comparacao com o ANSYS
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-100
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Figura 5.29 — Momento Fletor ao longo do eixo da viga, comparacio com o0 ANSYS

Nas figuras (5.30) a (5.33) mostra-se a convergéncia dos resultados na andlise de
flexdo composta (designada de FC) e nas figuras (5.34) a (5.37) comparam-se esses ultimos

com aqueles referentes ao modelo proposto considerando-se flexdo simples. Pode-se notar
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uma boa convergéncia dos resultados com o refinamento da malha, sendo os valores
referentes a flexdo composta menores que aqueles da flexdao simples, como era esperado,

devido aos efeitos de membrana.

—— Modelo Proposto -

—_—

£ FC -16 elem

(&)

-~ —&— Modelo proposto -

S FC -32 elem
—>— Modelo Proposto -
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0,0 : : : : : : :
0 30 60 90 120 150 180 210

Comprimento do Eixo A (cm)

Figura 5.30 — Deslocamento w ao longo do eixo A para flexdo composta
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Figura 5.31 — Deslocamento w ao longo do eixo da viga para flexdo composta
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Figura 5.32 — Momento fletor ao longo do eixo da viga para flexao composta
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Figura 5.33 — Momento fletor ao longo do eixo A para flexao composta
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Figura 5.34 — Deslocamento w ao longo do eixo A, comparacio entre as analises de flexdo simples e
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Figura 5.35 — Deslocamento w ao longo do eixo da viga, comparacao entre as analises de flexao simples e

Mss (kNm/m)
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Figura 5.36 — Momento fletor ao longo do eixo da viga, comparaciao entre as analises de flexdo simples e
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Figura 5.37 -Momento fletor ao longo do eixo A, comparacio entre as analises de flexdo simples e

composta
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54.3 Pavimento de um Edificio

Este exemplo consiste em um pavimento de um edificio de 9x9m?, formado por uma
grelha e quatro pilares (ver figura 5.38). As se¢des transversais sdo de 0,3x0,8m? para as vigas

externas, 0,2x0,8m2? para as vigas internas 0,3x0,3m2 para os pilares. Foi adotado um
p g p p

coeficiente de Poisson v =0,167 e modulo de elasticidade E =15000kN / cm? .
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~
5
e —r
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T~

Figura 5.38 — Representacio em Planta do Pavimento

Figura 5.39 — Representacao Arquitetonica do Pavimento
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Para a andlise deste exemplo fez-se 3 vezes a discretizacdo da estrutura, sempre
refinando a malha. A primeira discretizacdo € composta por 108 elementos com 132 pontos
nodais, a segunda por 204 elementos com 228 pontos nodais e a tltima por 300 elementos

com 324 pontos nodais. Segue abaixo a discretizacao da primeira malha.

12 Malha
90 88 7876
9 — — ol+ts7 — 79+#75 6

100 187 22p a

| | | |

| | | |

| | | |

| | | |

108 196 228

109 9 ?196 ?229 5,557
11145160 — — 1684}-169 — — — 177:}»178 — — 186+§ 2¢

112 108 28 g5 4

i 8 i

| 4 | |

253 258“1%9260 265 ‘ ‘

| | | |

2017 4o

104! %3 41208 41241 4‘%45
15311133 — — —A4T{e182— — —T50:5 151 — — 159+ 3

124 21| 244 A2

| | | |

| | | |

| | | |

| | | |

B2 21p 352 4

— o413 — — — ofe06 3
1 1012 22 24

Figura 5.40 — Representacio da primeira discretizacao

Obtevem-se os resultados do deslocamento transversal w e dos momentos fletores
para andlise em flexdo simples e composta. Fez-se isso para os eixos A e B (ver figura 5.38).
Em seguida, os resultados sdo comparados com os obtidos por Paiva (1987).

Seguem os resultados obtidos para a andlise de flexao simples, através da formulacdo
proposta, para o eixo A. Os gréficos abaixo mostram, respectivamente, os resultados do

deslocamento w, momento fletor A e momento fletor M .
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Figura 5.41 — Deslocamento w no eixo A, para Flexao Simples
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Figura 5.42 — Momento Fletor Mx no eixo A, para Flexao Simples
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Figura 5.43 — Deslocamento w no eixo B, para Flexao Simples
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Figura 5.44 — Momento Fletor Mx no eixo B, para Flexao Simples
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Observa-se uma boa convergéncia dos resultados para a andlise de flexdao simples,

sendo os deslocamentos obtidos no eixo B praticamente iguais aqueles apresentados por Paiva

(1987). No entanto, os deslocamentos na laje obtidos com o modelo proposto sdo maiores que

os de Paiva (1987), observando uma forte reducdo dos valores quando se aproxima da viga

interna. Como pode-se notar os valores obtidos para os momentos sdo consideravelmente

diferentes daqueles apresentados por Paiva (1987).

Seja agora a andlise considerando-se flexdo composta (designada de FC). Os

deslocamentos ao longo dos eixos A e B encontram-se nas figuras (5.45) e (5.46), onde pode-

se observar que os deslocamentos da flexdo composta foram bem menores que aqueles da

flexdo simples, sendo a convergéncia dos resultados obtida apenas com malhas muito

refinadas.
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2,0

w (cm)

Figura 5.45 — Deslocamentos ao longo do eixo A para flexdo composta
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6. CONCLUSOES

Nesse trabalho uma formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para analise linear
de flexdo de pavimentos de edificios foi estendida a fim de possibilitar a consideracdo de
pilares no dominio dos mesmos. A inclusdo os pilares foi feita em uma formulacdo para
andlise de flexao simples, onde as vigas e lajes sdo representadas por suas superficies médias
e também na formulacdo para flexdo composta, onde essas sdo representadas por uma mesma
superficie de referéncia. Portanto, nesse segundo caso, teve-se que considerar os efeitos de
membrana.

A convergéncia dos resultados foi comprovada a medida que se refinavam as malhas,
sendo eles comparados com aqueles obtidos através do modelo numérico desenvolvido por
Paiva (1987) ou através do software ANSYS (versdo 9), que é baseado no Método dos
Elementos Finitos. Nos dois primeiros exemplos analisados, que eram mais simples, obteve-
se a convergéncia dos resultados com malhas pouco refinadas e os resultados foram préximos
daqueles obtidos com outros métodos numéricos. No terceiro exemplo foi analisado um
pavimento constituido de vigas externas e internas sendo, portanto, bem mais complexo que
os outros dois exemplos anteriores. Nesse caso, para obter a convergéncia foi necessdria uma
malha bem refinada. Observou-se ainda que os deslocamentos nas lajes eram bem maiores
que aqueles obtidos por Paiva (1987), porém os deslocamentos obtidos nas vigas eram
praticamente iguais a esses. Em todos os trés exemplos a convergéncia na andlise de flexdo
simples foi bem mais rdpida que na andlise de flexdo composta, sendo os deslocamentos dessa
bem menores que aqueles da flexdo simples, como era esperado, devido aos efeitos de
membrana. Portanto, o modelo mostrou-se ser estdvel, produzindo resultados confidveis.

Como continuagdo do trabalho, pode-se estender a formulacdo para considerar
diferentes coeficientes de Poisson e moddulos de elasticidade nas lajes e vigas, o que
possibilitaria o estudo de pavimentos compostos de diferentes materiais. Outra modificacao
interessante seria estender a formulacao para poder considerar variacdo de espessura ao longo
das lajes e vigas. Além disso, a partir desse modelo pode-se desenvolver um outro para
andlise ndo-linear de pavimentos de edificios, através da inclusdo e campos de momentos e
forcas normais iniciais na placa em sub-regides. Como se pode notar a formulagdo proposta

pode ainda ser bastante modificada a fim de tornd-la mais geral e de produzir resultados mais
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confidveis através de uma andlise ndo-linear que pode ser muito importante em determinados

casos.
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