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RESUMO 

 

DENIPOTTI, G. J. (2007). Inclusão de pilares numa formulação do Método dos 
Elementos de Contorno para análise linear de pavimentos de edifícios.  Ilha 
Solteira. 153p. Dissertação (Mestrado) – Faculdade de Engenharia de Ilha 
Solteira, Universidade Estadual Paulista. 

 

 

Este trabalho trata da inclusão de pilares numa formulação do Método dos Elementos 

de Contorno para análise linear de pavimentos de edifícios. Inicialmente é apresentada a 

formulação para análise do pavimento sujeito à flexão simples, onde o pavimento é modelado 

por uma placa composta por sub-regiões de diferentes rigidezes, sendo cada sub-região a 

representação de uma viga ou laje. Nesse modelo as forças de superfície são eliminadas das 

interfaces e todas as sub-regiões são representadas por suas superfícies médias. Então, a fim 

de reduzir o número de graus de liberdade do problema, aproximam-se os deslocamentos ao 

longo da largura da viga, obtendo-se um novo modelo em que as variáveis ficam definidas ao 

longo dos eixos das vigas ao invés de seus contornos. Em seguida, introduz-se o efeito de 

membrana nessa formulação para que se possa fazer a análise do pavimento sujeito à flexão 

composta, isto é, representando todas as sub-regiões por uma mesma superfície de referência. 

Nesse modelo considera-se aproximação linear para as forças de membrana ao longo da 

largura das vigas. Finalmente, estendem-se essas formulações para análise de pavimentos de 

edifícios com pilares, através da inclusão de pontos do domínio com carregamentos 

prescritos, que são escritos em termos das reações do pilar sobre a placa. Os esforços de 

flexão do pilar sobre a placa são escritos em termos da tensão uniformemente distribuída 

sobre a seção transversal do pilar e os esforços de membrana são escritos em termos de linhas 

de carga atuando na seção transversal do pilar. 

 

 

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno, análise linear, flexão de placas. 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 

DENIPOTTI, G. J. (2007). Inclusion of columns in a formulatin of the Boundary 
Element Method for linear analysis of building floors structures.  Ilha Solteira. 
153p. Dissertation (Mestrado) – Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, 
Universidade Estadual Paulista. 

 

 

This work deals with the inclusion of columns in a formulation of the Boundary 

Element Method (BEM) for linear analysis of building floors structures. Initially it is 

presented the BEM formulation for analyzing building floors subjected to simple bending, 

where the floor is modeled by a plate divided into sub-regions of different rigidities, being 

each sub-region the representation of either a beam or slab. In this model the tractions are 

eliminated on the interfaces and all the sub-regions are represented by their middle surfaces. 

Then, in order to reduce the number of degrees of freedom, some approximations for the 

displacements are adopted along the beam width, leading to a model where the values are 

defined on the beam axis, instead of its boundaries. Then the membrane effects are introduced 

into this formulation in order to represent all sub-regions by a same reference surface. In this 

model are assumed linear approximation for the in-plane tractions along the beam cross 

section. Finally, those formulations are extended in order to consider columns in the plate 

domain. This is done by considering domain points with prescribed loadings which are 

written in terms of the column reactions on the plate. The columns bending reactions are 

written in terms of a stress uniformly distributed over the column cross section and the 

membrane forces are written in terms of loading lines acting in the column cross section. 

 

 

 

Key words: Boundary Elements, Building floor structures, Plate bending. 
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1. APRESENTAÇÃO 

 

 

1.1   Objetivos e Justificativas  

 

 

Este trabalho tratará da análise linear de pavimentos de edifícios utilizando 

formulações do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Método este que, diferentemente 

dos outros, não tem a necessidade de discretização de todo o domínio da estrutura analisada 

linearmente, mas sim apenas do contorno simplificando com isto a malha da estrutura e 

facilitando eventuais modificações além de diminuir o tempo de processamento dos cálculos.  

Serão utilizadas as formulações desenvolvidas na tese de doutorado de Fernandes 

(2003), sendo essas modificadas a fim de possibilitar também a consideração de pilares no 

pavimento. 

No caso de existir pilares no domínio da placa, haverá condições de vinculação nas 

interfaces placa-pilar, ou seja, carregamentos ou deslocamentos prescritos. Dentro deste 

contexto, pretende-se considerar os pilares através da inclusão na formulação de pontos ou 

regiões do domínio com carregamentos prescritos. Os pilares serão introduzidos em duas 

formulações para análise do pavimento sujeito à flexão, sendo uma para análise de flexão 

simples e a segunda para análise de flexão composta. A formulação para análise do pavimento 

sujeito à flexão composta é obtida, considerando-se que além das ações transversais podem 

agir na placa ações coplanares, ou seja, acoplam-se os problemas de placa e de membrana.  

 

 No caso da análise linear de placas, por exemplo, as representações 

integrais de deslocamentos, momentos e forças cortantes são exatas; o erro 

introduzido é devido à aproximação dos valores das variáveis nos elementos 

definidos ao longo do contorno da placa (FERNANDES, 2003, p01). 

 

Este método dispensa a necessidade de discretização do domínio da estrutura 

analisada, para análise linear, necessitando apenas da discretização do contorno. Isto 

simplifica a malha da estrutura e facilita possíveis intervenções, diminuindo também o tempo 

de processamento de cálculo. Este método pode ser utilizado para diferentes problemas em 

engenharia, porém ele é mais indicado em casos de concentração de tensão (ou outro tipo de 
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variável), como o que ocorre na consideração de pilares em pavimentos, fruto de pesquisa 

deste trabalho. 

 

 

1.2   Material, Método e Forma de Análise dos Resultados 

 

 

Será feito inicialmente um estudo teórico sobre flexão de placas e das formulações do 

MEC para análise de flexão de pavimentos de edifícios propostas em Fernandes (2003), além 

de consultas em outras teses e dissertações. Em seguida será desenvolvida uma modificação a 

ser introduzida nessas formulações a fim de possibilitar a consideração de pilares no 

pavimento. E finalmente, verificar-se-á a potencialidade dessas formulações, através de 

exemplos numéricos existentes na literatura. 

A programação dos algoritmos será feita em linguagem FORTRAN para 

microcomputadores e o método empregado será o MEC direto baseado em colocação. 

 

 

1.3   Revisão Bibliográfica 

 

 

Na engenharia, assim como em outros tantos segmentos, é preciso, para as resoluções 

de problemas, analisar o método de solução juntamente com o resultados obtidos. Na maioria 

dos casos, resultados exatos são impossíveis de serem atingidos. Complexidades em 

geometria e/ou materiais são os principais fatores que impedem as soluções analíticas em 

problemas de engenharia, utilizando-se, assim, métodos numéricos onde são feitas 

simplificações nas leis constitutivas dos materiais e em sua geometria obtendo soluções 

aproximadas. 

Três métodos numéricos são bastante utilizados, sendo dois deles denominados 

métodos de domínio – Método das Diferenças Finitas (MDF) e Método dos Elementos Finitos 

(MEF) – que associam pontos no domínio e no contorno do problema e o terceiro, e também o 

mais recente, o Método dos Elementos de Contorno (MEC), formulado com equacionamento 

integral ao longo do contorno do domínio analisado. 
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O Método das Diferenças Finitas teve seu início com o trabalho de Southwell (1946), 

já o Método dos Elementos Finitos, que é atualmente o mais utilizado, teve seu marco com 

trabalhos desenvolvidos por Turner et al. (1956) e Argyris e Kelset (1960). 

A formulação do MEC é baseada em equações integrais, que são conhecidas há 

bastante tempo. Foi Abel (1823) quem primeiro deduziu uma equação integral para a solução 

de um problema físico, a do pêndulo isócrono. Liouville (1837) transformou um problema de 

valor inicial em uma equação integral e resolveu-a usando aproximações sucessivas. Segundo 

Foltran (1999), em 1886 Somigliana apresentou a equação integral que estabelece a relação 

entre as forças e deslocamentos no contorno de um corpo e seus deslocamentos internos, esta 

relação é conhecida como identidade de Somigliana. Contudo, a primeira investigação 

rigorosa das equações integrais deve-se a Fredholm (1903). No entanto, a primeira 

formulação indireta do MEC, indireta por sua solução ser obtida em termos de fontes fictícias 

aplicadas ao contorno, e que após sua determinação, permite o cálculo das variáveis físicas do 

problema, surgiu apenas nos anos 60, sendo de autoria de Kupradze (1965). Logo depois, com 

a publicação do primeiro artigo sobre a formulação direta do método das equações integrais 

de contorno, de autoria Rizzo (1967), é que os métodos integrais começam a despertar 

interesse na comunidade científica, inclusive na área de engenharia. 

Somente em 1978, com a publicação do livro The Boundary Element Method for 

engineers, de autoria de Brebbia (1978), é que o método passa a ser conhecido como Método 

dos Elementos de Contorno. 

No Brasil, um dos pólos de pesquisa do MEC é a Escola de Engenharia de São Carlos, 

Universidade de São Paulo, onde vem sendo desenvolvidos, desde meados dos anos 80, 

diversos trabalhos, sendo a maioria deles voltada para a análise de placas como a tese de 

doutorado de Paiva (1987), onde foi feita a análise linear de pavimentos de edifícios através 

da associação do MEC com MEF; e a tese de doutorado de Fernandes (2003), onde foi 

desenvolvida uma nova formulação não-linear para análise de pavimentos de edifícios 

utilizando-se apenas o MEC. 

Podem-se ainda mencionar diversos outros trabalhos baseados em formulações do 

MEC para placas, dentre eles destacam-se: Silva (1988), que estudou placas sobre fundação 

elástica; Tejerina (1991), que tratou do mesmo tema e introduziu aproximações alternativas 

para a integral de domínio; Manzoli (1992), ainda sobre fundação elástica, que considerou 

uma solução fundamental própria; Oliveira Neto (1991) que analisou procedimentos para a 

melhoria de valores de contorno; Ribeiro (1992), que desenvolveu formulação de placas com 

as hipóteses de Reissner considerando não-linearidade física; Chueiri (1994), que 
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implementou formulação elasto-plástica, com modelos particulares de concreto armado, 

considerando-se as hipóteses de Kirchhoff; Fernandes (1998), que complementou a 

formulação desenvolvida em Chueiri (1994), considerando outros modelos para o concreto; 

Chaves (1997), que desenvolveu e implementou a formulação do MEC para placas de 

espessura variável; Oliveira Neto (1998), que utilizou uma formulação com três parâmetros 

nodais em deslocamentos para placas delgadas; Agostinho (1998), que fez uma associação de 

chapas considerando enrijecedores e crack coesivo combinando o MEC com o MEF; Bacarji 

(2001), que utilizou uma formulação para a análise de pavimentos de edifícios dando ênfase 

para lajes cogumelo feita com a incorporação da não-linearidade física e Wutzow (2003), que 

empregou a formulação linear do MEC para a análise de chapas com domínios. 

O presente trabalho tratará da análise linear de pavimentos de edifícios – placas 

enrijecidas - com a utilização do Método dos Elementos de Contorno. De acordo com 

Mendonça (2005) o estudo de placas teve seu principal desenvolvimento entre os anos de 

1870 e 1920 por pesquisadores como Poisson, Kirchhoff, Thompson, Tait e Kelvin, porém 

seu marco inicial foi com as teorias de Kirchhoff (1850), adotadas às placas delgadas com 

pequenos deslocamentos. Hoje essa teoria é conhecida como Teoria Clássica. Posteriormente, 

Reissner (1944) apresentou uma formulação que considera o efeito das deformações por 

cisalhamento transversal, o que não foi considerado por Kirchhoff. Baseado nas equações de 

equilíbrio da teoria tridimensional da elasticidade, Mindlin (1951) apresentou uma teoria 

semelhante à de Reissner, considerando o cisalhamento transversal. De acordo com Bacarji 

(2001), uma outra versão para a teoria de Reissner para placas homogêneas e isotrópicas foi 

proposta por Ladevéze & Pecastaings (1988), porém com alteração na consideração do fator 

de deformabilidade por cisalhamento transversal. Neste trabalho, de análise de pavimentos de 

edifícios através do MEC, trabalhar-se-á apenas com a Teórica Clássica. 
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1.4   Conteúdo do trabalho 

 

 

Inicia-se este trabalho com um breve estudo sobre a teoria de elasticidade 

particularizada para os casos do estado plano de tensão (problemas de chapas ou membrana) e 

placas delgadas governadas pelas hipóteses de Kirchhoff (1850). Considera-se o estado plano 

acoplado ao problema de flexão simples de placas, permitindo assim a obtenção da 

formulação de placas com flexão composta sendo mostrados as relações de equilíbrio, as 

deformações, as tensões e os esforços relativos aos dois problemas. 

No capítulo seguinte são mostradas as deduções das equações integrais para o 

problema de flexão simples de placas enrijecidas por vigas e em seguida as equações integrais 

para o problema de flexão composta, ou seja, considerando-se a presença de esforços de 

membrana. A partir dessa formulação obtém-se um outro modelo para análise de pavimentos 

de edifícios, onde as variáveis são definidas apenas nas linhas médias das vigas ao invés de 

considerá-las ao longo de todo o contorno das mesmas, resultando em uma significativa 

redução do número de graus de liberdade do problema. 

No capítulo 4 o Método dos Elementos de Contorno é aplicado às equações integrais 

desenvolvidas no capítulo 3, sendo apresentados os resultados obtidos através da análise de 

deslocamentos e momentos de um pavimento, sendo estes comparados com os obtidos com a 

utilização do ANSYS. 

No capítulo 5 é feita a inclusão dos pilares nas formulações apresentadas 

anteriormente, transformando as reações do pilar na placa em carregamentos atuantes na 

interface placa-pilar, sendo apresentados alguns exemplos numéricos, cujos resultados são 

comparados com outros modelos numéricos existentes na literatura. 
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2. ELASTICIDADE BIDIMENCIONAL E PLACAS DELGADAS 

 

 

Como mencionado no capítulo 1, o elemento de placa é sujeito apenas a carregamento 

transversal, desenvolvendo, portanto, deformações de flexão simples. Freqüentemente, em 

adição à flexão, as placas também suportam carregamentos coplanares, denominados 

comportamentos de membrana, sendo esse o caso a ser tratado nesse trabalho. Portanto, neste 

capítulo é feito um breve estudo sobre a teoria de elasticidade particularizada para os casos do 

estado plano de tensão (problemas de chapas ou membrana) e placas delgadas governadas 

pelas hipóteses de Kirchhoff (1850). São apresentadas as relações de equilíbrio, as 

deformações, as tensões e os esforços relativos aos dois problemas. 

 

 

2.1   Placas Delgadas 

 

 

Placas são elementos estruturais simétricos em relação a um plano médio, cuja 

dimensão normal a esse plano, chamada espessura, é pequena, apresentando uma relação 

"/" at  da ordem de 5/1  a 100/1 , sendo ""t  a espessura e ""a o menor dos vãos da placa, e 

cuja ação na mesma é transversal à sua superfície.  

A representação geométrica adotada para a placa é bidimensional, sendo os eixos 

cartesianos 1X  e 2X  definidos em sua superfície média, como mostrado na figura a seguir. 

 

t

X2

b

a

X1

X3  
Figura 2.1 – Elemento Bidimensional de Placa 
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Neste trabalho adotar-se-á a teoria de Kirchhoff, amplamente conhecida como Teoria 

Clássica, aplicável no estudo da flexão de placas delgadas com pequenos deslocamentos. Para 

isto, são adotadas algumas hipóteses básicas, as quais são mostradas a seguir: 

 

� Os deslocamentos transversais são pequenos quando comparados com a 

espessura t  da placa; 

� Não há deformação da superfície média da placa, sob o efeito de cargas 

transversais; 

� As seções transversais permanecem planas após a flexão, sofrendo apenas 

rotação em relação aos eixos neutros, como mostra a figura (2.2); 

� As tensões normais na direção transversal da placa ( 3σ ) são desprezadas. 

 

 

 

                                                  

                                                   � 

 

 
 
 

Figura 2.2 - Deslocamento de um Ponto Situado sobre uma Normal ao Plano Médio da Placa 
 

Sendo a componente de tensão 3σ  desprezada, a deformação 3ε  não será considerada 

na formulação do problema, pois a resultante do produto 33 .εσ  será sempre nula. 

 

 

2.1.1 Tensores de Tensão e Deformação 

 

 

Considerando-se que a placa esteja sujeita a pequenos deslocamentos e rotações, tem-

se o seguinte tensor de deformação: 
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( )ijjiij uu ,,
2

1 +=ε   2,1, =ji      (2.1) 

 

Para o caso plano de tensão, considerando a lei de Hooke obtém-se: 
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Escrevendo a equação (2.2) na forma indicial:  

 

ijkkijij

G
G δε

ν
νεσ

−
+=

1

2
2        (2.3) 

 

onde: G  é o módulo de elasticidade transversal do material e é dado por: 
)1(2 ν+

= E
G ; ν  é o 

coeficiente de Poisson do material e E  é o módulo de elasticidade longitudinal do material. 

 

Considera-se que as componentes do vetor deslocamento de um ponto qualquer da 

placa são dadas pelos deslocamentos 1u , 2u  e 3u  respectivamente nas direções 1X , 2X  e 3X , 

e pelas rotações 1Xθ  e 2Xθ  em relação às direções 1X  e 2X . 

Para os pontos pertencentes à superfície média da placa, tem-se que: 

 

021 == uu     e wu =3  

sendo w  o deslocamento vertical e denominado flecha da placa. 

 

Devido ao fato da placa ser definida pela superfície média, apenas a flecha fará parte 

da formulação do problema. Para os pontos que não pertencem à superfície média, pode-se 

conhecer 1u  e 2u  a partir de ),( 21 xxw . Como mostra as figuras (2.3), onde estão indicados os 

sentidos positivos de 1α  e 2α , segundo a regra da mão direita. 
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Figura 2.3 – Deslocamentos 1u  e 2u  de um Ponto de Cota 3x  

 

Na figura (2.3) 212 xwx ∂∂== θα  é a inclinação em 1x  da deformada, ou seja, a 

rotação em torno de 2x  e 121 xwx ∂∂−== θα  é a inclinação em 2x  da deformada, ou seja, a 

rotação em torno de 1x . 

Assim, os deslocamentos 1u  e 2u podem ser escritos em função da cota 3x : 

 

131 . αtgxu =          (2.4a) 

232 . αtgxu −=          (2.4b) 

 

Em pequenas deformações, os ângulos 1α  e 2α  se confundem com o valor de suas 

tangentes, portanto pode-se dizer que: 

 

( )131 . xwxu ∂∂−=         (2.5a) 

( )232 . xwxu ∂∂−=         (2.5b) 

 

Escrevendo-se as equações (2.5) na forma indicial: 

 

ii wxu ,.3−=          (2.6) 

 

Portanto, as rotações na placa são dadas por: 

 

21 ,wx =θ          (2.7) 

12 ,wx −=θ          (2.8) 
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O tensor de deformação resulta em: 
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Considerando-se a equação (2.6) o tensor de deformações pode ser escrito na seguinte 

forma: 
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Escrevendo-se a equação (2.10) na forma indicial, tem-se:  

 

ij
F
ij wx ,.3−=ε          (2.11) 

 

Onde: 

� ijw,  é o tensor das curvaturas, sendo 13,w  sua componente num plano paralelo 

ao 31xx  e 22,w  sua componente num plano paralelo ao 32 xx ; 

� 2
12

12
γε = . 

 

E, levando-se em conta a mesma equação (2.6), o tensor de tensão pode ser escrito da 

seguinte forma: 

 

[ ]ijijkk
F
ij ww

Ex
,)1(,

)1( 2
3 νδν

ν
σ −+

−
=   ( )2,1,, =kji    (2.12) 
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x1

x3

x2

g

t

t

dX1

dX2
13τ

13τ

11σ
12τ

11σ

12τ

23τ22σ
21τ

23τ
22σ
21τ

Note que o índice F  utilizado nas equações (2.11) e (2.12) será adotado para indicar 

que os tensores são relativos à flexão simples da placa. 

 

 

2.1.2 Momentos e Esforços Cortantes 

 

 

A figura (2.4) ilustra as tensões que agem em um elemento de placa de dimensões 

( )321 ,, dxdxdx . As tensões iiσ  ( )2,1=i  variam linearmente em 3X  e causam os momentos 

fletores iiM  ( )2,1=i , já as tensões ijτ  ( )2,1, =ji , que também variam linearmente em 3X , 

causam os momentos torçores ijM  ( )2,1, =ji . Os esforços cortantes são causados pelas 

tensões 3iτ  ( )2,1=i . 

 

 

 

 

 

 
 
 
                                                                      
                                                                            
                                                       
                                 
                                                                 
                                                          

                                                       

 

 

 
 

 
Figura 2.4 – Tensões em um Elemento de Placa 
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Figura 2.5 – Esforços em um Elemento de Placa 
 

Sendo iiM  os momentos fletores e ijM  os momentos torçores. 

 

Os momentos são obtidos integrando-se as tensões, dadas em (2.12), ao longo da 

espessura 3x , da placa, ou seja: 
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onde 
)1(12 2

3

ν−
= Et

D , representa a rigidez da placa. 

 

De forma análoga obtêm-se os momentos 22m  e 12m . 

E escrevendo na forma indicial:  

 

[ ]ijijkkij wwDm ,)1(, νδν −+−=  ( )2,1,, =kji     (2.14) 

 

Os esforços cortantes, dados por unidade de comprimento, são obtidos a partir de: 
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Note que nas hipóteses de Kirchhoff desprezam-se as deformações de cisalhamento 

transversal, ou seja, 02313 == γγ  e, portanto, as componentes de tensão 13τ  e 23τ  também 

são desprezadas. Por tal motivo, os esforços cortantes são obtidos através das equações de 

equilíbrio do elemento. 

 Considerando-se um carregamento distribuído ""g e fazendo-se o equilíbrio das 

forças verticais e dos momentos em torno de 1x  e 2x , obtem-se as relações de equilíbrio: 

 

0, =+gq ii     ( )2,1, =ji     (2.16) 

0, =− jiij qm     ( )2,1, =ji     (2.17) 

 

 

2.1.3 Equação Diferencial de Placas 

 

 

Diferenciando-se a equação (2.17) em relação à jx  e considerando a equação (2.16), 

obtém-se a equação diferencial de placas em função dos momentos: 

 

0, =+gm ijij     ( )2,1, =ji     (2.18) 

 

Para a determinação da equação diferencial de placas em função dos deslocamentos 

transversais, parte-se das equações (2.14) e (2.17) obtendo a equação: 

 

kkjiijj Dwmq ,, −==     ( )2,1,, =kji    (2.19) 

 

Derivando-se esta última e considerando a equação (2.18), obtém-se: 

 

D

g
w kkll =,      ( )2,1, =lk    (2.20) 

 

Na forma explícita a equação (2.20) é dada por: 
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2.1.4 Força de Superfície 

 

 

Seja uma superfície qualquer da placa. As forças de superfície em um determinado 

ponto p  da mesma são dadas pelo esforço cortante nQ  e os momentos, 1M  e 2M  nas 

direções 1x  e 2x , dados por: 

 

iin npqpQ )()( =     ( )2,1=i    (2.22) 

jiji npmpM )()( =     ( )2,1, =ji    (2.23) 

 

sendo in  ( )2,1=i , a direção normal à superfície. 

No entanto, nos problemas com placas é usual escrever os momentos segundo as 

direções normal n  e tangencial s  ao contorno da placa. Para isso, seja a figura (2.7), onde 

tem-se a representação do plano médio de um elemento de placa onde o sistema  ns  é 

adotado. Fazendo a rotação de eixos, tem-se: 

 

iin nMM =      ( )2,1=i    (2.24) 

iins sMM =      ( )2,1=i    (2.25) 
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x1

x2

n n

s

s
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Figura 2.7 – Esforços no Elemento abc 

 

 

 

2.1.5 Força Cortante Equivalente 

 

 

Têm-se no contorno três ações: nQ , nM  e nsM , podendo-se definir três 

deslocamentos associados a essas ações, sendo eles o deslocamento transversal w  e as 

rotações nw ∂∂  e sw ∂∂ . Contudo, como a equação diferencial (2.20) é de quarta ordem, 

deve-se eliminar uma ação e um deslocamento. Como existe dependência entre as variáveis, 

este processo de eliminação se faz possível. De acordo com Mendonça (2002), Kirchhoff 

mostrou que em placas cuja deformação por cortante é desprezada, as condições de contorno 

relativas aos esforços nQ  e nsM  podem ser agrupadas em uma única condição chamada de 

cortante equivalente, isto é: 

 

 

s

M
QV ns

nn ∂
∂

+=         (2.26) 

 

 

 

11M

12M

22M

21M

nMnsM

1Q 2Q

nQ

ds

2.nds

1.nds
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2.1.6 Reação de Canto 

 

 

Na dedução do esforço cortante equivalente fazem-se algumas substituições de forças 

no elemento infinitesimal de comprimento ds , que acarretam o aparecimento de forças 

concentradas nos cantos. Essas forças de valor +
nsiM  ou −

nsiM  geram as reações de cantos. Os 

sinais, positivo e negativo, indicam o valor de nsiM  posterior e anterior ao canto i, 

respectivamente, como mostra a figura (2.8). A reação cR  em um canto i  da placa é dada por: 

 

 

−+ −= nsinsici MMR         (2.27) 

x1

x3

x2

s n

Rc

i-1

ii+1

 
Figura 2.8 – Momentos Volventes em um Canto i  da Placa 

 
  
 
 

2.1.7 Condições de Contorno 

 

 

Na Teoria Clássica de placas, tem-se para cada ponto do contorno da placa 4 (quatro) 

variáveis, sendo elas: o deslocamento vertical w , a rotação nw , o esforço cortante nV  e o 

momento fletor sM . As condições de contorno consistem em determinar quais dessas 
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variáveis nodais têm valores conhecidos deixando-se, assim, de serem incógnitas no 

problema.  

Para uma placa simplesmente apoiada ao longo de uma borda, sem momento externo 

aplicado, os momentos fletores e os deslocamentos serão nulos ao longo de toda a borda. Ou 

seja: 0=w  e 0=nM , e consequentemente as outras duas variáveis incógnitas. 

Já para uma borda engastada, tem-se que além do deslocamento vertical, a rotação 

também será nula: 0=w  e 0=∂∂ nw . 

E, finalmente, para uma borda livre, assume-se que ao longo dessa borda os momentos 

fletores e esforços cortantes serão conhecidos. No caso de não ter forças de superfícies 

aplicadas, seus valores são nulos, ou seja: 0=nV  e 0=nM . 

 

 

2.2   Chapas Delgadas 

 

 

O que diferencia a placa da membrana é que esta última é sujeita apenas a ações 

segundo as direções 1x  e 2x , paralelas ao seu plano. Como as ações atuantes no contorno 

devem ser uniformemente distribuídas, pode-se admitir que as tensões 33σ , 23τ  e 13τ  sejam 

pequenas quando comparadas com as demais. Isso caracteriza um estado plano de tensão na 

chapa, e além disso, pode-se admitir que as componentes 11σ , 12τ  e 22σ  sejam função apenas 

de 1x  e 2x . Logo: 

 

),( 2111 xxuu =         (2.28) 

),( 2122 xxuu =         (2.29) 

 

 

2.2.1 Tensores de Deformação e Tensão 

 

 

Os tensores de deformação e tensão apresentarão o índice D2  para indicar que são 

relativos à membrana. Considerando-se o caso de pequenas deformações e estado plano de 

tensão, eles são dados por: 
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( )ijji
D

ij uu ,,
2

12 +=ε   2,1, =ji      (2.30) 

[ ]D
kkij

D
kk

D
ij

E 22
2

2 )1(
)1(

ενδνε
ν

σ −+
−

=   ( )2,1,, =kji    (2.31) 

 

 

2.2.2 Esforços Normais 

 

 

Para se obterem os esforços normais integram-se as tensões ao longo da espessura, ou 

seja: 

 

[ ]D
kkij

D
kk

t

t

D
ijij

E
dxN 22

2

2

2

3
2 )1(

)1(
.1. ενδνε

ν
σ −+

−
== �

−

    (2.32) 

 

sendo tEE = . 

 

 

2.2.3 Forças de Superfície 

 

 

As forças de superfície nas direções 1x  e 2x  em uma determinada superfície de 

normal jn  são definidas como: 

 

jiji nNp =          (2.33) 

 

No capítulo 3 será mostrada uma formulação de placas sujeitas à flexão composta, por 

isto, é conveniente escreverem-se as variáveis nas direções normal ( n ) e tangencial ( s ) ao 

contorno. Com isso, as forças de superfície e os deslocamentos no contorno da chapa são: 

 

iin npp =          (2.34.a) 



 35 

iis spp =          (2.35.a) 

iin nuu =          (2.34.b) 

iis suu =          (2.35.b) 

 

 

2.2.4 Equação Diferencial 

 

 

Impondo as condições de equilíbrio em um elemento infinitesimal, representado pelo 

ponto p , de um sólido tridimensional elástico linear, obtém-se a seguinte equação 

diferencial: 

 

0)()(, =+ pfp iiijσ     ( )3,1, =ji    (2.36) 

onde )( pfi  é o vetor das forças volumétricas. 

 

Substituindo-se a equação (2.30) no tensor de tensões, para o caso geral, chegam-se às 

tensões expressas em função dos deslocamentos, que é dada por: 

 

[ ] ijkkijjiij u
G

uuG δ
ν
νσ ,
21

2
,,

−
++=       (2.37) 

 

Note que para estado plano de tensão deve-se substituir na equação (2.37) ν  por 

)1(' ννν += . 

Derivando-se a equação (2.37) em relação à j , e substituindo-a na equação diferencial 

(2.34), chega-se à equação diferencial do problema elástico em termos de deslocamentos: 

 

0,
21

1
, =+

−
+

G

f
uu i

ijjjji ν
       (2.38) 

 

A equação de equilíbrio do elemento infinitesimal em função dos esforços normais é 

obtida integrando-se a equação diferencial (2.36) ao longo da espessura: 
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0)()(, =+ pbpN ijij         (2.39) 

 

Para obter-se a expressão das forças normais em função dos deslocamentos, basta 

substituir o tensor de deformações na equação (2.32) dos esforços normais: 

 

[ ] ijkkijjiij u
G

uuGN δ
ν
ν

,
'21

'2
,,

−
++=       (2.40) 

 

sendo GtG = . 

 

Derivando-se a equação (2.40) em relação à j  e substituindo-a na (2.39), obtém-se a 

equação diferencial: 

 

0,
'21

1
, =+

−
+

G

b
uu i

ijjjji ν
        (2.41) 
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3. FORMULAÇÃO DO MEC PARA ANÁLISE DO PAVIMENTO DE 

EDIFÍCIO 

 

 

Com a finalidade de representar um pavimento de um edifício sujeito à flexão, 

considerando-se a presença de esforços de membrana, neste capítulo é apresentada a 

formulação linear do MEC para flexão de placas compostas de sub-regiões de diferentes 

rigidezes e definidas em diferentes planos. Para isto, fez-se, como já mencionado no capítulo 

anterior, um acoplamento das teorias de chapa e placa delgada. 

Inicialmente são mostradas as deduções das equações integrais para o problema de 

flexão simples de placas. Em seguida são mostradas as deduções das equações integrais para o 

problema de flexão composta, ou seja, considerando-se a presença de esforços de membrana. 

É apresentada também uma outra formulação para o cálculo de pavimentos sujeitos à 

flexão composta, através do Método dos Elementos de Contorno. Essa formulação é obtida a 

partir das apresentadas nos dois primeiros itens, porém ao invés de serem consideradas 

variáveis ao longo de todo o contorno das vigas, consideram-se apenas nas linhas médias das 

mesmas, reduzindo-se assim o número de graus de liberdade. 

 

 

3.1 Equações Integrais de Placas Sujeitas à Flexão Simples para 

Domínios Compostos 

 

 

Neste item são mostradas as deduções das equações integrais para o problema de 

flexão de placas. A formulação destina-se à análise linear de um pavimento sujeito à flexão 

simples. São levados em consideração pavimentos compostos por lajes e vigas de diferentes 

rigidezes e espessuras, onde cada domínio é a representação de uma viga ou laje, estas 

representadas por domínios e intituladas por sub-regiões como mostrado na figura (3.1), onde 

os domínios �1, �2 e �3 representam as lajes 1 e 2 e a viga, respectivamente. 
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aje ajeiga

Corte

h1 h2

     
Figura 3.1 – Pavimento com 2 Lajes e 1 Viga 

 

 

3.1.1 Equação Integral de Deslocamento 

          

 

Neste trabalho, assim como em Chaves (1997), Oliveira Neto (1998), Bacarji (2001), 

Fernandes (2003), dentre vários outros, a solução do problema da placa com sub-regiões é 

obtida a partir do primeiro teorema de Betti (1872). Ele relaciona dois problemas distintos que 

podem existir em um domínio �. Neste caso, relacionará dois estados distintos de tensão e 

deformação existentes num sólido de domínio finito, causados por dois carregamentos não 

simultâneos. O estado )1( de tensões aplicadas 1
ijσ  dará origem a um conjunto de deformações 

1
ijε , e o estado )2( de tensões aplicadas 2

ijσ  dará origem a um conjunto de deformações 2
ijε . 

Em uma sub-região qualquer da placa de volume V , o teorema é dado por: 

 

�� =
V

ijij

V

ijij dvdv 1221 εσεσ          (3.1) 

 

Adota-se como estado 1 aquele relacionado ao problema fundamental e como estado 

2  aquele relacionado ao problema real. Por razões de praticidade a equação (3.1) será escrita 

da seguinte forma: 

 

�� =
V

ijij

V

ijij dvdv ** εσεσ         (3.2) 
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Sendo os termos em * relativos ao problema fundamental e os outros decorrentes do 

carregamento real da placa. 

Utilizando os tensores de tensão e deformação escritos em função das curvaturas ijw, , 

dados respectivamente pelas equações (2.11) e (2.12), substituindo-os na equação (3.2) e 

integrando-se ao longo da espessura, em uma sub-região de domínio sΩ  o teorema pode ser 

escrito da seguinte forma: 

 

�� =
ss

dmwdmw ijijij
s

ij

ΩΩ

ΩΩ *)*( ,,        (3.3) 

 

Os estados de tensão e deformação relativos ao problema fundamental são provocados 

por uma carga transversal unitária *g  definida através da distribuição delta de Dirac (ver 

equações 3.4 e 3.5). Essa carga é aplicada em um ponto qualquer q , denominado ponto de 

carregamento ou ponto fonte, do domínio infinito, designado domínio fundamental. Ressalta-

se que sendo essa carga aplicada em um ponto qualquer do domínio infinito a mesma pode ser 

aplicada no domínio finito, pois este último está contido no primeiro. O ponto p  onde são 

calculados os deslocamentos e esforços provocados pelo carregamento é denominado ponto 

deslocamento ou ponto campo. 

 

A função delta de Dirac é denotada por ),( pqδ , e tem as seguintes propriedades: 

 

�
�
�

≡∞
≠

==
qppara

qppara
pqg

0
),(* δ       (3.4) 

 

)(),()( qdpqp φδφ�
∞Ω

∞ =Ω        (3.5) 

onde φ  é uma função contínua qualquer. 

Das propriedades acima conclui-se que a resultante do carregamento definido por 

),( pqδ  sobre o domínio infinito é uma força unitária aplicada em q . 

 

1),(�
∞Ω

∞ =Ωdpqδ         (3.6) 
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O problema real é aquele relativo a uma ação g  qualquer distribuída em uma área de 

domínio gΩ , contida no domínio Ω  da placa finita. 

A fim de exemplificar, seja o caso particular da placa enrijecida com duas vigas 

definida na figura (3.2), onde 1Γ , 2Γ  e 3Γ  são, respectivamente, os contornos externos das 

sub-regiões 1Ω , 2Ω  e 3Ω ; jkΓ  representa a interface entre as sub-regiões adjacentes jΩ  e 

kΩ . A espessura de uma sub-região jΩ  é dada por jt  (ver figura 3.2). Como neste item são 

deduzidas as equações integrais da placa sujeita à flexão simples, esta é representada por sua 

superfície média (ver figura 3.2b).  

A
B

Superfície Média

t3t1 t2
x1

x3

x2

 
Figura 3.2 – Placa Enrijecida com Duas Vigas 

 

           

As sub-regiões 1Ω ; 2Ω  e 3Ω  são de diferentes rigidezes, sendo assim, as expressões 

)1*(, ijw ; )2*(,ijw e )3*(,ijw  são escritas em função de 11 D  ; 21 D  e 31 D  respectivamente. Contudo, 

a expressão de *
ijm  não muda nas sub-regiões, pois essa não é função da rigidez da sub-região. 

De acordo com Fernandes (2003), é conveniente escrever a expressão de )*(, s
ijw  em 

função de uma determinada curvatura fundamental, pois isso simplifica a formulação, além de 

possibilitar a eliminação das forças de superfície ao longo das interfaces, como será visto 

adiante. Escrevendo-se )*(, s
ijw  em função da curvatura fundamental *, ijw  da sub-região onde 

está o ponto de colocação, tem-se: 

*)(* ,, ij
s

s
ij w

D

D
w =         (3.7) 

onde D  é a rigidez da placa onde se situa o ponto de colocação. 

1Ω

1Γ

12Γ

21Γ

2Ω

3Ω

2Γ

2Γ

23Γ

32Γ

3Γ
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Para se obter a equação de uma placa em sub-regiões basta somar as equações 

integrais de cada sub-região. Portanto, para a placa da figura (3.2), de domínio 

321 Ω+Ω+Ω=Ω , obtém-se a expressão: 

 

����
ΩΩΩΩ

Ω+Ω+Ω=Ω
321

*3*2*1* ,,,, dmw
D

D
dmw

D

D
dmw

D

D
dmw ijijijijijijijij   (3.8) 

 

Para o caso em que se tenham sN  sub-regiões, pode-se escrever: 

 

� ��
= ΩΩ

Ω=Ω
s

s

N

s
sijij

s
ijij dmw

D

D
dmw

1

** ,,       (3.9) 

 

A fim de simplificar a dedução da equação integral, considere o caso particular em que 

se tenham apenas duas sub-regiões. Assim, a equação (3.9) é escrita como: 

 

���
ΩΩΩ

Ω+Ω=Ω
21

2
*2

1
*1* ,,, dmw

D

D
dmw

D

D
dmw ijijijijijij     (3.10) 

 

Denominando o segundo membro da equação acima por U , tem-se: 

 

��
ΩΩ

Ω+Ω=
21

2
*2

1
*1 ,, dmw

D

D
dmw

D

D
U ijijijij      (3.11) 

 

Fazendo-se agora a integração por partes da equação (3.11) em relação à jx , onde a 

integração por partes é dada por: ���
ΩΓΩ

Ω−Γ=Ω vdudduvnudvd j , tem-se que: 

 

+Γ+Ω−Γ= �� �
Γ+ΓΓ+Γ Ω 212121 1

2
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1
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1
*1 ,,,, dmnw

D

D
dmw

D

D
dmnw

D

D
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2
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D
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jiji          (3.12) 
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Na interface que separa os dois sub-domínios, tem-se ��
ΓΓ

Γ=Γ
2112

dd , mas 

��
ΓΓ

Γ−=Γ
1221

** ,, dmnwdmnw ijjiijji , pois a direção normal 12Γ  tem sentido contrário à direção 

normal 21Γ . A integração sobre a interface é feita considerando-se o sentido do sub-domínio 

da laje. Portanto: 
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Integrando-se novamente por partes em relação à ix : 
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Admitindo-se que o ponto de colocação esteja no sub-domínio 1Ω  e considerando-se 

as equações  (2.18), (3.4) e (3.5), chega-se a: 
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  (3.15) 

 

Considerando as equações (2.17), (2.22), (2.23) e (3.15), a equação (3.14) se torna: 
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Deve-se escrever a rotação iw,  em função de suas componentes nas direções normal e 

tangencial ao contorno. Após isto, levando-se em consideração as equações (2.24), (2.25) e 

(2.26), pode-se escrever a equação (3.16) da seguinte forma: 
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       (3.17) 

sendo iD  a rigidez do sub-domínio que contém a interface iΓ  e paD  a rigidez do sub-domínio 

adjacente. O primeiro somatório que envolve as variáveis de cantos é referente aos quatros 

cantos extremos da placa e o segundo aos cantos internos formados entre duas sub-regiões. 

 

Trabalhando-se agora com o primeiro membro da equação (3.10), denotando-o por 

'U . 

 

�
Ω

Ω= dmwU ijij
*,'         (3.18) 

 

Integrando-se a equação (3.18)  por parte em relação à jx  e considerando-se a 

equação (2.23), obtém-se: 
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ΩΩΓ+ΓΓ+Γ
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21212121
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Fazendo o equilíbrio de forças de superfície nas interfaces, as integrais sobre as 

interfaces se anulam. Utilizando o procedimento similar ao que foi feito para U , chega-se à: 

 

( ) g
i

cicinn dgwwRd
n

w
MwVU

g

Ω++Γ��
�

�
��
�

�
∂

∂−= ���
Ω=Γ

*
8

1

*
*

*'    (3.20) 

 



 44 

Igualando-se as equações de U  e de 'U , e considerando-se um caso genérico em que 

se tenham sN  sub-regiões, tem-se a seguinte equação de deslocamento transversal de um 

ponto q  do domínio da placa enrijecida com vigas: 

 

��
= Γ

+Γ−=
sN

j
nnn

i dPqVPwPqMPw
D

D
qw

1

** )),()(),()(,()(  

� � �
= Γ =

+−Γ−��
�

�
��
�

� −
+

s

j

cN

j

N

i
cici

i
nnn

paj PwPqR
D

D
dPqVPwPqMPw

D

DD

1 1

***
3

)(),()),()(),()(,(  

��
=

+

=
ΩΩ ++	



�
�



�
+−

ccc

pai

N

i
cici

NN

i
cic

pa
c

j PqwPRPwPqR
D

D
PqR

D

D

1

*

1

** ),()()(),(),(
12

 

( )��
ΩΓ

Ω+Γ��
�

�
��
�

�
∂

∂−+
g

gnnn dPqwpgdPq
n

w
PMPqwPV ),()(),()(),()( *

*
*   (3.21) 

 

onde Γ  é o contorno externo da placa, gΩ  é a região em que atua a ação transversal g ; jΓ  é 

a interface pertencente ao domínio jΩ , que divide duas sub-regiões e que indica o sentido em 

que se faz a integração; jD  é a rigidez referente ao domínio jΩ ; paD  a rigidez do domínio 

adjacente à jΩ ; 1c , 2c  e 3c  são os tipos de cantos definidos na figura (3.3) e o ponto ""P  

indica um ponto "" p  posicionado sobre o contorno ou uma interface. 

 

c2c3 c3
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c2 c2 c2
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c2 c2
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c2
c1
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c1 c1 c1
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c1c1c1c1

V1

V2

 
Figura 3.3 – Tipos de Cantos na Placa com Sub-regiões 
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Na figura (3.3), o canto 3c  envolve apenas uma sub-região e é definido apenas nos 

quatro cantos extremos da placa enrijecida; o canto 2c  é definido sobre o contorno externo 

entre duas sub-regiões e o canto 1c  é definido no interior da placa, entre três sub-regiões. Para 

1c , paD  refere-se à viga que é interrompida. Portanto, no encontro das vigas 1V  com 2V , 

1vpa DD = . 

 

 

3.1.2 Solução Fundamental de Placas 

 

 

Para a obtenção da solução fundamental da placa é utilizada uma placa circular de raio 

infinito e cujo centro é o ponto q  no qual tem-se uma força unitária aplicada. De acordo com 

Carmo (2001), essa é a maneira clássica de se obter a solução fundamental de placas. Para o 

caso de representar respostas devido a forças pontuais o sistema de coordenadas cilíndricas é 

o mais conveniente. Assim, um ponto campo p  de coordenadas ),( 21 xx  pode ser definido em 

função de r  e θ , que são a distância do ponto q  ao p  e o ângulo entre o segmento qp  e o 

eixo 1x  como mostra a figura (3.4). 
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x2

 
Figura 3.4 – Sistema de Coordenadas Cilíndricas 
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A equação diferencial de placas em coordenadas cilíndricas é dada por: 
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Como mencionado no capítulo 2, em problemas de placas é usual escrever os 

momentos segundo as direções n  e s , sendo n  a direção normal ao contorno e s  a direção 

tangencial ao contorno (ver equações 2.24, 2,25 e 2.26). Essas ações nM , nsM  e nV  em 

função de w  expresso em coordenas cilíndricas são dadas por: 
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Como referido anteriormente, a solução fundamental é obtida a partir da solução de 

uma placa circular de raio infinito. O deslocamento *w  de um ponto p  na vizinhança de q  é 

obtido substituindo-se na equação diferencial de placas em coordenadas cilíndricas a ação g  

pela função delta de Dirac. Assim a equação diferencial é nula para todos os pontos do 

domínio fundamental, com exceção do ponto q . A expressão de *w  deve satisfazer a seguinte 

relação de equilíbrio: 
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112 *
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Fazendo as integrações, impondo as condições de simetria e adotando sugestões feitas 

por Danson (1979) e adotadas por Fernandes (2003), chega-se à: 
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Para obter a solução da equação (3.21), relativa ao deslocamento transversal do ponto 

q , deve-se ainda conhecer as expressões das ações fundamentais *
nM , *

nsM  e *
nV , e da 

derivada direcional do deslocamento transversal fundamental *,nw  para o ponto p . 

Derivando-se a equação (3.28) e substituindo as derivadas necessárias nas equações (3.24) à 

(3.26) chega-se à: 
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3.1.3 Equação Integral do Deslocamento para um Ponto do Contorno 

Externo ou Coincidente com um Canto 

 

 

Se o ponto de colocação pertence ao contorno externo ou coincide com um canto da 

placa, fica impossível a aplicação da equação (3.21) devido o surgimento de singularidades. 

Nesse trabalho não é mostrada a dedução da equação integral para pontos sobre a interface 

porque na montagem do sistema de equações não são considerados pontos de colocação sobre 

a interface. Contudo, em Fernandes (2003) tem-se a dedução do termo livre para esses pontos. 

Para eliminar a singularidade da equação integral, deve-se então acrescentar um contorno 

circular ξΓ  de raio infinitesimal e centro em Q , que é a designação do ponto q  no contorno 

externo, a fim de torná-lo um ponto de domínio. Após acrescentar o contorno circular deve-se 

ainda retirar o contorno Γ , que contém a singularidade, resultando em um novo contorno: 

ξΓ+Γ−Γ , como representado na figura (3.5). 

 

x1

x2

 
Figura 3.5 – Contorno Circular Acrescido a um ponto S de um Canto da Placa 

 

Da figura (3.5), pode-se definir as seguintes relações: 
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1, =ii nr          (3.33) 
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Fazendo-se os limites do raio ξ  e do contorno Γ  tenderem a zero, a equação integral 

relativa a um ponto Q  situado sobre o contorno é dada por: 
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onde a constante )(QK  é função da posição do ponto de colocação Q  e será determinada nos 

itens a seguir. 

Inicialmente, é feita a eliminação da singularidade para um ponto do contorno externo 

coincidente com um canto do tipo 3c  (ver figura 3.5). Sua equação integral é dada por: 

 

+Γ�
�
�

�
�
�

∂
∂−+ �

Γ−Γ
→Γ

)()(),()(),(lim)( **

0
PdP

n

w
PQMPwPQVQw nnn  

[ ]++Γ�
�
�

�
�
�

∂
∂−+ −−

→
Γ

→ � )(),(lim)()(),()(),(lim *

0

**

0
PwPQRPdP

n

w
PQMPwPQV

ccnnn λλξξξ
ξ

 

[ ] ��
−

= Γ
→

+Γ−++ ++

1

1

***

0
)),()(,),()(()(),(lim

sN

j
nnn

i

cc
dPQMPwPQVPw

D

D
PwPQR λλξ

 

� � �
= Γ

−

=

++Γ−��
�

�
��
�

� −
+

int 3

1

1

1

*** )(),()),()(,),()((
N

j

N

i
cici

i
nnn

paj

j

c

PwPQR
D

D
dPQMPwPQVPw

D

DD
 

( )
�

+

=
Ω =

−
+

12

1

* )(),(
cs

i

NN

i
cic

paj PwPQR
D

DD
 

[ ]++Γ��
�

�
��
�

�
∂

∂−= ++
→

Γ−Γ
→Γ � ),()(lim)(),()(),()(lim *

0

*
*

0
PQwPRPdPQ

n

w
PMPQwPV

ccnnn λλξ
 

[ ]+++ −−
→

−

=
� )(),(lim),()( *

0

1

1

* PwPQRPQwPR
cc

N

i
cici

c

λλξ
 



 50 

( )��
ΩΓ

→
Ω+Γ��

�

�
��
�

�
∂

∂−+
g

gnnn dpQwpgPdPQ
n

w
PMPQwPV ),()()(),()(),()(lim *

*
*

0
ξ

ξξ
 (3.37) 

 

Na equação (3.37), para os limites onde 0→Γ , obtém-se valores finitos 

analiticamente: 
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Para os limites 0→ξ , a integral sobre o trecho singular ξΓ  apresenta singularidade 

do tipo r1  para *
nV  e do tipo rln , relativa à expressão *

nM . A singularidade relativa ao 

esforço fundamental *
nM  se anula quando se faz o limite 0→ξ . Para eliminar a 

singularidade do esforço fundamental *
nV , soma-se e subtrai-se o deslocamento )(Qw , ou 

seja, ( ))()()( QwQwPw −+ . Após isto, assim como em Fernandes (2003), utiliza-se a 

condição de Hölder (JASWON, MAITI & SYMM, 1967), dada por: 
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sendo 1C  uma constante e 10 ≤< iα , com 2,1=i , a parcela ( ))()( QwPw −  se anula. Além 

disso, o valor de )(Qw  é um valor do domínio e não varia ao longo do contorno ξΓ . Assim, 

tem-se: 
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Considerando as equações de (3.31) à (3.35), obtém-se, através da equação (3.41), o 

termo livre: 
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De maneira análoga, conclui-se que a integral da equação (3.37) sobre o contorno ξΓ  

é nula. Considerando a equação (3.28) e (3.32), quando 0→ξ  a expressão *w  se anula. 

Assim, a equação (3.37), para um canto do tipo 3c , tem a constante )(QK  dada por: 
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No caso de Q  não coincidir com um canto, πβ = , portanto tem-se que: 
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Para um canto do tipo 2c , considera-se que 1DD = . Resolvem-se as integrais sobre os 

contornos circulares (ver figura 3.6). 
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onde 2β  é o ângulo formado no subdomínio 1Ω  e γ  o ângulo formado no subdomínio 2Ω . 
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    Figura 3.6 – Q  Coincidente com um Canto do tipo 2c  

 

Considerando-se as equações (3.45) e (3.46), a constante )(QK  resulta em: 
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Admitindo-se que 2DD = , de maneira análoga chega-se em: 
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A partir das equações (3.47) e (3.48) chega-se em: 
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sendo β  o ângulo formado no subdomínio de rigidez D  e γ  no subdomínio adjacente. 

 

Para um canto do tipo 1c , admitindo-se 1DD = , encontra-se a constante )(QK  

fazendo-se as integrais sobre os contornos circulares indicados na figura (3.7). 
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Figura 3.7 – O Ponto Q  Coincide com um Canto do tipo 1c   

 

Considerando-se as equações (3.50), (3.51) e (3.52), a constante )(QK  resulta em: 
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  Na tabela abaixo encontram-se os valores de )(QK  para os diferentes casos. 
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Tabela 3.1 – Valores de )(QK  

VALOR DE )(QK  POSIÇÃO DE Q  

5,0)( =QK  Q  no contorno externo 
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�++�

�
�
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�=

π
γ

π
β

2
5,0

2
)( 32

D

D

D

D
QK  

Q  do tipo 1c  (fig. 3.3), para lajeDDQD ==)( , β  é 

definido na laje e γ  na viga (interrompida) de rigidez 

3D . 
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�+=

π
γ

π
β

22
)(

j

pa

D

D
QK  

Q  do tipo 2c  (fig. 3.3), para jDQD =)(  ( jD  e paD  são 

respectivamente, as rigidezes da placa onde se definem 

β  e γ ) 

πβ 2)( =QK  Q  do tipo 1c  (fig. 3.3) 

 

 

 

3.1.4 Equação Integral da Rotação para um Ponto do Domínio 

 

 

No modelo apresentado neste item, para cada ponto sobre o contorno externo ou sobre 

a interface têm-se duas incógnitas, sendo assim, são necessárias duas equações nesses pontos 

para a resolução do sistema. No trabalho de Fernandes (2003) são apresentados exemplos 

numéricos desse modelo, onde para cada ponto de colocação Q  situado sobre a interface 

escreve-se uma equação de )(Qw  e uma da rotação )(, Qw n . Portanto, nesse caso deve-se 

fazer o estudo para eliminar as singularidades que surgem nas equações de )(Qw  e de 

)(, Qw n  quando o ponto Q  pertence ao elemento que está sendo integrado. 

Neste trabalho não é considerado o modelo desenvolvido onde as variáveis são 

definidas nas interfaces. A implementação dos pilares é feita apenas no segundo modelo 

desenvolvido em Fernandes (2003), onde as variáveis são definidas nos eixos das vigas. Neste 

caso, os pontos de colocação se situam nos eixos e não mais sobre as interfaces, não tendo, 

portanto, nenhum problema de singularidade, já que a integração numérica é feita sobre as 

interfaces. Assim, é apresentada a seguir apenas a equação de )(, qw m , sendo m  uma direção 

qualquer definida no ponto q  do domínio da placa. A equação de )(, Qw m  de um ponto sobre 

uma interface pode ser verificada no trabalho de Fernandes (2003). 
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Segundo Paiva (1987), a equação integral da derivada do deslocamento para pontos do 

domínio pode ser obtida derivando-se a equação (3.21) do deslocamento w  em relação a m , 

ou seja: 
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Onde as expressões fundamentais são dadas por: 
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3.1.5 Equação Integral do Deslocamento para um Ponto Externo 

 

 

Como será visto adiante para completar o número de equações necessárias à solução 

do problema, são escritas equações de w  em pontos de colocação externos, denotados por A . 

Ao escrever a equação do deslocamento transversal para um ponto externo o seu primeiro 

termo será nulo, devido as propriedades da função delta de Dirac que foram descritas no item 

3.1.1. Assim, a equação integral do deslocamento para um ponto externo é dada por: 
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3.2  Equações Integrais de Placas Sujeitas à Flexão Composta para 

Domínios Compostos 

 

 

3.2.1 Relações Básicas 

 

 

Na flexão simples, cada sub-região é representada pela superfície média, já no caso da 

flexão composta, ou seja, considerando também o efeito de membrana, cada sub-região é 

representada pela superfície de referência do pavimento, como mostra a figura (3.8). 

 



 57 

x1

x3

x2

Superfície de Referência
t1/2
t1/2

t3/2

c3
c2

t2/2

x²3x³3

 
Figura 3.8 – Placa Subdividida em Sub-regiões 

 

onde 1t , 2t  e 3t  são, respectivamente, as espessuras das sub-regiões 1Ω , 2Ω  e 3Ω ;  2c  e 3c  

representam a excentricidade da superfície média em questão em relação à superfície de 

referência, ou seja, nesse caso: 22 122 ttc −=  e 22 133 ttc −= ; 2
3x  e 3

3x  são os eixos na 

direção 3x  tendo como referência as superfícies médias das sub-regiões 2Ω  e 3Ω  e são dados 

por: 23
2
3 cxx −=  e 33

3
3 cxx −= . 

De acordo com Fernandes (2003), para se obterem os tensores de deformação e de 

tensão na placa, sujeita à flexão composta, somam-se os problemas de placa e chapa. Desse 

modo, o tensor de deformações é dado pela expressão: 

 

F
ij

D
ijij εεε += 2         (3.61) 

onde as parcelas do problema de chapa é representado pelo índice D2  e o problema de flexão 

simples F . 

 

Da mesma forma o tensor de tensão é dado por: 

 

F
ij

D
ijij σσσ += 2         (3.62) 
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3.2.2 Equações Integrais de Deslocamento no Domínio 

 

 

Assim como descrito no item (3.1), as equações integrais podem ser obtidas a partir do 

primeiro teorema de Betti (1872). Para uma sub-região s  qualquer tem-se: 

 

�� =
ss V

s
)s*(

ijij

V

sij
)s*(

ij dVdV εσεσ   3,2,1, =ji     (3.63) 

 

O problema fundamental também pode ser dividido em duas parcelas: de flexão 

simples e de membrana, como foi feito com o problema real (ver equações 3.61 e 3.62). 

Assim, acoplando as teorias de chapa e placa delgada, integrando-se a equação (3.63) ao 

longo da espessura e tratando os problemas de flexão simples e membrana separadamente, 

chega-se às seguintes equações relativas aos problemas de membrana e flexão simples, 

respectivamente: 

 

 

�� =
ss

s
)s*(

kij
D2

ijsij
)s(D2*

kij dNdN
ΩΩ

ΩεΩε       (3.64) 

 

�� =
ss

s
)s*(

ijijsij
)s*(

ij dm,wdm,w
ΩΩ

ΩΩ       (3.65) 

onde k  é a direção da força fundamental relativa à chapa e )s(D2*
kijε  é função de sE . 

 

As expressões (3.64) e (3.65) se referem aos problemas de chapa e de flexão simples 

no caso em que os deslocamentos e forças de membrana são calculados na superfície média 

de SΩ . Porém, tais deslocamentos e forças devem ser relativos à superfície de referência, pois 

é onde se faz a compatibilização de deslocamentos e equilíbrio de forças. Com isto, a 

transferência do ponto de aplicação da carga ijN  traz como conseqüência um acréscimo de 

deformações ao problema bidimensional e um acréscimo de momentos ao problema de flexão 

simples. Dados por: 

 

ijs
D

ij
D
sij wc ,22
)( −= εε         (3.66) 
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ijsijsij Ncmm −=)(         (3.67) 

 

Substituindo-se as equações (3.66) e (3.67) em (3.64) e (3.65), respectivamente. tem-

se: 

 

��� −=
SSS

dNwcdNdN kijijSkij
D2

ijij
D2S

kij

ΩΩΩ

ΩΩεΩε **)*( ,     (3.68) 

 

��� =−
SSS

dmwdNwcdmw ijijij
S

ijSij
S

ij

ΩΩΩ

ΩΩΩ *)*()*( ,,,     (3.69) 

 

Para que se possa fazer o equilíbrio dos esforços e deslocamentos nas interfaces, após 

a integração por partes, é conveniente escrever as equações (3.68) e (3.69) em função das 

curvaturas ( )*, ijw  e deformações ( )D
kij

2*ε  fundamentais do sub-domínio onde está o ponto de 

colocação. Para isto, deve-se considerar a equação (3.7) e a seguinte relação: 

 

D
kij

s

DS
kij

E

E 2*2)*( εε =         (3.70) 

 

Para se obter a equação integral da placa em sub-regiões para os problemas de flexão 

simples e membrana, basta somar as expressões de cada sub-região. Considerando-se um caso 

genérico de uma placa composta de sN  sub-regiões, tem-se: 

 

� ���
= ΩΩΩ 	

	



�

�
�



�
Ω−Ω=Ω

s

ss

N

s
kijijskij

D
ij

s

ij
D

kij dNwcdN
E

E
dN

1

**22* ,εε    (3.71a) 

 

� �� ��
==

=−
s

S

s

S

N

1s
ijij

s
N

1s
ijijsijij dmw

D

D
dNwcdmw

ΩΩΩ

ΩΩΩ *** ,,,    (3.71b) 

sendo sc  calculado em relação à sub-região de referência e D  e E  referentes à sub-região 

onde está o ponto de colocação. 

Para a aplicação de Método dos Elementos de Contorno, deve-se fazer a integração 

por partes das equações (3.71), a fim de escrevê-las em função de integrais ao longo do 
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contorno externo. Para isto, considera-se inicialmente que a equação (3.71a) seja aplicada à 

figura (3.8). O primeiro membro da equação é dado por: 

 

����
ΩΩΩΩ

Ω+Ω+Ω=Ω
321

**** dNdNdNdN ijkijijkijijkijijkij εεεε    (3.72) 

 

Fazendo-se agora a integração por partes da equação (3.72), obtém-se: 

 

+Ω−Γ+Γ+Γ=Ω �����
ΩΓ+ΓΓ+Γ+ΓΓ+ΓΩ 123232313131

,***** dNudpudpudpudN jijkiikiikiikiijkijε  

��
ΩΩ

Ω−Ω−
32

,, ** dNudNu jijkijijki   lmkji ,,, =     (3.73) 

 

Considerando-se a definição de força de superfície ip , dada em (2.33) tem-se que 

)()( 3113 ΓΓ −= ii pp  e )()( 3223 ΓΓ −= ii pp , pois o valor do co-seno diretor jn  muda de sinal. Tem-se 

ainda que ��
ΓΓ

Γ=Γ
3113

** dudu kiki , ��
ΓΓ

Γ=Γ
3223

** dudu kiki . Sendo assim, ao fazer o equilíbrio das forças 

de superfície as integrais sobre as interfaces se anulam. Considerando-se agora a equação 

(2.39) e que as incógnitas são calculadas segundo as direções n  e s , ou seja, isini sunuu +=  

a equação (3.73) resulta em: 

 

( ) +Γ+=Ω−Γ=Ω ����
ΓΩΓΩ

dspunpudNudpudN iiksiiknjijkiikiijkij
***** ,ε  

( )�
Ω

Ω++ dbsunu iiksikn
**         (3.74) 

 

Substituindo-se ainda as equações (2.34a) e (2.35a) em (3.74) tem-se: 

 

( ) ( )���
ΩΓΩ

Ω++Γ+=Ω
b

bsksnknsksnknijkij dbubudpupudN *****ε    (3.75) 

 

Seja agora o primeiro termo do segundo membro da equação (3.71a) aplicado à figura 

(3.8) e designado por 1U : 
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���
ΩΩΩ

Ω+Ω+Ω=
321

*23*22*21

1 dN
E

E
dN

E

E
dN

E

E
U kij

D
ijkij

D
ijkij

D
ij εεε   (3.76) 

 

Fazendo a integração por partes da equação (3.76) em relação à jx , obtém-se:  

 

� ��
Γ+Γ Γ+Γ+ΓΓ+Γ

+Γ+Γ+Γ=
131 32313232
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1 dnNu
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E
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dNu
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E
dNu

E

E
jkijijkijijkiji     (3.77) 

 

Considerando-se a definição de força, assim como foi feito no primeiro membro e 

também que: )()( 3113 ΓΓ = ii uu  e )()( 3223 ΓΓ = ii uu , pode-se escrever a equação (3.77) no sistema 

),( sn  da seguinte maneira: 

 

��
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+Γ++Γ+=
232131
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E
dsNunNu

E

E
ijkijsijkijnijkijsijkijn  (3.78) 

 

A solução fundamental do problema de chapa é obtida a partir da equação de 

equilíbrio (2.39). Substituindo-se )( pbi  pela função Delta de Dirac, tem-se: 

 

0),(,* =+ kijkij pqN δδ       (3.79) 

 

Substituindo-se a equação (3.79) em (3.78) e considerando também as equações das 

forças np  e sp , dadas por (2.32a) e (2.33a), obtém-se: 

 

��
Γ+ΓΓ+Γ

+Γ++Γ+=
232131

)()( **2**1

1 dspunpu
E

E
dspunpu

E

E
U ikisikinikisikin  
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+Ω++Γ+− ��
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Entretanto, como a função delta de Dirac tem a seguinte propriedade: 

 

�
�
�

≡
≠

=Ω�
∞Ω

∞ qp

qp

se

se

q
dpqp

k
kii )(

0
),()(

φ
δδφ     (3.81) 

 

Pode-se escrever a equação (3.80) da seguinte maneira: 

 

+Γ++= � �
= Γ

3

1
1 )()(

i
ssknn

i

k dpupu
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E
quU  

��
ΓΓ
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E, de uma forma geral: 
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= Γ= Γ
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j
ssknn

paj
N

i
ssknn
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EE
dpupu
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quU   (3.83) 

 

sendo sN  o número de sub-regiões; intN  o número de interfaces; jE  o E  da sub-região jΩ  

que contem a interface jΓ  no sentido da qual se faz a integração; paE  o E  da sub-região 

adjacente à jΩ  e Γ  o contorno externo da placa. 

 

Seja agora o segundo termo do segundo membro da equação (3.71a) aplicado à figura 

(3.8) e designado por 2U : 
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2 ,,, dNw
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dNw
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Fazendo a integração por partes em relação à jx  e considerando-se a equação (2.33):  
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Substituindo-se a equação (3.79) em (3.85), levando-se em consideração a equação 

(3.81), além das relações entre os esforços fundamentais e deslocamentos reais, pode-se 

escrever a equação (3.85), de uma forma geral, no sistema ),( sn  da seguinte maneira:  
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Agora, substituindo-se as equações (3.86), (3.83) e (3.75) em (3.71a), chega-se à 

expressão para o problema bidimensional de uma placa sujeita à flexão composta: 
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Desenvolvendo agora a equação relativa ao problema de flexão simples, equação 

(3.71b). As parcelas que envolvem os momentos real e fundamental já foram desenvolvidas 
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para o caso de flexão simples (ver equações 3.17 e 3.20). Deve-se integrar por partes duas 

vezes: 
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Lembrando-se que os tipos de cantos estão definidos na figura (3.3). 

Seja agora o primeiro termo do primeiro membro da equação (3.71b), designado por 

U , aplicado à figura (3.8) e integrado por partes em relação à jx : 
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Considerando-se que na interface tem-se *
)(

*
)( 3113

,, ΓΓ = ii ww , *
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*
)( 3223

,, ΓΓ = ii ww , 

)()( 3113 ΓΓ −= ii pp  e )()( 3223 ΓΓ −= ii pp , considerando-se também a equação (2.39) e que as 

incógnitas são calculadas segundo as direções n  e s  tem-se: 
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Somando-se os termos (3.91), (3.88) e (3.89), a equação de flexão simples é dada por: 
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3.2.3 Solução Fundamental de Membrana 

 

 

Assim como para o problema referente às placas, para o problema de chapas é 

necessário conhecer as expressões fundamentais para a obtenção das equações integrais. A 

solução fundamental adotada nesse trabalho, desenvolvida por Lord Kelvin, representa o 

efeito de uma força concentrada unitária aplicada na direção k  em um ponto q  de um 

domínio infinito. 
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    (3.93) 
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Para o estado plano de tensão deve-se substituir nessas expressões ν  por 

)1(' ννν += . 

 

Derivando-se a expressão (3.93), considerando-se a equação (2.40) e ainda que a força 

de superfície fundamental é dada por jkijki nNp ** = , obtém-se: 
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Considerando-se a equação (2.28), a deformação fundamental é dada por: 
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3.2.4 Equação Integral do Deslocamento w  para um Ponto sobre o 

Contorno Externo da Placa 

 

 

De maneira similar ao explicado no item (3.1.3), surgirão singularidades para a 

equação (3.87), quando esta for aplicada em um ponto do contorno externo. Para a eliminação 

desta, procede-se da mesma maneira descrita no item (3.1.3). A equação (3.87), para este 

caso, é dada por: 
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Serão determinadas as constantes )(QK k  e )(QK wk  para o caso com aplicação no 

ponto do contorno externo não coincidente com um canto. 

Considerando-se a figura (3.8) e admitindo que 1nm
�� =  e 1sl

��
= . 

 

Figura 3.9 – Ponto Q  sobre um contorno externo 

        

No contorno circular do subdomínio 1Ω  da figura (3.9) tem-se que nr
�� = , logo 

1=∂∂ nr  e as direções dos vetores n  e s  em relação ao sistema ( 11, sn ), são dadas por: 
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knp , será dada 

pelas equações: 
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Considerando-se que a direção da carga fundamental k  seja igual a m , as expressões 

dos esforços *
ksp  e *

knp  resultam em: 
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Com isso, a integral do contorno circular do subdomínio 1Ω , denotada por A , é dada 

por: 
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Substituindo-se na equação (3.101) )(, Pw n  por ( ))(,)(,)(, QwQwPw nnn −+ , )(, Pw s  

por ( ))(,)(,)(, QwQwPw sss −+ , )(Pun  por ( ))()()( QuQuPu nnn −+  e )(Pus  por 

( ))()()( QuQuPu sss −+ , a expressão A  pode ser escrita: 
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       (3.102) 

Escrevendo-se agora as variáveis nw, , sw, , nu  e su  em função de suas componentes 

no sistema ( )lm,  e do ângulo φ , as seguintes relações são obtidas: 

 

lmllmmn wwsenwnwnw ,)cos(,)(,,, φφ −=+=      (3.103.a) 

lmllmms wsenwwswsw ,)(,)cos(,,, φφ +=+=      (3.103.b) 

lmllmmn uusenununu )cos()( φφ −=+=      (3.103.c) 

lmllmms usenuususu )()cos( φφ +=+=      (3.103.d) 

 

Substituindo-se as equações (3.103) em (3.102) e considerando-se a equação (3.35), 

chega-se à: 
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Integrando-se a equação (3.104) em φ , chega-se em: 
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Chegando-se ainda em: 
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Considerando-se que 1EE = , as constantes )(QK m  e )(QK wm  são dadas por: 
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3.2.5 Equação Integral da Rotação kiu ,  para um Ponto Interno 

 

 

A equação integral da rotação para um ponto interno é obtida através da derivação da 

equação (3.124). Derivou-se a equação em relação a uma coordenada genérica m . 
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As expressões fundamentais da equação (3.109) são obtidas derivando-se as 

expressões (3.93) e (3.94) em relação à m , quando no sistema ( )sn, . 
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3.3 Modelos Alternativos: Variáveis Definidas nos Eixos das Vigas 

 

 

Os Modelos desenvolvidos neste item e que foram propostos em Fernandes (2003), 

são aqueles utilizados neste trabalho para a análise numérica de pavimentos de edifícios. 

Inicialmente é deduzido o modelo para análise de flexão simples, que é obtido a partir daquele 

desenvolvido no item (3.1). Então é mostrado o modelo para análise de flexão composta, que 

é obtido a partir daquele desenvolvido no item (3.2). Nestes modelos as variáveis são 

definidas ao longo dos eixos das vigas.  

 

 

3.3.1 Modelo para Análise de Flexão Simples 

 

Seja o pavimento definido na figura (3.9) enrijecido por duas vigas. 

 

avi avi ave avex1

x2

 
Figura 3.10 – Modelo de Pavimento com Representação da Viga pelo seu Eixo Médio 

 
 

onde as larguras das vigas interna e externa são definidas na direção da normal da viga. 
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Nas linhas tracejadas (linhas médias) das vigas, os vetores vin  e ven  representam, 

respectivamente, os sentidos da normal das vigas internas e externas e os vetores vis  e ves  os 

sentidos de declaração dos elementos de contorno. Nas linhas contínuas estão indicados os 

sentidos de integração dos contornos das vigas, que acompanham a orientação do contorno da 

laje. 

Utilizando o pavimento representado pela figura (3.10) os deslocamentos ao longo das 

interfaces são escritos em função dos seus valores no eixo da seguinte forma: 
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Como se pode observar, a rotação nw,  foi considerada constante ao longo da largura 

da viga e o deslocamento transversal w  foi adotado com aproximação linear. Considerando-

se as aproximações definidas em (3.114) e (3.115), a equação (3.21) do deslocamento w  para 

pontos sobre o contorno externo ou eixos de vigas é dada por: 
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onde todos os deslocamentos são relativos aos eixos das vigas; )( −− Ω= DD  e )( ++ Ω= DD , 

são, respectivamente, a rigidez à esquerda e à direita da viga; para os pontos sobre o contorno 

externo sem viga ou nos cantos da placa, a constante )(QK  assume os valores indicados na 

tabela (3.1) e para os pontos dos eixos das vigas tem-se 1)( =QK , pois se trata de pontos 

internos e para um ponto externo A , 0)( =AK . 

 

Deve-se observar que na equação (3.116) a integração dos esforços e deslocamentos 

fundamentais é feita ao longo das interfaces e do contorno externo da placa, porém o ponto de 

colocação e os valores nodais estão definidos nos eixos das vigas e no contorno externo sem 

vigas.  

Para obter-se a equação da derivada do deslocamento transversal w , basta derivar a 

equação (3.116) em relação à direção m . Esta é escrita para os pontos dos eixos das vigas, 

portanto em pontos de colocação internos, ou seja, o termo livre tem valor unitário nesse caso 

1)( =QK  e não há problemas de singularidades.  

Os esforços nos pontos internos ou sobre eixos de vigas são calculados a partir das 

curvaturas, cuja equação é obtida derivando-se duas vezes a equação do deslocamento 

transversal (3.116), primeiro em relação à ix  e depois em relação à jx , como se pode ver 

abaixo: 
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Sendo as expressões fundamentais da equação (3.117) dadas por: 
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3.3.2 Modelo para Análise de Flexão Composta 

 

 

Na análise de flexão composta, além das aproximações definidas no item anterior para 

os deslocamentos de flexão, são adotadas as seguintes aproximações para os deslocamentos 

de membrana: 

 

( ) veeixonieixoii auuu
vee )()()( ,+=Γ   sni ,=    (3.122.a) 

( ) veeixonieixoii auuu
veve )()()( ,−=−Γ   sni ,=    (3.122.b) 

( )[ ]vieixonieixoii auuu
vivi )()()( ,+−=+Γ   sni ,=    (3.122.c) 

( ) vieixonieixoii auuu
vivi )()()( ,−=−Γ   sni ,=    (3.122.d) 

( ) ( ) ( ) −+ ΓΓ ==
vivi kikiviki uuu ,,,    sni ,=    (3.123.a) 

( ) ( ) ( ) −ΓΓ ==
vee kikiveki uuu ,,,    sni ,=    (3.123.b) 

 

Nesse caso as rotações kiu ,  (com snki ,, = ) também são adotadas constantes ao longo 

da largura da viga, enquanto que os deslocamentos iu  são admitidos com aproximação linear. 

Substituindo-se as equações (3.122), na equação (3.87) e generalizando para o caso em 

que se tenha veN  vigas externas e viN  vigas internas, a equação do problema de membrana 

resulta em: 
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onde ( )−−
Ω= EE  e ( )++

Ω= EE  são, respectivamente, o valor de E  à esquerda e à direita da 

viga; )()( , jnjnu ; )()( , jnjsu ; )( jnu ; )( jsu  e )( jnw  são deslocamentos referentes ao eixo da viga j , 

ao longo de um contorno ou interface genéricos iΓ . As constantes )(QK k  e )(QK wk  são 

dadas na tabela (3.3) e o contorno vigass /Γ  se refere ao contorno externo da placa sem vigas. 

 

Tabela 3.2 – Valores de )(QK k  para a Equação de deslocamento de chapa 

1)( =QK k , )()( qcQK wk −=  
Para ponto interno ou sobre um eixo de viga mk =(  ou 

)lk =  

5,0)( =QKk , )(.5,0)( qcQK wk −=  Se Q  está sobre o contorno externo da placa 
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Para obter-se a equação da derivada do deslocamento iu , para o problema de 

membrana, basta derivar a equação (3.124) em relação à direção m , como mostrado no item 

(3.2.5), contudo, para as vigas externas, fazendo a integração dos deslocamentos 

fundamentais sobre o eixo das mesmas, surgirão singularidades do tipo r/1 . Deve-se então 

fazer a determinação do termo livre (ver item 4.5). Porém, calculando-se esses termos para 

um ponto antes do eixo e outro após, observa-se uma discrepância no valor do deslocamento, 

mas, devido às aproximações feitas nas vigas, considerou-se esse deslocamento sendo 

constante, fazendo-se com que a carga aplicada seja dividida em cada contorno da viga, 

eliminando-se assim, a singularidade causada pela carga aplicada sobre o eixo da viga 

externa. 

Para se obter a equação do problema de flexão com o efeito de membrana (equações 

de w  e mw, ) onde todas as variáveis ficam definidas nos eixos das vigas, além das 

aproximações adotadas anteriormente para os deslocamentos w , mw, , iu , e kiu ,  ao longo da 

largura da viga, deve-se também adotar aproximações para as forças de superfície np  e sp , já 

que essas também são definidas ao longo das interfaces. Considerando-se o sistema global 

),( 21 xx , como vê-se na figura (3.11), as forças 1p  e 2p  das interfaces e que atuam na viga 

são decompostas em duas parcela, uma constante )( ipΔ  e outra linear )( ip , que dá resultante 

no eixo. 

 

iiei ppp Δ−=Γ
2

1
)(         (3.125) 

iidi ppp Δ+=Γ
2

1
)(         (3.126) 
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x1

x2

 
Figura 3.11 – Decomposição de Forças nas Faces de uma Viga 

 

Observe-se que na equação do deslocamento transversal as integrais, envolvendo as 

forças de superfície em uma viga, serão dadas por: 
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Deve-se escrever a equação (3.127) utilizando-se o sistema local ),( sn  das interfaces. 

Contudo, os sistemas locais para vigas externas e internas são diferentes devendo-se assim 

obter a equação (3.127) para vigas externas e internas. Nas interfaces entre viga e laje a 

integral é calculada segundo o sistema local da laje. No caso da viga externa, como se pode 

observar na figura (3.9), os sistemas locais no eixo e faces das vigas são idênticos, o mesmo 

não ocorre com as vigas internas onde os sistemas locais no eixo e na interface −Γvi  são 

idênticos, porém diferente da interface +Γvi . 

Além disso, as forças psΔ  e pnΔ  são substituídas pela Lei de Hooke utilizando-se as 

equações (2.30), (2.32) e (2.33). 
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Obtém-se assim, a equação de w  para a flexão composta escrita em função das 

variáveis dos eixos das vigas. E para se obter a equação integral da derivada do deslocamento 

w , basta derivá-la em relação à m . 

A equação de w  para a flexão composta é escrita em função das variáveis dos eixos 

das vigas da seguinte forma: 
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Os deslocamentos siu ,  da interface são escritos em função dos deslocamentos iu , 

utilizando-se diferenças finitas. 
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onde as funções 
ξ

φ
∂

∂ )(3 Q
 poderão ser melhor entendidas no próximo capítulo. 

Os valores da constante )(QK  são dados na tabela (3.1), enquanto que para um ponto 

externo A , tem-se 0)( =QK , para um ponto interno ou sobre o eixo de uma viga 1)( =QK . 

Para obter-se a equação da derivada do deslocamento transversal w , basta derivar a 

equação (3.130) em relação à direção m . No caso dessa equação, como ela é escrita apenas 

para ponto sobre eixos de vigas ou pontos internos, 1)( =QK w .  
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4. MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

 

 

Soluções exatas de problemas em engenharia, obtidas através de solução analíticas, 

estão restritas a poucos casos. Assim, soluções aproximadas são obtidas através de 

procedimentos numéricos. Os métodos numéricos abundantemente utilizados são os Métodos 

dos Elementos Finitos e das Diferenças Finitas. Recentemente vem sendo utilizado também o 

Método Elementos de Contorno trazendo como vantagem a necessidade, para análise linear, 

de discretização apenas do contorno da estrutura analisada simplificando eventuais 

modificações na malha além de diminuir o tempo de processamento dos cálculos. Neste 

capítulo é mostrada a aplicação do MEC às equações integrais deduzidas no capítulo anterior. 

 

 

4.1 Discretização do Contorno e Interfaces 

 

 

Como escrito anteriormente, as integrais sobre o contorno externo e interfaces são 

calculadas de forma aproximada. Para isto, deve-se discretizar o contorno e interfaces em 

elementos, que podem ter sua geometria aproximada por uma função qualquer, sendo que o 

número e a forma dos elementos devem ser escolhidos de maneira a representem 

adequadamente o contorno real. Neste trabalho, optou-se por uma função linear, ou seja, os 

elementos serão retos. Para isto são necessários apenas dois pontos nodais como representado 

na figura 4.1. 

 

x1

x2

 
Figura 4.1 – Discretização de um Contorno Qualquer 

Ω
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1−ΓNe

NeΓ

n

Γ

jΓ
1Γ
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Além da aproximação geométrica, tem-se também a aproximação das variávies do 

problema, e neste trabalho adotou-se uma aproximação quadrática, o que requer elementos 

com três nós. 

Considere o elemento reto da figura 4.2, onde se definem três nós. 

 

x1

x2

1

2

3

 
 Figura 4.2 – Geometria do Elemento 

  

   onde ξ  é a coordenada local adimensional; 1 é o nó inicial; 2  o nó do meio; 3  o nó final; 

jL  é o comprimento do elemento j ; 11 +≤≤− ξ ; 22 jj LL +≤Γ≤− . 

 

Quando o ponto de colocação não pertencer ao elemento que está sendo integrado, as 

integrais são resolvidas numericamente, por isso, é conveniente expressar a variável Γ  e as 

coordenadas de cada ponto P  em função de coordenadas locais homogêneas ξ . Da figura 4.2 

pode-se deduzir que: 

 

2
j

j

L
ξ=Γ          (4.1) 

1
2

11 axXX P ξ+=         (4.2.a) 

2
2
22 axXX P ξ+=         (4.2.b) 

 

onde: P
iX  é a coordenada na direção i  do ponto P , com 2,1=i ; 2

iX  corresponde a 

coordenada na direção i  do ponto 2  e ( ) 213
iii XXax −= . 

Convém escrever as equações (4.2) em uma única equação matricial: 

2ax

1ax

1+=ξ

0=ξ

1−=ξ

jΓ

n

2jL

P
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onde giφ  são as funções interpoladoras lineares, e são dadas por: 

 

)1(5,0)(1 ξφ −=Pg         (4.4.a) 

)1(5,0)(2 ξφ +=Pg         (4.4.b) 

 

sendo ξ  a coordenada local homogênea do ponto P . 

 

Para o cálculo aproximado da integral ao longo do contorno ou interface Γ , faz-se a 

discretização do trecho em eN  elementos, a mudança de coordenadas cartesianas para 

coordenadas homogêneas, que é obtida derivando-se da equação (4.1), e escrevendo-se a 

função a ser integrada em função de coordenadas homogêneas, como vê-se na equação (4.5). 
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4.2 Aproximação das Variáveis 

 

 

As variáveis são aproximadas, neste trabalho, por funções polinomiais quadráticas, 

sendo assim, serão necessários 3 pontos nodais em cada elemento (ver figura 4.2). As funções 

de forma iφ  são definidas de tal forma que sejam iguais a um para o nó i  do elemento e nulas 

para os demais nós, como mostrado na figura (4.3). 
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3 2 1Px1
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Figura 4.3 – Funções de Forma com Aproximação Quadrática das Variáveis 

   

Expressa-se os vetores de deslocamentos 
~
u   e de esforços 

~
p  de um ponto P  qualquer 

do elemento, da seguinte maneira: 

 

NT UPPu
~~~

)()( φ=         (4.6) 

NT PPPp
~~~

)()( φ=         (4.7) 

    

  ou, explicitamente: 
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onde N
iU  e N

iP  são, respectivamente, os deslocamentos e esforços do nó N ; sendo wU =1 ; 

nwU ∂∂=2 ; nVP =1 ; nMP =2  e iφ  são as funções de forma quadráticas, que em sua forma 

geral são dadas por: 

 

)(

)(
)(

131

3
1 ξξξ

ξξξφ
−
−

=P         (4.10.a) 

2

3131

13
2

1
1)( ξ

ξξ
ξ

ξξ
ξξφ ++−=P       (4.10.b) 

)(

)(
)(

313

1
3 ξξξ

ξξξφ
−
−

=P         (4.10.c) 

 

Como mostra a figura (4.2), as coordenadas dos nós nas extremidades ( 1ξ  e 3ξ ) do 

elemento são conhecidas, com isso, as equações (4.10) resultam em: 

 

)1(5,0)(1 ξξφ −−=P         (4.11.a) 

2
2 1)( ξφ −=P          (4.11.b) 

)1(5,0)(3 ξξφ +=P         (4.11.c) 

 

Para casos em que haja descontinuidade nos valores das variáveis entre dois elementos 

adjacentes, como ocorrem nos cantos (ver figura 4.4), definem-se nós duplos, que são dois 

nós definidos com as mesmas coordenadas, porém com valores nodais associados 

independentes. Uma das maneiras de representar tal descontinuidade é mudando o ponto de 

colocação de lugar, ou seja, as coordenadas são recalculadas de tal forma que se torne interno 

ao elemento e não mais coincidente com sua extremidade. O cálculo das coordenadas do nó 

duplo pode ser feito a partir das equações (4.2). De acordo com Fernandes (1998), deve-se 

considerar 6,04,0 ≤≤ ξ  para que se tenha um afastamento conveniente entre os nós locais do 

elemento, a fim de evitar problemas de singularidades no sistema de equações. 
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x1

x2

Nós duplos deslocados

Elemento j

Elemento j -1

Nós de Canto
Ponto de descontinuidade

1

2

3

Nó simploes

 
Figura 4.4 – Elementos Descontínuos 

 

 

 

4.3 Transformação das Equações Integrais em Equações 

Algébricas 

 

 

Através da discretização do contorno externo e interfaces em eN  elementos, nos quais 

as variáveis são aproximadas, transformam-se as equações integrais em equações algébricas. 

Apenas por simplificação é mostrado a transformação da equação integral (3.36) em 

equação algébrica. A equação (3.36) é relativa ao modelo para análise de flexão simples em 

que as variáveis são definidas ao longo das interfaces. Para se obter as equações algébricas do 

modelo em que as variáveis são definidas nos eixos das vigas, o procedimento é análogo. 

Para a equação do deslocamento w  (equação 3.32), adotando-se: 
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{ } { })(,)()( 21
~

PwPwUUPu n
PPT ==      (4.14) 
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~

PMPVPPPp nn
PPT ==      (4.15) 

 

 

3
1

3
1 −− jj PouU

11
jj PouU



 87 

A mesma pode ser escrita: 
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Após a discretização do contorno e substituindo as variáveis por suas aproximações 

em cada elemento, dadas por (4.6) e (4.7), a equação (4.16) é calculada de forma aproximada, 

da seguinte maneira: 
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Definindo-se os seguintes vetores: 
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Γ
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�
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g
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       (4.20) 

 

Pode-se ainda reescrever a equação (4.17): 
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Considerando-se o ponto de colocação em Q , calculam-se os vetores { })(Qhk  e 

{ })(Qg k  de todos os elementos e agrupando-se os coeficientes referentes a um mesmo valor 

nodal, escreve-se a equação (4.21) matricialmente: 

 

)()()()()()()(
~~~~~

^

~~

^

~

QTRQGPQGwQHUQHQwQK ccFFccFF ++=++  (4.22) 

 

onde: 

� { })()(11

~

intint ,...,..., nnocnnoc NNNNi
n

i
n

T
F wwwwwwU ++=  é o vetor dos valores 

nodais dos deslocamentos do contorno externo e das interfaces; 

� { }int......11

~

N
n

N
n

i
n

i
nnn

T
F MVMVMVP noc=  é o vetor dos valores nodais dos 

esforços do contorno externo; 

� { }
Nci ccc

T

c
wwww ......

1~
=  é o vetor dos deslocamentos de canto; 

� { }
Nci ccc

T

c
RRRR ......

1~
=  é o vetor das reações de canto; 

� )(
^

~

QH F  é um vetor de dimensão (1 x )).(2 intnnoc NN + , )(
~

QGF  tem dimensão 

(1x )nocN.2 ; 

� )(
^

~

QHc  e )(
~

QGc  são vetores de dimensão (1x )nocN . 

 

Sendo nocN  o número de nós do contorno externo, intnN  o número de nós nas 

interfaces e cN  o número de cantos. 

Soma-se o valor da constante )(QK , dado na tabela (3.1), á coluna referente ao 

deslocamento )(Qw  da matriz )(
^

~

QH F , se for um nó sobre o contorno externo ou uma 
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interface, ou à coluna da matriz )(
^

~

QHc , se for um nó de canto. Se Q  for um nó duplo, deve-

se escrever )(Qw  em função dos deslocamentos nodais através da equação (4.8). Assim, 

pode-se escrever a equação (4.22): 

 

)()()()()(
~~~~~~~~

QTRQGPQGwQHUQH ccFFccFF ++=+     (4.23) 

 

 

4.4 Integração Numérica 

 

 

Utiliza-se a integração numérica quando o ponto fonte (ponto de colocação) não 

pertence ao elemento a ser integrado. Isto acontece sempre, por exemplo, nos casos das 

equações referentes a um ponto interno q  ou a um ponto externo A  (ver figura 4.6). Quando 

se escreve a equação num ponto Q  sobre o contorno externo ou coincidente com um canto, 

faz-se integração analítica quando o ponto de colocação pertencer ao elemento a ser 

integrado. De acordo com Fernandes (1998), pode-se também fazer a integração numérica 

para casos em que a equação do ponto Q  pertencer ao elemento considerado, adotando 

esquemas particulares de integração. 

Para fazer a integração numérica é necessário que a expressão seja escrita em 

coordenadas homogêneas, como pode ser observado no exemplo abaixo. 

Considere a equação (4.18). Fazendo-se a mudança de coordenadas a mesma pode ser 

escrita da seguinte maneira: 

 

�
−

=
1

1 ~

*

~~
)(),(

2
)( ξφ dPPQp

L
Qh TkK       (4.24) 

 

Tem-se na expressão acima, após a integração, um vetor de dimensão )61( × , pois 

cada elemento possui três nós e cada nó possui duas variáveis. Considerando-se apenas um 

coeficiente da expressão, este é dado por: 
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sendo N  o nó local do elemento )3,2,1( =N  onde se mede a resposta da carga unitária e j  

indica a natureza da resposta medida em P . Assim, **
1 nVp =  e **

2 nMp = , e para a integração 

numérica da equação (4.19), **
1 wu =  e **

2 ,nwu = . 

Faz-se agora a integração numérica pela fórmula de quadratura de Gauss, dada pela 

seguinte expressão: 

 

� �
− =

=
1

1 1

)()(
gN

i
ii Wfdf ξξξ        (4.26) 

 

onde: 

� )(ξf  é a função a ser integrada, escrita em relação à coordenada ξ ; 

� gN  é o número de pontos de integração; 

� iξ  é a coordenada adimensional do ponto i  de integração, definida em função do gN ; 

� iW  é o fator ponderador, também definido em função de gN . 

 

Para a escolha do número de pontos de integração, gN , devem-se ser considerados 

quesitos como a distância entre o ponto de carregamento e o elemento a ser integrado e a 

precisão que se pretende obter. Nesse trabalho utiliza-se a técnica de sub-elementos para 

melhorar a precisão numérica. Essa técnica consiste em dividir o elemento em sub-elementos 

de modo que a distância entre o ponto de colocação e o ponto médio do mesmo não seja 

menor que o seu comprimento. Isto pode ser mais bem verificado em Fernandes (1998). 
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4.5 Transformação das Integrais de Domínio em Integrais de 

Contorno 

 

 

Para a aplicação do Método dos Elementos de Contorno, é conveniente transformar as 

integrais de domínio �
Ω

 em integrais de contorno �
Γ

. Considere um caso particular (figura 

4.5) em que o carregamento esteja distribuído em uma região gΩ , cujo contorno é definido 

por gΓ . 

 
 Figura 4.5 – Integração ao longo de Contorno da Região Carregada 

        

 

Dessa figura, obtemos: 

 

θrdrddrdxd g ==Ω         (4.27) 
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Relacionando as duas equações acima: 
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Aplica-se agora a mudança de coordenadas obtida: 
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Admitindo-se que a carga )( pg  varie linearmente (equação 4.31) em gΩ  e 

considerando-se as relações entre os sistemas de coordenadas cartesianas e polares (equação 

4.32), com origem em q  (ver figura 3.3), obtém-se a expressão de )( pg  em coordenadas 

cilíndricas (equação 4.33). 

 

CBXAXpg pp ++= 21)(        (4.31) 

i
q
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p
i rrXX ,+=     )2,1( =i    (4.32) 

sendo θcos,1 =r  e θsenr =2,  

 

)(cos)( qgBrsenArpg ++= θθ       (4.33) 

 

Substituindo-se as equações (4.33) e (3.24) em (4.30) e fazendo-se a integração em 

relação à r , obtém-se: 
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De maneira análoga, obtém-se a integral sobre a região carregada da equação da 

derivada de w . 
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Assim, uma integral de domínio que esteja definida em uma equação integral qualquer 

a ser utilizada deste trabalho é transformada em integral de contorno, de forma análoga às 

integrais de domínio mostradas neste item. 

 

 

4.6 Sistema de Equações 

 

 

A aplicação do método dos elementos de contorno às equações integrais é feita através 

da transformação das mesmas em equações algébricas. Neste item é feito o sistema de 

equação para o caso de placas sujeitas à flexão simples e também sujeitas à flexão composta 

em domínios compostos, em que as variáveis são definidas nos eixos das vigas. 

 

 

4.6.1 Sistema de Equações para Análise de Placas Sujeitas à Flexão Simples 

 

 

Nos pontos sobre o contorno externo sem vigas e também sobre os eixos das vigas 

têm-se duas incógnitas por ponto, portanto, para a resolução do problema é necessário 

escrever duas equações. Para os pontos sobre o contorno externo são escritas duas equações 

de w , sendo uma para o ponto Q  sobre o contorno e outra para o ponto A  (ver figura 4.6). 

Para os pontos sobre os eixos das vigas são escritas uma equação do deslocamento transversal 

w  (equação 3.116) e outra da derivada direcional de w . Nos cantos existe apenas uma 

incógnita e, por isto, é escrita, para cada canto, uma equação de w . 

Transformando as equações integrais em equações algébricas, as equações referentes 

ao deslocamento transversal w , de um ponto Q , e sua derivara, podem ser escritas de forma 

aproximada: 
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onde: )(QT  corresponde as forças que atuam na placa; FU  contém os valores nodais dos 

deslocamentos do contorno externo sem vigas e dos eixos das vigas;  FP  é o vetor dos valores 

nodais dos esforços no contorno externo sem vigas e nos eixos das vigas externas; cw  é o 

vetor dos deslocamentos nos cantos; cR  é o vetor as reações nos cantos; )(QH F  é resultante 

da integração dos esforços fundamentais ( *
nV  e *

nM  ou suas derivadas) ao longo do contorno 

externo e interfaces; )(QGF  é obtido a partir da integração das funções *w  e *,nw , ou suas 

derivadas, ao longo do contorno externo ou eixos de vigas externas; )(QH C  e )(QGC  são 

vetores que traz, respectivamente, os termos relativos aos esforços fundamentais ( *
cR  ou sua 

derivada) nos cantos e os termos referentes ao cálculo de *w  ou sua derivada nos cantos. 

Escrevendo-se todas as equações necessárias para a solução do problema, obtém-se, de 

maneira simplificada, o seguinte sistema de equações: 

 

[ ]{ } [ ]{ } { }TPGUH +=        (4.37) 

 

Após a imposição das condições de contorno, o sistema (4.37) pode ser resolvido da 

seguinte maneira: inicialmente isolam-se todas as incógnitas no vetor U , trocando-se as 

respectivas colunas das matrizes [ ]H  e [ ]G . Com isto, essas últimas se transformam, 

respectivamente, em A  e G , e os vetores U  e P  se tornam, respectivamente, X  e P , sendo 

X  o vetor que contém as incógnitas do problema e P  aquele que traz os valores prescritos. 

Faz-se a multiplicação da matriz G  com o vetor P  e soma-se a este último o vetor T . 

Obtendo-se: 

 

[ ]{ } [ ]BXA =          (4.38) 

 

 

4.6.2 Sistema de Equações para Análise de Placas Sujeitas à Flexão 

Composta 

 

 

Nos pontos sobre o contorno externo sem vigas, têm-se oito variáveis: nu ; su ; np ; 

sp ; w ; nw, ; nV  e nM .  Destas variáveis, quatro são dadas como condições de contorno, isto 
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implica na necessidade de escreverem-se quatro equações para obter a solução do problema. 

São elas: duas equações do deslocamento transversal w , sendo uma escrita em Q , e a 

segunda em A  (ver figura 4.6) e uma equação relativa aos deslocamentos nu  e su  que é 

obtida substituindo-se as equações (4.24) na equação (4.10). 

Pode-se também, além de escreverem-se duas equações do deslocamento transversal 

w , sendo uma em Q  e a segunda em A , escrever uma em 1A  e 2A , como mostra a figura 

(4.6). 

Lj

d

Nós duplos

Nó simples

Nó de canto

Lj

d2

Nó de canto

A Q A2 A1

A B

d1

 
Figura 4.6 – Pontos de Colocação 

onde: mii lad =  

Sendo ml  a média dos comprimentos dos elementos concorrentes no nó, ou se o nó for 

interno ao elemento, é igual ao comprimento do mesmo; 5,10001,0 ≤≤ ia  para evitar 

problemas numéricos e jL  o comprimento do elemento j . 

 

Nos pontos sobre os eixos de vigas externas, têm-se dez variáveis: nu ; su ; np ; sp ; 

w ; nw, ; nV ; nM ; nnu ,  e nsu , . Como nos pontos de contorno externo, quatro destas variáveis 

são dadas como condição de contorno. Escreve-se neste caso: uma equação do deslocamento 

transversal w ; uma equação de sua derivada em relação à m ; uma equação relativa aos 

deslocamentos nu  e su  e, finalmente, as equações das rotações nnu ,  e nsu ,  que são obtidas 

derivando-se as equações referente aos deslocamentos nu  e su . 

Para os pontos das vigas internas, têm-se oito variáveis: nu ; su ; np ; sp ; w ; nw, ; 

nnu ,  e nsu , . Neste caso todas são incógnitas, necessitando-se escrever: uma equação do 

deslocamento transversal w ; uma equação relativa aos deslocamentos nu  e su ; uma equação 
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da derivada do deslocamento transversal w ; uma equação das rotações nnu ,  e nsu ,  e, ainda, 

uma equação relativa às forças de superfície np e sp . 

Nos cantos têm-se duas variáveis: w  e cR . Como uma delas é prescrita como 

condição de contorno, deve-se escrever apenas uma equação de w  para cada canto. 

Transformando as equações integrais em equações algébricas, as equações referentes 

ao deslocamento transversal w , de um ponto Q , e sua derivara, podem ser escritas de forma 

aproximada: 
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onde: )(QTF  corresponde as forças que atuam na placa; FU  contém os valores nodais dos 

deslocamentos do contorno externo sem vigas e dos eixos das vigas;  FP  é o vetor dos valores 

nodais dos esforços no contorno externo sem vigas e nos eixos das vigas externas; cw  é o 

vetor dos deslocamentos nos cantos; cR  é o vetor as reações nos cantos; )(QH F  é resultante 

da integração dos esforços fundamentais ( *
nV  e *

nM  ou suas derivadas) ao longo do contorno 

externo e interfaces; )(QGF é obtido a partir da integração das funções *w  e *,nw , ou suas 

derivadas, ao longo do contorno externo ou eixos de vigas externas; )(QH C  e )(QGC  são 

vetores que trazem, respectivamente, os termos relativos aos esforços fundamentais ( *
cR  ou 

sua derivada) nos cantos e os termos referentes ao cálculo de *w  ou sua derivada nos cantos; 

DU 2  é o vetor dos deslocamentos do problema de membrana nos pontos sobre o contorno 

externo sem vigas e eixos de vigas; DP2  é o vetor das forças de superfície do problema de 

membrana, dos pontos sobre o contorno externo sem vigas, eixos de vigas externas e internas; 

)(2 QH D  e )(2 QG D são as matrizes que representam a influência do problema de membrana 

no problema de flexão e cujos termos são obtidos da integração dos deslocamentos 

fundamentais *,nw  e *, sw  (ou suas derivadas) ao longo das interfaces e ao longo do contorno 

externo sem vigas e dos contornos longitudinais das vigas externas e internas. 

De forma análoga a equação referente aos deslocamentos nu  e su , e a equação das 

rotações nnu ,  e nsu ,  podem ser escritas de maneira aproximada: 
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onde: { }0  é um vetor onde todos os termos são nulos; )(2 QH D  é o vetor do problema 

bidimensional cujos termos são obtidos pela integração das funções *
knp  e *

ksp , ou suas 

derivadas, ao longo do contorno externo e interfaces; )(QH F  representa a influência do 

problema de flexão no problema de membrana sendo obtida pela integração das funções *
knp  e 

*
ksp , ou suas derivadas, ao longo do contorno externo e interfaces; )(2 QG D  é o vetor do 

problema de membrana cujos termos são relativos à integração das funções *
knu  e *

ksu , ou suas 

derivadas, ao longo do contorno externo sem vigas ou no caso das vigas externas, seus termos 

são dados pela média daqueles obtidos com a integração das funções ao longo dos dois 

contornos longitudinais da viga; )(2 QT D  é o termo correspondente ao carregamento no plano 

da placa. 

Chega-se ao seguinte sistema de equações, escrevendo as equações necessárias para a 

resolução do problema. Após a imposição das condições de contorno obtêm-se as incógnitas 

nos eixos das vigas, nos cantos e no contorno da placa sem viga. 
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 (4.41) 

ou de maneira simplificada:  

 

[ ]{ } [ ]{ } { }TPGUH +=          (4.42) 

 

Na equação (4.41), a parte superior das matrizes [ ]H  e [ ]G  é referente ao problema de 

flexão e a parte inferior ao problema de membrana. 

Após a imposição das condições de contorno, resolve-se o sistema (4.42) da mesma 

maneira como explicado no item (4.6.1). 
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4.7 Exemplos Numéricos 

 

 

A seguir são apresentados três exemplos numéricos, analisados através da formulação 

proposta nesse capítulo, desenvolvida por Fernandes (2003). Os resultados numéricos são 

comparados com aqueles obtidos através do software ANSYS®, onde o método numérico 

utilizado é o Método dos Elementos Finitos. Na análise com o ANSYS foram utilizados 

elementos shell para lajes e vigas, tendo sido considerada apenas flexão simples, ou seja, as 

vigas e placas são representadas por suas superfícies médias. 

 

 

4.7.1. Placa Enrijecida por Duas Vigas 

 

 

Este primeiro exemplo consta de uma placa, enrijecida por duas vigas, engastada em 

um de seus lados e apoiada nos demais, como mostra a figura (4.7). A altura das vigas é de 

cmhv 25=  e a da laje é de cmhl 10=  O carregamento prescrito para a análise dessa placa é 

dado por 24,0 cmkNq = , uniformemente distribuído em todo domínio. Foi adotado um 

coeficiente de Poisson 2,0=ν  para a placa e para as vigas. O módulo de elasticidade 

longitudinal admitido para essa análise foi de 227000 cmkNE = . 

 

 
Figura 4.7 – Placa Enrijecida com Duas Vigas Externas 
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Fizeram-se, para este exemplo, três discretizações, sendo a última delas demonstrada 

na figura 4.8, onde obteve-se a convergência dos resultados logo na segunda malha. A 

primeira malha é composta por 16 elementos com 36 ponto nodais, a segunda por 32 

elementos com 68 pontos nodais e a terceira por 48 elementos com 100 pontos nodais. Optou-

se por não compará-las aqui, pois nos gráficos apresentados ocorreria sobreposição dos 

resultados. Foram analisados o deslocamento vertical e o momento fletor atuante no eixo A  e 

B .  

 

��� � �� ��

��������

 
Figura 4.8 – Representação da Discretização do Primeiro Exemplo 

 

Os resultados obtidos estão representados nas figuras (4.9) e (4.11) para o 

deslocamento vertical, e figuras (4.10) e (4.12) para os momentos nos eixos A e B, 

respectivamente. Nesses gráficos são demonstrados os resultados obtidos com a formulação 

apresentada nesse capítulo, considerando-se flexão simples (FS) e flexão composta (FC) e 

também aqueles obtidos através do software ANSYS. 
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Figura 4.9 – Deslocamento no Eixo A 
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Figura 4.10 – Momento Fletor no Eixo A 
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Figura 4.11 – Deslocamento no Eixo B 
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Figura 4.12 – Momento Fletor no Eixo B 

 

Observa-se uma grande aproximação entre os resultados das análises em flexão 

simples utilizando-se a formulação proposta por Fernandes (2003) e do ANSYS. Devido às 

condições de contorno, nesse exemplo os deslocamentos da flexão composta foram 

praticamente o dobro da flexão simples, diferente ao que vai ocorrer no próximo exemplo, 

onde os deslocamentos obtidos com a flexão composta são bem menores que aqueles da 

flexão simples.   

 

 

 

4.7.2. Placa Composta por 4 Vigas Externas e 1 Viga Interna 

 

 

Neste exemplo é mostrado inicialmente os resultados para a análise em flexão simples. 

Feito isto, o pavimento é calculado no mesmo programa, porém fazendo-se uma análise de 

flexão composta e posteriormente os resultados são comparados com outros obtidos pelo 

ANSYS onde o método numérico utilizado é o Método dos Elementos Finitos. 

 

O exemplo consta de um pavimento, todos os lados apoiados, composto por cinco 

vigas, sendo quatro delas externas, e duas lajes. A altura das vigas é cmhv 20=  e a da laje é 

de cmhl 8= . A carga prescrita para a análise dessa placa é dada por 203,0 cmkNq = , 

uniformemente distribuído em todo domínio. Foi adotado um coeficiente de Poisson 25,0=ν  
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para a placa e para as vigas. O módulo de elasticidade admitido para essa análise foi de 

225000 cmkNE = . 

 
Figura 4.13 – Pavimento Composto por 5 vigas e 2 Lajes 

 

 

A primeira discretização, representada pela figura (4.14), consta de 53 pontos nodais, 

resultando em 22 elementos. Fez-se três discretizações, sempre refinando a malha. Na 

segunda malha o pavimento foi discretizado em 73 pontos nodais, resultando em 32 

elementos e, posteriormente, refinando-a ainda mais com 93 pontos nodais e 42 elementos.  
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Figura 4.14 – Representação da Discretização em 22 Elementos de um Pavimento 
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Para este exemplo, são analisados o deslocamento vertical e o momento atuante na 

viga interna.  

Verificou-se a obtenção de resultados satisfatórios logo na primeira malha, pois foi 

atingida a convergência dos resultados, visto que a diferença de resultados, tanto para 

deslocamento quanto para momento fletor, entre a primeira e a segunda malha foi da ordem 

de 1% e entre a segunda e a terceira malha a diferença entre os resultados foi da ordem de 

0,2%. Como pode ser observado no gráfico abaixo: 
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Figura 4.15 – Gráfico do Deslocamento w para 3 Malhas – Flexão Simples 
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Figura 4.16 – Gráfico do Momento Ms para 3 Malhas – Flexão Simples 
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Abaixo estão os resultados obtidos com as formulações desenvolvidas por Fernandes 

(2003) para flexão composta e flexão simples (3ª Malha), sendo também apresentados os 

resultados de flexão simples utilizando o software ANSYS. Obteve-se, para os cálculos de 

deslocamento e momento fletor, os seguintes resultados: 

 

 
Figura 4.17 – Gráfico do Deslocamento w na Viga Interna para Diferentes Análises 

 

 

 
Figura 4.18 – Gráfico do Momento Ms na Viga Interna para Diferentes Análises 

 

Observa-se que para a flexão composta resultados foram menores que os de flexão 

simples, como era esperado, devido em parte aos momentos que aparecem na viga resultante 

da multiplicação das forças de membrana com a distância entre a superfície média da viga e a 
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superfície de referência. Observa-se também a obtenção de resultados próximos em flexão 

simples, no programa desenvolvido por Fernandes (2003) e pelo ANSYS. 

 

 

4.7.3. Placa Quadrada Apoiada em seu Contorno 

 

 

Os principais quesitos da escolha deste exemplo são a comparação com resultados 

obtidos analiticamente e também com a formulação proposta por Paiva (1987). Ele consiste 

em uma placa quadrada apoiada, em seu contorno, em vigas elásticas e rigidamente apoiada 

em seus cantos. Por ter sido apresentado seu resultado obtido analiticamente, Paiva (1987) 

trabalhou com uma relação em função do comprimento a, de uma placa quadrada, e do 

carregamento q. Neste trabalho é adotado para este exemplo um comprimento cma 220= , 

carregamento 2/20,0 cmkNq =  e 25,0=v . De acordo com Paiva, deve ser considerado que 

todas as vigas tenham vi EDaI .5= , sendo D a rigidez da placa e E o módulo de elasticidade 

da viga. Para os resultados abaixo, foram adotados: altura das vigas mhv 31,0= ; largura das 

vigas mlv 20,0= e o módulo de elasticidade 225000 cmkNE =  para lajes e vigas. 
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Figura 4.19 – Placa Apoiada em Vigas Elásticas 

 

 

Os resultados apresentados foram obtidos fazendo um refinamento da malha até uma 

convergência satisfatória dos mesmos, ou seja, com variação menor que 2%. Para a obtenção 
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dos resultados finais o pavimento foi discretizado em 84 pontos de contorno resultando em 40 

elementos, como mostra a figura (4.20). A primeira malha foi discretizada em 36 pontos de 

contorno resultando em 16 elementos e a segunda em 68 pontos resultando em 32 elementos. 
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Figura 4.20 – Placa Apoiada em Vigas Elásticas 

 

 

 

O objetivo deste item é de, principalmente, comparar os resultados obtidos com as 

formulações propostas por Fernandes (2003) com outros obtidos analiticamente e/ou com 

outras formulações. 

Para a análise em flexão simples, no ponto interno, obtiveram-se os seguintes 

resultados: 

 

Tabela 4.1 – Valores dos Deslocamentos em Um Ponto Interno 

 
Formulação M.E.C 

PAIVA (1987) 
Solução Analítica FERNANDES (2003) 

w )(cm  0,4775 0,4426 0,5261 

xM ).( mkN  25,85 23,91 21,40 

yM ).( mkN  25,85 23,91 21,40 

 

  

Os valores obtidos são para um ponto interno localizado no centro da placa. De acordo 

com Paiva (1987), a diferença entre os valores teóricos e os numéricos obtidos por ele, se 



 107 

deve ao reduzido número de termos da série utilizado para a obtenção dos resultados 

analíticos. 

Pode-se observar uma diferença considerável entre os resultados obtidos por Paiva 

(1987) e pela formulação de Fernandes (2003). Isso se deve principalmente à diferença de 

análise onde no primeiro é analisada uma placa de eixo a eixo da viga, e para o segundo a 

análise é feita considerando as dimensões reais dos elementos, ou seja, as lajes são definidas 

de face a face de viga. Portanto, não era esperada uma convergência dos resultados para 

ambos os modelos, contudo observa-se também a coerência dos resultados obtidos, quando 

comparados com a solução analítica. 
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5. CONSIDERAÇÃO DE PILARES NA FORMULAÇÃO DO 

PAVIMENTO SUJEITO À FLEXÃO COMPOSTA 

 

 

Neste capítulo são feitas as inclusões de pilares nas formulações de um pavimento 

sujeito à flexão simples e composta. Com a consideração de pilares no domínio da placa em 

sub-regiões, haverá condições de vinculação nas interfaces placa-pilar. Com isso, as equações 

integrais serão generalizadas para prever a existência de pontos de domínio, onde se tem 

prescrição de carregamento. A inclusão dos pilares também poderia ser feita prescrevendo-se 

deslocamentos nulos na interface placa-pilar (PAIVA 1987), porém esse caso não será 

considerado nesse trabalho. 

Inicialmente é feita a associação de uma placa com uma estrutura qualquer sendo 

posteriormente, esta, particularizada para uma associação de uma placa com um pilar. Por 

simplicidade, são mostradas as equações integrais relativas ao problema de flexão em que as 

variáveis são definidas nas interfaces (ver itens 3.1 e 3.2). Porém, é importante lembrar que 

nesse trabalho são implementados apenas os modelos alternativos, em que as variáveis são 

definidas nos eixos das vigas (ver item 3.3). E finalmente serão apresentados alguns exemplos 

numéricos cujos resultados são comparados com outros modelos existentes na literatura 

científica.  

 

 

5.1 Associação da Placa com uma Estrutura Qualquer 

 

 

5.1.1 Equação integral dos deslocamentos 

 

 

Para analisar a associação de uma placa com uma estrutura qualquer, além do 

carregamento transversal g  definido no sub-domínio gΩ  e das cargas ( nb  e sb ) no plano de 

uma estrutura definidas no sub-domínio bΩ , considera-se também que a estrutura esteja 

sujeita à carga transversal pg  uniformemente distribuída no sub-domínio pΩ  (ver figura 5.1), 

e às cargas 
px

b  e 
py

b  uniformemente distribuídas ao longo de linhas de carga definidas dentro 
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x

y

do sub-domínio pΩ , que seriam os sub-domínios referentes às interfaces de contato de uma 

placa com uma outra estrutura qualquer. A carga 
px

b  seria aplicada ao longo do eixo y  e 
py

b  

sobre o eixo x  (ver também, figura 5.9). Essas cargas pg , 
px

b  e 
py

b  podem ser interpretadas 

tanto como carregamentos quaisquer prescritos na estrutura ou como reações incógnitas das 

interfaces placa-estrutura. 

 

 

                                                                                                                                  ∞Ω  

 

                                                                                                                          gΩ  

 

 

                                                                                                                pΩ  

 

 

 
Figura 5.1 – Associação de uma Estrutura Qualquer com uma Placa com um sub-domínio 
 

 

Seja o problema de flexão simples de uma placa em sub-regiões, cujas equações foram 

deduzidas no item (3.1). Considerando-se a associação da placa com uma estrutura qualquer, 

a equação integral de deslocamento para um ponto sobre o contorno (equação 3.36) se torna: 
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onde pN  é o número de sub-domínios com carregamentos pg , 
px

b  e 
py

b  prescritos ou no 

caso a ser tratado aqui, seria o número de pilares; 
x

Γ  é a linha de carga definida na direção x  

e sobre a qual está aplicada a carga 
y

b ; 
y

Γ  é a linha de carga definida na direção y  e sobre a 

qual está aplicada a carga 
x

b .  

Tomando-se agora a equação integral de deslocamento para o problema bidimensional 

(equação 3.96), para a associação de uma placa com uma estrutura qualquer a equação de 

deslocamento será dada por: 
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5.1.2 Sistema de Equações 

 

Considere que uma estrutura qualquer esteja ligada à uma placa por n  pontos 

discretos, através dos quais é feita a interação entre as duas estruturas. Na figura (5.2a) estão 

representados os esforços que a estrutura genérica aplica na placa no ponto de ligação i  e na 

figura (5.2b) têm-se os esforços que a placa aplica sobre a estrutura genérica. Interpretando os 

esforços da interface entre as estruturas, representados na figura (5.2), como carregamentos 

externos aplicado à placa em sub-regiões, chega-se ao seguinte sistema de equações para 

flexão composta, considerando-se o modelo alternativo: 
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 (5.3) 

 

sendo: { }PFP  o vetor dos esforços de flexão nos pontos de ligação das duas estruturas, sendo 

eles: xim , yim  e iR ; { }PDP2  o vetor dos esforços de membrana nos pontos de ligação das duas 

estruturas, sendo eles: xiN , yiN . 

 

 
Figura 5.2 – Associação da Placa com uma Estrutura Qualquer 
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Os esforços { }PFP  e { }PDP2  referentes à placa se relacionam com os deslocamentos 

correspondentes { }GFU  e { }GDU 2  da estrutura genérica através da seguinte relação: 
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onde [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] 	




�
�



�
=

GG

GG
G KK

KK
K

43

21  é a matriz de rigidez desta estrutura genérica. 

Como { }GFU { }PFU=  e { }GDU 2 { }PDU 2= , sendo { }PFU  e { }PDU 2  os deslocamentos 

nesses pontos referentes à placa, tem-se que: 
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 Substituindo (5.5) em (5.3), chega-se à: 
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Ou ainda, colocando todos os deslocamentos no primeiro membro da equação (5.6), 

essa pode ser escrita como: 
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Porém, para se obterem as incógnitas do problema, deve-se acrescentar ao sistema 

(5.7) as 5 equações dos deslocamentos que devem ser escritas em cada ponto da interface 

entre as duas estruturas. Fazendo-se isso, chega-se à equação (5.8), onde a terceira e a quarta 

linha do sistema são referentes, respectivamente, às equações de flexão e do problema 

bidimensional, escritas nos pontos da interface entre as duas estruturas. 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

=

�
�
�

�

��
�

�

�

�
�
�

�

��
�

�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�




�

−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−

PD

PF

D

C

F

GPDGPDDF

GPDPFGPDGPFDCF

GPDGPDDF

GPDPFGPDGPFDCF

U

U

U

w

U

KGIKGHH

KGKGKGKGIHHH

KGKGHH

KGKGKGKGHHH

2

2

42322

4223212

42322

4223212

'''0'

'''''''

0

 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

{ }
{ }
{ }

{ }

{ }

{ }

{ } �
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

−−

−−

−−

+
�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�




�

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−

=

D

F

D

F

D

C

F

D

DCF

D

DCF

T

T

T

T

P

R

P

G

GGG

G

GGG

2

2

2

2

2

2

2

'

'

'00

'''

00
      (5.8) 

 

Com a solução do sistema (5.8) são conhecidos todos os valores nodais incógnitos do 

contorno externo sem vigas, eixos de vigas e cantos, assim como os valores dos 

deslocamentos nos pontos de interface entre as duas estruturas. Substituindo-se os valores de 



 114 

{ }PFU  e { }PDU 2  na equação (5.4), obtêm-se os esforços { }PFP  e { }PDP2 . A partir desses 

valores pode-se conhecer o valor do deslocamento ou esforço em qualquer ponto interno da 

placa, sendo que nesse caso as reações nos pontos de interface entre as duas estruturas são 

consideradas como carregamento externo. O deslocamento )(qw  em um ponto interno q  é 

dado por: 

( ) [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } ++−−−= FFDDCCFF PGUHwHUHqw **** 22  

[ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } *** 2

*
2

*
22 TPGPGPGRG pDPDpFPFDDCC +++++     (5.9) 

 

Os deslocamentos no plano da placa, de um ponto interno, são dados por: 

 

( ) [ ] { } [ ] { } [ ] { } ++−−= DDDDFFK PGUHUHqu 2222 *** [ ] { } *
22

*
2 DpDPD TPG +  (5.10) 

 

 

5.2 Inclusão de Pilares no Modelo de Flexão Simples 

 

 

Neste item particularizar-se-á a formulação genérica desenvolvida no item (5.1) para o 

caso da associação da placa com o pilar em problemas de flexão simples. 

Neste caso a inclusão de pilares na formulação do MEC para placas em sub-regiões 

será feita escrevendo-se os esforços de flexão que o pilar causa na placa em termos da tensão 

normal à seção transversal do pilar. Na equação integral da placa essa tensão normal será 

então considerada como carregamento transversal externo uniformemente distribuído no sub-

domínio de contato do pilar com a placa.  

 

 

5.2.1 Tensão Normal na Interface Placa-Pilar 

 

 

No centro de gravidade (CG) da seção do pilar têm-se os seguintes esforços de flexão: 

o esforço normal e os momentos nas direções x  e y . Considere inicialmente que o pilar 

esteja sujeito apenas aos momentos nas direções x  e y . Para que a tensão normal devida aos 
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momentos ( M
zσ ) na seção de contato da placa com o pilar possa ser calculada usando a 

fórmula de flexão elástica deduzida para barras simétricas, o vetor momento deve ser dirigido 

segundo as direções dos eixos principais. Assim, definindo-se o sistema local de coordenadas 

cartesianas ( x , y ), relativo às direções principais de inércia da seção transversal do pilar (ver 

figura 5.3) e determinando o vetor momento nesse sistema, o pilar fica sujeito aos seguintes 

momentos: 
x

M  e 
y

M .  

Para determinar a distribuição de tensão no pilar devido a esses momentos, admite-se a 

seguinte hipótese da teoria de flexão: a seção do pilar em contato com a placa, sujeita à ação 

de um momento M  na direção x  ou y , permanece plana após a deformação, sofrendo 

apenas rotações (ver figura 5.4a). Nesse caso, a rotação nessa seção é constante e igual a 

xPw , , que corresponde ao valor no CG. Portanto, a deformação de flexão devido ao momento 

( M
zε ) na direção z  normal à seção transversal, varia linearmente a partir do eixo neutro, o 

qual deve passar pelo centróide da seção. Conseqüentemente, a tensão normal de flexão M
zσ  

também varia linearmente (ver figura 5.4b, para o caso em que 
x

MM = ). Nesse caso, tem-se 

que as tensões normais M

x
σ  e M

y
σ  são nulas, tendo-se apenas 0≠M

zσ .  

 

 

 
Figura 5.3 – Sistema Local de Coordenadas Coincidentes com as Direções Principais no Pilar 

CG 

x  

y  
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 Figura 5.4 – Seção do Pilar Sujeita à Ação do Momento 
x

M  

 

Assim, para o caso em que 
x

MM = , a tensão normal x
M

zσ  é dada por: 

 

x
I

M

y

xM

Z
x −=σ         (5.11) 

 

onde 
y

I  o momento principal de inércia em relação ao eixo y . 

Observe que o valor da tensão x
M

zσ  é negativo, pois causa tração no lado 0<x  e 

compressão em 0>x  do plano xz  do pilar. 

Considerando-se agora que exista apenas um momento 
y

M  atuando nessa seção (ver 

figura 5.5), a tensão normal correspondente é: 

y
I

M

x

yM

Z
y −=σ         (5.12) 

 

onde 
x

I  é o momento principal de inércia em relação ao eixo x . 
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Figura 5.5 – Seção do Pilar sujeita à ação do momento 

y
M  

 

 No caso da seção estar sujeita à ação de momentos 
x

M  e 
y

M , a distribuição total da 

tensão normal M
Zσ  é obtida fazendo-se a superposição dos dois casos anteriores, resultando 

em: 

 

x
I

M
y

I

M

y

x

x

yM
Z −−=σ        (5.13) 

 

Considere-se agora que além dos momentos, o pilar esteja também sujeito à força 

normal R  que atua no CG da seção de interface placa-pilar, conforme mostra a figura (5.6). 

Essa força provoca também uma tensão normal dada por: 

p

R
z A

R−=σ          (5.14) 

onde pA  é a área da seção transversal do pilar e o valor da tensão é negativo, pois provoca 

compressão no pilar. 

 

Figura 5.6 - Conjunto placa-pilar nas Posições Inicial e Deformada 
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A distribuição total da tensão normal P
zσ  na interface placa-pilar é obtida superpondo 

a distribuição uniforme de tensão, que corresponde ao caso da força normal centrada, com a 

distribuição linear de tensão, provocada pela flexão dos momentos (ver figura 5.7), ou seja: 

 

py

x

x

yM
z

R
z

P
z A

R
x

I

M
y

I

M
−−−=+= σσσ       (5.15) 

 

Com isso, o carregamento transversal a ser aplicado na placa, na seção de contato da 

placa com o pilar, é dado pela equação (5.15) e está indicado na figura (5.7a). 

 

 

 
Figura 5.7 - Distribuição de Tensão no Pilar e na Placa 

 

Para que o sistema de equações seja escrito em função dos deslocamentos incógnitos 

no pilar, deve-se escrever essa tensão normal (equação 5.15) em função dos deslocamentos. 

Para isto, devem-se determinar as matrizes de rigidez do pilar para os seguintes casos: pilar 

engastado na base e pilar articulado na base. 

Considerando-se as barras indicadas na figura (5.8) para o pilar engastado na base 

chega-se à seguinte matriz de rigidez, para ambos os casos a e b. 
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onde pE  e pL  são, respectivamente, o módulo de elasticidade e comprimento do pilar; 
x

II =  

para o caso b e 
y

II =  para o caso a. 

 

 

     
Figura 5.8 – Pilar Isolado Para o Cálculo da Matriz de Rigidez 

 
 

No caso indicado na figura (5.8), os esforços no pilar se relacionam com os 

respectivos deslocamentos, através da seguinte matriz de rigidez: 

 

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�




�

=
�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

p

xp

yp

p

pp

p

yp

p

xp

x

y

w

w

w

L

AE
L

IE
L

IE

R

M

M

,

,

00

0
4

0

00
4

     (5.17) 
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E no caso de pilar articulado na base: 
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Logo, a partir das equações (5.17) e (5.18), obtêm-se: 

 

a) Para pilar articulado na base: 
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b) Para pilar engastado na base: 
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Agora, substituindo-se (5.19) e (5.20) em (5.15), chega-se à: 
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onde 4=Pa  para pilar engastado na base e 3=Pa  para pilar articulado na base. 
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Os deslocamentos, na posição deformada, relativos à placa são iguais aqueles do pilar 

na interface de contato. 

Interpretando-se P
zσ  (equação 5.21) como carregamento externo atuante na superfície 

média da placa e lembrando-se que, como a seção deformada permanece plana, os 

deslocamentos na interface placa-pilar são constantes, chega-se à seguinte equação para o 

problema de flexão: 
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5.2.2 Sistema de Equações 

 

 

Tendo-se assim, três novas incógnitas ( pw , 
xPw ,  e 

yPw , ) em cada interface placa-

pilar, serão escritas nesses pontos três novas equações, que serão aquelas correspondentes às 

equações desses deslocamentos incógnitos. Assim, escrevendo-se todas as equações 

necessárias à resolução do problema, chega-se ao seguinte sistema de equações: 
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A partir da resolução do sistema (5.23), obtêm-se os deslocamentos ( pw , 
xPw , , 

yPw , ). Substituindo-se esses valores nas equações (5.19) e (5.20) chega-se aos valores dos 

esforços, para flexão simples, no pilar. 

Os deslocamentos em um ponto interno são obtidos a partir da seguinte equação: 

 

( ) [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } ***** * TRGPGUHwHUHqw CCFFpFPFCCFF +++−−−=  (5.24) 

 

 

5.3 Inclusão de Pilares no Modelo em Flexão Composta 

 

 

Neste item, assim como no anterior, particularizar-se-á a formulação genérica 

desenvolvida no item (5.1), porém agora para o caso da associação da placa com o pilar para 

flexão composta. No centro de gravidade (CG) da seção transversal do pilar em contato com a 

placa, além dos esforços de flexão: o esforço normal e os momentos nas direções x e y , 

considera-se também os esforços de membrana 
x

N  e 
y

N . 

 

 

5.3.1 Tensão Normal na Interface Placa-Pilar 

 

 

Assim como visto no item (5.2.1), os esforços no CG do pilar devem ser 

transformados em tensão normal uniformemente distribuída sobre a seção do pilar. Fazendo 

procedimento análogo ao do item (5.2.1), tem-se para o caso indicado na figura (5.8), os 

esforços relacionados com os deslocamentos através da seguinte matriz de rigidez: 
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 (5.25) 

 

E no caso de pilar articulado na base: 
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  (5.26) 

 

Logo, a partir das equações (5.25) e (5.26), obtêm-se, para análise de membrana: 

 

a) Para pilar articulado na base: 
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b) Para pilar engastado na base: 
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Substituindo-se as equações (5.27) e (5.29) em (5.15) tem-se: 
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onde 4=pa  e 6=pb  para pilar engastado na base e 3=pa  e 0=pb  para pilar articulado na 

base. 

Escrevendo-se as equações (5.28) e (5.30) em uma mesma equação: 
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onde 0=pd  e 3=pe  para pilar articulado na base; 6=pd  e 12=pe  para pilar engastado na 

base. 

Deve-se agora calcular o carregamento externo xb  e yb  a ser aplicado no plano da 

placa ao longo das linhas de carga definidas pelos eixos principais (ver figura 5.9). Observe 
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que essas cargas têm sentido contrário àquelas definidas nas equações (5.32), pois trata-se da 

reação do pilar na placa. 

 

 
Figura 5.9 - Cargas uniformemente distribuídas ao longo das linhas de carga 

 

Assim, elas são dadas por: 
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onde ( )py
L  e ( )px

L  são os comprimentos dos lados da seção do pilar paralelos, 

respectivamente, à y  e x . 

Deve-se ressaltar que, na posição deformada, os deslocamentos pw , 
xPw , , 

yPw , , 
)(Px

u  

e 
)(Py

u  relativos à placa são iguais àqueles do pilar na interface de contato. 

Interpretando-se P
zσ  (equação 5.31), 

x
b  e 

y
b  (equação 5.33) como carregamentos 

externos atuante na superfície de referência da placa e lembrando-se que, como a seção 

deformada permanece plana, os deslocamentos na interface placa-pilar são constantes, chega-

se às seguintes equações para o problema de flexão e bidimensional: 
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5.3.2 Solução das Integrais na Interface Placa-Pilar 

 

 

Para facilitar a resolução através do Método dos Elementos de Contorno, as integrais 

de domínios na interface placa-pilar, são transformadas em integrais de contorno. Tomando-se 

como exemplo a integral ( )�
Ω

∗ Ω
pi

pii dpQwx , , deve-se inicialmente fazer a transformação de 

coordenadas cartesianas em coordenadas polares, por serem a mais conveniente para o 

trabalho com o MEC (ver item 4.5). Obtendo-se: 
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Utilizando a equação (3.28), equação da solução fundamental da placa, e a equação 

(5.36) chega-se a: 
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Desenvolvendo a equação: 
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sendo q  o ponto de colocação e CG  o centro de gravidade da seção do pilar, R  a distância 

entre o ponto q  e  o CG  e  pΓ  o contorno da seção do pilar. 

 

Desenvolvendo a equação (5.38), chega-se à: 
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Ficando a equação acima propícia a resolução numérica através do MEC. 

Para calcular o carregamento externo xb  e yb , definido ao longo das linhas de carga 

nos eixos principais (ver figura 5.9), em vez de considerar as linhas de cargas passando pelo 

CG da seção, o que acarretaria em problemas de singularidades quando o ponto de colocação 

coincidisse com o mesmo, considera-se metade do carregamento em cada contorno do pilar 

(ver figura 5.10). 

 

 

Figura 5.10 – Distribuição do Carregamento xb  e yb  ao longo do Contorno do Pilar 
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Portanto as integrais 
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5.3.3 Sistema de Equações 

 

Tendo-se agora cinco novas incógnitas ( pw , 
xPw , , 

yPw , , 
)(Px

u  e 
)(Py

u ) em cada 

interface placa-pilar, serão escritas nesses pontos cinco novas equações, que serão aquelas 

correspondentes às equações desses deslocamentos incógnitos. Assim, escrevendo-se todas as 

equações necessárias à resolução do problema, chega-se ao seguinte sistema de equações: 
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A partir da resolução sistema (5.42), obtêm-se os deslocamentos ( pw , 
xPw , , 

yPw , , 

)(Px
u  e 

)(Py
u ). Substituindo-se esses valores nas equações (5.19), (5.20) e (5.29) chega-se aos 

valores dos esforços no pilar. 

Os deslocamentos em um ponto interno são obtidos a partir das seguintes equações: 

( ) [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } +−−−−−= pDPDpFPFDDCCFF UHUHUHwHUHqw 2

*
2

*
22***

 

[ ] { } [ ] { } [ ] { } **** 22 TPGRGPG DDCCFF ++++      (5.43) 

 

( ) [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } *
2222

*
222 *** DDDpDPDDDFFK TPGUHUHUHqu ++−−−=    (5.44) 

 

 

5.4 Exemplos Numéricos 

 

 

Para a análise das formulações propostas, são adotados três exemplos numéricos, 

sendo dois comparados com exemplo obtidos em Paiva (1987), e o último comparado apenas 

com os resultados obtidos através do ANSYS. Como já mencionado no capítulo anterior, os 

principais quesitos desta escolha são a comparação com resultados obtidos analiticamente e 

com a formulação proposta por Paiva (1987) e também com um software conhecido, que 

neste caso optou-se pelo ANSYS. Na análise com o ANSYS adotaram-se elementos sólidos 

(solid brick 8node 45) para discretizar as lajes, vigas e pilares. É importante notar que não se 

espera resultados exatamente iguais aos do ANSYS, pois o modelo numérico adotado no 

ANSYS é bem diferente do modelo proposto. Como no ANSYS se usam elementos sólidos, 

se faz uma análise tridimensional, ou seja, todo o sólido é discretizado, já no modelo proposto 

aqui se faz uma análise bidimensional do pavimento, já que são utilizados elementos de placa 

para representar o pavimento. 
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5.4.1 Placa Quadrada Apoiada no Contorno e em Pontos de seu 

Domínio 

 

Este exemplo consiste em uma placa quadrada simplesmente apoiada no contorno e 

em seu domínio apoiada em quatro pilares. 

 

Figura 5.11 – Placa Apoiada no Contorno e em Pontos do Domínio 
 

Este exemplo consiste em uma placa quadrada, cujo comprimento de cada lado é igual 

a 12m, simplesmente apoiada no contorno e em seu domínio apoiada em quatro pilares (ver 

figura 5.11). Ao longo de toda sua superfície é aplicada uma carga g=10kN/m² 

uniformemente distribuída. A espessura da placa, seu módulo de elasticidade e coeficiente de 

Poisson adotados foram respectivamente: tp=0.15m, E=1.5x107kN/m2 e ν=0.167. Para os 

pilares adotou-se comprimento )3( ml = , seções quadradas com lado igual a 1m. e módulo de 

elasticidade EP=2.1x107kN/m2. Além disso, os pilares foram considerados engastados na base. 

 

As dimensões deste exemplo não são usuais. De acordo com Paiva (1987), o interesse 

em analisá-lo se justifica apenas pelo fato de sua solução exata ser conhecida, permitindo 

estudos comparativos mais complexos. Assim como na tese de Paiva (1987), o contorno fui 

discretizado em 40 elementos de igual comprimento, resultando em 84 nós (ver figura 5.12). 
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Figura 5.12 – Placa Apoiada no Contorno e em Pontos do Domínio 

 

 

Em sua tese, Paiva (1987) não demonstrou os resultados analítico e numérico, apenas 

limitando-se a dizer que para os deslocamentos os valores obtidos por ele são praticamente 

iguais aos fornecidos pela solução exata e para os momentos houve uma diferença próxima a 

2%. O deslocamento transversal e os momentos fletores Mx e My ao longo do eixo A-A 

definido na figura (5.11) estão mostrados, respectivamente, nas figuras (5.13), (5.14) e (5.15). 

As figuras (5.16), (5.17) e (5.18) mostram esses mesmos valores ao longo do eixo B-B. Como 

se pode observar, os resultados são bem próximos daqueles apresentados por Paiva (1987).  
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Figura 5.13 – Deslocamento w no eixo A-A 
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Figura 5.14 – Momento Fletor Mx no Eixo A-A 
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Figura 5.15 – Momento Fletor My no Eixo A-A 
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Figura 5.16 – Deslocamento w no Eixo B-B 
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Figura 5.17 – Momento Fletor Mx no Eixo B-B 
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Figura 5.18 – Momento Fletor My no Eixo B-B 
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5.4.2 Placa Quadrada Apoiada em seu Contorno por Vigas e 

também por Pilares em suas Extremidades 

 

Este exemplo consiste em uma placa quadrada com dimensões totais de 2)4,44,4( mx , 

com altura de m10,0 , apoiada em seu contorno por quatro vigas, com seções transversais de 

²)3,02,0( mx e apoiada em seus cantos por quatro pilares engastados em suas bases, com seção 

²)2,02,0( mx  e altura de m0,3  (ver figura 5.19). Para todos os elementos estruturais foram 

adotados coeficiente de Poisson 2,0=ν  e módulo de elasticidade 225000000 mkNE = . Está 

disposto um carregamento uniformemente distribuído de ²/20 mkN . 

 

²

 
Figura 5.19 – Vista em Planta da Placa 

 

 

 

 Foram obtidos os resultados do deslocamento transversal e também do momento 

fletor no eixo A e ao longo do eixo da viga. Ao longo do eixo A o momento é na direção x 

(direção do eixo A) e na viga os valores apresentados dos momentos são na direção tangencial 

s da viga. Inicialmente fez a discretização da placa em 16 elementos com 36 pontos nodais, a 

segunda malha consta de 32 elementos com 68 pontos nodais e a terceira malha, 48 elementos 

com 100 pontos nodais. Para confirmar a convergência dos momentos foi necessário ainda 

considerar uma quarta malha composta de 96 elementos e 196 nós. Na figura (5.20) tem-se a 

discretização utilizada no ANSYS, onde adotaram-se elementos sólidos de lados iguais a 

10cm e na figura (5.21) tem-se a malha menos refinada utilizada para o modelo proposto. 
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Figura 5.20 – Discretização Utilizada no ANSYS 
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Figura 5.21 – Discretização da Primeira Malha 

 

 

Os gráficos (5.22) a (5.29) são referentes à análise de flexão simples (que será 

designada de FS). Inicialmente mostra-se a convergência dos resultados e então comparam-se 

os resultados obtidos com o modelo proposto considerando-se a malha mais refinada com 

aqueles obtidos com o ANSYS. Os resultados ao longo eixo A-A estão apresentados nas 

figuras (5.22) e (5.23) e nas figuras (5.24) e (5.25) têm-se os valores obtidos ao longo do eixo 

da viga. A comparação com os resultados do ANSYS é feita nas figuras (5.26) a (5.29). 
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Figura 5.22 – Deslocamento w ao longo do eixo A para flexão simples 
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Figura 5.23 – Momento Fletor ao longo do eixo A para Flexão Simples 

 

 

 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0 30 60 90 120 150 180 210
 Comprimento da viga (cm)

w
(c

m
) Modelo Proposto - FS -

16 elem

Modelo Proposto - FS -
32 elem

Modelo Proposto - FS -
48 elem

 
Figura 5.24 – Deslocamento w ao longo do eixo da viga para Flexão Simples 
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Figura 5.25 – Momento Fletor ao longo do eixo da viga para Flexão Simples 

 

 

Observa-se nos gráficos anteriores a boa convergência dos resultados à medida que se 

refina a malha. 

Nos gráficos (5.24) a (5.27) têm-se a comparação com os valores obtidos com o 

ANSYS, onde se observa que as curvas obtidas com os dois modelos têm o mesmo 

comportamento, porém os valores obtidos com o modelo proposto são menores que aqueles 

referentes ao ANSYS. 
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Figura 5.26 – Deslocamento w ao longo do eixo A, comparação com o ANSYS 
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Figura 5.27 – Momento Fletor ao longo do eixo A, comparação com o ANSYS 

 

 

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8

0 30 60 90 120 150 180 210

 Comprimento da viga (cm)

w
(c

m
)

Modelo Proposto - FS

ANSYS -FS

 
Figura 5.28 – Deslocamento w ao longo do eixo da viga, comparação com o ANSYS 
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Figura 5.29 – Momento Fletor ao longo do eixo da viga, comparação com o ANSYS 

 
 

 Nas figuras (5.30) a (5.33) mostra-se a convergência dos resultados na análise de 

flexão composta (designada de FC) e nas figuras (5.34) a (5.37) comparam-se esses últimos 

com aqueles referentes ao modelo proposto considerando-se flexão simples. Pode-se notar 
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uma boa convergência dos resultados com o refinamento da malha, sendo os valores 

referentes à flexão composta menores que aqueles da flexão simples, como era esperado, 

devido aos efeitos de membrana. 
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Figura 5.30 – Deslocamento w ao longo do eixo A para flexão composta 
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Figura 5.31 – Deslocamento w ao longo do eixo da viga para flexão composta 
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Figura 5.32 – Momento fletor ao longo do eixo da viga para flexão composta 
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Figura 5.33 – Momento fletor ao longo do eixo A para flexão composta 
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Figura 5.34 – Deslocamento w ao longo do eixo A, comparação entre as análises de flexão simples e 

composta 
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Figura 5.35 – Deslocamento w ao longo do eixo da viga, comparação entre as análises de flexão simples e 

composta 
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Figura 5.36 – Momento fletor ao longo do eixo da viga, comparação entre as análises de flexão simples e 

composta 
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Figura 5.37 –Momento fletor ao longo do eixo A, comparação entre as análises de flexão simples e 

composta 
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5.4.3 Pavimento de um Edifício 

 

 

Este exemplo consiste em um pavimento de um edifício de ²99 mx , formado por uma 

grelha e quatro pilares (ver figura 5.38). As seções transversais são de ²8,03,0 mx  para as vigas 

externas, ²8,02,0 mx  para as vigas internas ²3,03,0 mx  para os pilares. Foi adotado um 

coeficiente de Poisson 167,0=ν  e módulo de elasticidade 215000 cmkNE = . 

 

 

 
 Figura 5.38 – Representação em Planta do Pavimento 

 

 
Figura 5.39 – Representação Arquitetônica do Pavimento 
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Para a análise deste exemplo fez-se 3 vezes a discretização da estrutura, sempre 

refinando a malha. A primeira discretização é composta por 108 elementos com 132 pontos 

nodais, a segunda por 204 elementos com 228 pontos nodais e a última por 300 elementos 

com 324 pontos nodais.  Segue abaixo a discretização da primeira malha. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figura 5.40 – Representação da primeira discretização 
 

 

Obtevem-se os resultados do deslocamento transversal w  e dos momentos fletores 

para análise em flexão simples e composta. Fez-se isso para os eixos A  e B  (ver figura 5.38). 

Em seguida, os resultados são comparados com os obtidos por Paiva (1987). 

Seguem os resultados obtidos para a análise de flexão simples, através da formulação 

proposta, para o eixo A . Os gráficos abaixo mostram, respectivamente, os resultados do 

deslocamento w , momento fletor xM  e momento fletor yM .  
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Figura 5.41 – Deslocamento w no eixo A, para Flexão Simples 
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Figura 5.42 – Momento Fletor Mx no eixo A, para Flexão Simples 
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Figura 5.43 – Deslocamento w no eixo B, para Flexão Simples 
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Figura 5.44 – Momento Fletor Mx no eixo B, para Flexão Simples 
 

  

Observa-se uma boa convergência dos resultados para a análise de flexão simples, 

sendo os deslocamentos obtidos no eixo B praticamente iguais àqueles apresentados por Paiva 

(1987). No entanto, os deslocamentos na laje obtidos com o modelo proposto são maiores que 

os de Paiva (1987), observando uma forte redução dos valores quando se aproxima da viga 

interna. Como pode-se notar os valores obtidos para os momentos são consideravelmente 

diferentes daqueles apresentados por Paiva (1987). 

Seja agora a análise considerando-se flexão composta (designada de FC). Os 

deslocamentos ao longo dos eixos A e B encontram-se nas figuras (5.45) e (5.46), onde pode-

se observar que os deslocamentos da flexão composta foram bem menores que aqueles da 

flexão simples, sendo a convergência dos resultados obtida apenas com malhas muito 

refinadas. 
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Figura 5.45 – Deslocamentos ao longo do eixo A para flexão composta 
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Figura 5.46 – Deslocamentos ao longo do eixo B para flexão composta 
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6. CONCLUSÕES 

 

 

Nesse trabalho uma formulação do Método dos Elementos de Contorno para análise linear 

de flexão de pavimentos de edifícios foi estendida a fim de possibilitar a consideração de 

pilares no domínio dos mesmos. A inclusão os pilares foi feita em uma formulação para 

análise de flexão simples, onde as vigas e lajes são representadas por suas superfícies médias 

e também na formulação para flexão composta, onde essas são representadas por uma mesma 

superfície de referência. Portanto, nesse segundo caso, teve-se que considerar os efeitos de 

membrana.  

A convergência dos resultados foi comprovada à medida que se refinavam as malhas, 

sendo eles comparados com aqueles obtidos através do modelo numérico desenvolvido por 

Paiva (1987) ou através do software ANSYS (versão 9), que é baseado no Método dos 

Elementos Finitos. Nos dois primeiros exemplos analisados, que eram mais simples, obteve-

se a convergência dos resultados com malhas pouco refinadas e os resultados foram próximos 

daqueles obtidos com outros métodos numéricos. No terceiro exemplo foi analisado um 

pavimento constituído de vigas externas e internas sendo, portanto, bem mais complexo que 

os outros dois exemplos anteriores. Nesse caso, para obter a convergência foi necessária uma 

malha bem refinada. Observou-se ainda que os deslocamentos nas lajes eram bem maiores 

que aqueles obtidos por Paiva (1987), porém os deslocamentos obtidos nas vigas eram 

praticamente iguais a esses. Em todos os três exemplos a convergência na análise de flexão 

simples foi bem mais rápida que na análise de flexão composta, sendo os deslocamentos dessa 

bem menores que aqueles da flexão simples, como era esperado, devido aos efeitos de 

membrana. Portanto, o modelo mostrou-se ser estável, produzindo resultados confiáveis. 

Como continuação do trabalho, pode-se estender a formulação para considerar 

diferentes coeficientes de Poisson e módulos de elasticidade nas lajes e vigas, o que 

possibilitaria o estudo de pavimentos compostos de diferentes materiais. Outra modificação 

interessante seria estender a formulação para poder considerar variação de espessura ao longo 

das lajes e vigas. Além disso, a partir desse modelo pode-se desenvolver um outro para 

análise não-linear de pavimentos de edifícios, através da inclusão e campos de momentos e 

forças normais iniciais na placa em sub-regiões. Como se pode notar a formulação proposta 

pode ainda ser bastante modificada a fim de torná-la mais geral e de produzir resultados mais 
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confiáveis através de uma análise não-linear que pode ser muito importante em determinados 

casos. 
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