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GRACIA, G. B. Redugao dimensional de particulas sem massa de spin § =
0, S =1e S = 2 via mecanismo de Kaluza-Klein. 2015. 78 f. Trabalho de
Graduacao (Graduacao em Bacharelado em Fisica) — Faculdade de Engenharia do Campus

de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2015.

RESUMO

Neste trabalho de graduacao vamos realizar a reducao dimensional de particulas de spin
s=0, s=1 e s=2 via mecanismo de Kaluza-Klein.

O método da redugao dimensional Kaluza-Klein é introduzido pela reducao dimensio-
nal de D para D — 1 dimensoes da acao que descreve uma particula de spin 0 sem massa,
da acao de Maxwell e da acao de Einstein Hilbert linearizada. As acoes obtidas em D — 1
dimensoes sao analisadas pelo ponto de vista classico e quantico.

No capitulo 5 usamos esse método para obter uma eletrodinamica massiva invariante
por simetria de gauge em D = 1+ 1 dimensoes a partir da reducao dimensional do termo
K linearizado da "New massive gravity’em D = 2 + 1 dimensoes. No capitulo 6 as acoes
TDiff e WTDiff sao apresentadas e fazemos as suas redugoes dimensionais. Nos capitu-
los 7 e 8 fazemos a redugao dimensional do limite de massa nula das agoes S,, € S,rp

respectivamente.

Palavras chave: Dimensoes. Kaluza-Klein. Reducao Dimensional. Acao.



GRACIA, G. B. Dimensional reduction of particles of spin s=0, s=1 and s=2 via
Kaluza Klein mechanism. 2015. 78 f. Graduate Work (Graduate in BS in Physics) —
Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista,

Guaratingueta, 2015.

ABSTRACT

In this graduate work we will perform the dimensional reduction of particles of spin
s=0, s=1 and s=2 via Kaluza Klein mechanism.

The method of Kaluza-Klein dimensional reduction is introduced by the dimensional
reduction from D to D — 1 dimensions of the action that describes a massless spin 0 par-
ticle, the Maxwell action and the Linearized Einsten Hilbert action. The actions obtained
in D — 1 dimensions by this procedure are analyzed by the classical and the quantum
point of view.

On the chapter 5 we use this method to obtain a gauge invariant massive eletrodyna-
mics in D = 1+ 1 dimensions from the dimensional reduction of the linearized K-term of
the "New massive gravity”in D = 2 + 1 dimensions. On the chapter 6 the actions TDiff
and WTDiff are presented and we perform its dimensional reductions. On the chapters
7 and 8 we perform the dimensional reduction of the massless limit of the S,, and S, rp

actions respectively.

Keywords: Dimensions. Kaluza-Klein. Dimensional Reduction. Action.
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1 INTRODUCAO

O tema da reducao dimensional Kaluza-Klein (KK) pode ser explorado em diversos
ambitos como por exemplo em teoria de cordas, em modelos de branas (KALOPER et al.,
2000), em teorias que visam a grande unificagao das interagdes ou usada como um meca-
nismo para obtencao de termos de massa a partir de modelos nao massivos (KHOUDEIR,;
MONTEMAYOR; URRUTTIA, 2008). O presente trabalho se foca neste tltimo objetivo,
e portanto nao sera feita uma defesa da reducao dimensional como modelo fenomenolé-
gico do universo, e sim como um mecanismo para se obter de forma consistente versoes
massivas de modelos bosonicos em D — 1 dimensoes a partir de suas versoes sem massa
em D dimensoes. O trabalho consistira na aplicacao dessa técnica e na posterior analise
classica e quantica dos modelos massivos obtidos em D — 1 dimensoes.

A reducgao dimensional Kaluza-Klein teve sua origem na idéia de se unificar o eletro-
magnetismo com a gravitacao fazendo uso de um espago de 5 dimensoes (KALUZA, 1921,
KLEIN, 1926). Theodor Kaluza envia suas idéias a Einstein em 1919 e elas sao publicadas
em 1921 (PAIS, 1982). A métrica 5-dimensional tem 15 componentes, 10 das quais iden-
tificadas com a métrica em D = 34 1, quatro componentes sao ligados ao potencial vetor
eletromagnético A, e uma componente ligada a um campo escalar que ¢ conhecido como
radion. Em 1926 Oskar Klein (KLEIN, 1926) propoe uma interpreta¢ao quantica para a
idéia de Kaluza e introduz a idéia de que a quinta dimensao era compacta e microscépica
(KLEIN, 1926). A reducao dimensional usada nesse caso parte do principio de que os
campos em D = 4 + 1 nio tem dependéncia na quinta dimensao GA8(z,y) = GAB(x) L e
que a grosso modo o potencial vetor eletromagnético é dado por A#(x) = G**(z) sendo
que os indices com letras gregas denotam o espaco reduzido com quatro dimensoes. A mé-
trica quadridimensional é dada por G (x) = ¢g"’(z), e ainda sobra um grau de liberdade
escalar que é o radion G4 (2) = ¢(x). Ao assumir essas condicdes é possivel obter em
D = 341 dimensoes a partir da agao de Einstein-Hilbert em D = 441 a acao de Maxwell
acoplada ao radion e a métrica g, (x), um termo cinético que garante a propagacao desse
radion e o modelo quadridimensional de Einstein-Hilbert.

A teoria KK caiu em desuso devido a sua falha em explicar a origem de outras inte-
ragoes, como a forca fraca e a forte, alem de problemas de interpretacao quantica. No
entanto, ela voltou a tona mais recentemente no contexto da teoria de cordas, modelos de
branas, e geracao de modelos massivos que é o caso que sera abordado nesta monografia
(KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008). Desse modo, nesse trabalho sera
feita uma extensao do mecanismo de reducao dimensional, sera assumida uma dimensao

extra compacta o que esta ligado ao fato de que os campos podem assumir uma dependén-

1 4 denota a dependéncia com a quinta dimensdo e os indices maitisculos e latinos correm de 0 até 4,
usaremos indices gregos para o espago reduzido.



cia nas coordenadas do espago em D dimensoes que pode ser fatorada em termos de uma
dependéncia nas variaveis no espaco em D — 1 dimensoes e da dependéncia da D-ésima

dimensao. A condicao de compactificacao é a seguinte:
TP () = TP (a,y + L) (1)

Onde L é o comprimento da circunferéncia correspondente a D-ésima dimensao y.

Um Ansatz que incorpore essas caracteristicas é dado, por exemplo, por:

otz.0) = [ "otz) cosmy 12)

Para satisfazer (1.1) a massa m é dada por m = 27” Nota-se que derivadas em relacao a
dimensao extra gerarao termos que serao interpretados como termos de massa.

A dependéncia dos campos na dimensao extra deve ser dada de acordo com o seu
comportamento sob a transformacao y — —y, ou seja campos com um numero fmpar de
indices na dimensao extra terao sua dependéncia na dimensao extra expressa por senos e
aqueles com nimero par de indices nessa dimensao terao sua dependéncia na dimensao
extra expressa por meio de cossenos. A constante \/? ¢ um fator normalizador que can-
cela o surgimento de um termo oriundo da integracao na dimensao extra. Foi usado um
campo escalar como exemplo mas a ideia é imediatamente generalizada para tensores de

rank arbitrario.

Algo que ird permear todo o trabalho é o fato de que uma particula ndo massiva
com um dado spin em D dimensoes tem o mesmo nimero de graus de liberdade de uma
particula massiva com esse mesmo spin em D — 1 dimensoes. Por exemplo, uma par-
ticula de massa nula em D = 3 + 1 tem quadrimomento dado num certo referencial
P4 = (h,h,0,0) (h é uma constante qualquer.) que respeita o fato de que para particulas
sem massa P4P, = 0, ou seja, temos simetria residual de Lorentz pelo grupo SO(2). Se
a reducao dimensional for usada como um processo para obtencao de massa para essa
particula poderemos ir para o referencial de repouso em D = 2 + 1 dimensdes. Assim,
Pr = (me,0,0) que respeita, P*P, = —m?c* e novamente temos simetria residual de
Lorentz pelo grupo SO(2) 2. E essa conservacao dos graus de liberdade na reducao de D
para D — 1 dimensodes que guiara de certa forma o trabalho, sendo que ela tem uma forte
ligagao com as simetrias de gauge de cada modelo analisado, as quais podem permitir a
eliminacgao, por exemplo, de graus de liberdade ligados a campos de Stueckelberg oriundos

do processo de reducao dimensional. Além disso, se temos uma teoria nao massiva com

graus de liberdade propagantes numa dada dimensao pode-se esperar que ela apresente o

2A métrica (—,+, +, .., +) serd usada ao longo deste trabalho.
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mesmo numero de graus de liberdade em sua versao massiva numa dimensao abaixo. Em
cada modelo analisado sera feita a verificacao da conservacao desses graus de liberdade
numa dimensao abaixo via vinculos de Fierz-Pauli, analise de unitariedade e, em certos
capitulos, o algoritmo de Dirac-Bergmann para constatar a conservagao dos graus de li-
berdade via anélise de vinculos hamiltonianos.

Os capitulos 2, 3 e 4 serao uma espécie de introducao ao mecanismo da reducao
dimensional nos quais serao estudadas as reducoes dimensionais dos modelos de spin
0 sem massa, modelo de Maxwell e modelo de Einstein-Hilbert, respectivamente. No
capitulo 5 vamos apresentar a reducao dimensional do termo K da "New massive gra-
vity”(BIAZOTTI; DALMAZI; GRACIA, 2013), no capitulo 6 vamos analisar as con-
sequencias da inclusao de termos de massa via reducao dimensional nos modelos TDiff e
WTDiff e nos capitulos 7 e 8 serao feitas as redugoes dimensionais dos limites de massa
nula dos modelos S,, € S,rp.

O trabalho além de fazer uso da métrica (—, +,+, .., +) considera na maior parte dos

capitulos h=c=1.
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2 REDUCAO DIMENSIONAL DO CAMPO ESCALAR SEM MASSA EM
D DIMENSOES

A acao que descreve um campo escalar, ou seja de spin 0, sem massa, em D dimensoes
¢ dada pelo modelo (2.1). Como o trabalho é feito assumindo 7 = 1 = ¢ e se sabe
que toda acdo tem dimensdao de energia vezes tempo , tem-se que [S] = [h] = LY ou
seja a acao ¢ adimensional. As derivadas tem dimensao L~! (L denota comprimento.) e

[dPx] = LP. Assim, para termos uma agao quadratica nos campos e adimensional, tem-se

que [¢] = L~ (vide (GOLDSTEIN, 1966; RUBAKOV, 2002)):

S = /de{ — %BAgb@Aqb} (2.1)

Ao minimizar a a¢ao acima obtemos a equagao de movimento em D dimensoes (¢ = 0.
Pode-se separar a integracao na dimensao extra que suporemos compacta e nas dimen-

soes do espaco reduzido:

_ [ o-1,.) Lo o4
S—/O dy/d x{ 28A¢8 ) (2.2)

O comprimento L da dimensao extra é definido por %”

A partir de uma dimensao extra compacta (¢(z,0) = ¢(z, L)) o Ansatz que representa

a dependencia explicita do campo na D-ésima dimensao sera dado por:

o1r.0) = [ 2otz) cosmy 23

2m
Ao substituir esse Ansatz na acao e integrar na dimensao extra usando que fom cos’my dy =

2, obtemos em D — 1 dimensoes:

s— [ dw%{%d)(%)(‘j - m2>¢<x>} (2.4)

Pode-se obter a equacao de movimento para o modelo massivo em D — 1 dimensoes

ao minimizar a agao (2.4):

(0 - m?)e(x) = 0 (2.5)
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2.1 ANALISE DE UNITARIEDADE

Ao adicionar fontes a agdo (2.4) podemos escrevé-la numa forma geral como:

S = /d(D_”l’{%cb(ﬁ) G o) - J¢($)} (2.6)

Qualquer modelo quadratico nos campos pode ser escrito da maneira acima numa
forma geral. O operador G = (OO — m?) é o operador diferencial que age nos campos,e é
caracteristico de cada modelo. O seu inverso é dado por G~} = m.

Pode-se analisar a unitariedade de um modelo ao avaliar o sinal da parte imaginaria

do residuo da amplitude saturada nas fontes que é dada no espaco dos momentos, por
(MENDONCA, 2009; SANTOS, 2012):

A(k) = J(k)* < ¢(k)p(—k) > J(k) = —%J(l{:)*@l(iﬁﬂ — ik,)J (k), (2.7)
onde J(k) = (2n) 2" [dP~x e= " (1),

A amplitude A(k) é dada por:

A = 0 I0)

= ST (2.8)

Para analisar a unitariedade do modelo é preciso avaliar o sinal da parte imaginaria do
residuo da amplitude de dois pontos saturada. Esse residuo no espaco dos momentos é

dado por:

J (k)" J (k)

ResA(k) = limga_, 2 (k* + m2)z’2(k2 +m?)

(2.9)
Pela expressao acima se nota facilmente que o sinal desse residuo serd positivo o que
implica em nossa andlise que se tem uma teoria unitaria. O modelo de Klein-Gordon

massivo é unitario, como ja se sabe.
ImResA(k) >0 (2.10)

A conservacao dos graus de liberdade nesse caso é trivial pois antes da reducao di-
mensional se tinha um campo escalar ' propagante em D dimensoes e apds o processo de

reducao dimensional tem-se um grau de liberdade escalar em D — 1 dimensoes.

!Mais precisamente, um grau de liberdade em cada ponto do espaco-tempo. Neste trabalho o nimero
de graus de liberdade mencionado serda sempre por ponto no espago-tempo.



13

3 REDUCAO DIMENSIONAL DA ACAO DE MAXWELL EM D DIMEN-
SOES

A acdo de Maxwell em D dimensoes que descreve uma particula de spin 1 sem massa
¢ dada por (LEMOS, 2007):

S = /d%{ - iFCBFCB} (3.1)

Pode-se separar a integracao nas variaveis da dimensao extra e do espago reduzido:

27
™ 1

S :/ dy/d(D_l)m{ - ZFCBFCB} (3.2)
0

Os indices maitsculos correm de 0 & D — 1 e o tensor Fgp é dado por:

Fop = 0cAp — OpAc (3.3)

Pela defini¢ao do tensor acima nao ¢ dificil notar que a acao ¢ invariante pela trans-

formacao local:
SAB(x,y) = 0P\ (=, y), (3.4)

onde A(z,y) é um parametro de simetria escalar e local.
Ao variar a agao com relagio ao campo AP (x,y) tem-se as equacdes de movimento do

modelo em D dimensoes:

(5% =0 — 0cF°% =0A% — 0%9,A° =0 (3.5)

E possivel fixar a condi¢ao de transversalidade Oc A€ (x,y) = 0. Ao usarmos essa con-
dicdo nas equacoes de movimento (3.5) concluimos que JAZ(z, ) = 0.

A condicao de transversalidade é invariante sob transformacoes de gauge residuais
§(0cAC(z,y)) = OX = 0. Assim, ainda hd uma transformacdo de simetria residual de
gauge que é dada através de um parametro que obedeca a equacao de Klein-Gordon sem
massa e tanto AP(z,y) como A(z,y) pertencem ao espaco de funcoes que sdo solucdes
da equagao de onda, o que permite retirar mais um grau de liberdade escalar do campo
AB(x,y) fixando \(z,y). Pode-se tomar, por exemplo, Ay = 0 o que faz com que ao todo
dois graus de liberdade sejam retirados. Tem-se que em D dimensoes a acao de Maxwell

propaga um campo com D — 2 graus de liberdade e no caso de D = 4 tem-se um campo
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com 2 graus de liberdade, o nimero correto para uma particula nao massiva de spin 1
(duas helicidades do féton).

Para proceder com a reducao dimensional usa-se o seguinte Ansatz':

Az, y) = 1/%14“(%) cosmy ; p=0,1,....D—2 (3.6)

A D — 1-ésima componente do campo Ap_;(z,y) vai gerar um campo de Stueckelberg

no espaco reduzido:

Ap-(w) = |/ L o(a)sinmy 3.7

O parametro de gauge é uma funcao que depende do espago tempo e por isso admite

o mesmo tipo de expansao que os campos:

Mz, y) = \/?)\(x) cos my (3.8)

As transformagoes de simetria em D — 1 dimensdes sao deduzidas de (3.4) e assumem

a forma:

0A,(x) = O\ (2) (3.9)

do(r) = —mA(x) (3.10)

Ao substituir os Ansétze na agao e integrar na dimensao extra obtemos a a¢ao:
(D-1) 1 2 1 A ) AH u
S= [ d7 Vg =g Fu " — S(mA, + 9,¢)(mA" + 0"9)] (3.11)

O campo ¢(z) é chamado de campo de Stueckelberg (ou campo compensador). No
presente caso seria interessante eliminar esse campo escalar e obter finalmente a acao
de Proca. Se analisarmos as transformacoes de simetria no espago reduzido notamos
que o campo ¢(z), que é um escalar, possui uma transformacdo dada através do uso
de um parametro escalar (vide (3.10)), logo sempre podemos fixar esse parametro de
transformagao de simetria de modo a elimind-lo (A(z) = L¢(z)). A campos com esse
tipo de transformacao de simetria da-se o nome de "puro gauge’e pode-se fixar ¢(z) = 0.

Como o parametro de simetria foi fixado para eliminar o campo de Stueckelberg, a teoria

1Como sempre sersd adotado nesse trabalho, indices gregos denotam o espaco D — 1 dimensional e
indices latinos mintsculos denotam a parte espacial do espaco-tempo.
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reduzida j& nao mais apresentard nenhuma simetria, ja que o termo de massa de A,, quebra
a simetria U(1). Assim,de (3.11) com ¢(z) = 0 obtemos a acao em D — 1 dimensdes que
¢ o modelo de Proca (LEMOS, 2007):

1 1
S = / d(D_l)x{ = B = émQA“Au} (3.12)

A equacao de movimento em D — 1 dimensoes é obtida ao minimizar a agao acima :

05
oA,

0— 9, F" —m?A” =0 (3.13)

Ao aplicar d, na equacao acima obtemos 0,A4” = 0 que é um vinculo escalar. Ao
substituir isso na equagado de movimento original conclui-se que (GOLDSTEIN, 1966;
LEMOS, 2007):

(O-m?)A” =0 (3.14)

Temos um vetor em D —1 dimensoes e um vinculo 9, A" = 0. Por fim ha D —2 graus de
liberdade, o mesmo niimero de graus de liberdade da teoria nao massiva em D dimensoes.
Assim, verifica-se a conservacao do numero de graus de liberdade de um dado modelo
quando se aplica o mecanismo de reducao dimensional Kaluza-Klein com um tinico modo

massivo.
3.1 ANALISE DE UNITARIEDADE

Para a andlise de unitariedade do modelo de Proca (MENDONCA, 2009) serd utilizado
o mesmo formalismo do caso escalar, com a diferenca de que o operador diferencial que
se encontra entre os campos ¢ um operador matricial e sua inversao nao ¢ trivial. Esse
operador diferencial pode ser escrito em termos de uma base w,, e 0,,, os quais sao

definidos no apéndice B. Temos que a acao é dada por 2:

1
S = / d(D‘l)x{§AMG“”AV + JMA“} (3.15)

2 Onde fizemos um acoplamento com a fonte J, (k).
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O operador diferencial sanduichado pelos campos A,(x) é dado de (3.12) por:

G = (0-m*0,, —m’w,, (3.16)

De acordo com a definicao do apéndice B o inverso do operador diferencial G, ¢ dado

por:

o1 1

[0 (D _ m2)9uu - ﬁwuu (317)

Tendo esses resultados em maos pode-se calcular a amplitude saturada ja no espago

dos momentos:

1

AK) = 7 < ARk > 0 = ST

1
0/“/ - WWMV]JV(I{?), (318)
onde J,(k) = (2n) = [dP e e=hut" ], (2).
Toma-se o residuo dessa amplitude na qual se nota que ha um poélo no setor de spin
1, o que significa, como ja era esperado, que hd uma particula massiva com esse spin no

espectro da teoria:

1 1

7 2 2 —1 * v
R€$A<k) = llm(kz_)_WZ)(k +m )7J M(l’f)[—meﬂy — ﬁww]J (k’) (319)

O operador 6, faz uma projecao num espago com os graus de liberdade de spin 1
enquanto que w,, projeta num espaco com um grau de liberdade, ou seja com os graus
de liberdade de spin 0.

Primeiramente vamos analisar a forma da fonte. Ela pode ser decomposta numa

componente ao longo do momento e numa componente perpendicular a ele Jﬁ:
Ju(k) = T, + kuJ (3.20)

Para o caso de uma particula massiva em D — 1 dimensoes podemos ir para o seu

referencial de repouso:
kE* = (m,0,0,..) (3.21)
A partir da relagao /{:“JZ = 0 e ao se utilizar k* no referencial de repouso temos:

mJi=0— J;=0 (3.22)
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Assim, ao se utilizar os vinculos da fonte na expressao do residuo obtemos o resultado:

(D—2

)
1 t1.)]2
ImRes. A(k) = 5 ; |JEH(E)? > 0 (3.23)
O resultado acima significa que o modelo obtido via reducao dimensional, modelo de
Proca, é unitéario e propaga uma particula de spin 1, haja visto que o pélo da amplitude

saturada se encontrava no setor referente a esse spin.

3.2 CONTAGEM DE GRAUS DE LIBERDADE DO MODELO DE MAXWELL-PROCA
VIA ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

A quantidade de graus de liberdade do modelo de Proca pode ser calculada ao se usar o
algoritmo de Dirac-Bergmann (DIRAC, 1964; SANTOS, 2012). Primeiramente partimos

da densidade de lagrangiana do modelo em D — 1 dimensoes:

1 1
L=—Fuk" - émQA“AM (3.24)

A fim de se obter uma anédlise hamiltoniana, é conveniente separar explicitamente os

termos nos quais ocorre derivada temporal 3:

1
LZ_ZEJF]+

1 . S 1 .
§[Af + 20" AgA; + (0;40)%] — QmQ(AZAi — A), (3.25)
onde A; = gﬁg.

A partir da densidade de lagrangeana acima pode-se definir o momento canonico:

= 575 — A7+ A (3.26)
J
L (3.27)
DAy

e ¢ =1’ =~ 0 ¢ um vinculo primario. O simbolo de igualdade fraca =~ significa que uma
dada relacao é verdadeira apenas na hipersuperficie de vinculos gerada no espaco de fase

(HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992).

30s ndices mintisculos latinos denotam quantidades espaciais.
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A densidade de hamiltoniana canonica é definida por:

H, =71, A" — L (3.28)

A hamiltoniana primadria se define ao levar em conta os vinculos primarios:
(D-2) Lo, Lo
Hp = d ZE[HC + )\(.I‘)gb] = §7TZ‘7T + &AO + ZF]EJ‘
1
+§m2(—A(2) + A?) + )\(x)gb}d(D_Z)x (3.29)

Os parénteses de Poisson fundamentais sao definidos como:

{Au(@), ™ (y)} = 0,0(x — y) (3.30)

Para iniciar o procedimento do algoritmo de Dirac-Bergmann vamos partir de um
espaco com 2(D —1) graus de liberdade no espago de fase, D —1 graus para o campo A, (z)
e mais D — 1 graus de liberdade ligados ao momento canénico 7% (z). Aplicamos agora
a condicao de conservacao temporal desse vinculo, utilizando os parénteses de Poisson

fundamentais:
¢ =7 ={¢, H,} = (' +m?4,) = 0 (3.31)

Como a condigao acima nao foi idénticamente satisfeita, ela levou a ocorréncia de novo

vinculo:
¥ = (0im" + m*Ap) = 0 (3.32)
Para continuar o processo analisemos a condi¢ao de consisténcia do novo vinculo:
0= {0 HY+ [ a2l oNa) = (- 04) % 0 (33)

Através da expressao acima é possivel determinar o multiplicador de Lagrange A devido
ao fato de que {¢(x),¢(x)} # 0. O fato dos vinculos nao terem parénteses de Poisson
nulos significa que nao ha simetria de gauge no modelo, e a condi¢ao (3.33) caracteriza os
chamados vinculos de segunda classe (DIRAC, 1964). Assim, ¢(x) e ¢(z) sdo um par de

vinculos de segunda classe.
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Partimos de um espago de fase com 2(D — 1) graus de liberdade e nossa andlise
demonstrou que existem dois vinculos escalares de segunda classe na teoria. Por fim,
temos 2(D — 1) — 2 = 2(D — 2) graus de liberdade no espago de fase. Agora ao voltarmos
ao espaco de configuracao tem-se a metade destes graus de liberdade, que sao D — 2 que
correspondem exatamente a analise feita anteriormente via equacoes de movimento e que
sao os graus de liberdade de uma particula de spin 1 sem massa em D dimensoes ou
massiva em D — 1 dimensoes. Desse modo a conservacao dos graus de liberdade de um
modelo através da aplicacao do mecanismo de reducao dimensional foi obtida mais uma
vez, agora sob o viés da analise de vinculos hamiltonianos.

Ao utilizar os vinculos na forma forte obtemos a hamiltoniana explicitamente nao

negativa:

1 1 1
H), = / {§7mrl + ZF”Fij + §m2(A8 + A?)}d(D_z)fc (3.34)
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4 REDUCAO DIMENSIONAL DA ACAO DE EINSTEIN-HILBERT LINE-
ARIZADA EM D DIMENSOES

Neste capitulo serd feita a reducao dimensional da agao linearizada de Einstein-Hilbert
que descreve uma particula ndao massiva de spin 2 em D dimensoes. A acao de Einstein-
Hilbert linearizada em D dimensoes ja com a dependéncia na dimensao extra separada
na integral é dada por (KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008):

27
1 [m
S = 5 / dy / d(D—l)x{hMNDhMN + 200 BMN A b g N — 200N O — hDh} (4.1)
0

O modelo acima possui simetria pela seguinte transformacao local:
SHMN = gMeN 4 gN eM (4.2)

Antes de mais nada vamos obter suas equacoes de movimento em D dimensoes, para

tal vamos fixar o gauge de De-Donder que nos ajudara a simplifica-las:
AB _ 1B

Essa escolha possui uma transformagao de simetria residual da forma (4.2) onde Oe? =

0. A equacao de movimento é dada por:

0S
—(ShAB = Ohyp — aAathB — aBthVA + UABaCaDhCD + 9405h — nagldh = 0 (4_4)

Usando a condigao de De-Donder na equacao acima concluimos:
1 _
DhAB — 577ABDh = DhAB =0 (45)
Tomando o traco da equacao acima, temos:
Uh =0 (4.6)

Assim, a condicdao de De Donder nos diz que d4h4” = 0, o que nos leva a um vinculo
vetorial. Ainda resta liberdade para fixar mais um vetor que seja solucao da equacao de

onda devido a simetria residual (e = 0, que poderia ser, por exemplo h*® = 0, o que

.. _— . . . . D(D+1

¢ mais uma restricao vetorial. Partimos de um modelo via tensor simétrico com %

graus de liberdade e possuimos 2 vinculos vetoriais que retiram 2D graus de liberdade,
D(D-3)

temos por fim, =5— graus de liberdade. O resultado para D = 4 ¢é de 2 graus de
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liberdade, tipico de uma particula sem massa de spin 2. Assim, temos um campo que
obedece a equacao de onda com os vinculos discutidos acima (HINTERBICHLER, 2012)

ou seja, a equacao de Klein-Gordon sem massa:
Ohap =0 (4.7)

Para proceder com a reducao dimensional do modelo, vamos admitir as seguintes

dependéncias na dimensao extra para os campos:

hyw (z,y) = \/ghw,(x)cos(my) (4.8)

o1 0-0(e.0) = | H(eos(my) (1.9

%al,(x)sen(my) (4.10)

hp-1y(,y) =

Os parametros de simetria sao dados por:

sa:0) = [ ey eos(imn) (a11)

em-1)(z,y) = ﬁe(x)sen(my) (4.12)

As transformacoes de simetria no espago com D — 1 dimensoes sao deduzidas de (4.2)

e tomam a forma;

Shy(x) = 0y, () + Ope,u(2) (4.13)
da,(x) = 0,€e(x) — me,(z) (4.14)

O0H (z) = 2me(x) (4.15)
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Antes de apresentar o resultado da integracao da dimensao extra, vamos fazer a se-
guinte redefinigdo motivada pela simetria escalar em (4.14) e (4.15), vide (KHOUDEIR,;
MONTEMAYOR; URRUTTIA, 2008):

a, =a, — —0,H (4.16)

A acao, ainda levando em conta os campos de Stueckelberg, toma a forma:

1
=3 / d(Dl)x{h“”DhW + 20,0 0%, — 20, 0, I
2 1 — — 2 2 v= \2
— hOh — m*[(hy, + E(a#ay +0,a,))" — (h+ Ea a,)’] p (4.17)
A combinagao a, se transforma como da, = —me,, assim podemos fixar um gauge no

qual a, é nulo(com €, = %du). Assim, obtemos a agao de Fierz-Pauli:

1
S=3 / d(Dl)a:{h“”DhW + 20, 1" 0% hy, — 20,0 D, h — ROh — m?[(h,,)* — (h)Z]}

(4.18)

As equagoes de movimento sao dadas por:

(gju = Ohy — 0,95hy) — 8,05hy; + 1, 050a1°* + 8,0,h — 1, Oh — m? (hy, —1,,h) = 0
(4.19)
Ao aplicar um 0" na equacao acima obtemos
0"hy, — 0,h =0 (4.20)
Ao usar esse resultado na equacao de movimento tem-se:
DRy — 0,0,h — m*(hyy, — nuh) =0 (4.21)

Ao tomar o trago da equagio (4.21) obtemos que m?(D —2)h = 0, ou seja temos trago

nulo
h=0 (4.22)

Assim, fazendo uso dessa condigdo em (4.20) obtemos a transversalidade 0*h,, = 0. Ao
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fazer uso desses resultados podemos deduzir de (4.20) que:

(O —m*)h,, =0 (4.23)

Partiu-se de um campo simétrico em D — 1 dimensoes, ou seja, tinhamos de inicio
D(D—-1)
2
torial (0*h,, = 0), retirando ao todo D graus de liberdade do modelo. Restam assim,
D(D—-3)
2

graus de liberdade e foram obtidos um vinculo escalar (b = 0) e um vinculo ve-

graus de liberdade para esse modelo, os mesmos que foram calculados para a par-
ticula sem massa de spin 2 mas numa dimensao acima. Ou seja, a particula massiva de
spin 2 em (D — 1) dimensdes tem o mesmo ntmero de graus de liberdade que a de spin 2

sem massa em D dimensoes.

41 PRESCRICAO MINIMA PARA A REDUCAO DIMENSIONAL

A experiéncia adquirida nas redugoes dimensionais de modelos de spin 0, spin 1 e spin
2 nos permitiu elaborar uma prescri¢ao minima (ARAGONE; DESER; YANG, 1987) que
pode ser usada para simplificar a reducao dimensional de alguns modelos!.

Essa prescricao minima estd ligada ao truque de Stueckelberg. Desse modo vamos
fazer uma rapida digressao sobre esse truque para em seguida obtermos as prescri¢oes
minimas da reducao dimensional.

O truque de Stueckelberg consiste basicamente em se introduzir campos nao dinamicos
num dado modelo massivo que em geral nao possui simetria de gauge. Os campos de
Stueckelberg possuem um determinado tipo de transformacao que permite que o campo
dinamico da teoria massiva apresente a mesma transformagcao de simetria que teria no caso
sem massa, por isso os campos de Stueckelberg sao chamados de campos compensadores.

Vamos analisar o exemplo do modelo de Maxwell-Proca estudado no capitulo 3 que
nao possui simetria de gauge e é descrito pelo campo vetorial A,,. Introduzimos um campo
de Stueckelberg escalar ¢(x).

Lproca = %fl" [(O=m?) nuw — 0,0,)]A" . (4.24)

O campo A* é uma combinacio formada por A, e ¢. Temos que flu =A,+ %@Lqﬁ. O
modelo (4.24) é analogo a (3.11). E interessante notar que essa combinagao tem a forma

da transformacao de simetria do modelo sem massa. A combinacao é invariante pelas

!Funciona para alguns modelos mas nio tem validade geral
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transformacoes abaixo:

A, = 9\ (4.25)

0p=—mA (4.26)

Note que o campo escalar de Stueckelberg é puro gauge e portanto nao dinamico. A
transformacao de simetria do campo escalar permite que o campo vetorial apresente a
mesma transformacao de simetria que ele teria no modelo de Maxwell (limite de massa
nula) (HINTERBICHLER, 2012).

Esse truque permite que se faga uma transicao suave do ponto de vista dos graus de
liberdade do modelo massivo para seu limite de massa nula. Por exemplo, se tomarmos
D = 4, o modelo de Proca, como vimos, propagaria 3 graus de liberdade que estao todos
contidos no campo vetorial, pois o escalar seria nao dinamico. Ao tomar o limite de
massa nula 2, nota-se de (4.26) que o campo escalar deixa de ser puro gauge, ele se torna
dinamico. No limite de massa nula obteriamos o modelo de Maxwell que propaga 2 graus
de liberdade (2 helicidades do f6ton) e mais um campo escalar. Observa-se que o caso
massivo e o limite de massa nula do modelo propagaria os mesmos graus de liberdade.

No caso do modelo de Fierz-Pauli massivo, pode-se fazer um procedimento analogo.
H

Lopmpo = {0 (O—m?) b — B (O—m?) ] + %aal‘zw (955% — OT)  (4.27)

O campo h* é uma combinacgao formada por:

- 1
MY = pHv 4
m

12 12 1 12
(0"a” + 0"a") — ﬁﬁ“a H (4.28)

Pode-se notar que essa combinagdo é invariante pelas transformagoes (4.13),(4.14) e
(4.15), sendo que o campo tensorial apresenta a mesma transformacao que ele teria no
caso sem massa. A densidade de lagrangeana (4.27) é idéntica a (4.17). 3

Dessa maneira podemos comparar a acao de Maxwell em D dimensoes com a de
Maxwell-Proca escrita em termos da combinacao flu em D — 1 dimensoes e a acao de

Fierz pauli sem massa (modelo de Einstein-Hilbert) com a de Fierz-Pauli massivo escrita

20 fato de haver um termo de massa que seria aparentemente divergente no limite de massa nula na
combinacgao flu néo impede que se tome esse limite pois esse termo é cancelado na agéo (4.24) (HINTER-
BICHLER, 2012).

3Para notar que as expressoes (4.27) e (4.17) sdo idénticas é preciso levar em conta a defini¢do de a,,
dada em (4.16)
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em termos de h,, em D — 1 dimensoes :

1
’CMaa:well = EAM (DT/MN - aMaN) AN s (429)
1 - _
Lo = A [(O=m*) nu — 0,0,) A (4.30)
LEp(m—o) 4[h MNOhyy — hOR) + a hant (OphPM — 9M ) (4.31)

Lo = i[’_‘”” (O—m?) h — b (O—m?) B + %mﬁw (955% — OT)  (4.32)

Como (4.32) pode ser obtido da redugao dimensional de (4.31) e (4.30) pode ser obtido
de (4.29), nota-se que é possivel fazer uma prescri¢ao minima que pode ser usada em alguns
casos para o processo de reducao dimensional (BIAZOTTI; DALMAZI; GRACIA, 2013):

Op - Up_1 — m2 ; AM — AM = AN + (%gb/m (433)

Op — Opy —m? © hyn — hy = huy + (Oupa, + 0va,)/m — 3”31,[—]/7712 (4.34)
4.2 UNITARIEDADE DO MODELOS DE FIERZ-PAULI

O inverso do operador diferencial da acao de Fierz-Pauli sera calculado particulari-
zando D = 4, esse procedimento nao tira a generalidade da anélise, apenas facilita os
calculos. O operador diferencial agora ¢ uma entidade de quatro indices e é escrito numa

base que possui essa mesma quantidade de indices (vide apéndice B). De (4.18), temos:

1
Guwﬁ

2 2 4 2

_ PO _Zphy = pO, £ (pO P(O))} (4.35)
k2 4+ m2) 88 m2~ ww 2\ sw ws

{ ( m?) m \/_m _—

Podemos escrever a amplitude de dois pontos saturada 4(SANTOS, 2012):

e

A(k) = —3

T (k), (4.36)

uryB

4Nesse momento adicionamos fontes ao sistema
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onde T (k) = (2m) 2 [ dP~'a e~ hu" Twv(y),

Pode-se notar que ha um poélo massivo no setor de spin 2. O residuo é calculado como

ResA(k). = limya_, 2 (K> + m*) A(k) (4.37)

A fonte pode ser decomposta da seguinte maneira (MENDONCA, 2009; SANTOS,

2012) (o indice tt significa sem trago e transverso):

Ty (k) = Ty (k) + kT, (k) + kT (k) + " T (k) (4.38)

Apenas a contribuicao do termo com pélo do inverso do operador diferencial serd nao
nula, assim como o projetor de spin 2 é transverso e sem traco, apenas as componentes

da fonte com essa caracteristica sao selecionados:
Res. = 2iT;,ft(k)7}’,f”(k) (4.39)

Como se trata de particula massiva podemos ir para o referencial de repouso k, =

(m,0,0,...) e usar o vinculo:

KuTE (k) = 0 (4.40)
Esse vinculo nos leva a:
mTy (k) =0 (4.41)
Assim, o residuo é dado por:
Res. =2y |T,j| (4.42)

ij

A parte imaginaria do residuo é maior que zero. O modelo é unitario.

4.3 CONTAGEM DE GRAUS DE LIBERDADE VIA ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Nesta subsegao sera feita a analise do modelo de Fierz-Pauli via algoritmo de Dirac-
Bergmann. Para tal partimos de sua densidade de lagrangeana em D dimensoes (sendo
que no final faremos D — D — 1 para checarmos a conservagao dos graus de liberdade via

reducao dimensional.):
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1
Lpp = §{Wmh,w + 20, 0% by — 20,0, h — hOh — m?[(hy)® — (h)z]} (4.43)

A partir da expressao (4.43), apds integragoes por partes, observa-se que os campos h,
e hj surgem sem derivadas temporais e sdo meras varidveis auxiliares (HINTERBICH-
LER, 2012). Vamos considerar os graus de liberdade dinamicos como os do campo h;; e
seus momentos conjugados, ou seja partimos de D(D — 1) graus de liberdade no espago de
fase. Pode-se definir os momentos canénicos como (HENNEAUX; TEITELBOIM, 1992;
MARZBAN; WHITTING; DAM, 1989):

Tij = aE-FP (4.44)
8hij
Tij = hzg - h’é% + 201hords; — 20ihj)0 (4.45)

onde 8(,h3)0 = %(&hjo + 6jh10)
Com esta definigdo pode-se escrever as velocidades em termos dos momentos (HIN-
TERBICHLER, 2012):

: 1
hij = m;; — m?ﬁ’z&j + 20hj)0 (4.46)

A hamiltoniana é definida por:
H=m;h" - L (4.47)

A hamiltoniana toma a seguinte forma explicita:

_ 1 1 1 s i
H = /d(D l)x{gﬂ'?j — m(ﬁlg)z + 5(8khij)2 — 0;h 0" W' + 0;h O bk

1 1 9 .
— é(d-hﬁ)z + §m2(h§j — h7) + 2R 0,7 + mPhE, + hoo(V2RE — m?hf — 0 aﬂhij)}

(4.48)

Ao completar quadrado em hg; temos :
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1 1 1 -
H = /d(D 1)1‘{57'('22] — m(ﬂ'ﬁ)Q + E(akhw)Q — azhjkajh k -+ @h]@hﬁ

1 1
— S (ORE) + S (% = 1) +

1

m2

(0,77 + hoo(V2hE — m?hf — aiajhij)} (4.49)

Da expressao acima se nota que deve haver uma descontinuidade no limite de massa
nula. Da hamiltoniana (4.49) nota-se que hgy surge como um multiplicador de Lagrange

gerando o vinculo:
¢ = (V2hy — m2hf — 0'07hy;) = 0 (4.50)
Os parénteses de Poisson fundamentais sao:

{ By (2), 77 ()} = 67,0,,8(x — y) (4.51)

Vamos agora analisar a evolugao temporal do vinculo (4.50):

m2

T H\ = ala ij (P 0 4.52
¢ {¢7 } J7T + (D . 2) ; ( )
A evolugao temporal de ¢ gerou mais um vinculo:
0,0y + (4.53)
a = 0,0, + =0 4.53
’ (D—2)
A evolugao temporal de o gera:
m*(D — 1) . m?

a={a,H} = (2m*V? - V2hy) = 0 (4.54)

(D—-2)

que nao é um novo vinculo®.
O multiplicador de Lagrange hgy foi determinado, o que significa que o algoritmo

chegou ao fim e que se trata de uma teoria sem simetria de gauge. Temos ao todo 2

5 A determinacdo dos multiplicadores de Lagrange est4 ligada & auséncia da simetria de gauge (DIRAC,
1964).
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vinculos escalares de segunda classe:

{0, A} = (2m2V? — %)5@ ) £0 (4.55)

Assim, temos ao todo D(D — 1) — 2 graus de liberdade no espago de fase em D
dimensoes. Para se checar a conservacao dos graus de liberdade via redugao dimensional
da teoria de Einstein Hilbert sem massa em D dimensoes, deve-se tomar D — D — 1.
Temos entdao D(D — 3) graus de liberdade no espago de fase os quais correspondem a
w graus de liberdade no espaco de configuracao em D — 1 dimensoes. Esse niimero
¢ exatamente a quantidade de graus de liberdade de uma particula sem massa de spin
2 em D dimensoes o que comprova a conservacao dos graus de liberdade via reducao

dimensional.
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5 REDUCAO DIMENSIONAL DE D =2+1PARA D =1+1 DO TERMO
K LINEARIZADO DA NEW MASSIVE GRAVITY

Nesta secao serd feita a redugao dimensional do termo K linearizado da New massive
Gravity (vide (BERGSHOEFF; HOHM; TAWNSEND, 2009; BIAZOTTI; DALMAZI;
GRACIA, 2013; DESER, 2009)). Essa reducao deve ser feita de D = 2 + 1 dimensoes
para D = 1+ 1 dimensoes haja visto que esse termo K é consistente em D = 241 e possui
o mesmo numero de graus de liberdade do modelo de Maxwell, assim, pela conservacao
dos graus de liberdade via reducao dimensional espera-se obter um modelo com o mesmo
numero de graus de liberdade de uma eletrodinamica massiva em D = 1 + 1 dimensoes.

Trabalharemos com os indices :(M, N = 0,1,2) e (u,v = 0,1). A teoria ¢ linearizada
e obtida supondo que a métrica estd num background Minkowiskiano com pertubacoes

dinamicas hpsy:

gun = 1uN + han (5.1)

Partimos do termo K nao linear e o expandimos até segunda ordem em h,;y. Nota-se
que a agao € escrita em termos do quadrado das curvaturas (escalar e tensor de Ricci.) e
que cada uma dessas curvaturas é de segunda ordem em derivadas. Desse modo, temos um
modelo de quarta ordem em derivadas. Devido a esse fato, o modelo tem a caracteristica

de diminuir divergéncias no ultravioleta (momentos altos). A agao tem a forma:

SK = /d3 Ty —g (RMNRMN — §R2) (52)
hh

8
MN\2
= i / d*z | (O0anh™™) (DQMBhBA)—%] (5.3)
_ 1 3..1,AB (2 p(2) cD
- 3 / & zh (D PTT)ABCDh , (5.4)

onde Ry e R sao o tensor e o escalar de Ricci, respectivamente.
A definicao dos projetores que aparecem na acao acima pode ser encontrada no apén-
dice B. A agao Sj possui simetria por reparametrizacoes linearizadas e também simetria

por transformacao de Weyl linearizada:

Ohap = 04€p + O&a + nap/ (5.5)

A agdo em 2 + 1 dimensoes pode ser escrita (ja separando a integragdo na dimensao
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extra) como:

1 2rR
Sk=1 / dy / d%{hABD%AB + 204 P00  hop
0

_|_

N | —

(0405hB)? — %hDQh + 8A83hABDh}, (5.6)

onde R = L.
m
A reducao dimensional sera feita usando um Ansatz andlogo ao caso da reducao do

modelo linearizado de Einstein-Hilbert. O ansatz é o seguinte:

Punle) =[S hul)costmy) o) = Lo, @sinimy) L G

hoo(x,y) = \/?H(x) cos(my) (5.8)

Ao substituir esses campos na acao e efetuar a reducao dimensional tem-se:

Sop = %1 / & [m* (hyuh™ — h?[2) = 2m* (20" hnd™ + 05" h)

+ m? (—2h,, Or" — 2¢"0¢, — 20"h,,,0sh"" — 20,0,h""H + HOh — 0,05h* h + hJh)

+ 2m(—=0"¢,0H +20"h,,0¢" + 0,0,h"*0a¢™ + 03¢°0h)
1 1
29" ¢, + 5HD?H + 200"h,,,0sh"" + 5(8,,8Mh”“)2
1
- 51@% — HOPh + 0,05h*POh + 0,05h*°OH + 2(9,¢")0(9,¢") + hy, TR

Como os parametros de simetria £4 e A sao locais, ou seja, sao dependentes do espaco

tempo, eles também se decompoem numa dependéncia na dimensao extra e no espaco
reduzido (KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008):

) = 26 coslmy) 5 6lep) =[2G smimy) 610

Az, y) = \/gA(x) cos(my) (5.11)

As transformagoes de simetria em D = 1 + 1 dimensdes podem ser obtidas de (5.5),
(5.7), (5.8), (5.10) e (5.11) e tem a forma:

(5.9)
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Shyy = 046, + 80 + N (5.12)
5¢, = —mé&,+0,0 (5.13)
SH = A+2mQ (5.14)

A acao (5.9) é invariante sob (5.12), (5.13) e (5.14).

A idéia agora é mostrar que o processo de reducao dimensional do termo K pode
ser reobtido usando a prescricao minima dada no capitulo 4, o que leva a uma grande
simplificagdo de (5.9) que a principio parece complicada pois possui muitos termos. A

acgao (5.9) pode ser escrita como:

~ 2
Soplhym] = %1 / &2 (Ka,,ﬁ”“> (Kuﬁﬁﬁa) - w (5.15)

onde i’uv = hu + (0,0, + 0,0,)/m — 0,0,H/m? é o mesmo de (4.28).
O modelo em D = 2 + 1 dimensées (5.6) pode ser escrito em termos de um operador
Ky n que tem a forma:
Kyn = Onyn — OaOn (5.16)

Ao usar a prescrigao minima tem-se que o operador K, que figura na acao Syplh,, |
em D =141 ¢é dado por
K, = (0 —m*)nu, — 0,0, (5.17)

Nota-se que a acao esta escrita em termos de um campo BW que é escrito em termos
da contribuicao vetorial e escalar da dimensao extra, ou seja os campos de Stueckelberg.
Como dito anteriormente deve-se construir um campo com a caracteristica de invariancia
5l~zW = 0 pelas transformagoes do campo h,, e pelas transformacoes dos campos de
Stueckelberg dadas de (5.12) a (5.14). Se ignorarmos a transformagao de Weyl podemos
usar a mesma definicao (4.28) usada para o caso da redugao do modelo de Fierz-Pauli nao
massivo, pois os modelos teriam o mesmo tipo de simetria. Mas é impossivel construir
uma combinacao invariante de gauge se considerarmos a transformacao de simetria de
Weyl. O melhor que se pode fazer ¢ manter a mesma definicao que no caso de Fierz-Pauli,
como fizemos em (5.15). Assim , o campo h,,, teria uma transformacio sob (5.12) a (5.14)

dada por:

5BHV = <nuu - %) A (518)

m2
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Essa transformacao ¢ exatamente 6k, = K A" com A’ = (O — m?)A. Desse modo
fica facil de notar que a acao reduzida (5.15) é invariante por tal transformacao. Assim,
o fato do campo redefinido f_lw, nao ser invariante de gauge requer que a ac¢ao reduzida
seja invariante pela transformacao mostrada acima! Esse é um caso um tanto quanto raro
em que uma teoria massiva possui uma simetria de gauge que nao esta ligada aos campos
de Stueckelberg. O campo redefinido nao esta definido univocamente porém o modelo
reduzido ¢ tal que nao "enxerga’a variacao do campo. Isso caracteriza uma simetria de
gauge. Nas proximas secoes notar-se-a que o operador diferencial G0 do modelo nao
possui inversa o que é mais uma caracteristica de sistema com simetria local. Quanto aos
campos de Stueckelberg, como vimos, eles podem ser absorvidos na definicao de l_zm, e nao

figurarao na agao reduzida.
5.1 ELETRODINAMICA MASSIVA INVARIANTE DE GAUGEEM D =1+ 1

Vamos analisar a dinamica classica do modelo Syp[h,,|. Suas equagdes de movimento

sao dadas por:

o, V' 0,0,k h 9,0,(05V7
(O =) (0,8 + 0,1, = P = P (@ ) )| = AT
(5.19)
Na qual o campo vetorial é definido como:
V,=0"hu . (5.20)
Do trago da equagao (5.19) temos:
(2m? —0)0"9"h,, + OO —m*)h =0 . (5.21)

A fim de simplificar as equagoes de movimento adota-se a condicao de gauge escalar
abaixo ja que dispomos de uma transformacao de simetria dada por um parametro escalar
(vide 5.18):

K"™h,, =0"0"h,, — (O-m*)h=0 . (5.22)

Essa condicao ainda possui simetria residual (5.18) dada por um parametro que obe-

dega:

(O=m?)A=0 (5.23)
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Ao considerar as duas equagoes escalares obtidas (5.21) e (5.22), concluimos que:

Ih, = 0-V=0 , 5.24
[
@O-m*h = 0 . (5.25)

Em particular tem-se que a combinacao vetorial se transforma como:

5V, = (m? —0)9A =0 . (5.26)

Podemos usar a transformacao residual de gauge para eliminar o trago uma vez que
ele e o parametro de simetria ( que é um escalar) estdo no espago de fungoes que sao

solucoes da equacao de Klein-Gordon:

S§h=(2m*—0)A =m?A (5.27)

Podemos eliminar o traco:

h=0 . (5.28)

Ao aplicar uma derivada 0" na equagao de movimento (5.19) tem-se:

O -m*)V,=0 , (5.29)
(O —-m?)?h, =0 (5.30)

Sabe-se que em D = 1+ 1 nao ha graus de liberdade no setor de spin 2, um exemplo
disso é o fato de que a agao de Fierz-Pauli que descreve uma particula de spin 2 massiva

nao tem graus de liberdade nessa dimensao. Assim, tem-se a identidade:
Ohyw + (0,0, — Onp)h — 0.V, — 0V, + 10 -V =0 . (5.31)

Essa nao é uma equagao dinamica pois suas componentes zeram indenticamente. Esse
fato nos leva a concluir que nessa dimensao (D = 1+ 1) ndo hé projegao no setor de spin
2 cujos graus de liberdade devem ser expressos por um tensor de rank 2. Assim, como
nao temos projecao no setor de spin 2, os graus de liberdade desse modelo podem ser
expressos por meio de um vetor e nao necessariamente por um tensor. Estes fatos estao
ligados a baixa dimensionalidade do espago. Ao considerar os vinculos (5.24), (5.28),
(5.29) e (5.31), a equagao (5.30) se torna:
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0.V, +90,V,
hpp = —5— . (5.32)
m

Assim, pode-se considerar que (O — m?)V, = 0 e d-V = 0 sdo nossas equagoes
dinamicas primdrias e tomar V), como o campo vetorial fundamental. Tem-se assim o
mesmo espectro que a teoria de Proca. Essa andlise prova ao menos a nivel classico que
houve conservagao dos graus de liberdade via mecanismo de redugao dimensional pois a
teoria de partida possuia, como dito anteriormente, os mesmos graus de liberdade que o

modelo de Maxwell.
5.2 ANALISE DE UNITARIEDADE

Nesta secao cabe dizer que o termo fantasma se refere em geral a uma particula com
problemas de unitariedade, ou seja, particulas cujo residuo da amplitude saturada nao é
maior que zero. Como diz o titulo desta se¢ao o objetivo é mostrar que o modelo Sop
de (5.15) nao possui esse tipo de problema apesar de ser de quarta ordem em derivadas.
Como lidamos com uma teoria quadréatica nos campos podemos escrever a a¢cao como um

operador diferencial sanduichado por 2 campos:
Sop[huw] = / &2 [hywG"™ P hag + T hy) (5.33)

Esse modelo possui simetria de gauge (5.18) e devido a esse fato a obtengao do inverso
do seu operador diferencial nao é tao trivial pois esse modelo admite um campo que nao
estd univocamente determinado.

Assim, para obtermos o inverso do seu operador diferencial é preciso adicionar um
termo na agao que quebre tal simetria. Esse termo é o quadrado da condigao de gauge
(5.22). Esse procedimento estd ligado intimamente ao mecanismo de Fadeev-Popov !

Assim, quadrando a condi¢ao de gauge (5.22) temos:

Laor = N[0"0"hy, + (m* —O)R]* . (5.34)

Como este termo quebra a simetria de gauge é possivel obter o inverso do operador

diferencial que tem a forma (suprimindo os quatro indices):

T Ermd)?  mE(RE+m?) AR+ m2)e IT
(2 + 1) (1-2))

Amt Am2(k? +m?)

Py +

P8+ P (5.35)

1Vide capitulo 4 de (FAGUNDES, 2008).
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Assim, a amplitude de dois pontos saturada toma a seguinte forma no espaco dos
momentos:

A(k) = —i (T*)* (k)G L ;TP (k) . (5.36)

puraf
Como a agao possui simetria de gauge, o termo de fonte deve possuir algum tipo de
vinculo para que a acao como um todo seja invariante pela transformagao de simetria do
campo dinamico. Como a transformagao de simetria de gauge é dada por um parametro
escalar, o vinculo nas fonte também deve ser escalar. Assim, o termo de fonte é dado
por Stonte = J d*x h/TH e para termos 0Syonee = 0 sob (5.18) a fonte deve obedecer o
seguinte vinculo no espago dos momentos (simetria de gauge estéd ligada a vinculos nas

fontes):

kuk, T = —m>T (5.37)

onde T = n#l’TW/ = —T()(] + T11.
O vinculo nas fontes deve ser levado em conta ao se calcular a amplitude saturada.

Abaixo constam as saturacoes de cada um dos projetores com as fontes:

2 k%2 +2m?

* (2 * v * a
T*PT = T5T" — (T (kgT7) — = IT]> , (5.38)
e o (k*T3,) (keT°)  m?
T*PY T e —ﬁm2 , (5.39)
. 0 (k2+m2)2 . 0 m4
TPl = [T o TRy T=7ITF . (540)
2 2 k,2+ 2
(PO + PR T = - m<k4 )i (5.41)

A amplitude de dois pontos saturada toma a forma:

[T;VTW + | T+ 2(k*T},) (kgTP) /m?]

A(k) =—41 (/{:2 + m2)2

(5.42)

E interessante notar que o parametro arbitrario A de Lgr é cancelado e nao influencia
na fisica do sistema. Isso ja era esperado pois a sua funcao era de apenas fixar um
determinado gauge e como o setor de gauge nao ¢ fisico, o cancelamento desse parametro
devia de fato ocorrer. O cancelamento dos pélos nao massivos em k? = 0 que existem
dentro dos projetores Pl(j) também ocorre mas ha aparentemente um poélo duplo perigoso
em k* = —m?. Em geral pdlos duplos indicam fantasmas (vide (NIEUWENHUIZEN,
1973)).

Para calcularmos a parte imaginéaria do residuo deve se levar em conta os vinculos nas
fontes. Além disso vamos usar um sistema de coordenadas que se encontra infinitesimal-

mente perto do referencial de repouso da particula k, = (m,€) o que implica que temos
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k? 4+ m? = €2. Assim a parte imagindria do residuo pode ser calculada fazendo:

I_2 = Imlime* A(k) (5.43)

e—0
Para efetuar o célculo devemos avaliar o numerador de A(k) até a ordem €. Ao utilizar
o vinculo (5.37) nas fontes podemos eliminar T = —2¢T% /m + O(e®). Deve-se analisar
agora qual é a forma explicita dos termos que figuram na amplitude saturada até segunda

ordem:

2(k* T, ) (kgTP) 5 €2 € /s \
#mQ =9 |:(1 _ W) |T01|2 _ |T00|2 _ E <T00T01 _ TOOTOI):| + 0(63)
(5.44)
4 2
Ty, T +|T|* =2 K—Z — 1) 7O 4 | TR (T5eT" — TOOT(;;)} +0(€) . (5.45)
m m

Dessa maneira, podemos usar esse resultado para extrairmos um resultado finito para

o residuo da amplitude saturada:

81| T2 8
_ oy 2 _ 012
I_mz—Imlg%e ( - _m2|T >0 . (5.46)
O resultado acima demonstra que o modelo é unitdrio e o pélo em k2 = —m? que

parecia ser duplo é na verdade um pélo simples. Concluimos que o modelo Sap em (5.15)

¢ unitario e contém apenas uma particula fisica massiva no seu espectro.
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6 REDUCAO DIMENSIONAL DOS MODELOS TDiff E WTDiff E A APRE-
SENTACAO DE FAMILIAS MASSIVAS DE SPIN 2

Nesse capitulo vamos primeiramente analisar o resultado da redugao dimensional dos
modelos de spin 2 sem massa apresentadas em (TEMINO, 2008) . Essas teorias possuem
simetria por transformacao de Weyl e simetria por reparametrizacoes transversas num
dado caso especifico e apenas por reparametrizacoes transversas no caso mais geral apre-
sentado. Elas sdo conhecidas por WTDiff e TDiff respectivamente!. Na tese citada acima
é feita uma andlise dos modelos de spin 2 de segunda ordem em derivadas, com tensor
simétrico, que possuem consisténcia tanto pelo viés quantico (unitariedade) quanto pelo
viés classico através da analise hamiltoniana.

Nosso objetivo ¢é fazer a reducao dimensional Kaluza Klein dessas teorias, as quais
originalmente sao nao massivas e finalmente analisar as consequéncias da inclusao de um
termo de massa através dessa redugao (KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008)
nos modelos Tdiff e WTdiff, baseando-se na idéia de que como estas teorias nao massivas
das quais partimos possuem graus de liberdade propagantes para spin 2 em D dimensoes
(a teoria TDiff pode propagar uma particula de spin 2 caso haja um ajuste adequado
dos seus coeficientes arbitrarios) poderia haver a possibilidade de suas versoes massivas
possuirem consisténcia fisica numa dimensao abaixo.

Assim, para avaliarmos a consisténcia das teorias massivas obtidas via reducao dimen-
sional, calcularemos primeiramente o inverso dos seus operadores diferenciais e analisare-
mos em seguida as patologias que podem surgir ao se adicionar os termos de massa nesses
modelos, como por exemplo pdlos tachionicos e “ghosts”de modo analogo a analise feita
em (BIAZOTTI; DALMAZIL; GRACIA, 2013).

Desse modo pode-se analisar o porqué de parecer nao haver alternativas ao modelo
de Fierz-Pauli quando se trata de descrever uma particula massiva de spin 2 via tensor
simétrico e modelo de segunda ordem em derivadas. Essa dificuldade pode ser superada
ao se utilizar tensores de rank 2 sem simetria nos indices. Existem duas familias de mo-
delos massivos de spin 2 via tensor nao-simétrico, as agoes Sy, e a S,rp vide (DALMAZI,
2013a, 2013b).

Na ultima parte serdo apresentados e analisados classicamente (via equagao de movi-
mento) as familias citadas acima. Serda demonstrado que elas decrevem um campo que

satisfaz todas as exigéncias que uma particula massiva de spin 2 deve obedecer.

ITDiff indica difeomorfismos transversos , vide (6.2) enquanto que W indica a existéncia de simetria
de Weyl
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6.1 O MODELO TDift

Na introducao citamos o trabalho (T EMINO7 2008) no qual é apresentado uma den-
sidade de lagrangiana escrita em termos de um tensor simétrico de rank 2, de segunda
ordem em derivadas e com dois coeficientes arbitrarios, cuja acao é invariante por difeo-
morfismos transversos. Um caso particular desse modelo é a densidade de lagrangeana de
Fierz-Pauli sem massa. O modelo TDiff possui simetria por reparametrizacoes transversas
ou seja:

Ohap — Ox€p + Opea (6.1)

Como se trata de reparametrizacoes transversas temos o vinculo:
es=0 (6.2)

O modelo TDiff em D dimensoes é dado pela seguinte densidade de lagrangeana:

b

1 1
—hapOhAE + §aAhABaChCB - hOh + gaAthABh, (6.3)

Lrpifs = 1

com a e b sendo constantes reais arbitrarias e h = nagh?®.

O modelo TDiff possui como conteudo fisico uma particula de spin 2 além de uma
particula de spin 0, ambas sem massa. E possivel fixar seus coeficientes para obter uma
teoria que descreva apenas uma particula de spin 2.

A agao em D dimensoes é dada por:

STDz'ff = /de ETDiff (6-4)

6.2 REDUCAO DIMENSIOANL DO MODELO TDiff

O modelo TDiff esta escrito em D dimensodes (letras latinas) com A = (0,1,2...D —1).
Vamos entao proceder com a reducao dimensional desse modelo para D — 1 dimensoes
letras gregas) a fim de obtermos um modelo massivo cujo ajuste dos coeficientes ”a”’e
greg JO 4]
"b’possa levar a uma possivel descricao de um modelo massivo de spin 2. A D-ésima
1,07

dimensao sera denotada por "y’para se distinguir das coordenadas "x”do espaco em D — 1

dimensoes:

Y (z,y) = \/gh‘“’(x)cos(my) (6.5)

WO () = \/%“(x)sen(mw (6.6)
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RP=DD=D) (g ) = \/gH(x)cos(my) (6.7)
(2.9 = || eu(eos(my) (63
en-1(z,y) = \/ge(a:)sen(my) (6.9)

2R
STDiff :/ dy/dD_1$£TDiff($,y) (6.10)
0

Essa agao é a (6.4) com a integracao na dimensao extra escrita explicitamente.

Esses Ansétze para os campos e para os parametros de simetria se devem ao fato, assim
como foi feito em alguns casos anteriores, de que supomos a dimensao extra compactada
num circulo de raio R = % e a escolha de seno ou cosseno é feita de acordo com o
comportamento do campo sob a transformacao y — —y. O coeficiente \/? é um fator de
normalizagao que surge para cancelar uma constante resultante da integracao da dimensao
extra na acao, vide (KHOUDEIR; MONTEMAYOR; URRUTIA, 2008).

Vamos agora analisar como os campos acima se transformam em D — 1 dimensoes, de

(6.5), (6.6) e (6.7) temos:

S (z) — OMe” + 0" ¢! (6.11)
dH () — 2me (6.12)
3¢, — 0,6 —me, (6.13)

Dentre todos os campos acima, aqueles que sao de Stuckelberg H e ¢” sao "puro gauge

(calibre)”e logo sao eliminédveis. A a¢ao em D — 1 dimensoes tem a forma:

1 1 b
Lrpiff = Zhuy(D —m?)hH + §8Mh’“’8’)hp,, — Zh(D —m*)h + gaﬂ&,h“”h (6.14)
A fim de analisar as transformacoes de simetria, devemos levar em conta que em D

dimensoes tinhamos:
0%s=0 (6.15)

Essa relagao vai gerar um vinculo entre os parametros de gauge dos campos em D — 1

dimensoes, usando (6.8) e (6.9) temos :

"¢, +me=0 (6.16)
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6.3 ANALISE DE CONSISTENCIA DO MODELO TDiff REDUZIDO

Vamos obter o inverso do operador diferencial para o modelo TDiff massivo, fazendo
uso dos projetores para teorias de rank 2 de modo similar ao que é feito em (BIAZOTTI,
DALMAZI; GRACIA, 2013) . O inverso do operador diferencial do modelo TDiff é dado

por:

Cuwe 4P? 4P PO(O—m?) PO
(G P = {D—mQ_ T 7 [1+(2—D)b]+ 17 [(b—1)m?*—0(1+b—2a)]+

PO L pO nop
%\/D —2[(b—a)0 - me]} (6.17)

O denominador Z ¢é dado por:

1

Z=—
16

{[(b— Dm?—0(1+b—2a))(0—m?*)[1+(2—D)b] — (D —2)[(b—a)O —me]Q}
(6.18)

Podemos ver claramente que ha um pdélo massivo no setor de spin 2 no denominador
de Ps(s2 ). O setor de spin 1 nao apresenta polos, logo a teoria reduzida nao pode descrever
uma particula com tal spin. No setor de spin 0 pode haver pdlos de acordo com a forma do
denominador Z. Nao é possivel que haja cancelamento simultaneo de Z com os operadores
diferenciais dos coeficientes dos setores RESZ, Ps(g >,P§3) e Pq(u(? de (6.17), assim, a ocorréncia
de pdlos no setor de spin 0 depende apenas da forma do denominador Z que figura no
setor de spin 0 .

Se o inverso do operador diferencial no espaco das posicoes tiver apenas um polo da
forma dada em (6.17) no setor de spin 2, terfamos um modelo unitario e que descreve
uma particula massiva de spin 2.

Como nao possuimos nenhum vinculo nas fontes 2, caso existirem pélos no setor de
spin 0, os seus residuos terao sinal indeterminado ja que nao disporemos de vinculos para
nos auxiliar a escrevé-los como uma expressao positivo definida. Assim, vamos analisar
quais condigoes sobre os parametros arbitrarios a e b devem ser usadas de modo a termos
um Z que nao leve a ocorréncia de pdlos no setor escalar.

Precisamos eliminar do Z qualquer termo que possa levar a um pélo. Para tal, serd
preciso fixar a = b para eliminarmos termos com [J na expressao (6.18). Agora ficamos

com uma constante indeterminada que serd fixada para eliminar todo [J? que estiver na

2Devido ao fato da teoria reduzida néo ter simetria local, o que se pode notar pelo fato de ser possivel
obter o inverso do operador diferencial do modelo obtido em D — 1 dimensoes.
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expressao. Para tal, b deve obedecer:
0=—-1+(D—-1)b+(2— D)* (6.19)
Assim, temos como solugao:

a=b=1 (6.20)
1

ou a=b=—— 6.21
D3 (6.21)
O resultado pode ser interpretado da seguinte maneira. Primeiramente, em (TEMINO,
2008) foi demonstrado que a menos que se trate da densidade de lagrangeana de Fierz-
Pauli, a teoria nao-massiva original nao admite termos adicionais massivos nos quais h?
e h,,h"" apresentem massas iguais. Assim, como o processo de reducao dimensional KK
gera termos de massas iguais para ambos os termos, devemos ter caido de algum modo

na teoria massiva de Fierz-Pauli.
A solucao com a = b =1 é a prépria densidade lagrangeana de Fierz- Pauli. Pode-se

fazer uma redefinicao no campo h*” da seguinte forma:
h* — M 4+ Xhnt” (6.22)

Assim, a solucao com a = b = ﬁ pode ser atingida por essa redefinicao partindo-se
da teoria de Fierz-pauli massivo com a = b = 1. Desse modo com A = —ﬁ, partimos de
Fierz-Pauli massiva e obtemos a sua versao redefinida, o que esta de acordo com a analise
feita em (TEMINO, 2008) quanto & inclusio de um termo de massa na teoria TDiff. Ou

seja, ambos os casos (6.21) e (6.12) correspondem a teoria de Fierz-Pauli.
6.4 O MODELO WTDift

Podemos obter uma teoria com simetria adicional de Weyl, ainda em D dimensoes,

se fizermos uma tranformacao do tipo h4% — hAZ + A\hn“® na acdo TDiff, porém com

A = — L. Essa transformacao ndo pode ser interpretada como uma redefinicao do campo
D
hAB pois ela ndo é inversivel. Vamos denotar o campo transformado como hAB.
~ 1
hAB = pAB _ —_ppAB (6.23)
D
naph*? =h =0 (6.24)

Podemos ver que hAB ¢ invariante por uma transformacao de Weyl, a qual tem a

forma:

5hAB — 77ABA (625)
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Assim, a teoria WTDIff, que é uma teoria que possui simetria por reparametrizacoes
transversas e também por transformagao de Weyl, pode ser obtida a partir da TDiff (6.3)

através da transformagao (6.24). A densidade de lagrangeana WTDiff é dada por:
Ls api L s aca85
EWTDiff = Zh Ohap + EaAh 0°hpc (626)
Podemos escrever Ly rp;fr em termos de hAB e h:
BAB _ D +2

1 1
—_ _“hOh+ §8AhAC(93hBC + EaAthABh (6.27)

1
Lwrpifs = ZlhABD 1D?

Note que ha coeficientes dependentes da dimensao nesse modelo.

A acdo em D dimensoes é dada por:

Swrpiff = /deB Lwrpiff (6.28)

Tal modelo possui simetria pelas transformacoes: dhap — Oa€p + Opes + Nap/A com
(9’46,4 =0.

Pode-se mostrar que essa agao descreve uma particula nao massiva de spin 2, vide

(TEMINO, 2008).
6.5 REDUCAO DIMENSIONAL DO MODELO WTDiff

Vamos proceder com a redugao dimensional da teoria WTDIiff (6.28) assim como fize-

mos no caso da TDiff. Teremos entao, em D — 1 dimensoes:

Y (x,y) = \/gh‘“’(x)cos(my) (6.29)
WO (e) = [ sentmy (6.0
AP~ (5 9)) = \/gH(a:)cos(my) (6.31)
u(2:9) = || ep(eos(my) (6.32)

en-1(z,y) = \/ge(x)sen(my) (6.33)
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A(z,y) = \/gl\(x)cos(my) (6.34)

2R
Swrpiff =/ dy/dD_lwﬁWTDiff(l",y) (6.35)
0

Quanto as transformacoes de simetria em D — 1 dimensoes, temos:

ShH (x) — OMe” + Ve + A (6.36)
OH (z) — 2me + A (6.37)
d¢” — 0, —me, (6.38)
Temos também o vinculo:
0"e,+me=0 (6.39)

Novamente os campos auxliares de Stuckelberg H e ¢ sao "puro gauge(calibre)”, e
podem ser eliminados, pois a acao é simétrica sob essas transformacoes.

Assim a densidade de lagrangeana para a teoria massiva em D — 1 é dada por:

1
LWTDiff = Zh'LW(D - mz)h‘uy —

D+2
4D?

1 1
WO = m?)h+ 50,070 I + 50,0, (6.40)

E interessante notar que mesmo estando em D — 1 dimensoes, Ly rpirs contém os
mesmos coeficientes dependentes da dimensao que estavam presentes na teoria nao redu-
zida em (6.28). Assim, se tomdssemos o limite de massa nula em D — 1 dimensdes nao
obterifamos uma particula de spin 2 sem massa nessa dimensao. Para tal seria preciso

fazer uma mudanca nos coeficientes tal que D — D — 1.
6.6 ANALISE DE CONSISTENCIA DO MODELO WTDiff REDUZIDO

Para fazermos a andlise do modelo WTDiff massivo vamos proceder de modo analogo

ao que foi feito no caso da TDiff massiva. Assim, temos o inverso do operador diferencial
do modelo WTDiff:

[m?*(D+1)(D—2)+0(D—-2)(D—1)]

(2) (1) (0) (0)
(Gil)ﬂyaﬂ _ 4P55 _4Pss +(|:|_m2> wa . PSS
O—-—m2 m? D7 4AD?*Z

(PO + PO 7
T A (D —2)[(D —2)0d+ (D + 2)m?] (6.41)
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Ao analisarmos o inverso do operador diferencial do modelo WTDiff, notamos que os
termos no setor de spin 1 e spin 2 sao idénticos aos do inverso do operador diferencial do
modelo TDiff massivo. Logo, ha uma particula de spin 2 e nenhuma particula de spin 1
(ndo ha pdlos nesse setor.). J& no setor de spin 0 precisamos conhecer o denominador Z
do setor de spin 0 para analisarmos se ha polos neste setor.

O valor de Z é dado por:

2-D)

Z ="
16D?

(O +m?)? (6.42)

Temos entao problemas. O primeiro é que a existéncia de pélos no setor de spin 0
e a auséncia de vinculo nas fontes® pode levar a um residuo de sinal indefinido. Além
disso, temos um pdlo duplo, e isso estd ligado a ocorréncia de fantasmas no modelo. Um

outro problema advém do fato de que esse é um pdlo tachionico. Neste trabalho estamos

fazendo uso da métrica (—, 4, +,+,...,+) e temos um pélo do tipo m. Assim, no
espaco do momentos com ¢ = 1, vamos ter:
k k= —m?[1 — v*] = m? (6.43)

Trata-se de uma particula com v? > 1, ou seja um taquion, um modelo que nao estaria
de acordo com um dos principios fundamentais da relatividade restrita.

A conclusao a que chegamos é que nossos resultados concordam novamente com a
andlise presente em (TEMINO, 2008) na qual se conclui (fazendo uma analise de graus
de liberdade hamiltonianos) que o modelo WTDiff nao pode admitir termos de massa
sem que haja inconsisténcias hamiltonianas. Assim, nosso objetivo nesse caso foi analisar
sob o viés da unitariedade como se da essa perda de consisténcia. O resultado da segao
anterior (andlise da redugao do modelo TDiff) aliado aos resultados desta presente segao
parecem indicar que ao se fazer uso de uma agao de segunda ordem em derivadas e com
campo propagante simétrico para spin 2 massivo teriamos apenas o modelo de Fierz-Pauli
como teoria consistente. Essa dificuldade pode ser superada em D = 3 no caso da New
massive gravity (nesse caso é usado um modelo de quarta ordem em derivadas) ou entao
ao se usar tensores de rank 2 sem simetria nos indices, como acontece nas familias S,,
e S,rp que serao introduzidas na proxima subsecao e que sao descrigoes alternativas ao
modelo de Fierz-Pauli e que mantém a mesma ordem em derivadas (DALMAZI, 2013a,
2013b).

3 0 modelo WTDiff massivo nao tem mais simetria de gauge.
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6.7 FAMILIAS DE SPIN 2 MASSIVAS VIA TENSOR NAO SIMETRICO

No trabalho (DALMAZI, 2013b) sao apresentadas duas familias de modelos de spin 2
massivo. Da-se o nome de familia devido ao fato de que elas possuem um parametro livre
definindo assim toda uma "familia’de modelos. O modelo S,, em D dimensoes é dado

por:

1 1 1
Say = / {§e(w)De(‘“’) — (ay + Z)eDe +2(ay + Z)(’L&,e(““)e

2

+ (8,2 4 (ay — i)(@geﬁ'y)z — m?[ew,e”” — €] }de (6.44)

— v
onde e = nte,,.
Para verificarmos que de fato essa agao possui os graus de liberdade de uma particula

de spin 2 vamos analisar as suas equacoes de movimento em D dimensoes:

1 1
De(“”)—(2a1+§)[n“”(lje—aﬂﬁo‘ega)—ﬁ"@”e] = 8(“60‘GZ)+2@18"80‘62+§8”85 h—m? (" e—e)

(6.45)
Ao aplicarmos d, na equacao acima obtemos:
o,e’t = ote (6.46)
Ao usar esse resultado na equagao (6.46) conclui-se que:
Clu) = 0 (6.47)

Ao tomar o trago da equagao (6.46) e usando a rela¢ao (6.47) obtemos trago nulo:
e=0 (6.48)

Se usarmos esse resultado e (6.47) é possivel demonstrar a transversalidade da parte
simétrica:
e =0,e" =0 (6.49)

Assim, com todos esses vinculos aplicados na equagao (6.46) podemos mostrar que :

(O —m?)e™) =0 (6.50)

Assim se prova que ao menos classicamente (on-shell) o modelo descreve uma particula

de spin 2 massiva de modo consistente pois foi demonstrado trago nulo, transversalidade, e
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propagacao da parte simétrica obedecendo a equacao de Klein-Gordon com sinal correto

no termo de massa (sem "tdquions”). Para maiores informages sobre a obtengao do

modelo bem como de sua consisténcia quantica consultar (DALMAZI, 2013a, 2013b).
Ha ainda mais uma familia que descreve uma particula de spin 2 massiva e cujo termo

de massa nao tem o "tunning”de Fierz-Pauli. E a acao nao-Fierz-Pauli, ou S, pp:

1 1 1
— _ (wv)y _ = Ba
Snfp /{26(W)De 30D = 1)6De+ D= 1)058ae e
(nv)\2 ([ — 2) Bry2 1 2( pv _ 2 D
+(0,e'") D=1 1)(056 ) 5 (e"e,, —ce’) pd”x (6.51)

As equagoes de movimento em D dimensoes sao dadas por:

1
e OnH MG a0 PV
e (D—1) n 6+(D—1) e+<D_1)5ve Ui
" (Bv) v (D — 2) Bv 2 v v
—0"0pe") — 0”0 ™ + 2——0"0ge”™ + m (c e — ") =0 (6.52)
2(D—-1)
Ao aplicar uma derivada 9, na equagao (6.53) obtemos:
c e = Dge (6.53)

Usando a relagao (6.54) e tomando o trago da equagao de movimento (6.53), temos
que:
e=0 (6.54)

O fato do traco ser nulo implica que:
03" =0 (6.55)

Ao usar todas esses vinculos na equac¢ao de movimento (6.53) obtemos que a parte

antissimétrica do campo é nula:
Cluw] = 0 (656)

Assim, ao fazer uso de (6.57) e (6.55) em (6.54) conclui-se que temos transversalidade
na parte simétrica do campo:

9gel?) =0 (6.57)

Desse modo, ao aplicar todos os vinculos deduzidos anteriormente na equagao (6.53),

mostra-se que a parte simétrica do campo e(,,) obedece a equacao :

(O —m*)equ) =0 (6.58)
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Concluimos que este modelo descreve um campo propagante que possui transversali-
dade, traco nulo e obedece a equacao de Klein-Gordon, ou seja o modelo descreve uma
particula massiva de spin 2. A sua consisténcia quantica pode ser checada em (DALMAZI,
2013a, 2013b).
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7 REDUCAO DIMENSIONAL DO LIMITE DE MASSA NULA DA ACAO
Say

Nesta secao serd feita a reducao dimensional do limite de massa nula da agao S,
(DALMAZI; MENDONCA; SANTOS, 2015) a qual, como vimos antes, é descrita por um
campo tensorial de rank 2 sem simetria nos indices. O limite de massa nula de S,, possui
em seu espectro uma particula de spin 2 e uma particula de spin 0, ambas sem massa.
O objetivo ¢ saber se a reducao dimensional deste modelo nos levara a obter o mesmo
termo de massa de sua versao massiva numa dimensao abaixo, ou se entao surgira um
termo de massa com caracteristicas diferentes daquele. Como nos casos anteriores letras
latinas maiusculas representam os indices do espacgo-tempo em D dimensoes e as gregas

representam os indices no espago-tempo reduzido. A acao em D dimensoes é dada por:

2R 1 1
Sal = / / 56(AB)D€(AB) — (CL1 -+ Z)eDe +
0

2(a; + i)&A(?Be(AB)e + (04ePN2 4 (ay — %)(8060D)2}dl)113dy (7.1)

A acdo acima possui a seguinte simetria de gauge:
56143 (I‘, y) = aBGA(xa y) + acA[ABC] (72)

Neste trabalho, os colchetes designam antissimetria nos indices.

Para proceder com a reducao dimensional a dependéncia dos campos na dimensao
extra serd escrita novamente em termos de senos ou cossenos, com a escolha a depender
do comportamento do campo através da transformacao de paridade na dimensao extra.

Assim, os campos sao dados por:
m
cun(1,9) = || ey ) cosmy) (7.3)
m .
e(p-1w(T,y) = 1/?Ay($)szn(my) (7.4)
m .
evo-1)(2,y) = [ — By (x)sin(my) (7.5)

e(p—1),(p-1)(z,y) = \/gﬂ(ac)cos(my) (7.6)

A dependéncia dos parametros de simetria local com relacao a dimensao extra é ex-



50

plicitada abaixo:

u(5:1) = || ep(eos(my) (7.7

cio-(o0) = [ etw)sin(m) (7.9

m —
Apa(p-1)(%,Y) = | — Ay (z) sen(my) (7.9)

Apwp (z,y) = \/?A[HVB] (x)cos(my) (7.10)

A partir das defini¢bes acima, as transformacoes no espaco em D — 1 dimensoes sao

dadas por:
Oe (1) = Oeu(w) + 07 Apug) () + mApu) (z) (7.11)
0A,(z) = Oye(x) — 0" A (@) (7.12)
6B, (z) = —me, () + 0" A (2) (7.13)
SH(z) = m e(x) (7.14)

As transformacoes de simetria no espaco em D — 1 s@o tais que nem todos os campos
de Stueckelberg podem ser eliminados por fixacao de gauge. Desse modo pode-se eliminar,
por exemplo, o campo A, (x) pois ele apresenta uma transformacao no setor longitudinal
e por um segundo parametro que atua no setor transverso GV(G“AW = 0). Essas trans-
formagcoes de simetria em conjunto podem ser usadas para se eliminar todo um vetor.
O campo H(x) também pode ser eliminado se fixarmos €(x), mas desse modo o campo
vetorial A,(x) deixa de ser puro gauge. Assim, um desses campos sera puro gauge e 0
outro nao. Vale dizer que o campo B,(x) é puro gauge. Neste trabalho vamos usar as
transformagoes de simetria de modo a eliminar H(x) e B,(x) (Poderfamos ter eliminado

A,(z) e B,(x), porém ndo optamos por esse caminho.). Assim, temos em D — 1:
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Say = / {%[e(“”)(m — m?)equ) + %AM(D —m?) A" — 2(a; + %)e(D —m?)e]

1 1
+2(arty) [auayeuy+m8MA“]e+(8,,6(”“)+%A“)2+(8MA“)2+(CL1—Z)(ﬁue“”+mA”)2 }dD_lx
(7.15)

Vamos tratar o campo A, que nao é puro gauge como um campo auxiliar cuja de-
pendéncia na agao nds gostariamos de integrar gaussianamente. Para tal, é interessante
eliminar da acao termos do tipo A,[JA”. Para isso é preciso fazer uma redefinicao do
campo e, que tem uma forma analoga a da transformacao de simetria no espago em D

dimensoes:

1
Cuv — Cuv — EaVA,u (716)

A agado assume a seguinte forma:

Say = / {d (0, A")* +m* A, A”] + 2m d %e(ap A" + Lr.p
—d e(0—m?)e + d(9,e")? + 2dd,0,e" e —m d e[W}FZ”}dD_la: (7.17)

Na expressao acima d = (a; — }L) , Y = 0rAY — 0" A" e Lp p se refere a lagrangeana
massiva de Fierz-Pauli (vide (4.18)). Agora serd introduzido um campo vetorial nao
dinamico C,, (campo espectador vide (DALMAZI, 2013b)) que nos permite reescrever a

acao como:

S, = / {d [(0,4Y) + m*A, A" + 2m d 0%e(apyA” + Lrp — d (0 — m?)e
—d m*C,C* —2m d C*0 ey — 2d 0,0, e —m d ejp (Fh” — Fg”)}dD_lx (7.18)

A parte antissimétrica do campo e, pode ser entendida classicamente como um

multiplicador de Lagrange, e quanticamente pode-se integra-la gerando um delta de Dirac
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funcional que gera o vinculo:
FiY —FF" =0 (7.19)
A solucao geral para a equagao acima é dada por:

1
OF — A= g, (7.20)
m

onde ¢ é um campo escalar qualquer.

Podemos agora substituir essa solu¢ao na acao e eliminar C;:

Sa; = / {Qd 9,0,e" (e + ¢) —d e(0 — m?)e + d ¢0¢ + Ep_p}dD_lx + Sa, (7.21)

onde a ac¢ao Sy é dada por:

Sa= / { — d [A"Ow,, A" + 2A“(m8#¢)]}dD1x (7.22)

Por essa expressao se nota que o campo possui uma simetria no setor transverso
0A, = 0,Ao, com A, = —A,,, como analisamos anteriormente. Essa simetria se manteve
pois ela nao foi fixada para eliminar nenhum campo. Para integrar de forma Gaussiana a

dependéncia no campo A, faz-se a redefinicao:

A= A, — O, (md"¢) (7.23)

O termo O;Vl se refere ao inverso do operador diferencial que se encontra sanduichado
pelo campo A,,. Como dissemos anteriormente hé simetria no setor de spin 1 (transverso)
no termo cinético da acao S4. Desse modo, para inverter esse operador deve-se adicionar
um termo de fixacao de gauge do tipo AF*F},, para quebrarmos a simetria do modelo e

assim inverter o operador. Desse modo, a sua inversa é dada por:

1 1
O;ul - Eguu + iw;w (724)
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Assim, ao substituir (7.23) na ac¢do temos:
v 221 | ;D1
SA:/{—d[A;O“ A’V+m¢]}d x (7.25)

A dependéncia em Aj, em Sa pode ser integrada de modo gaussiano e ocorre a geragao

de um termo de massa para o campo escalar. A acao toma a forma:

Sa1 = / {Qd 9,0,e" (e + @) —d e(0d — m?)e + d ¢(0 — m*)¢ + Ep,p}dD_lx (7.26)

Para diagonalizarmos a acao devemos fazer duas redefinicoes nos campos e assim

separar as contribuicoes escalar e tensorial:

b —e (7.27)

2d 1
e m(n‘uy + %aﬁy)w (7.28)

A agao diagonalizada tem a forma:

S,y = / {.CF,p +d(2d Eg : ;g + Dop(0 — m2)¢}dD_1:U (7.29)

Pela forma da agao acima fica facil notar que temos uma contribuigao de spin 2 (modelo
de Fierz-Pauli massivo Lgp) e uma contribuicdo escalar massiva. Para que o campo
escalar tenha uma contribuigao unitaria seu coeficiente deve ser positivo. Isso implica que

(d=a;—1):

4

(D —3) 1
< _ = 9 > 7.30
“="4p-1n M= (7.30)
A andlise acima esta totalmente em acordo com a andlise em D dimensoes do limite
de massa nula de S,, que foi feita em (DALMAZI; MENDONCA; SANTOS, 2015). O
intervalo de valores nos quais S,, é unitario ¢ o mesmo em D e em D — 1 dimensoes o que

evidencia mais uma vez o fato de que o mecanismo de geracao de massa via Kaluza-Klein

conserva graus de liberdade e a unitariedade.
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7.1 REDUCAO DIMENSIONAL DO LIMITE DE MASSA NULA DA ACAO S,, VIA
ACAO MESTRA

Nesta se¢ao abordaremos a redugao dimensional do limite de massa nula da familia S,
a partir do viés da acao mestra. Pela analise feita na subsecao anterior, podemos notar
que existe uma dualidade entre o limite de massa nula de S,, e as agoes de Fierz Pauli
sem massa e do campo escalar sem massa. Desse modo deve haver uma acao mestra que
as interpole. A existéncia de uma acao mestra esta ligada a equivaléncia quantica entre
os dois modelos (Veja casos similares em (MENDONCA, 2009; SANTOS, 2012)). Uma

agao que faria o papel de a¢ao mestra em D dimensdes é a seguinte (d = a; — %):

2R
Smaster = / / {£0 - d(CACA + 2C(AaBeBA) }dD_lfL‘dy (73]_)
0

Na agao acima Ly representa o limite de massa nula de S,, a menos do termo c(94e5)?:

1 1
Ly = —§8M6(AB)8M6(AB) + (a1 + Z)[(‘?Me@Me — 28M68N6(MN)] + 8M€(MN)6L6(LN)
(7.32)
As transformacoes de simetria da acao mestra D dimensional sao as seguintes:
denrn = Onven + 0% Apuney (7.33)
5CM = —8M(8N6N) (734)

De acordo com (DALMAZI; MENDONCA; SANTOS, 2015) sabe-se que ao integrar
no campo auxiliar C4 obtém-se S,, ,,—0 a0 passo que ao integrar no campo antissimétrico
e[ap) obtém-se a acao de Fierz-Pauli sem massa mais um campo escalar também nao
massivo. Essa é uma caracteristica de acao mestra, ou seja, ela interpola entre dois
modelos duais. Assim vamos proceder com a reducao dimensional dessa acdo mestra a
fim de obtermos sua versao D — 1 dimensional, usaremos os mesmos Ansitze para os

campos que na se¢ao anterior e para o campo C'4 usaremos :

Cul,y) = || = Culz)cos(my) (7.35)

™
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Cio-1)(z,y) = \/gG(w)Sm(my) (7.36)

As suas transformacgoes de simetria no espaco reduzido sao:

0C, = —0,[0"€,(x) +m €(x)] (7.37)

0G(x) = m[0”e,(x) + me(x)] (7.38)

Ao eliminarmos os campos B, e H(z) que sdo puro gauge (vide se¢ao anterior) obtemos
(fizemos C* — mC*):

Smwwr::/p{ﬁm——thCan%—%ncp&héw+wnAﬁﬂ}d@F”x (7.39)
O termo L,, é dado por:

1 1 1
L, = 5[6(“V)(D — mQ)e(W) + §AM(D — mQ)A“ —2(a; + Z)e(D — mz)e]

1
+%m+?@@W#m@Nk+@AW+%Mfﬂ@#ﬁ(Mm

Nosso objetivo é recuperar os mesmos resultados que os da secao anterior e assim
mostrar que eles podem ser obtidos via reducao dimensional da agao mestra. Se fizermos

a redefinicao ¢}, — C), — A,, obtemos:

Smaster = / {['m - d[C'#C'”mQ + 2mCM0,,e”’“‘] + chA#A“ + 2dmAMaV€,/u}d(D_l)x
(7.41)

Para eliminar termos do tipo A,LJA* deve-se fazer e,, — €., — %8,,%1“ que é uma
redefinicao idéntica a da segao anterior seguida de C* — C*+ #8“(6”14,,). Dessa maneira
obtemos uma agao que pode ser posta na mesma forma que a agao (7.17). Desse modo
para prosseguirmos com a reduc¢ao dimensional basta adotarmos os mesmos passos que 0s
adotados na segao anterior a partir da equagao (7.17). Assim, demonstra-se que é possivel
fazer a reducao dimensional do modelo para D — 1 dimensoes a partir de uma ac¢ao mestra

em D dimensoes.
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8 REDUCAO DIMENSIONAL DO LIMITE DE MASSA NULA DA ACAO

SnFP

Nesse capitulo serd feita a reducao dimensional do limite de massa nula do modelo
Sprp de D para D — 1 dimensoes, vide (DALMAZI; MENDONCA; SANTOS, 2015). O
limite de massa nula de S,,pp possui uma particula de spin 2 sem massa em seu espectro.

A acao em D dimensoes tem a forma:

S = /%R/ 1eA OeAB) — ;eﬂe%— ;&48 e“Be
LR A 9" (4P) 2(D — 1) (D—1)" 7P

(D —2)

(AB)y2 _ T %)
+(8A6 ) Q(D—l)

(DpeH)? }lexdy (8.1)

Essa agao é invariante pela transformacao:

deap(z,y) — Opealz,y) + napd(z,y) + 0“Aapqy (8.2)

A transformacao de simetria vetorial é a mesma encontrada no limite de massa nula
do modelo S,, e a transformacao de simetria via parametro escalar é a de Weyl. Para
obtermos a reducao dimensional desse modelo vamos utilizar o mesmos Ansétze para a
expansao dos campos que no caso de S,,. Assim, o parametro de Weyl que agora surge

tem sua dependéncia na dimensao extra dada por:

o1r.9) = [ otw)cos(m) 83

As transformacoes de simetria no espaco reduzido sao dada por:

ey (2) = Dy () + 0" Ny () + My () + mw6 () (8.4)
Sep—1, = 0A,(x) = dye(z) — 0" Appy(2) (8.5)
5601 = 0B, () = —me,(x) + 0" K () (8.6)
Sep-1.0-1 = 6H(x) = me(z) + 9(c) (8.7)

Pela andlise das transformacoes de simetria acima se nota que os campos sao todos

puro gauge, a inclusao da simetria de Weyl possibilitou que isso ocorresse. Apesar disso,
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serd conveniente mantermos o campo vetorial A,(z) como um campo auxiliar pois assim
teremos um desenvolvimento bem similar ao do caso do capitulo anterior. Assim, devido

ao fato de nao termos eliminado esse campo surge uma simetria em D — 1 dada por:
0€u = N (8.8)

A, = ——d,\ (8.9)

1
m
A origem de tal simetria podera ser melhor entendida ao se fazer a reducao dimensional

via acdo mestra no proximo capitulo. A agdo em D — 1 dimensoes tem a seguinte forma:

(D —2) vy L v
SnFP = / {ACFP + m[@(m - m2)e - 2(%&,6“ 6] + Z(AMDAN + (a,/A )2)+

m y (D=2
D1 %Y "o

[m2A, A" —20,e"™ A, — (0,e")?] + mﬁ”e(w)A"}dD_lx
(8.10)

Para que possamos integrar A,(z) de modo gaussiano, devemos eliminar termos do
tipo A,A* através da redefinicao e,, — e, — #@A“. A acao redefinida em D — 1

dimensoes ¢ dada por:

Snrp = / {Ep,p + afe(0 — m?)e — 20,0,e"e — m*A, A" — (0,A")* + m*C,C*
—2md” e A" + 2mote(,)C" + m e (Fy — FEY)] }dD_la: (8.11)

Na expressao acima fizemos uso de um campo nao dinamico C), a fim de reescrevermos

o termo —a(d"e,,)? com a = 2(53:21)). Ao integrar no campo ej,,] obtém-se o vinculo:
FYY —F=F"(A-C)=0 (8.12)

A solucao desse vinculo é dada por campos que obedecam:

ar— o= Long (8.13)
m
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Ao substituir esse vinculo na a¢ao obtemos:
Snrp = /{a[28u8,,e“”(—e + ¢) + (0 — m?)e — ¢¢] + £F,p}dD1:c + Sa4 (8.14)
A agao Sy se refere aos termos da agao que dependem de A,:

Sy = / { — af(0,A")? + 2mA“(8H¢)]}dD1:c (8.15)

A integragao gaussiana de A, ¢é feita da mesma maneira que no caso de Sg, req © acaba

por gerar um termo de massa para ¢. A acao apresenta assim, a seguinte forma:

Sprp = / {a[Qauaye“”(—e + @)+ e(d —m?e — ¢(0 — m?)¢] + Cp_p}dD_lx (8.16)

Para diagonalizarmos a acao e separarmos seu contetido de particula fazemos as se-

guintes redefinic¢oes:

o= o+e (8.17)
1 (D-2
€ — Cpy + D 1)[( S >auay — N (8.18)

A agao obtida tem a forma:

Snrp :/lex{EF.p[é(W)]} (8.19)

O resultado obtido estd totalmente de acordo com a andlise de (DALMAZI; MEN-
DONCA; SANTOS, 2015) e descreve uma particula de spin 2 massiva.

8.1 REDUCAO DIMENSIONAL DO LIMITE DE MASSA NULA DA ACAO S, pp VIA
ACAO MESTRA

Vamos mostrar nesta se¢ao que os resultados obtidos para a reducao dimensional de

SnFP m—o podem ser reobtidos a partir da reducao de uma acao mestra em D dimensoes.
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A acao mestra tem a forma:

2TR
Smaster - / / {EO + Q[CMCM + 2CM8N6NM] }dD_lfL'dy (820)
0

_ (D=2
onde o = 201

De acordo com (DALMAZI; MENDONCA; SANTOS, 2015), ao integrarmos em C;

obtemos a agao S,rp m—o € a0 integrarmos no campo e[, obtemos o modelo de Fierz-

Pauli sem massa. O termo Ly tem a forma:

1 1

1
ﬁo = —éaMe(GN)8Me(GN)+m8M68M6+8Me(MN)8Le(LN)—mﬁMeﬁNe(NM)
(8.21)
A acao é invariante pelas transformacoes:
denn(x,y) = Onen(@,y) + nune(x, y) + 0 Apuney (2, y) (8.22)

Para procedermos com a reducao dimensional da acao vamos usar as mesmas depen-
déncias que foram usadas na secao anterior para os campos e parametros de simetria com

relagao & dimensao extra. Os campos CM(z,y) possuem a seguinte dependéncia:

Cutr) = 2 @)eostmy (5.24)

Cloa:y) = || 2 Gw)sin(my) (5.25)

Dessa maneira no espago em D — 1 dimensoes temos as transformagoes(os campos

dindmicos possuem as transformagoes dadas no capitulo anterior):

0C, () = —0,[0"€,(x) + me ()] + 0o () (8.26)

0G(x) =m ¢(x) + m[0”e, () + me,(x)] (8.27)
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Apesar do campo A, ser puro gauge vamos mante-lo como um campo auxiliar. Assim,
resta uma espécie de simetria U(1) para C*. Ao integrar na dimensdo extra obtemos
(fizemos C* — mC*):

Smaster = / {/Jm + a[m*C*C), + 2mC*(d"e,,, — mA,)] }d(D_l)x (8.28)

O termo L,, ¢ dado por:

(D-2)

R R

[e(0 —m?)e — 20,0,¢e"e]

1
+ (404 +(9,A)) + ﬁe 0, A + md e A" (8.29)

Devido ao fato do campo C* possuir uma transformacao do tipo 6C* = 9*¢, para que

toda a acao seja invariante é preciso que

3[0"ey,, — mA,| = —m0,¢ (8.30)

Esse fato pode ser visto como uma explicacao para o aparecimento da simetria que
existe entre A, e e, como foi discutido anteriormente. Uma solucao para a relacao acima
é que os campos possuam uma transformacao do tipo que foi apresentada em (8.8) e (8.9).

Para obter uma agao que possa ser posta numa forma anédloga a (8.11) deve-se fazer a

redefinigao C* — C* — A* e assim obter:

Smaster = / {£m+a[m20“0u+2m0“(8”eyu—m14“)]—og[mQAMA“_f_QAMaVeW]}d(D—l)x
(8.31)

Para eliminarmos termos do tipo A,[JA* deve-se fazer as seguintes redefini¢oes:

1
ct — CH + W@“(({)VAV) (832)
et — et — l&,A (8.33)
m H

A agdo obtida por esse procedimento é igual & (8.11). Desse modo, se seguirmos
o procedimento usado no capitulo anterior a partir desse ponto, obteremos a reducao

dimensional do modelo. Mostra-se assim que a reducao dimensional de S, pp pode ser



reobtida via reducao de uma acao mestra em D dimensoes.

61



62

9 CONCLUSAO

As reducoes dimensionais Kaluza-Klein dos modelos de spin s = 0, 1,2 foram feitas
com sucesso. Para proceder com essas redugoes foi preciso conhecer as simetrias locais
dos modelos nao massivos de partida em D dimensoes para assim ser possivel determinar
o equivalente dessas simetrias em D — 1 dimensoes.

O conhecimento dessas simetrias no espaco reduzido é fundamental para se conhecer
quais sao os campos que de fato serao dinamicos em D — 1 dimensoes e assim eliminar os
campos oriundos da dimensao extra através da fixagao de gauge. Nem sempre a elimina-
¢ao é total como, por exemplo, no caso da redugao dimensional do modelo S,, 0.

Nos capitulos 2, 3, 4, 5 foram feitas as redugoes dimensionais e os modelos massivos
obtidos foram analisados primeiramente pelo viés cldssico, ou seja, através dos vinculos
de Fierz-Pauli, obtidos das equagbes de movimento, e também em alguns casos (capitulos
3 e 4.) através da anédlise hamiltoniana via algoritmo de Dirac-Bergmann.

Quanto a andlise quantica, ela consistiu em avaliar os sinais dos residuos das ampli-
tudes de dois pontos saturadas desses modelos. Para tal foi preciso saber como obter o
inverso dos operadores diferenciais em cada caso. Um caso interessante foi o da reducao
dimensional da linearizacao do termo K da New massive gravity em D = 2 4 1, no qual
h4 uma nova simetria no modelo massivo em D = 1 + 1! e é preciso recorrer a fixacao de
gauge para que se obtenha o inverso do seu operador diferencial.

O capitulo que trata da reducao dimensional dos modelos WTdiff e Tdiff faz uso da
reducao dimensional como ferramenta para se obter uma teoria de spin 2 massiva porém
acaba-se por concluir que aparentemente apenas o modelo de Fierz-Pauli pode descrever
tal particula se é feito uso de tensores simétricos de posto 2. A reducao dimensional dessas
familias nao conservou os seus graus de liberdade mas a conclusao que obtemos esta de
acordo com (TEMINO, 2008). Assim, logo em seguida apresenta-se as familias S,, e S, rp
que utilizam tensores sem simetria e também podem descrever uma particula massiva de
spin 2. Nos capitulos seguintes (capitulos 7 e 8.) foram feitas as redugbes dimensionais
dos limites de massa nula dessas familias do modo convencional e através de uma acao

mestra mostrando que os resultados sao equivalentes.

1 Essa nova simetria persiste mesmo com a eliminacdo dos campos de Stueckelberg via fixacdo de gauge
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APENDICE A - IDEIA ORIGINAL DA REDUCAO DIMENSIONAL DE
KALUZA-KLEIN

A idéia original da redugao dimensional foi a tentativa de se unificar o campo ele-
tromagnético e o campo gravitacional numa mesma descricao. Kaluza notou que ao se
adicionar uma dimensao extra no modelo da gravitacao surgem termos que podem ser in-
terpretados como novos campos numa dimensao abaixo(KALUZA, 1921; KLEIN, 1926).
Assim, o campo eletromagnético surgiria como uma espécie de componente da métrica
5D. Na presente deducao vamos partir da agao gravitacional em D dimensoes e obter sua
versao reduzida em D — 1 dimensdes. A acao gravitacional em D dimensoes toma a forma

2.

mD—2

s=" / dP2\/=GRp, (1)

A acdo possui a seguinte transformacao de simetria infinitesimal:
0gap = Vaep + Vpea (2)

Nesta segao vamos fazer uso da decomposicao ADM (supondo hipersuperficies orto-
gonais a dimensao extra e nao ao tempo, o formalismo é analogo em ambos os casos
(LACQUANITTI, 2009).) que nada mais é que considerar o espago-tempo foliado em
infinitas hipersuperficies ortogonais a dimensao extra. Desse modo a decomposicao ADM
da métrica nos permite obter a forma da métrica induzida nessas hipersuperficies D — 1

dimensionais (ver apéndice C):

g(Dfl),(Dfl)(:Ea y) = _Ng(x> y) + AMAM(:B7 Y) (3)
Gu(p-1) = Au(z,y) (4)
9 (2, Y) = g (7, Y) (5)

Para se proceder com a redugao dimensional vamos adotar o seguinte Ansatz, que nada
mais é que se tomar apenas o modo zero da expansao quando nao se tem mais nenhuma

dependéncia na coordenada extra:

2mp ¢ a massa de Planck reduzida em D dimensoes
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Au(z,y) = Au(z) (6)
N(z,y) = > (7)
gMV(xv ?/) = QW(:E)G—ZW(%‘) (8)

3 As transformacoes de simetria em D — 1 sao dadas por:

(SAM = VNED (9)

0Guw = Vu€u + Vo€, (10)

A acao escrita em termos da decomposicao ADM se divide numa espécie de agao
de Einstein-Hilbert em D — 1 dimensoes e num termo construido a partir da curvatura

extrinseca K* :

D-2
My

5=

L
/ dy/d(D_l)xw/_—gN{R(D_l)(g) + K? — KWK‘“’} (11)
0

A curvatura extrinseca escrita nas variaveis ADM toma a seguinte forma:

1

=95

(Vudy =V, 4,) (12)

Ao integrar na dimensao extra e substituir os ansétze adotados para o procedimento de

reducdo dimensional tem-se (Considerando que /—g = /—ge~(P~Y5¢ e também levando

3a e B sdao parametros arbitrarios
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em conta a mudanca do escalar de Ricci via transformacao conforme.):

D-2
p

S_m
2

L / dP V=5 e[2a(D1)5]¢($){e2ﬁ¢>(r) [Rp-1)(g) + 28(D — 2)0¢—
(D —2)(D —3)5%(9,9)%] — %“WWFW} (13)

A fim de simplificar a acao podemos eliminar o termo [l¢ pois se trata de uma derivada

total. Podemos também fixar os parametros a e 8 como:

B (14)

F = 2(D —2)(D — 3) (15)

Assumida essa escolha de parametros obtemos a acao de Einstein-Hilbert, a acao de
Maxwell acoplada a um campo escalar e um termo dinamico para esse escalar (m, é a

massa reduzida de Planck em D — 1 dimensdes):

D3 1 1
S _ p2 /d(D1)$\/—_g{[R(D_1) . §<aﬂ¢>2] o Z62[3(D2)<15(:1c)F;LVFW} (16)

As equagdes de movimento sao dadas por:

G 1 1 1 osp- 1 w
Ruu - %R = 5(8M¢8V¢ - §9uu(au¢)2) + 56 20 2)¢(FWF17 - ZvaF 7ng) <17)

06 = —5B(D — 2)e P O-(F,, F) (18)

Vi e P PE, ) =0 (19)

E interessante notar que na equagao (A.17) o tensor de energia momento do campo
eletromagnético surge naturalmente como fonte para a gravitagao.
Para que o campo A, possa de fato ser associado ao campo eletromagnético é preciso

fazer um rescalonamento com uma constante de conversao A, — kA, ((KLEIN, 1926)).
871G
ctpo
A geodésica D dimensional para as componentes das velocidades D — 1 dimensionais

Essa constante k é dada por k = quando trabalhamos com ¢ # 1.
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pode ser escrita como:

dU”
dr

+ T%UU° + 2T 1) UPDUP + Ty ooy (UP D)2 =0 (20)
Ao escrever as conexoes acima em funcao da métrica ADM tem-se:

dU"
dr

+T%,UUP+[g" P 0sg(p—1),(0-1)+kg"? Fao JUPUP D4, 1y p 1y (UP D)2 =0
(21)

Na expressao acima ha um termo que pode ser identificado com a forca de Lorentz.
Para isso deve-se definir kU®P~D — -=. Onde g é a carga da particula e m é sua massa.
Esse desenvolvimento final esteve intimamente ligado a contribuicao de Oskar Klein ao
modelo (KLEIN, 1926).

Partindo de consideracoes quanticas e da conservacao do momento associado a veloci-
dade UP~Y ele pode criar uma teoria que explicasse o porqué das cargas serem quanti-
zadas se fosse suposta uma dimensao extra compacta. Além disso foi possivel fazer uma
estimativa da ordem de grandeza dessa dimensao extra, ela é da ordem de 0.8 x 10~*°cm

o que explicaria a sua nao observacao experimental.
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APENDICE B - PROJETORES E SUAS RELACOES
PROJETORES DE SPIN 1

Todo campo vetorial em D dimensoes pode ser expandido numa base dada por (vide
apéndice de (BIAZOTTI; DALMAZI; GRACIA, 2013). ):

0,0,
N m ) e,uu = Npv — E ) (22)

nukuy =1 (23)

o trago de um projetor fornece a dimensao do espaco em que ele projeta. Assim, w,,

projeta no setor de spin 0, como:

UWQW =D-1 (24)

Podemos concluir que 6,,, projeta num espago com o nimero de dimensoes igual ao ntiimero
de graus de liberdade de uma particula de spin 1 massiva.

Esses projetores obedecem uma de relacao de ortonormalidade:

W 0,5 = 0 (25)
w'w,p = wy (26)
00,5 = O (27)

Essa caracteristica permite que se escreva um operador diferencial tensorial de 2 indices
em termos desses projetores que formam uma base. Além disso, temos uma relacao de

completeza 1, = 0,,+w,,. Essas relacoes podem ser usadas para se inverter um operador.
PROJETORES DE SPIN 2

Os projetores para um modelo com campo tensorial de rank 2, também conhecidos

como projetores de Barnes-Rivers, sao dados por:

626, 5

Ap Ap 1
(Pé?) of - (PY(?TZ) o - 5 (6)\016#,8 + eﬂae)\ﬁ) - D 1 ) (28>

Ele projeta tensores simétricos de 2 indices no espaco de spin 2 .



Ap 1

Ele projeta no espaco de spin 1, enquanto que

Al 1 Al
P(O)) = 9)\“901 9 (p(O) ) — w)\'uwa )
( Ss B ( D — 1) B wWw s B

«Q

Al 1 Al 1
(Pé(l)/%/) 5 = ewwaﬁ ) <PIS[9)S> = w)\ueaﬁ 1

D—-1 afB D -1

projetam num espaco de spin 0. Eles satisfazem a relacao:

_ Muallvg + TusMva
praf 2

2 1 0 0
[P+ P + P+ 0]
Além disso os projetores obedecem a seguinte algebra:

PPy = 865

71

(30)

(31)

(32)

(33)

Essas relacoes podem ser usadas para se encontrar, por exemplo, o inverso de um

operador.
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APENDICE C - DECOMPOSICAO ADM

Vamos considerar a decomposigdo ADM da métrica (vide capitulo 2 de (LACQUA-
NITTI, 2009)). Para tal vamos considerar o espago foliado em hipersuperficies espaciais
com tempo constante X(t.,y*) e ortogonais a direcao de méxima variagao do tempo, o

vetor y* se encontra nessa hipersuperficie.

A métrica induzida nessa hipersuperficie é dada por:
h,uu = 9w + NuNu (34>

Onde N, ¢ a normal a hipersuperficie.

Desse modo N, estd na direcao de V,t que ¢ a direcao de maxima variagao de ¢ e
obedece N, N# = —1.

Definindo o operador que leva um vetor contido numa hipersuperficie espacial para

o espaco tempo(indices latinos mintsculos representam quantidades na hipersuperficie

espacial):
. 0X“
Ey = Ea (35)
E definindo:
. 0X“

A diferencial de qualquer vetor no espaco-tempo pode ser escrita em termos desses

operadores:
dX® = ESdy® + (0,)*dt (37)

Sendo v* (”shift vector”)um vetor que reside na hipersuperficie espacial, podemos
escrever (0¢)® como um vetor escrito em termos de uma componente na dire¢ao de sua
maxima variagao e uma componente na hipersuperficie espacial ortogonal a ela. O campo

N(z) é chamado de Lapse funtion:
(0,)* = N(z,t)N*(x,t) + Ef(x, )’ (2, 1) (38)

Pode-se escrever o intervalo invariante em termos dessas quantidades:
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ds? = dX“dXP g, = — N2dt* 4 hay(dy® + ~dt).(dy® + ~ dt) (39)

Na expressao acima é feito uso do operador E$ para se projetar a métrica do espacgo

tempo na métrica induzida na hipersuperficie espacial:

hay = ECE} gogs (40)

Através dessa definicao pode-se obter os componentes da métrica em termos dessas

quantidades:
gir = —N? + hayy"y* (41)
Jat = Ya (42)
Gab = hab (43)

O determinate da métrica é dado por /—g = Nv/—h.
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APENDICE D - REDUCAO DIMENSIONAL DE UM MODELO SEM GRAUS
DE LIBERDADE

Uma particula de spin 0 massiva pode ser descrita por meio de um vetor a partir da
acao abaixo (ver (SANTOS, 2012)):

AS::/de%{(ﬂz&ﬂx»Q+anC@QAC@Q} (44)
As equagoes de movimento deste modelo sao:
— 0% (0% Ap(x)) +m2A%(x) =0 (45)
Podemos aplicar um 0¢ na equagao acima e obter:
(0 —-m*»0%Ac(z) =0 (46)

Assim, temos um grau de liberdade 9 A¢(x) que obedece a equacao de Klein-Gordon,
ou seja, isso indica que possivelmente temos uma particula de spin 0 massiva.
Podemos agora analisar os graus de liberdade desse modelo através do algoritmo de

Dirac Bergmann, a partir da acao acima temos os momentos canonicos:

oL

=" =A"4+ 94, (47)

9(Ao)
H:0284 (48)

(4;)
Os parénteses de Poisson fundamentais sao dados por:

{Au(z), 7 (y)} = 0,6(z —y) (49)

A hamiltoniana canonica é dada por:

p-1.)1 2 0/ i L oy

Hc = d T 5(71'0) — T (8 Al) — §m AMA‘M (50)

A hamiltoniana primdria é escrita abaixo onde A’ sdo multiplicadores de Lagrange
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para os vinculos obtidos da definigdo dos momentos canoénicos (D.5):
m_m+/ﬂwxm (51)

Usando os parénteses de Poisson fundamentais obtemos a condic¢ao de consisténcia dos

vinculos primarios:
i ={r' H,} = -0'7" —m*A" = 0 (52)

A condicao acima nos levou a obter um vinculo secundéario ¢ = —9'7% — m2A’. A

evolucao desse vinculo fornece:
¢t = {¢', H,} = —m20" Ay — m*\' = 0 (53)

Dessa maneira todos os multiplicadores de lagrange foram determinados, o que é ca-
racteristica de um sistema sem simetria de gauge (DIRAC, 1964). Além disso, sabemos
que partimos de 2D graus de liberdade e obtivemos 2(D — 1) vinculos de segunda classe
que retiraram ao todo mais 2(D — 1) graus de liberdade restando-nos assim 2 graus de
liberdade, um grau de liberdade ligado ao momento canonico e outro ligado ao campo.
Isso corresponde no espago de configuragoes a 1 grau de liberdade, ou seja de fato esse
modelo descreve uma particula escalar através de um vetor. Agora fica a pergunta, serd
que se fizermos a reducao dimensional do seu limite de massa nula obteriamos novamente

esse mesmo modelo em D—1 dimensoes? A resposta é nao mas vamos ver melhor o porqué.

Vamos analisar agora a agao que é o limite de massa nula do modelo de spin 0 via

vetor. Ela é dada por:

Szi/de%{&WAc@ﬁf} (54)

Esse modelo possui simetria de gauge pois esta projetado totalmente no setor de spin

0. A densidade de lagrangeana é dada por:
L =—AOwcpAB (55)
Essa agao possui simetria por transformagoes no setor transverso, ou seja
§Ap — 8%Ticp (56)

Agora vamos analisar a estrutura de vinculos hamiltonianos do modelo. Assim pri-
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meiramente vamos obter os momentos canonicos:

oL

9(Ao)
#zozém (58)
I(Ai)

temos um vinculo primario 7* = 0.
Os parénteses de Poisson fundamentais sao os mesmos que utilizamos na anélise da

versao massiva do modelo. A hamiltoniana canonica é dada por:
1 .
}ﬂ:i/lex{§mw2—w%&AJ} (59)

A hamiltoniana primadria é escrita abaixo onde A\’ sao multiplicadores de Lagrange para
o vinculo obtido da defini¢do dos momentos canoénicos (D.15) que tem a mesma forma

que aquele obtido na versao massiva do modelo:
&:m+/fﬂm%i (60)
Vamos obter agora a evolucao temporal desse vinculo:
i ={r' H,} = -0 =0 (61)
A partir do resultado acima obtemos agora um vinculo secundério:
v =0r"=0 (62)
A sua evolucao temporal fornece:

;Vi = {7i> Hp} ~ 0 (63)

A relacao de consisténcia acima é identicamente satisfeita e o algoritmo termina aqui.
Assim, nao ocorreu determinacao dos multiplicadores de Lagrange \?, algo que é caracte-
ristico de sistemas com simetria de gauge como é o presente caso. Os vinculos (D.15) e
(D.19) sao de primeira classe. Ao analisar os vinculos deve-se levar em conta que o vinculo
secundério de primeira classe revela o fato de que (ao considerar que os campos vao a
zero no infinito) 7° = f(¢). Essa é uma condigao escalar. Assim, tem-se D — 1 vinculos de
(D.15) mais um vinculo escalar (D.19), ambos de primeira classe. Eles retiram ao todo

2D graus de liberdade do sistema no espaco de fase. Assim como no caso massivo parte-se
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de 2D graus de liberdade devido ao fato de que se usa um vetor para descrever o modelo.
Assim, o modelo ndao massivo possui 0 graus de liberdade.
Agora vamos proceder com a reducao dimensional desse modelo nao massivo de D

dimensoes para D — 1 dimensoes. A dependéncia dos campos na dimensao extra é dada

por:

Aute) = [ Ayte)eos(m) (64)

A1)y = \/g(b(:v)sen(my) (65)

O parametro de simetria é escrito como:

m —
ﬂu(D—l)](‘r? y) = \/ ;Twsen(my) (66)

o) = [ 2 Ty @)eos(m) (7

As transformacoes de simetria no espaco reduzido sao dadas por:
A, (x) = mT,(x) + 07 Tig, (v) (68)

5p(x) =0 (69)

O campo ¢(x) nao é puro gauge. O campo A, (z) também nao é puro gauge devido ao
fato de que os parametros vetoriais de sua transformagao de simetria serem transversos (o
que é deduzido imediatamente da transformacao D.13 em D dimensoes. ), o que significa
que eles nao podem ser usados para retirar todos os graus de liberdade de A,(x). A acdo
em D — 1 dimensoes, supondo que integramos a dependéncia na dimensao extra num

espago compacto, como estamos fazendo ao longo desse trabalho, é dada por:

S = / dD_lx{[a“Au(x) - mgb(m)]Q} (70)

Na acao acima notamos que ¢ é nao dinamico e que apés a redefinicao ¢ — ¢ — %8”141,

4( Seguiremos o mesmo modelo de reducdo dimensional que vem sendo usada na maioria dos capitulos
anteriores.)



78

obtemos:

S— / lex{m2¢2(x)} (71)

O modelo acima nao possui nenhum conteudo fisico. Isso ja era esperado pois como tal
modelo nao possui graus de liberdade em D dimensoes sua reducao dimensional deveria
levar a um modelo em D — 1 dimensoes que também seja desprovido de graus de liberdade

ja que o mecanismo de Kaluza-Klein os conserva.



