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Resumo

Neste trabalho apresentaremos e discutiremos algumas propriedades dina-
micas para uma familia de mapeamentos discretos que preservam a area no
espago de fases nas variaveis momentum, I, e coordenada generalizada, 6. O
mapeamento ¢ descrito por dois parametros de controle, sendo eles ¢, ajus-
tando a intensidade da nao linearidade, e v, um parametro que fornece a
forma da divergencia da variavel “60”no limite em que I — 0. O parametro ¢
controla a transicao de integrabilidade, quando € = 0, para nao integrabili-
dade, no limite em que € # 0. O objetivo principal deste trabalho é descrever
o comportamento das curvas do momentum médio, Iy s(e,n), em fungao de
n, a partir de uma fungao de probabilidade, P(I(n)), de observar um deter-
minado momentum I em um instante n. Para tanto, resolveremos a Equacao
da Difusao analiticamente, considerando os casos: (i) o momentum inicial
nulo, Iy = 0, e (i) o momentum inicial nao nulo, Iy # 0. Nossos resulta-
dos descrevem bem os resultados fenomenoldgicos conhecidos na literatura
(Physics Letters A, 379: 1808 (2015)).

Palavras-chave: Equacao da difusao, Sistema Hamiltoniano, Lei de es-
cala.



Abstract

In this work we will present and discuss some dynamical properties of a
family of mappings that preserves area in the phase space for two variables
momentum, I, and generalized coordinate, #. The mapping is controled by
two parameters: ¢, tunning the intensity of nonlinearity, and ~, that describes
the form of divergence of § when I — 0. The parameter ¢ defines a transition
from integrability, when ¢ = 0, to nonintegrability, when £ # 0. The main
goal of this work is to describe the curves of average momentum, Irys(e,n),
in terms of n, from a probability function, P(I(n)), to observe a determined
momentum I at an instant n. Therefore, we will solve the Diffusion equation
analitically considering the cases: (i) the initial momentum is null, Iy = 0,
and (7i) the initial momentum is nonzero, Iy # 0. Our results describe well
the known phenomenological results in literature (Physics Letters A, 379:
1808 (2015)).

Key-words: Diffusion equation, Hamiltonian system, scaling law.
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Capitulo 1

Introducao

Diversos estudos sobre sistemas dinamicos sao e foram feitos em diversas
areas da fisica além das areas de biologia [1]. O primeiro livro na area de
sistemas dinamicos foi publicado em 1927 por George Birkhoff (1884-1944)
intitulado Dynamical Systems. Porém, Jules Henri Poincaré (1854-1912) foi
o primeiro cientista a considerar comportamentos irregulares em sistemas
dinamicos ao estudar érbitas planetarias, por volta do ano de 1880.

Mais recentemente, na década de 60, Edward Lorenz (1917-2008), meteo-
rologista no Instituto de Tecnologia de Massachusetts, descobriu o chamado
efeito borboleta, que recebeu o nome técnico de dependéncia sensivel das
condigbes iniciais, enquanto trabalhava com previsao do tempo [2]. Suas pre-
visoes eram validas somente para um dia. Para trés dias, as previsoes eram
especulativas e, além de seis dias, eram invalidas.

Como sistemas estudados por Lorenz eram nao lineares e dependentes do
tempo, a dependéncia sensivel das condicoes iniciais era inevitavel. Lorenz
procurou maneiras mais simples de produzir este comportamento sem levar
em consideracao o tempo. Ele encontrou em um sistema com trés equacgoes.
O movimento que inspirou estas equacoes foi a convecgao dos fluidos. Entao,
Lorenz considerou a série idealizada por Barry Saltzman (1931-2001) de sete
equagdes para a conveccao [3], eliminou termos de menor importancia, porém
deixou a nao-linearidade. Este sistema nao reproduzia a convecgao, mas
descrevia com precisao, por exemplo, um dinamo elétrico e uma roda d’agua.

Lorenz constatou que o movimento deste sistema era descrito por um
conjunto de trés equacgoes diferenciais acopladas e que veio a ser chamado
posteriormente de sistema de Lorenz. O sistema é descrito pelas seguintes



equacoes:

d_f = O'(y—.l'),
o= rz+rr—y, (1.1)

& = xy — bz.

onde o, r e b sao parametros livres. O parametro o esta relacionado ao
numero de Prandt e esta associado ao niimero de difusividade de um fluido. O
parametro r esta relacionado ao nimero de Rayleigh e associado a diferenga
de temperatura entro dois extremos de um fluido. Ja o parametro b esta
associado a razao entre a altura e a largura do fluxo convectivo. Os valores
utilizados por Lorenz foram o = 10, r =28 e b = %.

Porém, suas séries temporais apresentaram uma espécie de espiral du-
pla em trés dimensoes, similar a uma borboleta com duas asas, o atrator de
Lorenz, conforme mostrado na Figura 1.1. Um atrator é um conjunto invari-
ante para o qual érbitas proximas convergem apos um tempo suficientemente
longo.

Em 1966, Stephen Smale (1930- ) recebeu medalha Fields!, em Mos-
cou, pela resolucao da hipdtese de Poincaré para espacgos de cinco ou mais
dimensoes. Porém, mais tarde, deixou a topologia? para estudar sistemas
dinamicos, os quais eram chamados oficialmente de equagoes diferenciais.

Smale acreditava que um sistema poderia ter um comportamento irregu-
lar e que este seria estavel. Esta hipdtese definiu uma classe de equacoes
diferenciais estruturalmente estaveis, isto €, equacoes que para qualquer per-
turbacao suficientemente pequena, o fluxo resultante é topologicamente equi-
valente aquele associado as equagoes sem a perturbacao. Porém, em 1959,
Smale recebeu uma carta de Norman Levinson (1912-1975), na qual descrevia
um sistema com caos e estabilidade juntos: um circuito eletronico oscilante.
Nesta época, caos e estabilidade eram conceitos que estavam adquirindo de-
finigoes formais. O caos deterministico ocorre devido a dependéncia sensitiva
as condigoes iniciais; algumas caracteristicas sao imprevisibilidade, compor-
tamento aperiddico, invariancia de escala, repeticao de padroes. A estabi-
lidade pode ser considerada de dois tipos: (i) estabilidade de uma solucao

!Prémio concedido a matematicos com até 40 anos de idade durante o Congresso In-
ternacional da Uniao Internacional de Matemaética.

2Area da matemdtica que estuda as propriedades de espagos invariantes em relagao a
homeomorfismos.
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Figura 1.1: O atrator de Lorenz com a condi¢ao inicial (o, Yo, z0) = (0,1,0)
e os parametros 0 =10, r =28 eb=% (a) z vs. x, (b) y vs. x, (c) z vs. y

e (d)y vs. t.

estaciondria (ponto fixo), podendo ser classificada em estavel, assintotica-
mente estavel e instdvel, e (ii) estabilidade estrutural, em que se testa a
robustez do espaco de fases sob um perturbacao, podendo ser classificada em
estavel ou instavel.

Este exemplo era uma vélvula eletronica que havia sido estudada por
Balthasar van der Pol (1889-1959), na década de 20. Para representar a
complexidade deste oscilador, Smale criou o modelo da ferradura, conhe-
cido como ferradura de Smale. Este modelo foi base para o entendimento
das propriedades cadticas dos sistemas dinamicos. Quando seu trabalho em
sistemas dinamicos chamou a atencao de ciéncias menos puras, os fisicos
compreenderam que Smale havia trazido de volta ao mundo real um ramo
da matematica.

Outra contribuicao [4] foi de James Yorke (1941- ), que teve conhecimento



dos resultados de Lorenz. Seu amigo Robert May (1936- ), bidlogo, estudou
uma versao da equacao da diferenga logistica para taxa de crescimento po-
pulacional [5], em que observou que para um valor baixo do parametro de
nao-linearidade, o modelo fixava-se num regime estavel e para valores altos,
a populacao alternava entre dois valores, ou seja, havia uma bifurcagao, uma
perda de estabilidade estrutural. Ao aumentar o valor do parametro, a po-
pulacao duplicava novamente. May observou que estas bifurcagoes ocorriam
cada vez mais depressa.

Analisando este comportamento, Yorke provou [6] que se um ciclo regular
de periodo trés aparece em qualquer sistema unidimensional, entao o sistema
apresentara também ciclos regulares e ciclos completamente cadticos.

Esta descoberta foi um “choque”para os fisicos. Intuitivamente, seria
comum que um sistema se repetisse numa oscilacao de periodo trés sem
produzir caos e Yorke provou que isso era impossivel.

Porém, alguns anos depois, em uma conferéncia internacional, em Berlim,
Yorke foi abordado por Alexander N. Sarkovskii (1936-), que disse ter provado
o mesmo resultado no trabalho “Coexisténcia de ciclos de um mapa continuo
de uma linha para si mesma”[7], de 1964.

O desconhecimento da obra se deu por problemas de comunicacao entre
as ciéncias soviética e ocidental, tanto pelo idioma quanto pelas restricoes de
viagens entre os dois lados. Mas, para os soviéticos, a nova ciéncia nao era tao
nova, pois existiam obras de Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), na
década de 50, conforme mencionado em [1].

Benoit Mandelbrot (1924-2010) criou a palavra fractal para nomear a
geometria que observou quando estudava formas de medir precisamente a
linha de um litoral, em 1975.

Ele pode caracterizar as dimensoes fracionadas, pois tinha com ele a van-
tagem de acesso a recursos de computacao e de seus estudos com padroes
irregulares, como oscilagao dos precos de algodao e ruidos nas transmissoes
eletronicas, mostrarem a caracteristica de autossemelhanca em comum. Ca-
racteristica esta encontrada também no atrator de Lorenz.

Um objeto fractal é um objeto cuja dimensao é nao inteira e caracterizado
pela repeticao estrutural em variadas escalas.
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Em 1973, Harry Swinney (1939- ) e Jerry Gollub (1944-) resolveram estu-
dar o fluxo de Couette-Taylor® para confirmar a ideia de Landau (1908-1968)
sobre turbuléncia. Segundo Landau, uma por vez, frequéncias surgiriam con-
forme o fluxo aumentava. Porém, a sequéncia de Landau havia sido inter-
rompida. Eles observaram um estado bem definido e depois o fluxo se tornou
indistinguivel.

David Ruelle (1935- ) e Floris Takens (1940-2010) “afirmavam que ape-
nas trées movimentos independentes produziriam a complexidade total da
turbuléncia” (GLEICK, 1989, p.135). Juntos, escreveram o artigo intitulado
“On the nature of turbulence” [8] para explicar que as ideias de Landau eram
falsas e afirmaram que os atratores estranhos descreviam a turbuléncia e nao
as superposicoes de frequéncias. Segundo Ruelle e Takens, atratores estra-
nhos sao atratores que evoluem por um processo de alongamentos e dobras.

Em um mapeamento discreto cuja dindmica é descrita por z, 11 = F(x,),
sendo x a variavel dinamica, F' uma fun¢ao nao linear qualquer e “n”o indice,
n =0,1,2,..., um ponto fixo é definido quando z* = F(z*). Analogamente
para um sistema bidimensional, (z*,y*) = F(z*,y*). Podem ser classifica-
dos em estdvel, assintoticamente estdvel e instavel e ciclos limites (solugoes
periédicas que podem atrair (estdvel) ou repelir (instavel) solugdes proximas)
sao exemplos de atratores mais simples. “O atrator descreve a situacao de
regime, depois do desaparecimento dos fenomenos transitérios” (RUELLE,
1993, p. 87). Segundo Ruelle (1993), atratores estranhos sao objetos de

dimensoes fractais e apresentam dependéncia sensivel das condigoes iniciais

[9].

O atrator estranho mais esclarecedor veio de Michel Hénon (1931-2013),
astronomo. Para visualizar o espago de fase, isto é, para visualizar o conjunto
de todas as drbitas do sistema, de drbitas estelares, ele fez uso um método
parecido ao da elaboracao do mapa de Poincaré, em 1962, na Universidade
de Princeton, onde teve acesso pela primeira vez aos computadores. Uma
érbita de um mapa unidimensional z;,1 = F'(z;) é uma sequéncia de pontos
Xo, T1, Ta,... com Ty sendo uma condicao inicial. O mapa de Poincaré é um
difeomorfismo aplicado em um espaco de fases n-dimensional e com valores
em um espaco de fases (n — 1)-dimensional, para estudo de fluxo.

Apenas como informagao histérica, a primeira conferéncia sobre caos ocor-

3Este sistema consiste de um liquido confinado entre dois cilindros verticais, em que o
movimento rotativo destes movimenta o liquido.
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reu em 1977, em Como, na Italia, organizada por Joseph Ford (1927-1995) e
Giulio Casati (1942-).

Processos difusivos sao estudados em diversas dreas, além da fisica [10],
[11]. Tais como na medicina [12], como uma droga se espalha pelo sangue até
atingir um determinado 6rgao; na biologia [13], como o pdlen de uma planta
se espalha até encontrar outra planta; na ecologia, a difusdo da poluicao [14],
sélidos flutuando nos oceanos e viajando através dos continentes [15].

Esta dissertagao tem por objetivo descrever as curvas de Iryss(n) a partir
de uma distribuigao de probabilidade P(I(n)) de observar uma determinada
acao em um instante n. Para tanto, este trabalho esta organizado da seguinte
forma:

No capitulo 2, descrevemos o modelo estudado com suas propriedades,
localizamos a primeira curva invariante relacionando o mapa estudado com
o mapa padrao e apresentamos uma descricao fenomenolégica.

No capitulo 3, apresentamos uma solugao para a equacgao da difusao a par-
tir de uma funcao de probabilidade, considerando os casos em que a condicao

inicial da acao é nula ou nao, ou seja, Iy =0 e Iy # 0.

E, finalmente, no capitulo 4, apresentamos as conclusoes e as perspectivas
futuras da pesquisa.
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Capitulo 2

O modelo

Este capitulo é dedicado ao estudo fenomenolégico do mar de caos, suas
propriedades estatisticas e os expoentes criticos envolvidos nas escalas do
modelo.

2.1 O modelo e suas propriedades

A dinamica de um sistema auténomo de dois graus de liberdade pode ser
descrita por uma fun¢ado Hamiltoniana genérica dada por H([y, s, 601,0,) =
Ho(I, I5) +eHy (11, I5,01,0,), onde Hy(I1, I5) representa a parte integravel e
H,(I1,15,01,65), a parte nao integravel e o parametro € controla a transigao
de integravel, quando € = 0, para nao integravel, quando € # 0. As variaveis
I, I, 0, e 05 representam, respectivamente, momentum e coordenada gene-
ralizada.

Como a energia é constante, podemos eliminar a variavel I, e, assim,
fazendo uso da secao de Poincaré no plano I; x #; com 65 constante, obtemos
um mapeamento bidimensional. Um mapeamento genérico (ver ref. [16])
que descreve esta dinamica é dado por:

T - { Iy = I, + 5h(9n> In+l) (2 1)
"\ Opi1 = [0+ K(Lnt1) +€p(On, Iny1)] mod(2m) '

onde h(0,, Ini1), K(Ih11) € p(On, I+1) sdo fungdes nao lineares. Este mapa
preserva area quando satisfaz a seguinte condicao:

ap(e’m In+1) + ah(ena In-‘,—l)
a6, 0,1

= 0. (2.2)

13



Considerando p(0,, I,41) = 0 e h(0,, I,+1) = sin(6,,), podemos citar al-
gumas aplicacoes conhecidas, tais como:

e 0 mapa padrao (Chirikov-Taylor) quando K (I,,41) = L4 [17];
e 0 modelo Fermi-Ulam quando K (I,11) = 7 [18], [19];
e 0 modelo bouncer quando K (I,41) = (I,4+1, com ( constante [20];

e 0 modelo Fermi-Ulam bouncer quando

K(Iyy) = 4C2<In+1 - \/1721+1 - CLQ)J L1 >
i 4<21n+17 In+1 S

I aN =

com ( constante [21], [22], [23];

e 0 mapa logistico twist quando K (I,41) = L1 + (12, [24].

O mapa que descreve a dinamica é dado por:

Inyw = I, +esin(d,)
T ,
Opir = (en + —|> mod(2r)

1
|In+1

(2.3)

onde € é um parametro de controle que controla uma transicao de integravel
para nao integravel e v > 0 é um parametro livre que controla o comporta-
mento de #,,,1 no limite em que I,,.; — 0.

Se ¢ = 0, o sistema ¢é integravel, ou seja, existem varidveis canonicas
(Qi, P;) tais que a funcdo Hamiltoniana do sistema é dada por H = H(F))
e P, = —%Ii = 0, isto é, P; =constante. O espaco de fases é composto por
orbitas periddicas, que sao érbitas de periodo k sao definidas por k pontos

: _ . _ — 20 ). - _ ik
tais que z;41 = F(2;); xipo = F(xi01) = F*(x;);..;xi0 = F"(x;), ou por
orbitas quase peridédicas, nao exibindo assim um periodo mensuravel.

Se ¢ # 0, o sistema é nao integravel, ou seja, existe uma perturbacao
agindo sobre o sistema; no modelo estudado, a perturbacao é a fungao sin(6)
e £ é o parametro que controla a intensidade dessa perturbacao. O espaco de
fases admite ilhas de periodicidade, curvas invariantes spanning e mares de
caos. As curvas invariantes funcionam como barreiras que impedem o fluxo
de particulas através delas (Figura 2.1).

14



Figura 2.1: Espaco de fases para o mapa (2.8) com os parametros v = 1 e
(a) e =102 e (b) e = 1073. As linhas vermelhas, que delimitam o mar de
caos, identificam as primeiras curvas invariantes spanning Iprsc positiva e
negativa.

A matriz Jacobiana é dada por:

8In+1
oI,

00r41
oln

J:

onde os coeficientes sao dados por:

Olpir
* S =1,

8In+1

et = e cos(6,),

15
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90n11 | >

00n

(2.4)



nt1 _ v O] _ oy
[ ol, |]n+1|ﬁ+1 oI, — ‘In+1‘7+1 Sznal([n+1)’

—80”+1 = o a|I'n+1| _ Y .
® 6 = Lo e, = L~ moapere cos(On)sinal (|l ),

1, [n+1 >0

onde sinal(l,1) = { AR
-4, n+1

O determinante da matriz Jacobiana é dado por:

o aIn-l-l ‘gn—i—l aIn-&—l Qn—f—l
det) = 5T o0~ o6, 0L

Logo:

detJ = 1—#5 cos(0y,)sinal(1,41)—e cos(6,) (
n+1

= detJ = 1.

P

(2.5)

sinal(1n+1)) :

(2.6)

Assim, de acordo com o Teorema de Liouville [10], o mapeamento preserva
a area no espaco de fases. Isso porque a transformacao de area do instante

“n”para “n + 17se dé conforme dA, 1 = [detJ]dA,, onde dA,

é o elemento

infinitesimal de area no instante “n”. A forma geométrica pode mudar, porém

a area € preservada.

2.2 A localizacao das curvas invariantes span-

ning

Para localizar Ip;sc, a primeira curva invariante spanning, utilizamos uma

conexao com o Mapa Padrao (Chirikov-Taylor) [16] dado por:

Terr s Iy = I, + Ksin(6,)
SMY 00 = (0n + Int1)  mod(2m)

(2.7)

Se K = 0, o sistema é integravel, ao passo que para K # 0 o sistema
¢ ndo integravel. De acordo com as referéncias [16] e [25], existe um valor
K. = 0,9716... onde o sistema exibe uma transicao de caos local para caos

global.
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(a) K=0,5 (b) K=09 (c) K=2
1A

L I B B 4(}||||||||||||

Figura 2.2: Espago de fases do mapa padrao para: (a) K =0,5, (b)) K =0,9
e(c) K=2.

Se K < K., o espaco de fases admite caos que esta confinado entre cur-
vas invariantes spanning. Esse confinamento garante a terminologia de caos
local (Figura 2.2(a) e (b)). Se K > K., as curvas invariantes spanning sao
destruidas e o caos pode se espalhar ao longo do espaco de fases produzindo
difusao ilimitada da varidvel acao. Utilizamos essa propriedade em K = K,
para descrever localmente a posigao de Irsc. A figura 2.2(c) foi obtida para
K =2 e curvas invariantes spanning nao sao mais observadas. Assim, deve-
mos reescrever o mapa (2.3) em termos do mapa (2.7) para que a dinamica
local, proxima a Irrsc, possa ser obtida.

Assumindo que Ir;gc possa ser escrito como Ipjsc = I* + Al, a variavel

dinamica I,,.1 ao longo de Iprsc € I,,11 = I*+Al, 1, onde [* é o valor médio
de Irrsc e Al é uma pequena perturbacao de I*, sendo Al << I*.
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Desse modo, a primeira equagao de (2.3) é dada por:

I+ Al =1"+ Al, + esin(6,),
= Al,1 = Al, +esin(f,). (2.8)

A segunda equagao de (2.3) é dada por:

1

/R R S—
+1 (I* +AIn+1)'y

(2.9)

onde estamos assumindo, por simplicidade, que [,,+; > 0 e estamos também
removendo o mod(27) para fazer a expansao.

Reescrevendo, temos:

1 AL\
1 = bn + = (1 + I*“) , (2.10)

onde % << 1.

Expandindo em séries de Taylor e considerando apenas termos de 1% or-
Al

dem em =, temos:
1 Al Alpi
Opi1 =0n + — |1l —y——— +O* | —— | | . 2.11
bt (1S 0 (S (2.11)
~0
Logo, obtemos:
1 Al
As duas equacoes resultantes da aproximagao sao escritas como:
Al = Al,+¢esin(6,
{ 0 (Mz . (2.13)
n+l — n+177_7]*w+1
Denotando I% — 7% = Jn11, temos que a segunda equagao ¢ reescrita

COIMo.
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9n+1 = en + Jn+17 (214)

que esta na forma desejada da segunda equagao de (2.7).

Para que a primeira equacao também possa ser colocada na forma de

1

(2.7), devemos multiplicéd-la por — 525 e somar 5, assim, temos:

Al = Al, 4+ esin(6,), (2.15)

o que conduz a :

7A1n+1 1 _ ’}/A[n 1 - .
= \— Tt + [*7/ = \— Tt I*'Y/ W € sm(@n), (216)
J::1 }Z
o que resulta em:
Ing1 = Jn sin(6,,). (2.17)

st

Chamando K.y = L5, notamos que a equagao resultante tem a mesma
forma matemadtica da primeira equagao de (2.7).

Para eliminar o sinal negativo, basta definir uma nova varidvel:

0=o+m. (2.18)
Logo:
_Sin(d)n)
——
Jn-i-l = Jn - Kef Sin(¢n + 7T) : (219)
¢n+1+7r: ¢n+7r+t]n+1
Assim, temos que:
Jn 1= Jn"‘Ke Sin(¢n)

Te uivalente - v ! . 220
quivatent { b1 = On + Iyt ( )

19



l

A posigao das curvas invariantes sao obtidas quando K.; = w17 ~
0,9716..., ou seja:

1

e v+l

[*—{ } . (2.21)
K.s

Se AT é pequeno, logo Irprsc ~ I*, assim:

e }”1“

Iprse =+ |—L —
Frse {0,9716...

(2.22)

Este resultado sera crucial para a descricao das propriedades médias do
mar de caos. Ele mostra que a “amplitude”do mar de caos deve sempre estar
confinado a regiao Icaos € (—Irrsc, +rrsc)-

2.3 Teoria Fenomenolégica

Como o espago de fases é “simétrico”, a boa variavel ndo é /(n), mas sim
[RMs(n) =1/ 12(71,)

O termo I2 é obtido a partir de duas médias:

1. ao longo da 6rbita (média de Birkhoff);

2. ao longo do ensemble de condigoes iniciais.

Assim, temos:

=

M n
1 1
i=1 1

ensemble Srbita

A figura 2.3 apresenta o grafico tipico de Irps em fungao de n conside-
rando os parametros ¢ = 1073, 107% e 5 x 107* e v = 1. O gréfico apresenta
crescimento para valores baixos de n e saturagao para valores altos de n. A
mudanga de comportamento ocorre no nimero de iteragoes de crossover n,.

Analisando cuidadosamente a figura 2.3, podemos propor as seguintes
hipéteses de escala:
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2
10°F
© I %S,
o
5103—_ O 8 e
~ B oC 7
<E s :
L O €=10-3 _
i=a O e=10" -
® <& g=5x10" ]
—5 1 1 ||||||| 1 1 ||||||| 1 1 ||||||| 1 1 ||||||| 1 1 ||||||| 1 | N
10
10° 10" 10° 10’ 10° 10° 10°

n

Figura 2.3: Grdfico tipico de Irpys em fungao de n com diferentes valores do
parametro € = 1072,107% ¢ 5 x 107 e v = 1. A condicdo inicial usada foi
Iy = 107%c. Foram consideradas 3000 diferentes 6y € [0, 27].

Trus ~ (ne?)?, (2.24)

para n << n,, onde  é o expoente de aceleracao;

Irps—sar ~ €, (2.25)

para n >> n,, onde o é o expoente de saturacao.
Finalmente:
Ny ~ €7, (2.26)

onde z é o expoente dinamico.
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Com base nessas hipéteses de escala, podemos descrever o comportamento
de Irys usando uma fungao homogénea generalizada da forma:

]RMs(n&fQ,S) = l]RMs(lan€2,lb€), (227)

onde [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos.

Como [ é um fator de escala, podemos tomar (°ne? = 1, o que no leva a:

| = (ne®)a. (2.28)
Substituindo esta expressao em (2.27), temos que:
2 2y-1 2\—2

Tryps(ne® e) = (ne)"als((ne”) ag), (2.29)

onde I4((ne~@)e) = Ipus(1, (ne?)~ie) e é considerada constante para n <<
n,. Comparando (2.29) com (2.24), temos que § = —1.

Tomando, agora, (’c = 1, temos que:

l=c0. (2.30)

Substituindo esta expressao em (2.27), temos:

Ipus(ne? e) = 5_%13(5_%7152), (2.31)

onde I5(e~tne?) = Ipyg(e ne?, 1) e é considerada constante paran >> n,.
Comparando (2.31) com (2.25), temos que a = —7.

O expoente z aparece quando comparamos as diferentes expressoes para o

fator de escala [, como mostrado em (2.28) e (2.30). Assim, destas equagoes,
temos que:
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=n=ch > (2.32)

Comparando (2.32) com (2.26), temos a seguinte relagao entre os expo-
entes criticos:

r=——2 (2.33)

chamada de Lei de Escala.

O expoente « deve estar relacionado ao tamanho do mar de caos, logo
depende de ijgc. ASSiHl, [SAT ~ ijsc.

Comparando com a segunda hipétese de escala, (2.25), temos que:

o= (2.34)

O expoente S pode ser obtido a partir da seguinte aproximacao. Elevando
ao quadrado a primeira equagao de (2.3), temos:

2, = I? + 221, sin(6,) + €2 sin(6,), (2.35)

e tomando a média no ensemble de “6”, uma vez que I e 0 sao assumidas
variaveis descorrelacionadas, temos:

12, =12 + 2¢1,sin(0,) + %sin(6,,), (2.36)

n

2
sin(0) = 5= [sin()dd = 0
onde v

[

- 2
sin®(f) = 5= [ sin®()df =
0

Assim, temos:

_ T,-B iF 2
2, —2=_—"t _n o~ 2.37

Esta é uma equacao diferencial ordinaria simples e que admite a seguinte
solucao:
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2 o 2
/ﬂlh—CM$ﬁW:ﬁ+%n (2.38)

Irms(n) = \ P(n) = \/? (2.39)

Comparando este resultado com a primeira hipdtese de escala, (2.24),
temos:

(2.40)

1
=3

Utilizando a Lei de Escala, (2.33), e os valores encontrados de « e 3,
obtemos:

« 2 2—2y—2
z2 = — — :——2:—’
15} v+1 v+ 1
2
O (2.41)
v+1

Assim, os trés expoentes criticos sao conhecidos a partir do conhecimento
de 7.
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Capitulo 3

Equacao da Difusao

Neste capitulo, concentraremos na solucao da equacao da difusao para
descrever o comportamento difusivo da dinamica cadtica utilizando condic¢oes
de contorno especificas. A solugao da equagao da difusao fornece P(I,n), que
é a probabilidade de observar o momentum I € [—Irrsc, +1rrsc] no instante
n. A partir do comportamento de P(I,n), determinamos Igpss € comparamos
os resultados obtidos com aqueles obtidos no capitulo anterior.

3.1 Equacao da Difusao

O objetivo da dissertagao é descrever as curvas de Igpg(n) a partir do co-
nhecimento de P(I(n)), onde P(I(n)) é a distribuigdo de probabilidade de
observar um determinado momentum I em um instante n.

A dinamica no mar de caos, ao longo do eixo de I, pode ser comparada a
um processo difusivo normal [25], [26], similar a um problema de caminhada
aleatoria (random walk). Devemos, entao, resolver a Equagao da Difusao,
que na auséncia de campos externos é dada por:

OP(I,n) 0*P(I,n)

on =D or (31)

onde P é a probabilidade e D é o coeficiente de difusdao. A difusao ao
longo do mar de caos nao ¢ ilimitada, mas sim confinada ao intervalo I €
[—Irisc, +Irisc], conforme pode ser visto na figura 3.1. Como as curvas in-
variantes impedem o cruzamento ou o fluxo de particulas, devemos ter como
condicoes de contorno que:
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Figura 3.1: Espago de fases para o mapa (2.3) com os parametros ¢ = 1072
ey = 1. As linhas vermelhas, que delimitam o mar de caos, identificam as
primeiras curvas invariantes spanning Ipysc positiva e negativa.

oP
ol

I=+tIrrsc

para n > 0.

A determinagao do coeficiente de difusao [25] é simples e escrita como:

D= == (3.3)

26



3.2 Solucao da Equacao da Difusao

Para resolver a equacao da difusao, as condicoes iniciais sao escolhidas de
forma que estejam todas concentradas em [ = Iy e em n = 0, logo:

P(Ip,n) =0(I — I), (3.4)

onde 6(I — Iy) é a fungao delta de Dirac.

Como estamos estudando a difusao no mar de caos confinado por duas
curvas invariantes, entao:

oP
Sl = 0. (3.5)
I=%Ipisc

Isso garante que nao havera fluxo de particulas através das curvas in-
variantes. A técnica tradicional para solucao da equacao da difusao é via
separacao de varidveis:

P(I,n) = X(I)N(n), (3.6)

onde X (I) é uma funcao que depende apenas de I e N(n) depende apenas
de n. Portanto:

oP ON
—=X{U)—; .
= X() (37)
oP 0X 0*P  0°X
Levando estas expressoes na equagao da difusao (3.1), temos:
ON *X
X(I)a—n = DN(n) BIER (3.9)
Reagrupando, temos:
2
1 8N: D GX:_a’ (3.10)

N(n) on — X(I) o1

27



onde a € R, a > 0.

Da forma que esta escrita, podemos separar em duas equacoes diferenciais

ordindrias, ou seja:

2

d X

A equagao (3.11) tem solugao:

N(n)dN n N(n)
/ W:—a/dniln(]\f) = —an,
Ny 0 No
N
=1 ( ]\(g)> = —an,
N
() _pon

= N(n) = Noe™".

derivadas de primeira e segunda ordem sao dadas por:

dX ~

—:A i

T e
€

d2X A2 M

W:AAG .

Levando estas expressoes em (3.12), temos:

DAN*M 4 gAeM = 0= DA% = —q,
=\ =

a
D,

28

Considerando que a funcdo X (1) possa ser escrita como X (I) = Ae,

(3.11)

(3.12)

(3.13)

as

(3.14)

(3.15)



[a
= 494/ —. A
=\ 1 5 (3.16)

onde ¢ = y/—1 é o nimero imaginario puro.
Com esse resultado, a solucao para X (/) tem a forma:

X(I) = AeVB! 4+ Be VB!, (3.17)

onde A e B sao constantes.

Usando a relagao de Euler, e*? = cos(#) 4-isin(f), podemos reescrever a

equacdo (3.17) como:
X(I)=A {cos <\/%I) +isin (\/%Iﬂ
B { (\gz) ~isin (\/;I” . (3.18)

Agrupando, temos:

X(I) = (A + B) cos (@1) + (A — B)isin (\/%]> . (3.19)

Para que as solucoes sejam reais, devemos ter A = B. Logo:

X(I) = 2Acos (\/%I) . (3.20)

Uma possivel solugao para a equagao da difusao seria substituindo (3.13)
e (3.20) em (3.6) de modo que:

P(I,n) = 2Acos (\/?) Noe™ ", (3.21)

Aplicando a condicao inicial em n =0 e I = [, devemos ter:

2A cos (w / %[{)) NO = éo, (322)
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onde Cj é constante.

Aplicando as condigbes de contorno, (3.5), temos:

dP a . a —an
-7 = —2A4/ D sin (, / 5]) Noe ", (3.23)

Esta expressao sera nula quando \/%IFISC =km, k=1,2,3,.... Desta
expressao, temos que:

k22
a =

——D. (3.24)
FISC

O caso k = 0 ¢é tratado separadamente. Se k = 0, entao a = 0. Assim,
substituindo o valor de a = 0 em (3.11) e (3.12), obtemos:

N = N, (3.25)

onde N, é constante, e:

X
D= =0= X(I) = X +bI. (3.26)

Substituindo estas solugoes em (3.6), outra possivel solugao seria:

P(I) = No[X, + bI]. (3.27)
Da condigao de contorno, (3.5), temos:

— = Nob=0=b=0. (3.28)

Assim, pelo principio de superposicao linear, temos que:

Trrsc (3.29)

krwl 7k227r2Dn
e
FISC

P[I(n)] =Co+ iC’k cos [

onde Cy = NOXO + CN’O e Cy = 2AN,. O préximo passo é a determinacao dos
coeficientes Cy e Cy, k=1,2,3, ....
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00 _k27r2Dn
~ , s . . 2
A expressao de P[I(n)] é uma série convergente pois » | cos (%) e TFisc
k=1

¢ uma série normalmente convergente [27]. De fato, considerando as fungoes
_i22Dn

fr(I) = cos (%) e 'Fisc | temos que estas satisfazem as relagoes | fi.(I)]| <

P co  _#%2Dn

e 'Fisc | para todo k, e > e 'Frsc é uma série convergente pelo teste de

k=1

D’Alembert para convergéncia de séries [28]:

_ (k+1)2%7x%Dn
e Ihisc _ (?42641)7% D k24D
lim ———-—— = lim e IFrsc 12150
k—oo ~ —kZriDn Pt ,
e Trisc
_ (k1) Dn
: 2
= lim e Tr1sc ,
k—o0
—0<1. (3.30)

Para determinar os coeficientes, multiplicamos a série P[I(n)] por cos <%> :

Assim, temos:

PlI(n)] cos < ]m“ ) — Cycos ( ;”“ )

OO Lkl I _ k%2#2Dn
—i—ZCkcos(Iﬂ )cos(m7T )e Frsc .

(3.31)

A série continua ainda convergente e os coeficientes sao obtidos de:

Irisc Irisc 0o 9 9
kﬂ.[ 71@277 Dn
P[I(n))dI = / Co + ZCk Ccos ( > e 'risc dl =1,
P FISC

—Irrsc —Irrsc

Irrsc 0 Irrsc el 220
= () / dI+ZCk / cos{ il }e TFisc =1,

py Irrsc
—Irisc - —Irrsc

= 2Colprsc =1,

1

= (= )
* 7 2pse

(3.32)
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Os coeficientes Cy (ver ref. [29], [30]) s@o obtidos da expressao:

Irrsc

P(I) cos ( ];jjc) dl. (3.33)

1

Irisc
—Irrsc

Ch

Sabemos que a fungao cosseno ¢ limitada pelo intervalo [—1, 1], ou seja:

kml
—1 < cos < T > <1 (3.34)
Iprsc

Multiplicando esta expressao por P(I,n) e integrando em relacao a variavel
I, obtemos:

Irisc Irisc ol Irisc
—P(I,n)dI < / P(I,n) cos( T )dlg / P(I,n)dI,

Irrsc

—Irrsc —Irisc —Ir1sc
Irisc ol

=-1< / P(I,n)cos< T )dlgl,
FISC
—Irisc

Irrsc

Irisc
X [ P(I,n)cos (ﬂ> dI

-~ < Irisc < 1 :
Irisc Irisc Irrsc
= — <Gy < : (3.35)
FISC Irisc
Desta expressao, temos as seguintes possibilidades:
(7') Ck = _IFISC;
(ii) =1 < Cp < 1
1
(iii) C = - —.
No caso (1), se C = —ﬁ, os resultados das expressoes para P(I,n) e

Irnrs seriam divergentes aos conhecidos na literatura [11].

No caso (ii), se — Ipzlsc < O}, < 7 e fazendo uso da mesma justificativa

da convergéncia da série P[I(n)], temos que:
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1 kml \ -kpbn
= — coS ( ) e Trisc < O} cos (
Irrsc Irrsc

Iprsc —

1 krnl \ -Egpn 2 krl
:>Z_ COS( & )6 F1sc <ZOkCOS< T

knl

k272Dn 1
e
e TFisc < cos
Irisc Irrsc

FISC

_ k272Dn
72
e FI1sc <

_ k272Dn

e Trse dI <

Irrsc

Irisc oo ol
T
= +) -
2[FISC ; [FISC (stc)
—Irrsc
Irisc
- 1
2lprsc
—Irrsc
Irisc
- 1
2lprsc
—Irrsc
Irisc
=1< / P(I,n)dI < 1.
—Irisc
Irisc
o que é absurdo, pois [ P(I,n)dl =1.
—Irrsc
Portanto:
1
Cy =
Irisc

Logo, substituindo as expressoes de (3.32) e

2lrrsc [ FISC %

33

(3.37) em

krml

Irrsc

krl _ k272Dn
) e Trrsc dI <

Irrsc

(3.36)
(3.37)
(3.29), obtemos:
k27r2Dn
TFrsc (3.38)

1 krl _ k%272Dn
—i—Z cos< T )e Trse dl,

)

k272Dn

72

FISC s



Esta probabilidade esta normalizada, uma vez que:

Irisc Irrsc
I 1 I —K2x2Dn knl
P(I,n)dl = + FISC o™ ffrso sm( T ) )
2Irrsc Irrsc — km FISC
—Iprsc = —Irrisc
_ Irrse — (—Irisc)
2lprsc ’
=1. (3.39)

Calculemos, agora, os observaveis médios. Como o espago de fase é
simétrico, temos que I = 0. De fato:

Irisc
I(n) = / IP(I,n)dl,
—Irrsc
e < i, k]
= e Frsc T cos dl,
/ 2lrrsc [FISC; ([FISC)
—Irrsc

0 0
2 Irisc 242D 17 g - Irisc
= —Ir1sc Z e Risc” { —LIFISC sin T
4 Irisc km Irrsc
—Irrsc —Irrsc
7 Irrsc ol
SRS ELE / sin( T )d] ,
km FISC
—Irrsc
00 Irrsc
Z "[FIS(J { ( knl ) IFISC’}
— cos ,
]FISC' pt Ipisc) km ]| e
k2 2p
FISC'
= Irisc Z e [— cos(km) + cos(—km)]. (3.40)
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Como a funcao cosseno é uma funcao par, o termo entre colchetes é nulo.
Logo:

I(n) = 0. (3.41)
Calculemos, entéo, I2.

Irisc

2 = / I?P(I)dl,
—Ir1sc

Irisc

T2 J2 > Ll _ k2x2Dn
= + COS < T ) e Frsc dI,
k=1

2lrrsc Irisc Irisc
—Irrsc
0
Irrsc 0o 2 2 . Irisc
[3 1 kI 7°Dn IQIFISC ( ke )
= E e FISC
6/rrsc Irrsc — km Irisc
—1LFISC —LFISC
7 Irisc ]
FISC . T
-2 I sin ( > dal 3,
km Irisc
—Irrsc
3 3 0 k27r2Dn k: IFISC
_ Terse + Tirsc +3 € Hise (=2) ) Ipisc cos< ml >
61rrsc — km km Irisc
- —1LIFISC
3
7 Irisc -
FISC @
+ coS ) dl
km Irisc
_\IFISC ,
0 Y,

k27x2Dn

12 © 9
— F:I))SC + Z k‘27r2€ TFrsc [17;5c cos(km) + Iy cos(—km)). (3.42)
k=1
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~ 7’ 7. 2
Como a fungao cosseno ¢ par, a soma entre colchetes é igual a 7., ¢-2 cos(k).
Assim:

o 12 .~ 4 _k227r2Dn
I?2 = % + Z m[%fsc cos(km)e TFisc |
k=1 T
4 o k27r2Dn
= IJ%“ISC - TFrsc | . (3.43)

Para compararmos o resultado obtido aqui com aquele do capitulo ante-
rior, devemos notar que as médias realizadas 14 foram duas: uma no ensemble
e outra ao longo da dérbita. A média realizada no resultado obtido via solugao
da equacao da difusao foi apenas no ensemble de condicoes iniciais. Deve-
mos, entao, realizar a média na orbita. Usaremos procedimento semelhante
aquele usado em [31]. Da solugao da equagao da difusao, temos que:

7 o, |1, 4Dk e
I (n) - ‘[FISC g + F Z kQ (& FISC . (344)
k=1

[o¢]
Como devemos fazer a média em n, ou seja, % oI ]2, podemos notar que
et

apenas o ultimo termo depende de n, todos os demais sendo constantes com
o variar de n. A soma do termo exponencial é dada por:

1 o k2 2Dn 1 _ k%+2D _ k2x2D2 _ k272D3 _k272Dn
12 12 12 12
— e F‘ISC = — |e ‘Fisc +e ‘Fisc +e ‘Fisc + ...+ e FISC
ne n
N -~ 7
s
(3.45)
Denotemos a soma entre colchetes por S. Assim, temos:
_ k227r2D
S=e Tisc [1+e e 2 fe 4 e (0 (3.46)

[ J/
-~

s

k2m2D

2
IFISC

onde a =
A convergéncia da soma s entre colchetes pode ser determinada por:
s=14e e 2 peBop e (e (3.47)
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Multiplicando (3.47) por e~®, obtemos:

e ls=e e M fe I p L fe (3.48)

Subtraindo (3.48) de (3.47), temos:

s—e % = (1+e e 2qe 4 e Do) _(pmape 2030y e,

(3.49)
Dai, temos que:
s(1—e ) =1—e" (3.50)
Logo:
1—e
= — 3.51
o 1— e—a ( )
Assim, a soma S converge para:
k272Dn
k272D 1— T2 sc
S = e I%‘IS’C % . (352)
1 —e Fisc
Consequentemente, o valor de I2 é dado por:
2.2pn
— ) I 4 N(=D)F1 | ko ] P s
I (n) :IFISC _+_QZ 5 e "FISC T . (353)
3 7 k2 n — k2
k=1 1 —e TF1sc
Logo, Iryrs = ﬁ(n) é escrito como:
2.:2Dn
1 4 s (=1)F —k=2p g ] — e Trsc
Irnms(n) = Irisc 3t = Z ER b ST
k=1 1—e Frsc
(3.54)
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Figura 3.2: Grdfico Irys em funcao de m com os parametros & =
1072,1073%,107* e v = 1. Simbolos sdo os dados obtidos por simulagdo ao
passo que a linha continua identifica os resultados teoricos.

A figura 3.2 mostra o comportamento de Izy;s em funcao de n obtido a
partir da solugdo da equagao da difusao (linha continua) juntamente com o
resultado obtido por simula¢do numérica (simbolos) obtido do capitulo ante-
rior. Podemos notar que a concordancia entre os resultados é excelente, vali-
dando assim o procedimento utilizado via equacao da difusao. Os parametros
de controle usados foram v =1e e =10"2 1073 e 10~*

Até aqui, consideramos [y = 0. Vejamos o caso Iy # 0. Fazendo a
substitui¢do de I por (I — Ip) em (3.38), os observaveis médios sdo:

Irrsc
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Irisc Irrsc

> e thisc /ICOS[M] dl,

Irrsc

—Irrsc - —Irrsc

Irisc
©  12:2pn . _
1 Ze 7112”50 ]IFISC Sin |:k‘71'(] ]0):| _ IFISC / Sin |:k‘71'(] ]0):| d] ’

Ipisc £ km Irrsc km Irrsc

- —Irrsc
k272 Dn I
0o — 3 FISC
e 'Fisc k‘ﬂ'([ — [0) [FISC
= Z — o5 | — - ,

m FISC m

k=1 —Irisc

Irrsc Irrsc

—~ —~

C E

_ Z IFISC - ,22 oo cos [kﬂ([pzsc - Io)} s {lmr(—[msc - Io)}

(3.55)
Usando a relagao trigonométrica cos(X+Y") = cos(X) cos(Y)Fsin(X) sin(Y')
em C e E, obtemos:

k(1 — I kml, kml,
C = cos [ mUrise Oq = cos(km) cos ( 0 ) + sin(km) sin ( T > :
Irrsc —— Ipisc — Irisc
(-1

FI15C

= (=1)* cos ( brlo > , (3.56)

[ |:/€7T(—IF[50 —Io)} B |: k"/T(ijsc—}—Io):| f(;._par |:]{37T(IF130+10):|
= cos = cos |— = oS ,
Irrsc Iprsc

Irrsc

k’/TI(_) . . k’/TIO

= cos(km) cos — sin(km) sin :

—— Irrsc — Irrsc
(1)

= (=1)* cos ( ilo ) . (3.57)

Irrsc
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Assim:

I=0. (3.58)
Calculemos, agora, 12
Irisc
2 = IQP(I)d[,
—Irrsc
Irrsc 2 ] . 2.2, Irrsc I ([ I )
_ k*m“Dn T — 1y
dl + e Fisc / I% cos |:—} dl,
. 2lrrsc Irisc ; . Irrsc
FISC FISC
0
Irrsc 00 2 2 - Irisc
P 3 e ) Plese [kﬂ(f - fo)}
— e Trr sin | ——=
61rrsc [FISC km Irisc
—Irrsc k=1 —Irrsc
21 e k(1 — 1,
_SIFISC / I sin {—W( — 0>1 dl
km Irrsc
—Irrsc
00 2 2 Irrsc
_ TRise T Iiisc n Ze k;ISDC”( 2) Aprsc cos {kW(I - Io)}
GIFISC p] km IFISC
—Irisc
I T k(I — 1
4 2150 / cos [—W( _ O)] dal 3,
km Irrsc
tIFISC ,
0 )
_k27r2Dn
1 2 e 'Fisc kr(Iprsc — IO)] kn(—Irrsc — Io)
=2 4+ = _— cos{ + cos
FISE 3 7 g2 —~ kK Iprsc I Iprsc
C E
(3.59)

40



Usando a relagao trigonométrica cos(X=+Y') = cos(X) cos(Y)Fsin(X) sin(Y')
em C e E, obtemos:

0
krl, it Io\
C = cos {lm _ AT } = cos(km) cos ( kmlo ) + sin(k7) sin ( hmlo ),
Irrsc Irisc FISC
krl,
(=1)* cos < Gl ) : (3.60)
Irrsc
1 I
E = cos [—kﬂr— hT 0] = cos [/mr%— b 0} ,
Irisc FISC

1 1 I
= cos(km) cos hlo ) _ sin(km) sin Al ) _ (=1)* cos brlo :
Irisc) I s Irrsc

FI15C
0

(3.61)

Assim:

Irrsc

i = —EaiDn —1k krl,
k=

Por processo andlogo a (3.45), fazendo a média na érbita temos que

_k27r2Dn
— 1 4 K (—1)F krl, b 1] [1—e TFisc
I2(n) = I},50 3 + 3 Z 2 08 oo e IFriso ol vy
k=1 1 —e ‘Fisc
(3.63)
Assim, Igas(n) = 1/1%(n) é escrito como:
7k271'2Dn
1 4 & (—1)k kmly _&2x2p |1 ] ¢ IFrsc
]RMS(W) = Irrsc g + Pz 2 cos Trrsc e 'Frsc ﬁ 7k22ﬂ2D
k=1 1 —e Fisc
(3.64)
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Figura 3.3: Grdfico de Irys em funcao de n com parametros € =
1072,1073,107* e v = 1 e diferentes valores para Iy. Simbolos sdo os dados
obtidos por simulacdao ao passo que a linha continua identifica os resultados
teoricos.

A figura 3.3 mostra o comportamento de Igys em funcao de n usando
simulagao (simbolos) e solugao da equagao da difusdo (linha continua) para
e =1072,1073,107%, v = 1 e diferentes valores para I;. Note que as condicoes
iniciais foram consideradas proximas de zero para as simulagoes e diferentes
de zero para os resultados analiticos. Para mostrar o bom acordo entre estes
resultados, consideramos a condicao inicial [, = 1,01 x 1072 na simulacao
numérica (triangulos marrom) e comparamos com o resultado analitico (linha
continua marrom). Podemos notar novamente o bom acordo entre as teorias.

3.3 Discussao dos resultados
Nesta segao, vamos discutir o comportamento de Igys5(n) nos casos limi-
tes: (1) n — oo e (ii) n pequeno.

Obtivemos, anteriormente, a expressao de Irys que é dada por:
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__k272Dn

1 4 & (—1)k ( kmly ) —&x2D |1 (] —¢ IFrsc
I n)=1 -4+ — cos e Trisc | =
(3.65)
(i) Quando n — oo, Isar é dado por:
ISAT = lim [RMS- (366)
n—oo
Assim:
_k27r2Dn
, 1 4 &K (—1)F krly\ -%=b |1 [1—e Tisc
I = lim [ -+ — F1sc | —
sar = A TFIsC 3 + 2 ; k2 o8 Irisc o n — 872D
= 1 —e !Fisc

_ Irrsc
\/g )

- Irrsc
= F%0. (3.67)

Esta expressao estd de acordo com os resultados apresentados em [25].

(11) Quando n é pequeno, devemos considerar as seguintes expansoes em
séries de Taylor até os termos de primeira ordem e consideramos k = 1:

7'(']0 1 7'(']0 >2
cos =21—-- , 3.68
(]FISC> 2 <]FISC (3.68)
_ Tr2D 2
e Thrsc 21 — 7; D =1, (3.69)
‘[FISC

— D ’D 2D
1—e fFrsc 21 — |:1 _ T :| = 7; . (3.70)

IFISC IF]SC

A exponencial em n deve ser expandida até os termos de segunda ordem
por conta do fator % Logo:

2
1 —e TFrsc =

_ a’Dn. ) [1 w2 Dn 17T4D2n2]
ise 2 Iprse |
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m?Dn 1 7'D%*n?
Ifise 2 ITrisc
_ mDn [ 1 WQDnl
Irsc 2150 ]
Substituindo as expressoes (3.68), (3.69), (3.70) e (3.71) em (3.65), obte-
mos:

Y

(3.71)

Innvs = Ipisc | = — = =
3 7T2 2 ]FISC 7"2—D ’
FISC

9 m2Dn (1 1 7r2Dn>
1 4 [1 . 1 ( mly > ] l Tfrsc 2 It rsc
n

e Li[l_z(ﬂo )] 127

3 71'2 2 ]FISC’ B 5]%150

Para o caso em que Iy =~ 0, obtemos que:

1 4 172Dn
I =1 ———|1-=
RMS FISC\/3 2 |i 21%15017
1 4 2Dn
=1 - —— : 3.73
FISC\/ 37 2 + 50 (3.73)
Considerando a expressao de D dada em (3.3), temos que:
1 4 en

I =1 - =4+ — 3.74
RMS FISC\/ 3 2 + 202, (3.74)

De (2.22), temos que Iprgc = £+, Se ~v =1, entao Iprgc = £2. Assim:

Irms

\/(% - %) e+ &%n (3.75)

Para o caso de v genérico, temos que:

1 /1 4 e2n
ITpyus =€y |5 — 5+ ——=,
3 s 2€1+-y
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2n

Portanto, Irys o< 4/ 55", 0 que confirma o expoente 3 = % O numero de
crossover n, € obtido quando Irys = Isar. Ou seja:

e?n, et

2 V3
2
g1+

N €Ny
2 3
27
= Ny = = ,
3 &?
2 _ 2y
= n, = 3¢ T (3.77)
Logo:
_2r
Ny X £ 17, (3.78)
Daqui, temos o expoente z = —12+—77.

Podemos notar na figura (3.3) que para o caso em que Iy # 0, o gréfico
apresenta um plato para valores pequenos de n, seguindo um regime de cres-
cimento e, por fim, uma saturacao para valores de n suficientemente grandes.

Considerando as aproximagoes das equagoes (3.68), (3.69), (3.70) e (3.71)

e Iy # 0, podemos obter o primeiro nimero de crossover n, da seguinte
forma:

1

=1

’

1 4 1(71'[0 )2 [ 72D

217 15¢ ]

| DO

4 1 Io \2| T 2Dn! ]
N P Tl 1_7r2 Ny | _ 7

-1
_ mDnl, 7 ) 1 ( mly )2
2% 150 6 2 \Irisc




-1
2
Fazendo a expansao em séries de Taylor do termo {1 — % (%) } ,

w2 Dn/ 2 1 ( w1y )2
~1- S P ,
21%1s¢ 6 [ 2 \Irrsc
1+1< 1o >2 :
2 \Urrsc
1+ 1 ( 7TI() )2
2 \Ur1sc ’

212 2 m2]2
= =L£5C 14 T -9 3.79
"= "ap T 6T 6D (3.79)

obtemos:

72 Dn/, m
217 5c 6

212 2
:> / — FISC 1 o
"="2p V'

Usando as expressoes de D e Ir;sc dadas em (3.3) e (2.22), respectiva-
mente, obtemos:

2
8ert1t w2 2 I3
=n =——<14+— 0 3.80
M 7T262{+6}+3 g2 (3:80)
Logo:
I2
n’, o g—g (3.81)

Este valor é condizente com os resultados apresentados em [32]. Portanto,
enquanto n, é dependente somente dos parametros € e vy, n), é dependente
da condigao inicial e de € e de 7.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, estudamos as propriedades de difusao cadtica para o mapa
dado por:

Iy = I, +esin(b,)
: _ 1
0n+1 = (Gn + m) mod(27r)
Com a conexao com o mapa padrao, determinamos a localizacao das
primeiras curvas invariantes spanning, Ir;sc, em fungao de € definido assim
a regiao do sistema que transita de caos local para caos global.

Na teoria fenomenoldgica, comparamos as hipdteses de escala, usamos
uma fungao homogénea generalizada e obtivemos a Lei de Escala e os trés
expoentes critico: o expoente de aceleracao = %, o expoente de saturagao
a= # e o expoente dinamico z = — =L,

A partir da Equacao da Difusao, utilizamos o método da separacao de
variaveis para obter sua solugao analiticamente, considerando os casos em
que o momentum inicial é nulo, Iy = 0, e 0 momentum inicial nao nulo,
Iy # 0, sendo a primeira condizente com a solucao apresentada na referéncia
[11] e a segunda, nossa contribuigao original.

Como perspectivas futuras deste trabalho, pretendemos considerar um
fator de corregao no intervalo de integracao dos observaveis médios para cor-
rigir a translacdo apresentada no gréfico (3.2), e também adicionar uma de-
pendéncia temporal explicita no modelo e estudar suas propriedades dinamicas.
Em especial, investigar a situagao em que ¢ — (1 + ncos(wmn)), n € R e
w € R sao parametros externos.
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