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Resumo

Nesta tese, discutiremos algumas propriedades dinamicas e estatisticas de
mapeamentos discretos conservativos e dissipativos. Sao eles: uma familia
de mapeamentos Hamiltonianos, o modelo do Poco de Potencial dependente
do tempo, o Mapa Padrao Dissipativo e uma familia de mapeamentos dis-
sipativos. O primeiro é descrito pelas varidaveis dinamicas angulo e agao e
um parametro de nao linearidade. O Poco de Potencial é descrito pelas
variaveis fase e energia e trés parametros que dependem da configuracao do
poco. O Mapa Padrao dissipativo e a familia de mapeamentos dissipativos
sao descritos pelas variaveis angulo e agao, um parametro de nao linearidade
e um de intensidade de dissipagao. O objetivo deste trabalho é descrever o
comportamento da difusao cadtica nestes mapeamentos. Os mapeamentos
conservativos estudados apresentam seus espagos de fases mistos com a coe-
xisténcia de ilhas de periodicidade, mares de caos e curvas invariantes do tipo
spanning enquanto os mapeamentos dissipativos apresentam atratores. Apre-
sentaremos detalhadamente os célculos para a obtencao da solugao analitica
da Equacao da Difusao e estudaremos os casos limites de cada mapeamento.

Palavras-chave: Equacao da Difusao, Sistemas Nao Lineares, Sistema
Dissipativo, Sistema Conservativo.



Abstract

In this work, we will present some dynamical and statistical properties of
conservative and dissipative discrete mappings. They are: a family of Hamil-
tonian mappings, a time dependent Potential Well, a Dissipative Standard
Mapping and a family of dissipative mappings. The first one is described
by two dynamical variables, angle and action, and a nonlinearity parameter.
The Potential Well is described by phase and energy and parameters that
depend on the potential configuration. The dissipative Standard Mapping
and the family of dissipative mappings are described by angle and action and
nonlinearity and intensity of dissipation parameters. The goal of this work is
to describe the chaotic diffusion behavior in these mappings. These conser-
vative mappings present mixed phase space with periodicity islands, chaotic
sea and invariant spanning curves coexisting while the dissipative Standard
Mapping presents only attractors. We will present in detail the calculations
to obtain the analytical solution of Diffusion Equation and we will study the
limit cases of each mapping.

Key-words: Diffusion Equation, Nonlinear Systems, Dissipative System,
Conservative System.
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos de sistemas dinamicos procuram definir equagoes que regem
o comportamento, aparentemente aleatério, de particulas ou um conjunto
delas, cuja evolucao é temporal. O que caracteriza esses tipos de sistemas
¢ a sensibilidade as condicOes iniciais. Ao iniciarmos as iteracoes de duas
condi¢oes muito proximas, suas dérbitas se afastam exponencialmente, per-
dendo a previsibilidade. O primeiro livro publicado desta teoria é o Dyna-
mical Systems, de George David Birkhoff (1884-1944), em 1927. Porém, o
precursor desta teoria foi Jules Henri Poincaré (1854-1912) com seu estudo
sobre érbitas planetérias, por volta de 1880, em que percebeu comportamen-
tos irregulares.

Posteriormente, na década de 1960, Edward Norton Lorenz (1917-2008),
em seus estudos sobre previsao do tempo [1], percebeu que o programa que
utilizava estava arredondando as casas decimais dos niimeros de seis para trés
casas, o que acarretou em diferencas nos resultados finais. Esta consequéncia
recebeu o nome de efeito borboleta. O sistema de equacoes estudado por ele
ficou conhecido como Sistema de Lorenz e é dado por:

Zd_:f: U(?J_x)v
&l_z = xz+rr—uy, (1.1)
&= xy — bz,

em que o esta relacionada ao nimero de difusividade do fluido de estudo,
r esta relacionado a diferenca de temperatura entre dois extremos do fluido
e b estd associado a razao entre a altura e a largura do fluxo convectivo.
Este sistema gera o conhecido atrator de Lorenz considerando os parametros
c=10,r=28e b= § e apresentado na Figura 1.1.
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Figura 1.1: O atrator de Lorenz com a condigdo inicial (zo, Yo, z0) = (0,1,0)
e os parametros o =10, r =28 eb =% (a) z vs. x, (b) y vs. z, (¢) z vs. y
e (d) y vs. t. Figura retirada da referéncia [2].

Alguns anos mais tarde, Stephen Smale (1930- ) criou o modelo da fer-
radura, conhecido como ferradura de Smale, para descrever a complexidade
de uma valvula eletronica estudada por Balthasar van der Pol (1889-1959),
na década de 20, e esse modelo foi base para o entendimento de proprieda-
des cadticas de sistemas dinamicos [3]. A introdugao desse modelo se deu a
partir de uma carta enviada por Norman Levinson (1912-1975), na qual este
descrevia um sistema com caos e estabilidade juntos: um circuito eletronico
oscilante. Na época, os conceitos de sistemas dinamicos ainda nao estavam

bem definidos.

Outros nomes importantes sao o de James Yorke (1941- ) e o de Ro-
bert May (1936-2020). Este tltimo, bidlogo, estudou a equacao da diferenca
logistica para crescimento populacional [4]. Para valores baixos do parametro
de nao linearidade, o modelo permanecia num regime estavel, porém, para



valores altos, a populacao alternava entre dois valores. Aumentando no-
vamente, havia outra duplicacdo. Ao analisar este comportamento, Yorke
provou [5] que se um ciclo regular de periodo trés aparece em qualquer sis-
tema unidimensional, entao o sistema apresentara também ciclos regulares e
ciclos completamente cadticos, o que foi uma surpresa para os fisicos, uma
vez que, intuitivamente, um sistema em oscilagoes de periodo trés repetiria
este comportamento sem a producao de caos. Porém, este trabalho ja estava
publicado em 1964 [6], por Oleksandr Mykolayovych Sharkovsky (1936- ).

O fato do desconhecimento da obra de Sharkovsky por parte de Yorke
ocorreu pela falha de comunicacao entre as ciéncias soviética e ocidental, por
conta do idioma e também pelas restricoes de viagens entre os dois lados.
Porém, para os soviéticos, esta nao era uma nova ciéncia como acreditavam
os ocidentais, pois ja existiam trabalhos de Andrei Nikolaevich Kolmogorov

(1903-1987), na década de 50 [3].

O conceito de turbuléncia também esta relacionado aos sistemas dinamicos
nao lineares. Para Lev Davidovich Landau (1908-1968), conforme o fluxo de
um liquido aumentava, surgiriam frequéncias uma a uma. Com o objetivo de
confirmar esta ideia, Harry Swinney (1939- ) e Jerry Gollub (1944- ) estuda-
ram o fluxo de Couette-Taylor, em 1973, e este estudo apresentou um estado
bem definido e depois o fluxo se tornou indistinguivel. Mas foi no trabalho
intitulado “On the nature of turbulence” [7] que David Ruelle (1935- ) e Flo-
ris Takens (1940-2010) provaram que a turbuléncia é descrita por atratores
estranhos e nao por superposicao de frequéncias. Segundo estes autores, atra-
tores estranhos sao atratores que evoluem por um processo de alongamentos e
dobras. O atrator estranho mais estudado foi introduzido por Michel Hénon
(1931-2013), conhecido como Mapa de Hénon [8], com base nos estudos do
atrator de Lorenz.

Outro conceito relacionado aos sistemas dinamicos é o de fractal, intro-
duzido por Benoit Mandelbrot (1924-2010), para nomear a geometria que
ele observou para medir precisamente a linha de um litoral, em 1975. Essa
caracterizacao de dimensoes fracionadas ocorreu por conta do acesso que
Mandelbrot tinha a recursos computacionais e seus estudos com padroes ir-
regulares. Estes apresentaram comportamentos de autossemelhanca, ou seja,
existe a repeticao da estrutura em varias escalas, o que caracteriza o fractal.
Esta caracteristica estd presente no atrator de Lorenz [1].

Estes sistemas sao estudados em diversas dreas além da fisica [2, 9, 10]
como em mercados financeiros [11], medicina [12, 13, 14], biologia [3, 15].
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Uma vez que a dinamica no mar de caos pode ser comparada a um pro-
cesso difusivo normal, podemos utilizar a Equacao da Difusao para estu-
dar analiticamente essa dinamica. Processo difusivo [16] é um processo de
transporte que ocorre a partir de uma determinada regiao para outra de um
sistema. Este processo é descrito por uma equacao diferencial da forma:

op 9?p

a —D@7 (1.2)

em que p é uma densidade do elemento de estudo, D é denominado coeficiente
da difusao, podendo ser constante ou nao, t é o tempo e x é o eixo em que
ocorre a difusdo. Esta equacao é obtida a partir da Lei de Fick [16, 17], dada
por:

J=—DVp, (1.3)

sendo J o fluxo do elemento de estudo, combinada com a equagao da conti-
nuidade [17], dada por:

dp = =
E%—V-J—O, (1.4)

também denominada de Lei de Conservacao de p.

A Lei de Fick quer dizer que a taxa de transferéncia de um elemento
por unidade de area é proporcional ao gradiente de concentracao medido na
secdo normal a esta drea e foi proposta por Adolf Eugen Fick (1829-1901),
em 1855, para descrever a transferéncia de calor por conducao introduzindo
difusdo na equagao obtida por Jean Baptiste Joseph Fourier (1777-1831), em
1822 [16] quando este estava interessado na maneira como ocorria a difusao
de calor em sélidos [18]. Fourier queria uma descri¢ao mateméatica para o
comportamento de ondas e percebeu que poderiam ser representadas por
séries de senos e cossenos, surgindo, entao, as chamadas Séries de Fourier.

Os processos difusivos podem ser observados em diversos sistemas, tais
como o pélen se espalhando pelo ar até encontrar uma flor [19], como um
medicamento percorre pela corrente sanguinea até chegar a algum érgao [20],
como doengas propagam pelo ar [21, 22, 23], polui¢do se propagando na
atmosfera [24] e nos oceanos [25], memes se espalhando pelas redes sociais
[26], influéncia do clima na propagagao de pestes [27], além de aplicagoes na
fisica [28, 29, 30].
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Este trabalho tem por objetivo descrever o comportamento de uma parti-
cula, ou de forma equivalente um ensemble de particulas nao interagentes, em
uma dinamica cadtica em diferentes mapeamentos nao lineares. Para tanto,
a partir da Equacao da Difusao, obtemos a expressao da densidade de proba-
bilidade de encontrar a particula do sistema com uma determinada acao ou
energia em um determinado instante de tempo. A partir do conhecimento da
densidade de probabilidade, os principais momentos da distribuicao sao obti-
dos, fornecendo os observaveis para a descricao das propriedades estatisticas
discutidas na tese.

Organizamos este trabalho da seguinte forma: no Capitulo 2, estudamos a
difusao cadtica em uma familia de mapeamentos Hamiltonianos. O espaco de
fases apresentado é misto, com a coexisténcia de ilhas de periodicidade, mares
de caos e curvas invariantes spanning. Apresentamos suas propriedades, a
localizacao das primeiras curvas invariantes spanning a partir da conexao com
o Mapa Padrao conservativo e a solugao analitica da Equagao da Difusao. Os
resultados analiticos e numéricos sao comparados e analisados. Este capitulo
apresenta os resultados apresentados no artigo [31].

No Capitulo 3, estudamos a difusao cadtica no modelo do Poco de Poten-
cial dependente do tempo. O modelo consiste em particulas nao interagentes
confinadas em um poco experimentando energias potenciais diferentes, de-
pendendo de sua localizagao. O espago de fases apresenta coexisténcia de
ilhas de periodicidade, mares de caos e curvas invariantes spanning. Apre-
sentamos suas propriedades, a localizacao da curva invariante spanning de
menor energia e a solucao analitica da Equacao da Difusao. Fazemos a com-
paracao entre os resultados obtidos analiticamente e os obtidos por simulacao
numérica. Este capitulo apresenta os resultados publicados no artigo [32].

Os Capitulos 4 e 5 apresentam os resultados da difusao cadtica no Mapa
Padrao Dissipativo e em outro mapeamento dissipativo, respectivamente.
Ambos os espacos de fases apresentam somente atratores. Apresentamos as
suas propriedades e a solugao analitica da Equacao da Difusao. Comparamos
os resultados obtidos analiticamente com os resultados obtidos por simulacao
numérica. Os resultados do Capitulo 4 foram publicados no artigo [33]. Por
fim, no Capitulo 6, apresentamos as conclusoes e perspectivas de trabalhos
futuros.
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Capitulo 2

Difusao Caotica em uma
Familia de Mapas
Hamiltonianos

Neste capitulo, sao apresentados o modelo e suas propriedades, bem como
uma solugao analitica da Equacgao da Difusao que descreve o comportamento
na dinamica cadtica. O mapeamento é descrito por duas varidveis, angulo,
0 e acao, I, e por dois parametros de controle, € e v. O parametro € con-
trola a intensidade da nao linearidade do mapeamento, enquanto v > 0 é
um parametro livre. Para este mapeamento, o mar de caos esta restrito ao
intervalo [—1fisc, I fisc], ou seja, esta confinado entre os valores de agdo das
primeiras curvas invariantes do tipo spanning denotadas por fisc - first in-
vartant spanning curve. Com esta condicao e as equagoes que descrevem o
mapeamento, podemos determinar a expressao da solucao da Equacao da
Difusao e comparamos com os resultados obtidos numericamente.

2.1 O mapeamento e suas propriedades

O mapa estudado é dado por:

Iy = I, +¢esen(d,)
I 9n+1 = (911 + m) mod (271')7

12



em que € é um parametro que controla a transicao de integravel para nao
integravel e v > 0 é um parametro livre que controla o comportamento de
0,+1 com a variacao de valores de I,,.1. A Figura 2.1 apresenta o espago de
fases do mapeamento (2.1) com os parametros v = 1 e dois valores distintos
para ¢, isto é, (a) e = 1072 e (b) € = 107%. Podemos notar a coexisténcia das
ilhas de periodicidade, do mar de caos e das curvas invariantes spanning.

Figura 2.1: Espaco de fases do mapeamento (2.1) com os parametros v = 1
e (a) e = 1072 e (b) e = 1073, As linhas em vermelho representam as
primeiras curvas invariantes do tipo spanning.

A matriz Jacobiana é dada por:

Olny1  Olng1

— Oln 00,
J - 89n+1 897111 ? (22)
oI, 00n,

em que os seus elementos sao dados por:

o1
* i =1,

Oln41

Bo. = €CO8 0,.

13



sy _ vy O] _ oy
® oL, = e oL, |In+1|7+1smal(1n+1)’

1 1 v Olmpal 1~ )
o Gt =1l- g mma =1 - ppmecostysinal(l,41).

1, In+1 >0

sendo sinal(/,, ;1) = { LI -0
5 n+1

Calculando o determinante da matriz Jacobiana, temos que:

aIn-l—l aen—i—l . 8In—s—l aen—i—l
ol, 00, 20, oI, "’

detJ =

f)/

= detJ =1-—"
) Lo P

- ‘[nJrthrl

= detJ = 1.

Dessa forma, pelo Teorema de Liouville [9, 28], o mapeamento preserva
area no espacgo de fases. Isso porque a transformacao de area do instante
n para n + 1 se dd por dA,.; = [detJ,]dA,, em que dA, é o elemento
infinitesimal de area no instante n. Assim, a forma geométrica pode mudar,

mas a area é preservada.

dA,

e cos O,sinal (1, 1)—e cos b, ( Lsinal(lnﬂ)) ,

. L)

dAn+1

Figura 2.2: Ilustracao da transformacao de drea do instante n para n + 1.
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2.2 Localizacao das curvas invariantes span-
ning e propriedades de escala

Para obtermos a localizagao das primeiras curvas invariantes do tipo span-
ning, fazemos uma conexao com o Mapa Padrao, também conhecido como
Mapa de Chirikov-Taylor [9], que é dado por:

Ters - { I = I, + K sen(6,) (2.3)

0n+1 = (971 + In+1) mod (27T)

em que K é o parametro que controla a transicao de integravel para nao
integravel. Quando K = K. = 0,9716... [9, 34], o sistema apresenta uma
transicao de caos local para caos global. Quando K < K., o mar de caos estéa
confinado entre curvas invariantes. Quando K > K., as curvas invariantes
spanning sao destruidas e o mar de caos se espalha ao longo do espaco de
fases. A Figura 2.3 apresenta essa transigao considerando valores diferentes
do parametro K.

A transicao de caos local para caos global na familia de mapeamentos
Hamiltonianos se da nas curvas invariantes spanning. Para obter as suas
localizagbes, reescrevemos o mapeamento (2.1) em termos do mapa padrao
assumindo que [y possa ser escrita como Ipsc = I* + Al, em que [* é o
valor médio de Iy;5. € Al é uma pequena perturbagao na acao. Dessa forma,
a variavel I, é escrita como [, = I* + Al, 1 e, logo, a primeira equagao
de (2.1) é dada por:

I+ AL, =1+ Al, + ¢ sen(6,)
= Al,11 = Al, + ¢ sen(f,). (2.4)

A segunda equagao do mapeamento (2.1) é dada por:

1

Onir = bn + 77—
+1 (I* +A[n+1)'y

(2.5)

em que assumimos, por simplicidade, I,,11 > 0 e removemos o mod 27 para
a expansao. Reescrevendo esta equacao, fazendo a expansao em série de

, o Al
Taylor, considerando os termos de primeira ordem em =7, obtemos:
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(a) K=0,5 by K=0,9

(c)K=2

4||||||||||||

||||||||||||40

TTTTTTTTTTTd
gt

Figura 2.3: Espaco de fases do Mapa Padrao com os parametros (a)K = 0,5,

(b) K=0,9 e (¢c)K =2.

1 Al -
0n+1:9n+_<1+—n+1> )

I*’y ]*
1 AL,
:>9n+1:9n+ﬁ |:1—7T+1+02<
1 AIn—f—l
= 0n+1 = en + T+ - ’}/W

As duas equacoes resultantes sao escritas como:

A1n+1

{ Al = A, + ¢ sen(f,)
Hn—&-l = O+ 1% — VTt

16
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AL . . o
Denotando por J,;1 = Iiw v7251 e fazendo as manipulagoes algébricas,

obtemos:

Jns1 = Jn — k57 sen(6,)
{ On1 = On + Jns1 ‘ (28)

Denominamos K 5 = % e eliminamos o sinal negativo definindo 6 =
¢ + m. Logo:

¢n+1+ﬂ': ¢n+7T+Jn+1
Jpi1 = Jn — Keg sen(¢, + )
¢n+1 - ¢n + Jn—l—l
= . 2.9
{ Jnt1 = Jp+ Kep sen(oén) (2.9)
As posigoes das curvas invariantes sao obtidas quando K.; = #5r ~
0,9716, ou seja:
L[]
I" = . 2.10
[Kef] (2.10)
Se Al for pequeno, entao Iy;s. >~ I*, logo:
%
e T
Trige & | ——— 2.11
/ {0,9716..} (2.11)

Uma vez obtidas as curvas, temos o intervalo em que o mar de caos
estd confinado, ou seja, Icqos € (—Ifisc, +1fisc). Como o espaco de fases é
“simétrico”, ao calcularmos I = 0. Entéo, utilizamos I2, obtido a partir de
duas médias: uma ao longo do ensemble de condigoes iniciais e outra, na
orbita. Matematicamente:

Z%Z 2 (2.12)

e observavel de interesse que identifica a difusao cadtica é dado por:

Loms(n) = V2. (2.13)

O grafico de I,,s em termos de n é apresentado na Figura 2.4, em que
notamos um crescimento inicial e, para valores grandes de n, uma saturacao.
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Figura 2.4: Grafico do comportamento tipico de I..,s em func¢ao de n para
diferentes valores de €.

A partir deste grafico, podemos propor:
i) Para n << n,:

Loms o< (ne?)?, (2.14)

em que [ é o expoente de aceleracao;
ii) Para n >> n,:

Loy x €%, (2.15)
em que « é o expoente de saturacao;
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iii) O numero de crossover ny:

Ny X €7, (2.16)

em que z é o expoente dinamico.

Com essas trés hipoteses de escala, podemos descrever o comportamento
de I,,,s usando uma fungao homogénea generalizada do tipo:

Lrms(ne?,€) = Ui (1°n?, lbe), (2.17)

em que [ é um fator de escala e a e b sao expoentes caracteristicos. Como [
¢ um fator de escala, podemos escolher [“ne? = 1, o que conduz a:

= (ne?)~Ve, (2.18)

Substituindo esta expressao na (2.17), temos que:

Lms(ne?, e) = (ne?) VeI, [(ne?) %], (2.19)

em que:

I4[(ne?)™%%] = Is[1, (ne?) %% (2.20)

que é considerada constante para n << n,.
Comparando (2.19) com (2.14), temos que § = —1/a.
Escolhendo, agora, (’c = 1, temos:

[ =P, (2.21)

Substituindo na equagao (2.17), temos que:

Lims(ne? e) = e VoI (e7Pne?), (2.22)

em que:
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IB(a_“/bn52) = Irms(s_“/l’ng, 1) (2.23)

é considerada constante para n >> n,. Uma comparagdo com (2.15) nos d4a
a=—1/b.

Para determinar o expoente z, comparamos as equagoes (2.18) e (2.21):

(ne?)? = &, (2.24)

Quando isolamos n e comparamos com a hipétese de escala (2.16), obte-
mos a Lei de Escala:

—2, (2.25)

z =

@
B

que relaciona os expoentes criticos.
2.3 Equacao da difusao e solugao analitica

A dinamica no mar de caos, ao longo do eixo de I, pode ser comparada a
um processo difusivo normal, similar a um problema de caminhada aleatoria
[34, 35] (random walk). Entao, resolveremos a equagao da difusao [29], que
na auséncia de campos externos é dada por:

OP(I,n) _0*P(I,n)
S = Do (2.26)

em que P é a distribuicao de probabilidade de observar um determinado
momentum I em um instante n e D é o coeficiente da difusao.

Uma vez que a difusao ao longo do mar de caos esté confinada no intervalo
I € [—1Ifise, +1fisc), devemos ter como condigoes de contorno:

or
ol

I:ilfisc

=0, (2.27)

ou seja, as curvas invariantes spanning impedem o fluxo de particulas.
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O coeficiente da difusao é determinado pela expressao [34]:

A2 I2 - 12
D==-= ”“2 n (2.28)

Elevando a primeira equa¢ao do mapeamento (2.1), temos:

I7 . = I? + 2l,esen(0,,) + e°sen’(6,,),

e tomando a média no ensemble de “0”, uma vez que [ e 0 sao assumidas
variaveis descorrelacionadas, temos:

12, = I2 + 2¢l,sin(0,) + %sin(0,,), (2.29)
2m
sin(0) 5 [sin(@)df = 0
onde o
sin®(f) = o= [sin®*(0)df = 3
0

L~ = e = (2.30)

=D=—. (2.31)

A técnica utilizada para obter a solugcao da equacao da difusao é via
separacao de variaveis:

P(I,n) = X(I)N(n), (2.32)
em que X (/) é uma fungao que depende apenas de I e N(n) depende apenas
de n. Assim:

P N
OP _ o ydN.

o = XD (2.33)
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oP dX *P  d*X
- _—N —— = ___N(n). 2.34
o ~ar Y= g = gE N (2.34)
Levando estas expressoes na equagao da difusao (2.26), temos:
dN d*X
X(I)— =DN(n)—
(D = DN()
1 dN D d*°X
= —— =—a (2.35)

T Ny dn XDz

em que a € R*. Desta forma, temos duas equacoes diferenciais ordindrias:

dN
PX
D~ X =0. (2.37)

Resolvendo a equagao (2.36), obtemos:

YN r

No 0

N(n)

=—an,

No

= In (N]\(]:)> ——an,

= N(TL) = Noe_&”.

Para determinar a solugdo da segunda equagao, (2.37), consideremos
X(I) = AeM. Assim, as primeira e segunda derivadas sdo escritas como:

— = AxeM, (2.38)
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2
X -
d AN, (2.39)

dr?

Substituindo estas expressoes em (2.37), obtemos:

DAN?eM + aAeM = 0= DX = —q,

a
A =10y —. 2.40
= ”/D ( )

Com isto, a solugao para X () pode ser escrita como

X(I) = AeVBT + Bem VB, (2.41)

Utilizando a relagao de Euler e reagrupando os termos, obtemos:

o (51) e (30 o o () (50)]

+B

X(I)=A

= X(I) = (A+ B)cos (\/%I) +i(A — B)sen (\/%I) :

Considerando A = %—zg eB =3
e podemos reescrever a solu¢ao de X () como:

(2.42)

L ) (2.43)

X(I) :dcos< D

Aplicando as condigoes de contorno:
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dx /@ | ;] |
T = —a % sen ( D]fisc) +b %cos < %Ifisc> 0,
I:Ifisc
= —a sen (’\/g.[fisc> + bcos (\/ glfisc) =0,
D
7 SGH( Ifzsc)
L b (2.44)
a a
COS( Blﬁsc>
2)
dX | 0 o | @
T o = —aq % sen (— glfzsc> +b %cos (— %Hm) 0,
= fisc

(2.45)

[gualando (2.44) e (2.45), obtemos:

sen <\/%Iﬁsc> sen <— \/%]ﬁsc>
cos <\/%]fisc) cos <— \/%ffisc>

= sen (\/ %Ifisc) = sen <_ \l %Ifisc) )
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= sen

B

[ a
- —1 isc |
Sen( D f )

0,

o=

(
-

~

a
=Y Ifisc)
]fisc>
a
= —

Slpise =k, k=0,1.2,...

k*m2D
k=012,
Ifisc

Q>

=

(2.46)

Para o caso em que k = 0, tratamos separadamente. Quando k = 0,

temos que a = 0. Assim:

1) N =0 = N(n) = Ny, em que N, é constante;

d?X dX

= Xo = X(I) = Xol + X1, em que Xy e X; sdo
constantes.

Dali, temos que:

P(I,n) = No(XoI + X1).
Aplicando as condigoes de contorno:

oP ~

— = NyJX Xy =0.
i 0Xg = Xg=0
I::tlfisc

Dessa forma, uma solucao para a equacao da difusao seria:

k=1

- e krl knl _k2g2Dn
P(I,n) = NoXy +Z {ak cos (I;;C) + by, sen <];;C)} e Tise |
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Denotando ag = NyX;, podemos aplicar as condicoes iniciais em P(I,n)
da seguinte forma:

- kml kml
P(I,0) = ao + ;ak Ccos <];;C) + by, sen <];;C) )

=51 —1Iy). (2.50)

A funcao delta de Dirac pode ser escrita como [17]:

1 o0
o(z) = o Z [cos(kx) + i sen(kx)],
T
k=—o00
_ 1 + 1 i cos(kx) (2.51)
2 o7 P ’ :
Substituindo x por I;r[ —:
I 1 1S krl
5<7T ):_+_ cos(ﬂ). (2.52)
[fisc 2m ™ 1 [fisc

Por outro lado, a funcao delta de Dirac tem a seguinte propriedade:
1
d(ax) = —d0(x). (2.53)
a

Assim:

(21 =t

]fisc ™

Desta equacao, obtemos:

S(I) = —— 4 2 icos(]m[). (2.55)

B 2[fisc Ifisc 1

Substituindo I por I — I, temos:
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01 —Io) =

1 N - [/mr(]—[o)}
COS [——| .
2[fisc [fisc 1 [fisc

1 1 — krnl krl knl kmly
= 0(I—1p) = .
( 0) 2]fisc+]fisc ; |:COS (Ifisc) €08 ( Ifisc ) sen (]fisc> sen ( Ifisc ):|

(2.56)

Comparando as equagoes (2.50) e (2.56), temos que:

1 .
21f'isc !

_ 1 krly \.
° ak o Ifisc cos <Ifisc>,

° by L sen (M>

- Ifisc Ifisc

.CLOI

Logo, a probabilidade ¢é escrita como:

1 1 & krml krl,
P(I,n):ﬂ‘ +I' Z[COS(I.)COS(]‘ )—l—
fisc fisc =1 fisc fisc

]’ I _k27r2Dn
+sen (km ) sen (kﬂ 0)} e Thse (2.57)

Ifisc [fisc

Os célculos dos observaveis médios sao apresentados no Apéndice A. Des-
tes calculos, obtemos:

_ Ifisc
WI= [ IP(I,n)dl=0.
_Ifisc
o Ifisc
) 2= [ IP(I,n)dl,

_Ifisc

]’2. o0 4[2 (_1)k kﬂ'[ _k27r2Dn
_ Tfisc fisc 0 130
=73 + g 122 coS ([ﬂsc) e fise |

k=1
1 n

Tomemos, agora, a média em n, isto é, ~ > I jz Podemos notar que a
i=1

dependéncia é apresentada somente na funcao exponencial. Dessa forma:
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_ k%x2Dj 1 _ k322D _k272D2 _k2x2Dn

n
1 z : 12, 12, 12, 12,
— e fisc e fisc _|_ e fisc + + e fisc
n
Jj=1

)
Denotando a soma entre colchetes por S:
S=e(1+e e 24 . e 7ley (2.58)
e por s a soma entre paréenteses:
s=14e e 24 . fen7ba (2.59)

k272D
I?isc

em que a = , temos que a convergéncia de S é obtida da seguinte forma:
multiplicamos s por e~ e este é subtraido de s:

sel=e Y44 e

=s—se "=s5(l—e)=1—e"

1 — ¢e—no
= 5= —— _eefa , (2.60)
Logo:
2> ~&227Dn
_k*wm*D 1 _ Ifisc
S =€ IJ%Z‘SC % (261)
1 — 6_ IJ%'L'SC
Assim:
_ k272Dn
— 1 4 (=) krlp\ 1 —5521 —¢  Hu
P=lfi |3t @2 oo (1 —) e e |- (262)
k=1 fZSC ]_ — e I;isc

Como I, s = V ﬁ, entao:
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_ k272 Dn

1 4 S (1) krlo\ 1 5221 — ¢ Tfise
Irms = [fz'sc g 7T_ Z <Ifisc) Ee fisc W (263)
— e fisc

Para o caso em que n — oo, temos que:

Ifisc ~ Ifisc
J3 1,732

(2.64)

It = lim Lrms =
n—00

o que condiz com os resultados apresentados em [34]. Como If;s. o< /2]
entdo I, o< /2, e comparando com a hipétese (2.15), obtemos o expoente
a=1/2.

Para o caso em que n é pequeno, fazemos as seguintes consideragoes:

k=1, (2.65)

I
cos (7T 0> ~ 1; (2.66)

Ifisc
7r2D 2 7T2D 2
D - D
e Ifisc ~ 1 i ~ 1 = 1 — e I%’isc ~ 3 3 (267)
Ifisc [fiSC
72Dn 2 4 2,,2
(& J%isc ~ 1 —_ T 2Dn lﬂ- _? n y (268)
Ific 2 ]fisc
temos que:
] 41 7r22Dn 1 7r44D2n2
I4. 27 1%
[rms - [fzsc g 9 ! 4 D2n2 ! )
™n 71




1 4 w2 Dn?
= Irms - Ifisc § F (1 - IE )7

1 4 Dn

fisc

Substituindo a expressao do coeficiente da difusao D = :

<, obtemos:
1 4 e2n £2n
]rms - Ifisc\/_ - + =~

— : 2.
3 w2 4]%56 4 (270)
Logo, temos que:
Loms o< (£20)Y2, (2.71)

Comparando com a primeira hipdtese de escala (2.14), obtemos g = 1/2.

O numero de crossover n, é obtido pela igualdade das expressoes de 4,
equagao (2.64), e I.,s quando n é pequeno, equacao (2.70), ou seja:

52”3: o Ifisc
V 4 V3

Pela equacao (2.11), temos que ;s o =3 Logo:

2 _2
:>€7’LI g1ty
2 3

2 2 _9
:>nx:§€1v R

(2.72)
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Considerando a terceira hipdtese de escala, equagao (2.16) com os valores
dea=1/2e f =1/2, temos que a Lei de Escala é:

1/2
z:l—/2—2:—1 (2.73)

e considerando, agora, a expressao (2.72) com v = 1, obtemos:

=Y (2.74)

FHS
s}

e=10", simulacgio

O e=10", simulacio

e=10" , simulagdo

10 &= — Analitico =
C — Analitico 3
C — Analftico ]
-5 Lot L L v inum | v
10
10" 10" 10" 10° 10"
i

Figura 2.5: Grdfico de I,.,; em funcao de n com diferentes valores do
parametro € comparando resultados analiticos e numéricos.

Na Figura 2.5, sao apresentados os resultados obtidos analiticamente e por
simulagoes numéricas, para diferentes valores do parametro € e considerando
a condi¢ao inicial Iy ~ 0. Os simbolos representam as simulagoes numéricas
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enquanto as linhas continuas, os resultados analiticos. Podemos notar que
os resultados sao condizentes.

Analogamente, a Figura 2.6 (a) apresenta os resultados analiticos conside-
rando como condigao inicial Iy # 0 e as simulagoes numéricas. Para os casos
em que Iy # 0, as curvas de I,,,; em funcao de n apresentam um plato inicial
e depois um crescimento. Este primeiro crossover, n,, é obtido considerando
as aproximagoes (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68), fazendo:

2 2 ]
L[y [ e
3 2 2 Ifisc 21

fisc

2 271,/ |
:>_i 1_1 w1 1_71'an :27
2 \ fise 212 3

fisc

-1
:1_7T2Dn; o 1_1 I\’
2]2 N 6 2 [fisc .

fisc

57 —1
Fazendo a expansao em séries de Taylor do termo {1 - % (”—IO> } ,

Ifisc
obtemos:
w2 Dn/ 2 1/ 7l \?
=1- = —— |1+ =
21?1’30 6 ’ 2 (]fiSC) 7

w2 Dn/ 2 1/ 7l \?
L=14+— 1|1+~
2[j2“isc " 6 " 2 (Ifi80> 7

212, 2
- r_ fisc 1 o
Mo 2D { + 6

1 7T[0 2
14 =
"3 ([fisc) ] }7

212, 2 w22
/ fisc 0
= ——<14+ — —_— 2.75
— N WQD{+6}+6D (2.75)

Usando as expressoes de D e Iy, dadas em (2.28) e (2.11), respectiva-
mente, obtemos:
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_2
—~ e+t 1 72 +27T2Ig
n f— JE— —
Tom2g2 6 3 &2
12
/ 0
= nz X 5_2

(2.76)

(2.77)

A Figura 2.6 (b) apresenta o colapso das curvas apresentadas em a)

através da transformagdo n — n/e* e Lyus — Lnps/e”
os resultados sao condizentes.

. Podemos notar que

10°

10"

2
10 ('
L o
g -3 — e} . K,
107 o] JI,~0 S G O e=10", simulagfio
F O e=107,1,~0 N £ O eg=10" , simulagio
B 5
3 e=10",1,~0 ) e=10" , simulagéio
10k — e=107,1,=338x 107 L — Analitico
— e e , =
L — e=10",1,=338x 10| 107k j
_5 I ERITIIT IMERIT AR IERITITI i
(@) 1075 % v e 8 (b) 4 2 0 2 4 6
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
n z
n/e

Figura 2.6: (a) Grdfico de I.,,s em fun¢do de n considerando Iy # 0 para os
resultados analiticos. (b) Colapso das curvas apresentadas em (a).

Estes resultados foram publicados no periédico Journal of Statistical Phy-

sics [31].
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Capitulo 3

Difusao Cadtica em um
Problema de Poco de Potencial
Dependente do Tempo

Neste capitulo, apresentamos o modelo do Pogo de Potencial. Este des-
creve o confinamento de uma particula em um pogo com dependéncia tem-
poral. Sao apresentadas suas propriedades e a solucao da Equacao da Di-
fusao P(e, n), que é a densidade de probabilidade de encontrar uma particula
com energia e € [1,ep;] em um instante n. O modelo é descrito por duas
variaveis, energia, e, e fase, ¢, e pelos parametros o, N, e r. O parametro o
define a amplitude de oscilagao do poco, enquanto N, corresponde ao ntimero
de oscilagoes que o pogo completa no intervalo de tempo em que a particula
percorre a distancia entre as paredes e r fornece a simetria do problema. A
partir das equacoes do mapeamento, podemos obter a expressao da solugao
da Equacao da Difusao e fazer a comparacao com os resultados numéricos.

3.1 O modelo e suas propriedades

Consideramos uma particula de massa m confinada em um poco de po-
tencial descrito por:

V(z,t) = Vo(z) + Vi, 1), (3.1)
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-------"vdcos(wt)

Figura 3.1: Ilustracao do Poco de Potencial dependente do tempo.

em que:
Vo, se 0<:1:<§ ea+§<x<a+b
Vo(z) = 0, se g<$<a+g (3.2)
0, se <0 e x=>a+b
e:

0, se x<% ex>a+§

Vi(z,t) = { dcos(wt), se % <z<a+ g ’ (3.3)

sendo a, b, Vj, d e w constantes.

Em um tempo inicial £y, a energia mecanica da particula antes de entrar
no pogo é:

Eo = Ko + V. (3.4)

Ao entrar no pogo, a particula sofre uma mudanca na energia cinética:

K, = Ey — dcos(wty), (3.5)

e se move a uma velocidade dada por:
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1 2K,
K, = —mv? = v, = : (3.6)
2 m

O intervalo de tempo que a particula leva para atingir o outro lado da
parede é dado por:

At, = . (3.7)

Multiplicando e dividindo esta expressao por 27w e a raiz por V,, podemos
denominar:

o WAL, = A¢a;

o wty = ¢o;

Eo _ .
70_607

d __ §.
.V0_57

o N, =z [m

2w m’

podemos reescrever a equagao (3.7) como:

A, = 2N (3.8)

Veo — dcos(dy)

A energia mecanica total da particula é:

E, = K, + dcos|w(ty + At,)]. (3.9)

Aqui, temos duas situagoes possiveis: (i) a particula ndo tem energia
suficiente para deixar o pogo, E, < Vj, ou (ii) a particula escapa do poco,
E, > V.

Quando a particula nao escapa do poco, ela é refletida para a outra parede
até que se satisfaca a seguinte equacao:

E, = K, + dcos[w(ty + iAt,)] > Vo, (3.10)
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em que 7 é o menor inteiro que satisfaz esta equacao.

Dividindo esta expressao por Vj, considerando as denominacgoes anterior-
mente definidas, podemos reescrevé-la como:

eq = € + d[cos(Pg) — cos(do + iAgp,)] > 1. (3.11)

Quando a particula escapa da regiao a, sua energia cinética é dada por:

K,=FE,—V, (3.12)
e se move a velocidade:
1 2K
K, = Emvg = v = Wb (3.13)

O intervalo de tempo que a particula leva para chegar a outra parede é
dado por:
b
Aty = ———. (3.14)
2(Ev = Vo)

Analogamente ao caso de A¢,, multiplicamos e dividimos esta expressao
por 27w e na raiz, por Vj e denominamos:

° CUAtb:A¢b;
E

L4 v; = €1,

o b =T;
a

e podemos reescrever a expressao da seguinte forma:
2w N,.r
VEL — 1

Para medir o tempo, é conveniente fazé-lo em termos do periodo de os-
cilagoes da parede movel:

Ady, = (3.15)
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bt = tn + i, + Aby,
= Wiy = wty, + iwAt, + wAty,
= Ong1 = On + 1AQ, + Agy. (3.16)

Dessa forma, o mapeamento é dado por [37]:

. { Cnt1 = €n + 0[cos(pn + iAP,) — cos(dy)] (3.17)

¢n+1 = [an + iAgba + Agéb] mod (27T) ’

em que o parametro 0 € [0,1] define a amplitude de oscilagdo do pogo, o
parametro N, corresponde ao numero de oscilagoes que o pogo de potencial
completa no intervalo de tempo em que a particula percorre a distancia a.
A varidvel i é o menor nimero inteiro que satisfaz a equacao e, + d[cos(¢,, +

iA¢,) — cos(¢y,)] > 1.

Na Figura 3.2, o espago de fases do poco de potencial é apresentado
considerando os parametros r = 1, 6 = 0,5 e N, = 33,18. Ele exibe a
coexisténcia de ilhas de periodicidade e mar de caos. A curva em vermelho
representa a primeira curva invariante do tipo spanning, ou seja, a curva
de menor energia que confina o mar de caos superiormente. Inferiormente, o
mar de caos ¢é delimitado pela energia minima necessaria para que a particula
escape do poco, ou seja, €,,;, = 1. Dessa forma, o mar de caos estd confinado
no intervalo e € [1, ef;s.]. Em outras palavras, as curvas de menor energia e
a spanning funcionam como barreiras que impedem o fluxo de particulas.

A matriz Jacobiana é dada por:

(3.18)

OPn+1

86'n,«‘ﬁl 6€n+1
Oen Odn

em que os seus elementos sao dados por:

o Tt =1 —idsen (9, + ild,) R0,

. _8(;;:1 =0 |—sen (¢ + iA¢,) — isen (¢, + z'Aqba)aaAdia +sen (¢n) |,
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Figura 3.2: Espaco de fases do pogo de potencial com os parametros r = 1,
0 =0,5e N, =33,18. A curva em vermelho identifica a primeira curva
invariante spanning, €z, que delimita o mar de caos superiormente.

6(25n+1 _ '8A¢u 8A¢b
¢ Oen =1 Oen + Oey
Obpn4+1 __ - 0Ad, OAy
® om0 T e

Os cédlculos dos elementos e do determinante da matriz Jacobiana sao
apresentados no Apéndice B. Destes calculos, obtemos que:

detJ =1, (3.19)

o que quer dizer que o espaco de fases preserva area, segundo o Teorema de
Liouville [9].
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3.2 Localizagao das curvas invariantes span-
ning e propriedades de escala

A localizagao das primeiras curvas invariantes do tipo spanning depende
dos parametros de controle do mapeamento e é obtida numericamente. O
eixo de ¢ € [0,27] foi dividido em 100 intervalos iguais e armazenamos o
maior valor atingido pela energia em cada um desses subintervalos apés 104
iteracoes de uma unica érbita. A Figura 3.3 apresenta as primeiras curvas
invariantes considerando os parametros r = 1, § = 0,5 e diferentes valores
de N..

r=1,6=0.5
16— : —
141 -
. N9
. N=10
vI2F . N=20 .
10 L e eeeessaseseessasensessstnennsennsesnaes ;
8 ‘ ‘- ............... poasesaerereest ‘- ............... preseassanees®®’ ‘-"
0 1 2 3 4 5 6
o

Figura 3.3: Grdfico das curvas invariantes para diferentes wvalores do
parametro N, considerandor =1 e d =0, 5.

O observavel que identifica a difusao cadtica é dado por:

(3.20)

€rms =

em que M define o ensemble de condigoes iniciais ¢ € [0, 27].
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Figura 3.4: Grdfico do comportamento tipico de e.,s em funcao de n para
diferentes valores do parametro N..

O comportamento tipico de e,.,,,s em funcao de n é apresentado na Figura
3.4. Podemos notar um crescimento das curvas de e,,,; quando n é pequeno
e uma saturacao para valores grandes de n. A mudanca de crescimento para
saturacao ocorre no numero de iteragoes de crossover n,. A partir desta
Figura, podemos propor as seguintes hip6teses de escala [38]:

i) Para valores de n << n,:

Erms(n) o< 0P, (3.21)

B é o expoente de crescimento;
ii) Para valores de n >> n,:

erms(n) o< N&, (3.22)

41



a € o expoente de saturacao.
iii) O numero de crossover n,:

n, < NZ, (3.23)

z € o expoente dinamico.
O procedimento para obter a relagao entre os expoentes criticos a partir
de uma fungao homogénea generalizada é andlogo ao apresentado no Capitulo

2. Assim, obtemos que a Lei de Escala é escrita como:

z =

%. (3.24)

3.3 Equacao da difusao e solucao analitica

A equagao da difusao é dada por [29]:

OP(e,n) DGQP(e, n)

7 52 (3.25)

em que P(e,n) é a probabilidade de encontrar uma particula com energia e
em um instante n.

O coeficiente da difusao é determinado pela expressao [34]:

(Ae?) e —ep
5 5 (3.26)

Assim, podemos determina-lo considerando a primeira equacao do mape-
amento (3.17), analogamente ao Capitulo anterior. E obtemos:

(52

D=3 (3.27)

Como as curvas de energia minima, e,,;, = 1, e a spanning de menor
energia, €y;s., confinam o mar de caos, devemos ter como condicoes de con-
torno:
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oP
o —0, (3.28)
€=€fisc
oP
| " 0. (3.29)

No tempo inicial, todas as energias iniciais estao localizados em e = ey
Com €in, < €9 < Efisc € a probabilidade deve satisfazer a funcao delta de
Dirac:

P(e,0) = d(e — eg). (3.30)

A técnica utilizada para obter a solugao da equacao da difusao é via
separacao de variaveis:

P(e,n) = E(e)N(n), (3.31)

em que F(e) é uma fungdo dependente apenas da variavel e e N(n) depende
apenas de n. Assim:

oP dN
— = —E; 3.32
on dn "’ (3:32)
oP dE  O°P d*E
Y NS A Nl .
de de ~ 0e? de? (3:33)
Levando estas expressoes na equacgao da difusao, obtemos:
dN d*F
—F=DN——
dn de?’
1 dN 1d°F
N _ = —a? (3.34)

DN dn ~ E de?
em que a € R. Desta forma, temos duas equacoes diferenciais ordindrias:

——— = —Da? (3.35)
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d*FE

-7 = —a’E. (3.36)

Resolvendo a equagao (3.35), obtemos:

1 N
/ NdN = / —4%Ddn = In (%) = —a*Dn,
No 0

= N(n) = Nye~®Pn.

Para determinar a solucao da segunda equacdo, (3.36), consideramos
E(e) = Ae*®. Dessa forma, as primeira e segunda derivadas sao:

dFE
% = A)\G)\e, (337)
d2E 2 e

Substituindo estas expressoes em (3.36), temos:

AN = —aPAe = N = —a?,
= \ = tia.
Assim, a solucdo para F(e) ¢ escrita como:
E(e) = Ae™™ + Be ', (3.39)
Utilizando a relagao de Euler e reagrupando os termos, temos:
E(e) = Alcos(ae) + isen(ae)] + Blcos(ae) — isen(ae)],
= F(e) = (A+ B)cos(ae) + i(A — B)sen(ae). (3.40)

Considerando A = %—zg e B = %—Hg, temos que A4+B = ae A—B = —ib,
com @ e b constantes, e podemos reescrever F(e) da seguinte forma:
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E(e) = acos(ae) + bsen(ae). (3.41)

Aplicando as condig¢oes de contorno:

1)
OF 7
Se = —aasen(aey;s.) + abcos(aeys.) = 0,
e
€=€fisc
a  cos(@efise)
L4 _ coslleq) (3.2
b sen(aefisc)
2)
OF -
| = —aasen(a) + abcos(a) = 0,
e=1
@ _ cos(@) (3.43)
b sen(a)

Igualando (3.42) e (3.43), obtemos:

cos(aefisc)  cos(a)

sen(aefse)  sen(a)’

= Qg = 0+ kT,

km

k=0,1,2, ...

Para o caso em que k = 0, tratamos separadamente. Quando k = 0,
a = 0. Logo:

1)% =0= N(n) = Ny, em que Ny é constante;

2) “f;f =0 = % = Ey = FE(e) = Ege + E1, em que Ey e E; sdo
constantes.

Dai, temos que:

P(e,n) = No(Eoe + Ey). (3.45)
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Aplicando as condigoes de contorno:

e—{ eflisc

Dessa forma, uma solucao para a equacao da difusao seria:

or

= NyEy,=0= E, = 0. 3.46
86 040 0 ( )

~ ° k ~ k _ k272Dn
P(e,n) = NOE1+Z [deo cos <i> + b, Ny sen <Ll>} e (efisc*”?,
k=1

€ fisc — 1 € fisc —

> kme kme - k2_”2?”2
= Plem) = a0+ 3 fancos (—ETE) 4 by sen (T | TR

k=1 €fisc — 1 € fisc
(3.47)
em que ag = NOEl, ar = apNg e b, = b;No
Considerando a probabilidade nas condigoes iniciais, temos:
> kme kme
P(e,0) = ag + Z {ak Ccos (eﬂsc—_l> + by, sen (efzsc—_1>:| :
k=1

= 5(6 — 60). (348)

A funcao delta de Dirac pode ser escrita como [17]:

1 .
=37 k;w coslk(z — a)] + isen[k(x — a)].  (3.49)

Como a fungao seno é impar, o somatorio de termos negativos anulam os
positivos. Logo:
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ér—a)= % {2 Zcos[k:(x —a)l + 1} . (3.50)

_ e __ __meo — o N .
Fazendo x = e 0= L = eyisc — 1, entao, temos que:

de—ep) = ! + ! 12008[M},

2<€fisc - 1) €fisc —
1 1 k k
= + Z cos _ e Cos AT +
2(efisc - 1) €fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1

k k
+ sen <L> sen (ﬂﬂ . (3.51)
€fisc — 1 €fisc — 1
Aplicando, agora, a condicao inicial na expressao da probabilidade, temos
que P(e,0) = d(e — ep), logo:

a—i—Z aj, COS e + by sen _kme )] 2 ! + ! X
‘ . €fisc — 1 g €fisc — 1 B 2<€fisc - 1) €fisc — 1

> [ ( ke ) < kmeg ) ( ke ) < kmeg ) ]
X cos| ——|Jcos| ———— | +sen| — |Jsen (| ———— .
1 €fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1

) (3.52)

Comparando termo a termo, temos:

1 1 ]{771'60 b 1 ]{37'('60
apg = 77—,y = ————Cos | ———— | , = sen .
‘ 2(€fisc - 1)’ g €fisc — 1 €fisc — 1 g €fisc — 1 €fisc — 1

(3.53)

Assim, a probabilidade é:

1 > kme kmeq
Ple,n) = %
(e’n) 2(6fisc - 1 6fzsc -1 Z |: (efzsc - 1) cos <6fisc - 1) i

k=1

kme krme __k%x2Dn
+ sen <—) sen <—0>} e (cfise=D)?
€ fisc — 1 € fisc — 1

(3.54)
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Os célculos dos observaveis médios sao apresentados no Apéndice C. Des-
tes célculos, temos que:

€fisc
1)e= [ eP(e,n)de,

1

k27 2Dn

e isc - (Cpinet k k isc k
e S T o () e () e (2
4(€fzsc - €fisc — 1 € fisc — 1 €fisc — 1

€fisc — 1 kmeise km
+|{——F) |cOS| ———— ) —cos | ———— +
km €fisc — 1 €fisc — 1
kmeg kmeise km
+sen | ——— —€figeCOS | ——— | +cos| —— | +
€fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1

(efisc - 1) |: ( kﬂeﬁsc ) < . ):| }}

+ | — sen| ———— ) —sen| — .
km €fisc — 1 €fisc — 1

_ €fisc

2) 2= [ e*P(e,n)de,
1

k272Dn

A1 X mei? ke ke, kn
_ e T £ _ Mo 2 AR L M)
 6(egise — 1) +; ke {COS (efisc - 1) {ehsc ! <€fz‘sc - 1) ! (efisc - 1)
isc 1 k 1sC k
Y —€fisc COS S ise + cos S +
km €fisc — 1 €fisc — 1
() [ () = (5]l
+| ——— ] |sen| ———— | —sen | —
km €fisc — 1 €fisc — 1
kmeg 9 kmeise km
+sen | —— —€fige COS | ———— | +cos| ———— | +
€fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1
isc 1 k 18C k
+2 (ef—> [eﬁsc sen (ﬁ) — sen ( T > -+
km €fisc — 1 €fisc — 1
1 .
km €fisc — 1 efzsc —

O observavel de interesse de investigacao 6 €.ms(n) = 1/€2(n). Substi-
tuindo a expressao (3.55), obtemos que:
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k272 Dn
(efzsc 1)?

6 _ “fise  — -

em que denotamos por S os termos entre chaves. A Figura 3.5 apresenta os
graficos dos resultados obtidos por simulagoes numéricas, representados pelos
simbolos, e os resultados analiticos, representados pelas linhas continuas,
para diferentes valores do parametro N..

10 T T TTTImT T T T TTTTTmT T T TTTImT T T TTTTTmT

o N_=100
o N_=1000 oo 0 00
L N, =5000 &° ]

o N_=10000 :
10°F — N_=100 -

— N_=1000 i
N, = 5000 go°
- — N_=10000 1

B PPaYetos i) O 000D O O000XED O OO0
0O

10'e 5 :

rms

o 8¢

0 | |

10 [N L1 Lt L1 Lt L1 Lt
10 107 10* 10° 10°
n

Figura 3.5: Grdfico de e,,s em funcao de n para diferentes valores do
parametro N., 6 = 0,5 e r = 1. As linhas continuas representam os resulta-
dos analiticos enquanto os simbolos representam os resultados de simulacoes
numericas.

Facamos, agora, a analise dos casos limites.

i) Quando n é pequeno, devemos considerar a expansao do termo expo-
nencial em séries de Taylor até primeira ordem e consideramos k = 1:
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o Oodg%o o N = 1000
10_2 | © {:‘)’3"0 o NC = 5000 ]
: ¥ o N, = 10000 ;
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L o i
'3 ‘ Ll ‘ L ‘ Ly
10 4 0 4
10 10 10
o
N,

Figura 3.6: Colapso das curvas apresentadas na Figura 3.5.

_ 7'r2Dnl - 7T2DTL
e e v - 20
(efisc —1)

(3.57)

Assim:

e3. 1 1 2D
Crms = | By p o T g
6(6fisc_ 1 ™ (efisc - 1)2

es. . —1 S 75,Dn
fisc 1 1
S ey = 4| e 2L TR 3.58

€ \/6(efisc —1) 7 (efise — 1)? ( )

= €me X N2, (3.59)

Comparando com a primeira hipétese de escala, equagao (3.21), obtemos

o valor do expoente f = %

ii) No limite em que n — oo, temos que:
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3
efisc -1

Coqt = M €ppps = { | ——. 3.60
t n—00 6(ef’LSC — 1) ( )
Quando ef;5c >> 1, temos que:

Efisc Nca

lim e, =

lim 5 x 7 (3.61)

Comparando com a segunda hipétese de escala, equagao (3.22), temos que
esat < N O valor para a é obtido numericamente e é aproximadamente
0,63 = 2/3, conforme a Figura 3.7, o que estd de acordo com [36].

Figura 3.7: Grdfico de egisc em fungio de N, considerando v = 1 e (a)
d=0,5, (b)d=0,25¢€ (c)6=0,1.

iii) O nimero de crossover n, é determinado pela igualdade das expressoes
de egys € €rms, dadas por (3.60) e (3.58), respectivamente. Logo:

efzsc ef’LSC -1 ﬂ N WSanm
efzsc 6fzsc - ™ (efiSC - 1)2’

o1




S w51 Dn,

T (efise — 1)

(efise — 1)2

= Ny = 2D

(3.62)

Comparando com a terceira hipétese de escala, dada pela equagao (3.23),
e sabendo que ef;c x N&, obtemos o expoente z = 4/3 [38], o que condiz
com a Lei de Escala (3.24).

Estes resultados sado condizentes com os apresentados em [39] da teoria
de escala. E foram publicados no periédico Physics Letters A [32].
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Capitulo 4

Difusao Cadética no Mapa
Padrao Dissipativo

Neste capitulo, apresentamos o Mapa Padrao Dissipativo, suas propri-
edades dinamicas e uma descricao analitica do comportamento da difusao
cadtica no espaco de fases, a partir da Equacao da Difusao. O modelo é des-
crito pelas variaveis angulo, 6, e acao, I, e pelos parametros x, que controla
a intensidade da dissipagao, e €, que controla a intensidade da nao lineari-
dade do sistema. Das equacoes que descrevem o mapeamento, obtemos a
expressao da solucao da Equacao da Difusao e fazemos o comparativo entre
os resultados obtidos numericamente e analiticamente.

4.1 O mapeamento e suas propriedades

O mapeamento é dado da forma:

| Liya= (1—kK)IL, +esen(b,)
I { Oy — (O + 1) mod (27) (4.1)

em que £ € [0,1] é o parametro que controla a intensidade da dissipagao
no sistema e € é o parametro que controla a nao linearidade do sistema.
Quando k = 0, recuperamos o Mapa Padrao ou Mapa de Chirikov-Taylor
[9]. A Figura 4.1 (a) mostra o esbogo do espago de fases do Mapa Padrao
Dissipativo considerando x = 1072 e ¢ = 100 enquanto (b) apresenta a
distribuicao normalizada da probabilidade do atrator cadtico apresentado
em (a).
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0,0001 0,0002 0,0003
P(I)

Figura 4.1: (a) Espag¢o de fases do mapa padrao dissipativo com os
parametros k = 1072 e e = 100, (b) distribuicdio normalizada da probabi-

lidade do atrator cadtico apresentado em (a).

A matriz Jacobiana é dada por:

oIy, o0
80n'ir  90nin

oI, 00n

[ Olpt1 Olnig1

em que os seus elementos sao dados por:

o 8%:1:1—/@
o 8é"Tn“zscos(Gn),
o 82’TT:1—|—ECOS(9,1).

o4

] , (4.2)



Assim, o determinante da matriz Jacobiana é:

aIn—l—l aen—l—l . aIn—&—l aen-l—l

= detJ = (1 — k)(1 +ecos(fy,)) — (1 — K)e cos(B,),
= detJ =1— k. (4.3)

Quando xk = 0, o determinante da matriz Jacobiana é igual a 1 e, pelo
Teorema de Liouville [9], ha preservagao de drea no espago de fases. Quando
k # 0, este Teorema é violado e o sistema apresenta atratores no espaco de
fases, como podemos ver na Figura 4.2.

6000

2000

Figura 4.2: Espaco de fases do Mapa Padrdo: (a) conservativo, k = 0 e
e=0,9 e (b) dissipativo, k # 0 e € = 10°.
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4.2 Propriedades de escala

O observavel que identifica a difusao cadtica é dado por:

Lims(n) = 1M1n[2 (4.4)
rms\1) = M;n %77 .

Jj=1

em que o primeiro somatorio, em M, corresponde a média no ensemble de
condicgoes iniciais e o segundo, em n, a média na orbita. O comportamento
de I,,,s em funcao de n é mostrado na figura 4.3, em que podemos notar ini-
cialmente um crescimento e, apds atingir o niimero de iteracao de crossover,
as curvas saturam.

10 T T TTTTTT T T TTTTTT T T TTTTTT T T TTTTTT
10' - —
i D[]Dj:lm 0 O0O0O0Om 0 0O0O0O0Om 0 0O0O0O0Om 0 0O0o0Ooomp
§ . 688% O OO00mDp O OO0CCIED O OO0 O OOOCdTmED OOOCKE&:
~ 3 < E
F o 0° 7
- O&y -
2 o
107§ ° o x=10",e=10"| |
o K=10_4, e=10"
-5 3
L Kk=10", e=10 J
0 L1 L I L1 L I L1 L I L1 L
10
10 10° 10* 10° 10°

n

Figura 4.3: Grdfico do comportamento tipico de I.,s em fung¢do de n com
diferentes valores de k e €.
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A partir deste grafico, podemos propor as seguintes hipoteses de escala:
i) Para n << n,:

Irms(n) o (7162)’8, (4.5)

em que (3 é o expoente de aceleragao;
ii) Para n >> n,:

Isqi(n) o e K2, (4.6)

em que a; e g sao os expoentes de saturacao;

iii) O numero de crossover n,:

21 .22

Ny X 1K™, (4.7)

em que 21 e 2o sao os expoentes dinamicos.

O procedimento para obter a relacao entre os expoentes criticos pela
funcao homogeénea generalizada é analogo ao apresentado no Capitulo 2.
Deste procedimento, obtemos as seguintes Leis de Escala:

a=2 9 (4.8)

Zg = —. (4.9)

4.3 Equacao da difusao e solucao analitica

A equacao da difusao é dada por:

oP(I,n) D82P(I,n)
on orr -’

(4.10)

em que P(I,n) é a densidade de probabilidade de encontrar uma particula
com uma determinada acao I em um instante n.
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Com a introducao de dissipacao no sistema, o espaco de fases apre-

senta atratores e a difusao ilimitada ¢é suprimida. Dessa forma, temos como
condicoes de contorno:

Jim P(1,n) =0 (4.11)

com as condigoes iniciais:

P(1,0) = 6(I — ).

(4.12)
O coeficiente da difusao ¢ dado por [34]:
A% 2, -1

Para determinar a expressao de D, consideremos a primeira equacao do
mapeamento (4.1) e a elevemos ao quadrado:

I2

= (1= kr)’I2+ & sen®(0,) + 2(1 — K)el, sen(d,,). (4.14)

Assumindo independéncia estatistica entre I e 6, obtemos, ao tomar a
média em 6 € [0, 27]:

__ 2
=12, -2 = (HQ—QK)[7%+%:2D.

(4.15)

Aproximando a equacao de diferencas pela equacao diferencial, temos:

__ EL.-T dP
I2 2 _nkl o 4.16
n+1 n (n + 1) —n dn ( )
Dessa forma:
drz
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1 _
= / —d 2=/dn. (4.17)
(k2 =2r)I2 + 5

Fazendo a mudanca de variavel:

— 2 —
u=(k*—2K)I2 + % = du = (k* — 2K)dI? (4.18)

e, também, a mudanca de intervalo de integracao:

. _ 2 T2 &2
_] —_]0 = ug = (KZ 2%&) + 3 . (4.19)
P=T(n) = u(n)=(-2w)n)+5
temos que:
u(n) .
du =
/ (k? = 2K)u “=m
uo
=1 <u(n)) = (k? — 2K)n,
Ug
= u(n) = yge 2",
— 2 ,
= (/{2 _ 2/-{)] (n) + — = |:(I{2 _ 2%)]2 + :| e(li —2/'-c)n7
— _ 2 , 22
= [2 N PRI S I Gt D L . 490
(n) |: o+ 2(,{2 — 2/'1):| e —2(1%2 — 2,<L) ( )

Precisamos, agora, tomar a média na orbita, ou seja, em n . Notemos que
a dependéncia nesta variavel estd somente na funcao exponencial. Entao:

() = —— ST,
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5 B — g 1
= ) =g+ (B4 73 77"

x[1 4 e =20 4 2P -20) |y en(n2m)) (4.21)

Denotando o termo entre colchetes por S:

S =14 W20 4 20720 4 on(nt=26) (4.22)

multiplicando por e(r*=2r).

Se(R?=2r) _ o(2=26) | o2(s=26) | e(n+1)(n2f2n)7 (4.23)

e subtraindo (4.23) de (4.22):
S — 872 = §(1 — (k — 2K)) = 1 — D =20)

1 — (n+1)(k%—2k)
[ — . (4.24)

1 — e(k?—2k)

Com esta expressao, podemos reescrever (I2(n)) da seguinte forma:

o £2 g2 1 1 — €(n+1)(ﬁ272m)
) =——""+ (2 .
(2 (n)) 2(k? — 2K) * ( 0o 2(k? — 2m)> n+1 ( 1 — ev?=2r)

(4.25)

Substituindo esta expressao na expressao do coeficiente da difusao D,
(4.15), temos:

(k? — 2K) — g2

2 —
5 () + 7.
£2 (/12 _ 2@ e2 1 — e(n+1)(/£272n) g2

"= e ( " 30w —zﬁ)) e VS

(/12 _ 2/{) ) g2 1 — 6(nJrl)(;.ngm)
= D(n) = ~—— "2 I, . (426
(n) 2(n+1) \'° * 2(k? — 2K) 1 — e(v2=2r) (4.26)




Podemos notar aqui que, diferentemente dos Capitulos anteriores, além de
depender dos parametros do mapeamento, o coeficiente da difusao depende
da iteragao n, ou seja, nao é constante. Embora tenha essa essa dependéncia
em relacao a n, a variacao de D é muito pequena do instante n para n + 1.
Assim, podemos aproximé-lo de uma constante, D(n) ~ D. Uma vez obtida
a solugdo da equagao da difusdo, a expressao de D(n) dada por (4.26) é
incorporada a ela.

Uma técnica para obter a expressao de P(I,n) é a transformada de Fou-
rier, uma vez que [17]:

o0

/ P(I,n)dl =1, (4.27)

—00

que é a condicao de normalizacao da probabilidade.

Podemos definir a funcao:

R(k,n) = F{P(I,n)} = J% / P(I,n)e*dl. (4.28)

Diferenciando em n, temos:

OR(k,n) 1 [ OP(I,n) 4
o _\/ﬂ/ o ¢ dl. (4.29)

Sabemos que a transformada de Fourier obedece a propriedade [40]:

F {%} = —k’R(k,n), (4.30)

o que permite dizer que R(k,n) satisfaz a seguinte equagao diferencial or-
dinaria:

OR(k,n)
n

— _DI*R(k,n), (4.31)

cuja solucao ¢ escrita como:
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% = —Dk?dn,

= R(k,n) = R(k,0)e"P*"", (4.32)

Pela condigao inicial, temos que:

1 .
R(k,0) = F{6(I — I,)} = ——=¢'*lo. 4.33
(1,0) = F(OU ~ )} = = (4.33)
Sendo assim:
1 )
R(k,n) = ——¢*oe= D1, (4.34)

V2r

Devemos, agora, fazer a transformada inversa, ou seja:

P(I,n) = F-{R(k,n)} = V% / Rk, n)e—* dk,

1 7(1*10)2

e 4Dn | 4.35
vVAarDn ( )

Esta ¢ a solugao da equacao da difusao e satisfaz as condig¢oes de contorno
e a condicao inicial. Satisfaz a condigao de contorno, pois aplicando o limite
em que I — +o0, a exponencial tende a zero, o que leva a densidade P(1,n)
a zero. E satisfaz a condigao inicial, uma vez que P(1,0) = 6(I — Iy). Se
I # 1y, (I —I)) =0, jdquen=0. Sel =1, P(I,0) = oo, jd que a
exponencial vai a zero.

= P(I,n) =

O observavel médio de interesse de estudo é:

[e.o]

(n) = / 12P(1,n)d,

—0o0

oo

- 5, 1 _u-Ip?
=1n)= [ 1 \/me Dnd],

—0o0
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—2 1 T 2 _(I_IO>2
:I(n):m Ife” D0 dl,

oo

= I%(n) = \/471—Dn VaDn(2Dn + I3)er f (

I1—1,
2v Dn

_-1p)?

) —2Dn(I + Iy)e™ #on

= [%(n) = 2Dn + I2. (4.36)

Logo:

Iima = \/P(n) = \/2Dn + I2. (4.37)

Substituindo a expressao de D, dada pela equagao (4.26), a expressao de
L., € reescrita como:

n(k?—=2k) [, g2 1 — e(+1)(x*—25) )
frms = \/ 1) (fo T ) \Timaem ) Tl (438)

A Figura 4.4 apresenta os graficos de I,,,; em funcao de n e comparamos os
resultados obtidos analiticamente, representados pelas linhas continuas, e por
simulagoes numéricas, representadas pelos simbolos. A Figura 4.5 apresenta
o colapso das curvas apresentadas em (4.4) numa curva universal através da
transformacao n — n/(e* k%) e s — Lms/(€*K*?).

Analisemos, agora, os casos limites.

i) Quando n = 0, temos que:
Lims(0) = /I3 = Ip; (4.39)
ii) No limite em que n — oo, temos que:
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Figura 4.4: Grdafico de I,,,s em funcdao de n para diferentes valores de k e €.
Os simbolos representam as simulacoes numéricas e as linhas continuas, o0s
resultados analiticos.

lim (D =2r) _y 0,

n—o0

uma vez que k2 — 2k < 0 e também:

lim —— = lim —1

3=

Dessa forma:

1 ) g2
1 — e(v?=2) fo + 2(k?—=2K) ) (4.40)
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Figura 4.5: Colapso das curvas apresentadas em (4.4).

~ /. ’ . . 2_
Fazendo a expansio em séries de Taylor até primeira ordem de 1—e*" —2%);

1— e =20 ~ g2 2K,

temos que:

1 g2
Lot = \/13 + (K = 2R) 5 (13 + m),

2 e?
SN S D R —
! ot 2k(k —2)
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2,1
€K _
= Jep 2 (| ————— X €K 1/2

TCE) (4.41)

Comparando com a segunda hipdtese de escala, equagao (4.6), temos que
ap=1eay = —%.

iii) No caso em que Iy ~ 0 e n pequeno, temos que:

2_9 1 — e(nt1)(k2—2k) 2
Ty = 4| 02— 20) < G (4.42)
n+1 1 — ev?=2x) 2(Kk? — 2k)

Como n é pequeno:

1 — e =20) o q (4.43)

Assim:

I~ ne? 1
A 2(n 4+ 1) 1 — e =26)

= Toms o< (ne?)V2. (4.44)

Comparando com a primeira hip6tese de escala, equagao (4.5), obtemos

p=1

iv) Quando 0 < Iy < I, 0 numero de crossover nl,, iteracao em que
ocorre a mudanca do plato inicial para o crescimento, é obtido pela igualdade

das equagoes (4.39) e (4.44):
12
[ _ [ 1af
° 2

(4.45)
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v) Quando Iy ~ 0, o numero de crossover n,, iteracdo em que ocorre
a mudanca de crescimento para a saturacao, ¢ obtido pela igualdade das
equagoes (4.41) e (4.44):

2™l en,
20k —2) 2
/<;_1
=, = , 4.46
e = (4.46)

Comparando com a terceira hipétese de escala, equacao (4.7), obtemos
os expoentes z; =0 e zo = —1.

vi) Quando consideramos [y >> %Hf—i%), a equagao (4.38) se torna:

1 — e(nt1)(—2r)

2k(2 — K)

Lops = \/[02€(n+1)(n22n) + g2 (4_47)

p (n+1)@
Quando n é pequeno, I,.,, = Iye P

mento exponencial, enquanto para o estado estacionario I,.,,; =

, ou seja, temos um decai-

5 Kj_l/2
\/2(2—k) ’
Esse decaimento exponencial é apresentado na Figura 4.6, com valores de
parametros € = 102, kK = 107° e condicdo inicial Iy = 10°. O coeficiente de
inclinagao obtido numericamente ¢ igual a 4.054(1) x 1075, que é préximo ao
valor analitico "2 22 9.99995 x 1076,

Estes resultados foram publicados no periédico Europhysics Letters [33].
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Figura 4.6: Decaimento exponencial descrito pela equagdo (4.47) conside-
rando Iy = 10°, ¢ = 10% e Kk = 1075,
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Capitulo 5

Difusao Cadtica em um
Mapeamento Dissipativo

Neste capitulo, apresentamos as propriedades dinamicas de um Mapea-
mento Dissipativo descrito por duas variaveis dinamicas, sendo elas angulo
0 e agao I, e por trés parametros de controle, §, € e v. O parametro 6 con-
trola a intensidade da dissipacao, £ controla a intensidade da nao linearidade
e v > 0 é um parametro livre, que controla o comportamento de # com a
variagao de . Das equacoes do mapeamento, obtemos a solugao da Equagao
da Difusao e analisamos os resultados numéricos e analiticos.

5.1 O mapeamento e suas propriedades
O mapeamento estudado é dado por:

{ Iy = 01, — (1 +0)esin(276,)

5.1
Ont1 = [0 + | 1n41]"] mod (1) (5-1)

em que 6 € [0, 1] é o parametro de dissipagao, € é o parametro que controla
a intensidade da nao linearidade e v > 0 é um parametro livre. Para este
estudo, v = 1. A Figura 5.1 apresenta o espago de fases do mapeamento (5.1)

considerando os parametros com valores v = 1, ¢ = 100 e valores diferentes
de § sendo a) 6 = 0,99 e b) 6 = 0,999.

A matriz Jacobiana é dada por:

Olpt1 Olng1
_ ol 90
J=| a0, 0.0 (5.2)
al, 90y,
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Figura 5.1: Espaco de fases do mapeamento (5.1) com os parametros v = 1,

e=100ea)d=0,99 e b)§=0,999.

em que seus elementos sao dados por:
Py aI’rH»l — 5,

oIy

o 6571':1 = —(1 4 §)e2mw cos(270,,);

d 82_7}:1 = V5|]n+1|(“’*1)sign(ln+1);

a07L+1

o it =1-7(1+d)e2r cos(270,) | I 11| Vsign (L 1);
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em que sign(l,y1) = 1, se I,41 > 0 ou sign(l,41) = —1, se I,.1 < 0. O
determinante da matriz Jacobiana é:

aIn—l—l aen—l-l . aIn—l—l aen—l—l .

= detJ =0 [1 —v(1+ 6)e2m cos(27ﬂ9n)|In+1|(7_1)sign(ln+1)] -

[—(1 + 6)e2m cos(210,)|y0| Iys1 | Vsign (I );

= detJ = 0. (5.3)

Quando 0 = 1, pelo Teorema de Liouville, hd preservacao de area no
espago de fases e possivelmente a difusao das particulas ¢é ilimitada. Quando
0 < 1, o Teorema é violado e o sistema exibe atratores no espaco de fases.

5.2 Propriedades de escala

O observavel de interesse de estudo para a caracterizacao da difusao cadtica
é dado por:

3

1L
I .= | — I2. 4
rms MZn+1 17]7 (5 )

i=1 7=0

em que M fornece a média no ensemble de condigoes iniciais e a média em n,
a média na orbita. O grafico tipico de I,,,,s em funcao de n é apresentado na
Figura 5.2. A funcao apresenta um crescimento e, depois de atingir o niimero
de crossover, uma saturagao.

A partir deste grafico, podemos propor as seguintes hipéteses de escala

[41]):

e Paran << ng,
Lrns OC (n€2)’3, (5.5)

em que [ é o expoente de aceleracao;
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Figura 5.2: Grdfico de I,.,s em funcao de n considerando diferentes valores

dos parametros 6 e e, conforme mostrados na figura, e a condi¢cao inicial
[U - O, 1

e Paran >> n,,
Tgqr ox (1 —9)*e™2 (5.6)

em que oy e g sao os expoentes de saturacao;

e O numero de iteracao de crossover n,:
N, < (1 —9)7e, (5.7)

em que z; e 29 sao expoentes dinamicos.

O procedimento para obter a relacao entre os expoentes criticos pela
fungao homogénea generalizada é analogo ao apresentado no Capitulo 2. As-
sim:

72



2= —, (5.8)

= % —2. (5.9)

5.3 Equacao da difusao e solucao analitica

A equacao da difusao é dada por:

OP(I,n) _9*P(I,n)
5= D, (5.10)

em que D é o coeficiente da difusao e é definido como:

Lo — 12
ER

D= (5.11)

Entao, elevando ao quadrado a primeira equagao de (5.1):

IZ =812+ (1 + 6)%*sin®(276,,) — 20(1 + 0)e sin(2m0,,)

=12, — 1= (0" —1)I2 + (1 + 6)*c*sin*(270,,) — 26(1 + 6)e sin(270,,) L.

n

Tomando a média de I e 6, considerando que sao independentes estatis-
ticamente:

2

BT = (- O+ (140 (5.12)
2, -12 (6+41) — g2
= St = {(5—1)15+(5+1)5}. (5.13)

Podemos fazer a seguinte aproximacao em (5.13):

-~ 2, -1 _dP
2, 2=l m o~ 9D 5.14
ntl  n (n+1)—n dn’ ( )
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Assim, resolvendo esta EDO, obtemos:

— 2 dr?
= 1)+ (14625 = 5,
( )12+ (1+9) 2 dn’’
I(n) n
;»/ dﬁ:/dn’.
1+5) -
0

Utilizando a substituicao de varidaveis, temos:

w= (02— 1)+ (1 +4)? % = du = (5° — 1)dI2.
w= (- DI+ 1+’
e ) 5.15
L @ 1+ 04 92 o
Logo:
u(n) u(n
/1 L du—n=i ()—(52 1)
u(52_1)U—7’L nu = n;
uo uo
= u(n) = upe® Y
Ou seja:

(6 — )I2(n) + (1 + 6)2% = l(52 ~ DB+ (1+ 5)2% e~ 1n.

o 2

= (6 = 1)I%(n) = {(52 — )2+ (1+96)? ;} (@*=Dn _ (1 +5)2%7

(6271)n (5 + 1)2 £2
2—-1) (82-1)2°

= I2(n) = {(52—1)1_3 (1+6)° 2]( (5.16)
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Pelas equagoes (5.12) e (5.14), temos que:

2

9D = (6% — 1)I2(n) + (1 + 5)2%. (5.17)

Substituindo (5.16) em (5.17) e isolando D, obtemos:

(52 —1) ) 27 e(0%-1) (6 + 1)2 c2 252
D =" {Bé—lﬂ (1+6)? ]w%—n (&—4)5}+“+@'Z

6(6271)11

:D:{(52—1)]_§+(1+5)2§} (1+5)Z+(1+5)Z2

(5.18)

D:[QAJN- ﬂ+®ﬁ}ew4m

2 2

Precisamos, agora, calcular a média na orbita, ou seja, a média em n.
Podemos notar que a dependéncia desta variavel estd somente na funcao
exponencial. Dessa forma, podemos calcular a média da seguinte forma:

ng
S

(52—1 1 (62-1) 2(62-1) n(62-1)
n—l—lz n+1[ + e D 4 4. 4 e

Denotando o termo entre colchetes por s e multiplicando por 6(52*1), ob-
temos:

se@ 1 = 01 | 20°-1) 4 o)1) (5.19)
Subtraindo (5.19) de s, obtemos:

s—sel D = g(1 — ¢@*~1) = 1 — D),

1 — 6(714’1)(5271)

1 — e(62-1)

(5.20)

S =
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Utilizando (5.20) em (5.18), temos que a expressao para o coeficiente da
difusao D, neste caso, ¢ dada por:

- 282 I 11—

_ 2 2
D=1[("—1I+(1+90) 2| 23m ) 1o

n+1)(62-1)
(5.21)

Neste caso, o coeficiente da difusao também nao é constante. Ele de-
pende dos parametros de controle do mapeamento e do ntimero de iteracao
n. Analogamente ao Capitulo anterior, uma vez que a variacao de D é muito
pequena com a variacao de instante de n para n+ 1, consideraremos D cons-
tante para obter a solugao da equacgao da difusao e, entao, a expressao obtida
em (5.21) é incorporada a ela.

A partir do espaco de fases, temos como condig¢oes de contorno:

lim P(I,n)=0. (5.22)

I—+oco

Uma das técnicas utilizadas para obter a expressao de P(I,n) é a trans-
formada de Fourier, uma vez que:

o0

/ P(I,n)dl =1, (5.23)

—00

que ¢é a condicao de normalizacao.

Podemos definir:

2

R(k,n) = F{P(I,n)} = % / P(I,n)e™dl. (5.24)

Diferenciando em relacao a variavel n, obtemos:

OR(k,n) 1 [ OP(In)
- _\/ﬂ/ L) gy (5.25)

Segundo [40], a transformada de Fourier obedece a seguinte propriedade:
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0*P )
o que permite dizer que R(k,n) satisfaz a EDO:

OR(k,n)

o —D(n)k*R(k,n),

cuja solucao é escrita como:

d
fR — —Dk%dn,

= R(k,n) = R(k,0)e ¥

Pela condigao inicial, temos que:

R(k,0) = F{S(I — Ip)} = ——ei*o,

V2r

Logo:

1 .
R(k,n) = ——_¢iklog=Dk*n

V2r

Aplicando a transformada inversa de Fourier, temos:

B 1
P(I,n) =F {R(k,n) \/ﬁ

Aplicando a equagao (5.30) na equagao (5.31), obtemos:

1
N V2T

1 /e—Dk2n+zk (fo— )dk,

\/ 472

1 . 2,
ezkloe Dk ne zk[dk;

I\8
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(5.29)
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}dk;

i _ (1% _ (I—1g)?
1 /e |:Dk ’n+7,k(17[0)+w*w
472

—0o0

oS _ e iU —1g) 2 (1-19)2
_ 2 /e {vome iz ) (5.32)
472
Fazendo a mudancga de variavel:
(1 — 1,
v = VDrk+ L) g — B
2v/ Dn
Assim, a equagao (5.32) se torna:
1 [ e a1
P(I,n)= /ew e~ 4Dn dz;
(d,m) Vdn? v Dn
. 1 67(147[50)2 /6 xde
Vam2Dn ’
1 _U-1g)?
= — € 4Dn ﬂ',
V4r2Dn VT
1 _ 2
= P(I,n) = e~ (5.33)

que satisfaz a condicao inicial e as condi¢oes de contorno.

O observavel de interesse é dado por:

[e.o]

I2(n) = / I?P(I,n)dI;

—0o0

7 \/—1 U Par
= e n N
47 Dn ’

I—1 (I-19)?
= VaDn(2Dn + I?)er ( 0)—2Dn[—[ e~ 4Dn

— ]
I
oo
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= I2(n) = 2Dn + IZ. (5.34)
Portanto:
Lms = \/12(n) = \/I2 +2D(n)n (5.35)

juntamente com a expressao do coeficiente da difusdo (5.21), obtemos a ex-
pressao da acao quadratica média para o mapeamento (5.1):

1 — e(n+1)(52—1)
1 —e@®=1)

Loms = \/Ig + [(52 D2+ (14 5)25} n (5.36)

2i{n+1

T
Fiss
1

: L=01, 6=0.999
9 — 1=01, 6=0.99

1,210, §=0.999
1.=10", 8=0.99

e=100, y=1

1.=10", 80999

10

2

10*

10

6

Iy

Figura 5.3: Grdfico de I,.,s em funcdo de n para diferentes valores da
condicao inicial e do parametro 6 com v =1 e ¢ = 100.

A Figura (5.3) apresenta o gréfico de I,,,; em fungao de n considerando
diferentes valores da condicao inicial e do parametro 6 com v =1 e ¢ = 100,
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Figura 5.4: Sobreposicao das curvas de I.,s em funcdo de n apresentadas na
Figura 5.35.

sendo as linhas continuas representam os resultados analiticos e os simbolos,
os resultados numéricos. Essas curvas apresentam crescimento inicial e de-
pois uma saturacao que depende do valor atribuido ao parametro . Para
valores elevados da condicao inicial, a curva apresenta um decaimento inici-
almente e depois uma saturacao. A Figura 5.4 apresenta o colapso das curvas
apresentadas na Figura 5.3 em uma tnica curva utilizando as transformagoes
Lims = Lrms/(1 = 0)*e* en — n/(1 - §)e*.

Analisemos, agora, os casos limites:
i) Quando n = 0, temos que I,,,s = lo;

ii) No limite em que n — oo, temos que:

lim e(+DE=1) — 0,
n—oo
uma vez que 6> — 1 < 0 e:
1
lim —— = lim 1
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logo:

n—oo

. g2 1
lim I, = \/18 + {(52 -+ 1+ 6)25] 1— e@-1)

Fazendo a expansao em séries de Taylor do iltimo denominador, temos
que 1 —e@ D=1 (14 (02 —1)) =1—02 Assim:

lim Ly, = \/ B+ [(62 SR+ 5)25—} :

1 0)2 2
:¢@—ﬁ+(+)€~

(1—62)2°
1+6¢?
S V1-4§2
= L oce(l—6) 2. (5.37)
Comparando com a segunda hipétese de escala (5.6), temos que a3 = —%
€ Qg = 1.
iii) Quando Iy ~ 0 e n é pequeno:
2 n 1 — ent1)(82-1)
[rms = 1 5 2— ;
\/( +9) 2n+1 1 —e@-1
eln 9 \1
= Lps =~ - = (e"n)2. (5.38)

Comparando com a primeira hipétese de escala (5.5), temos que = %

iv) Quando Iy ~ 0, o nimero de crossover n, é obtido pela igualdade das
equagoes (5.37) e (5.38):
1+de2 \/52%'
1-62 V 27
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149
Ny = ——;

1—-9’

o (1—6)""

(5.39)

Comparando com a terceira hipdtese de escala, dada pela equagao (5.7),

temos que z1 = —1 e 2o = 0.

v)Quando 0 < Iy < Is, 0 primeiro nimero de crossover n!, iteragao

em que a curva estd inicialmente num plato e passa a crescer, é obtido da

igualdade das equagoes I,,,s(0) = /I3 e (5.38):

-

/

12 2%‘7
212
! 0
:>nx _82 .

vi) Para I§ >> 5 e n pequeno, a equagao (5.36) se torna:

] , n 1— )@=
fre = \/IO B Loy R S T

1 — et D@—1)
= Loms == | I§ + (62 = 1)1§ (1- 2 ;

= IT’ms >~ \/Ig [1 — (1 — 6("+1)(52*1))];

(n+1)(82-1)
= Lms = Ipe 2 .
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Figura 5.5: Decaimento exponencial de I,.,,s em funcao de n para condigoes
wnictais altas e considerando € = 100 e 6 = 0, 99.

Este decaimento exponencial é apresentado na Figura 5.5. O coeficiente

de decaimento pode ser obtido analiticamente substituindo o valor de § =
2
0,99 na equagao (5.40), ou seja, ‘522_1 = (0’992) =1 — _0,00995, que é préximo

ao valor obtido pela simula¢ao de —a = —0,00976(1).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Apresentamos algumas propriedades dinamicas de mapeamentos conser-
vativos e dissipativos. Apresentamos a solucao analitica da Equacao da Di-
fusdo, considerando as condigoes de contorno de cada mapeamento. Ana-
lisamos os casos limites desses mapeamentos e os resultados analiticos e os
resultados de simulagoes numéricas sao condizentes entre si.

No Capitulo 2, foram estudadas as propriedades dinamicas e de escala
de uma familia de mapeamentos Hamiltonianos. A localizagao das primeiras
curvas invariantes spanning, Is;s., ¢ obtida analiticamente com a conexao com
o Mapa Padrao. Com esta expressao, obtivemos a expressao da solugao da
Equacao da Difusao analiticamente pelo método da separacao de variaveis e
estudamos os casos limites em que o nimero de iteracao n era muito pequeno,
o numero de iteracao n era muito grande, n — 0o, e a obtencao da expressao
analitica do ntimero de crossover n,.

No Capitulo 3, estudamos as propriedades dinamicas e de escala do Poco
de Potencial dependente do tempo. Neste caso, a localizacao das primeiras
curvas invariantes spannig, €fis., ¢ obtida por simulagao numérica. Dessa
forma, para a obtencao da solucao da Equacao da Difusao, utilizamos o
valor médio de ef;s.. A solugao analitica da Equagao da Difusao foi obtida
pelo método da separacao de variaveis e usando a representacao da Funcao
Delta de Dirac.

No Capitulo 4, apresentamos o Mapa Parao dissipativo e estudamos as
suas propriedades dinamicas e de escala. Diferentemente dos Capitulos an-
teriores, obtivemos o coeficiente da difusao nao constante, dependendo, além
dos parametros do mapeamento, do niimero de iteragoes. A técnica utilizada
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para obter a solugao analitica da Equagao da Difusao foi a transformada de
Fourier, considerando o coeficiente da difusao constante, e, apds a substi-
tuicdo da expressao de D(n) nessa solucdo, estudamos os casos limites do
mapeamento.

No Capitulo 5, apresentamos, estudamos e analisamos as propriedades
dinamicas e de escala outro mapeamento dissipativo. O procedimento foi
analogo ao utilizado para o Mapa Padrao Dissipativo, ou seja, utilizamos
o método da transformada de Fourier para obter a solugao da Equacao da
Difusao, também considerando o coeficiente da difusao constante e os casos
limites foram estudados com a expressao de D(n) na solucai da equagao da
difusao.

Uma vez que a difusao utilizada para descrever a difusao cadtica das
particulas no mar de caos pode ser comparada a caminhada aleatéria, pode-
mos utilizar a equacao da difusao para descrever esse comportamento da di-
fusao cadtica de forma analitica. As comparagoes destes resultados analiticos
com as simulagoes numéricas podem ser observadas nas Figuras 2.5, 3.5, 4.4,
5.3. O bom acordo entre eles mostra que a abordagem utilizando a equagao
da difusao é valida, sendo esta a nossa contribui¢ao original e foram publi-
cados em [31, 32, 33].

Como perspectivas, pretendemos aplicar este formalismo de estudo da
difusao cadtica apresentado em outros mapeamentos, tais como os bilhares
[2], além do estudo do Mapa Padrao dissipativo com valores pequenos para
o parametro de nao linearidade €.
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Apeéendice A

Calculo dos observaveis médios
do mapeamento (2.1)

Neste apéndice, calculamos os observéveis médios I e I2. Para tanto, foi
utilizado o método da integragao por partes.

Ifisc

HI= [ IP(I,n)dl,
7Ifisc
eI A T bl T
ilo
= + COS( ) / ]COS( )d]—l—
4[fisc 1 ]fzsc kZ:; Ifisc ; fisc
isc L fisc

IFiee — 1F; 1 <« kel
_ fZZI fisc + ; {COS( ™ O> %
fisc fisc 1

Ifz'sc ]fisc

x | I sen (lmr[) ﬂ
[fisc km

_Ifisc _Ifisc
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_]fisc 7Ifisc
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=0+ T Z g {cos (Ifisc> X
k=1
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I%.
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Apeéendice B

Determinante da matriz
Jacobiana para o Poco de
Potencial

Neste apéndice, calculamos os coeficientes e o determinante da matriz
Jacobiana para o poco de potencial.

Para calcular os coeficientes da matria jacobiana, precisamos calcular:

OAGy 1 1
e, 2N (_§> [en — 0 cos(¢y,)]3/?
TN,
= en —0cos(6, )P >
ONGy 1 d sen(oy,)
In erer (_§> [en — 0 cos(¢,)]?/
TN, ¢
= — e — S cos(, )] sen(¢y,), (B.2)
OAgy, . l 1 Deni1
den 2mNe T (‘2) (ens1)3/2 e,
_ 7N, r  Oeptr (B.3)

(ny1 — 1)3/2 Oe, ’
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AP,
In

1) 1 a€n+1
(

=2 Nc -5 s
i " ( 2 Cnt1 — 1)3/2 8€n

TN. v Oepiq
=— i B.4
(eny1 — 1)3/2 Oe, (B-4)

O determinante da matriz Jacobiana ¢ dado por:

86n+1 6¢n+1 8en-&—l 8¢n+1
= — ) B.
det J = == o 9%, oo, (B.5)

Utilizando as expressoes dos coeficientes apresentados no Capitulo 3 e
fazendo as substituigdes de (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4), temos que:
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Substituindo (B.6) e (B.7) na expressao (B.5), obtemos:

detJ = 1. (B.8)
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Apéndice C

Calculo dos observaveis médios
do Poco de Potencial

Neste apéndice, calculamos os observaveis médios € e e2. Para isto, utili-
zamos o método da integracao por partes.
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1)e= [ eP(e,n)de,

1

€fisc

e e > kme kmeg
/ 2<€fisc - 1) N 6fisc -1 kz |:COS <€fisc - 1) o8 (efisc - 1> *
1 =

1

kme kmeg — _k2x%Dn
+ sen ( sen e Crise=V% de,
€fisc — 1 €fisc — 1
€fisc

€fisc 00
1 k k ise — 1
% + Z oS U € sen T i
- €fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1 km
1

€fisc

ke €fise — 1
— sen / de| +
€fisc — 1 km
1
€fisc
kmeg kme fise — 1
+ sen —€ COoS
€fisc — 1 €fisc — 1 km )
€fisc

. _ _ k272 Dn
N / cos kme €fisc 1) de| ¢ Trme?
€fisc — 1 km
1

97

+




€Fise — 1 = ke €rise — 1 ke ;
fisc 0 fisc fisc
(efzsc ) €fisc 1 €fisc m € fisc
km e fzsc —1 kme kmegise km .
—sen |\ ————— —CoOS | ————
€fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1
kmeg e fzsc - kme kmegise km
+ sen —€fisc COS +cos| — | +
€fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1
isc k isC k — A2x2Dn
()
€fisc — €fisc — 1

k272 Dn

B?cisc -1 + e (efise=D)? k:7reo o ke fise o km N
= er n|f——— ) —sen| ——
4(€fisc - 1) k=1 €fisc — Jise Cfisc — 1 €fisc — 1
(”““1)[ (o)== (5]
+(—— ) |cos| ——— ] —cos | —— +
km €fisc — 1 €fisc — 1
kmeg kmeise km
+sen | ——— —€fiseCOS | ——— | +cos| —— | +
€fisc — 1 €fisc — 1 €fisc — 1

() [ ) = Gl
+| — sen| —— | —sen | ——— .
km €fisc — 1 €fisc — 1

(C.1)

€fisc
2 = k k
= / ¢ Z cos e Cos T +
2(€fisc - ]-) €fisc — 1 1 €fisc — 1 €fisc — 1
1
k/. k _ k272 Dn
+ sen <i> sen (ﬂ>} e (Crise=V% de,
€fisc — 1 €fisc — 1
3 €fisc 1 €fisc k k ' _ 1 €fisc
S +—Z Ccos (W—eo) e? Sen< e ) (ef“c ) -
6(efisc - 1) 1 €fisc — 1 b1 €fisc — 1 €fisc — 1 km 1

98



€fisc

kﬂ'e €fisc — 1
— sen / 2e de| +
€fisc — 1 km
1
€fisc

kme ke €fisc — 1

+ sen A —e? cos f
eisc_]- 6i:sc_]- k’ﬂ'
f f .

€fisc

kﬂ'e €fisc — 1 _ k2x2Dn
+ / cos( ) ( f )26 de| »e (rise?
€ fisc — 1 km
1

ed. —1 1 > k 1 —
_ fisc + Z {COS < T€o ) (efzsc ) {e?isc sen ( TE fisc > .
6(€fisc - 1) €fise = 1 k=1 Cfisc — 1 km €fisc — 1
€fisc

( kr ) ( ke )<eﬁsc—1)
—sen( —— | —2 [—ecos
€fisc — 1 €fisc — 1 km 1
€fisc k, 1
-+ / cos( e ) (eﬁsc_ )de +
€fisc — 1 km
1
k isc — 1 k isc k
+ sen ( S ) (ef ) |:—€2 coSs (&> + cos (—W> +
€fisc — 1 km €fisc — 1 €fisc — 1

kme €fise — 1 Crie T ke €fise — 1 _ 25200
+2 | e sen — / sen de e (efisc—1) ’
€fisc — 1 km L €fisc — 1 km
1
k27r2Dn
6 isc (eflsc k k isc k
:6(f Ze {OS( Weol) {6?‘“6 Sen( L 1)_Sen( : 1)_
€fisc — e €fisc — €fisc — €fisc —
isc ]' k 18¢C k
Y b I S fise COS TCfise. + cos LU +
km €fisc — 1 €fisc — 1
A A S T
km €fisc — 1 € fisc — 1
k k isc k
+ sen (—e T 1) {—efcisc cos (—e i) 1> + cos (—e T 1) +
Jise fisc — fisc —
isc 1 k isc km
+2 <—ef > [efisc sen (—Wef ) — sen ( ) +
ke €fisc — 1 €fisc — 1
isc 1 k isc
+ Sfise — - CoS [ ise ) coS
km €fisc — 1 efzsc —

99

_|_

_l_




