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Resumo

Nesta tese, discutiremos algumas propriedades dinâmicas e estat́ısticas de
mapeamentos discretos conservativos e dissipativos. São eles: uma famı́lia
de mapeamentos Hamiltonianos, o modelo do Poço de Potencial dependente
do tempo, o Mapa Padrão Dissipativo e uma famı́lia de mapeamentos dis-
sipativos. O primeiro é descrito pelas variáveis dinâmicas ângulo e ação e
um parâmetro de não linearidade. O Poço de Potencial é descrito pelas
variáveis fase e energia e três parâmetros que dependem da configuração do
poço. O Mapa Padrão dissipativo e a famı́lia de mapeamentos dissipativos
são descritos pelas variáveis ângulo e ação, um parâmetro de não linearidade
e um de intensidade de dissipação. O objetivo deste trabalho é descrever o
comportamento da difusão caótica nestes mapeamentos. Os mapeamentos
conservativos estudados apresentam seus espaços de fases mistos com a coe-
xistência de ilhas de periodicidade, mares de caos e curvas invariantes do tipo
spanning enquanto os mapeamentos dissipativos apresentam atratores. Apre-
sentaremos detalhadamente os cálculos para a obtenção da solução anaĺıtica
da Equação da Difusão e estudaremos os casos limites de cada mapeamento.

Palavras-chave: Equação da Difusão, Sistemas Não Lineares, Sistema
Dissipativo, Sistema Conservativo.



Abstract

In this work, we will present some dynamical and statistical properties of
conservative and dissipative discrete mappings. They are: a family of Hamil-
tonian mappings, a time dependent Potential Well, a Dissipative Standard
Mapping and a family of dissipative mappings. The first one is described
by two dynamical variables, angle and action, and a nonlinearity parameter.
The Potential Well is described by phase and energy and parameters that
depend on the potential configuration. The dissipative Standard Mapping
and the family of dissipative mappings are described by angle and action and
nonlinearity and intensity of dissipation parameters. The goal of this work is
to describe the chaotic diffusion behavior in these mappings. These conser-
vative mappings present mixed phase space with periodicity islands, chaotic
sea and invariant spanning curves coexisting while the dissipative Standard
Mapping presents only attractors. We will present in detail the calculations
to obtain the analytical solution of Diffusion Equation and we will study the
limit cases of each mapping.

Key-words: Diffusion Equation, Nonlinear Systems, Dissipative System,
Conservative System.
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2 Difusão Caótica em uma Famı́lia de Mapas Hamiltonianos 12
2.1 O mapeamento e suas propriedades . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Localização das curvas invariantes spanning e propriedades de

escala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3 Equação da difusão e solução anaĺıtica . . . . . . . . . . . . . 20
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Caṕıtulo 1

Introdução

Os estudos de sistemas dinâmicos procuram definir equações que regem
o comportamento, aparentemente aleatório, de part́ıculas ou um conjunto
delas, cuja evolução é temporal. O que caracteriza esses tipos de sistemas
é a sensibilidade às condições iniciais. Ao iniciarmos as iterações de duas
condições muito próximas, suas órbitas se afastam exponencialmente, per-
dendo a previsibilidade. O primeiro livro publicado desta teoria é o Dyna-
mical Systems, de George David Birkhoff (1884-1944), em 1927. Porém, o
precursor desta teoria foi Jules Henri Poincaré (1854-1912) com seu estudo
sobre órbitas planetárias, por volta de 1880, em que percebeu comportamen-
tos irregulares.

Posteriormente, na década de 1960, Edward Norton Lorenz (1917-2008),
em seus estudos sobre previsão do tempo [1], percebeu que o programa que
utilizava estava arredondando as casas decimais dos números de seis para três
casas, o que acarretou em diferenças nos resultados finais. Esta consequência
recebeu o nome de efeito borboleta. O sistema de equações estudado por ele
ficou conhecido como Sistema de Lorenz e é dado por:


dx
dt

= σ(y − x),
dy
dt

= xz + rx− y,
dz
dt

= xy − bz,
(1.1)

em que σ está relacionada ao número de difusividade do fluido de estudo,
r está relacionado à diferença de temperatura entre dois extremos do fluido
e b está associado à razão entre a altura e a largura do fluxo convectivo.
Este sistema gera o conhecido atrator de Lorenz considerando os parâmetros
σ = 10, r = 28 e b = 8

3
e apresentado na Figura 1.1.
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Figura 1.1: O atrator de Lorenz com a condição inicial (x0, y0, z0) = (0, 1, 0)
e os parâmetros σ = 10, r = 28 e b = 8

3
(a) z vs. x, (b) y vs. x, (c) z vs. y

e (d) y vs. t. Figura retirada da referência [2].

Alguns anos mais tarde, Stephen Smale (1930- ) criou o modelo da fer-
radura, conhecido como ferradura de Smale, para descrever a complexidade
de uma válvula eletrônica estudada por Balthasar van der Pol (1889-1959),
na década de 20, e esse modelo foi base para o entendimento de proprieda-
des caóticas de sistemas dinâmicos [3]. A introdução desse modelo se deu a
partir de uma carta enviada por Norman Levinson (1912-1975), na qual este
descrevia um sistema com caos e estabilidade juntos: um circuito eletrônico
oscilante. Na época, os conceitos de sistemas dinâmicos ainda não estavam
bem definidos.

Outros nomes importantes são o de James Yorke (1941- ) e o de Ro-
bert May (1936-2020). Este último, biólogo, estudou a equação da diferença
loǵıstica para crescimento populacional [4]. Para valores baixos do parâmetro
de não linearidade, o modelo permanecia num regime estável, porém, para
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valores altos, a população alternava entre dois valores. Aumentando no-
vamente, havia outra duplicação. Ao analisar este comportamento, Yorke
provou [5] que se um ciclo regular de peŕıodo três aparece em qualquer sis-
tema unidimensional, então o sistema apresentará também ciclos regulares e
ciclos completamente caóticos, o que foi uma surpresa para os f́ısicos, uma
vez que, intuitivamente, um sistema em oscilações de peŕıodo três repetiria
este comportamento sem a produção de caos. Porém, este trabalho já estava
publicado em 1964 [6], por Oleksandr Mykolayovych Sharkovsky (1936- ).

O fato do desconhecimento da obra de Sharkovsky por parte de Yorke
ocorreu pela falha de comunicação entre as ciências soviética e ocidental, por
conta do idioma e também pelas restrições de viagens entre os dois lados.
Porém, para os soviéticos, esta não era uma nova ciência como acreditavam
os ocidentais, pois já existiam trabalhos de Andrei Nikolaevich Kolmogorov
(1903-1987), na década de 50 [3].

O conceito de turbulência também está relacionado aos sistemas dinâmicos
não lineares. Para Lev Davidovich Landau (1908-1968), conforme o fluxo de
um ĺıquido aumentava, surgiriam frequências uma a uma. Com o objetivo de
confirmar esta ideia, Harry Swinney (1939- ) e Jerry Gollub (1944- ) estuda-
ram o fluxo de Couette-Taylor, em 1973, e este estudo apresentou um estado
bem definido e depois o fluxo se tornou indistingúıvel. Mas foi no trabalho
intitulado “On the nature of turbulence”[7] que David Ruelle (1935- ) e Flo-
ris Takens (1940-2010) provaram que a turbulência é descrita por atratores
estranhos e não por superposição de frequências. Segundo estes autores, atra-
tores estranhos são atratores que evoluem por um processo de alongamentos e
dobras. O atrator estranho mais estudado foi introduzido por Michel Hénon
(1931-2013), conhecido como Mapa de Hénon [8], com base nos estudos do
atrator de Lorenz.

Outro conceito relacionado aos sistemas dinâmicos é o de fractal, intro-
duzido por Benoit Mandelbrot (1924-2010), para nomear a geometria que
ele observou para medir precisamente a linha de um litoral, em 1975. Essa
caracterização de dimensões fracionadas ocorreu por conta do acesso que
Mandelbrot tinha a recursos computacionais e seus estudos com padrões ir-
regulares. Estes apresentaram comportamentos de autossemelhança, ou seja,
existe a repetição da estrutura em várias escalas, o que caracteriza o fractal.
Esta caracteŕıstica está presente no atrator de Lorenz [1].

Estes sistemas são estudados em diversas áreas além da f́ısica [2, 9, 10]
como em mercados financeiros [11], medicina [12, 13, 14], biologia [3, 15].
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Uma vez que a dinâmica no mar de caos pode ser comparada a um pro-
cesso difusivo normal, podemos utilizar a Equação da Difusão para estu-
dar analiticamente essa dinâmica. Processo difusivo [16] é um processo de
transporte que ocorre a partir de uma determinada região para outra de um
sistema. Este processo é descrito por uma equação diferencial da forma:

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
, (1.2)

em que ρ é uma densidade do elemento de estudo, D é denominado coeficiente
da difusão, podendo ser constante ou não, t é o tempo e x é o eixo em que
ocorre a difusão. Esta equação é obtida a partir da Lei de Fick [16, 17], dada
por:

~J = −D~∇ρ, (1.3)

sendo ~J o fluxo do elemento de estudo, combinada com a equação da conti-
nuidade [17], dada por:

∂ρ

∂t
+ ~∇ · ~J = 0, (1.4)

também denominada de Lei de Conservação de ρ.

A Lei de Fick quer dizer que a taxa de transferência de um elemento
por unidade de área é proporcional ao gradiente de concentração medido na
seção normal a esta área e foi proposta por Adolf Eugen Fick (1829-1901),
em 1855, para descrever a transferência de calor por condução introduzindo
difusão na equação obtida por Jean Baptiste Joseph Fourier (1777-1831), em
1822 [16] quando este estava interessado na maneira como ocorria a difusão
de calor em sólidos [18]. Fourier queria uma descrição matemática para o
comportamento de ondas e percebeu que poderiam ser representadas por
séries de senos e cossenos, surgindo, então, as chamadas Séries de Fourier.

Os processos difusivos podem ser observados em diversos sistemas, tais
como o pólen se espalhando pelo ar até encontrar uma flor [19], como um
medicamento percorre pela corrente sangúınea até chegar a algum órgão [20],
como doenças propagam pelo ar [21, 22, 23], poluição se propagando na
atmosfera [24] e nos oceanos [25], memes se espalhando pelas redes sociais
[26], influência do clima na propagação de pestes [27], além de aplicações na
f́ısica [28, 29, 30].
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Este trabalho tem por objetivo descrever o comportamento de uma part́ı-
cula, ou de forma equivalente um ensemble de part́ıculas não interagentes, em
uma dinâmica caótica em diferentes mapeamentos não lineares. Para tanto,
a partir da Equação da Difusão, obtemos a expressão da densidade de proba-
bilidade de encontrar a part́ıcula do sistema com uma determinada ação ou
energia em um determinado instante de tempo. A partir do conhecimento da
densidade de probabilidade, os principais momentos da distribuição são obti-
dos, fornecendo os observáveis para a descrição das propriedades estat́ısticas
discutidas na tese.

Organizamos este trabalho da seguinte forma: no Caṕıtulo 2, estudamos a
difusão caótica em uma famı́lia de mapeamentos Hamiltonianos. O espaço de
fases apresentado é misto, com a coexistência de ilhas de periodicidade, mares
de caos e curvas invariantes spanning. Apresentamos suas propriedades, a
localização das primeiras curvas invariantes spanning a partir da conexão com
o Mapa Padrão conservativo e a solução anaĺıtica da Equação da Difusão. Os
resultados anaĺıticos e numéricos são comparados e analisados. Este caṕıtulo
apresenta os resultados apresentados no artigo [31].

No Caṕıtulo 3, estudamos a difusão caótica no modelo do Poço de Poten-
cial dependente do tempo. O modelo consiste em part́ıculas não interagentes
confinadas em um poço experimentando energias potenciais diferentes, de-
pendendo de sua localização. O espaço de fases apresenta coexistência de
ilhas de periodicidade, mares de caos e curvas invariantes spanning. Apre-
sentamos suas propriedades, a localização da curva invariante spanning de
menor energia e a solução anaĺıtica da Equação da Difusão. Fazemos a com-
paração entre os resultados obtidos analiticamente e os obtidos por simulação
numérica. Este caṕıtulo apresenta os resultados publicados no artigo [32].

Os Caṕıtulos 4 e 5 apresentam os resultados da difusão caótica no Mapa
Padrão Dissipativo e em outro mapeamento dissipativo, respectivamente.
Ambos os espaços de fases apresentam somente atratores. Apresentamos as
suas propriedades e a solução anaĺıtica da Equação da Difusão. Comparamos
os resultados obtidos analiticamente com os resultados obtidos por simulação
numérica. Os resultados do Caṕıtulo 4 foram publicados no artigo [33]. Por
fim, no Caṕıtulo 6, apresentamos as conclusões e perspectivas de trabalhos
futuros.
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Caṕıtulo 2

Difusão Caótica em uma
Famı́lia de Mapas
Hamiltonianos

Neste caṕıtulo, são apresentados o modelo e suas propriedades, bem como
uma solução anaĺıtica da Equação da Difusão que descreve o comportamento
na dinâmica caótica. O mapeamento é descrito por duas variáveis, ângulo,
θ e ação, I, e por dois parâmetros de controle, ε e γ. O parâmetro ε con-
trola a intensidade da não linearidade do mapeamento, enquanto γ > 0 é
um parâmetro livre. Para este mapeamento, o mar de caos está restrito ao
intervalo [−Ifisc, Ifisc], ou seja, está confinado entre os valores de ação das
primeiras curvas invariantes do tipo spanning denotadas por fisc - first in-
variant spanning curve. Com esta condição e as equações que descrevem o
mapeamento, podemos determinar a expressão da solução da Equação da
Difusão e comparamos com os resultados obtidos numericamente.

2.1 O mapeamento e suas propriedades

O mapa estudado é dado por:

T :

{
In+1 = In + ε sen(θn)

θn+1 =
(
θn + 1

|In+1|γ

)
mod (2π),

(2.1)
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em que ε é um parâmetro que controla a transição de integrável para não
integrável e γ > 0 é um parâmetro livre que controla o comportamento de
θn+1 com a variação de valores de In+1. A Figura 2.1 apresenta o espaço de
fases do mapeamento (2.1) com os parâmetros γ = 1 e dois valores distintos
para ε, isto é, (a) ε = 10−2 e (b) ε = 10−3. Podemos notar a coexistência das
ilhas de periodicidade, do mar de caos e das curvas invariantes spanning.

Figura 2.1: Espaço de fases do mapeamento (2.1) com os parâmetros γ = 1
e (a) ε = 10−2 e (b) ε = 10−3. As linhas em vermelho representam as
primeiras curvas invariantes do tipo spanning.

A matriz Jacobiana é dada por:

J =

[
∂In+1

∂In

∂In+1

∂θn
∂θn+1

∂In

∂θn+1

∂θn

]
, (2.2)

em que os seus elementos são dados por:

• ∂In+1

∂In
= 1,

• ∂In+1

∂θn
= ε cos θn,
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• ∂θn+1

∂In
= − γ

|In+1|γ+1

∂|In+1|
∂In

= − γ
|In+1|γ+1 sinal(In+1),

• ∂θn+1

∂θn
= 1− γ

|In+1|γ+1

∂|In+1|
∂θn

= 1− γ
|In+1|γ+1 ε cos θnsinal(In+1).

sendo sinal(In+1) =

{
1, In+1 > 0
−1, In+1 < 0

.

Calculando o determinante da matriz Jacobiana, temos que:

detJ =
∂In+1

∂In

∂θn+1

∂θn
− ∂In+1

∂θn

∂θn+1

∂In
,

⇒ detJ = 1− γ

|In+1|γ+1
ε cos θnsinal(In+1)−ε cos θn

(
− γ

|In+1|γ+1
sinal(In+1)

)
,

⇒ detJ = 1.

Dessa forma, pelo Teorema de Liouville [9, 28], o mapeamento preserva
área no espaço de fases. Isso porque a transformação de área do instante
n para n + 1 se dá por dAn+1 = [detJn]dAn, em que dAn é o elemento
infinitesimal de área no instante n. Assim, a forma geométrica pode mudar,
mas a área é preservada.

dAn
=⇒

dAn+1

Figura 2.2: Ilustração da transformação de área do instante n para n+ 1.
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2.2 Localização das curvas invariantes span-

ning e propriedades de escala

Para obtermos a localização das primeiras curvas invariantes do tipo span-
ning, fazemos uma conexão com o Mapa Padrão, também conhecido como
Mapa de Chirikov-Taylor [9], que é dado por:

TSM :

{
In+1 = In +K sen(θn)
θn+1 = (θn + In+1) mod (2π)

(2.3)

em que K é o parâmetro que controla a transição de integrável para não
integrável. Quando K = Kc

∼= 0, 9716... [9, 34], o sistema apresenta uma
transição de caos local para caos global. Quando K < Kc, o mar de caos está
confinado entre curvas invariantes. Quando K ≥ Kc, as curvas invariantes
spanning são destrúıdas e o mar de caos se espalha ao longo do espaço de
fases. A Figura 2.3 apresenta essa transição considerando valores diferentes
do parâmetro K.

A transição de caos local para caos global na famı́lia de mapeamentos
Hamiltonianos se dá nas curvas invariantes spanning. Para obter as suas
localizações, reescrevemos o mapeamento (2.1) em termos do mapa padrão
assumindo que Ifisc possa ser escrita como Ifisc = I∗ + ∆I, em que I∗ é o
valor médio de Ifisc e ∆I é uma pequena perturbação na ação. Dessa forma,
a variável In+1 é escrita como In+1 = I∗ + ∆In+1 e, logo, a primeira equação
de (2.1) é dada por:

I∗ + ∆In+1 = I∗ + ∆In + ε sen(θn)

⇒ ∆In+1 = ∆In + ε sen(θn). (2.4)

A segunda equação do mapeamento (2.1) é dada por:

θn+1 = θn +
1

(I∗ + ∆In+1)γ
, (2.5)

em que assumimos, por simplicidade, In+1 > 0 e removemos o mod 2π para
a expansão. Reescrevendo esta equação, fazendo a expansão em série de
Taylor, considerando os termos de primeira ordem em ∆In+1

I∗
, obtemos:
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Figura 2.3: Espaço de fases do Mapa Padrão com os parâmetros (a)K = 0, 5,
(b) K = 0, 9 e (c)K = 2.

θn+1 = θn +
1

I∗γ

(
1 +

∆In+1

I∗

)−γ
,

⇒ θn+1 = θn +
1

I∗γ

[
1− γ∆In+1

I∗
+O2

(
∆In+1

I∗
,

)]
,

⇒ θn+1 = θn +
1

I∗γ
− γ∆In+1

I∗γ+1
. (2.6)

As duas equações resultantes são escritas como:{
∆In+1 = ∆In + ε sen(θn)

θn+1 = θn + 1
I∗γ
− γ∆In+1

I∗γ+1

. (2.7)
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Denotando por Jn+1 = 1
I∗γ
−γ∆In+1

I∗γ+1 e fazendo as manipulações algébricas,
obtemos: {

Jn+1 = Jn − γε
I∗γ+1 sen(θn)

θn+1 = θn + Jn+1
. (2.8)

Denominamos Kef = γε
I∗γ+1 e eliminamos o sinal negativo definindo θ =

φ+ π. Logo: {
φn+1 + π = φn + π + Jn+1

Jn+1 = Jn −Kef sen(φn + π)

⇒
{
φn+1 = φn + Jn+1

Jn+1 = Jn +Kef sen(φn)
. (2.9)

As posições das curvas invariantes são obtidas quando Kef = γε
I∗γ+1 '

0, 9716, ou seja:

I∗ =

[
γε

Kef

] 1
γ+1

. (2.10)

Se ∆I for pequeno, então Ifisc ' I∗, logo:

Ifisc ∼=
[

γε

0, 9716...

] 1
γ+1

. (2.11)

Uma vez obtidas as curvas, temos o intervalo em que o mar de caos
está confinado, ou seja, Icaos ∈ (−Ifisc,+Ifisc). Como o espaço de fases é
“simétrico”, ao calcularmos I = 0. Então, utilizamos I2, obtido a partir de
duas médias: uma ao longo do ensemble de condições iniciais e outra, na
órbita. Matematicamente:

I2 =
1

M

M∑
i=1

1

n

n∑
j=1

I2
i,j, (2.12)

e observável de interesse que identifica a difusão caótica é dado por:

Irms(n) =
√
I2. (2.13)

O gráfico de Irms em termos de n é apresentado na Figura 2.4, em que
notamos um crescimento inicial e, para valores grandes de n, uma saturação.
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Figura 2.4: Gráfico do comportamento t́ıpico de Irms em função de n para
diferentes valores de ε.

A partir deste gráfico, podemos propor:

i) Para n << nx:

Irms ∝ (nε2)β, (2.14)

em que β é o expoente de aceleração;

ii) Para n >> nx:

Isat ∝ εα, (2.15)

em que α é o expoente de saturação;
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iii) O número de crossover nx:

nx ∝ εz, (2.16)

em que z é o expoente dinâmico.

Com essas três hipóteses de escala, podemos descrever o comportamento
de Irms usando uma função homogênea generalizada do tipo:

Irms(nε
2, ε) = lIrms(l

anε2, lbε), (2.17)

em que l é um fator de escala e a e b são expoentes caracteŕısticos. Como l
é um fator de escala, podemos escolher lanε2 = 1, o que conduz a:

l = (nε2)−1/a. (2.18)

Substituindo esta expressão na (2.17), temos que:

Irms(nε
2, ε) = (nε2)−1/aIA[(nε2)−b/aε], (2.19)

em que:

IA[(nε2)−b/aε] = Irms[1, (nε
2)−b/aε] (2.20)

que é considerada constante para n << nx.

Comparando (2.19) com (2.14), temos que β = −1/a.

Escolhendo, agora, lbε = 1, temos:

l = ε−1/b. (2.21)

Substituindo na equação (2.17), temos que:

Irms(nε
2, ε) = ε−1/bIB(ε−a/bnε2), (2.22)

em que:
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IB(ε−a/bnε2) = Irms(ε
−a/bnε2, 1) (2.23)

é considerada constante para n >> nx. Uma comparação com (2.15) nos dá
α = −1/b.

Para determinar o expoente z, comparamos as equações (2.18) e (2.21):

(nε2)β = εα. (2.24)

Quando isolamos n e comparamos com a hipótese de escala (2.16), obte-
mos a Lei de Escala:

z =
α

β
− 2, (2.25)

que relaciona os expoentes cŕıticos.

2.3 Equação da difusão e solução anaĺıtica

A dinâmica no mar de caos, ao longo do eixo de I, pode ser comparada a
um processo difusivo normal, similar a um problema de caminhada aleatória
[34, 35] (random walk). Então, resolveremos a equação da difusão [29], que
na ausência de campos externos é dada por:

∂P (I, n)

∂n
= D

∂2P (I, n)

∂I2
, (2.26)

em que P é a distribuição de probabilidade de observar um determinado
momentum I em um instante n e D é o coeficiente da difusão.

Uma vez que a difusão ao longo do mar de caos está confinada no intervalo
I ∈ [−Ifisc,+Ifisc], devemos ter como condições de contorno:

∂P

∂I

∣∣∣∣∣
I=±Ifisc

= 0, (2.27)

ou seja, as curvas invariantes spanning impedem o fluxo de part́ıculas.
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O coeficiente da difusão é determinado pela expressão [34]:

D =
∆I2

2
=
I2
n+1 − I2

n

2
. (2.28)

Elevando a primeira equação do mapeamento (2.1), temos:

I2
n+1 = I2

n + 2Inεsen(θn) + ε2sen2(θn),

e tomando a média no ensemble de “θ”, uma vez que I e θ são assumidas
variáveis descorrelacionadas, temos:

I2
n+1 = I2

n + 2εInsin(θn) + ε2sin(θn), (2.29)

onde

sin(θ) = 1
2π

2π∫
0

sin(θ)dθ = 0

sin2(θ) = 1
2π

2π∫
0

sin2(θ)dθ = 1
2

.

Assim, temos:

I2
n+1 − I2

n =
I2
n+1 − I2

n

(n+ 1)− n
' dI2

dn
=
ε2

2
. (2.30)

Logo, pela definição (2.28), temos:

⇒ D =
ε2

4
. (2.31)

A técnica utilizada para obter a solução da equação da difusão é via
separação de variáveis:

P (I, n) = X(I)N(n), (2.32)

em que X(I) é uma função que depende apenas de I e N(n) depende apenas
de n. Assim:

∂P

∂n
= X(I)

dN

dn
; (2.33)
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∂P

∂I
=
dX

dI
N(n)⇒ ∂2P

∂I2
=
d2X

dI2
N(n). (2.34)

Levando estas expressões na equação da difusão (2.26), temos:

X(I)
dN

dn
= DN(n)

d2X

dI2
,

⇒ 1

N(n)

dN

dn
=

D

X(I)

d2X

dI2
= −â, (2.35)

em que â ∈ R+. Desta forma, temos duas equações diferenciais ordinárias:

dN

N
= −â dn, (2.36)

D
d2X

dI2
+ âX = 0. (2.37)

Resolvendo a equação (2.36), obtemos:

N(n)∫
N0

dN

N
= −â

n∫
0

dn⇒ ln(N)

∣∣∣∣∣
N(n)

N0

= −â n,

⇒ ln

(
N(n)

N0

)
= −â n,

⇒ N(n) = N0e
−ân.

Para determinar a solução da segunda equação, (2.37), consideremos
X(I) = ÃeλI . Assim, as primeira e segunda derivadas são escritas como:

dX

dI
= ÃλeλI , (2.38)

e
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d2X

dI2
= Ãλ2eλI . (2.39)

Substituindo estas expressões em (2.37), obtemos:

DÃλ2eλI + âÃeλI = 0⇒ Dλ2 = −â,

⇒ λ2 = − â
D
,

⇒ λ = ±i
√
â

D
. (2.40)

Com isto, a solução para X(I) pode ser escrita como:

X(I) = Aei
√

â
D
I +Be−i

√
â
D
I . (2.41)

Utilizando a relação de Euler e reagrupando os termos, obtemos:

X(I) = A

[
cos

(√
â

D
I

)
+ i sen

(√
â

D
I

)]
+B

[
cos

(√
â

D
I

)
− i sen

(√
â

D
I

)]
,

⇒ X(I) = (A+B) cos

(√
â

D
I

)
+ i(A−B)sen

(√
â

D
I

)
. (2.42)

Considerando A = ã
2
−i b̃

2
e B = ã

2
+i b̃

2
, temos que A+B = ã e A−B = −ib̃

e podemos reescrever a solução de X(I) como:

X(I) = ã cos

(√
â

D
I

)
+ b̃ sen

(√
â

D
I

)
(2.43)

Aplicando as condições de contorno:
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1)

dX

dI

∣∣∣∣∣
I=Ifisc

= −ã
√
â

D
sen

(√
â

D
Ifisc

)
+ b̃

√
â

D
cos

(√
â

D
Ifisc

)
= 0,

⇒ −ã sen

(√
â

D
Ifisc

)
+ b̃ cos

(√
â

D
Ifisc

)
= 0,

⇒ b̃

ã
=

sen
(√

â
D
Ifisc

)
cos
(√

â
D
Ifisc

) . (2.44)

2)

dX

dI

∣∣∣∣∣
I=−Ifisc

= −ã
√
â

D
sen

(
−
√
â

D
Ifisc

)
+ b̃

√
â

D
cos

(
−
√
â

D
Ifisc

)
= 0,

⇒ −ã sen

(
−
√
â

D
Ifisc

)
+ b̃ cos

(
−
√
â

D
Ifisc

)
= 0,

⇒ b̃

ã
=

sen
(
−
√

â
D
Ifisc

)
cos
(
−
√

â
D
Ifisc

) . (2.45)

Igualando (2.44) e (2.45), obtemos:

sen
(√

â
D
Ifisc

)
cos
(√

â
D
Ifisc

) =
sen
(
−
√

â
D
Ifisc

)
cos
(
−
√

â
D
Ifisc

) ,

⇒ sen

(√
â

D
Ifisc

)
= sen

(
−
√
â

D
Ifisc

)
,
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⇒ sen

(√
â

D
Ifisc

)
= −sen

(√
â

D
Ifisc

)
,

⇒ sen

(√
â

D
Ifisc

)
= 0,

⇒
√
â

D
Ifisc = kπ, k = 0, 1, 2, ...,

⇒ â =
k2π2D

I2
fisc

, k = 0, 1, 2, ... . (2.46)

Para o caso em que k = 0, tratamos separadamente. Quando k = 0,
temos que â = 0. Assim:

1) dN
dn

= 0⇒ N(n) = Ñ0, em que Ñ0 é constante;

2) d2X
dI2

= 0 ⇒ dX
dI

= X0 ⇒ X(I) = X0I + X1, em que X0 e X1 são
constantes.

Dáı, temos que:

P (I, n) = Ñ0(X0I +X1). (2.47)

Aplicando as condições de contorno:

∂P

∂I

∣∣∣∣∣
I=±Ifisc

= Ñ0X0 ⇒ X0 = 0. (2.48)

Dessa forma, uma solução para a equação da difusão seria:

P (I, n) = Ñ0X1 +
∞∑
k=1

[
ak cos

(
kπI

Ifisc

)
+ bk sen

(
kπI

Ifisc

)]
e
− k

2π2Dn

I2
fisc . (2.49)
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Denotando a0 = Ñ0X1, podemos aplicar as condições iniciais em P (I, n)
da seguinte forma:

P (I, 0) = a0 +
∞∑
k=1

ak cos

(
kπI

Ifisc

)
+ bk sen

(
kπI

Ifisc

)
,

= δ(I − I0). (2.50)

A função delta de Dirac pode ser escrita como [17]:

δ(x) =
1

2π

∞∑
k=−∞

[cos(kx) + i sen(kx)],

=
1

2π
+

1

π

∞∑
k=1

cos(kx). (2.51)

Substituindo x por πI
Ifisc

:

δ

(
πI

Ifisc

)
=

1

2π
+

1

π

∞∑
k=1

cos

(
kπI

Ifisc

)
. (2.52)

Por outro lado, a função delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

δ(ax) =
1

a
δ(x). (2.53)

Assim:

δ

(
πI

Ifisc

)
=
Ifisc
π

δ(I),

=
1

2π
+

1

π

∞∑
k=1

cos

(
kπI

Ifisc

)
. (2.54)

Desta equação, obtemos:

δ(I) =
1

2Ifisc
+

1

Ifisc

∞∑
k=1

cos

(
kπI

Ifisc

)
. (2.55)

Substituindo I por I − I0, temos:
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δ(I − I0) =
1

2Ifisc
+

1

Ifisc

∞∑
k=1

cos

[
kπ(I − I0)

Ifisc

]
.

⇒ δ(I−I0) =
1

2Ifisc
+

1

Ifisc

∞∑
k=1

[
cos

(
kπI

Ifisc

)
cos

(
kπI0

Ifisc

)
+ sen

(
kπI

Ifisc

)
sen

(
kπI0

Ifisc

)]
.

(2.56)

Comparando as equações (2.50) e (2.56), temos que:

• a0 = 1
2Ifisc

;

• ak = 1
Ifisc

cos
(
kπI0
Ifisc

)
;

• bk = 1
Ifisc

sen
(
kπI0
Ifisc

)
.

Logo, a probabilidade é escrita como:

P (I, n) =
1

2Ifisc
+

1

Ifisc

∞∑
k=1

[
cos

(
kπI

Ifisc

)
cos

(
kπI0

Ifisc

)
+

+sen

(
kπI

Ifisc

)
sen

(
kπI0

Ifisc

)]
e
− k

2π2Dn

I2
fisc . (2.57)

Os cálculos dos observáveis médios são apresentados no Apêndice A. Des-
tes cálculos, obtemos:

1) I =
Ifisc∫
−Ifisc

IP (I, n)dI = 0.

2) I2 =
Ifisc∫
−Ifisc

I2P (I, n)dI,

=
I2
fisc

3
+
∞∑
k=1

4I2
fisc(−1)k

k2π2
cos

(
kπI0

Ifisc

)
e
− k

2π2Dn

I2
fisc .

Tomemos, agora, a média em n, isto é, 1
n

n∑
j=1

I2
j . Podemos notar que a

dependência é apresentada somente na função exponencial. Dessa forma:
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1

n

n∑
j=1

e
− k

2π2Dj

I2
fisc =

1

n

[
e
− k

2π2D

I2
fisc + e

− k
2π2D2

I2
fisc + ...+ e

− k
2π2Dn

I2
fisc

]

Denotando a soma entre colchetes por S:

S = e−a(1 + e−a + e−2a + ...+ e−(n−1)a), (2.58)

e por s a soma entre parênteses:

s = 1 + e−a + e−2a + ...+ e−(n−1)a, (2.59)

em que a = k2π2D
I2fisc

, temos que a convergência de S é obtida da seguinte forma:

multiplicamos s por e−a e este é subtráıdo de s:

se−a = e−a + e−2a + ...+ e−na,

⇒ s− se−a = s(1− e−a) = 1− e−na,

⇒ s =
1− e−na

1− e−a
. (2.60)

Logo:

S = e
− k

2π2D

I2
fisc

1− e
− k

2π2Dn

I2
fisc

1− e
− k2π2D

I2
fisc

. (2.61)

Assim:

I2 = I2
fisc

1

3
+

4

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos

(
kπI0

Ifisc

)
1

n
e
− k

2π2D

I2
fisc

1− e
− k

2π2Dn

I2
fisc

1− e
− k2π2D

I2
fisc

 . (2.62)

Como Irms =
√
I2, então:
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Irms = Ifisc

√√√√√1

3
+

4

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos

(
kπI0

Ifisc

)
1

n
e
− k2π2D

I2
fisc

1− e
− k2π2Dn

I2
fisc

1− e
− k2π2D

I2
fisc

. (2.63)

Para o caso em que n→∞, temos que:

Isat = lim
n→∞

Irms =
Ifisc√

3
∼=

Ifisc
1, 732

, (2.64)

o que condiz com os resultados apresentados em [34]. Como Ifisc ∝ ε1/2,
então Isat ∝ ε1/2, e comparando com a hipótese (2.15), obtemos o expoente
α = 1/2.

Para o caso em que n é pequeno, fazemos as seguintes considerações:

k = 1; (2.65)

cos

(
πI0

Ifisc

)
' 1; (2.66)

e
− π2D

I2
fisc ' 1− π2D

I2
fisc

' 1⇒ 1− e
− π2D

I2
fisc ' π2D

I2
fisc

; (2.67)

e
−π

2Dn

I2
fisc ' 1− π2Dn

I2
fic

+
1

2

π4D2n2

I4
fisc

, (2.68)

temos que:

Irms = Ifisc

√√√√√1

3
− 4

π2

1

n

π2Dn
I2fic
− 1

2
π4D2n2

I4fisc

π4D2n2

I4fisc

,

⇒ Irms = Ifisc

√√√√1

3
− 4

π2

1

n

(
n− 1

2

π2Dn2

I2
fisc

)
,
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⇒ Irms = Ifisc

√√√√1

3
− 4

π2

(
1− π2Dn2

I2
fisc

)
,

⇒ Irms = Ifisc

√
1

3
− 4

π2
+

Dn

2I2
fisc

. (2.69)

Substituindo a expressão do coeficiente da difusão D = ε2

4
, obtemos:

Irms = Ifisc

√
1

3
− 4

π2
+

ε2n

4I2
fisc

'
√
ε2n

4
. (2.70)

Logo, temos que:

Irms ∝ (ε2n)1/2, (2.71)

Comparando com a primeira hipótese de escala (2.14), obtemos β = 1/2.

O número de crossover nx é obtido pela igualdade das expressões de Isat,
equação (2.64), e Irms quando n é pequeno, equação (2.70), ou seja:√

ε2nx
4

=
Ifisc√

3
.

Pela equação (2.11), temos que Ifisc ∝ ε
1

1+γ . Logo:

⇒ ε2nx
2

=
ε

2
1+γ

3
,

⇒ nx =
2

3
ε

2
1+γ
−2,

⇒ nx =
2

3
ε−

2γ
1+γ . (2.72)
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Considerando a terceira hipótese de escala, equação (2.16) com os valores
de α = 1/2 e β = 1/2, temos que a Lei de Escala é:

z =
1/2

1/2
− 2 = −1 (2.73)

e considerando, agora, a expressão (2.72) com γ = 1, obtemos:

nx =
2

3
ε−

2
2 =

2

3
ε−1, (2.74)

Figura 2.5: Gráfico de Irms em função de n com diferentes valores do
parâmetro ε comparando resultados anaĺıticos e numéricos.

Na Figura 2.5, são apresentados os resultados obtidos analiticamente e por
simulações numéricas, para diferentes valores do parâmetro ε e considerando
a condição inicial I0 ∼ 0. Os śımbolos representam as simulações numéricas
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enquanto as linhas cont́ınuas, os resultados anaĺıticos. Podemos notar que
os resultados são condizentes.

Analogamente, a Figura 2.6 (a) apresenta os resultados anaĺıticos conside-
rando como condição inicial I0 6= 0 e as simulações numéricas. Para os casos
em que I0 6= 0, as curvas de Irms em função de n apresentam um platô inicial
e depois um crescimento. Este primeiro crossover, n′x, é obtido considerando
as aproximações (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68), fazendo:

1

3
− 4

π2

[
1− 1

2

(
πI0

Ifisc

)2
][

1− π2Dn′x
2I2
fisc

]
= 1,

⇒ − 4

π2

[
1− 1

2

(
πI0

Ifisc

)2
][

1− π2Dn′x
2I2
fisc

]
=

2

3
,

⇒ 1− π2Dn′x
2I2
fisc

= −π
2

6

[
1− 1

2

(
πI0

Ifisc

)2
]−1

.

Fazendo a expansão em séries de Taylor do termo

[
1− 1

2

(
πI0
Ifisc

)2
]−1

,

obtemos:

⇒ 1− π2Dn′x
2I2
fisc

= −π
2

6

[
1 +

1

2

(
πI0

Ifisc

)2
]
,

⇒ π2Dn′x
2I2
fisc

= 1 +
π2

6

[
1 +

1

2

(
πI0

Ifisc

)2
]
,

⇒ n′x =
2I2
fisc

π2D

{
1 +

π2

6

[
1 +

1

2

(
πI0

Ifisc

)2
]}

,

⇒ n′x =
2I2
fisc

π2D

{
1 +

π2

6

}
+
π2I2

0

6D
. (2.75)

Usando as expressões de D e Ifisc dadas em (2.28) e (2.11), respectiva-
mente, obtemos:
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⇒ n′x =
8ε

2
γ+1

π2ε2

{
1 +

π2

6

}
+

2

3

π2I2
0

ε2
. (2.76)

⇒ n′x ∝
I2

0

ε2
. (2.77)

A Figura 2.6 (b) apresenta o colapso das curvas apresentadas em a)
através da transformação n → n/εz e Irms → Irms/ε

α. Podemos notar que
os resultados são condizentes.

Figura 2.6: (a) Gráfico de Irms em função de n considerando I0 6= 0 para os
resultados anaĺıticos. (b) Colapso das curvas apresentadas em (a).

Estes resultados foram publicados no periódico Journal of Statistical Phy-
sics [31].
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Caṕıtulo 3

Difusão Caótica em um
Problema de Poço de Potencial
Dependente do Tempo

Neste caṕıtulo, apresentamos o modelo do Poço de Potencial. Este des-
creve o confinamento de uma part́ıcula em um poço com dependência tem-
poral. São apresentadas suas propriedades e a solução da Equação da Di-
fusão P (e, n), que é a densidade de probabilidade de encontrar uma part́ıcula
com energia e ∈ [1, efisc] em um instante n. O modelo é descrito por duas
variáveis, energia, e, e fase, φ, e pelos parâmetros δ, Nc e r. O parâmetro δ
define a amplitude de oscilação do poço, enquanto Nc corresponde ao número
de oscilações que o poço completa no intervalo de tempo em que a part́ıcula
percorre a distância entre as paredes e r fornece a simetria do problema. A
partir das equações do mapeamento, podemos obter a expressão da solução
da Equação da Difusão e fazer a comparação com os resultados numéricos.

3.1 O modelo e suas propriedades

Consideramos uma part́ıcula de massa m confinada em um poço de po-
tencial descrito por:

V (x, t) = V0(x) + V1(x, t), (3.1)
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∞

b/2

V0

a

d cos(ωt)

b/2

∞

x = 0

Figura 3.1: Ilustração do Poço de Potencial dependente do tempo.

em que:

V0(x) =


V0, se 0 < x < b

2
e a+ b

2
< x < a+ b

0, se b
2
6 x 6 a+ b

2

∞, se x 6 0 e x > a+ b
(3.2)

e:

V1(x, t) =

{
0, se x < b

2
e x > a+ b

2

d cos(ωt), se b
2
6 x 6 a+ b

2

, (3.3)

sendo a, b, V0, d e ω constantes.

Em um tempo inicial t0, a energia mecânica da part́ıcula antes de entrar
no poço é:

E0 = K0 + V0. (3.4)

Ao entrar no poço, a part́ıcula sofre uma mudança na energia cinética:

Ka = E0 − d cos(ωt0), (3.5)

e se move a uma velocidade dada por:
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Ka =
1

2
mv2

a ⇒ va =

√
2Ka

m
. (3.6)

O intervalo de tempo que a part́ıcula leva para atingir o outro lado da
parede é dado por:

∆ta =
a√
2Ka
m

. (3.7)

Multiplicando e dividindo esta expressão por 2πω e a raiz por V0, podemos
denominar:

• ω∆ta = ∆φa;

• ωt0 = φ0;

• E0

V0
= e0;

• d
V0

= δ;

• Nc = ωa
2π

√
m

2V0
,

podemos reescrever a equação (3.7) como:

∆φa =
2πNc√

e0 − δ cos(φ0)
. (3.8)

A energia mecânica total da part́ıcula é:

Ea = Ka + d cos[ω(t0 + ∆ta)]. (3.9)

Aqui, temos duas situações posśıveis: (i) a part́ıcula não tem energia
suficiente para deixar o poço, Ea < V0, ou (ii) a part́ıcula escapa do poço,
Ea > V0.

Quando a part́ıcula não escapa do poço, ela é refletida para a outra parede
até que se satisfaça a seguinte equação:

Ea = Ka + d cos[ω(t0 + i∆ta)] > V0, (3.10)
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em que i é o menor inteiro que satisfaz esta equação.

Dividindo esta expressão por V0, considerando as denominações anterior-
mente definidas, podemos reescrevê-la como:

ea = e0 + δ[cos(φ0)− cos(φ0 + i∆φa)] > 1. (3.11)

Quando a part́ıcula escapa da região a, sua energia cinética é dada por:

Kb = Ea − V0, (3.12)

e se move a velocidade:

Kb =
1

2
mv2

b ⇒ vb =

√
2Kb

m
. (3.13)

O intervalo de tempo que a part́ıcula leva para chegar a outra parede é
dado por:

∆tb =
b√

2
m

(E1 − V0)
. (3.14)

Analogamente ao caso de ∆φa, multiplicamos e dividimos esta expressão
por 2πω e na raiz, por V0 e denominamos:

• ω∆tb = ∆φb;

• E1

V0
= e1;

• b
a

= r;

• Nc = ωa
2π

√
m

2V0
,

e podemos reescrever a expressão da seguinte forma:

∆φb =
2πNcr√
e1 − 1

. (3.15)

Para medir o tempo, é conveniente fazê-lo em termos do peŕıodo de os-
cilações da parede móvel:
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tn+1 = tn + i∆ta + ∆tb,

⇒ ωtn+1 = ωtn + iω∆ta + ω∆tb,

⇒ φn+1 = φn + i∆φa + ∆φb. (3.16)

Dessa forma, o mapeamento é dado por [37]:

T :

{
en+1 = en + δ[cos(φn + i∆φa)− cos(φn)]
φn+1 = [φn + i∆φa + ∆φb] mod (2π)

, (3.17)

em que o parâmetro δ ∈ [0, 1] define a amplitude de oscilação do poço, o
parâmetro Nc corresponde ao número de oscilações que o poço de potencial
completa no intervalo de tempo em que a part́ıcula percorre a distância a.
A variável i é o menor número inteiro que satisfaz a equação en + δ[cos(φn +
i∆φa)− cos(φn)] > 1.

Na Figura 3.2, o espaço de fases do poço de potencial é apresentado
considerando os parâmetros r = 1, δ = 0, 5 e Nc = 33, 18. Ele exibe a
coexistência de ilhas de periodicidade e mar de caos. A curva em vermelho
representa a primeira curva invariante do tipo spanning, ou seja, a curva
de menor energia que confina o mar de caos superiormente. Inferiormente, o
mar de caos é delimitado pela energia mı́nima necessária para que a part́ıcula
escape do poço, ou seja, emin = 1. Dessa forma, o mar de caos está confinado
no intervalo e ∈ [1, efisc]. Em outras palavras, as curvas de menor energia e
a spanning funcionam como barreiras que impedem o fluxo de part́ıculas.

A matriz Jacobiana é dada por:

det J =

[
∂en+1

∂en

∂en+1

∂φn
∂φn+1

∂en

∂φn+1

∂φn

]
(3.18)

em que os seus elementos são dados por:

• ∂en+1

∂en
= 1− iδsen (φn + i∆φa)

∂∆φa
∂en

,

• ∂en+1

∂φn
= δ

[
−sen (φn + i∆φa)− isen (φn + i∆φa)

∂∆φa
∂φn

+ sen (φn)
]
,
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Figura 3.2: Espaço de fases do poço de potencial com os parâmetros r = 1,
δ = 0, 5 e Nc = 33, 18. A curva em vermelho identifica a primeira curva
invariante spanning, efisc, que delimita o mar de caos superiormente.

• ∂φn+1

∂en
= i∂∆φa

∂en
+ ∂∆φb

∂en
,

• ∂φn+1

∂φn
= 1 + i∂∆φa

∂φn
+ ∂∆φb

∂φn
.

Os cálculos dos elementos e do determinante da matriz Jacobiana são
apresentados no Apêndice B. Destes cálculos, obtemos que:

detJ = 1, (3.19)

o que quer dizer que o espaço de fases preserva área, segundo o Teorema de
Liouville [9].
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3.2 Localização das curvas invariantes span-

ning e propriedades de escala

A localização das primeiras curvas invariantes do tipo spanning depende
dos parâmetros de controle do mapeamento e é obtida numericamente. O
eixo de φ ∈ [0, 2π] foi dividido em 100 intervalos iguais e armazenamos o
maior valor atingido pela energia em cada um desses subintervalos após 104

iterações de uma única órbita. A Figura 3.3 apresenta as primeiras curvas
invariantes considerando os parâmetros r = 1, δ = 0, 5 e diferentes valores
de Nc.

0 1 2 3 4 5 6

φ

8

10

12

14

16

e

N
c
=9

N
c
=10

N
c
=20

r = 1, δ = 0.5

Figura 3.3: Gráfico das curvas invariantes para diferentes valores do
parâmetro Nc considerando r = 1 e δ = 0, 5.

O observável que identifica a difusão caótica é dado por:

erms =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

e2
i (n), (3.20)

em que M define o ensemble de condições iniciais φ0 ∈ [0, 2π].
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Figura 3.4: Gráfico do comportamento t́ıpico de erms em função de n para
diferentes valores do parâmetro Nc.

O comportamento t́ıpico de erms em função de n é apresentado na Figura
3.4. Podemos notar um crescimento das curvas de erms quando n é pequeno
e uma saturação para valores grandes de n. A mudança de crescimento para
saturação ocorre no número de iterações de crossover nx. A partir desta
Figura, podemos propor as seguintes hipóteses de escala [38]:

i) Para valores de n << nx:

erms(n) ∝ nβ, (3.21)

β é o expoente de crescimento;

ii) Para valores de n >> nx:

erms(n) ∝ Nα
c , (3.22)
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α é o expoente de saturação.

iii) O número de crossover nx:

nx ∝ N z
c , (3.23)

z é o expoente dinâmico.

O procedimento para obter a relação entre os expoentes cŕıticos a partir
de uma função homogênea generalizada é análogo ao apresentado no Caṕıtulo
2. Assim, obtemos que a Lei de Escala é escrita como:

z =
α

β
. (3.24)

3.3 Equação da difusão e solução anaĺıtica

A equação da difusão é dada por [29]:

∂P (e, n)

∂n
= D

∂2P (e, n)

∂e2
, (3.25)

em que P (e, n) é a probabilidade de encontrar uma part́ıcula com energia e
em um instante n.

O coeficiente da difusão é determinado pela expressão [34]:

D =
〈∆e2〉

2
=
e2
n+1 − e2

n

2
. (3.26)

Assim, podemos determiná-lo considerando a primeira equação do mape-
amento (3.17), analogamente ao Caṕıtulo anterior. E obtemos:

D =
δ2

2
. (3.27)

Como as curvas de energia mı́nima, emin = 1, e a spanning de menor
energia, efisc, confinam o mar de caos, devemos ter como condições de con-
torno:
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∂P

∂e

∣∣∣∣∣
e=efisc

= 0, (3.28)

∂P

∂e

∣∣∣∣∣
e=1

= 0. (3.29)

No tempo inicial, todas as energias iniciais estão localizados em e = e0

com emin < e0 < efisc e a probabilidade deve satisfazer a função delta de
Dirac:

P (e, 0) = δ(e− e0). (3.30)

A técnica utilizada para obter a solução da equação da difusão é via
separação de variáveis:

P (e, n) = E(e)N(n), (3.31)

em que E(e) é uma função dependente apenas da variável e e N(n) depende
apenas de n. Assim:

∂P

∂n
=
dN

dn
E; (3.32)

∂P

∂e
= N

dE

de
⇒ ∂2P

∂e2
= N

d2E

de2
. (3.33)

Levando estas expressões na equação da difusão, obtemos:

dN

dn
E = DN

d2E

de2
,

1

DN

dN

dn
=

1

E

d2E

de2
= −â2, (3.34)

em que â ∈ R. Desta forma, temos duas equações diferenciais ordinárias:

1

N

dN

dn
= −Dâ2, (3.35)
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d2E

de2
= −â2E. (3.36)

Resolvendo a equação (3.35), obtemos:

N(n)∫
N0

1

N
dN =

n∫
0

−â2Ddn⇒ ln

(
N(n)

N0

)
= −â2Dn,

⇒ N(n) = N0e
−â2Dn.

Para determinar a solução da segunda equação, (3.36), consideramos
E(e) = Aeλe. Dessa forma, as primeira e segunda derivadas são:

dE

de
= Aλeλe, (3.37)

d2E

de2
= Aλ2eλe. (3.38)

Substituindo estas expressões em (3.36), temos:

Aλ2eλe = −â2Aeλe ⇒ λ2 = −â2,

⇒ λ = ±iâ.

Assim, a solução para E(e) é escrita como:

E(e) = Aeiâe +Be−iâe. (3.39)

Utilizando a relação de Euler e reagrupando os termos, temos:

E(e) = A[cos(âe) + isen(âe)] +B[cos(âe)− isen(âe)],

⇒ E(e) = (A+B) cos(âe) + i(A−B)sen(âe). (3.40)

Considerando A = ã
2
−i b̃

2
eB = ã

2
+i b̃

2
, temos que A+B = ã e A−B = −ib̃,

com ã e b̃ constantes, e podemos reescrever E(e) da seguinte forma:
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E(e) = ã cos(âe) + b̃sen(âe). (3.41)

Aplicando as condições de contorno:

1)

∂E

∂e

∣∣∣∣∣
e=efisc

= −âãsen(âefisc) + âb̃ cos(âefisc) = 0,

⇒ ã

b̃
=

cos(âefisc)

sen(âefisc)
. (3.42)

2)

∂E

∂e

∣∣∣∣∣
e=1

= −âãsen(â) + âb̃ cos(â) = 0,

⇒ ã

b̃
=

cos(â)

sen(â)
. (3.43)

Igualando (3.42) e (3.43), obtemos:

cos(âefisc)

sen(âefisc)
=

cos(â)

sen(â)
,

⇒ âefisc = â+ kπ,

⇒ â =
kπ

(efisc − 1)
, k = 0, 1, 2, .... (3.44)

Para o caso em que k = 0, tratamos separadamente. Quando k = 0,
â = 0. Logo:

1)dN
dn

= 0⇒ N(n) = Ñ0, em que Ñ0 é constante;

2) d2E
de2

= 0 ⇒ dE
de

= E0 ⇒ E(e) = E0e + E1, em que E0 e E1 são
constantes.

Dáı, temos que:

P (e, n) = Ñ0(E0e+ E1). (3.45)
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Aplicando as condições de contorno:

∂P

∂e

∣∣∣∣∣
e=

 efisc
1

= Ñ0E0 = 0⇒ E0 = 0. (3.46)

Dessa forma, uma solução para a equação da difusão seria:

P (e, n) = Ñ0E1+
∞∑
k=1

[
ãkN0 cos

(
kπe

efisc − 1

)
+ b̃kN0 sen

(
kπe

efisc − 1

)]
e
− k2π2Dn

(efisc−1)2 ,

⇒ P (e, n) = a0 +
∞∑
k=1

[
ak cos

(
kπe

efisc − 1

)
+ bk sen

(
kπe

efisc − 1

)]
e
− k2π2Dn

(efisc−1)2 ,

(3.47)

em que a0 = Ñ0E1, ak = ãkN0 e bk = b̃kN0

Considerando a probabilidade nas condições iniciais, temos:

P (e, 0) = a0 +
∞∑
k=1

[
ak cos

(
kπe

efisc − 1

)
+ bk sen

(
kπe

efisc − 1

)]
,

= δ(e− e0). (3.48)

A função delta de Dirac pode ser escrita como [17]:

δ(x− a) =
1

2L

∞∑
k=−∞

eik(x−a),

=
1

2L

∞∑
k=−∞

cos[k(x− a)] + isen[k(x− a)]. (3.49)

Como a função seno é ı́mpar, o somatório de termos negativos anulam os
positivos. Logo:
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δ(x− a) =
1

2L

{
2
∞∑
k=1

cos[k(x− a)] + 1

}
. (3.50)

Fazendo x = πe
efisc−1

, a = πe0
efisc−1

, L = efisc − 1, então, temos que:

δ(e− e0) =
1

2(efisc − 1)
+

1

efisc − 1

∞∑
k=1

cos

[
kπ(e− e0)

efisc − 1

]
,

=
1

2(efisc − 1)
+

1

efisc − 1

∞∑
k=1

[
cos

(
kπe

efisc − 1

)
cos

(
kπe0

efisc − 1

)
+

+ sen

(
kπe

efisc − 1

)
sen

(
kπe0

efisc − 1

)]
. (3.51)

Aplicando, agora, a condição inicial na expressão da probabilidade, temos
que P (e, 0) = δ(e− e0), logo:

a0+
∞∑
k=1

[
ak cos

(
kπe

efisc − 1

)
+ bk sen

(
kπe

efisc − 1

)]
=

1

2(efisc − 1)
+

1

efisc − 1
×

×
∞∑
k=1

[
cos

(
kπe

efisc − 1

)
cos

(
kπe0

efisc − 1

)
+ sen

(
kπe

efisc − 1

)
sen

(
kπe0

efisc − 1

)]
.

(3.52)

Comparando termo a termo, temos:

a0 =
1

2(efisc − 1)
, ak =

1

efisc − 1
cos

(
kπe0

efisc − 1

)
, bk =

1

efisc − 1
sen

(
kπe0

efisc − 1

)
.

(3.53)

Assim, a probabilidade é:

P (e, n) =
1

2(efisc − 1)
+

1

efisc − 1

∞∑
k=1

[
cos

(
kπe

efisc − 1

)
cos

(
kπe0

efisc − 1

)
+

+ sen

(
kπe

efisc − 1

)
sen

(
kπe0

efisc − 1

)]
e
− k2π2Dn

(efisc−1)2

(3.54)
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Os cálculos dos observáveis médios são apresentados no Apêndice C. Des-
tes cálculos, temos que:

1) e =
efisc∫
1

eP (e, n)de,

=
e2
fisc − 1

4(efisc − 1)
+
∞∑
k=1

e
− k2π2Dn

(efisc−1)2

kπ

{
cos

(
kπe0

efisc − 1

){
efisc sen

(
kπefisc
efisc − 1

)
− sen

(
kπ

efisc − 1

)

+

(
efisc − 1

kπ

)[
cos

(
kπefisc
efisc − 1

)
− cos

(
kπ

efisc − 1

)]}
+

+ sen

(
kπe0

efisc − 1

){
−efisc cos

(
kπefisc
efisc − 1

)
+ cos

(
kπ

efisc − 1

)
+

+

(
efisc − 1

kπ

)[
sen

(
kπefisc
efisc − 1

)
− sen

(
kπ

efisc − 1

)]}}
.

2) e2 =
efisc∫
1

e2P (e, n)de,

=
e3
fisc − 1

6(efisc − 1)
+
∞∑
k=1

e
− k2π2Dn

(efisc−1)2

kπ

{
cos

(
kπe0

efisc − 1

){
e2
fisc sen

(
kπefisc
efisc − 1

)
− sen

(
kπ

efisc − 1

)
−

−2

(
efisc − 1

kπ

)[
−efisc cos

(
kπefisc
efisc − 1

)
+ cos

(
kπ

efisc − 1

)
+

+

(
efisc − 1

kπ

)[
sen

(
kπefisc
efisc − 1

)
− sen

(
kπ

efisc − 1

)]]}
+ sen

(
kπe0

efisc − 1

){
−e2

fisc cos

(
kπefisc
efisc − 1

)
+ cos

(
kπ

efisc − 1

)
+

+2

(
efisc − 1

kπ

)[
efisc sen

(
kπefisc
efisc − 1

)
− sen

(
kπ

efisc − 1

)
+

+

(
efisc − 1

kπ

)[
cos

(
kπefisc
efisc − 1

)
− cos

(
kπ

efisc − 1

)]]}}
.

(3.55)

O observável de interesse de investigação é erms(n) =
√
e2(n). Substi-

tuindo a expressão (3.55), obtemos que:
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erms(n) =

√√√√√ e3
fisc − 1

6(efisc − 1)
+
∞∑
k=1

e
− k2π2Dn

(efisc−1)2

kπ
Sk, (3.56)

em que denotamos por Sk os termos entre chaves. A Figura 3.5 apresenta os
gráficos dos resultados obtidos por simulações numéricas, representados pelos
śımbolos, e os resultados anaĺıticos, representados pelas linhas cont́ınuas,
para diferentes valores do parâmetro Nc.
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Figura 3.5: Gráfico de erms em função de n para diferentes valores do
parâmetro Nc, δ = 0, 5 e r = 1. As linhas cont́ınuas representam os resulta-
dos anaĺıticos enquanto os śımbolos representam os resultados de simulações
numéricas.

Façamos, agora, a análise dos casos limites.

i) Quando n é pequeno, devemos considerar a expansão do termo expo-
nencial em séries de Taylor até primeira ordem e consideramos k = 1:
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Figura 3.6: Colapso das curvas apresentadas na Figura 3.5.

e
− π2Dn

(efisc−1)2 ' 1− π2Dn

(efisc − 1)2
. (3.57)

Assim:

erms =

√
e3
fisc − 1

6(efisc − 1
) +

1

π

[
1− π2Dn

(efisc − 1)2

]
S1,

⇒ erms =

√
e3
fisc − 1

6(efisc − 1)
+
S1

π
− πS1Dn

(efisc − 1)2
, (3.58)

⇒ erms ∝ n1/2. (3.59)

Comparando com a primeira hipótese de escala, equação (3.21), obtemos
o valor do expoente β = 1

2
.

ii) No limite em que n→∞, temos que:
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esat = lim
n→∞

erms =

√
e3
fisc − 1

6(efisc − 1)
. (3.60)

Quando efisc >> 1, temos que:

lim
n→∞

erms ∼=
efisc√

6
∝ Nα

c√
6
. (3.61)

Comparando com a segunda hipótese de escala, equação (3.22), temos que
esat ∝ Nα

c . O valor para α é obtido numericamente e é aproximadamente
0, 63 ∼= 2/3, conforme a Figura 3.7, o que está de acordo com [36].
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Figura 3.7: Gráfico de efisc em função de Nc considerando r = 1 e (a)
δ = 0, 5, (b) δ = 0, 25 e (c) δ = 0, 1.

iii) O número de crossover nx é determinado pela igualdade das expressões
de esat e erms, dadas por (3.60) e (3.58), respectivamente. Logo:√

e3
fisc − 1

6(efisc − 1)
=

√
e3
fisc − 1

6(efisc − 1)
+
S1

π
− πS1Dnx

(efisc − 1)2
,
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⇒ S1

π
=

πS1Dnx
(efisc − 1)2

,

⇒ nx =
(efisc − 1)2

π2D
. (3.62)

Comparando com a terceira hipótese de escala, dada pela equação (3.23),
e sabendo que efisc ∝ Nα

c , obtemos o expoente z = 4/3 [38], o que condiz
com a Lei de Escala (3.24).

Estes resultados são condizentes com os apresentados em [39] da teoria
de escala. E foram publicados no periódico Physics Letters A [32].
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Caṕıtulo 4

Difusão Caótica no Mapa
Padrão Dissipativo

Neste caṕıtulo, apresentamos o Mapa Padrão Dissipativo, suas propri-
edades dinâmicas e uma descrição anaĺıtica do comportamento da difusão
caótica no espaço de fases, a partir da Equação da Difusão. O modelo é des-
crito pelas variáveis ângulo, θ, e ação, I, e pelos parâmetros κ, que controla
a intensidade da dissipação, e ε, que controla a intensidade da não lineari-
dade do sistema. Das equações que descrevem o mapeamento, obtemos a
expressão da solução da Equação da Difusão e fazemos o comparativo entre
os resultados obtidos numericamente e analiticamente.

4.1 O mapeamento e suas propriedades

O mapeamento é dado da forma:

T :

{
In+1 = (1− κ)In + ε sen(θn)
θn+1 = (θn + In+1) mod (2π)

, (4.1)

em que κ ∈ [0, 1] é o parâmetro que controla a intensidade da dissipação
no sistema e ε é o parâmetro que controla a não linearidade do sistema.
Quando κ = 0, recuperamos o Mapa Padrão ou Mapa de Chirikov-Taylor
[9]. A Figura 4.1 (a) mostra o esboço do espaço de fases do Mapa Padrão
Dissipativo considerando κ = 10−3 e ε = 100 enquanto (b) apresenta a
distribuição normalizada da probabilidade do atrator caótico apresentado
em (a).
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Figura 4.1: (a) Espaço de fases do mapa padrão dissipativo com os
parâmetros κ = 10−3 e ε = 100, (b) distribuição normalizada da probabi-
lidade do atrator caótico apresentado em (a).

A matriz Jacobiana é dada por:

J =

[
∂In+1

∂In

∂In+1

∂θn
∂θn+1

∂In

∂θn+1

∂θn

]
, (4.2)

em que os seus elementos são dados por:

• ∂In+1

∂In
= 1− κ,

• ∂In+1

∂θn
= ε cos(θn),

• ∂θn+1

∂In
= 1− κ,

• ∂θn+1

∂θn
= 1 + ε cos(θn).
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Assim, o determinante da matriz Jacobiana é:

detJ =
∂In+1

∂In

∂θn+1

∂θn
− ∂In+1

∂θn

∂θn+1

∂In
,

⇒ detJ = (1− κ)(1 + ε cos(θn))− (1− κ)ε cos(θn),

⇒ detJ = 1− κ. (4.3)

Quando κ = 0, o determinante da matriz Jacobiana é igual a 1 e, pelo
Teorema de Liouville [9], há preservação de área no espaço de fases. Quando
κ 6= 0, este Teorema é violado e o sistema apresenta atratores no espaço de
fases, como podemos ver na Figura 4.2.

Figura 4.2: Espaço de fases do Mapa Padrão: (a) conservativo, κ = 0 e
ε = 0, 9 e (b) dissipativo, κ 6= 0 e ε = 102.
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4.2 Propriedades de escala

O observável que identifica a difusão caótica é dado por:

Irms(n) =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

1

n

n∑
j=1

I2
i,j, (4.4)

em que o primeiro somatório, em M , corresponde à média no ensemble de
condições iniciais e o segundo, em n, à média na órbita. O comportamento
de Irms em função de n é mostrado na figura 4.3, em que podemos notar ini-
cialmente um crescimento e, após atingir o número de iteração de crossover,
as curvas saturam.
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Figura 4.3: Gráfico do comportamento t́ıpico de Irms em função de n com
diferentes valores de κ e ε.

56



A partir deste gráfico, podemos propor as seguintes hipóteses de escala:

i) Para n << nx:

Irms(n) ∝ (nε2)β, (4.5)

em que β é o expoente de aceleração;

ii) Para n >> nx:

Isat(n) ∝ εα1κα2 , (4.6)

em que α1 e α2 são os expoentes de saturação;

iii) O número de crossover nx:

nx ∝ εz1κz2 , (4.7)

em que z1 e z2 são os expoentes dinâmicos.

O procedimento para obter a relação entre os expoentes cŕıticos pela
função homogênea generalizada é análogo ao apresentado no Caṕıtulo 2.
Deste procedimento, obtemos as seguintes Leis de Escala:

z1 =
α1

β
− 2, (4.8)

z2 =
α2

β
. (4.9)

4.3 Equação da difusão e solução anaĺıtica

A equação da difusão é dada por:

∂P (I, n)

∂n
= D

∂2P (I, n)

∂I2
, (4.10)

em que P (I, n) é a densidade de probabilidade de encontrar uma part́ıcula
com uma determinada ação I em um instante n.
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Com a introdução de dissipação no sistema, o espaço de fases apre-
senta atratores e a difusão ilimitada é suprimida. Dessa forma, temos como
condições de contorno:

lim
I→±∞

P (I, n) = 0 (4.11)

com as condições iniciais:

P (I, 0) = δ(I − I0). (4.12)

O coeficiente da difusão é dado por [34]:

D =
〈∆I2〉

2
=
I2
n+1 − I2

n

2
. (4.13)

Para determinar a expressão de D, consideremos a primeira equação do
mapeamento (4.1) e a elevemos ao quadrado:

I2
n+1 = (1− κ)2I2

n + ε2 sen2(θn) + 2(1− κ)εIn sen(θn). (4.14)

Assumindo independência estat́ıstica entre I e θ, obtemos, ao tomar a
média em θ ∈ [0, 2π]:

I2
n+1 = I2

n + (κ2 − 2κ)I2
n +

ε2

2
,

⇒ I2
n+1 − I2

n = (κ2 − 2κ)I2
n +

ε2

2
= 2D. (4.15)

Aproximando a equação de diferenças pela equação diferencial, temos:

I2
n+1 − I2

n =
I2
n+1 − I2

n

(n+ 1)− n
' dI2

dn
. (4.16)

Dessa forma:

dI2

dn
= (κ2 − 2κ)I2 +

ε2

2
,
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⇒
I2(n)∫
I20

1

(κ2 − 2κ)I2 + ε2

2

dI2 =

n∫
0

dn. (4.17)

Fazendo a mudança de variável:

u = (κ2 − 2κ)I2 +
ε2

2
⇒ du = (κ2 − 2κ)dI2 (4.18)

e, também, a mudança de intervalo de integração:{
I2 = I2

0 ⇒ u0 = (κ2 − 2κ)I2
0 + ε2

2

I2 = I2(n) ⇒ u(n) = (κ2 − 2κ)I2(n) + ε2

2

, (4.19)

temos que:

u(n)∫
u0

1

(κ2 − 2κ)u
du = n,

⇒ ln

(
u(n)

u0

)
= (κ2 − 2κ)n,

⇒ u(n) = u0e
(κ2−2κ)n,

⇒ (κ2 − 2κ)I2(n) +
ε2

2
=

[
(κ2 − 2κ)I2

0 +
ε2

2

]
e(κ2−2κ)n,

⇒ I2(n) =

[
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

]
e(κ2−2κ)n − ε2

2(κ2 − 2κ)
. (4.20)

Precisamos, agora, tomar a média na órbita, ou seja, em n . Notemos que
a dependência nesta variável está somente na função exponencial. Então:

〈I2(n)〉 =
1

n+ 1

n∑
i=0

I2(i),

⇒ 〈I2(n)〉 =
1

n+ 1

n∑
i=0

{[
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

]
e(κ2−2κ)i − ε2

2(κ2 − 2κ)

}
,
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⇒ 〈I2(n)〉 = − ε2

2(κ2 − 2κ)
+

(
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

)
1

n+ 1
×

×[1 + e(κ2−2κ) + e2(κ2−2κ) + ...+ en(κ2−2κ)] (4.21)

Denotando o termo entre colchetes por S:

S = 1 + e(κ2−2κ) + e2(κ2−2κ) + ...+ en(κ2−2κ), (4.22)

multiplicando por e(κ2−2κ):

Se(κ2−2κ) = e(κ2−2κ) + e2(κ2−2κ) + ...+ e(n+1)(κ2−2κ), (4.23)

e subtraindo (4.23) de (4.22):

S − Se(κ2−2κ) = S(1− (κ− 2κ)) = 1− e(n+1)(κ2−2κ),

S =
1− e(n+1)(κ2−2κ)

1− e(κ2−2κ)
. (4.24)

Com esta expressão, podemos reescrever 〈I2(n)〉 da seguinte forma:

〈I2(n)〉 = − ε2

2(κ2 − 2κ)
+

(
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

)
1

n+ 1

(
1− e(n+1)(κ2−2κ)

1− e(κ2−2κ)

)
.

(4.25)

Substituindo esta expressão na expressão do coeficiente da difusão D,
(4.15), temos:

D(n) =
(κ2 − 2κ)

2
〈I2(n)〉+

ε2

4
,

⇒ D(n) = −ε
2

4
+

(κ2 − 2κ)

2(n+ 1)

(
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

)(
1− e(n+1)(κ2−2κ)

1− e(κ2−2κ)

)
+
ε2

4
,

⇒ D(n) =
(κ2 − 2κ)

2(n+ 1)

(
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

)(
1− e(n+1)(κ2−2κ)

1− e(κ2−2κ)

)
. (4.26)
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Podemos notar aqui que, diferentemente dos Caṕıtulos anteriores, além de
depender dos parâmetros do mapeamento, o coeficiente da difusão depende
da iteração n, ou seja, não é constante. Embora tenha essa essa dependência
em relação a n, a variação de D é muito pequena do instante n para n + 1.
Assim, podemos aproximá-lo de uma constante, D(n) ≈ D. Uma vez obtida
a solução da equação da difusão, a expressão de D(n) dada por (4.26) é
incorporada a ela.

Uma técnica para obter a expressão de P (I, n) é a transformada de Fou-
rier, uma vez que [17]:

∞∫
−∞

P (I, n)dI = 1, (4.27)

que é a condição de normalização da probabilidade.

Podemos definir a função:

R(k, n) = F{P (I, n)} =
1√
2π

∞∫
−∞

P (I, n)eikIdI. (4.28)

Diferenciando em n, temos:

∂R(k, n)

∂n
=

1√
2π

∞∫
−∞

∂P (I, n)

∂n
eikIdI. (4.29)

Sabemos que a transformada de Fourier obedece à propriedade [40]:

F
{
∂2P

∂I2

}
= −k2R(k, n), (4.30)

o que permite dizer que R(k, n) satisfaz a seguinte equação diferencial or-
dinária:

∂R(k, n)

∂n
= −Dk2R(k, n), (4.31)

cuja solução é escrita como:
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dR

R
= −Dk2dn,

⇒ R(k, n) = R(k, 0)e−Dk
2n. (4.32)

Pela condição inicial, temos que:

R(k, 0) = F{δ(I − I0)} =
1√
2π
eikI0 . (4.33)

Sendo assim:

R(k, n) =
1√
2π
eikI0e−Dk

2n. (4.34)

Devemos, agora, fazer a transformada inversa, ou seja:

P (I, n) = F−1{R(k, n)} =
1√
2π

∞∫
−∞

R(k, n)e−ikIdk,

⇒ P (I, n) =
1√

4πDn
e−

(I−I0)
2

4Dn . (4.35)

Esta é a solução da equação da difusão e satisfaz as condições de contorno
e a condição inicial. Satisfaz a condição de contorno, pois aplicando o limite
em que I → ±∞, a exponencial tende a zero, o que leva a densidade P (I, n)
a zero. E satisfaz a condição inicial, uma vez que P (I, 0) = δ(I − I0). Se
I 6= I0, δ(I − I0) = 0, já que n = 0. Se I = I0, P (I, 0) → ∞, já que a
exponencial vai a zero.

O observável médio de interesse de estudo é:

I2(n) =

∞∫
−∞

I2P (I, n)dI,

⇒ I2(n) =

∞∫
−∞

I2 1√
4πDn

e−
(I−I0)

2

4Dn dI,
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⇒ I2(n) =
1√

4πDn

∞∫
−∞

I2e−
(I−I0)

2

4Dn dI,

⇒ I2(n) =
1√

4πDn

[√
πDn(2Dn+ I2

0 )erf

(
I − I0

2
√
Dn

)
− 2Dn(I + I0)e−

(I−I0)
2

4Dn

] ∣∣∣∣∣
∞

−∞

,

⇒ I2(n) = 2Dn+ I2
0 . (4.36)

Logo:

Irms =

√
I2(n) =

√
2Dn+ I2

0 . (4.37)

Substituindo a expressão de D, dada pela equação (4.26), a expressão de
Irms é reescrita como:

Irms =

√
n(κ2 − 2κ)

(n+ 1)

(
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

)(
1− e(n+1)(κ2−2κ)

1− e(κ2−2κ)

)
+ I2

0 . (4.38)

A Figura 4.4 apresenta os gráficos de Irms em função de n e comparamos os
resultados obtidos analiticamente, representados pelas linhas cont́ınuas, e por
simulações numéricas, representadas pelos śımbolos. A Figura 4.5 apresenta
o colapso das curvas apresentadas em (4.4) numa curva universal através da
transformação n→ n/(εz1κz2) e Irms → Irms/(ε

α1κα2).

Analisemos, agora, os casos limites.

i) Quando n = 0, temos que:

Irms(0) =
√
I2

0 = I0; (4.39)

ii) No limite em que n→∞, temos que:
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Figura 4.4: Gráfico de Irms em função de n para diferentes valores de κ e ε.
Os śımbolos representam as simulações numéricas e as linhas cont́ınuas, os
resultados anaĺıticos.

lim
n→∞

e(n+1)(κ2−2κ) → 0,

uma vez que κ2 − 2κ < 0 e também:

lim
n→∞

n

n+ 1
= lim

n→∞

1

1 + 1
n

= 1.

Dessa forma:

Isat =

√
I2

0 + (κ2 − 2κ)
1

1− e(κ2−2κ)

(
I2

0 +
ε2

2(κ2 − 2κ)

)
. (4.40)
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Figura 4.5: Colapso das curvas apresentadas em (4.4).

Fazendo a expansão em séries de Taylor até primeira ordem de 1−e(κ2−2κ):

1− e(κ2−2κ) ' κ2 − 2κ,

temos que:

Isat =

√
I2

0 + (κ2 − 2κ)
1

κ2 − 2κ

(
I2

0 +
ε2

2κ(κ− 2)

)
,

⇒ Isat =

√
2I2

0 +
ε2

2κ(κ− 2)
,
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⇒ Isat '

√
ε2κ−1

2(κ− 2)
∝ εκ−1/2. (4.41)

Comparando com a segunda hipótese de escala, equação (4.6), temos que
α1 = 1 e α2 = −1

2
.

iii) No caso em que I0 ' 0 e n pequeno, temos que:

Irms '

√
n(κ2 − 2κ)

n+ 1

(
1− e(n+1)(κ2−2κ)

1− e(κ2−2κ)

)
ε2

2(κ2 − 2κ)
. (4.42)

Como n é pequeno:

1− e(n+1)(κ2−2κ) ' 1. (4.43)

Assim:

Irms '

√
nε2

2(n+ 1)

1

1− e(κ2−2κ)
,

⇒ Irms ∝ (nε2)1/2. (4.44)

Comparando com a primeira hipótese de escala, equação (4.5), obtemos
β = 1

2
.

iv) Quando 0 < I0 < Isat, o número de crossover n′x, iteração em que
ocorre a mudança do platô inicial para o crescimento, é obtido pela igualdade
das equações (4.39) e (4.44): √

I2
0 =

√
n′xε

2

2

⇒ n′x =
2I2

0

ε2
(4.45)
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v) Quando I0 ' 0, o número de crossover nx, iteração em que ocorre
a mudança de crescimento para a saturação, é obtido pela igualdade das
equações (4.41) e (4.44):

ε2κ−1

2(κ− 2)
=
ε2nx

2

⇒ nx =
κ−1

κ− 2
. (4.46)

Comparando com a terceira hipótese de escala, equação (4.7), obtemos
os expoentes z1 = 0 e z2 = −1.

vi) Quando consideramos I0 >>
ε2

2(κ2−2κ)
, a equação (4.38) se torna:

Irms =

√
I2

0e
(n+1)(κ2−2κ) + ε2

1− e(n+1)(κ2−2κ)

2κ(2− κ)
. (4.47)

Quando n é pequeno, Irms = I0e
(n+1)

(κ2−2κ)
2 , ou seja, temos um decai-

mento exponencial, enquanto para o estado estacionário Irms = ε√
2(2−κ)

κ−1/2.

Esse decaimento exponencial é apresentado na Figura 4.6, com valores de
parâmetros ε = 102, κ = 10−5 e condição inicial I0 = 105. O coeficiente de
inclinação obtido numericamente é igual a 4.054(1)×10−6, que é próximo ao

valor anaĺıtico κ(2−κ)
2
∼= 9.99995× 10−6.

Estes resultados foram publicados no periódico Europhysics Letters [33].
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Figura 4.6: Decaimento exponencial descrito pela equação (4.47) conside-
rando I0 = 105, ε = 102 e κ = 10−5.

68



Caṕıtulo 5

Difusão Caótica em um
Mapeamento Dissipativo

Neste caṕıtulo, apresentamos as propriedades dinâmicas de um Mapea-
mento Dissipativo descrito por duas variáveis dinâmicas, sendo elas ângulo
θ e ação I, e por três parâmetros de controle, δ, ε e γ. O parâmetro δ con-
trola a intensidade da dissipação, ε controla a intensidade da não linearidade
e γ > 0 é um parâmetro livre, que controla o comportamento de θ com a
variação de I. Das equações do mapeamento, obtemos a solução da Equação
da Difusão e analisamos os resultados numéricos e anaĺıticos.

5.1 O mapeamento e suas propriedades

O mapeamento estudado é dado por:{
In+1 = δIn − (1 + δ)ε sin(2πθn)
θn+1 = [θn + |In+1|γ] mod(1)

(5.1)

em que δ ∈ [0, 1] é o parâmetro de dissipação, ε é o parâmetro que controla
a intensidade da não linearidade e γ > 0 é um parâmetro livre. Para este
estudo, γ = 1. A Figura 5.1 apresenta o espaço de fases do mapeamento (5.1)
considerando os parâmetros com valores γ = 1, ε = 100 e valores diferentes
de δ sendo a) δ = 0, 99 e b) δ = 0, 999.

A matriz Jacobiana é dada por:

J =

[
∂In+1

∂In

∂In+1

∂θn
∂θn+1

∂In

∂θn+1

∂θn

]
(5.2)
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Figura 5.1: Espaço de fases do mapeamento (5.1) com os parâmetros γ = 1,
ε = 100 e a) δ = 0, 99 e b) δ = 0, 999.

em que seus elementos são dados por:

• ∂In+1

∂In
= δ;

• ∂In+1

∂θn
= −(1 + δ)ε2π cos(2πθn);

• ∂θn+1

∂In
= γδ|In+1|(γ−1)sign(In+1);

• ∂θn+1

∂θn
= 1− γ(1 + δ)ε2π cos(2πθn)|In+1|(γ−1)sign(In+1);
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em que sign(In+1) = 1, se In+1 > 0 ou sign(In+1) = −1, se In+1 < 0. O
determinante da matriz Jacobiana é:

detJ =
∂In+1

∂In

∂θn+1

∂θn
− ∂In+1

∂θn

∂θn+1

∂In
;

⇒ detJ = δ
[
1− γ(1 + δ)ε2π cos(2πθn)|In+1|(γ−1)sign(In+1)

]
−

[−(1 + δ)ε2π cos(2πθn)]γδ|In+1|(γ−1)sign(In+1);

⇒ detJ = δ. (5.3)

Quando δ = 1, pelo Teorema de Liouville, há preservação de área no
espaço de fases e possivelmente a difusão das part́ıculas é ilimitada. Quando
δ < 1, o Teorema é violado e o sistema exibe atratores no espaço de fases.

5.2 Propriedades de escala

O observável de interesse de estudo para a caracterização da difusão caótica
é dado por:

Irms =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

1

n+ 1

n∑
j=0

I2
i,j, (5.4)

em que M fornece a média no ensemble de condições iniciais e a média em n,
a média na órbita. O gráfico t́ıpico de Irms em função de n é apresentado na
Figura 5.2. A função apresenta um crescimento e, depois de atingir o número
de crossover, uma saturação.

A partir deste gráfico, podemos propor as seguintes hipóteses de escala
[41]:

• Para n << nx,
Irms ∝ (nε2)β, (5.5)

em que β é o expoente de aceleração;
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Figura 5.2: Gráfico de Irms em função de n considerando diferentes valores
dos parâmetros δ e ε, conforme mostrados na figura, e a condição inicial
I0 = 0, 1.

• Para n >> nx,
Isat ∝ (1− δ)α1εα2 , (5.6)

em que α1 e α2 são os expoentes de saturação;

• O número de iteração de crossover nx:

nx ∝ (1− δ)z1εz2 , (5.7)

em que z1 e z2 são expoentes dinâmicos.

O procedimento para obter a relação entre os expoentes cŕıticos pela
função homogênea generalizada é análogo ao apresentado no Caṕıtulo 2. As-
sim:
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z1 =
α1

β
, (5.8)

z2 =
α2

β
− 2. (5.9)

5.3 Equação da difusão e solução anaĺıtica

A equação da difusão é dada por:

∂P (I, n)

∂n
= D

∂2P (I, n)

∂I2
, (5.10)

em que D é o coeficiente da difusão e é definido como:

D =
I2
n+1 − I2

n

2
. (5.11)

Então, elevando ao quadrado a primeira equação de (5.1):

I2
n+1 = δ2I2

n + (1 + δ)2ε2 sin2(2πθn)− 2δ(1 + δ)ε sin(2πθn)In;

⇒ I2
n+1 − I2

n = (δ2 − 1)I2
n + (1 + δ)2ε2 sin2(2πθn)− 2δ(1 + δ)ε sin(2πθn)In.

Tomando a média de I e θ, considerando que são independentes estatis-
ticamente:

I2
n+1 − I2

n = (δ2 − 1)I2
n + (1 + δ)2 ε

2

2
; (5.12)

⇒
I2
n+1 − I2

n

2
=

(δ + 1)

2

{
(δ − 1)I2

n + (δ + 1)
ε2

2

}
. (5.13)

Podemos fazer a seguinte aproximação em (5.13):

I2
n+1 − I2

n =
I2
n+1 − I2

n

(n+ 1)− n
∼=
dI2

dn′
= 2D. (5.14)
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Assim, resolvendo esta EDO, obtemos:

(δ2 − 1)I2 + (1 + δ)2 ε
2

2
∼=
dI2

dn′
;

⇒
I(n)∫
I0

1

(δ2 − 1)I2 + (1 + δ)2 ε2

2

dI2 =

n∫
0

dn′.

Utilizando a substituição de variáveis, temos:

u = (δ2 − 1)I2 + (1 + δ)2 ε
2

2
⇒ du = (δ2 − 1)dI2.

{
u0 = (δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε2

2

u(n) = (δ2 − 1)I2(n) + (1 + δ)2 ε2

2

(5.15)

Logo:

u(n)∫
u0

1

u

1

(δ2 − 1)
du = n⇒ lnu

∣∣∣∣∣
u(n)

u0

= (δ2 − 1)n;

⇒ u(n) = u0e
(δ2−1)n

Ou seja:

(δ2 − 1)I2(n) + (1 + δ)2 ε
2

2
=

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
e(δ2−1)n;

⇒ (δ2 − 1)I2(n) =

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
e(δ2−1)n − (1 + δ)2 ε

2

2
;

⇒ I2(n) =

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
e(δ2−1)n

(δ2 − 1)
− (δ + 1)2

(δ2 − 1)

ε2

2
. (5.16)
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Pelas equações (5.12) e (5.14), temos que:

2D = (δ2 − 1)I2(n) + (1 + δ)2 ε
2

2
. (5.17)

Substituindo (5.16) em (5.17) e isolando D, obtemos:

D =
(δ2 − 1)

2

{[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
e(δ2−1)n

(δ2 − 1)
− (δ + 1)2

(δ2 − 1)

ε2

2

}
+(1+δ)2 ε

2

4
;

⇒ D =

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
e(δ2−1)n

2
− (1 + δ)2 ε

2

4
+ (1 + δ)2 ε

2

4
;

D =

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
e(δ2−1)n

2
. (5.18)

Precisamos, agora, calcular a média na órbita, ou seja, a média em n.
Podemos notar que a dependência desta variável está somente na função
exponencial. Dessa forma, podemos calcular a média da seguinte forma:

1

n+ 1

n∑
i=0

e(δ2−1)i =
1

n+ 1
[1 + e(δ2−1) + e2(δ2−1) + ...+ en(δ2−1)︸ ︷︷ ︸

s

].

Denotando o termo entre colchetes por s e multiplicando por e(δ2−1), ob-
temos:

se(δ2−1) = e(δ2−1) + e2(δ2−1) + ...+ e(n+1)(δ2−1). (5.19)

Subtraindo (5.19) de s, obtemos:

s− se(δ2−1) = s(1− e(δ2−1)) = 1− e(n+1)(δ2−1);

s =
1− e(n+1)(δ2−1)

1− e(δ2−1)
. (5.20)
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Utilizando (5.20) em (5.18), temos que a expressão para o coeficiente da
difusão D, neste caso, é dada por:

D =

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2 ε
2

2

]
1

2(n+ 1)

1− e(n+1)(δ2−1)

1− e(δ2−1)
. (5.21)

Neste caso, o coeficiente da difusão também não é constante. Ele de-
pende dos parâmetros de controle do mapeamento e do número de iteração
n. Analogamente ao Caṕıtulo anterior, uma vez que a variação de D é muito
pequena com a variação de instante de n para n+ 1, consideraremos D cons-
tante para obter a solução da equação da difusão e, então, a expressão obtida
em (5.21) é incorporada a ela.

A partir do espaço de fases, temos como condições de contorno:

lim
I→±∞

P (I, n) = 0. (5.22)

Uma das técnicas utilizadas para obter a expressão de P (I, n) é a trans-
formada de Fourier, uma vez que:

∞∫
−∞

P (I, n)dI = 1, (5.23)

que é a condição de normalização.

Podemos definir:

R(k, n) = F{P (I, n)} =
1√
2π

∞∫
−∞

P (I, n)eikIdI. (5.24)

Diferenciando em relação à variável n, obtemos:

∂R(k, n)

∂n
=

1√
2π

∞∫
−∞

∂P (I, n)

∂n
eikIdI. (5.25)

Segundo [40], a transformada de Fourier obedece à seguinte propriedade:
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F
{
∂2P

∂I2

}
= −k2R(k, n), (5.26)

o que permite dizer que R(k, n) satisfaz a EDO:

∂R(k, n)

∂n
= −D(n)k2R(k, n), (5.27)

cuja solução é escrita como:

dR

R
= −Dk2dn,

⇒ R(k, n) = R(k, 0)e−Dk
2n. (5.28)

Pela condição inicial, temos que:

R(k, 0) = F{δ(I − I0)} =
1√
2π
eikI0 . (5.29)

Logo:

R(k, n) =
1√
2π
eikI0e−Dk

2n. (5.30)

Aplicando a transformada inversa de Fourier, temos:

P (I, n) = F−1{R(k, n)} =
1√
2π

∞∫
−∞

R(k, n)e−ikIdk. (5.31)

Aplicando a equação (5.30) na equação (5.31), obtemos:

P (I, n) =
1√
2π

∞∫
−∞

1√
2π
eikI0e−Dk

2ne−ikIdk;

=
1√
4π2

∞∫
−∞

e−Dk
2n+ik(I0−I)dk;
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=
1√
4π2

∞∫
−∞

e
−
[
Dk2n+ik(I−I0)+

(I−I0)
2

4Dn
− (I−I0)

2

4Dn

]
dk;

=
1√
4π2

∞∫
−∞

e
−
{[√

Dnk+
i(I−I0)
2
√
Dn

]2
+

(I−I0)
2

4Dn

}
dk. (5.32)

Fazendo a mudança de variável:

x =
√
Dnk +

i(I − I0)

2
√
Dn

⇒ dx =
√
Dndk.

Assim, a equação (5.32) se torna:

P (I, n) =
1√
4π2

∞∫
−∞

e−x
2

e−
(I−I0)

2

4Dn
1√
Dn

dx;

=
1√

4π2Dn
e−

(I−I0)
2

4Dn

∞∫
−∞

e−x
2

dx;

=
1√

4π2Dn
e−

(I−I0)
2

4Dn
√
π;

⇒ P (I, n) =
1√

4πDn
e−

(I−I0)
2

4Dn , (5.33)

que satisfaz a condição inicial e as condições de contorno.

O observável de interesse é dado por:

I2(n) =

∞∫
−∞

I2P (I, n)dI;

=

∞∫
−∞

1√
4πDn

e−
(I−I0)

2

4Dn I2dI;

=
1√

4πDn

[
√
πDn(2Dn+ I2

0 )erf

(
I − I0

2
√
Dn

)
− 2Dn(I − I0)e−

(I−I0)
2

4Dn

∣∣∣∣∣
∞

−∞

]
;
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⇒ I2(n) = 2Dn+ I2
0 . (5.34)

Portanto:

Irms =

√
I2(n) =

√
I2

0 + 2D(n)n (5.35)

juntamente com a expressão do coeficiente da difusão (5.21), obtemos a ex-
pressão da ação quadrática média para o mapeamento (5.1):

Irms =

√
I2

0 +

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2
ε2

2

]
n

n+ 1

1− e(n+1)(δ2−1)

1− e(δ2−1)
(5.36)

Figura 5.3: Gráfico de Irms em função de n para diferentes valores da
condição inicial e do parâmetro δ com γ = 1 e ε = 100.

A Figura (5.3) apresenta o gráfico de Irms em função de n considerando
diferentes valores da condição inicial e do parâmetro δ com γ = 1 e ε = 100,
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Figura 5.4: Sobreposição das curvas de Irms em função de n apresentadas na
Figura 5.3.

sendo as linhas cont́ınuas representam os resultados anaĺıticos e os śımbolos,
os resultados numéricos. Essas curvas apresentam crescimento inicial e de-
pois uma saturação que depende do valor atribúıdo ao parâmetro δ. Para
valores elevados da condição inicial, a curva apresenta um decaimento inici-
almente e depois uma saturação. A Figura 5.4 apresenta o colapso das curvas
apresentadas na Figura 5.3 em uma única curva utilizando as transformações
Irms → Irms/(1− δ)α1εα2 e n→ n/(1− δ)z1εz2 .

Analisemos, agora, os casos limites:

i) Quando n = 0, temos que Irms = I0;

ii) No limite em que n→∞, temos que:

lim
n→∞

e(n+1)(δ2−1) = 0,

uma vez que δ2 − 1 < 0 e:

lim
n→∞

n

n+ 1
= lim

n→∞

1
1
n

+ 1
= 1,
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logo:

lim
n→∞

Irms =

√
I2

0 +

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2
ε2

2

]
1

1− e(δ2−1)
.

Fazendo a expansão em séries de Taylor do último denominador, temos
que 1− e(δ2−1) ∼= 1− (1 + (δ2 − 1)) = 1− δ2. Assim:

lim
n→∞

Irms ∼=

√
I2

0 +

[
(δ2 − 1)I2

0 + (1 + δ)2
ε2

2

]
1

1− δ2
;

=

√
I2

0 − I2
0 +

(1 + δ)2

(1− δ2)

ε2

2
;

=

√
1 + δ

1− δ
ε2

2

⇒ Isat ∝ ε(1− δ)−
1
2 . (5.37)

Comparando com a segunda hipótese de escala (5.6), temos que α1 = −1
2

e α2 = 1.

iii) Quando I0 ' 0 e n é pequeno:

Irms ∼=

√
(1 + δ)2

ε2

2

n

n+ 1

1− e(n+1)(δ2−1)

1− e(δ2−1)
;

⇒ Irms '
√
ε2n

2
' (ε2n)

1
2 . (5.38)

Comparando com a primeira hipótese de escala (5.5), temos que β = 1
2
.

iv) Quando I0 ' 0, o número de crossover nx é obtido pela igualdade das
equações (5.37) e (5.38): √

1 + δ

1− δ
ε2

2
=

√
ε2nx

2
;
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nx =
1 + δ

1− δ
;

nx ∝ (1− δ)−1. (5.39)

Comparando com a terceira hipótese de escala, dada pela equação (5.7),
temos que z1 = −1 e z2 = 0.

v)Quando 0 < I0 < Isat, o primeiro número de crossover n′x, iteração
em que a curva está inicialmente num platô e passa a crescer, é obtido da
igualdade das equações Irms(0) =

√
I2

0 e (5.38):√
I2

0 =

√
ε2n′x

2
;

⇒ I2
0 =

ε2n′x
2

;

⇒ n′x =
2I2

0

ε2
. (5.40)

vi) Para I2
0 >>

ε2

2
e n pequeno, a equação (5.36) se torna:

Irms =

√
I2

0 + (δ2 − 1)I2
0

n

n+ 1

1− e(n+1)(δ2−1)

1− e(δ2−1)
;

⇒ Irms '

√
I2

0 + (δ2 − 1)I2
0

1− e(n+1)(δ2−1)

(1− δ2)
;

⇒ Irms '
√
I2

0 [1− (1− e(n+1)(δ2−1))];

⇒ Irms ' I0e
(n+1)(δ2−1)

2 . (5.41)
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Figura 5.5: Decaimento exponencial de Irms em função de n para condições
iniciais altas e considerando ε = 100 e δ = 0, 99.

Este decaimento exponencial é apresentado na Figura 5.5. O coeficiente
de decaimento pode ser obtido analiticamente substituindo o valor de δ =

0, 99 na equação (5.40), ou seja, δ2−1
2

= (0,99)2−1
2

= −0, 00995, que é próximo
ao valor obtido pela simulação de −a = −0, 00976(1).
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Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

Apresentamos algumas propriedades dinâmicas de mapeamentos conser-
vativos e dissipativos. Apresentamos a solução anaĺıtica da Equação da Di-
fusão, considerando as condições de contorno de cada mapeamento. Ana-
lisamos os casos limites desses mapeamentos e os resultados anaĺıticos e os
resultados de simulações numéricas são condizentes entre si.

No Caṕıtulo 2, foram estudadas as propriedades dinâmicas e de escala
de uma famı́lia de mapeamentos Hamiltonianos. A localização das primeiras
curvas invariantes spanning, Ifisc, é obtida analiticamente com a conexão com
o Mapa Padrão. Com esta expressão, obtivemos a expressão da solução da
Equação da Difusão analiticamente pelo método da separação de variáveis e
estudamos os casos limites em que o número de iteração n era muito pequeno,
o número de iteração n era muito grande, n→∞, e a obtenção da expressão
anaĺıtica do número de crossover nx.

No Caṕıtulo 3, estudamos as propriedades dinâmicas e de escala do Poço
de Potencial dependente do tempo. Neste caso, a localização das primeiras
curvas invariantes spannig, efisc, é obtida por simulação numérica. Dessa
forma, para a obtenção da solução da Equação da Difusão, utilizamos o
valor médio de efisc. A solução anaĺıtica da Equação da Difusão foi obtida
pelo método da separação de variáveis e usando a representação da Função
Delta de Dirac.

No Caṕıtulo 4, apresentamos o Mapa Parão dissipativo e estudamos as
suas propriedades dinâmicas e de escala. Diferentemente dos Caṕıtulos an-
teriores, obtivemos o coeficiente da difusão não constante, dependendo, além
dos parâmetros do mapeamento, do número de iterações. A técnica utilizada
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para obter a solução anaĺıtica da Equação da Difusão foi a transformada de
Fourier, considerando o coeficiente da difusão constante, e, após a substi-
tuição da expressão de D(n) nessa solução, estudamos os casos limites do
mapeamento.

No Caṕıtulo 5, apresentamos, estudamos e analisamos as propriedades
dinâmicas e de escala outro mapeamento dissipativo. O procedimento foi
análogo ao utilizado para o Mapa Padrão Dissipativo, ou seja, utilizamos
o método da transformada de Fourier para obter a solução da Equação da
Difusão, também considerando o coeficiente da difusão constante e os casos
limites foram estudados com a expressão de D(n) na soluçãi da equação da
difusão.

Uma vez que a difusão utilizada para descrever a difusão caótica das
part́ıculas no mar de caos pode ser comparada à caminhada aleatória, pode-
mos utilizar a equação da difusão para descrever esse comportamento da di-
fusão caótica de forma anaĺıtica. As comparações destes resultados anaĺıticos
com as simulações numéricas podem ser observadas nas Figuras 2.5, 3.5, 4.4,
5.3. O bom acordo entre eles mostra que a abordagem utilizando a equação
da difusão é válida, sendo esta a nossa contribuição original e foram publi-
cados em [31, 32, 33].

Como perspectivas, pretendemos aplicar este formalismo de estudo da
difusão caótica apresentado em outros mapeamentos, tais como os bilhares
[2], além do estudo do Mapa Padrão dissipativo com valores pequenos para
o parâmetro de não linearidade ε.
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Apêndice A

Cálculo dos observáveis médios
do mapeamento (2.1)

Neste apêndice, calculamos os observáveis médios I e I2. Para tanto, foi
utilizado o método da integração por partes.

1) I =
Ifisc∫
−Ifisc

IP (I, n)dI,

=
I2

4Ifisc

∣∣∣∣∣
Ifisc

−Ifisc

+
1

Ifisc

∞∑
k=1

cos

(
kπI0

Ifisc

) Ifisc∫
−Ifisc

I cos

(
kπI

Ifisc

)
dI+

+ sen

(
kπI0

Ifisc

) Ifisc∫
−Ifisc

I sen

(
kπI

Ifisc

)
dI

 e− k2π2DnI2
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=
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fisc − I2
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4Ifisc
+

1

Ifisc

∞∑
k=1

{
cos

(
kπI0

Ifisc

)
×

×

I sen

(
kπI
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)
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kπ
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−Ifisc

−
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−Ifisc
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(
kπI

Ifisc

)
Ifisc
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Apêndice B

Determinante da matriz
Jacobiana para o Poço de
Potencial

Neste apêndice, calculamos os coeficientes e o determinante da matriz
Jacobiana para o poço de potencial.

Para calcular os coeficientes da matria jacobiana, precisamos calcular:

∂∆φa
∂en

= 2πNc

(
−1

2

)
1

[en − δ cos(φn)]3/2

= − πNc

[en − δ cos(φn)]3/2
, (B.1)

∂∆φa
∂φn

= 2πNcr

(
−1

2

)
δ sen(φn)

[en − δ cos(φn)]3/2

= − πNc δ

[en − δ cos(φn)]3/2
sen(φn), (B.2)

∂∆φb
∂en

= 2πNc r

(
−1

2

)
1

(en+1)3/2

∂en+1

∂en
,

= − πNc r

(en+1 − 1)3/2

∂en+1

∂en
, (B.3)
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∂∆φb
∂φn

= 2πNc r

(
−1

2

)
1

(en+1 − 1)3/2

∂en+1

∂en
,
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∂en+1

∂en
. (B.4)

O determinante da matriz Jacobiana é dado por:

det J =
∂en+1

∂en

∂φn+1

∂φn
− ∂en+1

∂φn

∂φn+1

∂en
. (B.5)

Utilizando as expressões dos coeficientes apresentados no Caṕıtulo 3 e
fazendo as substituições de (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4), temos que:
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iπ2N2

c δ
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Substituindo (B.6) e (B.7) na expressão (B.5), obtemos:

detJ = 1. (B.8)
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Apêndice C

Cálculo dos observáveis médios
do Poço de Potencial

Neste apêndice, calculamos os observáveis médios e e e2. Para isto, utili-
zamos o método da integração por partes.
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