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RESUMO

Dado um polinbmio quase homogéneo com singularidade isolada na
origem existe associado um polinbmio que depende apenas de seus pesos.
Motivados por um resultado que garante que dados dois polinbmios quase
homogéneos com singularidade isolada na origem, eles ttm 0s mesmos pesos
se, e somente se, 0s seus polinbmios associados sdo iguais, fizemos um
estudo destes polinbmios através das chamadas Formas de Seifert, que séo
formas sobre o grupo de homologia da fibra de Milnor associadas ao polinémio
inicial, definido pelo linking number de dois ciclos. Desenvolvemos a teoria
necessaria para mostrar que dados dois polinémios quase homogéneos com
singularidade isolada na origem, se suas Formas de Seifert forem equivalentes
sobre 0s numeros reais, entdo seus polindbmios associados sdo congruentes de
uma certa maneira. Ressaltamos que a reciproca deste resultado também é
valida e, portanto, existe uma condicdo necessaria e suficiente para que esses
polindbmios tenham Formas de Seifert reais equivalentes em termos de seus

pesos.

Palavras-chave: Polinbmios quase homogéneos. Fibra de Milnor. Formas de
Seifert.



ABSTRACT

Given a weighted homogeneous polynomials with isolated singularity at
the origin there is a polynomial associated that depends only on its weights.
Motivated by a result that ensures that given two weighted homogeneous
polynomials with isolated singularity at the origin, they have the same weights if,
and only if, their associated polynomials are equal, we did a study of these
polynomials through the so-called Seifert Forms, which are forms on the
homology group of Milnor fiber associated to the initial polynomial, defined by
the linking number of two cycles. We develop the necessary theory to show that
given two weighted homogeneous polynomials with isolated singularity at the
origin, if their Seifert Forms are equivalent on real numbers, then their
associated polynomials are congruent in a certain way. We note that the
converse of this result is also valid and, therefore, there is a necessary and
sufficient condition for these polynomials to have equivalent real Seifert Forms

in terms of their weights.

Keywords: Weighted homogeneous polynomials. Milnor fiber. Seifert Forms.
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Introducao

Uma importante analise no estudo de polinomios quase homogéneos com singularidade
isolada na origem sdo as invariancias por meio de seus pesos. Em [25], Steenbrink obteve
um resultado que nos garante a igualdade dos pesos de dois polinomios quase homogéneos
com singularidade isolada na origem f e g se, e somente se, Pr(t) = P,(t), onde Pf(t) e

P

,(t) s@o polinomios que dependem apenas dos pesos de f e g, respectivamente. Dessa

forma, faz sentido buscar resultados a respeito de Py(t).

Com o intuito de obter uma resposta afirmativa para o problema da multiplicidade de
Zariski para esses polinomios em n + 1 varidveis, ¢ interessante garantir que os pesos sao
invariantes topoldgicos, visto que eles j4 sao invariantes analiticos do germe (C"*1, f=1(0)).
Este resultado vem sendo estudado para os casos particulares n = 1,2 e 3, desde 1989,
por alguns autores, que fizeram uso de diversas ferramentas. Nosso principal objetivo é
apresentar um teorema que é uma ferramente utilizada por Saeki, em [19], para obter uma
resposta afirmativa em n + 1 varidveis.

Neste trabalho apresentamos as Formas de Seifert associadas a f, que sao formas sobre
o grupo de homologia da fibra de Milnor associada a f. Para isso, estudamos parte dos
importantes conceitos apresentados por Milnor em [17], como a construcao da fibragao de
Milnor e os operadores monodromia associados a f, que desempenham um papel funda-
mental na Teoria de Singularidades. Também estudamos o conceito de linking number, que
neste caso, ¢ um invariante topolégico da fibra de Milnor.

Com essas ferramentas em maos, o resultado principal deste trabalho garante que se as
Formas de Seifert associadas a dois polinomios distintos f e g em C"*! sao equivalentes
sobre os nimeros reais, entao Py(t) = P,(t) mod (t*—1). Ressaltamos que a reciproca deste
resultado também ¢ valida e, portanto, existe uma condi¢ao necessaria e suficiente para que

esses polinomios tenham Formas Seifert reais equivalentes em termos de seus pesos.



Para cumprir com o objetivo que é apresentar o resultado principal mencionado, o
trabalho esta estruturado em quatro capitulos. No capitulo 1, reunimos alguns conceitos e
resultados basicos presentes na literatura que serao necessarios para o desenvolvimento dos
capitulos posteriores. No Capitulo 2, apresentamos a definicao de linking number, que faz-
se necessaria na definicao de Formas de Seifert associadas a um polinomio f. No Capitulo
3 demonstramos o Teorema da Fibracao de Milnor, e desenvolvemos alguns resultados a
cerca dos operadores monodromia homoldgico e cohomolégico. Por fim, no Capitulo 4,
definimos as Formas de Seifert associadas a f, apresentamos alguns resultados a respeito
das matrizes associadas as Formas de Seifert e demonstramos o resultado principal deste

trabalho.

10



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo reunimos alguns fatos bésicos, ferramentas e resultados presentes na

literatura, necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.

1.1 Variedades Diferenciaveis
A principal referéncia desta segao é [15].

Definicao 1.1.1 Seja M um espaco topologico. Um sistema de coordenadas locais ou
uma carta em M é um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) de um subconjunto aberto U C M

sobre o aberto p(U) C R™.

Definicao 1.1.2 Um atlas % de dimensdo m (ou m-dimensional) sobre um espago
topolégico M € uma colegio de sistemas de coordenadas locais ¢ : U — p(U) C R™, cujos

dominios U cobrem M.

Definicao 1.1.3 Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ e : V — R™ no

espago topoldgico M, tais que U NV # (), entao o homeomorfismo

gbw):zﬁogo_l co(UNV)=y(UNV)
¢ chamado mudanca de coordenadas.

Observagao 1.1.4 Considere a mudanga de coordenadas ¢,y = P o @', entdo

(Yop ™)t =poyt =gy, €também uma mudanga de coordenadas.

11
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Definicao 1.1.5 Um atlas % sobre um espaco topologico M diz-se diferencidvel de
classe C*, se todas as mudancas de coordenadas Gy, cOm @, € U, sao aplicagoes de

classe C*.

Da Observacao 1.1.4 e da definigao anterior, segue que em um atlas diferenciavel %

todas as mudancas de coordenadas ¢, sao difeomorfismos.

Definicao 1.1.6 Uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C* é um par
(M, %) onde M € um espago topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel e % ¢é um atlas

m-dimensional de classe C*.

Como no decorrer do trabalho nao vamos estar interessados na classe de diferenciabili-
dade, escrevemos variedade diferencidvel significando variedade diferencidvel de classe C*,

para algum k.

Por simplicidade, usaremos a notagao M™ significando uma variedade diferenciavel m-

dimensional.

Exemplo 1.1.7 (a) Um aberto de R* é uma variedade diferencidvel k-dimensional.

(b) Um subespago vetorial V de dimensao n em R* é uma variedade diferencidvel n-
dimensional.

(c) Uma esfera m-dimensional S™ é uma variedade diferencidvel m-dimensional.

(d) Sejam G uma variedade diferencidvel de dimensio m e H wuma variedade dife-
rencidvel de dimensao n. Temos que G x H é uma variedade diferencidvel de dimensao

m—+n.

Como visto anteriormente, em um atlas diferenciavel % todas as mudancas de coorde-
nadas ¢, sao difeomorfismos. E exatamente esta propriedade que nos permite transportar

todas as nogoes de Célculo Diferencial do R™ para as variedades diferenciaveis.

Definicao 1.1.8 Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Diz-se que uma aplicagao
f: M — N € continua no ponto p € M (respectivamente, diferencidvel no ponto
p € M) se existem sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ em M e : V — R" em

N, compeUe f(U)CV tais que

Yo foptipU)—=y(V)CR"

¢ continua (respectivamente, diferenciavel) no ponto ¢(p).
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Seja M™ uma variedade diferenciavel e seja p um ponto de M. Indicamos por %, o
conjunto de todos os caminhos A : J — M, definidos num intervalo aberto .J, contendo 0,

tais que A(0) = p e A é diferencidvel em 0.

Definicao 1.1.9 Dois caminhos \, ;1 € €, sao equivalentes, e escrevemos A ~ 1, quando
existir um sistema de coordenadas locais p : U — R™ em M, com p € U, tal que po X :

J—=>R™epopu:I—R™tém o mesmo vetor velocidade em t = 0, ou seja, (p o N)'(0) =

(¢ ou)(0).

Claramente essa relacao é uma relagao de equivaléncia em %, onde

AN ={rne|n~A}

Definicao 1.1.10 Definimos o espaco tangente a variedade diferencidvel M no ponto p

como sendo o conjunto quociente 6,/ ~, e denotaremos por T,M.

No caso em M C R™ temos a seguinte caracterizagao para o espaco tangente (ver [15,

Proposicao 2, p. 43]):
T,M = {v=X(0) | A: (—¢,e) = M C R" diferencidvel, A(0) = p}.

Definicao 1.1.11 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e f : M — N uma aplicagao

diferencidvel no ponto p € M. A derivada de f no ponto p é a transformacao linear
dpf : TpM — Tf(p)N

que associa a cada v = [N| € T,M o elemento d,f(v) = [(f o \)] € Ty N.

Exemplo 1.1.12 Seja U um subconjunto aberto de uma variedade diferenciavel M™, que
pode ser visto como uma variedade diferencidvel de dimensao m. Na defini¢cao de T,M,
p € M, nao hd perda de generalidade em se considerar somente os caminhos X\ : J — M,
A\ € G, tais que A(J) C U. Isto significa que T,U = T,M.

Formalmente, estamos considerando a aplicacao de inclusao i : U — M e identificando

T,U com T,M por meio do isomorfismo dyi : T,U — T,M.

Definigao 1.1.13 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis, e f : M — N uma aplica¢ao
diferencidavel. Um ponto p € M diz-se um ponto regular de f quando a derivada d,f :

TyM — Ty, N € injetiva. Caso contrdrio, p diz-se um ponto singular ou critico de f.
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Definicao 1.1.14 Uma subvariedade M™ de classe C* de uma variedade diferencidvel
N"™ de classe C" (r > k) é um subconjunto M C N, com a topologia induzida e uma
estrutura de variedade diferencidvel C*, tal que a aplicacdo inclusao i : M — N é uma

imersao (ou seja, d,i injetora para todo p) e um homeomorfismo de M sobre o subespaco

Do mesmo modo nao vamos nos preocupar com a classe de diferenciabilidade.

Proposicao 1.1.15 Seja N™ wuma variedade diferencidvel. — Um subconjunto aberto
U C N considerado como variedade diferencidvel é uma subvariedade de N de mesma

dimensao que N. Reciprocamente, toda variedade diferencidvel n-dimensional M™ C N™ é

um subconjunto aberto de N.
Ver a demonstracao em [15, p. 153].

Proposicao 1.1.16 Seja ¢ € N™ um valor reqular de uma aplicacao f : M™ — N™ entre
variedades diferencidveis. Entao f~'(c) € vazio ou é uma subvariedade (m—n)-dimensional

de M™. O espaco tangente a f~*(c) em cada ponto p é o micleo de d,f : T,M — T,.N.
Ver a demonstragao em [15, p. 51].

Definicao 1.1.17 Seja M™ uma variedade diferencidvel. Um campo de vetores dife-
rencidvel em M™ ¢é uma aplicagao diferencidvel v : M — C". O campo v : M — C"

diz-se tangente a M™ quando v(p) € T,M, para todo p € M.

Observagao 1.1.18 No caso em que estamos com a variedade diferencidvel S*"*1, uma
(2n + 1)-esfera, o espaco tangente T.S?" L consiste em todos os vetores v € C**! que
satisfazem Re((v, z)) = 0.

De fato, se enzergarmos C"! como espaco vetorial sobre R, entao C*™ tem dimensdo
2n+2. O espago dos vetores v € C" que satisfazem Re((v,z)) = 0 tem dimensdo 2n+1,

ver [15, p. 45]). Assim temos a sequinte caracterizagao dos vetores v em T,S**1 dada por
T.M ={v=N(0)]| X:(—€¢) = M CR*™ diferencidvel, \(0) = z}.

Agora, derivando a igualdade (\(t), A(t)) =1 obtemos

(N (1), A1) + (A1), X (1)) = 0,
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0 que € equivalente a

Re((N(t),\(t))) = 0.

Aplicando em t = 0, seque que Re({v,z)) =0, logo o espago tangente que possui dimensao
2n+1 estd contido neste espago 2n+1-dimensional, resultando na igualdade desses espagos

vetoriais.

1.2 Variedades Algébricas

Nesta secao, A denotard um anel comutativo e com unidade. As principais referéncias

dessa segao sao [7], [12] e [6].

Definicao 1.2.1 Dizemos que A é um anel Noetheriano se satisfaz uma das sequintes
condicoes equivalentes:

1. Todo ideal de A € finitamente gerado;

2. Toda sequéncia crescente Iy C Iy C ... de ideais em A € estaciondria, isto €, existe

1€ N tal que I; = 111 = L0 = ...}
3. Toda familia nao vazia de ideais de A contém um elemento maximal.

Note que se A é um corpo entao, A é um anel Noetheriano pois os tinicos ideais de um
cOrpo sao os triviais.

Dado um anel A, podemos considerar o anel dos polinomios A[z] formado pelos elemen-
tos da forma

f(z) = ap+ ax + agz® + ... + ax’ + ...,
tal que a; = 0, exceto para um numero finito de indices.

Se A é um anel Noetheriano, um fato relevante sobre A[z] é o resultado conhecido como

Teorema da Base de Hilbert:

Teorema 1.2.2 Se A é um anel Noetheriano, entio o anel dos polinémios Alx] também é

Noetheriano.

A demonstracao pode ser vista em [7].

Aplicando indutivamente o Teorema da Base de Hilbert, concluimos que o anel de

polinémios em n variaveis, o qual denotamos por A[xy, s, ..., z,|, é também Noetheriano.
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Definicao 1.2.3 Seja (A, +,-) um anel. Um conjunto M # () é um A-mddulo (ou um
mddulo sobre A) se (M,+) é um grupo abeliano e existe uma operagao & : A x M — M
dada por £(a,m) = am € M tal que para todo ay,as,a € A e para todo my, mg,m € M

temos:
1. (a1 + ag)m = aym + asm,
2. a(my +my) = amy + ams,
3. (araz)m = ay(aam),
4. Im =m.
A funcao £ é chamada de multiplicacao por escalar.

Se A é corpo entao M é um espago vetorial sobre A.

Definigao 1.2.4 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um subgrupo aditivo N de (M, +)

¢ um A-submaddulo se a multiplicacao por escalar em M preserva N, isto €,

&(a,m)=am € N, Ya € A, Ym € N.

Definigao 1.2.5 Um homomorfismo de A-mddulos f : My — M, é uma aplica¢ao

entre A-maodulos que satisfaz:
1. f(m1+mg) = f(my) + f(mg), mi,my € M;
2. flam)=af(m), me M ea € A.

Os homomorfismos de A-mddulos também sao por vezes designados de aplicagoes A-

lineares ou, por abuso, simplesmente transformacoes lineares.

Note que os homomorfismos de Z-mddulos sao os homomorfismos de grupos abelianos
enquanto os homomorfismos f : V; — V5 entre espagos vetoriais sao precisamente as

transformacoes lineares usuais.

Definigcao 1.2.6 Sejam M, N e L A-mdédulos. Uma aplicagao A-bilinear f: M x N —

L € uma aplicagcao que satisfaz:

1. f(am,n) = f(m,an) =af(m,n), me M en € N;
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2. f(my +ma,n) = f(my,n) + f(ma,n), my,me € M en € N;

3. f(m,ny +n9) = f(m,nqy) + f(m,ny), m € M eny,ny € N.
Ou equivalentemente, uma aplicacao A-bilinear é uma aplicacdao linear M ®4 N — L, onde
M ®4 N € o produto tensorial de M e N sobre A.

Considere M um A-médulo e ) #£ S C M.

Definicao 1.2.7 Os elementos de S dizem-se linearmente independentes se, para toda

a familia finita {vq,...,v,} de elementos de S e ay,...,a, € A, se tem
vy +...+av,=0=a;=..=a, =0.

Caso contrario, diz-se que os elementos de S sao linearmente dependentes.

Definicao 1.2.8 Dizemos que S € gerador de M se qualquer elemento m € M pode ser

escrito como uma combinagdo linear (em geral, nao inica) de elementos de S:

k
m = Zaivi,ai e A v €58.
i=1
Neste caso denotamos M = (S).
Um A-mddulo M € ciclico se é gerado por um unico elemento, isto é, M = (m), para
algum m € M e ¢é dito finitamente gerado, ou de tipo finito, se possui um conjunto

gerador finito.

Definicao 1.2.9 S é uma base de M se é um conjunto gerador cujos elementos sao
linearmente independentes. Neste caso, qualquer elemento m € M pode ser escrito de

forma tinica como uma combinagao linear de elementos de S':
k
m = Zawi,ai e A v, €S.
i=1
M diz-se um A-mddulo livre se possui uma base.
Exemplo 1.2.10 (a) Qualquer espago vetorial é um mddulo livre.

(b) Qualquer anel A é um A-mdédulo livre com base {1}. Os submddulos coincidem com

0s ideais de A.
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Proposicao 1.2.11 Seja A um anel de integridade. Se um A-maodulo livre M possui uma

base, entao todas as bases de M tém a mesma cardinalidade.

A demonstracao pode ser vista em [6, Proposicao 6.2.5, p. 262]

Sejam f : M x M — L uma aplicacao A-bilinear, com A um anel de integridade, e
M e L A-médulos livres finitamente gerados. Se %A, = {a,...,a,} é uma base para M,
podemos definir a matriz associada a aplicagao f com relagao a base 4 como uma extensao
natural do conceito de matrizes de formas bilineares sobre espacos vetoriais, como vemos

a seguir.

Definicao 1.2.12 Considere f : M x M — L, M e L nas condigoes acima. A
matriz assoctada a aplicagcao f com relacdo a base B é a matriz C' que tem elementos
cij = flaj,0;). EseX eY sao as matrizes coordenadas (matriz formada pelos coeficientes)

de x ey, onde x,y € M, temos
flz,y) = X'CY.

Observacao 1.2.13 A proposicio anterior, nos garante que todas as bases possiveis para
M x N possuem a mesma cardinalidade, pode-se mostrar que todas as matrizes C;, obtidas

por uma base %B;, sao semelhantes. Assim, a matriz associada a aplicacao f estd bem

definida.

Os conceitos algébricos descritos até o momento sao necesséarios no estudo de conjun-
tos especiais, os chamados conjuntos algébricos sobre o corpo L, sendo . = R ou L. = C.
Denotamos por L™ o espaco de coordenadas que consiste de todas as m-uplas

x = (x1,...,o,) de elementos de L.

Definigao 1.2.14 Considere L[zy, ..., x,] o anel das funcées polinomiais de ™. Dado

f € L[xy, ...z definimos seu conjunto de zeros por

V(f) ={a L™ f(a) =0}.

Definicao 1.2.15 Um subconjunto de L™ é dito congunto algébrico se é o lugar geométrico
dos zeros comuns de alguma cole¢io S C Lxy, ..., x| de func¢oes polinomiais definidas em
L™. Denotamos esse conjunto por V(S). Assim,

V(S)= NV

fes
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Quando nao houver necessidade de explicitar o conjunto S escreveremos apenas V', em

vez de V(9).

Defini¢ao 1.2.16 Um conjunto algébrico da forma V(f) com f uma fun¢ao polinomial

nao constante é chamado hipersuperficie algébrica associada a f.

Definigao 1.2.17 Considere V' um conjunto algébrico. Denotamos por # (V') o ideal de

Llz1,...,2m] que consiste de todos os polinomios que se anulam em todos os pontos de V.

Observagao 1.2.18 (a) Sejam S,S’" C Lixy,...,xy,]. Se S CS" entao V(S') C V(S).

De fato, dado a € V(S") temos que f(a) =0 para todo f € S'. Como S C S’ seque que,
em particular, f(a) =0 para todo f € S. Logo, V(S") C V(S5).

(b) Sejam V e W conjuntos algébricos. Se V.C W entio I (W) C F (V).

De fato, dado f € F (W) temos que f(x) = 0 para todo x € W. Como V C W segue
que, f(x) =0 para todo x € V. Logo, (W) C F (V).

Definigao 1.2.19 Dado S C L|xy,...x,] denotamos por (S) o ideal gerado por S,

(SYy ={f elxy,..an; f= ZT: a;fi, fi € S,r € N*e a; € L[y, ...z}

=1

Propriedade 1.2.20 Dado S C Lixy,...x,], V(S) = V((S)).

Demonstracao. De S C (5), segue V((S)) C V(S). Por outro lado, se x € V(S) entao
todo f; € S se anula em x e, portanto, o mesmo acontece com todo f € (S). Logo,

V(S) Cc V((5)). |

Da propriedade acima segue que podemos nos restringir ao caso onde S é um ideal ou,
alternativamente, ao caso onde S é o conjunto de geradores de um ideal.

Note que, como LL é Noetheriano entao, L[z, ...z,,| também é Noetheriano (consequéncia
do Teorema da base de Hilbert). Além disso, todo ideal ¢ gerado (como L[z, ...z, |-mddulo)
por uma colegao finita de polinomios. Disto resulta que todo conjunto algébrico V' pode

ser definido por uma colecao finita de equacoes polinomiais, pois

Definicao 1.2.21 Um conjunto algébrico V ¢é dito irredutivel quando ele nao pode ser
expresso como uniao de dois subconjuntos algébricos proprios, ou seja, V nao pode ser

expresso como V4 UV, onde Vi, Vo C V' sao subconjuntos algébricos.
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Definicao 1.2.22 Um conjunto algébrico nao vazio V € uma variedade algébrica quando

¢ um conjunto algébrico irredutivel.

Definigao 1.2.23 Dado V uma variedade algébrica, ou seja, V=V (I) para algum ideal
I, e dado um ideal J contendo I, o conjunto W = V(J) (se nao for vazio) é dito uma

subvariedade algébrica de V.
Proposigao 1.2.24 Se A é um conjunto algébrico entao A =V (F(A)).

Demonstragao. Note que todo elemento de A anula todos os polinomios de .#(A), logo
A C V(HF(A)). Por outro lado, como A é um conjunto algébrico, A = V(J) para algum
ideal J. Logo, J C #(V(J)). De fato, dado f € J, todo elemento de V' (J) é raiz de f,
logo f se anula em V(J) e, consequentemente, f € .Z(V(J)).

Assim, A=V (J) D V(F£(V(J]))) =V (F(A)). Portanto, A =V (F(A)). |

Observagao 1.2.25 A aplicagao V — F(V'), que faz corresponder a um conjunto algébrico
V o ideal Z(V), € injetora. De fato, se (V) = F(W) entio V(I (V)) = V(£ (W)).

Pela proposicao anterior seque que V = W.

Proposicao 1.2.26 (Condicao de Cadeia Descendente) Qualquer sequéncia
Vi D Vo D V5 ... de conjuntos algébricos estaciona depois de um niumero finito de eta-

pas (isto €, existe i € N tal que V; = Vi1 = Vi = ...).

Demonstracao. Considere a sequéncia de conjuntos algébricos V; D V5, D V3 ..., pelo item

(b) da Observacao 1.2.18 segue que

F(V1) € I(Va) C F(V5) ...

Como L[z, ...z,,] é Noetheriano, entdo esta sequencia estaciona, ou seja, existe i € N
tal que I(Vi) = I (Viy1) = I (Viga) = ...

Pelo item (a) da Observagao 1.2.18 temos

V(#(W) D V(A (Va)) > V(I (V) ..,

que portanto também estaciona.

Pela proposi¢ao anterior temos que V (.#(V;)) = V;. Assim,

V(Z (W) 2 V(I () DV(F(V5) .. = V1D V2 D V5.
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e, portanto, V3 D V5 D V5 ... estaciona. [ |

Definicao 1.2.27 Seja V. C L™ um conjunto algébrico nao vazio. FEscolha polinomios
fi, s fr que geram o ideal Z (V') e, para cada x € V, considere a matriz (0f;/0x;) de
ordem k x m avaliada em z. Seja p o maior posto que esta matriz assume em qualquer
ponto de V. Um ponto x € V € chamado regular se a matriz (0f;/0x;) atinge posto p e

singular (ou critico) se

posto ( %(1‘) ) < p.

J

Note que esta defini¢do nao depende da escolha de {fi, ..., fx}, pois se adicionarmos um
polinomio extra fyi1 = g1f1 + ... + g fx, a nova linha resultante em nossa matriz sera uma

combinagao linear das demais linhas.

Proposicao 1.2.28 O conjunto 3(V'), de todos os pontos singulares de V, é um subcon-

junto algébrico de V.

Demonstracao. Se z € X(V) entao (0f;/0z;) ndo assume posto méximo em x, logo o
determinante de todo menor p x p de (0f;/0z;) se anula em z. Note que o determinante
de um menor p X p é um polinémio pertencente a L[z1, ..., z,,].

Reciprocamente, se o determinante de todo menor p x p se anula em z, entdo (0f;/0x;)
nao assume posto maximo em z, logo x € (V). Assim, %(V') é o conjunto dos pontos que
anulam os polinémios que sao dados por cada menor determinante p x p. Logo, X(V) é
um conjunto algébrico e sendo cada x € (V') um elemento de V, segue que X(V) é um

subconjunto de V. [ ]

1.2.1 Conjunto Singular de Variedades Algébricas

Neste momento vamos fazer um estudo sobre o conjunto singular de variedades algébricas,
essencial para o trabalho, por isso apresentamos detalhes e algumas demonstracoes, apesar

de estar nas preliminares. A principal referéncia é [27].

Seja p como na Definicao 1.2.27, temos os seguintes teoremas de Whitney:

Teorema 1.2.29 Se L é o corpo dos nimeros reais (ou complexos), entGo o conjunto
VAX(V) dos pontos regulares de V- C L™ forma uma variedade diferencidvel nao vazia.

Além disso, ela é analitica real (ou complexa) e tem dimensao m — p.
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Teorema 1.2.30 Para qualquer par V2O W de conjuntos algébricos num espaco de coor-
denadas real ou complexo, a diferenca VAW tem, no mdximo, um nimero finito de com-

ponentes coneras.
Para mais informagoes sobre os teoremas de Whitney veja, por exemplo, [27].

Observagao 1.2.31 A wariedade diferencidqvel VA\X(V') tem um nimero finito de compo-

nentes conexas.

Cada um dos proximos dois exemplos serd uma curva no plano real tendo a origem

como unico ponto singular.

Exemplo 1.2.32 Seja V = {(z,y) € R*y* — 2*(1 — 2?) = 0}. Esta variedade algébrica
ilustra o tipo de ponto singular mais bem comportado e de fdacil compreensao, um “ponto
duplo” em que dois ramos analiticos reais (y = vv/1 — 2?2 ey = —x\/1 — 22) com tangentes

distintas se cruzam.

Figura 1.1: y = £2v1 — 22

Considerando a fungio [ :R?* — R, f(x,y) = y? — 2% + 2%, temos que o posto mdzimo

da matriz
( %(%y) g—i(:ﬁ,y) ) = ( —2x +42% 2y )

¢ 1. Assim, os pontos singulares de V sao aqueles que anulam a matriz, ou seja, (\’/—%,0),

(\/Li’ 0) e (0,0). Como somente (0,0) pertence a V' temos que este é o unico ponto singular

de V.

Proposicao 1.2.33 Um conjunto algébrico real ou complexo V pode ser expresso como

uma unido finita disjunta

V:M1UM2U...UMP7
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onde cada M;, j =1,...,p, € uma variedade diferencidvel com um nimero finito de compo-
nentes. Ainda, qualquer diferenca V\W de variedades algébricas pode ser expressa como

uma uniao finita.

Demonstracao. Sejam M; = V\X(V) o conjunto dos pontos regulares de V,
My = E(V)\E(X(V)) o conjunto dos pontos regulares de ¥(V), e assim por diante. Esta
construcao deve parar apdés um ntumero finito de etapas, pois, pela condicao de cadeia

descendente, a sequéncia
VoOX(WV)DEXEWV)) D..

deve estacionar.
Pelo Teorema 1.2.29, cada M;, j = 1, ..., p, ¢ uma variedade diferenciavel e pelo Teorema

1.2.30 cada uma destas tem um nimero finito de componentes conexas. Note que

V=V\S(V)US(V) = V\S(V)USVN\SEV) USEV)) = ... =
V\E(V)USV\ZE(V) USEV)) U... UL (SV)N\EE...(B(V)) US(E...(S(V)).

Ou seja,
V=MUMU..UM,.
Semelhantemente, V\W pode ser expressa como a uniao disjunta
MiUM;U ...UM,

com cada M/ = M;\(W N M;) uma variedade diferencidvel tendo uma quantidade finita de

componentes conexas. [

Teorema 1.2.34 Sejam V' C L™ um conjunto algébrico, My = V\X(V) eg: L™ — L uma
fungdao polinomial. O conjunto dos pontos criticos da restricao gln, € igual a intersecgdo

de My com o conjunto algébrico W que consiste de todos pontos x € V para os quais a

matriz
) ) )
o) o) . @
) ) )
i(z) i(z) .. Ui(a)
) ) )
6—9{?(1:) a—g{’;(:c) %(w)

tem posto menor ou igual a p, onde p € como na Definicao 1.2.27 e f1,..., fr denotam os

polinémios que geram Z(V), onde m > k.
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Demonstracao.  Sejam fi, ..., fr € Llzy,..x,] tais que fi,..., fr geram Z(V),
F L™ — L* dada por F(x1, ..., 2m) = (fi(T1, o', Tm)s ooy fr(T1s oy Tm)) € @ = (aq, ..., Gy) €
Ml. Entéo,

ofn Oft
Ox1 e OTm
Ofk Ok
ox1 t OTm

tem posto maximo p = k em a. Pela Forma Local da Submersao existem vizinhangas
Z e W de a em L™ e um difeomorfismo (mudanga de coordenada) h : Z — W com

h(x1,...;m) = (U1, ..., uy,) tal que
(Foh) (@1, ey Tpy Tpi1y ooy Ty) = (Un, .o, Up). (1.1)

Note que se x € M; entao F(x) = 0, pois x € V e fi,..., fr geram (V). Como
h(zy,...,xy) € My segue que F(h(xy,...,x,)) = 0. Logo, (ui,...,u,) = 0, ou seja, M;

corresponde ao lugar geométrico dos elementos tais que
up =...=u, =0.

Assim, upt1, ..., Uy, podem ser tomadas como coordenadas locais em M.

Note que, a(g;;;h) avaliada num ponto de M; é zero para j > p+ 1 (por (1.1)). Pela
regra da cadeia temos que (O(f; o h)/0u;) = (0fi/0x;).(Oh/0u;). Segue por um resultado
de Algebra Linear (pode ser visto em [10, p. 26]) que a matriz (9(f; o h)/du;) é coluna

equivalente a matriz (0f;/0x;) e, portanto, tem posto p = k. Segue que as primeiras k

colunas de (0f;/0u;) devem ser linearmente independentes. Entao, a matriz

dg dg 99 99 99 99
Ouq Oum ouq Ou, Oupy1 7" Oum

o(f10h) O(j10h) O(f10h) oioh) 0
Ouq Oum, _ Ouy Oup

9(fxoh) 9(froh) 9(froh) 9(froh) 0 0
Fuy D, B Bu,

, dg g \ « . 1. O(fioh) A(fioh)
terd posto p se, e somente se, (5, ..., 5.2-) é combinagdo linear dos vetores (==, ..., Z5==)

0 que acontece se, e somente se,

0g/0upp1 = ... = 0g/0Uy, =0
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ou, em outras palavras, se e somente se, o ponto dado for um ponto critico de g|y;, (ja que
w =..=1u,=0).
Uma vez que esta nova matriz é coluna equivalente a matriz dada no enunciado, temos

o resultado. [

Corolario 1.2.35 Uma func¢do polinomial g em My = V\YX(V') pode ter, no mdzimo, um

numero finito de valores criticos.

Demonstracao. Lembremos que um valor critico g(z) € L é a imagem por g de um
ponto critico . O conjunto dos pontos criticos de g|y, pode ser expresso pela diferenca
WAX(V) de conjuntos algébricos (pois, pelo teorema anterior, W C V e o conjunto dos
pontos criticos de g|ay, € igual a (V\X(V)) N W) e, portanto pode ser expresso como uma

unido finita de variedades diferencidveis
WAS(V) = MjU ...UM,

onde cada M tem um ndmero finito de componentes.

Cada ponto x € M/ é um ponto critico da funcao diferenciavel g|u,, logo é um ponto
critico da restri¢ao g| M- J& que todos os pontos de M! sao criticos, entao g’ se anula em
todos eles, logo g é constante em cada componente de M/. Portanto, a imagem g(M/) é
um conjunto finito (j4 que a quantidade de componentes é finita). Assim,

gWA\E(V)) =g(MjU..UM))=g(M{)U...Ug(M,)
é um conjunto finito. Mas, este conjunto é precisamente o conjunto dos valores criticos de
9l |
Teorema 1.2.36 Seja x° um ponto regular de V' (conjunto algébrico real ou complezo)
ou um ponto isolado de X(V). Toda esfera suficientemente pequena S. centrada em z°

intercepta V' numa variedade diferencidvel (possivelmente vazia).

Demonstragao. No caso real segue aplicando o corolario anterior ao polindomio
g(@) =l z = 2° |P= (21 = 2)* + (22 — 23)° + ... + (¥ — 27)*

De fato, pelo Coroldrio 1.2.35, g|y\x(v)) tem um ntmero finito de pontos criticos,
portanto podemos tomar €2 menor do que qualquer valor critico de glonsey). Entao,
qualquer x € V, que é ponto critico de g, é tal que g(x) > €% ou 0. Logo se x € V é ponto
critico de g entao x ¢ S..

Portanto ¢g~!(e?) = {z € V\X(V);g(z) = €2 e x nao é ponto critico} e, consequente-

mente, €2 é valor regular de g. Assim, pelo Teorema 1.1.16, sua imagem inversa
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g7 () N(VAE(V)) = 5.0 (VAE(V))

é uma variedade diferencidvel K = S. N (V\X(V)) (possivelmente vaza). Como 2° é ponto
regular ou critico isolado, podemos diminuir o valor de &, se necessario, a fim de que S;
nao intercepte (V). Dessa forma, K = S. N V.

Para o caso complexo o resultado é imediato, pois toda variedade algébrica complexa

em C™ pode ser vista como variedade algébrica em R?™. |

1.3 Homologia e Cohomologia

Nesta secao é feita uma breve apresentacao dos conceitos e fatos basicos nos quais se
fundamentam as diversas maneiras de desenvolver a teoria de homologia e de cohomologia.

A principal referéncia desta segao é [14].

1.3.1 Homologia Formal

Definicao 1.3.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um complexo de cadeias
com coeficientes em A ¢ uma sequéncia C = (C,,0,) de A-mddulos Cy,, p € Z,, e

homomorfismos 0, : C, — C,_1 tais que 0, 0 Op11 = 0. Escreve-se
Op+1 Op o1 9o
Ci..=Ch1 —C,—Cpy = ... > Cy — Cyp — 0.
Cada elemento x € C, € chamado uma p-cadeia ou uma cadeia de dimensao p.

Definicao 1.3.2 Um elemento x € C, € um p-ciclo, ou simplesmente um ciclo, se

0px = 0. Chamamos de Z, o conjunto dos p-ciclos, e este é um submddulo de C,.
Note que, Z, ¢ o nicleo do homomorfismo 9, : C, = C)_1.

Definicao 1.3.3 Se y = 0,11z, diz-se que a p-cadeia y € o bordo da (p + 1)-cadeia x.
Chamamos de B, o conjunto das p-cadeias que sao bordos de (p + 1)-cadeias, e

este € um submddulo de C,,.

Note que, B, ¢ a imagem do homomorfismo 9,41 : Cp1; — C,. Cada homomorfismo
0y : C, = C,_1 é chamado de operador bordo. A menos que seja necessirio ser mais

explicito, escreve-se d em vez de J,, de modo que 99z = 0 para toda cadeia x € C,,.



1.3. Homologia e Cohomologia 27

Observacao 1.3.4 A relagao fundamental 0, o Oy11 = 0 significa que todo bordo € um

ciclo, ou seja, que B, C Z,.

Definigao 1.3.5 O A-mddulo quociente H, = H,(C) = Z,/B, chama-se o grupo de
homologia p-dimensional do complexo C com coeficientes em A. Seus elementos sao as

classes de homologia
2] =24+ B,={z+0x;2 € Cpp1},2 € Z,.

Definicao 1.3.6 Dois ciclos z e z' p-dimensionais, sio chamados ciclos homdalogos, se

[z] = [¢], ou seja, a diferenga formal entre 2’ e z for Ox, para algum x € Cpyy.

Observacao 1.3.7 Quando um p-ciclo z é homdlogo ao ciclo nulo, isso nos garante que

existe v € Cpyq tal que z seja seu bordo.

Defini¢ao 1.3.8 Um complexo de cadeias C' = (C!,0.) é chamado subcomplexo de C

p?=p

se, para cada p > 0, tivermos um submédulo C), C C, tal que 9C,, ., C C,, e 0, = 0, |cy.

Considerando, para cada p > 0, o A-moddulo quociente Up =C,/ C’;), existe um tnico

homomorfismo 9, : C, = C),_1 que torna comutativo o diagrama abaixo

ay

Cy > Cp
L

— 7, —

Cp ? Cp—l s

onde j é a aplicacdo quociente. Por definicdo 9(j(z)) = j(d(z)). E claro que 8, 0,4, = 0,
logo a sequéncia C' = (ép,gp) é um complexo de cadeias, chamado o quociente de C por

.

Definigao 1.3.9 Sejam 2 = (X,,0,) ¢ ¥ = (Y,,0,) complexos de cadeias, cujos
operadores-bordo indicamos com o mesmo simbolo 0, = 0. Um morfismo [ : 2 — ¥ ¢€
uma sequéncia de homomorfismos f, : X, — Y, tais que f,(0(x)) = O(fp+1(x)) para todo

r € X,

Isto significa que, no diagrama abaixo, todos os retangulos sao comutativos
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o . .
cer = Xpi - X, » Xp_y — -+ — Xo

lf}:—i \.fp l_fp—i lf(:

= Yo g — e — Y

Observacao 1.3.10 Segue das relagoes 0f,(z) = f,—1(0z) e f,(0x) = Ofps1(x) que, para
todo p > 0, o homomorfismo f, : X, = Y, transforma p-ciclos de Z  em p-ciclos de % e
p-bordos de 2~ em p-bordos de % . Isto €, f,(Z,(Z)) C Z,(¥) e fo(B,(Z)) C B,(¥).
Logo f, induz, por passagem ao quociente, um homomorfismo (f,)« : H,(Z) = H,(¥),
definido por (f,)«([2]) = [fp(2)], para toda classe [z] € H,(Z") de um ciclo z € Z,(Z").

Frequentemente se escreve apenas f. : Hy(Z) — Hy(¥).

O homomorfismo induzido f, : Hy(Z) — H,(%) é natural no seguinte sentido: se
g : % — W é outro morfismo entre complexos de cadeias, induzindo, para cada p > 0 o
homomorfismo g, : Hy(#) — H,(#') entao o morfismo composto go f : Z° — # induz
0 homomorfismo (g o f). : Hy(Z") = Hy(#') e tem-se (g o f). = g« © f. Evidentemente,
se id : X — Z ¢é o morfismo identidade, entao id, : H,(Z) — H,(Z") é a aplicagao
identidade.

Segue-se imediatamente que se o morfismo f : 2" — % admite o morfismo inverso
g: % — Z entao f,: H(Z) — Hy(#) é invertivel para todo p > 0 sendo (f,)~! = g..

Exemplos 6bvios de morfismos entre complexos de cadeias se obtém a partir de um
subcomplexo €' C C. A aplicacao de inclusao i : ¢ — C e a projegao j : C — C/C’
sio morfismos. E da maior relevancia ressaltar que, embora i : C, — C, seja injetivo
e j: C, = C,/C) seja sobrejetivo, essas propriedades nao sdo necessariamente herdadas

pelos homomorfismos induzidos i, : H,(C") — H,(C) e j. : H,(C) — H,(C/C").

Exemplo 1.3.11 Seja A = 7Z dos inteiros. Consideremos o complexo C no qual C' € o
grupo abeliano livre gerado pelos simbolos a, b, ¢ (que podemos imaginar como os vértices
do triangulo abc), C1 € o grupo abeliano livre gerado pelos simbolos ab, be, ca (lados do
triangulo) e Cy € o grupo ciclico cujo gerador livre chamamos de abc. Os grupos C, com
p > 2 sao todos iguais a zero. Os operadores-bordo Oy : Cy — C1, 01 : C1 — Cy sdo

definidos assim:

d(abc) = ab + bc + ca
d(ab) =b—a, d(bc) =c—"b e d(ca) =a—c.
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Obviamente, da = 0b = dc = 0.

E possivel ver sem dificuldade que 00 = 0 em todas as dimensoes. Na verdade, basta
verificar que 9(9(abc)) = 0. E claro que, em dimensao 2, a cadeia nula é o unico ciclo, de
modo que Ho(C) = 0. Vejamos quais sao os ciclos de dimensao 1.

Uma cadeia v € Cy € da forma x = m.ab + n.bc + p.ca, onde m,n,p € Z. Tem-se
Jz = d(m.ab+n.be+p.ca) = m.b—m.a+n.c—n.b+p.a—p.c = (p—m)a+(m—n)b+(n—p)c.

Portanto 0r =0 m=n=p < x =m(ab+bc+ca). Assim, o ciclo z = ab+ bc+ ca
¢ o gerador de Z1(C'). Como se tem z = O(abc), seque-se que Z1(C) = B1(C), portanto o
grupo de homologia H,(C) = Z1(C) = B1(C) € nulo.

Falta calcular Ho(C'). Toda 0-cadeia é, por defini¢io, um ciclo. Portanto Zy(C) € o
grupo abeliano livre gerado por a, b e c. Jd vimos que o bordo de uma 1-cadeia genérica
x = m.ab + n.bc + p.ca tem a formay = dxr = (p — m)a+ (m —n)b+ (n — p)e. Como
(p—m)+ (m—n)+ (n—p) =0, concluimos que se uma 0-cadeia y = ky.a + ka.b+ ks.c é
um bordo entao ky + ks + k3 = 0. (A soma ki + ks + k3 chama-se o indice da cadeia y.)
Ora, mudando bruscamente de notacao, um exercicio elementar mostra que o sistema de
trés equacoes lineares x —y = ki, y — 2z = ko, z — x = k3 tem solucao se, e somente se,
ki + ko + k3 = 0. Portanto uma 0-cadeia € um bordo se, e somente se, seu indice € zero.
(Ou ainda: duas 0-cadeias sao homdlogas se, e somente se, tém o mesmo indice.) Assim,
o homomorfismo I,, : Co — 7Z, que associa a cada 0-cadeia seu indice, tem como nicleo o
conjunto By das cadeias que sao bordos. Passando ao quociente, obtemos o isomorfismo
Co/By =~ Z, ou seja, Hy(C) = Z, pois Coy = Zy.

Em suma, os grupos de homologia do complexo C' sao Hy(C) = Z, H,(C) = Hy(C) = 0.

Exemplo 1.3.12 Consideremos agora o subcomplezo C' C C' no qual C, =0, C} = C; e
Cl = Cy. Entao Hy(C') =0 e Hy(C") = Hyo(C) = Z mas, como 0y = 0, tem-se B} = 0,
portanto H,(C") = Z| = Z. Assim, os grupos de homologia do subcomplezo C" C C' sdo
isomorfos a 7 nas dimensoes 0 e 1, e nulos nas demais dimensoes. Isto nos dd um exemplo
em que o homomorfismo i, : Hi(C") — Hy(C), induzido pela inclusao i : C" — C, ndo €
mjetivo.

Ainda neste exemplo, no complexo quociente C = C/C" tem-se Cy = Cy, C; = Cy = 0.
Portanto H\(C) = Hy(C) = 0 e Ho(C) € o grupo ciclico infinito gerado pela classe de
homologia do 2-ciclo j(abc) € Cy, onde j : Co — Coy = Cy/Ch ¢ a aplicagdo quociente.

Portanto o homomorfismo induzido j. : Ho(C) — Hy(C) nao € sobrejetivo.

Muitas vezes é muito conveniente ter uma versao ligeiramente modificada da homologia
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para qual um ponto tenha grupos de homologia triviais em todas as dimensoes, incluindo

zero. Para isso definimos os grupos de homologia reduzidos.

Definicao 1.3.13 Os grupos de homologia reduzida f]n(X;A) sao os grupos de ho-

mologia do complexo de cadeias aumentada
8p+1 Bp 81 € 80
C:i..—=Cp1 —C,—Cpy = ... =5C; — Cp — A—=0.
onde, € a;0;) =Y a;, com a; € A e o; os geradores de C.

Note que H,(X; A) = H,(X; A) para todo n # 0.

1.3.2 Cohomologia Formal

Definicao 1.3.14 Um complexo de cocadeias com coeficientes em A ¢ uma
sequéncia C = (C?,4,), p > 0, de A-mddulos CP?, e homomorfismos &, : C? — CPTL,
chamado operador cobordo, tais que 6,41 09, = 0. Frequentemente escreve-se simples-

mente 0 em vez de 0y.
0 _% 1 % p—1 -1 D 9 p+1
C" " —=C — .20 — (P — (P — .-
Cada elemento u € CP € chamado uma p-cocadetia ou uma cocadeia de dimensdao p.

Definicao 1.3.15 Um elemento u € CP é um p-cociclo ou simplesmente um cociclo, se
dpu = 0. Chamamos de Z? = ZP(C) o conjunto dos p-cociclos, e este é um submddulo

de CP.
Note que, Z? é o nicleo do homomorfismo 9,,.

Definicao 1.3.16 Sey = 6, 1z, diz-se que a p-cocadeia y € o bordo da (p—1)-cocadeia x.
Chamamos de BP o conjunto das p-cocadeias que sdo bordos de (p—1)-cocadeias,

e este é um submddulo de CP.

Observacao 1.3.17 A imagem BP do operador 0,_1 também é um submddulo de C? e a

relagao 0 o 6 = 0 significa que BP C ZP.

Definigao 1.3.18 O A-mddulo quociente HP(C) = ZP/BP? chama-se o grupo de
cohomologia p-dimensional do complexo C. Seus elementos sao as classes de coho-

mologia
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[u] = {u+ dv;v € CP~1} u € ZP.

Definigao 1.3.19 Dois ciclos u e u' p-dimensionais, sao ciclos cohomdlogos se

[u] = [u'], ou seja, a diferenca formal entre u e u’ € dv, para algum v € CP~1.

Observacao 1.3.20 As nocoes e os fatos relativos a cohomologia sao andlogos aqueles jd
estabelecidos para a homologia, levando-se em conta apenas que o operador utilizado € o
operador-cobordo. Isto causa pequenas mudangas. Por exemplo, se 2 e % sdo complezos
de cocadeias, o homomorfismo induzido em cohomologia por um morfismo f : X — ¥

entre complezos de cocadeias é designado por f*: HP(Z') — HP(¥) em vez de f,.

Exemplo 1.3.21 Obtemos um complexo de cocadeias a partir de um complexo de cadeias
C = (C,,0,), formado por A-mddulos. Para cada p > 0, definimos C? = Hom(C,, A)
(mddulo dual de C,), cujos elementos sao os homomorfismos u : C, — A. O operador
§ =0, : CP = CP*! € o adjunto de 0 : Cpy1 — C,, ou seja, se u € CP entio du € CPH!
¢ o homomorfismo definido por (du)x = u(0x) para toda cadeia v € Cpyq. Isto nos dd o

complezo de cocadeias C* = (CP,6,), com grupos de cohomologia H?(C').

Quando for necessario destacar o anel comutativo com unidade A, denotaremos H,,(C; A)

para o grupo de homologia e H"(C; A) para o grupo de cohomologia.

1.4 Alguns Complexos de Cadeias Especiais

Neste capitulo desenvolvemos a teoria de alguns complexos de cadeias com coeficientes
num anel comutativo com unidade A, que sao importantes para a definicao de linking

number apresentada no Capitulo 2. A principal referéncia desta se¢ao é [22].

1.4.1 Complexo Simplicial

Definicao 1.4.1 Dizemos que ag, aq, ..., a, € R" sao pontos independentes se os vetores

ai — g, Ay — Qg, ..., Ay — Ao SA0 linearmente independentes.

Exemplo 1.4.2 Os pontos ay = (0,0), a; = (2,3) e ay = (5,4), com ag,a1,as € R? sao
pontos independentes, pois a; — ag = (2,3) e as — ag = (5,4) sao vetores linearmente

independentes.

Note que esta definicao nao depende da ordem em que os pontos foram listados inicial-

mente.
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Observacao 1.4.3 Dois pontos distintos sao sempre independentes. De fato, dados os

pontos x = (1, T2, s Tp), Y= (Y1, Y2, -, Yn) € R, x—y = (21— Y1, Ta—Y2, ..., Tn—Ypn) € UM

vetor nao nulo, pois os pontos sao distintos. Portanto é sempre linearmente independente.

Exemplo 1.4.4 Trés pontos sao independentes quando sao nao-colineares. E quatro pon-

tos independentes sao pontos nao-coplanares.

Podemos notar que se {ej,...,e,} é a base canonica de R", os pontos 0, ey, ..., €, sao

independentes. Além disso, o niimero maximo de pontos independentes em R™ é n + 1.

Definicao 1.4.5 Uma combinagao afim dos pontos ag, ay, ...,a, em R™ é uma expressao

do tipo p = ag.ag + @1.a1 + ... + a.a,. com g+ aq + ...+ = 1.

Definicao 1.4.6 Uma combinag¢ao convexa dos pontos ag,aq, ...,a, em R™ ¢ uma com-

binacao afim com ag > 0,04 > 0,...,a,. > 0.
Definicao 1.4.7 Seja E C R™. Dizemos que E é um conjunto convexo se
ar+(l—a)ye E, Vo,ye E eVael0,1].

Observagao 1.4.8 Um conjunto X C R" € convexo se toda combina¢ao convexa de X

anida pertence a X .

Definigao 1.4.9 O conjunto de todas as combinagoes convezras de um conjunto arbitrdrio

X CR"™ € convezo, e é chamado de envoltério convexo de X.

O envoltério convexo de um conjunto X C R™ é o menor conjunto convexo que contém

X, ou seja, ¢ a intersecao de todos os conjuntos convexos que contém X.

Teorema 1.4.10 Sejam «, ..., o, pontos de R". As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(i) ag, ..., . sGo pontos independentes.
T

.
(ii) Se as combinagoes afins p = >, asa; € ¢ = Y fia; sao iguais entdio oy = P,
i=0 i=0
a1 = 617 vy Qp = 67"-

Demonstragao. Supondo (i), admitamos que p = ¢. Como as combinagoes sao afins,

entdio g =1— (g + ... + ) e By =1 —(B1 + ... + B). Substituindo p = ¢, obtemos:

ap+ > ai(a; —ag) = ap + Y Bi(a; — aop),
i=0 i=0
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portanto, ag = (o, ..., o, = [3,., pois os vetores a; — aog, ..., @, — A Sa0 linearmente indepen-
dentes. Logo, (i) = (ii).

Reciprocamente, supondo (ii) verdadeira, suponhamos por absurdo que um dos vetores
a; — ag seja combinacao linear dos demais, digamos, sem perda de generalidade, que se

tenha:
a; — apg = as(as — ag) + ... + a-(a, — ap),

ou seja, que a3 = (1 — ag — ... — @, )ag + agas + ... + a,.a,. Os dois membros desta tltima
igualdade nos dao duas combinagoes afins dos pontos ag,aq,...,a,, as quais sao iguais.
Porém, podemos observar que o coeficiente de aq, que é aq, é igual a 1 por um lado e 0

pelo outro, o que contraria a hipétese (i7). Portanto, (i) = (7). |

Definicao 1.4.11 Sejam ag,ay,...,a, pontos independentes de R". O conjunto
'

s = (ag, ay, ..., ar) de todas as combinagoes converas p = Y oa; € chamado de simplexo
i=0

r-dimensional (ou r-simplexo) de vértices ag, ay, ..., a,.

a a2
ay A
Fa

an

as -

~ ~
Qo ap <4

Figura 1.2: Simplexos de dimensoes 0, 1, 2 e 3, respectivamente.

Definicao 1.4.12 Sejap € s uma combinag¢dao convexra dos pontos ag, a, ..., a,.. Chamamos

de coordenadas baricéntricas do ponto p os coeficientes ag, aq, ..., Q.

Definicao 1.4.13 Se todas as coordenadas baricéntricas do ponto p € s sao maiores que
zero, diz-se que p € ponto interior de s. O conjunto de todos os pontos interiores de s €

convezo e constitui o que se chama um stmplexo aberto.

Definigao 1.4.14 O bordo de s (visto como conjunto de pontos) € formado pelos pontos

de s que nao sao interiores, ou seja, que possuem alguma coordenada baricéntrica nula.

Defini¢ao 1.4.15 Definimos o baricentro (ou ponto médio) de um r-simplexo

((l0+~~~+ar)

s = (ao, ay, ...,a,) como sendo o ponto by = ==

Exemplo 1.4.16 O baricentro de um 0-simplexo, que € um ponto, € o proprio 0-simplexo.

O baricéntro de um 1-simplexo, que € um segmento de reta, € o ponto médio deste segmento.
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Figura 1.3: Baricentro de um 2-simplexo.

Defini¢ao 1.4.17 Fizando um subconjunto {ig,i1,....ix} C {0,1,...,7}, o simplexo
(@i, Ay s -y ;) € chamado uma face de s. Em particular, cada vértice de s € uma face (de
dimensao zero). Para cada i = 0,1,...,r, a face sy = (ao, a1, ..., G, ..., a,) chama-se face

oposta ao vértice a;.

Observacao 1.4.18 Apesar das nomenclaturas, devemos ter certa cautela ao fazer relagoes
sobre ponto interior, simplexo aberto, etc, pois estas tém significados referentes ao simplexo

e nao ao espaco euclidiano que o contém.

Exemplo 1.4.19 Sea,b e ¢ € R? sdo pontos nao-colineares, p = %a + %b+ %c € um ponto
interior do simplezo s = {(a,b,c). Mas, considerando s como um subconjunto de R?, seu

interior € vazio.

Definicao 1.4.20 O diadmetro de um r-simplexo s = (ag,aq,...,a,) ¢ definido por

d = mdz {|a; — a;|;i,7 =0,...,r}.

Existem (r+1)! maneiras de ordenar os vértices de um simplexo de dimensao r. Conside-
remos equivalentes duas dessas ordenacoes quando uma delas puder ser obtida da outra por
meio de uma quantidade par de permutacoes dos r + 1 vértices. Dessa forma essa relacao

nos estabelece duas classe possiveis.

Definicao 1.4.21 Chama-se orientacao do simplexo cada uma dessas duas classes de

equivaléncia sequndo esta relagao.

Orientar um r-simplexo é dota-lo de uma dessas duas orientagoes possiveis, isto pres-
supoe r > 0. Se r = 0, orientar um 0-simplexo, ou seja, um ponto, é apenas precedé-lo do
sinal + (positivo) ou do sinal - (negativo).

Escrevemos s = |ag, a1, ..., a,;] para indicar o simplexo s = (ag,ay, ..., a,) munido da
orientacao determinada pela ordem ag < a1 < ... < a,. O mesmo simplexo, quando munido

da outra orientagao (chamanda orientacao oposta), serd indicado com —s.
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Exemplo 1.4.22 Se tomarmos no triangulo s = {(a,b,c) a orientagcdo s = [a,b, ], a ori-
entag¢do oposta serd —s = [b,a,c|. Note que [a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b] = —[a,c,b] =
—[b,a,c] = —[c,b,al. Analogamente, as duas orientagioes possiveis do tetraedro s = (a, b, ¢, d)

sao s = la,b,c,d] e —s = [b,a,c,d].

Figura 1.4: s = [ag, a1, az], S0y = |a1, as), sy = [az, aol, s(2) = |ao, a1).

Defini¢ao 1.4.23 Dado o simplexo s = |ag, aq, ..., a,|, a orientagdo induzida por s na
face sy = (aog, a1, ...,a,), oposta ao vértice ag, € sy = |ai,as,...,a,]. Levando em conta
que [a;, g, a1y .oy Qi ooy @p] = [Q4,a1, ooy i1, i1, oy ar] = (—1)'s, seque que a orientagdo

induzida por s na i-ésima face s = (ao, @1, ..., @i, ..., Gr) € Sy = [0, A1, ..\ Gy, ...y ).

Quando orientamos um simplexo r-dimensional, suas faces de dimensao r — 1 herdam
as orientacoes induzidas. O mesmo nao se da com as faces de dimensao r — 2, conforme

esclarece o teorema seguinte.

Figura 1.5: s = [ag, a1, az, as), (s(0))(2) = [as, a1], (52))(0) = [a1, as].

Teorema 1.4.24 Num simplezo r-dimensional orientado s, toda face (r — 2)-dimesional t
pertence a duas faces de dimensao r — 1, as quais, com as orientagoes nelas induzidas por

s, induzem orientagoes opostas em t.

Demonstracao. Sejam s = [ag, a1, ...,a,] e t = (ag, ..., @, ..., A}, ..., ap), com i < j. As

faces (r — 1)-dimensionais de s (com as orientagoes induzidas) que contém ¢ sao:
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S(z) = (—1)%&0, ...,&\i, wey Ay, ...,ar] e

sy = (=1)]ag, ..., @i, ..., @5, ..., Gy .
As orientagoes que s(;) e s(;), induzem em ¢ sao respectivamente,

(S(Z))(]) = (_1)i+j71[a0’ "'7C/L\ia "'7d\j7 "'7a’r‘} €

(S(j))(i) = (—1)i+j[a0, ey C/L\i, ceey C/L\j, vy ar],
as quais sao opostas uma da outra. [

Até agora, consideramos r-simplexos como um conjunto de pontos num espaco euclidi-
ano, que podemos também chamar de r-simplexos retilineos. Podemos ampliar nossa
definicao fazendo uso de homeomosfismos entre um espaco euclidiano e outros espacos

topoldgicos arbitrarios.

Definigao 1.4.25 Chamamos de r-simplexo simplicial (ou simplezo r-dimensional to-
polégico) a imagem, via um homeomorfismo, de um r-simplezo retilineo num espago to-

pologico arbitrdrio M.

Observacao 1.4.26 Todos os conceitos vistos até agora para simplexos retilineos podem
ser transportados para os simplexos simpliciais através dos seus homeomorfismos.

Sendo assim, os pontos internos, o bordo, o baricentro e as faces de um simplexo sim-
plicial sao a imagem destes conjuntos do simplexo retilineo, através do homeomorfismo que
define o stmplexo simplicial no espaco M.

Definimos o diametro de um simplero simplicial como sendo o diametro do simplexo
retilineo que € sua pré-imagem.

Como os vértices do simplexo simplicial sao a imagem dos vértices de um simplexo
retilineo, entao para orientar um simplexo simplicial, basta orientar o simplexo retilineo
que € sua pré-imagem. Desta forma, também fica bem definida a orientacdo induzida por

um simplexo simplicial na sua face s;).

Considere dois r-simplexos retilineos distintos s e s’ no espaco euclidiano. E possivel que
¢1(s) e ¢a(s) sejam um mesmo r-simplexo simplicial, onde ¢; e ¢y sdo homeomorfismos de
s e s’ num espago topologico M, respectivamente. Dizemos que dois r-simplexos simpliciais
sao idénticos quando existe uma aplicagao linear g : s — §' de forma que ¢ (x) = ¢2(g(x)),

para todo x € s.
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Com o intuito de tornar nossos resultados mais gerais possiveis, a partir de agora con-
sideramos r-simplexos como sendo r-simplexos simpliciais, quando necessario deixaremos

claro quando nos referirmos a simplexos retilineos.

Definicao 1.4.27 Seja p um ponto no espaco topologico M e U uma vizinhanca aberta
deste ponto. Se p pertence a um simplexo s C M chamamos o conjunto Us = U[\s de

vizinhanca aberta de p em s.

Definicao 1.4.28 Seja M um espaco topolégico. Uma decomposicao simplicial de M
¢ um conjunto finito ou infinito enumerdvel de simplexos de dimensoes 0 a n, que junta-
mente com suas faces (consideradas também como simplexos deste conjunto), satisfazem

as sequintes condigoes:
1. Cada ponto de M pertence a pelo menos um simplezo.
2. Cada ponto de M pertence a uma quantidade finita de simplexos.

3. Dois simplexos sao disjuntos, ou um € face do outro, ou eles tem uma face em comum

que consiste na intersecao deste simplezos.

4. Sepe M eUs,,..,Us. sao vizinhancgas abertas de p nos simplexos sy, ..., 5., entao

Us, U ..-UUs, € uma vizinhanga aberta de p em M.

Definicao 1.4.29 Um espago topologico M que admite uma decomposi¢cao simplicial é

chamado de n-complexo simplicial e denotaremos por ™.

Defini¢ao 1.4.30 Um n-complexo simplicial € dito ser finito (respectivamente, infinito)

se possui uma quantidade finita (respectivamente, infinita) de simplezos.

Definicao 1.4.31 Dizemos que um n-complexro simplicial é puro se cada r-simplexo,

r <mn, € face de algum n-simplexo do complexo simplicial.

Quando a decomposicao simplicial de um espago topolégico N é feita apenas por meio de
simplexos retilineos, ou seja, N esta num espaco euclidiano, 4™ é chamado de n-complexo
simplicial retilineo. Dado um espaco topolégico M arbitrario, dizemos que ele admite uma
triangulagao se existe um homeomorfismo f : 4™ — M, onde A" é um n-complexo
simplicial retilineo. Dessa forma, um espaco topolégico que admite uma triangulagao é
um complexo simplicial .Z" onde todos os seus simplexos sao imagens de um mesmo

homeomorfismo f.
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Observacao 1.4.32 Toda variedade diferencidvel compacta admite triangulacdo, portanto

toda variedade diferencidvel pode ser vista como um complexo simplicial finito e puro (ver

[28, p. 124]).

Exemplo 1.4.33 O toro T? pode ser pensado como o espago quociente de um retangulo pela
relacao de equivaléncia que identifica cada lado com o lado oposto mantendo as orientagoes.
Mais explicitamente, se o retangulo € [a, ] X [v,0], as identificagcoes sio (x,v) = (x,0) e
(a,y) = (B,y), para todo x € [a,B] e todo y € [v,d]. O esquema indicado na figura
abaizo mostra uma triangulacdo do toro que o exibe como um poliedro com nove 0-simplexos

retilineos, vinte e sete 1-simplexos retilineos e dezoito 2-simplexos retilineos.

Figura 1.6: Triangulacao do toro

Dada uma decomposicao simplicial de um complexo simplicial é possivel obter um novo

complexo, mais refinado, a partir de uma subdivisao.

Definicao 1.4.34 Uma subdivisao de um complexo simplicial A" é um novo complexo
simplicial A3 que, como conjunto de pontos, € iqual a M. Porém, com uma quantidade
maior de simplezxos, os quais estao todos contidos nos simplexos de M. Mais precisamente,

todo simplexo de A" € a reuniao dos simplexos de M3 nele contidos.
O exemplo mais frequente de subdivisao é a subdivisao normal.

Definicao 1.4.35 Para cada simplexo s de um complexo simplicial A" consideremos o
baricentro by deste simplexo. A subdivis@ao normal (ou baricéntrica) deste complezo é
um novo complezxo simplicial A3 no qual seus simplexos sao da forma s' = (bs,, bs,, ..., bs,.),

onde s; € M{" e s C 51 C ... C S
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Figura 1.7: Subdivisao normal de um complexo simplicial 2-dimensional

Se, em vez do baricentro, tivéssemos escolhido um outro ponto p qualquer no interior
de cada simplexo s, a definicao indutiva dada acima ainda produziria uma subdivisao do
complexo simplicial .Z™. A vantagem da subdivisao normal estda na regularidade com que

ela reduz o tamanho dos simplexos.

Observagao 1.4.36 Dado € > 0 e um complexo simplicial A", € possivel obter um novo
complexo simplicial cujo o diametro de cada n-simplero seja menor que €, basta subdividir

normalmente A" e repetir o processo quantas vezes forem necessdrias.

Pseudovariedades

Agora voltamos nossa atencao para uma classe especial de complexos, as pseudovarie-

dades.

Definicao 1.4.37 Uma pseudovariedade fechada n-dimensional é um n-complexo sim-
plicial A" que satisfaz as sequintes condigoes:

(P1) ™ € finito e puro;

(P2) Cada (n — 1)-simplexo de M™ é face de exatamente dois n-simplezos;

(P3) Dois n-simplexos quaisquer s e s em M™ sao encadeados, isto €, existem m-
simplexos Sq, ..., S, em A" tais que so =S, S, =S e para cada i =0,....,7r — 1, s; N ;11 €
uma face de dimensao n-1.

Dois n-simplexos que tém uma face comum de dimensao n— 1 sao chamados tnciden-

tes.

Definicao 1.4.38 Uma pseudovariedade com bordo n-dimensional é um n-complexo
simplicial A" que satisfaz as condi¢oes (P1) e (P3) da definicao de pseudovariedade fe-
chada, e ainda satizfaz:

(P2) Cada (n — 1)-simplexo € face de no mdximo dois n-simplevos e existe pelo menos

um (n — 1)-simplexo que é face de apenas um n-simplexo.
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Figura 1.8: Pseudovariedade fechada 3-dimensional

Definicao 1.4.39 O bordo de uma n-peseudovariedade com bordo consiste de todos os
(n—1)-simplexos que sao face de apenas um n-simplexo. Os simplexos que nao fazem parte

do bordo sao ditos stmplexos internos.

Definicao 1.4.40 Dizemos que uma pseudovariedade fechada ou uma pseudovariedade
com bordo n-dimensional é orientdvel se cada um de seus n-simplexos podem ser coe-
rentemente orientados, isto €, dois n-simplexos incidentes induzem orientacoes opostas na
sua face comum (n-1)-dimensional. Se ndao for possivel atribuir orienta¢do coerente, diz-se

que a pseudovariedade € nao orientdvel.

Figura 1.9: Pseudovariedade com bordo orientada 2-dimensional

Complexo de cadeias simplicial

Nosso objetivo agora é definir o complexo de cadeias simplicial com coeficientes em
A, onde A é um anel comutativo com unidade. Para isso precisamos definir quem sao as

p-cadeias simpliciais e o homomorfismo J,.

Considere um complexo simplicial .Z™ finito. Denotaremos por s¥. i = 1. ....a?, todos
79 ) ) )

os simplexos de dimensao p em .Z". Neste contexto, segue a defini¢ao:

Definicao 1.4.41 Seja A um anel comutativo com unidade. Uma p-cadeia simplicial

do complexo A" é da forma

2P = uy st + upsh + ... + uq, P

Qp’



1.4. Alguns Complexos de Cadeias Especiais 41

onde u; € A e cada s estd orientado, i = 1,...,aP. O conjunto de todas as p-cadeias

£ p b
formam o A-mddulo C, gerado por {s7, s, ..., sh_}.

Observacao 1.4.42 Note que uma p-cadeia simplicial zP € unicamente determinada pelo
vetor (uy, ..., Ua,). Além disso, dadas duas p-cadeias simpliciais xP e yP, determinadas pelos
vetores (W, ..., Wa,) € (V1, ..., Va, ), TeSpectivamente, podemos definir a p-cadeia 2P = xP +yP

determinada pelo vetor (wy + v1, ..., Wa, + Va,).

Para definirmos o operador bordo 9, : C,, = C,_;, precisamos definir o bordo de um

p-simplexo orientado.

Definigao 1.4.43 O bordo de um p-simplexo orientado s’ é uma (p — 1)-cadeia
simplicial, formada pela soma de suas (p — 1)-faces com orientacdo induzida e coeficientes

1, onde 1 representa a unidade do anel A. Denotamos por 0,(s).

Exemplo 1.4.44 Considere o p-simplexo orientado s* = €lag, ay,..,a,], onde ¢ = =£1
dependendo da orientacdo escolhida, e A = 7. Entao, o bordo de sP serd

P } N p A
Op(sP) = e > (=1){ag, a1, ..., @iy ...y ap) = € Y (—1)"s().
i=0 i=0
Note que o conceito de bordo de um p-simplexo orientado é diferente do conceito de

bordo apenas como um conjunto de pontos, anteriormente apresentado.

Definigao 1.4.45 Seja 2P = uys) + ... + Uq, Sh, uma p-cadeta. Definimos a aplicacdo

0, : Cp, = Cp_1, que € chamada operador bordo, por
Op(7) = 3. widy(s7).
i=0

Note que para a construcao deste complexo de cadeias simplicial, fizemos o uso do
conceito de simplexo topoldgico, ou seja, imagem de um simplexo retilineo via um ho-
meomorfismo. Uma forma de generalizar este conceito é trabalharmos com simplexos
singulares, que sao imagens de simplexos retilineos via aplicagoes continuas, nao necessa-
riamente homeomorfismos. Dessa forma, um simplexo simplicial é um caso particular de
simplexo singular.

Assim como na Observagao 1.4.26, todos os conceitos estudados aqui sao estendidos
para simplexos singulares. E, da mesma maneira, podemos definir o complexo de cadeias
singulares. Logo, um complexo de cadeias simplicial, ¢ um caso particular de um complexo

de cadeias singulares.



1.4. Alguns Complexos de Cadeias Especiais 42

1.4.2 Complexo de Estrelas

Dado um complexo simplicial (n — 1)-dimensional finito, podemos obter um com-
plexo simplicial n-dimensional. Para obter este novo complexo basta escolhermos um
ponto adicional a e tornar cada i-simplexo s = (ag, ai, ...a;) do (n — 1)-complexo em um

(i 4+ 1)-simplexo da forma s = (a, ag, ay, ...a;).

Definicao 1.4.46 FEste complexo simplicial n-dimensional € chamado de mn-estrela
stmplicial. O ponto a é chamado de ponto central e o complexo simplicial (n — 1)-

dimensional inicial € chamado de bordo externo da n-estrela simplicial.

A figura a seguir apresenta um exemplo de uma 2-estrela simplicial com bordo externo
um (n — 1)-complexo simplicial finito formado por trés 0-simplexos (pontos mais escuros)

e quatro 1-simplexos (tragos mais escuros).

Figura 1.10: Estrela simplicial 2-dimensional

Exemplo 1.4.47 Todos os simplexos de um complexo simplicial que tem um vértice em
comum formam uma estrela simplicial. Basta enzergarmos esse vértice comum como o

ponto central da estrela.

Definicao 1.4.48 Um complexo de estrelas n-dimensional Z" ¢ um complexo sim-
plicial n-dimensional finito cujos simplexos de dimensao 0 a n estao particionados em
estrelas de tal forma que o bordo externo de uma i-estrela consiste inteiramente de (i — 1)-

estrelas.

A precisa definicao é dada usando inducao sobre a dimensao do complexo de estrelas
da seguinte forma:

Um 0-complexo de estrelas Z° consiste de uma quantidade finita de pontos,

0 0 0
€15 €9, €ags
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que sao as O-estrelas simpliciais (ou estrelas nulas) de Z°. A partir deste complexo obtemos

um 1-complexo de estrelas Z' adicionando uma quantidade finita de 1-estrelas

1 1 1

€15€5, -+ €ays

as quais tem como bordo externo certas O-estrelas de Z°. Seguindo este raciocinio, um

(n — 1)-complexo de estrelas Z™ ! possui as estrelas

k k k
€15 €, s €y s
de dimensao k, k =0, ...,n — 1, entdao um n-complexo de estrelas Z™ é obtido adicionando

uma quantidade finita de n-estrelas ef, ..., el

,€ . as quais tem como bordo externo certas
(n — 1)-estrelas de 2" .

Observagao 1.4.49 O n-complexo de estrelas Z" pode ser visto como um n-complexo

simplicial. Quando quisermos nos referir ao complexo simplicial denotaremos por Z™.

Exemplo 1.4.50 Conseguimos obter um complexo de estrelas n-dimensional a partir de
um complexo simplicial A" finito. Basta subdividirmos normalmente .#" e considerarmos
como as k—estrelas do complexo de estrela os k-simplexos simpliciais subdivididos normal-

mente.

Definigao 1.4.51 Num complexo de estrelas ", se uma (k — 1)-estrela e¥™ for o bordo

externo de uma k-estrela eé?, dizemos que elas sao diretamente incidentes. FE se,

el et . eFl eF € uma sequencia de estrelas em dimensoes crescentes tais que cada uma

k

¢ o bordo externo da prozima, dizemos que €' e e* sdao incidentes.

Definicao 1.4.52 Um complexo de estrelas Z" € dito puro se cada k-estrela € incidente

a uma (k + 1)-estrela.

Note que um complexo de estrelas é puro de acordo com a defini¢ao acima se, e somente

se, R 6 puro de acordo com a Definicao 1.4.31.

Proposigao 1.4.53 Sejam €', e, ....e! (i <k < ... <) uma sequéncia de estrelas tais que
cada uma € incidente com a proxima (ndo necessariamente diretamente incidente), entdo
seus pontos centrais p',p*, ..., p! sao vértices de um simplexo simplicial de . Além disso,
podemos escrever todos os simplexos de A" desta maneira, ou Seja, Seus VErtices como

pontos centrais de estrelas incidentes.
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Ver a demonstragao em [22, Teorema II, p. 237].

A partir de agora, fazendo o uso do resultado acima, denotaremos todos os simplexos
de %" por (p',p*,....,p!), onde i < k < ... < leik,..,1 sao as dimensoes das estrelas as

quais pertencem estes pontos centrais.

Proposicio 1.4.54 Se (pi,pF,....p!) é um simplexo de Z" e (p',p™,...,p*) é um sequndo

simplexo de A" entio (pt,pk,....pH p™, ..., p*) € também um simplero em 743
Ver a demonstragao em [22, Teorema III, p. 238].
Agora, vamos dar uma atencao especial aos complexos de estrelas puros.

Definicao 1.4.55 Dado um complexo de estrelas puro Z chamamos de seu complexo de
estrelas dual, o complexo de estrelas Z7} obtido por uma correspondéncia biunivoca entre
cada k-estrela e® de #" com uma (n — k)-estrela f*=% de K7, respeitando as incidéncias

(estrelas incidentes em %' correspondem a estrelas incidentes em %7y ).

Teorema 1.4.56 Todo complexo de estrelas puro possui seu complexo de estrelas dual, o

qual € determinado por um isomorfismo.
Ver a demonstragao em [22, Teorema IV, p. 238].

Como existe uma correspondéncia biunivoca entre as k-estrelas de um complexo de
estrelas Z;' e as (n — k)-estrelas de Z7}, entao também temos uma correspondéncia bijetora
entre seus respectivos pontos centrais p* e ¢"~*. Além disso, sabemos pela Proposicao 1.4.53
que se (p',p*, ...,p') é um simplexo de %’f entdo as estrelas e’, €, ..., e! sao incidentes.

Logo, pela dualidade, as estrelas f*~*, f*=*, ..., f"~! sdo incidentes em %%, consequen-
temente seus pontos centrais ¢" ¢, ¢" %, ..., ¢" ! sdo os vértices de um simplexo em %;} Isto
é, na correspondéncia entre os pontos centrais p* e ¢"*, os simplexos de ,%"g podem ser
vistos como simplexos de %’;}

Portanto, podemos considerar os complexos de estrelas duais Z; e Z} como sendo

diferentes divisoes estelares de um mesmo complexo simplicial R = ,@g = %}l

Com essas consideragoes, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.57 Considere #; e £} complexos de estrelas duais. Se a estrela e* consiste
de todos os k-simplexos de R que possuem como tltimo vétice o ponto central p* de e*,
entdo sua estrela dual f*=* € a (n — k)-estrela que consiste de todos os (n — k)-simplezos

de #™ que possuem como primeiro vértice o ponto p*.
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Ver a demonstragao em [22, Teorema V, p. 239].

Segue do teorema acima que estrelas duais possuem somente seu ponto central em

comuin.

Complexo Celular

Vamos definir agora, uma caso especial de complexo de estrelas, o complexo celular.

Definicao 1.4.58 Uma k-estrela é chamada de k-célula se seu bordo externo tem os mes-
mos grupos de homologia que uma (k — 1)-esfera, para k > 1. Se k > 1 o bordo externo
também deve satisfazer as condicoes para ser uma pseudovariedade fechada. No caso k =0,

uma 0-célula é simplesmente uma 0-estrela.

Exemplo 1.4.59 Uma 0-célula é um ponto, as 1-células sao homeomorfas a dois segmentos
incidentes a um ponto, as 2-células sao homeomorfas a um disco fechado, e as 3-células sao
homeomorfas a uma bola fechada tridimensional. A partir da dimensdo 4 nao € possivel
catalogar desta maneira as células, jd que existem n-células que nao sao homeomorfas a uma
bola fechada n-dimensional. Um exemplo disso é uma estrela simplicial quadridimensional

cujo borbo externo é um espaco tridimensional de Poincaré.

Definicao 1.4.60 Um m-complexo celular é um n-complexo de estrelas no qual todas

as estrelas sao células.

Observacao 1.4.61 Note que um k-simplexo subdividido normalmente é uma k-célula.
Dessa forma, o n-complexo de estrelas dado pela subdivisao normal de um n-complexo

simplicial € também um n-complexo celular.

Exemplo 1.4.62 Considere uma m-esfera S™ em R™ . Podemos dividir S™ de uma
maneira especial chamada de divisao octaédrica da m-esfera, para isso considere os vetores
unitdrios by, bo,...,b;mi1  direcionados da origem de R™Y para os pontos
(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1). Os wvetores €1by, €3ba, ..., €y1bmer, onde
€ = 1,7 =1,...m+ 1, formam o bordo de 2™ (m + 1)-simplexos retilineos que sa-
tisfazem as condicoes de uma decomposicao simplicial.

Considerando um homeomorfismo destes 2™+ (m + 1)-simplezos retilineos na S™, po-
demos enxergar a m-esfera como um complexo simplicial. Ao subdividirmos normalmente

esse complexo simplicial, obtemos um complexo celular #™.
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Uma k-célula e* é uma pseudovariedade com bordo. Para k > 1, o bordo externo de e*
é uma pseudovariedade fechada orientavel, ja que ele tem os mesmos grupos de homologia
de uma (k — 1)-esfera que sao grupos ciclicos livres e por [22; p. 91] isso é equivalente a
k

ser orientavel. E assim, por um resultado que pode ser visto em [22, p. 94| temos que e* é

uma pseudovariedade com bordo orientavel.

Definicao 1.4.63 Nas condigées acima, para orientar uma k-célula e* basta atribuir-

k

mos uma orientacao para €” como uma pseudovariedade com bordo. No caso em que k =0,

k

ou seja, € € um ponto, basta atribuirmos um sinal + ou —, da mesma forma que se orienta

um 0-simplexo. Se k=1, basta atribuirmos uma orientagao coerente para os dois 1-simplexos

que formam e*.

Podemos considerar, a partir de agora, uma k-célula orientada como um conjunto de
simplexos orientados, vistos como uma k-cadeia simplicial cujos coeficientes sao todos 1.
O bordo externo de e* é o bordo dessa cadeia simplicial, a qual fornece uma orientacao
para as (k — 1)-células que compde o bordo externo de e*, o que chamamos de orientagao

induzida pela k-célula orientada.

Definicao 1.4.64 Um m-complexo celular orientado ¢ um complexo celular no qual

para cada k-célula, com k =0, ...,n, foi atribuida uma orientacao.

Complexo de cadeias celular

Consideremos agora um n-complexo celular Z" orientado.

Definicao 1.4.65 Uma k-cadeia celular de um n-complexo celular orientado Z™ € uma
soma formal da forma

ub = qle’f + quIQ€ + ...+ qakegk

na qual e}, ...,egk sao as k-células de Z" e os coeficientes qu, ..., qa, pertencem a um anel

comutativo com unidade A.

As células ef podem ser vistas como cadeias simpliciais em %’”, logo uma cadeia celular
é uma cadeia simplicial particular, onde cada célula pode ser vista como um agrupamento
de simplexos simpliciais. Se este agrupamento é possivel, ele pode ser feito de uma tnica
maneira, ver [22, p. 242], ent@o os coeficientes ¢; sdo unicamente determinados pela cadeia.
Dessa forma, dada uma k-cadeia celular u*, se quisermos nos referir a ela como k-cadeia

simplicial denotaremos por u*.
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Para termos o complexo de cadeias bem definido precisamos entender o operador bordo

desde complexo.

Definicao 1.4.66 Chamando de E} o conjunto de todas as k-cadeias celulares de um com-

plexo celular Z", definimos o operador bordo Oy : Ey, — Ei_1 da sequinte maneira:
i (ub) = By, (uk),

onde u* é uma k-cadeia celular de E.

Notemos entdao que, a cadeia celular «* é um ciclo, ou homéloga ao ciclo nulo se, e

somente se, a cadeia simplicial u* é ciclo ou homdéloga ao ciclo nulo, respectivamente.

O bordo de uma (k + 1)-célula orientada de um complexo celular é um exemplo de

cadeia celular cuja dimensao é k, como podemos ver pela definicao abaixo.

Definigao 1.4.67 Dada uma (k + 1)-célula orientada "™ de um complexo celular X",

definimos seu bordo, formalmente, por:

Z'Zak

oMty =) eiel,
i=1

onde ¥ = 1 se a orientacio de €¥ € igual a orientacdo induzida por e*™!, ¥ = —1 se a

k+1 k k+1

k
. ee

orientagao de e; € oposta a orientagao induzida por e

eeh=0see nao sao

incidentes.

Como um m-complexo de cadeias celular Z™ pode ser visto como um complexo de ca-
deias simplicial Z™, entao um m-complexo de cadeias celular é também um caso particular

de um m-complexo de cadeias singular.



Capitulo

Linking Number

Neste capitulo definimos o linking number entre dois ciclos celulares de uma
m-~dimensional variedade diferenciavel, que satisfazem algumas condicoes. Para isso, pre-
cisamos definir primeiramente o conceito de ntiimero de intersecao. A principal referéncia

deste capitulo ¢ [22].

2.1 Numero de Intersecao

Considere uma variedade diferenciavel m-dimensional M™. Pela Observagao 1.4.32 po-
demos enxerga-la como um m-complexo simplicial .Z™ e, subdividindo normalmente este
complexo, obtemos um m-complexo celular Z™, como visto na Observacao 1.4.61. Consi-
dere também, Z;" e #Z7' suas divisoes celulares duais. Suponha que elas sejam orientdveis
e tenham recebido orientagoes fixas, ou seja, os m-simplexos de ™ foram coerentemente
orientados com uma das duas orientagoes opostas possiveis. Podemos definir o niimero
de intersecdo entre duas células duais orientadas e* e f™*, denotado por S(ek, fm*), da

seguinte maneira:

Primeiramente, selecione um k-simplexo de e*,

sk =elp’,pt, .., ]

Y

onde € = 41 de acordo com a orientacio de s*, que é dada por ef. Em seguida, selecione

um (m — k)-simplexo de f™*,

k

SPR =t P ™

Y

48
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onde 7 = £1 de acordo com a orientagao de 3?"‘7, que é dada por fm*.

Pelo Teorema 1.4.54, sabemos que

Sm = g[.p()?pl? "'7pk’ "'7pm]

6 um simplexo de Z™ e ¢ = +1 de acordo com a orientacio de s™ em Z™.

s

Definicao 2.1.1 Nas condicées acima, o nimero de intersecdo entre e e fm=F ¢

S(e*, ™) = enc.

Note que este valor sempre serd +1. Para essa definicao é extremamente importante
que os simplexos de R sejam apresentados da forma +[p’, p', ..., p?] onde pi,p', ..., p* sdo

pontos centrais de células de dimensao i,[, ..., z, respectivamente, com i < [ < ... < z.
k

Além disso, o niumero de intersegao nao depende da escolha dos simplexos s

m—k k
esi"dee
e f™F respectivamente, e isso pode ser visto em [22, p. 250].

Observacao 2.1.2 Para o caso k = 0, ao calcularmos o nimero de intersecdao entre e° e

0

f™, como €° € um ponto, supondo que o sinal dado a ele foi positivo, temos

S f™) =n¢ =1ou—1,

dependendo se f™ concorda ou nao com a orientacao de X™.

Exemplo 2.1.3 Cosidere o 2-complezo celular orientado representado pela figura abaixo.

0
P1

Figura 2.1: Complexo celular 2-dimensional orientado

Seja €' a célula formada pelo simplezos {(p{,p'), (P9, p")} e suponha que foi atribuida
a sequinte orientagdo para et = {+[p},p'], —[pY, p']}. Seja f! sua célula dual, formada

pelos simplezos {(p*, p?), (p',p3)} e suponha que foi atribuida a seguinte orientagdo para

ft={=lp".pl,+p", p3]}.
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Para calcular o mimero de intersegcao S(e', f1) precisamos selecionar um simplezo de
el e um simplezo de f, tomemos +[p{, pt] e —[p*, p3], respectivamente.

O simplexo formado pelos vétices p?, p', p? estd orientado no 2-complexo celular da se-
guinte maneira: —|[pY, p', pi].

Portanto,

S(e', f1) = (+D(-1)(-1) =1.

Propriedade 2.1.4 Dadas duas células duais e* e f™* das divisoes celulares ™ e %}”,

respectivamente, entao:
(i) S(e¥, frm=F) = (=1)F=RS(frk, et);

(ii) Se k=1 e fm=k+L sqo células duais incidentes a €® e f™F, respectivamente, entdo

S(ek_l, fm—k—i—l) — (_1>k5(fm—k7 ek).
A demonstracao pode ser vista em [22, p. 251].

Definicao 2.1.5 Considere duas cadeias celulares
uk = qle’f + qzeg + ...+ qakefik e

m—k m—k m—k m—k
v =rifi " trefy U+ e S,

Dizemos que elas sio cadeias celulares duais se e¥ e f™ sio células duais da divisdo

dual de um complexo celular Z™, para i =1, ..., ay.

. s - ‘ ook ok k k
Definigao 2.1.6 Considere duas cadeias celulares duais u® = qie] + gaés + ... + qu, €0,
e v R = g fmTh o ek 4 Ta, f7F, com coeficientes inteiros. O mimero de

A

intersecao entre essas duas cadeias € definido por
Qg
k m—k\ __ k m—k
S(U , U ) - E QiriS(eiafi )7
i=1

onde S(e¥, f"F) ¢ o mimero de interse¢io entre as duas células duais ¥ e f™ %, como

definido anteriormente.

k k

Propriedade 2.1.7 Dadas duas cadeias celulares duais u® e v™~", com coeficientes intei-

ros, das divisoes celulares duais Z* e X7, respectivamente, entao:

(i) S(uf +uf, v ") = S(uf,v™ ") + S(uf, v ");
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i) S(uF. omF) = (=1)km=F) g(ym—Fk k).
(i) S(u by
(iii) Se e*~1 e fm=k*Ll sqo células duais incidentes a e e f™=F respectivamente, entio

S(ek_l,fm_k+1) — (—1)k5(fm_k,6k).

Demonstragao. A demonstragao dos itens (ii) e (iii) seguem diretamente da Propriedade

2.1.4. Para verificarmos o item (i), considere:
uf = quef + Q2€]§ + ...+ qakeﬁk,

F=r P T e SR

Entao, uf +uf = (1 + t1)el + (g2 +t2)es + ... + (qa, + ta, )€t e, portanto,

k

g (675

S(uf +uz,v™ ) = Z(Qz +t)rS(el, [ = Z(qm + b)) S (e, f)

=1

= Z%Tz 27 zm k +Ztrl 17 i )

= S(u’f,vm k)+S(u2,Um k)
n

Proposicao 2.1.8 Uma (m — k)-cadeia celular homdloga ao ciclo nulo tem nimero de

intersecao zero com relacao a qualquer k-ciclo celular dual.
A demonstracao pode ser vista em [22, p. 256].

Observagao 2.1.9 Podemos definir o numero de intersecao para quaisquer duas cadeias

singulares homdlogas ao ciclo nulo u* e v™ % se elas satisfazem a sequinte restri¢ao: o

m—k

bordo u*~! de u* € disjunto de v e 0 bordo v 1 de v™F € disjunto de u*. Para isso

basta utilizar o Teorema da Aprozimacgao Celular, que pode ser visto em [22, Teorema 11,
p. 265]. Assim,
S(uf, ™) = S(Ap(ut), Ap(v™ ).

Para mais detalhes a respeito dessa generalizagdo ver [22, p. 267].

Como cadeias celulares homdlogas ao ciclo nulo sao um caso particular de cadeias sin-
gulares homologas ao ciclo nulo, se garantirmos que essas cadeias sao disjuntas, pela ob-

servacao anterior, é possivel calcular o nimero de intersegao entre elas. Neste caso, a
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aproximagcao celular das cadeias celulares serao as préprias cadeias se elas forem duais ou
um deslocamento das mesmas, via homeomorfismo, no complexo celular Z™ obtido de M™.
Por este motivo, quando tratarmos de cadeias celulares, por abuso de notagao, tomaremos
Ap(u*) = uF e Ap(v™ %) = v™~k. Isto serd importante para a definicao de Linking Number,

apresentada na proxima segao.

2.2 Linking Number

Definicao 2.2.1 Sejam u*~! e v™ % cadeias celulares, com coeficientes inteiros, disjuntas

e homdlogas ao ciclo nulo. O linking number em M™ entre essas cadeias, denotado por

Ik(uk=t vm=k), ¢ definido por

onde O(u*) = uF1,

Em algumas literaturas também ¢é usado o termo niimero de enlaces em vez de linking

number. Recordemos que, conforme Observacio 1.3.7, a existéncia de u* é garantida pois

u*~! ¢ homdlogo ao ciclo celular nulo.

Além disso, este nimero independe da escolha da cadeia u*. De fato, considere u} e u}

cadeias cujo bordo sejam a cadeia u*~1. Note que uf — u5 é também uma k-cadeia celular,

e que O(uf —ub) = (u}) — d(uf) = 0, ou seja u} —uk é ciclo. Assim, pela Proposicio 2.1.8,
temos

S(uf —uk o™y =0

e por propriedade de nimero de intersecao entre cadeias segue que
ko, m—k ko, m—k
S(uy, v™") = S(us, v™").

Propriedade 2.2.2 Sequem das propriedades de niumero de interse¢ao que, dadas duas

k—1 m—k

cadeias celulares u e v com coeficientes inteiros, disjuntas e homologas ao ciclo

celular nulo, entao:
(i) Ue(uF=1, 0 k) = (=1)(k=Dm=R) 1 (ym—Fk g/k=1).

(i) E se, v" % e v)"™ também sio cadeias celulares homdlogas ao ciclo nulo e disjuntas

de w1, entao Uh(uF=! o' 4 o) = Tk(uF o) + Th(ub g F).
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Observacao 2.2.3 Note que podemos enxergar o linking number como uma aplicacdo cujo
dominio € o produto cartesiano dos complexos de cadeia celular, com coeficientes em 7, de

dimensoes k — 1 e m — k, respectivamente, e contradominio Z, ou seja,
lk: Ek,1 X Emfk — 7.

Sabemos que Ey_1, E,_ e Z sao Z-modulos, e, ainda pela definicao de linking number e

pela Propriedade 2.2.2, temos
Ik(r -1 o™ ™) = 1k(uf e 0™ ) = LR (WP 0™,

Ue(uy ™t +ub™ ™Ry = Tk (uf ™ o™ %) + lk(us ™ 0™ ) e

(w0l ™ 0l F) = Th(u o) + Lh(u* o)),
onde r € Z.. Portanto, lk é uma aplicacao Z-bilinear.

Observagao 2.2.4 No caso em que a variedade diferencidvel inicial M™ tem dimensdo
m = 2n+ 1, note que estard bem definido o linking number entre duas n-cadeias disjuntas,
ja que k — 1 = n implica m — k = n. Neste caso, mostra-se que o linking number é um

invariante topoldgico da variedade diferencidvel (ver [22, p. 290).

Note que o conceito de linking number pode ser estendido para quaisquer cadeias sin-

gulares com coeficientes inteiros, disjuntas e homdlogas ao ciclo nulo u*~1 e v,

De fato, pela Observacao 2.1.9, basta utilizarmos a aproximacao celular de u* e v *
para calcularmos o nimero de intersecao, ja que as cadeias em questao, por serem disjuntas,

satisfazem a restricdo necessaria. Assim,

Ik(uF=t ™) = S(uF, 0™ k) = S(Ap(uF), Ap(v™F)).



Capitulo

Fibra de Milnor

Um objeto muito importante no estudo local (em um ponto p € C""!) de funcoes
analiticas f : C"*! — C é a fibra de Milnor de f em p. Por simplicidade, vamos considerar
o ponto p como sendo a origem.

Neste capitulo, descrevemos como obter tal conceito, mostrando que é uma variedade
diferenciavel. No desenvolvimento da teoria, apresentamos uma aplicacao importante, cha-
mada de operador monodromia, essencial ao resultado principal do trabalho.

No caso em que f tem singularidade isolada na origem, Milnor em [17] descreve a
topologia da fibra de Milnor de f através de uma homotopia com um buqué de n-esferas. Em
nosso trabalho, descrevemos a topologia da fibra de Milnor de um polinomio de Brieskorn.

A referéncia principal deste capitulo é [17].

3.1 Fibracao de Milnor

A partir deste momento utilizamos o termo variedade no decorrer do texto significando
uma variedade diferencidvel de classe C*, para algum &k € N.

Sejam E,| B e () variedades e m : E — B uma aplicagao diferenciavel sobrejetora.

Definicao 3.1.1 Dizemos que (E, B, Q,w) € um fibrado diferencidvel se para todo b €
B, existe uma vizinhanga aberta U de b e um difeomorfismo v : U x Q — 7w~ *(U) tal que
mo =, onde T € a projecao na primeira coordenada.

Nestas condigcoes, E é chamado de espaco total, B ¢ chamado de espagco base, 7 ¢

chamada de projegao e () é chamado de fibra tipica do fibrado diferencidvel (E, B,Q,).

Segue que se (F, B,Q, ) é um fibrado diferenciavel, entao 7—1(b) ¢ difeomorfo a Q.

o4
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Definicao 3.1.2 Dizemos que (E, B,Q, ) é uma fibragcao diferencidvel se para todo

be B, n71(b) tem o mesmo tipo de homotopia da variedade Q.

Também no caso de fibragao diferenciavel usamos as nomenclaturas de espacgo total,

espaco base, projecao e fibra tipica da fibracao diferencidvel.

Daqui para frente utilizamos o termo suave, pois estamos considerando diferenciavel em

todas as ordens.

Considere f : C**' — C um polindémio com singularidade isolada na origem e que
se anula na origem. Seja K; = V N S2H onde S2"*! é a esfera em C"! de raio
centrada na origem e V = V(f) = f~1(0) é a hipersuperficie algébrica associada a f.
Como f é uma fungao continua e {0} é fechado em C temos que f~1(0) é fechado em
S2ntl ogo Kp = SNV = = 521N f71(0) é fechado em S2"*1. Assim, S2"H! — K,
¢ um subconjunto aberto da variedade S***! e portanto, pela Proposicao 1.1.15, ¢ uma
variedade.

Nosso objetivo no decorrer desta secao ¢ demonstrar que existe €9 > 0, tal que

(82t — K; S1, Q,¢) é uma fibragao suave, onde ¢ : S — K; — S' é dada por

o(z) = |§8\ e (Q é uma variedade que tem o mesmo tipo de homotopia que um buqué
de n-esferas, resultado conhecido como Teorema da Fibragao de Milnor. Para isso
primeiramente apresentamos algumas ferramentas e ao fim da secao a demonstracao deste

resultado.

Proposigao 3.1.3 Euiste g > 0 tal que para € < gy a aplicagao ¢ : S>" ™ — K; — ST ndo

tem pontos criticos.
A demonstracao pode ser vista em [17, Corolario 4.5, p. 40].
Definicao 3.1.4 O numero €y é chamado raio de Milnor de f (na origem).

Denotando por Fy = ¢~ 1(e?), segue da proposicio anterior que, cada e € S* ¢ valor
regular de ¢. Assim, pela Proposigao 1.1.16, Fp = ¢~ 1(e?) C S?"*! — K ¢é uma variedade

(2n)—dimensional.

Para e suficientemente pequeno (¢ < &), Ky = V N S?"™! ¢ uma variedade (2n-1)-
dimensional, isso segue da parte final desenvolvida na Se¢ao 1.2, com o Teorema 1.2.36.

O conjunto K; é um conjunto importante, que chamamos de link (ou né algébrico) de
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f (na origem). No entanto, nao foi objetivo deste trabalho estudar este conjunto mais a
fundo.

Nessas condigoes, obtemos alguns resultados sobre Fjy.

Teorema 3.1.5 O conjunto Fy é homotopicamente equivalente a um buqué de p n-esferas,
Sr\ SH\ L\ St

A demonstracao pode ser vista em [17, Teorema 6.5, p. 57].

Definig¢ao 3.1.6 O numero pu é chamado de nimero de Milnor de [ (na origem) e Fy

¢ chamada fibra de Milnor de [ (na origem).

Lema 3.1.7 Se ¢ < &g, entdo existe um campo vetorial diferencidvel v tangente a
Sl — Ky tal que, para cada z € ST — Ky, o produto interno hermitiano

(v(2),i grad log(f(z))) € ndo nulo e tem argumento principal menor do que § em va-

lor absoluto.

A demonstracao pode ser vista em [17, Lema 4.6, p. 40].

Considere w o campo vetorial dado por w(z) = v(z)

"~ Re(v(z),i grad log(f(z)))

Assim, pelo lema anterior, w estd bem definido e é um campo diferencidvel pois v é
um campo diferencidvel. Além disso, v é tangente & S?"*! — K e, pela Observagao 1.1.18
temos Re((v(z),u)) =0,V 2z € St — K.

Logo, w também é tangente a S2"*' — K, pois

v(z)

Re({w(2),2) = R6<<Re<v(i)>i9md zOg<f<z>>>’Z>>

~ Re(u(2).i grad log(f(2))) Re((v(2),2)) = 0.

Propriedade 3.1.8 O campo vetorial diferencidvel w(z) satisfaz:
(a) Re(w(z),i grad log(f(z))) = 1;
(b) |Re(w(z), grad log(f(2)))] < 1.

Demonstracao. Claramente (a) é vélida pois

Relw(2),i grad log(f())) = Relpemr iy i grad log(f(2)))

_ Re(v(z),i grad log(f(2))) 1

Re(v(z),1 grad log(f(2)))
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Além disso,

[Re(w(=), grad log(F())] = |Re({ gersiarraSisacriy 9rad log(f(2))]

|Refu(z), grad log(f(2)))| _ [Im(v(2),i grad log(f(2)))|
|Re(u(2),1 grad log(f(2)))]  |Re(v(z),i grad log(f(2)))|’

que é menor que 1, pois |Arg((v(z),7 grad log(f(2))))| < §. Portanto (b) é valida. |

Consideremos agora as solugoes da equacao diferencial % = w(z2).

Lema 3.1.9 Dado = € S — K; existe wm dnico caminho diferencidvel

p.: R — S2" — K, que satisfaz a equacao diferencial

(1) = w(p(t)

com a condi¢ao inicial p,(0) = z.

Demonstracao. Pelo Teorema da Existéncia e Unicidade das Equacoes Diferenciais, a
solucdo z = p,(t) existe e é tinica localmente, podendo ser estendida a um intervalo maximal
de R (ver [23, Proposi¢ao 1, p. 17]). Queremos estender p, () para todo R.

Temos que S?"™! — Ky é aberto em R?*"*2 assim por um resultado que pode ser visto
em [23, Teorema 3, p. 18], se z = p,(t) é solugdo méxima unica definida num intervalo
maximal (w_,w, ), entao a aplicagao g(t) = (¢,p.(t)) tende ao bordo de R x S+ — K,
quando ¢ tende a wy ou w_.

Assim, para que seja possivel estender p,(t) por todo R precisamos assegurar que
tli%pz(t) nao pertence a Ky, onde t, € R. Isto é, como Ky = St N f~1(0) preci-
samos assegurar que f(p.(t)) nao tende a zero, ou equivalentemente, Re(log(f(p.(t))))
nao tende a —oo quando t tende a algum ¢y € R, ja que log(f(p.(t))) = In(|f(p.())])+
+i(Arg(f(p.(t))) + 2km), com k € Z. Agora,

4 (Re(log(f(p-(1))))) = Re((t), grad log(f(p-(1)))) = Re{w(p.(t)), grad log(f (p-(t)))),

tem valor absoluto menor que 1, pelo item (b) da Propriedade 3.1.8.  Portanto,

Re(log(f(p.(t)))) é limitado numa vizinhanga de . [

Observagio 3.1.10 Seja 0 tal que ¢p(z) = £ = G Logo, i0(z) = log(d(z)) =

|f(2)]
— log(£) = log(f(2)) — log(| f(2)]) e, com isso,

Re(0(z)) = Re(—ilog(f(2)) + i log(|f(2)])) = Re(—i log(f(2)))-
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Como 0(z) € R, seque que
0(z) = Re(—i log(f(z))).

A derivada direcional de 0 na diregcao do vetor p.(t), é dada por

C00p2)(t) = +-0(0-(1) L2(t) = (L=(1), grad (. (1)).

Assim, (0.0 p.)(t) = Re(%(1),i grad log(f (p.(1)))-

Agora, pelo item (a) da Propriedade 3.1.8, seque que

#0(p-(1)) = Re(% (¢),1 grad log(f(p.(1)))) = 1.

Portanto, 0(p.(t)) =t + constante e, assim, para cada z € S — Ky, podemos escrever

0(p.(1)) =t + 0(p.(0)) =t + 0(2). (3.1)

Considerando para cada z € S — K; o tinico caminho diferencidvel p,(¢) obtido no

Lema 3.1.9, consideramos a seguinte aplicacao

h: (S§n+1 — Kf) xR — Sgn+1 — Kf
(z,t) = p.(t).

Para cada ¢t € R, podemos definir h, Szt — Ky — St — K por

hi(z) = h(z,t) = p.(t) que é uma aplicacao diferencidvel, ja que p,(t) é diferencidvel.

Além disso, para t; e ty em R, temos

S(here,(2)) = 0t = ba(a+i2)) B Gi0E)H0tt) — il(B(E) ) +0)

GD - i0p=(t2))+1) CD) L0, (10) (1)) — pi0(hey (p=(12))) — pib(hey (huy (2))

_ eie(htIOth(z)) — gb(htl o} htg (Z))

—

Entao, Ry, 41,(2) = hy, 0 hy,(2). Em particular, h; *(2) = h_,(z), pois

2=p.,(0) = ho(z) = hy_(2) = hy o h_y(2).
Logo, h; admite inversa e, portanto, é um difeomorfismo.

Definicao 3.1.11 Nas condicoes acima, quando t = 27, chamamos hsy, de difeomor-

fismo caracteristico.



3.1. Fibracao de Milnor 59

Observacao 3.1.12 Note que
P(he(2)) = P(p2(t)) = e0P=(0) = it+0P=(0))) — (ilt+0(z)) — (i(t+0)

Logo, hy leva cada fibra Fy = ¢~(e) na fibra Fypy = ¢~ (/).

Com as ferramentas em maos, podemos demonstrar o Teorema da Fibracao de Milnor.

Teorema 3.1.13 (Fibracdo de Milnor) (S — K;, S*,Q,¢) € uma fibragao suave

onde ¢ : St — Ky — St € dada por ¢(z) = Ij‘cg;\ e Q é um buqué de n-esferas.

Demonstracao. Dado z = ¢ € S!, basta provar que existe uma vizinhanca U, de
z e um difeomorfismo vy : Up x Fy — ¢~ 1(Uy), tal que ¢ o ¢py = 71, sendo 7, a projecio
na primeira coordenada, pois assim garantimos que para todo z € S, ¢71(2) é difeomorfo
a uma variedade que é homotopicamente equivalente a um buqué de n-esferas (Teorema
3.1.5).

Seja Up = {e" € S* |t € (0 — 6,0 + 0),d constante} e consideremos a aplicagao

Yo :Upx Fy — ¢ 1(Uy)

(e 2) — hi_g(2)

Temos (¢ 0 vp)(e”, 2) = Blhuo(2)) = B(p(t — ) = e¥r=-) B cilt-0:06) _ it
pois z € Fy o que implica 6(z) = 0. Logo, ¢ o1y = m. Resta mostrar que ¢y é um
difeomorfismo.

Considere as aplicacoes diferenciaveis

Oz:UgXFg—>(9—(5,9+6)XFg

(e 2) (t,2),

6(9—5,9+5) XF9—>F9X (—(5,5)
(¢, 2) = (z,t—0).

Como Yy = ho foa e vimos que h é diferenciavel, entao 1y é diferenciavel.
Seja
g:¢0" ' (Up) — Uyx Fy
z = (8(2)s ho-arg () (2)) = (€7, ho_(y(2)).
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Temos

Po(g(2)) = ©e(e®) ho_g(2)(2)) = hogz—o(ho—o()(2)) = ho(2) = p-(0) = = e

g(e(e",2)) = g(hi—g(2)) = (M= hg_gg, o) (hu—0(2)))
(€= hy_ gy (1-0)) (ha-0(2))) = (€, ho—i(hi—p(2)))
= (", ho(2)) = (", p:(0)) = (", 2)

Portanto, g = @/)9_1.

Considere, agora, as seguintes aplicacoes diferenciaveis

Ao N Up) = o7 (Up) x (0 — 6,0 +0)
z > (2, Arg ¢(2))

§: 071 (Up) x (0= 0,0 +0) = ¢~ (Up) x (=0,0)
(Z,AT‘g ¢(Z)) = (279 - Arg ¢(Z))

Temos hg—arq 4(-) = h o § o A. Logo, a segunda funcao coordenada de g ¢ diferencidvel.
Como as aplicagdes e* e 6(z) sao diferencidveis, segue que a primeira coordenada de g é

diferencidvel. Assim, g = 1, L ¢ diferencidvel e, portanto, ¢ é um difeomorfismo. [ |

3.2 Operador Monodromia

Consideremos a partir de agora o difeomorfismo caracteristico hy,. Sabemos, pela
Observagao 3.1.12, que hox|r, leva Fy em Fy,. Note que Fy, = Fy, pois Fy, = ¢~ 1(e?™) =
= g (eme) = (-1~ 1) = ¢71(1) = 67 () = .

A partir de agora, denotaremos Fy por F.

Definicao 3.2.1 A induzida em homologia da aplicacdo h2W|Ff, com coeficientes em C,
(hoxlr;)s + Ho(Fy;C) — H,(Fy;C), é chamada de n-ésimo operador monodromia
homologico. E, a inversa da induzida em cohomologia da aplicagcdo hQﬂ-‘Ff, com coefi-
cientes em C, ((har|p,)*)™" + H*(Fy;C) — H"(Fy;C), € chamada de n-ésimo operador

monodromzia cohomologico.

Observacao 3.2.2 Embora a fibra Fy nao seja compacta, ela tem o mesmo tipo de ho-

motopia que em um buqué de n-esferas que € compacto. Assim, os grupos de homologia e
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cohomologia da fibra Fy sao isomorfos aos grupos de homologia e cohomologia do buqué de

n-esferas.

Observacao 3.2.3 Os n-ésimos operadores monodromia homoldgico e cohomolégico sao
operadores lineares.

De fato, note que H,(Fy;C) e H"(Fy;C) sao C-mddulos e como C € corpo, logo sdo
espacos vetoriais, como visto na Secao 1.2. Além disso, esses operadores satisfazem a

linearidade, pois sao homomorfismos.

Denotaremos uma matriz associada ao operador monodromia homolégico (hox|r; )« por

Hj e uma matriz associada ao operador monodromia cohomoldgico ((hax|r,)*) ™" por Tj.

Definicao 3.2.4 Um polinémio f : C"*!' — C da forma
f(z) =20+ 2582 + o+ 20t
onde a; > 2, 5 =1,...,n+1, € chamado polinémio de Brieskorn.

Observacao 3.2.5 Todo polinomio de Brieskorn se anula na origem e tem singularidade
isolada na origem, portanto podemos estudar a fibra de Milnor Fy associada a um polinémio

deste tipo.

Teorema 3.2.6 Considere f : C*"*' — C wm polinémio de Brieskorn, dado por

f(z) = 2"+ ...+ 25" Entao, H,(Fy; C) tem dimensdo

p=(a; —1)(ag — 1)...(aps1 — 1).

Além disso, as raizes do operador (hox|r, )« : Hn(Fy;C) — Hy(Fy;C) sdo os produtos
W1Ws...Wn41 Onde w; sao as a;-ésimas raizes da unidade diferentes de 1. Logo, o polinomio

caracteristico do operador (hax|r; )« € dado por

As(t) =[]t = wiwsewn ).

Demonstracao. Seja f de acordo com as hipéteses do teorema, e para facilitar a escrita
tomemos m = n + 1. Consideremos ¢ : C™ — V — S! a extensao trivial da fibracao

¢ 82+ — K — S dada por ¢(z) = |§§j§|.
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. _ . 1 . 1 . .-, m ’
Seja v(z) = (zazl, ...,zazm) um campo diferencidvel em C™. Note que v(z) é um

campo tangente em C™ — V| pois

B B 2 2
Re((v(2),2)) = Re (— - m) _ Re (u - M) o

a1 A, (431 Qm

Além disso, como

i grad log(f(2))

I
Y
53
MR ~
bz,\zg

3
S 3
—_ ~.

Q

3

N

33

L
N——

temos,

((=),i grad log(f(2))) = i~ (zm—_) . +i (zm—_—’”m> _

ai

ou seja, ¢ nao nulo e tem argumento menor que 7 em valor absoluto. Assim, v(z) satisfaz

as hipéteses do Lema 3.1.7 e, portanto, C™ — V fica fibrado pelas variedades Fp = 1~ (e').
Pelo mesmo processo apresentado na Segao 3.1, obtemos
h:(C"—V)xR—=-C"-V

(z,t) +— (et%zl, o eom Zm)-

De fato, tomando p,(t) = (e‘%zl, s erotnzm), temos

dp, )it L it
0= (efa i) = (1) o pa(0) ==

2mi 2mi

Assim, o difeomorfismo caracteristico ho, é dado por, ho(2) = (€1 21, ...,e%m z,,) € 0
operador monodromia homoldgico é a aplicagao (hay| ﬁ;)*

Sejam Q,, = {w € C | w é a;-ésima raiz da unidade}, e considere a juncao (definicao

de juncao pode ser vista em [9, p. 9])

J = Qo % Qay %o x Q= {(t1w1, oy L) | th =1,t>0ew; €y}
j=1
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Note que dado (tjwy, ..., tpwy,) um elemento qualquer de J, temos

f(tlwl, ...,tmwm) _ t?l + ...+ t?nm
f(tlwl,...,tmwmﬂ \/tial 4o —f—t?g’m

¢(t1wl, ceey tmwm) = |

que ¢é real e positivo. Agora, observe que /15} ={z e C"-V | |§§2| = 1} =
={z€C™ -V | f(2) é real e positivo}. Assim, J C /Z?’J:
27i s
Observe também que hog(tiwr, ..., tpwm) = (eﬁtlwl,...,ezﬁtmwm) € J, pois
27 2w

(€% w;)% =1, para todo j = 1,...,m, logo € “ w; € Q. Portanto, har(J) C J.

A juncao J é retrato por deformacao de E (para demonstragao ver [17, Lema 9.2, p.
73]), entao H,(J;C) é isomorfo a Hn(ﬁ’\;;C). Por conta disso, a partir de agora vamos
buscar entender quem é o grupo H,(J;C) = H,(Q, * Quy * ... x Qg ;C), que por um
resultado (ver [16, Lema 2.1]), 6 isomorfo & Hy(Q4,;C) ® Hy(Qay: C) @ ... @ Hy(Qa,,; C).

omi

Note que, hor|s : J — J induz uma aplicagio ro, : Q4, — Qq,, dada por o, (z;) = €% zj,

de modo que podemos escrever
horly = Tay *Tay * k1, = J = J,

onde 7o, * Tay % oo % g, (21, 0ry Zm) = Tay (21) % Tay(22) * oo %7, (2m).

Consideremos o homomorfismo induzido
(Ta )« + Ho(Q3C) — Hy(,,C)

do grupo de homologia reduzido. Assim, (hog|s)« : Hn(J; C) — H,(J;C) pode ser descrita

(horl1)s = (Ta1)s @ (Tay) s @ ... @ (74, ) = Hp(J; C) — H,(J;C).

Agora, note que, como €2, é o conjunto discreto das a;-ésimas raizes da unidade, entao

Hy(€4,; C) é o espaco vetorial gerado pelas raizes

27i(k—1) 27i(k—1)
er,=e¢ % ,k=1,...,a;,dez—e %

Seja Tj : Ho(4;; C) — Ho(€2q,; C) a transformacao linear obtida induzindo, em homo-
2mi
logia, a aplicacao e % z;, o que nos da Tj(e;) = ey, ...,Tj(e;) = e1. Desta forma, % — 1 é
o polinomio caracteristico de Tj.

ker(e)
Imd;

Agora, por definicao, temos ﬁo(Qaj;C) = onde € : Cy(€2,;) — C é dada por

e(Z /\kek> = Z A e Cp(€2,,) € o conjunto das 0-cadeias de €2,,. Como eod; = 0, entao €
k=1 k=1



3.2. Operador Monodromia 64

induz uma aplicacio Hy(€2,,;C) — C tal que seu nicleo ¢ ﬁO(Qaj;C) e
Hy(Qy,;;C) ~ ﬁ[o(Qaj; C) ® C (ver [9, p. 110]). Portanto,

Ho(9,,;C) = {U_ZAkek|ZA }

e como Hy(€q,; C) tem dimensao a;, entdao dimc(ffo(ﬁaj; C)) =a; — 1.

Sabemos que 1 ¢ autovalor de T}, entao o autoespaco Ho(1;; C)1 associado a 1 é gerado

aj
por Z er. De fato,

k=1

HO(Qaj; C)l =

{v Z)\k€k| T5(v) = “}
— {v Z)\kek| Tj(i Arer) = i)"“e’“}
{

U—Z)\kek| /\1€2+ +/\a]-€1 :)\161+...+)\aj€aj}

_ {v:i)\kekw\l:)\z:...:)\%} _ {v:)\liek\ A ec}.
k=1 k=1

Além disso, T; é diagonalizavel, ja que a quantidade de autovalores de 7Tj ¢é igual a
dimensao de Hy(f,; C) ver [10, p. 204]. Logo, por um resultado da Algebra Linear (ver
[10, p. 210]), podemos decompor Hy(€24,; C) como soma direta de seus autoespacos, assim,

segue que
a;

Hy(2y,; C) ~ @, Ho (2, (C)ep &) C(Z€k>7 p=2,...,a;

k=1

onde Hy(£2,,;C) denota os autoespagos com relagao a e,,.
€p
a;
Entao, Hy(q,;;C) ~ Hy(€,,;C) @ C(Z ek>, e assim, os autovalores de T restritos a
k=1
Hy(Qy,; C) sdo as a;-ésimas raizes da unidade diferentes de 1.

Além disso, dado v € I:jo(Qaj; C) temos
=T, (Z )\kek> = MTjler) + .o 4+ Aayo1Tj(ea,—1) + Ao, Tjlea,) =
k=1

= Mg+ ..+ Agy1€q, + Aaye1 € Ho(Qu,).

Portanto, Y}(ﬁo(Qaj;(C)) C ffo(Qaj;(C) Assim, Tj| 5 . 0= = (7q;)« €, por propriedade do

produto tensorial, os autovalores de (hor|s)s = (T4, )s ® (ra2)* ® ... ® (14, )« sa0 os produtos
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W1Wz...Wn,, onde cada w; varia ao longo de todas as a;-ésimas raizes da unidade diferentes

de 1. Logo,
Ag(t) = H(t — WIWa...Why ).

Além disso, como H,(F;;C) ~ H,(J;C) = Hp(Qu * Qu, * ... x Q, ;C) =~

~ Hy(Q,;C) @ Hy(Qy;C) ® ... @ Hp(Q,;C), entdo a dimensdo de H,(Fy;C) é
pw=(a; —1)(az —1)...(a, —1). |

Exemplo 3.2.7 Considere o polinomio de Brieskorn f: C3> — C, dado por f(zo, 21, 22) =
= 22+ 22 + z3. Claramente a origem € o tnico ponto critico de f. Entao, pelo Teorema
3.2.6 temos que H,(Fp; C) tem dimensao p=(2—-1)(2—-1)(3—-1) =2.

Além disso, o polinémio caracteristico associado é As(t) = t* +t+ 1 e os autovalores
do operador monodromia homolégico (hox|r, )« : Hy(Fy; C) — H,(Fy; C) sdo Ay = % e
Aoy = %g Como o operador monodromia (har|r, )« € diagonalizdvel, a matriz diagonal

associada [(hor|r,)«|p = Hy € da forma



Capitulo I

Estudo de polinomios quase homogeneos

Este capitulo contém o principal resultado deste trabalho. Para obté-lo, na primeira
secao apresentamos as chamadas Formas de Seifert associada a um polinomio com singu-
laridade isolada na origem. Na segunda secao utilizamos desta ferramenta para o estudo
de polindmios quase homogéneos com singularidade isolada na origem. As principais re-
feréncias deste capitulo sao [5], [19] e [2]. Assumiremos alguns resultados conhecidos da

Algebra Linear, cuja referéncia é [10].

4.1 Formas de Seifert

Seja f : C**! — C um polinémio com singularidade isolada na origem que se anula na

origem. Considere a fibra de Milnor Fy = Fy = ¢~ !(e”) = ¢71(1).

Lembremos, das ferramentas utilizadas para a demonstracao do Teorema da Fibracgao
de Milnor, que para cada t € R, temos definido o difeomorfismo h; : S — K; —
S2ntl— K e que hi|r,; leva Fy em Fy, pela Observagao 3.1.12. Para a definicdo da Forma de
Seifert associada ao polinomio f, precisamos considerar a aplicagao induzida em homologia

(hx|Fy ), com coeficientes em Z.
Seja n > 0, consideremos a aplicacao
Ly H,(Fp;Z) x H,(Fr;Z) — Z
(=], [vD) = Ly([z], [y]) := lk((halr,)«(2), 1),

onde lk((hx|r,)«(2),y) é o linking number em S2**!' entre os representantes dos n-ciclos

(x| £y )+([2]) € [y].

66
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Para que esta aplicacao esteja bem definida, como o linking number esta definido para
ciclos homélogos ao ciclo nulo e disjuntos, precisamos garantir que (h-|r, )«(7) e y satisfagam

essas condigoes em S2"F1.

De acordo com o Teorema 3.1.5, sabemos que as fibras Fy tem o mesmo tipo de ho-

motopia de um buqué de pu n-esferas. Assim, por um resultado, que pode ser visto em |9,

Corolario 2.11, p. 111}, H,(Fy; Z) é isomorfo a H, (S \/ SI'V ...\ S Z).

Sabemos que os n-ciclos de H,,(SI'\/ ST\ ... \/ ST; Z) sao n-esferas. Logo, (hx|r;)«(7) e
y, representantes das classes dos n-ciclos de H"(Fy;Z) e H"(Fy;Z), respectivamente, sao
deformagdes continuas de n-esferas. Além disso, (hx|r,)+(2) € y estao contidas em S2**1,
ja que pertencem a [ e Fy, respectivamente. Assim, (hr|r,).(7) e y sdo n-ciclos singulares

em SZ"HL

Note que uma n-esfera em S2"*1 é bordo de uma deformagao de uma n-bola fechada em
St assim pela Observacao 1.3.7 a n-esfera é homéloga ao ciclo nulo. Como (hx|g, )« ()
e y sao deformagoes continuas de n-esfera, entao elas sao homologas ao ciclo nulo, ou seja,

existem aj™" e af™! (n+1)-cadeias em SZ"*! tais que (hxlp, ) () = O(af™!) e y = O(as™).

Sabemos que (h«|p,).(z) € Hy(Fp;Z) e y € Hy(Fy;Z), como Fr = ¢~ (e7) e Fy =

¢~ () = ¢71(1), entdo (hx|p,)«(x) e y sdo n-ciclos disjuntos.

Dessa forma, para calcularmos o linking number entre (h«|r,)«(z) e y, basta calcularmos
o nimero de intersecio entre ™' e y, onde (hg|p,).(z) = d(a"*!). Para isso, podemos
considerar uma decomposigao simplicial de S?"*! e obter o complexo celular .#?"! como

no Exemplo 1.4.62. Entao,

k(| py)e(2),y) = S(a™ ', y) = S(Ap(a™), Ap(y)).
Definicao 4.1.1 A aplicacio Ly € chamada Forma de Seifert associada a f.

Podemos definir a Forma de Seifert quando n = 0, para isso basta mudarmos o dominio

de Ly para Hy(Fy;Z) x Ho(Fy; 7).

Observacao 4.1.2 Como pela Observagao 2.2.3, linking number é uma aplicagao Z-bilinear,

seque que a Forma de Seifert associada a f € uma aplicacao Z-bilinear.

Como H,,(Fy;Z) é um Z-moédulo livre finitamente gerado, e portanto possui uma base,
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entao existe uma matriz I'y 7 que representa essa aplicacao Z-bilinear. Chamaremos esta

matriz de matriz de Seifert associada a f.

Exemplo 4.1.3 Seja f : C — C, dada por f(z) = 2. Entao, T'yz = ( +1 )
Para demonstrarmos que isto € vdlido precisamos primeiramente entender quem € a
fibra de Milnor Fy e quem sao os geradores de Hyo(Fy;Z), jd que neste caso temos n = 0.
Note que para qualquer € > 0, a aplicagio ¢ : S} — K; — S ndo possui pontos criticos

diferentes da origem, jd que

Portanto, podemos considerar ¢ =1 e a fibra de Milnor Fy serd

2

Ff:Foqu_l(eiO):qS_l(l):{ZGSl—Kf|;—2|:1}:
—{ze S — K/ | (éf:l}:{zeSl—Kf|z2:1}:{1,—1},

jd que f(1) =1 e f(—1) =1 e, portanto, 1 e —1 nao pertencem a Ky = S* N f~1(0).

Como Fy € um conjunto discreto, sabemos que as tnicas fungoes continuas possiveis
neste espacgo sao as fungoes constantes p; : Fy — (=1)?, com 7 = 0,1, e que a imagem des-
tas fungoes vistas como simplexos sao 0-ciclos, ou seja, pertencem a Zy. Também sabemos
que By, conjunto das 0-cadeias que sao bordos de 1-cadeias, € o conjunto {0}, jd que ndo
exitem 1-simplexos neste espago. Assim, o grupo de homologia Ho(Fy, Z) = Zy(Fy)/Bo(Fy)
¢ gerado por {1,—1}. Temos que Ho(Fy;Z) € isomorfo a E)(Ff;Z) ®Z (ver [9, p. 110])
e com isso, {1} € uma base para E)(Ff;Z).

Dessa forma,

Prz= (L 1) ) = ( (el (1),1) )

Considere 1 = (1,0) em S*, enzergando agora C como R?. Como visto na demonstragdo
do Teorema 3.2.6, seque que hr(z) = e2z, entdo temos (hx|r,).(1) = {(0,1),(0,—1)}.
Precisamos obter um complexo celular em S' de maneira que os pontos (1,0), (0,1) e
(0, —1) sejam 0-células deste complexo. Para isso, basta fazermos o mesmo processo que
foi apresentado no Exemplo 1.4.62, escolhendo a decomposicao simplicial como sendo a
decomposicao octaédrica e depois subdividindo normalmente para obter o complexo celular

1, onde pt = (1,0), ps = (=1,0), p{ = (0,1) e p) = (0,—1), como na figura a sequir.
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Pa P

0
Fa

Figura 4.1: Complexo celular 1-dimensional .#!

Suponhamos que a orientacdo de S' estd fixrada no sentido anti-hordrio. Para que o
complexo .7 esteja orientado basta orientarmos todas as suas 0-células. Considere entdo
que todas as 0-células, p, p3, p} e py tém sinal positivo. As1-células ei e e} estao orientadas

(de acordo com a orientagdo fiva de S*) da sequinte maneira:

er = {—[0}, p1], +1p5, pil};

ey = {+[p), p3], —[p5, p3]}-

Queremos calcular o linking number entre (hx|r,).«(p1) e pi. Como d(e1) = (hx|r,)«(p1)

e el € a célula dual de p}, entio

lk((ha|r,)([P]), P1) = S(e1, p1).

Para calcular este nimero de intersegao escolhemos, por exemplo, o 1-simplezo —[p?, pi]
de e%, tomamos também o unico 0-simplexo possivel —i—p%, e assim obtemos o 1-simplexo
C[pY,pi] em S, onde ¢ = —1 € dado pela orientagio da wvariedade S'.  Logo,
S(et,p}) = (=1)(+1)(=1) = 1. Portanto,

rf,Z=<1>.

Note que alterando a orientagdo de pt obtemos o sinal oposto.

Para os nossos resultados, a matriz de Seifert sera de grande importancia. Por este

motivo, apresentamos a seguir algumas defini¢oes e resultados a respeito dessas matrizes.

Definicao 4.1.4 Uma matriz quadrada com entradas inteiras A € chamada unimodular
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se det(A) = £1. Uma matriz unimodular A é congruente a uma matriz unimodular B se

existe uma matriz unimodular P tal que A = P'- B - P. Denotamos A = B.
Proposicao 4.1.5 As matrizes de Seifert I'yz sao unimodulares.
A demonstragao pode ser vista em [11, p. 457].

Teorema 4.1.6 Seja h : C™" — C e g : C" — C polinomios com singularidade isolada
na origem e que se anulam na origem. Seja f : C™ x C* — C definido como f(z,y) =

h(z) + g(y). Entao,
Ff,Z = (—1)’”"1“;172 (%9 1—‘972.

A demonstragao pode ser vista em [21, Teorema 2, p. 715]. Para a defini¢do de produto

tensorial de matrizes ver [4, p. 356].

Podemos estender o conceito de Forma de Seifert associada a f para os casos em que
o grupo de homologia da fibra de Milnor possui como anel dos coeficientes R ou C. Sabemos
pelo Teorema dos Coeficientes Universais que H,(Fy;R) ¢ isomorfo a
H,(Fr,Z) ®R e que H,(Fy;C) é isomorfo a H,(Fy;Z) ® C, ja que H,(Ff;R) e H,(Fy; C)
nao tem torcao pois Fy é homotopicamente equivalente a um buqué de esferas.

Com o intuito de definirmos as aplicacoes Lyr = Ly ® R e Lyc = Ly ® C, vamos
entender a lei destas aplicacoes para os geradores. Considerando {zi,...,z,} gerador de

H,(Fy;Z) e {1} gerador de R e de C, entao

Lf’R : Hn(Ff,Z) ® R x Hn<Ff,Z) QR — R
([ze ® 1], [7; @ 1]) = k(e ) (2n), 75),

Lf7(cIHn<Ff;Z)®CXHn(Ff;Z)®C — C
([zx @ 1], [2; ® 1]) = k((he|py ) (k) 75)-
Definicao 4.1.7 As aplicagoes Lyr e Lyc sao chamadas de Forma de Seifert real e

Forma de Seifert complexa, respectivamente.

Observagao 4.1.8 Como R e C sao corpos, entdo o R-modulo H*(Fy;R) e o C-mddulo
H"(Fy; C) possuem estrutura de espagos vetoriais e, assim, Lyr e Lyc realmente sao for-
mas de acordo com a defini¢ao de /flgebm Linear. Note ainda que Lygr € uma forma bilinear
e Lyc € uma forma sesquilinear. Assim, existem matrizes associadas a essas aplicagoes,
denotamos por I'yr a matriz de Seifert real associada a f e por I'yc a matriz de

Seifert complexa associadas a f.



4.1. Formas de Seifert 71

Definicao 4.1.9 Sejam f e g polinémios em C*1 com singularidade isolada na origem e
que se anulam na origem. Dizemos que suas Formas de Seifert sao equivalentes sobre os
numeros reais se Lir ¢ Lyr sao equivalentes como formas bilineares, ou seja, se existe
um isomorfismo s : H,(Fr;R) — H,(Fy;R) tal que Lyr([z], [y]) = Lyr(s([z]), s([y])), para
todo [x],[y] € H,(Ff;R).

O resultado a seguir nos fornece determinadas relacoes entre as matrizes dos operadores
monodromia e a matriz de Seifert complexa (para mais detalhes ver [5], [11] e [19, Lema

2.1, p. 413)).

Proposigao 4.1.10 Seja f : C*"™ — C um polinémio com singularidade isolada na origem

e que se anula na origem. Entao,

1. Hy = (=)™ Tpp T
2. Ty = (—1)""' Tye (T70),
onde Hy e Ty representam as matrizes dos operadores monodromia homoldgico (hax|r, )« €

cohomoldgico ((hax|r,)*)~", respectivamente, et sobrescrito representa a matriz transposta

assoctada.
Proposigao 4.1.11 O operador monodromia cohomoldgico ((hax|p,)*)™" € diagonalizdvel.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos que o operador monodromia coho-
molégico pode ser representado pela matriz Ty = (—1)""! T’y ¢ (F;é)t.

Considerando T} como a transposta conjugada da matriz 7', temos

TyT; = (—1)" (=1)""' Ty ¢ (r;}c)t (T;c) Ff,(lc = (—1)2*2]q

T;Tf = (—1)n+1(_1)n+1 (Cye)t I‘ﬁj Isc (F;(lc)t — (_1>n+21d7

onde Id ¢ a matriz identidade. Logo, TyT} = T}T}. Portanto, o operador monodromia
cohomolégico é um operador normal e por um resutado, que pode ser visto em [10, Teorema

22, p. 317], temos que ((hox|p,)*) ™" : H"(Fy; C) — H™(Fy; C) é diagonalizavel. |

Definigao 4.1.12 Seja f : C"™' — C um polindmio com singularidade isolada na origem
e que se anula na origem (n > 0). Entao definimos a matriz da forma de intersecao
da fibra Fy por

Ip =T+ (-1)"T¢.
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Note que podemos enxergar Iy como a matriz que representa uma forma
Sy H"(Fy; C) x H"(Fy; C) — C, pois ' ¢ representa a forma Ly ¢ e por um resultado que
pode ser visto em [9, Coroldrio 3.3, p. 196], temos H,(F;C) isomorfo a H"(Fy; C), ja que
a fibra Fy tem o mesmo tipo de homotopia que um buqué de esferas e portanto nao tem
torsao. Considerando I} a matriz transposta conjugada de Iy, vemos que, quando n € par,
temos

I =T+ The) =T+ e = Iy,

assim, Sy ¢ uma forma hermitiana.

Observagao 4.1.13 Pelo Teorema do Eizo Principal, que pode ser visto em [10, Teorema
4, p. 324], temos que existe uma base ortonormal de H"(Fy,C) tal que Sy pode ser repre-
sentada por uma matriz diagonal f}, cujas entradas sao reais, que é semelhante a Iy.
Neste caso em que n € par, temos que f} representa uma transformacao linear 5; :
H™(Fy,C) — H™(Fy,C) (veja [10, p. 322]). Como Iy € semelhante a ch, entdo Iy também

representa a transformacdao Sy. Logo, os autovalores de Iy sao reais.

Seja f : C""' — C um polindémio com singularidade isolada na origem e que se anula
na origem, com n par. Sabemos que o operador monodromia cohomoldgico, ((hex|r,)*) ™",

¢é diagonalizavel, pela Proposicao 4.1.11. Entao, temos que
H"(Fp;C) >~ @ \H"(Ff; C),,

onde A\ sao os autovalores e H"(Fy;C), sao os autoespagos do operador monodromia.
Fazendo um abuso de notacao temos g} t EAH"(Fp;C)y — H,(Fy;C) e entdo podemos

considerar as restricoes Sy = S¢|m, (r;,0),, Para cada A.

Definicao 4.1.14 Nas condigoes acima, definimos

Ho(f) = dimensao do Ker(:S'vf);
N;\L(f) := quantidade de autovalores positivos de 5;\;

py (f) == quantidade de autovalores negativos de S‘;c/,\

Observagao 4.1.15 A diferenca p (f)—uy (f) € chamada de assinatura equivariante

de f com relagao a .
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4.2 Aplicacoes em polinémios quase homogéneos

Definicao 4.2.1 Dizemos que f(z1,...,%,) € um polinémio quase homogéneo do tipo
(w1, wa, ...; wy,) em C™ se para cada monomio cxi ...xm ¢ # 0, temos

a1 dm

Loy 4=,

onde w;, 1 = 1,...,m, sao numeros positivos racionais chamados de pesos.

Exemplo 4.2.2 Todo polinémio de Brieskorn f(xy,...,xy) = z{* + x5 + ... + 2% € quase
homogéneo do tipo (ay,as, ..., an).
De fato, para cada j-ésimo monémio x'* ... x'm temos i; = a; el =0 para todo k # j,

comj=1..m. Logo,%+...+é—z=%+...+z—j+...+%:1.

Dado um polinomio f quase homogéneo com singularidade isolada na origem, note que

temos bem definidas as fibras de Milnor Fj associadas a f e a Forma de Seifert associada
a f.

Para cada polindomio quase homogéneo com singularidade isolada na origem f : C**! —

C do tipo (wy, wa, ..., wyy1) com w; > 2, vamos considerar o seguinte polinomio

n+1 wi
t—1t1vi

Py(t) =

—.
j=1t"1 —1
Py(t) serd um polinémio em Z[tw], para algum m inteiro positivo.

Exemplo 4.2.3 (a) Considere f(zy,21) = 22 — 23, que é um polinomio quase homogéneo
do tipo (2,3) com singularidade isolada na origem. Temos que
t—tz t—t5 42 —t5—t3+18 1 s

Pt: . = :t6+t7.
S N St By S

(b) Seja f(zo0, 21, 22) = 25 + 23 + 25 um polindémio quase homogéneo do tipo (2,2,3) com

singularidade 1solada na origem. Temos que

Py(t) = —— - SRS N

Observagao 4.2.4 K. Saito, em [20, Teorema 4.1, p. 139/, mostra que se f tem sin-

gularidade isolada na origem, existe uma mudanc¢a de coordenadas analitica de f tal que
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seus pesos sao matores ou iquais a 2. Assim, dado qualquer polinomio quase homogéneo
com singularidade isolada na origem f, podemos definir Py(t), considerando seus pesos
se eles sao maiores ou iguais a 2; caso contrdrio, consideramos os pesos da mudanca de

coordenadas analitica de f.

Considerando Py(t) escrito da seguinte forma,

Pr(t) = cat”,

aeQ

temos o importante resultado a seguir.

Proposicao 4.2.5 Seja f um polinémio quase homogéneo em C*1 com singularidade iso-

lada na origem. Se n € par, temos

(= > o (A#£D

A=e~27a | o]:par

(= D (AD

A=e—27ia | o|:impar

onde |a| denota o maior inteiro que ndo excede «.
A demonstracao pode ser vista em [24, p. 222].

Observagao 4.2.6 Quando n € par, o resultado acima garante que escrevendo
Pr(t) = > cat®, 0s autovalores A do operador monodromia homoldgico de f sio da forma

67271'111'

Exemplo 4.2.7 Considere o polinomio f : C* — C, dado por f(zo, 21, 20) = 22 + 23 + 23.
Como visto no Fxemplo 3.2.7 os autovalores do operador monodromia homoldgico de f sao
A= #3 €Ny = #ﬁ Da Proposigao 4.1.10 obtemos Ty = (Hy)t, portanto
—1+iV/3

5 0

Ty = (Hy) =
7 = (Hy) ) s
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144 95
1J;z\/§ _ i3 o )\

= ¢ 3 _ 7172@\/§ _ —27r1,§

Logo, Ay = = e sao autovalores do opera-

dor monodromia cohomoldgico de f. Por outro lado, pelo item (b) do Exemplo 4.2.3,

Pi(t) = t5 + t%, o que condiz com a observacao anterior.

Definicao 4.2.8 Seja f um polinomio em C™ com singularidade isolada na origem. De-

finimos a suspencao de f por

f(zlv o5 Zmy zm-‘rl) = f(zla 7Zm) + 27271+1-

Note que, como f tem singularidade isolada na origem, ou seja, existe uma vizinhanca

Uy da origem no qual grad f(zi,...,2,) = (%—(z), e aaf—(z)) nao se anula em U; — {0},
z1 Zm

entao ]7 também tem singularidade isolada na origem, pois grad f(zl, e Zmy Pm1) =

(W(Z) 9f(z)

621 goeeey 8zm

,2Zm11) nao se anula em U — {0}, com U= U x U,, onde U; é uma

vizinhanga da origem em C.

Lema 4.2.9 Sejam f um polinomio em C**1 com singularidade isolada na origem e fvsua
suspencao. Entao,

F]?,Z = (—1)”+1Ff’z (059 ( + 1)

Demonstragao. Observe que a fun¢ao g(z,12) = 22, é um polinémio de Brieskorn, entao
fé soma de polindomios com singularidade isolada na origem. Assim, pelo Teorema 4.1.6,
Pjy = (=)0, @ Ty g

Pelo Exemplo 4.1.3, I'yz = (£ 1). Assim, existe uma matriz unimodular P tal que,
ILyz=Pi((£1))P.

Como P é uma matriz 1 X 1 unimodular, ou seja, det(P) = £1, entdo P = (1) ou (—1).

Logo, I'yz = (£ 1). Portanto, I'z, = (=1)""'Tyz @ (£ 1). |

Observagao 4.2.10 Considere f : C"*™' — C um polinémio quase homogéneo do tipo
(w1, we, ..., Wwyy1) com singularidade isolada na origem. Assumindo que w; > 2, fazendo

uma mudanca de coordenadas, se necessario, temos

e
Pf(t):H 1
j=1t% —1

Note que a suspencao ]7 de f é quase homogénea do tipo (wy,ws, ..., Wyi1,2) com Sin-
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gularidade isolada na origem. Assim,

e, portanto, Py(t) = t2 Py(t).

Agora, temos ferramentas suficientes para provar o resultado a seguir, que é o objetivo

principal do trabalho.

Teorema 4.2.11 Sejam f e g polinomios quase homogéneos em C" com singularidade
1solada na origem. Se as Formas de Seifert associadas a f e g sdo equivalentes sobre os

nimeros reais, entao Pp(t) = P,(t) mod (t* — 1).

Demonstracao. Nosso primeiro passo é mostrar que os polinémios caracteristicos, A¢(t) e
Ay(t), dos operadores monodromia cohomoldgicos, ((hex|r,)*)™" € ((hex|r,)*) ", coincidem.
Como Ly ¢é equivalente a L, g, entdo existe s : H,(Fy;R) — H,(F,;R) isomorfismo,

tal que
Lig(u,v) = Lyr(su, sv), Yu,v € H,(F; R). (4.1)

Seja p o nimero de Milnor de f e considere By, = {[x1], ..., [z,]} uma base de H, (Fy;Z),
entdo Bg = {[z1] ® 1, ..., [x,] ® 1} é uma base para H,(Ff;R) ~ H,(Fy;Z) ® R. Como a

Forma de Seifert real é dada por

LfJR . Hn(Ff,Z) R R x Hn(Ff,Z) QR — R

onde i = hor|r,, entdo temos

Ik(ivay, x1) k(e 1) - lk(iwzy, 21)
[Lsls, = : : : : = [LyrlBe-

lk(iszy, 1) lk(ix,,xe) -+ lk(ivz,,x,)

Agora, como a aplicacao s é isomorfismo, temos que By = {s([z1]®1), ..., s([z,]®1)} =
= {[sz] ®1,...,[5z,] ® 1} é base de H,(F,;R), onde 5 é o isomorfismo natural obtido
através de s e dos isomorfismos H,,(Fy;R) ~ H,(Fr;Z) ® R e H,(F;;R) ~ H,(F,; Z) @ R.
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De (4.1) temos k(i x;, x) = lk(i.5x;, 5T5) € com isso

lk(ivay, z1) k(ivag, 1) -+ k(iwzy, 1)
[LirlB: = : : : =
lk(txy,x,) k(e xy) - (i, x,)
k(i 521,521) k(inS20,521) -+ k(i 5z,, 511)
= : : g : = [Lorlg,.
Ik(iv521,52,) k(i520,52,) --- lk(i.5z,,51,)

Considerando B¢ = {[z1] ® 1, ..., [x,] ® 1} uma base para H,(Fy;C) ~ H,(Fr;Z)®C e
Be = {[sz1]®1, ..., [5x,] ® 1} uma base de H,(F,;C) ~ H,,(F,;Z) ® C e como a Forma de

Seifert complexa é dada por

Lfy@ZHn(Ff;Z)@)CX Hn(Ff,Z)®C — C

(:rk® 1,:cj® 1) — lk(i*llk,llfj),
entao temos
Ik(ivay,z1) - lk(ixy, z1)
[Lyclse = [Lygls: = : : =
Ik(ivzy, ) - k(iwx,, )
lk(i.521,521) -+ k(i 52, 511)
k(iv521,52,) - lk(i.5z,,52,)

= [LQ)R]ER = [Lgvc]é(c’

A partir de agora, vamos calcular os polindmios caracteristicos Af(t) e Ay(t). Por
definicao temos Af(t) = det(tl — Ty) e Ay(t) = det(t] — T,), e ainda sabemos que o
polinémio obtido independe das bases nas quais as matrizes Ty e T, foram obtidas. Além

disso, pela Proposicao 4.1.10, temos Ty = (=1)""!' Tyc (T7¢)t e T, = (—1)"* Tye (T, 0)"

Como [Lyclp. = [Lg7<c]§(c, entao

Ty = (=1)"" [Lycle ([Lrelp) = (=)™ [Loclg, (Loclz)! =T
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Logo,
Af(f) = det(t[ — Tf) = det(tl — Tg) = Ag<t).

Portanto, os autovalores de ((har|r,)*) ™" € ((hex|r,)*)”" coincidem.

Considere agora o caso em que n é par. Note que 1°(f), u°(g), py (f) e p3(g) dependem
das transformacoes SNf e g;, vistas na Observacao 4.1.13. Por esta observacao também temos
que Iy e I,, as matrizes das formas de intersecao de f e g, respectivamente, representam
essas transformacoes lineares.

Como, por definicao, Iy = [Lyclp. + (—=1)"[Lrclp. = [Loclp, + (=1)"[Loclf. = Iy
entao

PO =1g) e wr(f) =pi(g).

Pela Proposigao 4.2.5, temos

D =D b

a€Z BEZ
Z Ca = Z C,/87 <>‘ 7& 1)
A=e~27ia | | :par A=e—2miB | B|:par
Z Ca = Z 0,57 (/\ 7é 1)
A=e—27ia | o|:impar A=e—2miB | B|:impar

onde Pr(t) = cqCat™ € Pyl(t) = > 5c0 Chls-

Sendo A um autovalor do operador monodromia cohomoldgico de f, vimos que

A =e?mM2 Se A =1, entdo a € Z. Logo, para cada \ fixo temos

Z Co = Z cy. (4.2)

A=e—27ia A=e—27ip

Mostremos que, para cada A, a expressao

ot = > dt? (4.3)

A= 27ica A=e—27if

é divisivel por t? — 1.

De fato, considere J o conjunto de todos os a; que satisfazem \ = e~?™ e considere

—2mif;

também L o conjunto de todos os f3; que satisfazem A = e . Fixando um «g temos que

aj = 2kq,m + ag € B = 2kg,m + aq, para todo a; € J, B € L, com kq,, kg, € Z. Isolando
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Cap €m (4.2), onde «y estd fixado, temos

Cog = Zcfgl — Z Cay-
B

el a;€J,j7#0

Fazendo uso dessas informagoes em (4.3), obtemos

aj;€J, j#£0 BiEL
= O dy— D )+ Y ot =Y dyt?
BieL a;€J, 7#0 aj; e, 7#0 BiEL

= Y o=t 4 Y e, (10 —tM)
BiEL aj€J, j#0

_ Z C,/Bl (tao - t2k517r+o¢0) + Z —Ca, (tao N t2kaj7r+ao)
BieL €, 7#0

= D Gt =Ty 4 YT gt (1 — T,
BiEL aj€J, j#0

Como 1 e —1 s@o raizes desta expressao, segue que (4.3) é divisivel por
(t— 1)t +1) = (2 —1). Logo, Pr(t) — P,(t) é divisivel por (* — 1), portanto
Py(t) = Py(t) mod (t* — 1).

Agora, considere o caso em que n é impar. Primeiro mostraremos que se Ly é equiva-
lente a Ly, entao L7y € equivalente a Lgg, ou seja, existe S HnH(Ff; R) — H,11(F5R)
tal que LfR(u, v) = Lz g(su, sv), Yu,v € Hn+1(Ff; R). Isto é equivalente a encontrar bases
By e B para H,y1(FzR) e Hyy(Fy; R), respectivamente, tal que [Lzplp = [Lgrpz.

Como n é impar, pelo Lema 4.2.9 temos iy =Tpz® (£1). Suponha que fixando uma

determinada orientagao para calcular a matriz de Seifert associada a z2_,, obtemos
Ff,Z = Fﬁz X (1)

O resultado seria andlogo se toméssemos o sinal oposto.
Considere B a base de Hni1(F7Z) tal que [Lip = [Ly]p, ® (1). Seja B} a base de

= [L7]p. Portanto,

Hy11(F7;R) obtida de B tensorizando por 1. Com isso, [Lp] 7

b
f By

(Ligley = [Lfls = [Lylp, ® (1) = [Lygls, @ (1) = [Lerlg, @ (1). (4.4)

Seja C uma base de H,(F,;Z) tal que ER é obtida de C tensorizando por 1. Com isso,
[Lg]é = [LQR]ER'

Pelo Lema 4.2.9 temos I';z = I'yz ® ( £ 1). Considerando a orientacao fixada para
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calcular a matriz de Seifert associada a z2_,, entdo temos I';z = I'yz ® (1). Logo, existe

uma base B para H, 1 (Fy5; Z) tal que [Lglg = [Lyla®(1) = [Lyr]g, @ (1), e por (4.4) temos
[Lslg = [Ligls:- (4.5)

Considere agora, By a base de H,1(Fj; R) obtida de B tensorizando por 1. Novamente,
[Lgr]po = [Lglg. De (4.5) temos [L7plpi = [Lgr]pe. Logo, existe uma matriz unimodular

P tal que
Lreln = P'([Laxlng) P

Entao existe uma base B2 tal que

[Liglpr =P t([Lg,R]B§>P = [Lgrlpz-

a c¢
Mostremos a obtengao de B3 para o caso pu = 2. Seja P da forma P = , com

a,b,c,d € R e BY = {ug,vo}. Assim, temos

L r(2aug + 2bvy, 2aug + 2bvg) Lz r(2cu + 2dvg, 2aug + 2bvg)

P'(ILgxlg ) P =
L r(2aug + 2bvy, 2cug + 2dvg) Lz r(2cug + 2dvg, 2cug + 2dvy)

Entao @ = 2aug + 2bvy e U = 2cug + 2dvy sao os elementos da base B3.

Agora, mostrado que se Lyg ¢ equivalente a Lgg, entao L7y é equivalente a Lgg,
podemos aplicar o mesmo processo da demonstracao considerando as suspencoes ]? eyg,e
concluimos Pr(t) — FPy(t) é divisivel por (t* — 1). Pela Observacao 4.2.10, temos Prt) =
t2 Py(t) e P5(t) = t2P,(t). Logo,

é divisivel por (t* — 1) e, assim, P;(t) = P,(t) mod (t* — 1). |
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Conclusao

E importante ressaltar que a reciproca deste resultado é vélida, e pode ser vista em [19,
Lema 2.3, p. 415]. Assim, existe uma condigdo necesséria e suficiente para os polinomios
quase homogeéneos com singularidade isolada na origem tenham Formas de Seifert reais
equivalentes em termos de seus pesos.

Este resultado é uma ferramenta utilizada para obter uma resposta afirmativa para
o problema da multiplicidade de Zariski para polinomios como citados acima em n + 1
variaveis. Existem outras maneiras de se chegar neste resultado, o interessante de se es-
tudar via Formas de Seifert é que é possivel estabelecer algumas conexoes externas com

equivaléncias ja conhecidas, tais como:

e Considere K e K, os nés algébricos associados a f e g, respectivamente. Entao, para
n > 3, K ¢ isotépico a K, se, e somente se, Ly ¢ equivalente a L,.

e Se f e g sao polinomios de Brieskorn, entao sao equivalentes:
(1)K é isotépico a K;
(i) f e g possuem pesos iguais;
(iii) det(tLy + (—1)"L%) = det(tLy + (—1)"L{), que sdo conhecidos como polinémios
de Alexander associados a f e g.

e Ky ¢ cobordante a K, se, e somente se, Ly é algébricamente cobordante a L,.

e Paran =3, f e g sao conectados por uma deformagao p-constante se, e somente se,

L¢ equivalente a L.

Assim, o estudo das Formas de Seifert torna-se interessante por conectar resultados de

diferentes teorias e que ainda possuem problemas em aberto.
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