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Resumo

O objetivo desse trabalho é aplicar a técnica da Reducao de Liapunov-
Schmidt no estudo da Bifurcagao de Hopf. Primeiramente discutimos a Redugao
de Liapunov-Schmidt em espacos de dimensao finita e posteriormente em
espacos de Banach de dimensao infinita. A conclusao do trabalho é a de-

monstracao do Teorema de Hopf usando a Reducao de Liapunov-Schmidt.

palavras chave: Reducao de Liapunov-Schmidt, Bifurcagao de Hopf.



Abstract

The main goal of this work is to apply the Liapunov-Schmidt Reduction
technique in the study of the Hopf Bifurcation. First of all we discuss the
Liapunov-Schmidt Reduction in finite dimensional spaces and after that in
Banach spaces of infinite many dimensions. The conclusion of this work is the

proof of the Hopf Theorem using the Liapunov-Schmidt Reduction.

Key words: Liapunov-Schmidt Reduction, Hopf bifurcation.



Introducao

Podemos dizer que a Teoria da Bifurcacao é o estudo de equagoes com
multiplas solugoes. Especificamente, por uma bifurcagao queremos dizer uma
mudanca no nimero de solugoes de uma equacao quando um parametro varia.
Muitos desses problemas podem ser simplificados para o estudo de como as

solugoes  de uma simples equagao escalar

fl@,A) =0 (1)

varia com o parametro . Essa simplificagao depende de uma técnica conhecida
como Reducao de Liapunov-Schmidt.

Certos fenomenos modelados por uma equagao diferencial da forma

c;—? = F(z,\), (2)
que depende de um parametro A, evoluem para o surgimento de uma érbita
(solugao) periddica quando o parametro varia. Esse tipo de comportamento é
conhecido como Bifurcagao de Hopf.

O intuito desse trabalho é mostrar que as orbitas peridédicas da equacao
diferencial (2) podem ser caracterizadas como zeros de uma certa aplica¢ao do
tipo (1) e a partir dai entender a Bifurcagao de Hopf.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos: (1) Primeira visao da Redugao
de Liapunov-Schmidt em dimensao finita, (2) Redugao de Liapunov-Schmidt
em dimensao infinita, (3) Aplicagao da Redugao em para entender a Eldstica,
e (4) Aplicagao da Redugao provando o Teorema de Hopf.

No primeiro capitulo introduziremos a técnica da Reducao e consideraremos

o problema de bifurcacao em dimensao n

d(z,0) =0, comz € R" e a € R” (3)
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e assumimos que posto(L) =n — 1, onde L = d®(y. Veremos que as solugoes
de ®(z, ) = 0 estao em correspondéncia um-a-um com uma equagao escalar

f(z,a) = 0. Os passos essenciais dessa Redugao sao:

1. Decompor o espago ambiente com uma decomposi¢ao relacionada com o

operador linear L.

2. Usar a decomposicao do item anterior para decompor a equagao (3) em

duas novas equagoes.

3. Mostrar que uma das equagoes pode ser resolvida usando-se o Teorema

das Fungoes Implicitas(TFI).
4. Usar a solucao obtida pelo TFI para ficar com uma tunica equacao.

5. Escolher coordenadas no nicleo de L e no complemento ortogonal da

imagem de L para obter a fungao escalar f(z, ).

Outro assunto a ser discutido neste capitulo é o calculo das derivadas da
equacao reduzida em termos da equacao original. Esses resultados serao tuteis
para a discussao da estabilidade assintética de solucoes de equagoes diferenciais
ordinarias.

No segundo capitulo consideraremos sistemas definidos em espacos de Ba-
nach de dimensao infinita. Para desenvolver a técnica de Liapunov-Schmidt
para tais espagos necessitaremos dos operadores de Fredholm de indice zero.

Nesse cenario, permitiremos que o operador linearizado tenha um ntcleo
de dimensao superior a um. E, para determinar o comportamento qualitativo
da bifurcacao teremos que calcular derivadas de ordens superiores.

No terceiro capitulo apresentaremos uma aplicacao da Reducao de Liapunov-
Schmidt em dimensao infinita: a elastica. Trata-se de um problema envolvendo
uma barra flexivel sofrendo acao de uma forca externa A. A pergunta natu-
ral que surge é “quantas solugoes de equilibrio o sistema possui em funcao
de A?”Veremos que para um determinado valor do parametro A ocorre uma
bifurcacao do tipo pitchfork.

No quarto capitulo veremos como utilizar a Reducao de Liapunov-Schmidt
para entender a Bifurcacao de Hopf. Essa forma de entender a Bifurcagao de
Hopf é devida a Cesari e Hale (ver [H69, CH82|).

Trabalhando com érbitas periddicas naturalmente surge o grupo das sime-

trias do circulo S' atuando naturalmente como um “shift” na varidvel tempo, e



claramente essas simetrias persistem apds o processo de Reducao de Liapunov-
Schmidt. Na verdade a Reducao terd dois estdgios, o primeiro leva a uma
aplicacdo ¢ : R? x R x R — R? o qual comuta com as rotacoes do plano; o
segundo estagio levard a uma funcao escalar f : R x R — R.

Provaremos o seguinte teorema.

Teorema de Hopf Dado um sistema de EDO na forma

d
d—f:F(x,A), r€R" e A€ R,

satisfazendo:

(H1) A fungdo F se anula no conjunto {(z,\) € R* xR | x =0}, ou seja
F(0,\) =0, e dFy tem £i como autovalores simples e nao tem nenhum

outro autovalor no eixo imagindrio;

(H2) quando \ passa por zero, os autovalores cruzam o eizo imagindrio com

velocidade positiva.

Entao existe uma familia a um-parametro de orbitas periodicas bifurcando do
ponto de equilibrio x =0 em A = 0.

O texto fundamental para o desenvolvimento do trabalho foi Golubitsky
e Schaeffer [GS85]. Outros textos que serviram de apoio para o estudo da
Bifurcagao de Hopf foram: Marsden e McCracken [MM76], Hassard et all
[H81], Carr [C81] e Buzzi e Lamb [BL05].

13



Capitulo 1

Primeira Visao da Reducao de

Liapunov-Schmidt

Consideremos o sistema de n equagoes, nao lineares,
®;(y, ) =0, i=1,...,n. (1.1)

onde a aplicacao ® : R® x R¥! — R" é 0. Considere o vetor y =
(Y1, - -, Yn) como a solucao desconhecida para a equacao (1.1) e &« = (v, . . ., )
um vetor de parametros. Vamos assumir que ®;(0,0) = 0 e tentamos descrever
as solugoes do sistema numa vizinhanca da origem.

Seja (D,®)(0,0) a derivada, vista como transformagao linear, cuja matriz

P,
¢ a matriz Jacobiana (g “(0, O)>

J
Se o posto da matriz Jacobiana anterior, que coincide com a dimensao de

Im(D,®)(0,0), é n, segue que (D,®)(0,0) é uma transformacao linear sobre-

jetora, e pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem temos que
dimR" = dim Nuc(D,®)(0,0) + dim Im(D,®)(0,0),

ou seja,
dim Nuc(D,®)(0,0) = 0,

isto é, (D,®)(0,0) ¢ invertivel. Deste modo, o Teorema da Fungao Implicita
nos diz que (1.1) possui solugao tnica para y como fun¢ao de a. Em outras

palavras, esse é um caso nao degenerado onde nao ocorre bifurcagao. Nesta
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secao consideremos o caso onde
posto(D,®)(0,0) =n — 1. (1.2)
Vamos agora dividir essa secao em duas subsecoes:

(i) Na segdo 1.1 mostraremos que se assumirmos (1.2), entao as solugoes do
sistema completo (1.1), localmente, poderao ser colocadas em correspon-

déncia biunivoca com solucoes de uma equacao da forma

g(xv&) =0, (13)

onde g : R x R*! — R. Esse procedimento é conhecido como Reducao
de Liapunov—-Schmidt de (1.1). Em outras palavras, (1.3) é uma familia

a k-parametros de um problema de bifurcagao da forma g(z, A) = 0.

(ii) Resumiremos os passos essenciais da Reducao na segao 1.2.

1.1 Derivacao das Equacgoes Reduzidas

Para simplificar a nota¢do vamos chamar L = (D,®)(0,0). Sao necessarias
duas escolhas arbitrarias para estabelecer a Reducao de Liapunov-Schmidt. A
primeira delas diz que devemos escolher dois espacos vetoriais complementares
M e N para o Nuc(L) e Im(L), respectivamente, obtendo as seguintes decom-

posicoes:

R"™ = Nuc(L) & M, (1.4)

R" = N @ Im(L). (1.5)

Notemos que, assumindo (1.2), e usando o Teorema do Nicleo e da Imagem,
temos que a dimensao de Nuc(L) é 1, e por (1.4) e (1.5), respectivamente,
concluimos que a dimensao de M é n — 1 e a dimensao de N é 1.

Consideremos agora a projegao

E:R" — Im(L)
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com Nuc(F) = N. Consideremos também a projecao complementar
(I-E):R*"— N

com Nuc(I — F) = Im(L).

Proposicao 1.1. Dado v € R" temos que v = 0 se, e somente se, Fv =0 e
(I — E)v=0.

Demonstragao:

A implicacao é  trivial. Vejamos a  reciproca. Seja
v € (Nuc(E)(Nuc(/ — E)). Como as projecoes E e I — E sdo projegoes
complementares, temos que (Nuc(E) [ Nuc(! — E)) = {0}, ou seja, v =0. B

De acordo com a proposigao 1.1, o sistema de equagoes (1.1) pode ser

expandido para um equivalente par de equacoes da forma

(a)EP(y,a) =0, (b)(I — E)®(y,a) = 0. (1.6)

A idéia bésica da Redugao de Liapunov-Schmidt é que (1.6a) pode ser
resolvido para n — 1 das y varidveis, e substituindo esses n — 1 valores em
(1.6b) encontramos o restante desconhecido. Vamos explicar melhor essa idéia.
Primeiro aplicamos o Teorema da Fun¢ao Implicita para mostrarmos que (1.6a)
pode ser resolvido para n — 1 das y varidveis. Utilizando a decomposigao (1.4)
podemos escrever qualquer vetor y € R™ da forma y = v+w, onde v € Nuc(L)

e w € M. Escrevemos entao a equagao (1.6a) como

Ed(v+w,a)=0. (1.7)

Em outras palavras, estamos pensando em (1.7) como uma aplicagao
F :Nuc(L) x M x R¥? — Im(L) dada por

Fv,w,a) = E®(v+ w, ).

Proposigao 1.2. Eriste uma vizinhanca Q C Nuc(L) x R do ponto (0,0)

e uma aplicagao W : Q0 — M, a qual satisfaz
Ed(v+W(v,a),a) =0

para todo (v, ) € Q e W(0,0) = 0.
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Demonstracgao:
Pela Regra da Cadeia, a derivada de (1.7) com respeito a varidvel w na
origem é

(E(Dy®)(0,0)) | = (EL)[m = Llas-

A primeira igualdade segue por defini¢ao e a segunda do fato que E age como
identidade sobre Im(L). De qualquer modo, a aplicagao linear L : M —
Im(L) é invertivel. Assim, segue do Teorema da Funcao Implicita que (1.6a)
tem solugao tnica para w numa vizinhanga Q C Nuc(L) x R¥! da origem.
Vamos escrever essa solugdo como w = W(v,«a); sendo W : Q — M a qual

satisfaz

Ed(v+W(v,a),a) =0

para todo (v,a) € Qe W(0,0) = 0. |
Substituimos W em (1.6b) e obtemos a aplicagdo reduzida
¢ : Nuc(L) x RF1 — N onde

o(v,a) = — E)P(v+ W(v,a),a). (1.8)

Deste modo, os zeros de ¢(v, @) estao em correspondéncia biunivoca com

os zeros de ®(y, o), tal correspondéncia é dada por

d(v,a) =0 <= ¢(v+W(v,a),a) =0.

A fungao reduzida ¢ tem todas as informagoes necessarias da Redugao de
Liapunov-Schmidt. Em aplicagoes como esta, é interessante escolher coorde-
nadas explicitas no Nuc(L) e em N, e desse modo obtém-se uma aplicagao
reduzida g : R x R*¥! — R. Nesse momento fica claro a segunda dentre as
duas escolhas que mencionamos no inicio desta subsecao. Além da escolha dos
complementos M ¢ N em (1.4) e em (1.5), devemos escolher também vetores
nao nulos vy e v} em Nuc(L) e (Im(L))*, respectivamente. Aqui o complemento

ortogonal é tomado com respeito ao produto interno usual

i=1

Assim, qualquer vetor v € Nuc(L) pode ser escrito de maneira tinica como

v = xvy onde x € R. Definimos ¢ : R x R¥! — R por



PRIMEIRA VISAO DA REDUCAO DE LIAPUNOV-SCHMIDT 18

gz, a) = (vy, p(avo, ). (1.9)

Do fato de o(zvg, @) € N, temos que
g(z,a) = 0 se, e somente se, ¢(xvg,a) = 0, pois ¢(zvy, ) € [N N N*] = {0}.
Logo, os zeros de g estao em correspondéncia biunivoca com as solugoes de
O(y,a) =0.

A razao para essa simplificagdo é que v} € (Im(L))* e para qualquer vetor
v € R™, temos que Fv € Im(L), ou seja (v, Ev) = 0.

Daf temos

(vg, (I = E)v) = (v, v) (1.10)

pois (I — E)v € (Im(L))*, pela defini¢do da projecio (I — E).

1.2 Breve Resumo da Reducao de Liapunov-
Schmidt

Nesta subsecao vamos citar, brevemente, os cinco passos essenciais para

chegarmos na equagao reduzida (1.9):

Passo 1. Decompomos o espago, no caso o R", em uma soma direta dependendo

de L(eq.(1.4) e eq.(1.5)).

Passo 2. Usamos tal decomposigao para definirmos as projegoes E e (I —F), donde

chegamos nas equagoes (1.6).

Passo 3. Mostramos que (1.6a) pode ser resolvida, exceto para uma variavel, u-

sando o Teorema da Funcgao Implicita.

Passo 4. Substituimos a solucao de (1.6a) em (1.6b) para obtermos a equagao (1.8).

Passo 5. Escolhemos bases convenientes para Nuc(L) e para (Im(L))* e obtemos

a equagao reduzida (1.9).

A esséncia da Reducao de Liapunov-Schmidt, é mostrar que podemos usar

o Teorema da Fungao Implicita em situacoes onde sua aplicacao nao é direta,
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como por exemplo em espacos de Hilbert de dimensao infinita, que abordare-
mos nos capitulos seguintes. Desse modo, o Passo 3 torna-se o passo funda-

mental na Reducao.



Capitulo 2

A Reducao de
Liapunov-Schmidt

2.1 Operadores Fredholm de Indice Zero

Defini¢ao 2.1 (Operadores de Fredholm ). Sejam X e Y espacos de Ba-
nach. Um operador linear limitado L : X — Y € dito Fredholm se satisfaz as

sequintes condicoes:
(1) Nuc(L) é um subespago de X com dimensao finita.

(i1) Im(L) € um subespago fechado de Y com codimensdo finita.

Definicao 2.2. Se L € Fredholm, o indice de L € o inteiro
i(L) = dimNuc(L) — codimIm(L).

Proposigao 2.3. Se L : X — Y € Fredholm, entdo existem subespacos fechados

M e N de X eY, respectivamente, tais que,
(a) X = Nuc(L)® M,
(b)Y =N & Im(L).

Para uma demonstracao deste resultado ver Berger [B77].

Em particular, para um operador de Fredholm com Nuc(L) = {0}, temos

i(L) = 0 = dim(Nuc(L)) = codim(Im(L)) = 0,
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ou seja, L é sobrejetora com imagem de L igual ao contradominio de L, sendo
portanto invertivel. Assim, temos a seguinte implicacao para operadores de

Fredholm de indice zero:
Se Nuc(L) = {0}, entao L é invertivel.

No contexto de operadores diferencidaveis, X e Y, em geral, sao subespacos do
espago de Hilbert L*(Q), onde © ¢ um dominio limitado no R". Esse espaco

tem o produto interno usual

(u,0) = /Q u(€)o(€)de. 2.1)

Discutiremos agora o uso do complemento ortogonal nos itens (a) e (b) da

Proposicao 2.3, isto é,
() M = (Nue(L))*  (b) N = (Im(L))* (2.2)

Em geral X e Y nao s@o completos com respeito ao produto interno (2.1).
Por exemplo, X poderia ser C*(Q) e Y ser C(9), isto é, o espaco das fungdes
de classe C* definidas em €2 e o espaco das funcoes continuas definidas em (2,
respectivamente. Desse modo, para um subespaco de dimensao infinita S C Y,
nem sempre ¢é valido que Y = S @ S*+. Todavia, a decomposicdo Y = S @ S+

¢é valida nos seguintes casos especiais:

(a) S tem dimensao finita.

(b) S ¢é imagem de um operador diferencidvel eliptico.

Veja o apéndice A para uma discussao sobre operadores diferenciais elipticos.
No caso (a) usamos o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt. Para

o caso (b), de maneira resumida, a discussao gira em torno da alternativa

Fredholm,

(Im(L))* = Nuc(L*) (2.3)
onde L* é a adjunta de L.
Observacgao 2.4.

(1) A equagao (2.3) fornece uma escolha particular para N no item (b) da

proposicao 2.3 que geralmente é mais conveniente em aplicagoes.
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(11) Quando L € um operador diferencidvel eliptico, temos que a codimensao
da Im(L) € igual a dimensao do Nuc(L*). Assim para tais operadores

temos uma formula alternativa do indice:

i(L) = dim Nuc(L) — dim Nuc(L*).

2.2 Mecanismo da Reducao de Liapunov-Schmidt

Seja @ : X x R¥! — Y, com ®(0,0) = 0 uma aplicacdo C*° entre espagos

de Hilbert. Queremos usar a Reducao de Liapunov-Schmidt para resolver a
equacao

O (u, o) =0, (2.4)

para u como funcao de «, numa vizinhanca da origem. A derivada de ®, na

origem, aplicada em um vetor u, é dada por

L 0w, 0) — 8(0,0)
h—0 h

De agora por diante, vamos assumir que L é Fredholm de indice zero.

Relembramos agora os 5 passos principais da Redugao de Liapunov-Schmidt.

1. Decompor os espacos X e Y,

(a) X = Nuc(L) ® M, (b) Y =N & Im(L). (2.5)
2. Dividir o problema (2.4) no par de equagoes equivalentes,

(a) E®(u,a) =0, (b) (I — E)P(u,a) =0, (2.6)

onde £ : Y — Im(L) é a projegao associada a decomposigao (2.5b).

3. Usar (2.5a) para escrever u = v+ w, onde v € Nuc(L) e w € M. Aplicar

agora o Teorema da Fungao Implicita para resolver (2.6a) obtendo w em
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funcao de v e a;, numa vizinhanga €2 de (v, a) = (0,0). Isso gera a funcao
W :Q C Nuc(L) x R¥1 — M tal que

E®(v+ W(v,a),a) =0 para todo (v,«a) € 2. (2.7)

4. Definir ¢ : Q C Nuc(L) x R¥! — N por

d(v,a) =1 — E)YP(v+ W(v,a), ). (2.8)

5. Escolher as bases {v1,...,v,} para Nuc(L) e {v},..., v} para (Im(L))*.
Definir g : B C R® x R¥1 — R” por

gi(z, ) = (v, (o1 + ... + T, @)). (2.9)

onde B é uma bola pequena o suficiente para que se o vetor (z,«a) € B,

entdo o vetor (x1vy + ... + T, Uy, ) € .

Vamos agora discutir os 5 passos da Reducao de Liapunov-Schmidt citados
acima.

No primeiro passo, a hipdtese que L ¢é Fredholm garante que as decom-
posigoes de (2.5) sao possiveis. Além disso, Nuc(L) e N tem dimensoes finitas.

Para o passo 3, primeiramente mostraremos que podemos aplicar o Teorema
da  Funcao Implicita em (2.6a). Definamos a  aplicagao
F :Nuc(L) x M x R — Tm(L) por

F(v,w,a) = E®(v+ w, ). (2.10)

Usando a regra da cadeia, temos que a derivada de F', com respeito a w, na

origem é

or _or
ow  Ow

Lema 2.5. L|y : M — Im(L) € invertivel.

(©(0,0)) 0o L = EL = L.

Demonstracao: Seja w € M tal que L|y(w) = 0, entdo w € Nuc(L)N M,
ou seja, w = 0. Logo Nuc(L|y) = {0} e L|y ¢ invertivel. |
Portanto, o Lema anterior e o Teorema da Funcao Implicita garantem que

(2.6) pode ser resolvido para w = W (v, a).
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No passo 5, escrevemos (Im(L))*, lembrando que Y estd munido com pro-

duto interno (2.1). Como, L é Fredholm com indice zero, temos que
dim Nuc(L) = dim(Im(L))~*

e ambas dimensoes sdo finitas. Assim, as bases para Nuc(L) e (Im(L))* pos-
suem o mesmo numero de vetores. Vamos resumir o resultado da Reducao de

Liapunov-Schmidt no seguinte teorema.

Teorema 2.6. Se a derivada de ®(u, ) é um operador de Fredholm de indice
zero, entdo as solugoes de (2.4) estao (localmente) em correspondéncia biunivoca

com as solugoes do sistema em dimensao finita.
gi(z,a) =0, i=1,...,n. (2.11)

onde g; € definido por (2.9).
2.3 Os calculos das derivadas de g

Para aplicacoes da Reducao de Liapunov-Schmidt muitas vezes é necessario
conhecer as derivadas da funcao g da secao anterior. Nesta secao vamos supor
que W e g;, comt=1,...,n, sejam suficientemente diferencidveis e calculemos

as seguintes derivadas:
Proposicao 2.7. (a) D,W(0,0) =0

(b) DgW(0,0) = —L_IEDE@(O,O)
09

(¢) Gar0.0) =0
(@) -9 (0,0) = (v, D20(0,0) (v, v,))
8$kal’] ) =\, UV, ) Vg, Vj5))-
33% "
(e) W(O,O) = (v}, V),

ondeV = DS;CID(O, O)(’UZ, Vg, Uj) + Di@(o, 0)(Wkla ’Uj), + chq)(O, 0)(Uk, VVIJ) +

+ D2®(0,0)(vy, Wy).
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(f) 2—52(0,0) = (vF, Do, ®(0,0)).
(g) 6325; (O’ 0) = <U;<, Diq)((), 0) (’Uj, —LflE’([)oél(I)(()7 0)) + Da:Dal(I)(O, 0)(1)]»

Para nossos calculos, vamos lembrar como ¢ a funcao reduzida

g: B CR"x R — R” que tem a i-ésima coordenada dada por:

gi(z, ) = (v, d(z1v1 + ... + TV, @) (2.12)
Aplicando a definicao de ¢ segue que

gi(z,a) = (v, (I = E)®(x101+. . .+ v, + W (z1v1+. . .+ 2505, @), a)) (2.13)

Como Im(¢) C N, entao (I — E)®(xyv; + ... + zpv, + W(zgvy + ... +
TpUp, @), ) = (z101 + ... + v, + W(xiv, + ... + 2,0, @), @), isso se deve

a definicao da projecao (I — E). Logo, ficamos com
gi(z,a) = (U, ®(x101 + ... + Tpv, + W(xiv + ...+ 20, @), ),  (2.14)

onde v =mxv1 + ...+ 20, € T =(T1,...,2,).

Demonstragao da proposigao 2.7 :

OF
(a) O resultado segue do Teorema da Fungao Implicita, pois 0 = 0 em
(2.10).

(b) Sabemos que
E®(v+ W(v,a),a) = 0. (2.15)

Derivando (2.15) com respeito a v e aplicando em v; € Nuc(L) obtemos
ED,®(v+ W(v,a),a)(v; + D,W (v, ) (v;)) = 0. (2.16)
Derivando (2.16) novamente com respeito a v e aplicando em v; temos

E[D:®(v + W(v,a),a)(v; + D,W(v,)), (v; + D,W(v,a)(v;)) +
D, ®(v + W(v,a),a)(D2W (v, a)(v;,v;))] = 0.
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(d)

Aplicando no ponto (0,0) temos

E[D;®(0,0)(v; + D,W(0,0)), (v; + D,W(0,0)(v;)) +
D,®(0,0)(D2W (0, 0)(v;, v;))] = 0.

Usando (a) e o fato que EL = L temos

E[D2®(0,0)(v;,v:)] + LD (0,0)(vs, v,)) = 0,

e portanto

L(DyW(0,0)(v;, v5)) = —E[D30(0, 0)(v;, v;)].

Aplicando L~! em ambos os lados segue que

Dq%W(O’ O) (Uiv Uj) = _L_lE[Dan(I)(Ov O)(Ujv Uz)]

para todo v;,v; € Nuc(L), e finalmente

D2W(0,0) = —L'ED29(0,0).
Derivando a equagao (2.14) com respeito a x; temos

g_g(x, a) = (v, D, (v + W(v,a),a).(v; + D,2W (v, a))(v;)), (2.17)

pois D,W (v, ) = 0. Aplicando entdo no ponto (0,0) temos

dg;

_<07 0) - <U;<7 L(Uj + DUW(Ov 0)<U])>
8Ij
1 89@'
e como vf € N = (Im(L))—, segue que %(0,0) = 0.
J

Derivando a equagao (2.17) com respeito a xj temos

829@'
6mk8x]~

(z,0) = (v}, D2®(v + W (v,a), a) (v, + D,W (v, @) (vk), v;+

DvW(“? a))(vj) + Dw(I)(U + W(Uv Oé), a)(DgW(Uv a))(vj7 Uk)>
(2.18)
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Assim,

g
O0x,0x;

(0,0) = (v7, D2®(0,0) (v + D,W(0,0)(vg),v; +
+ DUW(O, O)(U])) + L(DgW(Oa O)(Ujavk)»
= (v}, D29(0,0)(vy + D,W(0,0)(vk),v; + D,W(0,0)(v;))) +

+ <U;k’ L(D12;W<07 O)(Ujv Uk)»

(2.19)

Como v} € N, temos que o segundo produto interno é nulo, restando
entao
P g

(0,0) = (v}, D2®(0,0) (v + D,W(0,0)(vy), v; + D,W(0,0)(v;))),

(9mk8:cj
mas como W (0,0) = 0, segue que

3291'

[y 2 .
81’kaﬂij (070) - <Ui ) qu)<070)(vkavj)>'

(e) Derivando (2.18) em relacao a = temos

83%
0x,0x,0x;

(z,a) = (v, D3®(v + W (v, ), a)[v; + D,W (v, a)(v;), vk
+ D,W (v, a)(vg),v5 + DyW (v, a)(vy)] + D2®(v+ W(v,a), ) D;W (v, @)
(v, 1), v; + D,W (v, a)(v))] + D2®(v + W (v, a),a)v, + D,W (v, a)(v),

DgW(U7 CY) ('Ul’ Uj)] + Dan(I)(U + W(Uv a)? O*/)[Ul + DUW('Uv a)(vl)> DQQJW(U’ O./)

(v, v0)] + Do®(v + W (v, @), ) [DIW (v, ) (v, v, v1)].
(2.20)
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Assim,

Py,
- g — (v*. D3® D
Oxlaxkaxj(o’o) (7, Dz 2(0,0)(v; + D W (0,0)(v), v

+ D,W(0,0)(vg),vj + D,W(0,0)(v;)) + D2®(0,0)(D>W(0,0)
(vg,v1),v; + D,W(0,0)(v;)) + D2®(0,0)(vx + D, W (0,0)(vy),
D2W(0,0) (v, v;)) + D2®(0,0)(v, + D,W(0,0)(v;), D2ZW(0,0)

(vj, k) + L(DZW(0,0)(vj, vk, 1))
(2.21)

Usando que D, W (0,0) = 0 e que v} € (Im(L))* segue que

aggi

im0 0) = (v, D2@(0,0 )+ D20(0,0) (Wi, v;),
axlaxkaxj(’ ) <Uz7 T (a )(Ul7vk7?-]]) + . ( )( ki 'U]) -+

+ Di(I)(O, 0) (Ulw I/Vlj) + Diq)((), 0) (Ul’ ij>>7
(2.22)
onde W,, = D2W(0,0)(v,, vs).

(f) Derivando a equagao (2.14) com respeito a a; temos

%(w,a) = (v}, D, P(v+W (v, ), @) (Do, W (v, @))+ Do, (v+W (v, &), @0)).
o7}
(2.23)
Na origem temos
290,00 = (o, DeB(W (0,0),0)(Da, W(0,0)) + Do 2(W(0,0), )
1
(2.24)
Usando que W(0,0) = 0 e que D,®(0,0) = L, segue que
dgi
%(O, 0) = (v}, LD, W(0,0) + D,,®(0,0)). (2.25)
!

0gi
Por propriedade do produto interno a—g(O, 0) = (vi, LD, W(0,0)) +
Q

(v}, Do, ®(0,0)), e usando o fato que v} e Im(L) sdo ortogonais e temos
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o resultado 9
i "
= = (v, Dy, ®(0,0)).
50 (0,0) = (v}, Do, 2(0,0))

(g) Derivando a equagdo (2.23) com respeito a z; segue que

= (v7, D2 |
8mj3al($’a) Wi, Dp@(v + W(v,a), o) (v;

+DUW(U7Q)<Uj)7DOéLW(U>O‘)) + qu)(v + W(Uao‘%@)

(DyDo,W(v,)(v;)) + DyDgo,®(v + W(v,a),a)(v; + D,W(v,a)(v;))).

Na origem

9g;
: = (vi, D*® , D D
axjaozl(o’o) (vz, D2®(0,0)(v; + D,W(0,0)(v;), Do, W(0,0) +

+L(DvDalW(070)(vj)) + DxDOél(I)(OvO)(Uj + DUW(Ovo)(Uj)»'

(2.26)
Segue de (a) que
Py (0,0) = (v7, D2®(0,0)(v;, Do, W(0,0))
G:L’jﬁoq ) - 79 T ) VR [e7} 9
(2.27)

+ L(DyDo,W(0,0)(vj)) + DyDqo,®(0,0)(v;)).

Portanto, usando (b) e o fato que v; € (Im(L))* temos

0*g; \ )
0z-00 (0,0) = (v}, D2®(0,0)(v;, — L™ E(Da, ®(0,0))+ D, Do, ®(0,0)(v;))
J

concluindo finalmente a demonstracao da proposicao 2.7. |



Capitulo 3

A Elastica: Um Exemplo de

Dimensao Infinita

Neste capitulo faremos uma primeira aplicacao da Reducao de Liapunov-
Schmidt para entender um problema de dimensao infinita. Trata-se de um
problema fisico envolvendo uma barra flexivel, na qual é aplicada uma forca
compreensiva A. A pergunta natural que surge é “quantas solugoes de equilibrio
o sistema possui em funcao de A\?”. Na busca da resposta para essa pergunta,
com o auxilio da Redugao de Liapunov-Schmidt, concluiremos que para A = 1
ocorre uma bifurcacao do tipo pitchfork, ou seja, o nimero de solucoes “salta”

de uma solugao para trés solugoes.

O capitulo se dividira em cinco secoes, sao elas:
3.1 Descricao do problema.
3.2 Anélise do problema para 0 < A < 1.
3.3 Entendendo a redugao para A\ = 1.
3.4 Calculando as derivadas da funcao reduzida

3.5 Anélise das solugoes da funcao reduzida g.
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3.1 Descricao do Problema

Figura 3.1: Eléstica.

A configuracao da barra, assumida planar, é melhor descrita se utilizarmos
u(§) como sendo o angulo que a barra faz com o eixo horizontal, no ponto
do arco de tamanho &, veja a figura 3.1. Vamos normalizar a barra para ter
tamanho 7.

As coordenadas (z(&),y(§)) sao dadas por

De fato, observe que x(§) é dado pela expressao

z(§) = lim ZA@-,
|:§If0 =1

conforme a figura 3.2. Chamando A¢; = §; — &1 temos

Ax;

cos(u(&i)) = E (3.1)

pois para A&; suficientemente pequeno, a hipotenusa do triangulo destacado
na figura 3.2 aproxima-se do tamanho do arco A¢;.
Dai,

n — oo

n 3
2(€) = lim ) cos(u(§)Ag = /0 cos(u(&"))de'. (3.2)

lag;| —o =1

De modo analogo temos que



A ELASTICA: UM EXEMPLO DE DIMENSAO INFINITA 32

&8

X(€)

Figura 3.2: Coordenadas na eléstica.

Utilizando a hipdtese de Reiss, a energia U da barra é determinada apenas

du

@ através da relacgao:

pela sua curvatura k =

U= /0 ’ kA€ (3.4)

Pode-se entao determinar a equacao que estabelece a configuracao de equi-
librio da barra em funcao da forga A minimizando a energia do sistema, ou

seja, minimizando o funcional:

v - [ (3—2)2% (3.5)

O processo de minimizacao deve ser realizado mantendo-se as extremidades

da regiao curva da barra constantes, portanto deve-se inserir o seguinte vinculo:

/07r cos(u)d§ = cte (3.6)

Utilizando a técnica dos multiplicadores indeterminados de Lagrange, obtém-

se a relagao que determina a configuracao da barra no estado de equilibrio:

5 /0 ' [(%)2 + ozcos(u)] de =0 (3.7)

onde « é um multiplicador de Lagrange.

Sabe-se do célculo de variagbes que a relagao (3.7) é satisfeita quando a

2
funcao G = (Z—g) + acos(u) obedece a equacao de Fuler-Lagrange:
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oG d [(0G

Assim, substituindo G na equacgao de FEuler-Lagrange, considerando que
a ¢é necessariamente um multiplo de A, obtemos a equagao que governa o
comportamento da barra:
d*u
e Asenu = 0; (3.9)

com condigoes de contorno
u'(0) =u'(m) =0

onde A é a forca compressiva aplicada na barra.

Nossa meta neste capitulo é mostrar que:
(i) a solugao de (3.9) ¢ isolada para 0 < A < 1;
(ii) para A =1 a equagao (3.9) tem outras solugoes além da trivial;

Aplicando o método de Redugao de Liapunov-Schmidt em (3.9) chegamos a
uma tnica equagao real g(z, A) = 0, a qual no ponto de bifurcagdo x = 0, A =1
satisfaz 5 o2 9 o o2

_99_Y99_9% _y 99 g
I= 8~ 922~ 9 0 T >0e

Todos os calculos serao feitos adiante.

< 0. (3.10)

3.2 Analise do problema para 0 < A <1

Primeiramente escrevemos (3.9) na forma “abstrata”
O(u, \) =0, (3.11)

onde ¢ : X x R — Y é uma aplicacao entre espagos de Banach. Seu dominio
é

X = {u € C?0,n] : u'(0) = u/(r) = 0},
onde C?[0,7] é o espago das funcoes reais continuas, tendo como dominio o

intervalo [0, 7] e com derivadas até segunda ordem continuas, e Y = C°[0, 7] o
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espago das fungoes reais continuas definidas no intervalo [0, 7]. Naturalmente,
P(u,\) = —u”" — Asenw. (3.12)

Observemos que ®(0,\) = 0 para todo A, em outras palavras, a barra
flexivel mantém-se em equilibrio para quaisquer forca A. Para investigar a
possibilidade de solu¢oes multiplas vamos usar o Teorema da Func¢ao Implicita.

Comecamos entao analisando a derivada de .

Do, \)o = lim O(u + hv,A) — P(u, A)

lim . . (3.13)

senx

Como ®(0,\) =0
de ® no ponto (0, \) é dada por:

— 1 quando z — 0, temos que a derivada

D0, )0 = lim o (ho, /\)h— (0, ))

—(hv)" — Asen (hv)

= fig h

_ ,llli% —hv" — i)lxsen (hv)

= —lim h;;" ~ tiy )\Use;ah(hv)

=" = (3.14)

Lema 3.1. A derivada de ® no ponto (0,\) € invertivel a menos que A seja

da forma p = k?, com k € N.

Demonstragao: Notemos que v € Nuc(D®(0,)\)) se, e somente se, v

satisfaz o problema de Sturm-Liouville

V" + v = 0; V'(0) = '(w) = 0. (3.15)

De acordo com a teoria de equacgoes diferenciais, a equacao caracteristica
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para o problema dado em (3.15) é dada por
r?4+A=0,
a qual possui solugdes 7 = +iv/\, e portanto uma solugao geral é dada por
v(t) = Acos(VAt) + Bsen(VAt).
Utilizando a condigao de contorno v'(0) = 0 temos que B = 0. Nesse caso,
v'(t) = —AV sen(VAt).

Avaliando em 7 temos que se VA néo for inteiro, entdo A = 0. A concluséo é
que se A\ é da forma pu = k?, com k € N, entao o problema (3.15) tem solugio
diferente da trivial. Caso contrario, a tnica solugdo do problema (3.15) é a
trivial e a derivada de ® no ponto (0, A) ¢é invertivel. [ |

Entao o Nuc(D,®(0, \)) tem dimensao igual a 1 quando A = k? para algum
k € N e dimensao igual a 0, caso contrario. Mas como nesta secao estamos
considerando o caso 0 < X < 1, segue que dim Nuc(D,®(0,))) = 0.

Portanto, pelo Teorema da Funcao Implicita, v = 0 é solugao unica de

(3.11) numa vizinhanca da origem para 0 < A < 1.

3.3 Entendendo a Reducao para A =1

Nessa secao, com o auxilio da Reducao de Liapunov-Schmidt, estudaremos
a multiplicidade das solugoes de (3.11) numa vizinhanca de u = 0, A = 1.
Vamos tomar L = D,®(0,1). Notemos que dim Nuc(L) = 1, em que uma base
para o nicleo é {cos¢}.

Decompomos o dominio de ® na soma direta dos seguintes subespacos
X = R{cos} & M, (3.16)

onde R{cos} denota o espago vetorial sobre os numeros reais, gerado pela
funcao cosseno, e M = {u € X : [ cos(&)u(&)dE = 0}; em outras palavras, M
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¢ o complemento ortogonal de R{cos} em X com respeito ao produto interno

(u,0) = / " u(E)u(e)de. (3.17)

Do mesmo modo, decompomos Y na seguinte soma direta
Y =N ®&Im(L), (3.18)

onde N = (Im(L))*.
A préxima proposicao dard uma expressao equivalente para o espaco com-

plementar N anterior.
Proposigao 3.2. (Im(L))* = Nuc(L*).

Demonstragao da proposicao 3.2: Observamos que v € Nuc(L*) se, e
somente se, L*v = 0. Mas L*v = 0 se, e somente se, (u, L*v) = 0 para todo
u € Im(L). Pela definigdo de operador adjunto temos que (u, L*v) = 0 para
todo u € Im(L) se, e somente se, (Lu,v) = 0 para todo v € Im(L), ou seja,

v € (Im(L))*+. [

Proposicao 3.3. L € auto-adjunta, isto é, (Lu,v) = (u, Lv) para todo u,v.

Portanto vale a sequinte expressao:
N = Nuc(L*) = Nuc(L) = R{cos}. (3.19)

Demonstracao Usando (3.14), para provar que (Lu,v) = (u, Lv), basta

demonstrar a igualdade

/0 () + Mu(©)]u(€)de = / "[(€) + M(©)Nu(€)dE, o sca,

/O "W (E)u(€)de + A / " u(€)o(e)de = / " u(Ep(€)de + A / " u(E)u(e)de.

Resta entao verificarmos que

/0 " (€yul€)de = / " ey (€)de. (3.20)
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De fato, usando integracao por partes, temos

/0 "W (EulE)de = v(©) ()] — /0 " (€)de (3.21)

resolvendo agora, também por partes, a integral do segundo membro, temos

/O T (e (€)de = V(O (E)]; — / " ule)de. (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21) e usando as condi¢oes de contorno u/(0) =

u'(m) =v'(0) = v'(7) = 0 concluimos que

/0 " (€)u(€)de = /0 " (e (6)de (3.23)
[ ]

Isso completa o passo 1 da Reducao. Observamos que os passos 2, 3 e 4
nao requerem dados especificos do problema estudado.

Para o passo 5, escolhemos
*
U] = V] = COS.

Todos os dados necessitados para a Redugao de Liapunov-Schmidt de (3.11)
estao agora especificados. No entanto, solugoes para (3.11) numa vizinhanga de
u = 0,\ =1, estao em correspondéncia biunivoca com as solugoes da equacao
real

g(z,\) =0,

onde g é dada por (2.9).

3.4 Calculando as Derivadas da Funcao Re-

duzida

Para obtermos as derivadas de g vamos utilizar a proposicao 2.7. Além

disso, neste caso ® é uma fungao impar com respeito a u, isto é,

O(—u,\) = —D(u, \), (3.24)
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pois a fungao seno é uma fungao fmpar.

No entanto, quando u = 0 temos
D2®(0,\) = 0, Dy® = 0.

Assim, no ponto de bifurcacao r = 0, A = 1, utilizando a proposicao 2.7,

temos
() dg 0% Og 0
a = = — = — =
I 00 " o2 " ox
(b) 8_39 = (cos, D3®(cos, cos, cos)) (3.25)
83’;3 Y u ) ) Y
92
(c) @)\gx = (cos, D P(cos)).
. . &g g
Agora calculemos as derivadas acima, mostrando que —= > 0 e < 0.
S Ox? ONOx
Primeiramente mostremos que
DE(I)(O, 1).(@1, V2, Ug) — V1U20V3. (326)
De fato,
D3®(0, 1) (vy, va, v3) —8—3[(75 v] + tavy + t3v5)
u ) 1, V2, U3 8t16t28t3 1Y 2U9 3VUs
+sen(t1vy + tavg + t303) ]t =ty =ts =0
= UlUQUgCOS(O) = V10V203.
Ob 8CI>( A) tao D (0,1) Assi
servemos que —(u, A\) = —senu, e entao D,—(0,1).v = —v. Assim
VOmos e ’ N
0? T
8)\5; = (cos, —cos) = —/0 cos® &d€.
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Antes de resolvermos a integral acima, observemos que
cos (21) = cos? x — [1 — cos® 7

cos (21) = cos’x — 1 + cos® »

2 1
cos? %

- [Ceotede == [ Gae—5 [ costae)ac

fazendo a substituicao u = 2§ e du = 2d§ temos

Assim,

™ 27
T T
0 2 0 2 2

Agora substituindo (3.26) em (3.25b) resulta que

g
ox3

= (cos, cos®) :/ cos*€de.
0

Antes dos calculos da integral acima, notemos que:

cose = {COS (225) + 1] [cos (22§) +1

} = 111 [cos® (2€) + 2cos(2€) + 1] .
Desse modo,

/7r cos*éde = 1/W[cos2 (28) 4 2cos(28) + 1)d¢ =
0 0

4
[/ . "
:Z{/O 0082(2§)d§+2/0 COS(Qf)d§+/O df]
17 T 7w 3r
=g rorn]=gri=F >0

3.5 Analise das solucoes da funcao reduzida g

A expansao de Taylor da fun¢do g numa vizinhanca de (z,\) = (0,1) é
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dada por

g(l’, )\) = Qpo +CL101’+CL01()\ — 1) —|—a20x2 +CL11.I()\ — 1) +CL02(/\ — 1)2 —|—a30:r;3 4+ ...

(3.27)
Observemos que
(0,1) = % (0,1) = 829(0 1) =2
g\y, = Qaoo, or ) = @10, 81‘2 ) = 2030,
9] 0? 0?
a—i(o, 1) = ag1, a—wg(o, 1) = 6agz e ﬁ(o, 1) = a1
Usando o fato que
_% _%9_0g_, &g _sn &g =
=00 " 022 "0 0a8 8 Aoz 2
temos que
agp =0, ap =0, az =0,
T T
agr = 0, GSOZE € an :—5-
Deste modo, g assume a forma
T T
=——ax(A=1)+ —2° +... 2
gz, N 2:6()\ )+ 6" + (3.28)
Concluimos entao que
s x2 z = 0
gz, \) =0« —z[-(A\-1)+—+...| =0« z2
2 8 —(A—l)-i-g—i—... = 0.

A primeira equagao do sistema acima corresponde a solugao trivial. Para
descrever a solugoes dadas pela segunda quua(;éo do sistema acima vamos
tomar g = X\ — 1 e definir f(z,pu) = —,u+%+....

Calculando a derivada parcial de f em relagao a p e aplicando no ponto
(0,0), temos

of

a—u(o, 0)=—1 (3.29)

Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, segue que numa vizinhanca V'
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da origem existe uma tunica aplicacao h : V C R — U C R tal que
22
u:h(:p):§+....

Podemos concluir entao que os zeros para a funcao reduzida g sao:

xr =0, se A <1,
r = 0
2 se A > 1.

Na figura 3.3 podemos ver o conjunto dos zeros de g em funcao do parametro
A. Esse tipo de comportamento, quando em um determinado valor do parametro
o numero de solucoes salta de um para 3 é conhecido como Bifurcacao Pitch-
fork. Podemos dizer entao que o problema da elastica apresenta uma bifurcagao

do tipo pitchfork para o valor do parametro A = 1.

A

xr

Figura 3.3: A Bifurcacao tipo Pitchfork da Eléstica.



Capitulo 4

A Bifurcacao de Hopf

4.1 Primeiros Exemplos de Bifurcacao de Hopf

Nesta secao, introduzimos o fenomeno da Bifurcacao de Hopf e apresen-
tamos alguns exemplos. Consideremos um sistema autonomo de EDO’s dado
por

du
— + F = 4.1
o F(u,)) =0, (1)

onde FF: R" x R — R™ é ' e X é o parametro de bifurcagao. Suponhamos
que

F(0,)) = 0;

entdao u = 0 é uma solugao constante para (4.1) para qualquer valor de \.
Hopf mostrou que existe uma familia a um-parametro de soluc¢oes periédicas
para (4.1) “nascendo’de (u,\) = (0,0), se duas hipdteses sobre F' sao satis-
feitas. Seja A(N\) = (dF)o,» a derivada de F' em relac@o a variavel u, no ponto
(u, \) = (0,\). A primeira hipétese de Hopf é:
A(0) tem autovalores simples £ i, e

4.2
A(0) nao tem outros autovalores sobre o eixo imaginério. (4.2)

Observacgoes:

(i) Notemos que se “rescalamos”o tempo ¢t em (4.1) por t = 7s para um
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valor fixo de v > 0, temos que

du _ dudt
ds dtds’
dt
E como — = v, segue que
ds
du __du
ds  dt

Logo, a equagao (4.1) assume a seguinte forma

% + yF(u, \) = 0. (4.3)
Com essa mudanga, a matriz A(\) fica multiplicada por . Dessa forma,
fica claro que a primeira hipotese de Hopf poderia ser enfraquecida im-
pondo apenas que A(0) possui um par de autovalores imaginarios puros,
nao-nulos. Uma simples normalizacao, como mostrada acima, conduziria

para uma nova matriz cujos autovalores seriam 4.

(ii) Nao haveria nenhuma dificuldade em provar que existem 6rbitas peridédicas
para (4.1), mesmo se A(0) possuisse outros autovalores no eixo ima-

ginario, contanto que nenhum desses sejam multiplos inteiros de 4.

Por uma questao de simplicidade, ao longo do restante deste trabalho vamos
assumir esta hipétese. Portanto, temos que A(X) possui autovalores simples
da forma o () £iw(A), onde 0(0) = 0, w(0) = 1, e 0 e w sdo diferenciaveis com
relacdo a \. Essas consideragoes seguem do fato que A(\) tem entradas reais,
as quais dependem diferenciavelmente de A e ainda do fato que os autovalores
+i de A(0) sao simples.

A segunda hipétese de Hopf é

a'(0) # 0; (4.4)

isto é, os autovalores imaginarios de A(A) cruzam o eixo imagindrio com ve-
locidade nao nula, quando A cruza o zero.

O teorema de Hopf afirma, como veremos adiante, que se as hipGteses (4.2)
e (4.4) sao satisfeitas, entao existe uma familia a um-parametro de solugoes

periddicas para (4.1).
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Um primeiro exemplo elementar e instrutivo desse teorema é o exemplo

linear no plano definido por

Flu)) = — ( i _i ) " (4.5)

Calculando os autovalores da matriz A()), temos

A— -1
H —0
1 A— L
que nos leva em (A — p)? = —1, assim os autovalores sdo i = A+ e

M2:>\—i.

Calculemos agora o autovetor associado ao autovalor gy = A+1. A equacao

SHINE

conduz ao sistema equivalente

matricial

iki+ k=0
—]fl—f- lk’g :0 ‘

Da primeira equagao temos ky = —ik; (a segunda é simplesmente i vezes a

primeira). Escolhendo k; = 1, concluimos entao que um autovetor é

1 1 . 0
Kl = = + 1 .
—1 0 —1
Analogamente, para ps = A — 7, encontramos o outro autovetor
—1 0 —1
K= ' |= t .
1 1 0

Conseqlientemente, utilizando a teoria de EDQO’s lineares, duas solugoes para

(4.5) sao dadas por

Xi(t) = [( (1] ) cos(t) — ( _2 > sen(t)] eM e
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0 —1 At
( ) ) cos(t) + ( 0 ) sen(t)] e,

A solugao geral serd u(t) = aX;(t) + X2(t). Usando a condigao inicial
u(0) = (a,0), temos

e (2)(2)-(2)

o que nos diz que a = a e 8 = 0. Logo temos a solucao u(t) = ae*(cos(t),sen(t)).

Xo(t) =

O retrato de fase para esse sistema, para diferentes valores de A, é dado

pela figura 4.1.

N
=/

A<0 A=0 A>0

7
S
(7
S
(7).

Figura 4.1: Hopf Linear.

Para A < 0 a solucao constante u = 0 é estavel, enquanto que para A > 0 a
solucao constante u = 0 é instavel. Contudo, para A = 0, a solugao constante
u = 0 é neutra, e toda orbita é 2m-periddica. Para esse caso linear, vimos que
a familia a um-parametro de orbitas periddicas, garantida pelo Teorema de
Hopf, ocorre para um tnico valor de X\. Veremos mais adiante que, em geral, a
familia a um-parametro de orbitas periddicas possui uma orbita periédica para
cada valor de A. Nesse caso linear, podemos fazer o diagrama de bifurcacao
representando a existéncia de solu¢oes 2m-periédicas no plano A\d, onde A é o
parametro de bifurcacao e 6 é a amplitude da drbita peridédica, conforme a
figura 4.2.

Na figura 4.2, a reta 6 = 0 no plano Ad corresponde a solucao estacionaria
u =0, e a reta A = 0 corresponde as orbitas periddicas com amplitude maior
do que zero.

De fato, a situacao genérica ocorre quando sao acrescentados termos de
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Y

'

>y

Figura 4.2: Diagrama de Bifurcacao do Hopf Linear.
ordem superior em F', veremos que para cada A fixo existe no maximo uma

orbita periddica permanecendo numa vizinhanca da origem.

Por exemplo, considere o sistema definido por

F(u,\) = — ( i\ _)1\ > u + |ul*u. (4.6)

Tomando u = (uy, uy) temos o seguinte sistema para resolver

(4.7)

U = —Aup + ug + ug(uf + ul)
?:LQ —Uy — )\U/Q + UQ<U% + ug)
Fazendo a mudanga de coordenadas u; = rcos(f) e uy = rsen(f) o sistema

(4.7) assume a forma

(4.8)

iy, = rcos() — rfsen(d)
ity = 7sen(f) + rhcos(0)

Multiplicando a primeira equacao por (cos(f)) e a segunda equagao por (sen(6))
e somando-as, temos
7 = tycos(f) + tgsen(h) (4.9)

Multiplicando agora a primeira equagao por (—sen(f)) e a segunda equagao

por (cos(#)) e somando-as novamente obtemos

r = —iysen(f) + tgcos(6). (4.10)
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Substituindo entao (4.7) em (4.9) chegamos em
i = cos(8)[—Arcos(0)+rsen(6)+r3cos(0)]+sen(8)[—rcos(0) —Arsen(6)+r’sen(6)],

ou seja,
F=r3 =X =7r(?—N\). (4.11)

Analogamente, substituindo (4.7) em (4.10), temos

1 = —sen(0)[—Arcos(0)+rsen(0)+r3cos(0)]+cos(0) [—rcos(0) —Arsen(8)+r3sen(6)],

ou seja,
= —r —60=—1. (4.12)

Logo, de (4.11) e (4.12) chegamos no sistema

r= r(rt—>\
{ i . (4.13)

O retrato de fase desse sistema é dado pela figura 4.3.

Figura 4.3: Bifurcagao de Hopf.

O fenomeno que ocorre neste exemplo é que para cada A > 0 existe exata-
mente uma solugao periédica de (4.6). Além do mais, essa solugao periddica
¢ estavel, no sentido que toda orbita que estd numa vizinhanca da solucao
é atraida para a solucao periddica. Tal solucao periddica é dita ciclo limite
estavel. Em outras palavras, existe uma troca de estabilidade da solucao cons-
tante © = 0, quando A muda de sinal, com o surgimento de uma nova solugao

periodica.
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4.2 Encontrando solucoes periddicas através

da Reducao de Liapunov-Schmidt

Seja F : R" x R*¥! — R e consideremos a equacao

d
ay F(u,0) =0 (4.14)
dt

onde o = (g, q,...,q;) é um conjunto de parametros sendo A = ap um

parametro distinguido e os demais k parametros sendo parametros auxiliares.

Em toda se¢ao, vamos supor que
F(0,a) =0, (4.15)
e que A(a) = (dF)o satisfaga as hipoteses (4.2).
Essa secao sera dividida em duas subsecoes, sao elas:
4.2.1 Definicao do operador &,

4.2.2 Enunciado e prova do teorema principal da secao 4.2.

4.2.1 A definicao do Operador ¢

Nosso objetivo é definir um operador ® com a propriedade que as solugoes
de ® = 0 correspondem as solugoes 2m-periddicas de (4.14).

De qualquer modo, existe um problema técnico no espago das fungoes
peridédicas. A soma de duas funcgoes com periodos distintos pode nao ser
periédica. No entanto, é possivel superar esse problema introduzindo um

parametro extra 7, correspondente a uma rescala do tempo. Especificamente,

seja
s=(1+r7)t.
Assim, como
du  dudt
ds  dt ds
¢ dt 1
S
_— = t:
ds 147 ( 1+ T)’
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segue que
du B du 1
ds dtl1+7’
isto é,
du du
— =1 —
- g

Deste modo, podemos reescrever (4.14) da seguinte forma:

(1+ 7)% + F(u,«a) =0, (4.16)
uma vez que F(u,a) ndo depende explicitamente de s.

Notemos que solugoes 2m-periédicas para (4.16) correspondem as solugoes
ﬁr—”T—periédicas para (4.14). As solugoes periédicas de pequena amplitude de
(4.14) tém periodo préximo de 27, assim temos que 7 & 0.

Seja Cy, o espaco de Banach das funcoes f : R — R", continuas e 27-

periddicas, onde a norma é definida por
Jul] = max [u(s);

Notemos que existe max|u(s)| pois u é continua e periédica.
S
Seja Cj_ o espago de Banach das aplicagoes 2m-periédicas com derivadas

de primeira ordem continuas. Neste espaco é definido a seguinte norma:

du

ds

lull, = flul) + '

Observamos aqui que se considerarmos o produto interno

(u,v) = %/@ 7rv(s)tu(s)ds. (4.17)

temos que CY_ e Cj  sdo espagos de Hilbert.

Definimos entao

d:CL xR xR — Oy, (4.18)
onde
du
O(u,a,7) = (1+ T)d— + F(u, «) (4.19)
s

Deste modo, solugoes para a equagao ®(u, a, 7) = 0 estao em correspondéncia

com as solugoes 2m-periddicas de (4.16) e por conseqiiéncia com as solugoes 27-
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periddicas de (4.14). Notemos que,

®(0,a,7) =0 YVa,T. (4.20)

Uma importante e indispensdvel observacao é que o grupo S! atua sobre

Csr, através da acao mudanca de fase.

Definicao 4.1. Sejam X um espaco topologico e G um grupo. Dizemos que G

atua em X se existe uma aplicacao continua
f:GxX—=X

tal que 0(g,x) = gx.

Exemplo 4.2. Sejam X = R2, (z,y) € X e G o0 grupo das matrizes de rotagio

do R?, isto €,

Entao, temos que

9( x)zl cos(0) —sen(@)] ( a:)
Y sen(f)  cos(6) Y

Isto €, a a¢ao O rotaciona o ponto (x,y) em 6 graus no sentido anti-hordrio.

Como na figura 4.4.
6(x.y)

0 (X,y)

Figura 4.4: Acao de S! em R2.

Vamos definir a acao que serd tutil na andlise das simetrias das drbitas

periodicas.
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Definicao 4.3. Definimos a acdo de S* em Cor por 6 : ST x Co — Car onde

(Ou)(s) = u(s — 0).
Temos a seguinte proposicao:
Proposicao 4.4. O operador ® comuta com a acdo de grupo 6.

Demonstracao: De fato,

d(0.u)

S(0.u,a,7)=(1471) 7 + F(0.u, )
du
=(1+ T)d— + F(u,a) = 0.9(u, a, 7).
s
d(e. d
uma vez que (0u) = d_u e F(0.u,a) = F(u, ), pois F' é autonomo, ou seja,
s
nao depende explicitamente de s. [ |

4.2.2 Enunciado e prova do teorema principal da secao
4.2

Tendo caracterizado as solugbes periddicas de (4.14) com as solugoes da
equacao
O (u, o, 7) = 0, (4.21)

resolveremos entao (4.21) usando a Redugao de Liapunov-Schmidt.
A derivada de ® com respeito a u avaliada no ponto (u,«,7) = (0,0,0) é

dada por

Lu=—+A
U d$+ ol,
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onde Ay é a matriz quadrada de ordem n (dF)o. De fato,

®(tu,0,0) — ®(0,0,0)

D(I)O 0.0-U = lim
) t*)O

t
d(t
(tw) + F(tu,0)
= lim ds
t—0 t
U
t— + F(tu,0)
= lim dS
t—0 t
du i F(tu,0)
= i
dS t—0 t
d F —
_du (tu,0) — F(0,0)
ds = =0 ¢ y
(dF%,O u
du
=—+ A
ds +Aou

O operador L : C3  — Cy,, de acordo com o apéndice A, é Fredholm de

indice zero.

Teorema 4.5. Se o sistema (4.14) satisfaz a hipdtese de autovalores simples

(4.2), entao existe uma fungdo diferencidvel g(x, ), da forma
g(z,a) =r(2* a)z, r(0,0) =0,

tal que as solugoes locais de g(x, ) = 0, com x > 0, estdo em correspondéncia
biunivoca com orbitas que sao solucoes 2mw-periodicas de pequena amplitude

para o sistema (4.14).

Antes de demonstrarmos esse teorema, necessitamos de alguns Lemas.

Lema 4.6. Se (4.14) satisfaz as hipdteses de autovalores simples (4.2), entdo
(a) dim Nuc(L) = 2.

(b) Eziste uma base {vi,vo} para Nuc(L) com a sequinte propriedade: Se

identificarmos Nuc(L) com R? pela aplicagao

(z,y) — zv1 + Yoy, (4.22)
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entdo, a acdo de S' sobre Nuc(L) € dada por

p < x > _ < cos(f) —sen(h) ) ( x ) | (4.23)
y sen(d)  cos(f) Y

Em outras palavras, 0 age sobre R? por wma rotacdo anti-hordria de um

angulo 6.

(c) Existe uma decomposi¢ao invariante de Cyr dada por
Cor = Im(L) @ Nuc(L). (4.24)
Essa decomposi¢do induz uma decomposi¢io de C3
Cy.. = Nuc(L) @ M, (4.25)

onde M = (Im(L)) N C}, .

Demonstracao do Lema 4.6

(a) Consideremos o sistema linear de EDO’s com coeficientes constantes

Lu =0, ueCy,
d
onde L = — + Aj.
ds
Sabe-se que os autovalores (pela hipétese (4.2)) sao +i, a3, ay,. ..,
onde os «; nao estao no eixo imagindrio, para todo j = 3,4,...,n.

Isso implica, usando a teoria de EDQO’s lineares, que existe uma base
de solugoes {u1(s), us(s),. .., u,(s)} tal que ui(s) e us(s) (associados aos
autovalores £i) s@o 2m-periddicos e os outros nao sao 2m-periédicos devi-
do a hipétese (4.2). Observemos que se (a +i3) é autovalor e (u; + iuz)

é seu autovetor correspondente, temos que

e OFBS () 4 duy) = [e*cos(Bs) + ie**sen(Bs)](uy + ius)
= e cos(0s).u; — e**sen(fs).us + i[e*cos(0s).us + €**sen(Hs).u]

= e**[cos(fs).ur — sen(0s).uz] +ie"[cos(Bs).up + sen(Bs).u1]  (4.26)

e '

V1 v2
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Notemos que a tltima expressao serd uma solugao 2m-periddica se a« = 0 e
B € Z. Logo, somente os autovalores +¢ induzem solucoes 2m-periddicas.
Nesse momento, fica claro que se a hipdtese de “nao possuir outros au-
tovalores no eixo imaginario” poderia ser enfraquecida. Podemos aceitar
que existam outros autovalores no eixo imaginario, porém impedir que
sejam multiplos de 7. Nesse caso, também teriamos que somente duas

solugoes seriam 27-periddicas e terfamos os mesmos resultados.

Seja ¢ € C™ satisfazendo
Agc = —ic, c.c=2, (4.27)

isto é, ¢ é o autovetor correspondente ao autovalor —i. O vetor linha ¢ é
formado pela transposta do vetor ¢ com entradas sendo os seus complexos

conjugados.

Entao, tomando o = 0 e = 1 na equagao (4.26) segue que
v1(s) = Re(e*c), va(s) = Im(e*c) (4.28)

formam uma base para Nuc(L). Em particular, dim Nuc(L) = 2.

Consideremos a base para Nuc(L) formada pelos vetores v; e vy dados
em (4.28). Como

Re(ec) = cos(s)Re(c) — sen(s)Im(c)
Im(e*c) = cos(s)Im(c) + sen(s)Re(c),

v1(s)

) (4.29)

temos que

Ov1(s) = vi(s — 0) = cos(s — 0) Re(c) — sen(s — 0)Im(c)
Re(c) — [sen(s)cos(#) — sen(f)cos(s)|Im(c)
= cos(f)[cos(s)Re(c) — sen(s)Im(c)] + sen(f)[sen(s)Re(c) + cos(s)Im(c)].

N J N

= [cos(s)cos(8) + sen(s)sen(d)]

o1 (s) va (s)
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Assim, com célculos anélogos para fv,(s) concluimos que

Ov,(s) = cos(B)vi(s) + sen(f)va(s),
Ova(s) = —sen(@)vy(s) + cos(0)va(s).

x
Para descobrirmos como 6 age em R2, aplicamos 6 no Vet0r< ) .
Y

9( x>:6@m@y+wﬂ$)

)

= (0v1)(s) + y(6v)(s)

= x[v1(s)cos() + va(s)sen(d)] + y[—v1(s)sen(6) + va(s)cos()]
= v1(8)[zcos(0) — ysen(8)] + va(s)[xsen(0) + ycos(6)]

_ ( cos(f) —sen(0) ) ( x ) |
sen(f)  cos(6) Y

(c¢) Primeiramente vamos construir uma base para Nuc(L*), onde L* é o

operador adjunto com respeito ao produto interno

(u,v) = i/o 7rU(<5‘)'fu(s)ds. (4.30)

Afirmacgao 1: L* € dado por

d
Uw:~£+AW. (4.31)

De fato, sendo Lu = u' + Agu, temos
(Lu,w) = (u' + Agu, w) = (v, w) + (Agu, w). (4.32)

Notemos agora que

() (4.33)
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O fato de u e w serem 2w-periddicas, implica que (x) = 0. Notemos

também que para todo u,w temos

(Agu, w) = %/0 7r1407,L(s)t.w(s)ds = % i W(A_O@)t.w(s)ds
L i A s = = [ ) [Abw(s)ds = (u, A
~o ) u(s) Ao w(s)ds = o i u(s) [Agw(s)lds = (u, Agw).

Substituindo a equagao anterior e (4.33) em (4.32), segue que

(Lu,w) = —(u,w') + (u, Abw) = (u, —w' + Alw) = (u, L*w).

dw
ds
Afirmacao 2: Considerando funcoes somente de valores reais, temos

Portanto, L*w = —— + Ajw é o operador adjunto de L.

que Ay e Al possuem os mesmos autovalores.

De fato, seja A autovalor de Ay, tal que Agu = Au. Temos que
(Lu,w) = (u, L*w). (4.34)
Por um lado,

(Lu,w) = (u' + Agu, w)
= (v, w) + M, w) = (U, w) + (u, \w),

e por outro lado, usando (4.31), segue que

(u, L*w) = (u, —w') + (u, Abw)
= (v, w) + (u, Ahw).

Portanto Alw = Aw.

A conclusao que tiramos dessa afirmacao 2 é que se A satisfaz a hipétese

(4.2), entao Al também satisfaz.

Seja d um vetor, nao-nulo, pertencente a C" satisfazendo

Ald = id, (4.35)
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e seja
vi(s) = Re(e”d), v3(s) = Im(ed). (4.36)

Entao, com calculos andlogos aos feitos no item (a), concluimos que
{v},v5} é base para Nuc(L*). E de nosso interesse normalizar d de acordo

com a seguinte afirmagao.

Afirmacao 3: O autovetor d pode ser escolhido tal que

(a) dte = 2, (b) d'c = 0. (4.37)

De fato, seja a um autovetor qualquer de Af. Temos que Aja = pa.
Entao
—ia'c = a'(Agc) = [Abal'c = pa'c (4.38)

Assim a'c = 0 se p # —i. Em particular segue (4.37b). Queremos que
de # (0. Suponhamos, por contradi¢ao que d'c=0. Entdo ¢ é ortogonal
para todo autovetor de Aj. Por hipétese, ¢ é ortogonal a d, o qual é
autovetor de Al associado ao autovetor —i, por (4.38) ¢ é ortogonal a
todos os outros. Isso nos diz que ¢ = 0, o que é um absurdo! Logo
de # 0 e podemos normalizar d de modo que d'c = 2. Isso conclui a

prova da afirmacao 3.

Com essa normalizacao para d, temos as seguintes férmulas para os pro-

dutos internos entre v; e vy, com j,k =1, 2.

—t
d do,
(a) {5, 00) = =%,

(0) (v}, vx) = O, (4.39)
(¢) (vj, vi) = Gjn.

onde 0;; = 1,se i = j, e 6;; =0, se j # 1.

Para tais calculos usamos as seguintes relacoes trigonométricas:

(i) sen’r + cos?z = 1.

)

(ii) cos(2x) = cos?z — sen’z.

(iii) sen(2x) = 2sen(z)cos(x).
)

(iv) 2senr = 1 — cos(2z).
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(v) 2cos’xr =1+ cos(2z).

Além disso, vamos tomar ¢ = ¢; + ice, lembrando que ¢; e ¢y sao vetores

em C". Desse modo, usando (4.27) segue que

ey +chey =2
ey —cber =0

Para o item (a) temos:

1 27
(v, v]) = %/ (dicos(s) — disen(s))(dicos(s) — dasen(s))ds
0
1 2m
=5 [d4dycos?(s) — dtdacos(s)sen(s)
0
— dbdycos(s)sen(s) + dydasen®(s)]ds
1 [ [1 2
=5 {++S(s)dtldl — (d'dy + dbd,y )cos(s)sen(s)
0
11— 2
—i—décﬁw] ds
2
1 [* [did cos(2s) sen(2s)
-2 [ 121 + didy == — (dydy + didy) —
did cos(2s)
+272 — dydy— } ds
1 [did, [*" T cos(2s)
= — ds+did ds — (d'd
2%{2/0 S+11/0 y 0o~ (s
2w 9 dtd 2m
+dgd1)/ sen(2s) o & 2/ ds
0 2 2 Jo
2m 2
_dng/ Mds}
0 2
1 [did did 2 2
— %[ 12 183ﬂ+ 222837T+dt1dlsen( S) gﬂ' . dgdZSeni S)’gﬂ'
cos(2s
+ (ddy + ) 12 (ﬂ
—t
1 dd
= §[d§dl + dydy] = o
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1 2T
(v, v3) = 2—/ (dicos(s) — dbsen(s))(dycos(s) + dysen(s))ds
T Jo
1 2m
— 2—/ [d! dycos®(s) + didycos(s)sen(s) — dbdycos(s)sen(s)
T Jo
— dbdisen’(s)]ds
1 [?™ [1+ cos(2s) sen(2s) sen(2s)
“o ) [Td’idg + did, — dbdy 5
1-— 2
—dgdlﬂ} ds
2
1 2m
= E I:dtldQ — dédl + (didg + dgdl)COS(QS) + dtldlsen(2s)
0
—didosen(2s)] ds

1
 4n

2m 2m
+ dtldl/ sen(2s)ds — dédg/ sen(23)ds}
0 0

2m 2m 2m
|:dt1d2/ ds — dbd, / ds + (d'dy + dbdy) / cos(2s)ds
0 0 0

1 o o sen(2s) 2x

-1 {dﬁdzs‘o — e s[27 [y + |2
cos(2$) 2x cos(2$) 2r
—did, 5 o + dbdsy 5 lo

1

7



A BIFURCACAO DE HOPF

%/0 W@COS(S) + disen(s))(dzcos(s) + disen(s))ds

1 2m
=5 [dbdycos®(s) + didysen®(s) 4 dbdicos(s)sen(s)
T Jo
+ didacos(s)sen(s)]ds
1 [P [1+ cos(2s)
2r o

<U;7 U§> =

+ cos(s)sen(s)(dbdy + dﬁdg)] ds

e 1 cos(2s)
= — dsdy + didy) = _—
o {( 202 + G 1)2

2
+ (dbdy + dﬁdg)sené 3)] ds
1 27

:EO

{(dng +dtdy) + (dbdy + didy)cos(2s)
+ (dbdy + didz)S@n(QS):| ds
1 2 om
=0 [(dgdg + dt1d1>/ ds + (dbdy + dﬁdl)/ cos(2s)ds
0 0

2m
+ (dbd; + dﬁdg)/ sen(2s)ds}
0

sen(2s) 2x
5 o

1 ™
=i {(dtde + didy)s (2) + (dydy + didy)

25) 12n
(s + ) O
1
—t
1 dd
= §(d§d2 +dydy) = -

Para o item (b) usaremos as seguintes relagoes:

60
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(i) de= 2, isto é:

d! d =2
1617 0502 (4.40)
dthQ — d;Cl =0
(ii) d'c =0, isto é:
dthl - dgCQ =0 (441)
dliCQ + déCl =0

Logo, de (4.40) e (4.41) temos que:
diCQ == décl =0
dﬁcl = déCQ =1

Com isso temos:

oo ‘
g/o (dicos(s) — dssen(s))(cicos(s) — cosen(s))ds

1 21

— dyeycos(s)sen(s) + dycosen®(s)]ds

<UT7 U1> =

[d:crcos?(s) — dtcycos(s)sen(s)

1 2

+ dbey)cos(s)sen(s)]ds

[dhcacos®(s) + dbcosen?(s) — (dicy

1 27
=5 [dhea(cos?(s) + sen?(s)) — 0]ds
0
1 2T 1 .
=5 ds = —(s) 3
T Jo 2
1
=—2n) =1

o
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1 2T
(v3,09) = 2—/ (dhcos(s) + disen(s))(cacos(s) + cysen(s))ds
m
1 027r
=5 [dseacos?(s) + dyeycos(s)sen(s)
T Jo
+ d' cacos(s)sen(s) + dicysen®(s)]ds
1 2w
=5 [dycacos®(s) + dhcosen®(s)
0
+ (dbey + dfcy)cos(s)sen(s)]ds
1 2m
=5 [dhea(cos?(s) + sen?(s)) + 0.cos(s)sen(s)]ds
T Jo
1 27 1 o
= % ; ds = %($> 0
1
=—027) =1
27r( )
1 27
(v}, v9) = 2—/ (dtcos(s) — dsen(s))(cacos(s) + cisen(s))ds
m
1 O27r
=5 [d cyc08?(s) + dicicos(s)sen(s)
T Jo

— dbcocos(s)sen(s) — dheisen®(s)]ds
1 2m

:%O

+ df cicos(s)sen(s) — dicicos(s)sen(s)]ds

[d}cocos?(s) — dtcasen®(s)

1 2m
=5 [d4ca(cos?(s) — sen?(s))]ds
0
1 2
— 0ds = 0.

:27r0
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%/0 W(dgcos(s) + dysen(s))(cicos(s) — cosen(s))ds

1 2
:% ;

+ d' cicos(s)sen(s) — d}cosen?(s)]ds

1 2

— dicicos(s)sen(s) + dicicos(s)sen(s)]ds

<U;7 Ul) -

[dbcicos?(s) — dbeqcos(s)sen(s)

[dbcicos?(s) — dheisen®(s)

1 2m
=5 [dbc1(cos?(s) — sen?(s))]ds
T Jo
1 2m
= — 0ds = 0.
2m Jo
Para o caso (¢) temos:
1 2w
<o, > = oo (cicos(s) — chsen(s))(cicos(s) — casen(s))ds
T Jo
1 2m

=5 [c}cicos®(s) — cheacos(s)sen(s)
0

— chejcos(s)sen(s) + chegsen®(s)]ds
1 2

= — [cicrcos®(s) + (2 — chep)sen®(s)
2 Jo

— (cleg + ey )cos(s)sen(s)]ds
1 2

— 2c} cacos(s)sen(s)]ds

[c}cicos®(s) + 2sen?(s) — cleysen?(s)

1 2

:% ;

1 2w 2w
= — {ctlcl/ cos(2s)ds + 2/ (1 — cos(2s))ds
2T 0 0

2w
—cley / sen(23)ds}
0

[chcicos(2s) + 2sen?(s) — chepsen(2s)]ds

1 sen(2s) o L osen(2s) o cos(2s) o,
— o |ehed 5 s - 2 4 a2
1 ctes  cey
= — |ogp4 L2 121 =1
o { Tt T
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1 2
< Vg, Vg > = o /. (cheos(s) + cisen(s))(cacos(s) + cisen(s))ds
T
1 27r
=5 [cheacos®(s) + cheicos(s)sen(s) + cheycos(s)sen(s)
T
+ ciepsen?(s)]ds
1 2m
=5 [cheacos?(s) + (2 — cheg)sen?(s)
+ (chey + cher)cos(s)sen(s)]ds
1 27
=5 [cheacos?(s) + 2sen’(s) — cheosen®(s)
0

+ 2chcicos(s)sen(s)]ds
1 27

= — [cheacos(28) + 1 — cos(2s) + cheysen(2s)]ds
0

2m
[6202 cos(2s)ds +/ (1 — cos(2s))ds
0

2m
+che 1/ sen(2s)d }
0

2 2 2
C§C2sen§ s) on | gjon _ Sené s) 2 _ o cosé s) 2

1

1
2
1
2

(27 — cher + cher] = 1.
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1 2m

<ULvr > = oo (ctcos(s) — chsen(s))(cacos(s) + cisen(s))ds
T Jo
1 2

:% ;

— cheysen®(s)]ds

[c}cacos?(s) + cheicos(s)sen(s) — cheasen(s)cos(s)

1 2

— chepcos(s)sen(s)]ds

— %/0 7T[ctlcg(cosz(s) — sen?(s)) + 2cos(s)sen(s)

[chcacos®(s) — chepsen®(s) + (2 — cheg)cos(s)sen(s)

— chepcos(s)sen(s) — chepcos(s)sen(s)]ds
1
Con

1 2

:% ;

1 2w 2m 2w
= — [ctl@/ cos(2s) +/ sen(2s) — 0202/ sen(2s)} ds
21 0 0 0

2m
/ [clcacos(2s) + sen(2s) — 2chcacos(s)sen(s)]ds
0

[c}cacos(2s) + sen(2s) — cheosen(2s)]ds

1 sen(2s) o,  cos(2s) o, c08(2$) o
= o [ehea B e - e g 2

1
= E[—l + cheg + 1 — chep] = 0.

Para verificarmos a decomposigao (4.24), usamos a hipétese de L ser

Fredholm de indice zero,
codim Im(L) = dim Nuc(L) = 2,

ou seja, Nuc(L) tem a mesma dimensao de um subespago complementar
da Im(L).

Afirmagao 4: Sendo L  Fredholm de indice zero, entao
Im(L) N Nuc(L) = {0}.
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De fato, da alternativa de Fredholm, segue que
Im(L) = (Nuc(L*))™*. (4.42)

Suponha v € Im(L) N Nuc(L). Se v € Nuc(L), entao, pelo item (a) do
Lema 4.6, temos que v = xv; + yvy. Por outro lado, se v € Im(L), por

(4.42) temos (v,vj) = 0. Dai, por (4.39b) concluimos que
xr = y = O7

e a afirmacao 4 esta demonstrada.

Afirmacgao 5: Seja W C Uy, subespaco tal que

(a) Im(L) ® W = Cyy
(b) dim W = dim Nuc(L) = 2
(¢) Im(L) N Nuc(L) = {0}

Entao,
Im(L) & Nuc(L) = Cy;,.

De fato, seja {v1, v2} uma base do Nuc(L). Como vy, vy € Cyy, utilizando

o item (a), temos que existem wy, wy € W tais que

vy = L(uy) + wy

Vo = L(UQ) + ws. (443)

Sejam a,b € R tais que
aw; + awy = 0. (4.44)

Multiplicando a primeira linha de (4.43) por a, a segunda linha por b e
somando-as obtemos avy, + bvy = aL(uy) + bL(uz) + aw; + bwy. Usando

(4.44) e o fato que L é linear, segue que
avy + bvy = L(au; + bus).

Como Im(L) N Nuc(L) = {0}, segue que av; +bvy = 0, 0 que nos diz que
a = b= 0. Portanto, {wy,wy} é base de W.
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Sendo assim, dado x € Cy,, temos * = L(y) + z, com z € W. Logo

existem «, € R tais que x = L(y) + aw; + Sws, e portanto temos
r = L(y)+a(vr — L(w1)) 4+ B(v2 — L(uz)) = L(y — awr — Buz) + awi + Bos.

Como avy + fug = v' € Nuce(L), segue que Co = Im(L) @ Nuc(L). Isso

conclui a a demonstragao da afirmacgao 5.

Com relagao a decomposigao (4.25), notamos que da alternativa de Fred-
holm
M = {u € Car : (u,v]) = (u,v3) = 0}.

A decomposigao (4.25) segue de um argumento andlogo a justificativa de

(4.24). Fica assim concluido a demonstragao do lema 4.6. |

Vamos agora nos referir aos 5 passos da Reducao discutidos no capitulo 2.
No passo 1, escolhemos M e N de acordo com a decomposigoes (4.24) e (4.25),
isto é,

M = (Im(L))* N C; N = Nuc(L). (4.45)

21

Os passos 2, 3 e 4 nao requerem informacoes especificas para a presente aplicacao.
Paramos apds o passo 4 com as coordenadas livres da aplicacao reduzida ¢ dada

por (2.8). Pela nossa escolha em (4.45), temos que
¢ : Nuc(L) x RF"t x R — Nuc(L),

isto é, o0 mesmo espaco Nuc(L) aparece em ambos o dominio e a imagem de
¢. Na verdade, esta é a razao de nao usarmos o complemento ortogonal em
(4.45). Além do mais, M e N sdo complementos invariantes. Assim segue o

seguinte lema:

Lema 4.7. Se os espagos sao invariantes pela a¢do, entdo as projecoes comu-

tam com a ac¢ao.

Demonstragao Seja F : Y — Im(L) a proje¢ao com Nuc(L). Queremos
que F comute com § € S'. Suponhamos que u = v + w, onde v € Im(L) e

w € Nuc(L). Pela linearidade da projegao, temos que

0FE(u) = 0v = E(6v) = E(0v + 0w) = E(Ou),
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pois ambos Im(L) e Nuc(L) s@o subespagos invariantes pela acao. Disso segue
que (I — F) também comuta com a agdo . Seja agora W : Nuc(L) x R* — M
a funcao definida em (2.7).

Afirmacao: A funcao W comuta com 0, isto €,

W(0v, ) = OW (v, ) Vo e S'.

De fato, fixemos 6 € S' e definamos
Wey(v, @) = 071 W (0o, ).
Assim,

E®(v+Wy(v,a)) = E®O (v + W(bv, )))
=0 E®(0v + W (v, a)).

A dltima igualdade segue do fato que (2.7) vale para qualquer v, em particular
para Gv.

Deste modo, Wy também é solugao da equacao implicita (2.6a), sendo claro
que Wy(0,0) = 0. Pela unicidade da solu¢ao do Teorema da Fungao Implicita,
concluimos que

Wy(v,a) = W(v, ).

Com isso, temos que

d(Ov, o, 7) = (I — E)®(6v + W (v, ), v, 7)
YP(O(v + W (v, o), a, 7)

=01 — E)P(v+W(v,a),a,7)=_0pv,a,T).

Lema 4.8. Assumindo as coordenadas de Nuc(L) em (4.22), a aplicacao re-

duzida ¢ tem a sequinte forma:

X

d(z,y, a,7) = p(a® +y* a, 1) ( . ) +q(2* + 2 a,7) ( Y ) . (4.46)
Yy

onde p e q sao aplicagcoes diferencidveis satisfazendo
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(CL) p<07 07 0) = 07 (b> Q(Ov 07 O) = 07

4.47
(a)%(o,o,ﬂzo (d)%(o,om):—l. (4.47)

Demonstragao: Para a demonstracao deste lema, necessitamos provar
inicialmente a seguinte afirmacao.
Afirmacao: Seja ¢ : R? — R? uma aplicagdo diferencidvel que comuta com a
acao (4.23). Entao existem funcoes diferencidveis p(z), q(z) de uma varidvel

real, tais que

b(z,y) = p(a® + v?) ( y ) +q(2® + 1) ( ‘j )

De fato, escrevemos ¢ da seguinte forma

¢(xay) = (¢1(m7y)7¢2(‘r7y))'

Sabemos que ¢ comuta com qualquer § € S, em particular comuta com § = .

Sendo 7(x,y) = (—x, —y), temos que

O(—z,—y) = (=d1(z, y), —da(x, y)).
Logo, se x =0 e y = 0, entao

¢;(=s,0) = =;(s,0), j=12

Em outras palavras, cada componente ¢;(s,0) é uma funcdo impar na variavel

s. Sendo assim, podemos escrever

1(s,0) = p(s”)s; $2(s,0)s = q(5%)s,

para funcoes diferenciaveis p e q.

De modo geral, para qualquer ponto (z,y) do plano, podemos encontrar
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um angulo 6 tal que 6(s,0) = (x,y), onde s> = 22 + y?. Disso segue que

qb(:c,y) = ¢(0(57 0)) = 9925(87 O)

= 0(p(s*)s, q(s%)s)

_ | cos(6) —sen(6) p(s%)s
| sen(d)  cos(0) | | a(s?)s |
_ [ cos(f) —sen(0) ] p(s?)s ] [ cos(0) —sen(ﬁ)] [ 0 ]
| sen(f)  cos(f) | 0 sen(f)  cos() q(s%)s
s cos(f) —sen(h) s 2 cos(f) —sen(0) 0
=p(s) [ sen(f)  cos(0) ] 0 o) [ sen(f)  cos(0) ] [ s]

= p(z® + y*)[0(s,0)] + q(z® + 4*)[0(0, 5)].

Sabemos que g(s, 0) = (0, s), e temos também que

50(3, 0) = 6’5(5, 0) =6(0,s)

Logo,
0(0,5) = 5 (w,9) = (~y.2).

Com isso, temos que

o(z,y) = p(a® + y*) ( z ) +q(=z* + %) ( (4.48)

)

Y )
Isso conclui a demonstragao da afirmagao, e portanto (4.46) do lema 4.8 estd
demonstrado, a menos de parametros auxiliares.

Para concluir a demonstragdo do lema, basta verificamos agora (4.47) u-
sando as férmulas da proposicao 2.7 para as derivadas da fungao reduzida. Na
seqiiéncia, realizamos o passo 5 da Reducao de Liapunov-Schmidt. Especifica-
mente, para j = 1,2, seja

¢j(x,y, o, 7) = (v}, p(zv1 + Yoo, , T)). (4.49)
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Entao, de (4.48) temos

(a) ¢1(2,0,a,7) = p(2*, o, T)x (4.50)
(b) ¢o(x,0,,7) = q(2*, a, 7)z, (4.51)
assim, ”
_
p(0,0,0) = O (0,0,0,0),
40.0.0) = 2%2(0,0,0,0),

e usando o item (a) da proposigao 2.7, concluimos que
(0,0,0) = ¢(0,0,0) = 0.

Também de (4.50) e (4.51) temos que

Ip _ D¢y
E(0,0,T) = 851]87'(0’ 0,0,T),
dq _ D¢
E(0,0,T) = axaT(O’ 0,0,7’),

pelo item (g) da proposigao 2.7, sabemos que

82@ * 2 —1
OxOT - <Uj7d((1)7')v1 —d (I)(Ulv L ECI)T)> (452)
P
onde ¢, = g— Mas de (4.19), segue que
T
8_®< ) = au
5, (W )= —.

E ¢ trivial que —(0, «, 7) = 0, entdo o segundo termo em (4.52) desaparece.

ar

Para o primeiro termo temos

4(®. )0y = lim O, (0+ tvy,0,7) — @,.(0,0,7)

t—0 t

ditvr) tdu gy
— lim - — Jjm 45 = =%
t—0 t—0 t ds
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Uma vez que

v1(s) = Re(c)cos(s) —Im(c)sen(s) e wy(s) =Im(c)cos(s) + Re(c)sen(s),

segue que
d
% = —[Im(c)cos(s) + Re(c)sen(s)] = —vs. (4.53)
s
Substituimos entao (4.53) em (4.52) e usamos (4.39b) para provarmos (4.47¢,d).
|

Em nosso caso particular, temos as seguintes férmulas:

dv
(a> d_sl = —U2,

dvt

(b) dSl = _U>2kv
dv

(c) d_; = U1,

dv}
(d) d; = UT'

O caso (a) ja foi feito, e os demais casos sao de verificagdo analoga.

Demonstracao do teorema 4.5: Agora que estamos com todas as ferra-
mentas necessarias para a demonstracao, observe que, da forma explicita de ¢

em (4.46), temos que ¢ = 0 se, e somente se, sdo vélidas as seguintes relagoes:

(4.54)
(4.55)

(a) =
(b) p

y =0,
q=0.

pr—qy =0 :
{ — (pr —qy) +i(py + qv) = 0 <=

py+qr =0
=0 r=y =0
PEED PN
r+1y =0
p=q =0

As solugoes de (4.54) correspondem a solugao constante trivial u = 0, ja as

solugbes de (4.55) correspondem as solugoes 2m-periddicas do sistema (4.16).
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A dltima é nao-constante se z = 22 + > > 0. Com objetivo de eliminar a
redundancia das solugoes de (4.55) associada a agao do S' vamos assumir que
y =0ex > 0. Depois dessa simplificacao, as expressoes (4.54) e (4.55) ficam

com a seguinte forma.

(a) z =0,
(b) p(a®, a,7) = q(2*,a,7) = 0.

Agora queremos que numa vizinhanga da origem a equagao
q(z%,a,7) =0 (4.56)

possa ser resolvida para 7 = 7(x?, «). De fato, (4.47b,d) nos permite aplicar o

Teorema da Funcao Implicita. Definamos entao

r(z,a) = p(z,a,7(z, ), g(x,a) = r(z* a)z. (4.57)

Entao a equacao
¢(z,y,a,7) =0 (4.58)

tem solugao com x* +y? > 0 se, e somente se, r(z*+y?, a) = 0 possui solucao.

Além disso, toda solugao de (4.58) pode ser obtida das solugoes de
g(x,a) =0,

com z > 0, por uma rotagao apropriada.
Concluindo, as solugoes de (4.58) estao em correspondéncia biunivoca com

solugoes de (4.14), finalizando assim a demonstragao do teorema 4.5. |

4.3 Existéncia e unicidade das solucoes

Nessa secao vamos usar a Reducao feita para discutir solucoes periddicas
do sistema de EDQ’s,

d
g F(u,a) =0 (4.59)
dt

onde o = (g, ay,...,q;) ¢ um conjunto de parametros sendo A = ap um

parametro distinguido e os demais k& parametros sendo parametros auxiliares.
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Nosso objetivo é provar o primeiro Teorema de Hopf, que da condigoes sufi-
cientes para existéncia de um familia de orbitas periddicas. Com objetivo de
tornar a notacao mais enxuta, a partir desse momento vamos considerar k = 0,
ou seja, a = .

Assim nosso objetivo é encontrar solucoes periddicas para
— + F(u,A\) = 0. (4.60)

Teorema 4.9 (Teorema de Hopf). Seja o sistema de EDO’s (4.60) tal que

as sequintes hipoteses sao satisfeitas:
(H1) A condi¢io de autovalores simples (4.2),
(H2) A condigao (4.4).

Entao existe uma familia a um-parametro de orbitas periddicas de (4.60) bi-

furcando da solugdo trivial u =0 em A = 0.

Demonstracgao: O teorema 4.5 nos diz que podemos encontrar orbitas peridédicas

de (4.14) resolvendo equagao
g(xz, A\) =0. (4.61)

O teorema 4.5 também garante que g(x,\) = r(x? \)x para alguma fungao
r. Sabemos porém que, encontrar solu¢oes nao-triviais de (4.61) se resume a

resolver

r(z? \) = 0.
Expandindo a fungao r em série de Taylor, numa vizinhanga do (0, 0) temos

or or
2y _ or 2 OF 2
r(z%,\) =r(0,0) + aZ(O,O)ac + 8)\(0’0)>\ + o(x*, \), (4.62)

sendo r(0,0) = 0 pelo teorema 4.5.

or 0o
Lema 4.10. 5(0,0) = 5(0,0).

Demonstracao do Lema: De acordo com (4.57) temos que

r(z,a) = p(z,a, 7(2, @)).
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Aplicando a regra da cadeia vem

or Op Op or
8)\(2 A) = 8/\(Z A T(2, ) + 8T<Z A, 7(z, )\))a)\(z A),
eem (z,A) = (0,0) temos
or dp
8)\(0 0) = 55(0,0,0),
Op
pois o lema 4.8 garante que — 5 (0 0,0) =0.
T
De (4.50) e (4.49) temos que

onde ¢1(x,y, A\, 7) = (v, p(xv1 + Yyva, A, 7)).

Derivando (4.63) em relacdo a x obtemos

991

O A7) = a2\ )22 4 p(a A7),

e derivando novamente em relacaio a A agora e substituindo em
(x,y,\,7) =(0,0,0,0) temos

or dp

0’1
a0 = 55

OOz

22(0,0,0) = (0,0,0,0).

E pela proposicao 2.7 da pagina 24 temos que

0%y

v e (v}, d(®y).v1 — d*®(vy, LT E®,)). (4.64)

O operador ® é definido por (4.19), e derivando em relacao a A obtemos

oF

®/\(u7 )\77—) a)\

Sy (w,A),
e em particular temos que

CI))\(O, )\, T) = O, d(@,\)vl = A,\(O)Ul
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Portanto (4.64) torna-se

62¢1 *
8/\8x(0’ 0,0,0) = (v}, Ax(0)vy). (4.65)
do
Como A, (0)v; = 5(0)01 e (v,v1) =1, segue que
or 0% do
E com isso concluimos a demonstracao do lema. [ |

Utilizando o lema anterior, podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicita
e obter que a solugao para a equagao r(z?, \) = 0 pode ser expressa por
A = A(z?), em uma vizinhanga de (x, \) = (0,0). Isso significa que para cada
valor de z > 0, préximo de z = 0, existe um tnico A = A(z?) de forma que
r(x?,\) = 0, ou seja, existe uma drbita periddica de amplitude maior que zero.
Com isso encontramos a familia a um-parametro (parametrizada por x > 0),

que bifurca da solucao trivial u = 0. |

Coroldrio 4.11. Se além das hipdteses (Hy) e (Hs), o sistema (4.60) satisfaz

a hipotese adicional

or
H3) —(0,0) #0
(H3) 5-(0,0) £ 0,
entdo ocorre uma bifurcagao do tipo pitchfork em A = 0.

Demonstracgao: Seja

Entao as solugoes de r(z% )z = 0 sdo dadas por

6 or = 4.
Z(O,O)x + )\(O,O))\+0(x ,A) |z =0, (4.66)
ou seja,

ma® + Az + o(z®, \) = 0.

Para valores préximos de (z, A) = (0,0) podemos desprezar os termos o(z?, \)
e temos a bifurcacao do tipo pitchfork, conforme vimos na figura 3.3 da pégina

41. |
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Apeéendice A

Algumas Propriedades dos
Operadores Diferenciais

Elipticos Lineares.

Seja L um operador diferencial parcial linear de segunda ordem sobre o R”,

dado por
Lu= Y @t + 3 (O 2+ c(u (A1)
= = 17 8§Zagj = J ag] .
onde § = (&,...,&,) € R™. Suponhamos que a;;(§) é uma matriz simétrica,

isto ¢, a;;(§) = a;i(§). Deste modo, dizemos que L é eliptico se para todo
¢ € R" a matriz a;;¢) é positiva definida, isto é, z*{a;;(§)}x > 0 para todo

xz € R". Se L tem a forma

— +c(§u (A.2)

onde

é o Laplaciano, entao L é eliptico. Vamos nos restringir a operadores da forma

(A.2) e assumimos que b;(€), c(€) s@o fungoes diferencidveis sobre &.

Proposicao A.1. Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira 05 dife-
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rencidvel e sejam

(a) X = {u € C*(Q) : u=0 sobre 00},

(b) Y = C°(Q). (4.3)

Entao o operador (A.2) entre os espagos (A.3) é Fredholm de indice zero.

Esse resultado é provado em Berger [B77]. Para as aplicagoes que foram

feitas neste trabalho, basta a seguinte versao simplificada da proposi¢ao acima.

Proposicao A.2. Considerando

X = {u € C([0,b],R*) : u(0) = u
Y = {u € C°[0,b],R*) : u(0) = u(b)} e
Lu=u+ Au

onde A é uma matriz k x k constante, entdo L : X — Y € um operador

Fredholm de indice zero.

Demonstracao: Para a demonstragao, observe inicialmente que Nuc(L) é
o subespago de X formado pelas solugoes de uma EDO linear, e portanto pela
teoria cldssica de equagoes diferenciais temos que Nuc(L) possui dimensao
finita. Por outro lado, pela afirmacao 1 da pagina 55, temos que o operador
adjunto de L é dado por L*w = —w’ + Alw. Pelo mesmo motivo temos que a

dimensao de Nuc(L*) ¢ finita. Utilizando agora o fato que
(Im(L))* = Nuc(L*)

segue que a codimensao de I'm(L) é finita. O fato de A e A" possuir os mesmos
autovalores implica que a dimensao de Nuc(L) e dimensao de Nuc(L*) sao
iguais, ou seja, o indice é zero. Resta apenas provar que Im(L) é um subespago
fechado em Y. Para isso fazemos M = (Im(L))* no teorema abaixo. Isso é
possivel pois Nuc(L*) tem dimensao finita, logo é fechado, ou seja, M é fechado
e também Im(L) @ (Im(L))* =Y. |

Teorema A.3. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador
linear com graf(T) fechado em X x Y. Se existe um subespago fechado M de
Y tal que Im(T)N M = {0} e Im(T) ® M € fechado em Y, entao Im(T) é
fechado em Y.

A demonstragao desse teorema encontra-se em [TL80|, pagina 217.



Apendice B
Resultados e Conceitos Basicos.

Neste Capitulo vamos apenas enunciar alguns conceitos fundamentais da Anélise
e Algebra Linear. Tais conceitos sao de extrema importancia para o de-
senvolver desta dissertacao tais como o Teorema da Funcao Implicita e as

defini¢oes de Espacos de Banach e de Hilbert.

Teorema B.1 (Teorema da Fungao Implicita). Sejam D C R"™™ um

aberto, f : D — R™ uma aplicacio de classe C1, e (po,q) € D, com

0 0
f(po,q) = 0; se a matriz a—f(pg, Qo) = (8 / (po,qo) | € nao-singular, entdo
q Tt j

n+yj
existem abertos V. C R™ contendo pg e W C R™ contendo qq, tal que para cada

p €V, existe um unico ¢p(p) € W com f(p,d(p)) =0. A fungio ¢p: V — W

é de classe C' e

of
dq

af

Jo(p) = [ <p,¢<p>>] Lownwer

Defini¢cao B.2 (Espago de Banach). Um Espaco de Banach é um espago
vetorial normado (E,|| - ||) que é completo com respeito a métrica d induzida

por sua norma, ou seja, d(v,w) :=||v — wl|.

Definicao B.3 (Espago de Hilbert). Um Espaco de Hilbert é um espago

vetorial com um produto interno (H,< - - >), que é completo com a métrica

d induzida pelo produto interno, ou seja, d(v,w) = /< v —w,v — w >.
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Teorema B.4 (Teorema do Niicleo e da Imagem). Sejam U eV espagos
vetorias de dimensao finita sobre R.  Dada uma transformagao linear
F.U—V, entao

dim U = dim Nuc(F') + dim Im(F').
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