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Resumo

Estudamos alguns topicos da Teoria do Potencial Logaritmico. Enfatizamos o prob-
lema de caracterizar a medida de equilibrio. Provamos um resultado sobre a assintotica
da medida contadora de zeros, associada com uma classe de polinémios.
Palavras-chave: potencial logaritmico, medida de equilibrio, recuperacao da medida,
assintotica.



Abstract

We study some basic topics of The Theory of the Logarithmic Potential. We emphasize
on the problem by characterizing the equilibrium measure. A result on the asymptotics
of the zero counting measure associated with a class of polynomials is proved.
Keywords: logarithmic potential, equilibrium measure, recovery of a measure, asymp-
totics.



Sumario

1 Introducao

2 Propriedades Gerais de Fungoes Complexas
2.1 Semi-continuidade . . . . . ... ..o
2.2 Funcoes Harmoénicas . . . . .. . . ... ...
2.3 Representacao em Séries de Fungoes Harmonicas . . . . . . . .
24 Foérmulade Poisson . . . . . .. ...
2.5 Alguns Teoremas da Teoria da Medida . . . . . .. .. .. ..
2.6 Funcoes Super-harmonicas . . . . . . . . ... ... ... ...

3 O Potencial Logaritmico Energia e Suas Propriedades
3.1 Potencial Logaritmico . . . .. .. .. ... ... ... ....
3.2 Energia Logaritmica . . . . . ... ... ... ... ...
3.3 Caracterizacao da Medida de Equilibrio . . . . .. .. .. ..

3.3.1 Teorema da Decomposicao de Riesz e Principio da Dominacao .

3.4 A Medida Extremal . . . . . ... ... 0L
3.5 Principio do Minimo . . . . . ... .. ... L.
3.6 Problema de Dirichlet e Funcoes de Green . . . . . .. .. ..

4 Recuperagao da Medida

4.1 Teorema da Unicidade . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

4.2 Caracterizacao do Suporte da Medida de Equilibrio . . . . . .

4.3 Propriedades Geométricas do Suporte da medida de equilibrio

p-13
p-13
p-18
p- 20
p.21
p-22

p-23

p- 26
p- 26
p-29

p-33

p.- 99
p.- 99
p. 62

p. 64



4.4 Exemplos da Determinacao do Suporte para Pesos Cléassicos . . . . . . p-70

4.4.1 Pesos de Jacobi‘ ........................... p.71

4.4.2 Pesos de Laguerre‘ .......................... p.73

4.5 Recuperacao da Medida de Equilibrio . . . . . . . ... ... ... ... p. 74

‘5 Aplicagoes p-90
‘5.1 Exemplos de Determinacao da Medida de Equilibrio . . . . . . . .. .. p-90
5.1.1 Pesos de Jacobi . . . . . ... oo oo p.-91

5.1.2 Pesos de Laguerre . . . . . . . . .. ... L 0 p.92

5.2  Convergéncia da Medida Contadora de Zeros Normalizada . . . . . . . p.-94
5.2.1 Polinémios Extremais. . . . . . ... ... ... ... ... ... p. 94

Referéncias Bibliograficas p-101




12

1 Introducao

Varios problemas dificeis da Teoria da Aproximacao e da Teoria dos Polinémios Ortog-
onais e Funcoes Especiais que permaneceram em aberto por muitos anos, foram resolvidos
nas ultimas décadas. Uma das caracteristicas em comum das solucoes foi o uso criativo
da Teoria do Potencial Logaritmico. Esta dissertagao relata nosso estudo sobre alguns

topicos fundamentais desta teoria.

No segundo capitulo estudamos alguns temas da Anélise Harmonica e da Teoria da
medida. As nocoes principais da Teoria do Potencial serao tratadas no segundo capitulo.

Tais conceitos surgem de um problema que tem a seguinte interpretacao eletrostatica:

Colocamos cargas positivas unitarias em um conjunto compacto A. Suponhamos que
estas cargas repelem entre si com forga proporcional a 1/|z — t|. Se para uma certa
configuragao dos pontos o minimo de energia é atingido, entao dizemos que nosso sistema

esta em equilibrio.

Com isto introduzimos os conceitos de potencial e energia logaritmicos, medida de
equilibrio e suas propriedades sao fornecidas no segundo capitulo. O quarto capitulo
da dissertacao contém resultados que caracterizam o suporte da medida de equilibrio.
Finalmente, no ultimo capitulo, fornecemos alguns exemplos onde determinamos explici-
tamente a medida de equilibrio. Fornecemos a demonstragao de um resultado interessante

sobre a convergéncia da medida contadora de zeros de uma classe de polinomios.
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2 Propriedades Gerais de Funcoes
Complexas

Neste capitulo introduzimos conceitos béasicos da Teoria da Medida e Anéalise Fun-

cional. Tais resultados sdo encontrados por exemplo em |14] e [13].

2.1 Semi-continuidade

Durante todo o nosso trabalho estaremos tratando de funcdes em C := C|J{oo},
conhecida também com esfera de Riemann pelo fato de o conjunto ser homeomorfo a
esfera S?, homeomorfismo dado pela projecio estereografica. Portanto C é um espaco

topolégico com a topologia induzida pelo homeomorfismo.

Definicao 2.1. Seja f : X — R, com X C C, definimos o limite inferior da funcio f
como sendo

liminf f(z) = lim{ inf  f(x)},

T—20 r—0 "zeDy(20)NX

onde D,(z) ={z : |z| <r}.

Definicao 2.2. Seja f : K — R uma funcao definida em um conjunto K C C. Entdo,
f € semi-continua inferiormente em um ponto x € K, em que o < f(x), se existe uma
vizinhang¢a U de x tal que o < f(y) para todoy € UK. Dizemos que [ é semi-
continua inferiormente em K se ela é semi-continua inferiormente em todo ponto de K.

Uma funcao f € semi-continua superiormente em K se —f € semi-continua inferiormente
em K.

Teorema 2.1. Seja f uma funcao definida em um disco D, entao valem as seguintes
equivaléncias:
(1) f € semi-continua inferiormente em D;

(2) Para cada zg € D, nds temos f(zy) < liminf f(z);

Z—2z20
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(3) Para cada o € R, o conjunto {z € D : f(z) > a} é aberto;

Demonstragao: Primeiramente vamos provar que (1) <= (2).

Suponhamos que f é semi-continua inferiormente em D. Sabemos que f(z9) > f(z0)—¢
para todo € > 0. Portanto pela semi-continuidade inferior de f em D podemos garantir
que existe uma vizinhanca U,, tal que f(y) > f(z0) — € para todo y € U,,. Entao, existe
um 0 tal que para todo z € Ds(zy) C U,,, onde Ds(zg) := {2z : |z| < ¢}, temos que

onf f(2) 2 flz) —e.

Assim, sabendo que liminf f(z) = lim inf f(z), obtemos
2—20 r—0 z€Ds(z0)

liminf f(2) > f(z0) — €.

z—20

Fazendo ¢ — 0, obtemos
liminf f(2) > f(z0).

z—20

Para provarmos a implicagao contraria, suponhamos que f satisfaca (2), mas que nao
seja semi-continua inferiormente em D. Entao, existem zZ € D e € > 0, tal que, para todo
0, temos f(Z) > f(Z) — e porém f(z) < f(Z) — € para todo z € Ds(Z). Assim, sabendo
que liminf f(z) = lim inf f(2), temos que liminf f(z) < f(Z) — e. Fazendo ¢ — 0,

z—Z 0—0 Ds(z) 2—7Z
concluimos que liminf f(z) < f(Z) o que contraria nossa hipotese. Portanto, as hipoteses
zZ—Zz
de semi-continuidade inferior estao satisfeitas, de onde concluimos que f é semi-continua

inferiormente em D.
Agora vamos provar que (1) <= (3).

Suponhamos que f seja semi-continua inferiormente em D). Vamos provar que o
conjunto A := {z € D : f(z) > a} é aberto, seja Z € A, entao f(Z) > «, logo pela
definicao de semi-continuidade inferior existe uma vizinhanca aberta Uz, em torno de Z,

tal que f(z) > a para todo z € Uz, ou seja, Uz C A. Portanto, A é aberto.

Reciprocamente, seja Z € D um ponto tal que f(Z) > «a isto implica que o conjunto
A:={z€ D : f(z) > a} énao vazio, como por hipotese ele é aberto, basta tomarmos
U = A na defini¢ao de semi-continuidade inferior para concluirmos que f é semi-continua

inferiormente no ponto Z. O]

Teorema 2.2. Se f ¢ semi-continua inferiormente em um conjunto compacto K, entao

f atinge o minimo em K.
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Demonstragao: Por f ser semi-continua inferiormente em um conjunto compacto K,
segue do Teorema 2.1 item (3), os conjuntos U, = {z € K : f(2) > —n}, n > 1 sdo
abertos, e esta claro que eles formam uma cobertura de K. Sendo K compacto ele admite

sub-cobertura finita. Portanto, f é limitada inferiormente em K.

Seja M = i%f f. Os conjuntos
Voi={z€K:f(z)>M+1/n}, n>1

nao podem cobrir K.

De fato, caso eles cobrissem entao eles também admitiriam uma sub-cobertura finita,
ou seja, existiriam n;, j = 1,..., k tal que a familia dos conjuntos {V/,, };?:1 cobririam
K, isto acarreta que para m > ny os conjuntos V,, =V, , assim f(z) > M + 1/n; para
todo z e para todo m > ny, portanto i%ff(z) > M+ 1/m > M, o que é um absurdo de
acordo com a defini¢ao de M. Consequentemente, existe z tal que M < f(z) < M +1/n

para todo n > 1, ou seja, u(z) = M para pelo menos um z € K. O

Teorema 2.3. Se f é semi-continua inferiormente em um conjunto compacto K se, e

somente se, ela € limite pontual de um sequéncia funcoes crescentes e continuas.

Demonstragao: Vamos provar primeiramente a suficiéncia. Suponhamos que f seja
limite pontual de uma sequéncia de funcoes continuas e crescentes f,,. Entao, paray € K
tal que f(y) > « implica que lim f,,(y) = f(y) > a e f, sdo fungdes continuas, existem
d>0ee >0, tal que, para |z — y| < ¢ devemos ter f,(z) > o+ ¢, fazendo n — +oo,
obtemos que f(xr) > « para todo z tal que |z — y| < 6. Portanto, segue que f é semi-

continua inferiormente em K.

Reciprocamente, seja f uma funcao semi-continua inferiormente nao identicamente

igual a +00. Tomemos a sequéncia de fungoes

fu(x) = inf {f(y) + nlz —y[}.
yeK
Estas funcoes f,, estao bem definidas uma vez que K é compacto.

Vamos provar que para quaisquer =,z € K, temos

|fn($) - fn($0)| < 7’L|ZL' — Zo|.
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De fato,

ful@) = if L)+ nle —yl} = E{F () + nle — 0 + 70—y}
ye ye

inf {f(y) + nlz — zo| + n|zo — y|}
yeK

IA

IA

inf {J(y) + nlzo —y[} + nlz — o = fulwo) +nlz — o],

e analogamente podemos provar que f,(z) > f,(xo) —n|z — zo|. Desta forma, dado 0 < ¢
basta tomarmos um § = £/n e concluiremos que f,, é continua. E f,(x) < f,41(z) para

todo x segue diretamente das propriedades de infimo de fungoes.

Precisamos agora provar apenas que lim f,(z) = f(x). Para tanto fazendo y = = na
defini¢ao de f,, podemos ver que f,(z) < f(x) para todo n e z. Resta provar que
lim f,(x) > £(z).

De fato, se f(x) > « entdo existe um disco D,(x) C K de raio r e centro em =z,

tal que, f(y) > «, para todoy € D,(x). Vamos provar que f,(y) > a. Fazendo A =

inf +nlr — e B= inf +nlr — temos
it {f(g)+nle—ylye B _int  {f(y) +nle =y}

fn(z) =min (A, B).

Note que A > inf cp, ){f(y)} > a. Agora, paray € D,(x)\ K, tomemos n > (M +a«)/r,
onde —M é um limite inferior para f em K, e concluimos que f(y)+n|z—y| > a. Portanto,
B > a. Consequentemente, f,(x) > a. Desta forma, basta tomarmos oo = f(x) — ¢ com
e > 0. Assim, nh_)ngo fu(z) > f(z) — €, fazendo € — 0, chegamos a conclusao desejada.

Consequentemente, lim f,(z) = f(z). Concluindo a demonstragao do teorema. [
n—oo

Lema 2.1. Seja f uma funcio semi-continua inferiormente em um conjunto X C C.

Entdo, a funcdo g(x) = liminf f(y) também é semi-continua inferiormente em X C C.
y—

Demonstragao: Vamos usar o item (b) do Teorema2.1. Pelo fato de f ser semi-continua

inferiormente, segue que g(x) > f(z). Portanto,

liminf g(z) > liminf f(z) = g(x),

T—T0 T—To

concluindo a demonstracao do lema.

De modo semelhante, podemos provar que h(x) = limsup f(y), é semi-continua supe-
y—z
riormente.

Teorema 2.4. Se f é semi-continua inferiormente em um conjunto fechado K, entao f
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€ continua em um conjunto Gs C K denso em K.

Demonstragao: Podemos supor que f é limitada, caso contrario basta aplicarmos a
funcao arco tangente a f, pois ela ainda serd uma funcao semi-continua inferiormente,
uma vez que a funcao arco tangente é continua, segue que a imagem inversa de conjunto
aberto ¢ ainda um conjunto aberto, isto porque {z : arctan(f(z)) > o} = f7'{z: f(z) >
arctan(«)}) e temos uma bije¢ao entre os pontos de descontinuidade de f e os pontos de

descontinuidade de arctan(f).

Definimos a oscilagao de f como
of(z) == limsup f(w) — liminf f(w),

entao para todom =1, 2, ..., o conjunto

m::{zEK:Of(z)Z%}

é fechado, pois pelo Lema|2.1/0; é semi-continua superiormente e pelo analogo do Teorema
2.1 para funcoes semi-continuas superiormente segue que V,, é fechado. Ainda V}, nao é
denso em qualquer subconjunto aberto relativamente a K. Pois se supormos que exista
um aberto U C K, tal que, V,, seja denso em K, entao poderemos escolher uma sequéncia

de pontos z, € V,, NU. Assim,

de onde concluimos que
. 1
Zof (721) Z (J + 1)

Logo, oy nao ¢ limitada em K, contrariando o analogo do Teorema 2.2, para funcoes semi-
continuas superiormente. Portanto, o conjunto V;,, tem interior vazio, e segundo o Teorema
de Baire, que pode ser encontrado em |12, pag 97|, Us°_,V,,, também tem interior vazio.

Portanto, G = (Uy_,V;,)¢ é um conjunto Gs, denso em K onde f é continua. O

O Teorema da Representacao de Riesz como em |12, pag 195] que diz que todo fun-

cional limitado em C(K), com K compacto de C pode ser representado por

Lf = [ fdy

para alguma medida de Borel p. Além do mais, a norma de L coincide com a massa total
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da medida |u|, a qual é chamada de variagao total da medida p e é definida como
|1l (E) := sup {Zu(Ej) B =U2,E;, BNE =0 sei# j} ,
j=1

Isto quer dizer que o dual de C'(K') nada mais é do que o espago M. (K), o espaco de todas
as medidas complexas de Borel do conjunto K. Agora a topologia fraca® em M (K) é

a topologia que descreve a convergéncia pontual de funcionais lineares, ou seja, dizemos

[t [ sau

para todo f € C'(K). Quando houver convergéncia neste sentido diremos que os funcionais

que f, = i se

convergem fracamente®. Tal topologia é a topologia gerada pela métrica

=~ 1
d(:“? V) = ;2]||f]“K ‘/fjdll’_ /fjdy

onde || f||x denota a norma uniforme de K e {f;}52, é um conjunto enumeravel e denso

em C(K). Tal conjunto existe e é consequéncia do Teorema de Stone-Weierstrass que diz
que toda funcao continua em um compacto pode ser aproximado por um polinémio, e
este polinémio pode ser aproximado por um polindémio com coeficientes racionais. Sendo
que a convergéncia na norma implica em convergéncia pontual podemos deduzir que se
|1t — pin|(K) — 0, entdo p, — p. Além disso, é possivel provar que se toda medida p,, tem
suporte em um compacto K; C K e p, — p, entdo p tem suporte em K;. Lembramos
que suporte de p é o conjunto dos pontos z tais que p(D,(z)) > 0 para todo disco aberto
D,(z) de raio 7 > 0 e com centro em z. Estes sdo topicos bastante classicos da anélise

funcional que podem ser encontrados em [10].

Teorema 2.5 (Teorema de Selecao de Helly). Seja {p,} uma sequéncia de medi-
das complexas em um conjunto compacto K com massa total |u,|(K), entao podemos

selecionar uma subsequéncia de {u,} que converge fracamente™ para uma medida p.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em |14, pag3| e [16, pag34].

2.2 Funcoes Harmonicas

Dizemos que um conjunto D C C é um dominio se ele é aberto e conexo.

Defini¢ao 2.3. Uma funcao de valores reais u(z) = u(z,y) definida em um dominio D
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do plano complexo é harmonica se u € C? e satisfaz a equagio de Laplace:
Ugz(2) + uyy(2) =0, 2z € D. (2.1)

Uma funcgao u € harmonica em zg se € harmoénica em uma vizinhanga com centro em zg.

Consequentemente, u € harmonica em D se é harmonica em cada ponto de D.

Dada uma funcao analitica f, segue das equagoes de Cauchy-Riemann que as funcgoes,

u = Re(f) ev =Im(f), ou seja, as partes reais e imaginarias de f, sdo ambas harmonicas.

Lema 2.2. Se u € harmonica em um dominio D, entdo g(z) = u,(2) —iuy(2) € analitica

em D.

Demonstracao: Pela equacao de Cauchy-Riemann vale
Upg = —Uyy € Ugy = Uyg.

A primeira identidade é satisfeita para toda fung¢ao harmonica, e a segunda identidade

segue do Teorema de Schwarz.

Definicao 2.4. Um dominio D é simplesmente conezo, se para toda curva fechada ~y(t)
em D, existe uma aplicagao continua H : [0,1] x [0,1] — D, tal que, H(0,t) = ~(t) e
H(1,t) = p, onde p é um ponto de D.

Teorema 2.6. Uma fungao u é harmonica em um dominio simplesmente conexo se, e
somente se, existe uma fungao holomorfa f(z), tal que f(z) toma os mesmos valores em
z independentemente do caminho que tomemos em D, no qual tenhamos u(z) = Re(f(z))
em D.

Demonstragao: Como observamos anteriormente u = Re(f) ¢ harmonica em D se
f é analitica em D. Reciprocamente, se u ¢ harmonica em D, pelo Lema 2.2 g(z) :=

uy(2) — iuy(z), desde que D seja simplesmente conexo, é analitica em D. A funcao

¢ uma fun¢ao que toma o mesmo valor independente do caminho que tomemos, pois para

dominios simplesmente conexos a integral acima independe do caminho. Além disso, F'(z)
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¢ analitica em D. Entao,

F(z) = /Z[ux — tuy|[dx + idy|

20

= / uzdr + u,dy + Z/ uzdy — uydx

20 20

= u(z) —u(z) + Z/ U dy — uyde.

20

Desta forma u(z) é a parte real da funcao analitica f(z) := F(2)+u(zo) em D. O

Se u é harmonica em um dominio D e f = u+iv é analitica em D, entao v é chamado
de conjugado harmonico de v e f é o complemento analitico de uw em D. As fungoes v e

f, se elas existem, sao unicas a menos de adicao de uma constante.

Teorema 2.7 (Propriedade do Valor Médio). Se u é harmonica em um disco aberto

|z —al <1 e continua em seu fecho, entao

1
o

u(a) /0 ' u(a + rexp (i0))do (2.2)

w(a) = — / / ey (2.3)

T2

Teorema 2.8 (Principio do Maximo). Se u é harmonica em um dominio D e atinge

seu mdximo ou minimo em D, entao u € constante em D.

Corolario 2.1. Se u é harmoénica no interior de um compacto K e continua em K, entao

u atinge seu mdrimo e seu minimo na fronteira de K.

2.3 Representacao em Séries de Funcoes Harmonicas

Uma consequéncia do Teorema 2.6/ ¢ o fato de que as funcoes harmonicas, assim
como as fungoes analiticas, possuem uma representacao em série, como podemos ver nos

proximos teoremas.

Teorema 2.9. Se u(z) € harmoénica em um disco Dg(2), entdo ezistem constantes
{a,}% e {B.}5%,, unicamente determinadas, tais que para todo z = zy+re??, 0 <r < R,

0<6<2r

u(z) = % + Z(an cosnf — B, sinnf)r" (2.4)
n=1
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Além disso, se v(z) € o conjugado harmonico de u(z) em Dgr(z), entdao para alguma

constante [y,
u(z) = bo + Z(ﬂn cosnf + a, sinnd)r". (2.5)
2 n=1
Ambas as séries e (2.5) convergem uniformemente em todo disco |z — zp| < p < R.

As constantes «,, 3, sao dadas por

1 2

u(a) = — u(zo + pe'?) cosnfdf, n =0, 1, 2, ... (2.6)
" Jo
1 2w i
u(a) = ——— u(zo + pe'?)sinnfdh, n=1, 2, ... (2.7)
" Jo
para todo 0 < p < R.
Teorema 2.10. Se u(z) € harmoénica em um anel A = {z : Ry < |z — 2| < Ri},

entdo existem e sdo tnicas as constantes ¢, {an}> € {8}, 40, tal que para z =

z0+7"e"9, Ry<r< Ry, 0<60<2m

(&%)

5 Z (e, cosnb — B, sinnd)r". (2.8)

n=—00,n#0

u(z) = clogr +
Esta série converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto de A.

A partir desta formula pode ser deduzido o comportamento qualitativo de funcoes

harmonicas préoximos a singularidades isoladas.

Definicao 2.5. Dizemos que uma vizinhanga de zy € furada se ela nao contem apenas o

ponto zgp.

Teorema 2.11. Sejam u harmonica em D'(z) := {2z : 0 < |z — 2| < R} e (2.8) sua

erpansao em Serie.

(a) Se a,, #0 ou (B, # 0 para algum n > —1, entao para toda vizinhanga furada em =z,

a func¢ao u atinge todos os valores reais.

(b) Se o, = B, =0 para todon > —1 e ¢ # 0, entao

lim u(z) =
z—20

o se ¢<0
-0 se ¢ > 0.
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2.4 Foérmula de Poisson
Teorema 2.12. Se u(z) € harmonica em um disco aberto Dg(0) := {z | |2| < R} e
continua em seu fecho Dg(0), entdo
1 2 R2 o |Z|2 '
= — — " _u(Re")d Dgr(0). 2.9
w2 =5 | gl R0, = € Dal) (29)
Algumas variagoes da notacao sao as dadas abaixo.
1 2m
= — P(t,2)U(t)d
we) = g [ PG
1 [t .
= Re <%/0 tjzu(t)d¢> , para todo t = Re'®. (2.10)

Lema 2.3. O nicleo de Poisson P(t,z) satisfaz
(a) P(t,z) >0 para |z| < |t|;
1 [ .
(b) —/ P(t,2)d¢ =1, |z| < R, t = Re™;
2m J,

(c) Se U(t) é integrdvel em |t| = R e B € [0, 27|, entdo para cada € € (0,1)

B—e 27 .
lim P(t,2)U(t)d¢ + / P(t,2)U(t)d¢ =0, t = Re™.
Z‘;‘ie}i{ﬁ 0 B+e

Teorema 2.13. Suponha que U(t) € integrdvel em |t| = R e continua em t = Re'®. Entao

a fungao u(z) em (2.10) é harmoénica em Dg(0) e satisfaz

lim wu(z) = U(Re™)
z— Re'™

|z|]<R

2.5 Alguns Teoremas da Teoria da Medida

Nesta secao apresentamos alguns teoremas da teoria da medida, que sao bastante

recorrentes ao logo do Trabalho, nao apresentaremos as demonstracoes pois sao teoremas

classicos, porém suas demonstracoes podem ser encontradas em [1], [5] e |12], por exemplo.

Nesta parte X denotard um espaco de medida.

Teorema 2.14 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {f,} uma sequéncia

de funcgoes mensurdveis no espaco de medida X, tal que,

f(z) = lim f,(z)

n—~o0
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existe para todo x € X. Se existir uma fun¢ao integrdvel g(x) com respeito a medida p

que satisfaz |fn(x)| < g(x) para todo x € X en € N, entao f ¢ integrdavel com respeito a

/fdu: lim/fnd,u.
X = J X

Corolario 2.2. Suponha que para todo ty € K, com K C X compacto, a fungao

medida | e

f: K — XxK
z — [f(zt)
¢ integravel em X, com respeito a medida p, Of /0z existe em X x K e que exista uma
funcao integravel g em X, tal que,

‘ of

aZ(z,zﬁ)' <g(2), (2,t) € X x K,

entao, a fun¢ao

F(z) = / F (2 t)d(t)

C;_f(z) — d% (/ f(z,t)d,u(t)) = /%(z,t)du(t)-

Teorema 2.15 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja {f,} uma sequéncia

¢ diferencidvel e

de fungoes mensurdveis no espago de medida X, tal que,

(1) 0 < fi(x) < fo(x) < ... < o0 para todo x € X;

(#9) lim f,(z) = f(z), quando n — oo, para todo x € X,

n—oo

entao, f € mensurdvel, e

n—oo

lim fnd,u:/fdu quando n — o0.
X X

2.6 Funcoes Super-harmonicas

Definicdo 2.6. Seja f : X — R wma funcio definida no dominio X C C. Dizemos que

ela € super-harmonica em X se f(z) # +oo e satisfaz as trés sequintes condigoes:

a) f(z) > —oo para todo z € X;

b) f € semi-continua inferiormente em X ;
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™

1 )
c) f(z) > gy f(z+7e)dd para todo z € X er >0 tal que o disco D,.(2) := {w :

lw— z| <1} estd contido em X.

Uma funcao f é chamada de sub-harmonica se —f é super-harmonica.

Observagao 2.1. Do fato de f ser super-harmoénica, pelo item (b) da defini¢ao e do
Teorema 2.3, concluimos que f € limite pontual de uma sequéncia de fungoes continuas
e crescentes. Se [ for positiva, entao a sequéncia também pode ser tomada positiva e o

Teorema da Convergéncia Dominada, garante que f € mensurdvel.

Teorema 2.16 (Principio do Minimo). Sejam D um dominio limitado e g uma fung¢ao
super-harmonica em D, tal que,

liminf g(z) > m (2.11)

z—z!,z€D

para todo z' € OD. Entao, ou g(z) > m para todo z € D ou g é constante.

Demonstragao: Podemos supor, sem perda de generalidade, que m = 0. Vamos mostrar
que g > 0 para todo z € D. Suponhamos que ,ao contrario, g(z) = —¢ < 0 para algum

z € D. Por g ser semi-continua inferiormente, concluimos que o conjunto
E:={zeD: g(z) < —¢}

¢ um conjunto fechado, como consequéncia das equivaléncias do Teorema (2.1)), e limitado
por estar no interior do dominio D. Portanto, £’ é um compacto nao vazio. Pelo Teorema
2.2, segue que ¢ atinge seu minimo no conjunto compacto F. Consequentemente, existe

um zo € F, tal que

9(20) = my := Inf g(z).

Pela propriedade a) de fung¢des super-harmonicas devemos ter m, > —oo. Como ¢(z +
re'?) > m, = g(z), se integrarmos ambos os lados desta desigualdade com respeito a
medida de comprimento de arco, concluimos que
L[ i0
g(z0) =my < — g(zo + re*)do
2 J_.

e isto contradiz a propriedade c¢) de fun¢oes super-harmonicas. Esta contradi¢ao implica

que de fato g(z) > 0 para todo z € D. Agora definimos os conjuntos
A={2z€D:g(z) >0} e B:={z€ D:g(z) =0}.

O conjunto A é aberto, pois g é semi-continua inferiormente. O conjunto B também é
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aberto, pois para todo zy € B existe um disco aberto D,(z) de centro em zy e raio r
suficientemente pequeno tal que g(z) = 0 para todo z € D,(2), ou seja, D,(z9) C B. De
fato, suponhamos que tal disco ndo exista, entdo, para todo r existe Z = zy + e’ €
A, 0 < r; < r,isto implica, pelo fato de fungdo g ser semi-continua inferiormente que
existe um disco Dz(Z) C D,(2p) com D;(Z) C A, ou seja, g(z) > 0, Vz € D;z(Z). Assim,

pelo Teorema g é continua em um G denso em D;/»(Z). Portanto,

1 4 )
= / 9z + pe)dh > 0= g(z0), 0 < p <,
T™J 7

o que contraria o fato de g ser super-harmonica. Além disso, esta claro que A e B parti-
ciona o dominio D, como ele é conexo chegamos a conclusao de que somente uma das possi-

bilidades pode ocorrer, ou g(z) > 0 ou g é constante.

Exemplo 2.1. Sep > 0 e F' € analitica em um dominio D, entao |F(z)[P é sub-harmonica

em D; além disso, se F' nao é identicamente nula, entao log|F(z)| € sub-harmonica.

A primeira parte leva em conta que se F'(z) é analitica entao também o é a fungao

F(2)P, portanto pela propriedade do valor médio temos que

1

T or

2T
F(z)? / F(z 4 re®ydo
0

aplicando o modulo em ambos os lado desta identidade e usando o fato de que | [ | < [ |

chegamos a

1 2 )
|F(2)|F < —/ |F(z +re)|Pdh.
2m Jo

Para a outra fun¢ao sabemos que log(F'(z)) ¢ harmoénica proximo a um ponto onde F'(z) #
0. Portanto temos a igualdade na desigualdade do valor médio e, caso F(z) = 0, entao

log(F'(z)) = —oo. Assim, a desigualdade é obvia.
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3 O Potencial Logaritmico Energia
e Suas Propriedades

Nesta capitulo introduzimos a definicao do potencial logaritmico e do problema de
energia. Fornecemos teoremas que caracterizam a medida de equilibrio. Nas duas tltimas
secoes falamos do principio do minimo generalizado, problema de Dirichlet e fungoes de
Green, relacionando estes conceito com o problema de encontrar o potencial da medida

de equilibrio.

3.1 Potencial Logaritmico

Definicao 3.1. Seja p uma medida de Borel positiva, finita e de suporte compacto. Seu

potencial logaritmico € definido por

U(:) = [ tog ——dutt),

|z =1

onde a integral é tomada sobre C.

Esta integral esta bem definida na medida em que aceitamos que ela possa atingir o

valor +oo.

Lema 3.1. A funcao

/min (M, log 7~ i t‘) du(t), (3.1)

com M > 0,onde a integral € tomada sobre C, € continua e crescente em M, e tende para

o potencial logaritmico quando M — oo.

Demonstragao: Vamos provar primeiramente a convergéncia. Sabemos que

. 1 1
min (M, log m) =3 {(M —log |z —t|) — |M +log |z — t||} . (3.2)
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Assim para z e t fixos se tomarmos M > log|z — t|, teremos |M — log|z — t|| = M —

log|z —t| e |[M +log|z — t|| = M + log|z — t|, ou seja, para M suficientemente grande

min | M, log = —log |z — t|. A convergéncia da fun¢ao definida em (3.1) para a

|z — ]
funcao potencial logaritmica é consequéncia do Teorema da convergéncia dominada. A
continuidade é 6bvia,levando em conta a identidade (3.2), isto pelo fato de a fun¢ao modulo

ser continua. O fato de ser crescente é de facil deducao. O

Teorema 3.1. A funcao potencial U" ¢ super-harmonica em C e harménica em cada

ponto z nao pertencente ao suporte de .

Demonstragao: Devemos verificar que a funcao U* satisfaz todos os itens da defini¢ao
de fungoes super-harmonicas. O item a) segue do fato que |z — t| ndo tende para o
infinito, pois o suporte da medida é compacto. Para provar b) usamos a identidade
e o lema anterior no qual provamos que o potencial logaritmico ¢ limite pontual de uma
sequéncia de fungbes continuas e crescentes. Portanto pelo Teorema (2.3} concluimos que

U* é semi-continua inferiormente.

Para provar o item ¢) vamos provar primeiramente que log(1/|z—t|) é super-harmonica

em C. Para tanto, sabemos do Exemplo 2.1 que, sendo |z — ¢| analitica entdo log |z —t| é

sub-harmonica e portanto — log |z — t| = log(1/|z — t|) é super-harmoénica. Dessa forma,
1 [7 |

21 ). & |z + re? — ¢

df < log z,t € C. (3.3)

1
|z —t|’
Integrando ambos os lados desta identidade com respeito a dju(z), e fazendo uso do Teo-

rema de Fubini-Tonelli, o qual pode ser usado por u ser finita, concluimos que

1
p -
9 UH(z + re)do /27r/ |z—|—7"e’9 t‘dﬁd,u(t)
< [loa—du(t) = U7,
0 que prova a propriedade c).

Para provarmos que U*(z) é harmonica nos pontos z & supp(j), vamos usar o Teorema
da convergéncia dominada. Fazendo z = x + iy temos que

d(log(1/]z — t\))‘ _ ‘—Re(z —t)‘ 1
Oz 2=t |~ [Re(z—1)|

ou seja, o moédulo da derivada parcial é limitada por uma funcao integravel com respeito
a medida pu, na variavel ¢, pois z # t. Isto implica que podemos derivar sob o sinal de

integracao. De modo analogo, podemos verificar que é possivel derivar com respeito a
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variavel y sob o sinal da integracao. Agora

0*(log(1/]z —t])) _ (Im(z —1))* — (Im(z — ))* _ 1

Ox? |z — t]* ~ (Re(z —1))?’
ou seja, a segunda derivada com respeito a = da fungao log(1/|z—t|) é limitada pela fungao
integravel 1/(Re(z — t))?, fun¢do cuja integrabilidade se justifica pelo fato de z # t, pois
z & supp(u), o mesmo se verifica para a derivada segunda com respeito a y. Assim,

podemos calcular as segundas derivadas da fung¢ao potencial, nos pontos z ¢ supp(u), sob

o sinal de integragao. Portanto,

AUM(z) = /A (log - ! t‘) du(t) = 0.

Portanto, U*(z) é¢ harménica em C\supp(p). O

Vamos agora fornecer o exemplo do potencial logaritmico da medida de comprimento
de arco normalizada. Tal exemplo é muito importante quando queremos encontrar a

medida de equilibrio para pesos na reta real. Veremos isto nos proximos capitulos.

Exemplo 3.1. Para cada r > 0 temos

1 [* 1 logl/r se |z| <7
1T L g ] loel 2] <
27 Jo |z — rei?|

logl/|z| se |z| >r.
Para |z| > r a funcdo log(1/|z —t|) é harmoénica como fungao de ¢ para |t| < r. Logo,

a identidade segue da propriedade do valor médio para funcoes harmonicas em ¢t = 0.

Agora, para |z| < r basta fatorar ¢ e escrever

1 2w 1 1 2w 1
— —df = — log ————d#f
27 Jo 08 |z — re®| 27 J, 08 |ze= — r|
I 1
27 J, °8 |Ze?® — r| 5
Finalmente, se |z| = r, entdo para 0 < p < r, temos, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, que pelo que calculamos anteriormente

1 2

1 1 [ 1 1
— log————df = lim — / log —————df = log —.
21 J, |z — ret| p—r— 21 J |z — pei?| r
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3.2 Enmergia Logaritmica

Sejam A um conjunto compacto de C e M(A) o conjunto das medidas probabilisticas

de Borel, finitas, positivas e com suporte compacto S em A.

A energia logaritmica com respeito a medida p é dada pela equagao

I(u)://Alog ! dp(z)dp(t),

|2 =1

e a energia de A por
Va =inf{I(p): p e M(A)}.

A quantidade cap(A) = exp(—V4) representa a capacidade do conjunto A.

Para um conjunto E qualquer a capacidade é definida como
cap(E) = sup {cap(K)},
KCE

onde o sup é tomado com relagao a todos os subconjuntos K compactos, tais que K C E.

Dizemos que uma propriedade vale para “quase todo ponto” se ela deixa de ser ver-

dadeira apenas em um conjunto de capacidade nula.

Vamos enunciar e demonstrar um teorema que diz como se relaciona conjuntos de

medida nula, e conjuntos de capacidade nula.

Teorema 3.2. Sejam E C C um compacto e m(E) a medida de Lebesgue do conjunto E

no plano. Entao,

E
cap(E) = 1/ ™E)
e
Demonstracao: Vamos comecar definindo [ := m(E) > 0, e tomemos 9 = /1/7.

Agora, fixemos um x € F, e definimos o disco
D, (x):={z: |z —z| <ro}.

Entao,

/log o dm(t) = / log 1o dm(t)+/ log o dm(t)
E |z — 1| E\Dr, () |z — 1| ENDy () |z — 1|

To

< log dm(t),
/EODTO(x) |z — ¢

onde a desigualdade se justifica pelo fato de que, |t —x| > 1o, para todo t € E'\ D,(z). Por
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conseguinte, na primeira integral o integrando é uma func¢ao negativa, e por conseguinte

a integral também é negativa.

De modo semelhante, temos que em D, (z) o integrando é uma fungao positiva. Por-

tanto, como E N D, (x) C D, (x), temos

/log dm(t) </ log o dm(t).
E |z — 1] Dy () |z — 1]

Observando que 7 foi escolhido de modo que m(E) = m(D,,(z)) = mr?, temos que

r

/ log ——dm(t) + / log(ro)dm(t) < / log —°_dm(t) + / log(ro)dm(t).
E |z — ¢ E Dy () |z — t| Dy ()

Logo,

1
1o g +tostrom() < [ 1w Tam(o) + og(ruym(De 2),

ou seja,

1 o
log dm(t §/ log t).
o ggm) o B

Calculando a integral do lado direito da desigualdade, obtemos

/ log| T_Ot m(t) = / / log d@dr
Dy (x x — 1
= / / log — dgpdr+/ / log w|dgpdr
2w
:/ / logidgpdr——%r/ rlog rdr.
0

/log - L dm(t) < z(l log ”le) (3.4)

Se dividirmos por [? ambos os lados da desigualdade e integrarmos em E com respeito a

Portanto,

medida m,, /I, teremos

g = (dﬂ;z(t)) (dml(x)) = (;k’g Wle)
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V§< logﬂée)
ﬁe) m(E)

1
cap(E) = exp(=V') > exp (2 log 7 )= -

Portanto,

Observacao 3.1. O que este Teorema nos diz € que conjuntos compactos de capacidade
nula, também tem medida de Borel Lebesgue nula. Porém, podemos estender este fato

para qualquer conjunto de Borel B, pois sendo m uma medida regular interior, entao

vm(B) = sup{v/m(K) : K compacto} < +/mesup{cap(K): K compacto}

KCB KCB

= /mecap(B).

Corolario 3.1. Seja i uma medida de Borel, positiva , finita e com energia logaritmica
finita, ou seja, 1(p) < co. Entao, se um conjunto de Borel E tem capacidade nula ele

também tem medida p(E) nula.

Demonstragao: Basta adaptarmos a demonstracao anterior, e escolhermos um ry de tal
forma que u(D,,(x)) = p(F). Também devemos observar que em (3.4), vamos usar o fato

de que a medida logaritmica de p é finita.

As extensao feita na observacao logo abaixo do Teorema |3.2/ também é valida. Basta

aplicarmos o Teorema 2.18 de [12, pag 48], pra concluir que p é regular interior.

Lema 3.2. Seja p € M(A). Entao, o potencial logaritmico de u € tal que

lim U*(z) + log|z| = 0.

|z]—00
Demonstragao: Vamos provar que
U(z) = —log|z| — O(|z|™"), quando z — oo.

De fato,

W@::/m%w@jﬁ%‘ﬂﬂ u(t)

:mmmm—/mk{ﬂww

= log|z| — log‘l——‘
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||

Além disso, se |z| é suficientemente grande, temos
t t
1-— H‘ du(t) = /log'l _ dpu(t)
z

B = |z /log E

pelo fato de que e* > |1 — x|, € [0,1], segue que para R é suficientemente grande
tl/]z] € [0,1]

t
B [t = [ idute)
Logo,
Bl < [ feldu(t) < b1,
pois o suporte de p é compacto.

Portanto, se fizermos z — oo, segue diretamente que

lim U*(z) + log|z| = 0. O

|z]—o00

Definicao 3.2. Seja A um conjunto fechado, com capacidade logaritmica positiva. A
fungao w : A — [0,400) é chamada de fun¢ao peso admissivel, se ela satisfaz as trés

condigoes sequintes:

(1) w € semi-continua superiormente;
(17) Ag:={z€ A: w(z) > 0} tem capacidade positiva;

(i13) Se A € ilimitado, entao |z|w(z) — 0 quando |z| — oo, z € A.

As vezes, por questdo de simplificacdo, vamos usar a funcio Q(z) = —log(w(z)).
Podemos desta forma definir o problema de energia com potencial logaritmico para o caso

em que h& um corpo externo.

A energia logaritmica com respeito a medida p e fungao peso w é definida pela equacao

1 = [ [1og ——dut2)dn(t) + [ Qdu(2),

|z =1
e a energia de A por

Vi, = b7, (1) : p € M(A)}.

A medida p,, que satisfaz V,, = I(u,,) é chamada de medida de equilibrio.



3.8 Caracterizagao da Medida de Equilibrio 33

3.3 Caracterizacao da Medida de Equilibrio

Nesta secao vamos estabelecer um importante teorema de caracterizacao da medida

de equilibrio.

Lema 3.3. Seja i uma medida de Borel com sinal, de suporte compacto e massa total
w(C) = 0, com decomposi¢ao ,em termos de medidas positivas, p = 1 — pg. Suponha
ainda que cada uma das medidas positivas |1 e o tem energia logaritmica finita. Entao,

a energia logaritmica com respeito a (1 € nao negativa e ela € nula se, e somente se, i = 0.

Demonstracao: Sejam z; # z3 dois pontos do suporte de u, e para R grande definamos

a integral

Zl||t—22‘

1 1
F = — ———dm(t
R(Zl7 Z2) 27T /t|<R ‘t _ m( )

onde m ¢ a medida de Lebesgue no plano complexo. Fazendo a mudanca t =t 4 25 e

calculando obtemos

1 1
F - — dm(t) =
R(Zl,Zg) o /;|<R ‘t”t _ (Zl _ 22)‘ m( )

L[ MGl il sl (1)
21 Jy<r |t = 21l|t = zo|[t]|t = (21 — 22)]| R

Substituindo t = re*® obtemos

Fr( )—1/}2/7r ! ald+O1
rEL 2= on 0 J_n|TE¥ — 21 + 2o Par R

1 [t 1 1
= — : dodr + 0 | =
27?/0 /_ﬂ |re? — |21 — 29| par -+ (R)’

onde o termo O(1/R) independe dos pontos z1, 2o escolhidos, a a ultima passagem se

justifica devido a simetria entre os pontos z1, 2z3. Faca x := |27 — 22| e u = r/x. A integral

acima toma a forma
LA 1 1
F = — —dpd Ol =].
Se supormos que para u > 0, temos
uw2+u)>—-lel+1/u>2.

O resultado da integracao em funcao de ¢ com wu fixo é uma funcao eliptica completa

G(u), a qual é integréavel no intervalo [0, 2], pois

lim(u —1)G(u) =0

u—1
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e 1 é o unico polo desta funcao neste intervalo, e seus dois primeiros termos no desen-

volvimento da série de Lorentz é

1/u+O(1/u?),
devido ao fato que
lim uG(u) =1

lim v* (G(u) — 1/u) = 1/4.

uU— 00

Dai, a integral acima toma a forma

Fr(z1,2) = c st+/R/x1+o 1 dpduro (L
RZ17Z2 - on . ) U u3 QO/U/ R2 ?

1
= const. + log R — logx + O <ﬁ) )

onde as constantes acima nao sao necessariamente iguais. Assim,

1

log ———
|21 — 2]

1
= Fr(z1,29) + const. + log R+ O (ﬁ) )

Integrando a tltima identidade com respeito a du(z1)du(z2) e usando o fato u(C) = 0,

obtemos

= [ f 1ogﬁdu<zl>du<za

_ / / L /t |<Rmdm(t)du(zl)du(22)+0(%). (3.5)

Aqui temos a intencao de inverter a ordem de integracao desta integral. Para tanto, vamos
provar que I(u) é absolutamente convergente, ou equivalentemente, I(|u|) < co. Temos

que

; 1 Z|d|,u\(z))2dm(t) +0 (%) |

Observe que os primeiros termos nao desapareceram pois [|p||(C) # 0. Isto mostra que a

1
/ dhel2)

1
I(|p]) = const. + ||u|*log R+ — </

27 Jy<r

integral



3.8 Caracterizagao da Medida de Equilibrio 35

existe para quase todo t. Consequentemente, I(|u|) é finita. Portanto, podemos mudar a

ordem de integracao em (3.5), concluindo que

() = % » (/ log ! Z|du(z))2dm(t) +0 (%) |

Por conseguinte, fazendo R — oo, chegamos em

Iw = + ( / 1ogﬁdu(2)>2dm(t), (3.6)

2T
e isto prova que I(u) > 0.

Agora, se I(u) = 0, entao a integral

P t|du(2) (3.7)

deve ser zero para quase-todo ¢, uma vez que fun¢des mensuraveis e positivas cuja integral
sao nulas devem ser nulas para quase todo ponto. Porém, esta integral ¢ continua para ¢
grande. Assim, podemos concluir que (3.7) é nula fora de um conjunto compacto. Para

R suficientemente grande, de tal forma que H(t) = 0 para [t| > R, vale

1/2 = —1/2
| 1t\ = R (1-ge) (1_%6@)
P

o 1/2\ (—1/2 i) D
= R 1 1+m m—=n  —i(m n)ch m—n
2y (0) ()

m=0 n=0

Isto implica que para R grande e k = 0,1, ...

0= 5% _ZW/|Z—R6W| ul)de
- (_1)’fz (‘;1/2) (ﬂ;lﬁf) Rkl / 2 (z).

m=0

Pelo fato dos termos fora da integral na série acima nao se anular, para R grande, devemos

/szerkd,u(z) =0

para todo m, k > 0. Tomando o complexo conjugado, podemos deduzir disto que

//%MM@:O

para todo m,j > 0. Porém, os mondmios {zmzj}ﬁjzo geram um subespaco linear denso

ter

no espaco das funcoes continuas no suporte de i, este resultado é consequéncia do Teorema
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de Stone-Weiertrass em sua versao para fungdes reais, consultar |5, pag95]. Consequente-

/hdu:O

para toda fungao continua h, e isto prova que p =0 se I(u) = 0. O

mente,

Figura 1: Grafico da fungao G(u)

Teorema 3.3. Seja w um peso admissivel em um conjunto fechado A e seja V, =

inf{l,(p): pe M(A)}. Entao valem as sequintes propriedades:
(a) Vi, € finito.
(b) Eziste uma unica medida ., € M(A) tal que

Vw - ]w(,uw)

e mais ainda, [, tem energia logaritmica finita, isto €,

1
—00 < //1og| t|duw(2)duw(t) < 00;
Z —
(¢) O conjunto S, = supp(p,) € compacto, estd contido em Ay e tem capacidade
positiva.

(d) Colocando
R =V, — / Qdy, (3.9)

a desigualdade
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¢ verdadeira para “quase todo ponto” em A.

(e) A desigualdade
U*(2) + Q(z) < Fy

vale para todo z € S,,.

(f) Em particular, para “quase todo ponto” z € S,
U (2) + Q(2) = Fu.

A constante F,, é chamada de constante de Robin modificada.

Demonstragao:

(a) Sabemos que w(z) # oo para todo z € A. Também temos que w semi-continua
superiormente e w é uma funcao peso admissivel. Portanto, é limitada superior-
mente independentemente se A for limitado ou ilimitado. Se A é limitado segue
diretamente do analogo do Teorema 2.2 para funcoes semi-continuas superiormente,
e se A é ilimitado w(z)|z| — oo quando |z| — oo, de onde segue que w é limitado
superiormente em A. De fato, dado € = 1 sabemos que existe L tal que, se L < |z,
entdo w(z)|z| < 1 ou seja, w(z) < 1 e se |z| < L, entdo w é limitado pois w é

semi-continua superiormente no compacto A(\{z: |z| < L}. Portanto, a fungao
log[|z — tlw(z)w(t)]

é limitada inferiormente em A x A. De fato, do que observamos acima, concluimos
que [tlw(z) < 1 para |z| > L e naturalmente ele ¢ limitado pra |z| < L e, sendo M

o limite superior para a funcao peso w, segue que

log[(|2] + [thw(z)w(t)] ™
log[|2|w(2)w(t)] ™" + log[|t{w(z)w(t)] ™"
2log M +log||2|w(2)] ™" + log]Jt|w(t)] ™
2log M + log[K]™! + log[K]™*,

log[|z — thw(z)w(t)] ™!

AV AVARN A

v

onde K = min [ 1, sup (|z|w(z)) |. Consequentemente, a integral de energia I(u)
|z|<L
estd bem definida para toda medida p € M(A) e V,, > —c0.

Para € > 0, definimos os conjuntos

A ={z:w(z) > e} (3.9)
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Entao, A. é limitado, pois caso nao o fosse, a propriedade (iii) seria contrariada.

Logo, sendo fechado por hipotese, A.. Dai,

AO == U Al/n
n=1

Sendo w um peso admissivel, Ag tem capacidade positiva, e assim existe um n para
o qual cap(A;,,) > 0. Isto quer dizer que existe uma medida de probabilidade s,

com suporte em A/, tal que

/ / log ——dyun (2)dpun(t) < oo.

|2 =]

No suporte de p, a fungdo peso w é limitada inferiormente por 1/n. Consequente-

mente, temos também

1
//log Wd,un(z)d,un(t) < 00.

Portanto I(u,) < co. Assim V,, = min{/(u)} < I(p,) < oo. O

Comegamos por afirmar que, para € > 0 suficientemente pequeno
V,, = inf{Z, ()i € M(A.)}. (3.10)
Mostraremos que para € > 0 suficientemente pequeno,
log [|z — tlw(2)w(®)] " > Vi +1 se (z,t) € A x A.. (3.11)

Para este proposito, é suficiente provar que, se {(z,,%,)}>2, for uma sequéncia sat-

isfazendo
lim min(w(z,), w(t,)) =0, (3.12)
entao
lim log |z, — tn|w(z,)w(t,)] ™" = oco. (3.13)

Sem perda de generalidade, podemos supor que z, — 2, t, — t quando n — o0,
onde z ou t, ou ambos podem assumir o valor 400. Se z e t sao ambos finitos, entao
segue diretamente de . Se z = 00 e t é finito, entao da propriedade (ii7)

para pesos admissiveis segue que

0 <|zn — tolw(zn)w(tn) < [|za] + [tal]w(zn)w(t,)

= |zp|w(zn)w(t,) + |[ta|w(z,)w(t,) — 0 quando n — oo.
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Analogamente segue que, se t = z = 0o, entao

0< |Zn - tn|w(zn)w(tn) < [|Zn| + |tn|]w(zn)w(tn)

= |zp|lw(zn)w(ty,) + |th|w(z,)w(t,) — 0 quando n — oo.

e isto prova (3.13). A desigualdade (3.11) segue pelo fato de que, dado V,, +1 > 0
por (3.12) temos que existe ng, tal que, para todo n > ny temos min(w(z,), w(t,)) <
exp(V,, 4 1), e consequentemente log |z, — tn|w(zn)w(t,)] ™" > Vi, + 1.

Considere o € > 0 de (3.10). Mostraremos que para toda medida p € M(A.) com
supp(u) ((C\ A.) # @ e I,(u) <V, + 1, existe uma medida g € M(A.) tal que
I,(in) < I,(w). Isto prova (3.10) e, além disso, a igualdade [,,(u) = V,, é possivel
somente se a medida tem suporte em A.. De fato, para uma medida p que satisfaz as
condigoes acima, definimos a medida g como g := (1, )/1(A:) e devido a definigao

de Vi, e I,(1n) < Vi, + 1, devemos ter
p(A) +Von(A) = [ 14Vadn(2) > [ LGou(Adu(:)
> / Vedpu(z) = Viu(Ae).
Ae

Por conseguinte, devemos ter p(A.) > 0. Agora de (3.11), concluimos que

L(u) = // g 2 = t)ule)] ™ du()du(t)

log ||z — t|w d
[ L sl =t duepute)
> (Ae)] ( ) (V +1) (1_/J’(Ae>2)v

e, sendo I, () < Vi, + 1, obtemos I,,(ft) < I, ().

Desta forma, provamos a afirmacao feita em (3.10). Agora podemos de fato comecar
a prova do item (b) do Teorema. Por (3.10) existe uma sequéncia {u,} C M(A;)
com

I(p,) — Vi quando n — oo.

Cada p, tem suporte no conjunto compacto A.. Consequentemente, pelo Teo-
rema de Helly, podemos selecionar uma sub-sequéncia que converge fracamente”
e, sem perda de generalidade, podemos assumir que a propria sequéncia converge

fracamente” para uma medida p € M(A.).

Sendo w semi-continua superiormente, de acordo com o analogo do Teorema 2.3,

existe uma sub-sequéncia {w,,} de fung¢des continuas, tais que, w11 < Wy, M =
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1,2,..., e wy(2) — w(z) quando m — oo para todo z € A.. Desta forma, para

todo (z,t) € A. x A., a fun¢ao continua

Gon(2,) = log [max <% . t|) wm(z)wm(t)} -

converge monotonicamente para

log [} — tuw(z)w(t)] "

Podemos desta forma usar o Teorema da Convergéncia Mondtona para concluirmos

que

I(s) = lim / / Gz, )dp(2)dpa(t)

m—00

= Jim (1 [ [ Gt )0
< lim (liminf//log“z—15|w(z)w(t)]_1 d,un(z)d,un(t))
Vi,

m—0o0 n—oo

= lim I,(u,) =

onde, na segunda igualdade usamos o fato de G,, ser continua e, se i, — j, entao
[ X i — 1 x pem M(A; x A.). Desta forma, g, := g ¢ uma medida extremal
(ue procuravamos.

A prova que p,, tem energia logaritmica finita, segue da desigualdade I,,(f1,) < 00

e do fato que w é limitada superiormente em A..

Para provarmos a unicidade, suponha que exista @ € M(A) que também satisfaca
I,(it) = V,,. Provamos que obrigatoriamente devemos ter i € M(A.) e que 71 tenha
energia logaritmica finita. Agora, sendo que (p,—f)(C) = 1 (C)—p(C) = 1-1 =0,
calculamos a energia das medidas %(,uw — i), na presenga de campo externo, gerado

por w(z).
L =) = [ [logls = to@u®] 4@ m - 1) ()4 27 (n - 1) (0
= [ [rogl =t 2 = ) (2 (27— ) 0
[ [l a2 1) ()4 (27 m~ ) (@)
[ [ roglw) ™ d (27w~ @) () (27— ) (0
= [ [ros 2 e =) (2 (27 (e ) (0

|2 =]
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Na tultima identidade usamos o fato de que se usarmos a ordem de integracao de
modo conveniente, nos dois ltimos termos da soma, de tal forma que o integrando da
primeira integracao seja constante, podemos concluir pelo fato de (u,, —z)(C) =0,

que os dois termos sao nulos.

Consequentemente, pelo Lema 3.3 devemos ter
12 — 1)) > 0 (3.14)
com igualdade se, e somente se, u,, = . Além disso as seguintes identidades:
L@ ) = 5 [ 108z = to(uo] ™ dea G
+ 1 [ [roells = tho@uo) duu(z)any
+ 1 [ [roellz =~ thouo) duu(oydn(z)
1 [ Jroells = thouo) dadat)

L@ =) = 5 [ [1ogl =~ tho@uo] ™ (i)
- 1 [ [rolls = tho@ue) duutz)ante
= 5 [ [roells = tho@ue) dunttidntz
+ 5 [ [1o80z ~ thuteyuwte) dut)dnte).
Consequentemente, somando estas duas identidades obtemos

I(Iw(,uw) + L,(1))
1(Vw + V) = Vo,

[w(z_l(:uw + ﬁ)) + IU)(Q_I(MU) - ﬁ)) = 27
9-

e usando o fato de que
Ly(27H (pw + 1)) > Vi,

que é consequéncia da definicao de energia, podemos concluir que

0> L,(27 (pw + 7)) > 0.
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Dai,
Ly(27 (p — 70)) = 0,

Portanto, ., = 1. 0

Na prova de (b), verificamos que S,, C A. e, sendo A, limitado, S,, deve ser compacto
e Sy C Ap. Além disso, pu,, tem energia logaritmica finita. Dai, S,, = supp(j,,) deve

ter capacidade positiva. O

Defina

T(2) = /log - ! (0 +Q(2). 2 e A (3.15)

Como U* e (@ sao fungoes semi-continuas inferiormente, concluimos que T, (z) tam-

bém ¢ semi-continua inferiormente. Consequentemente, o conjunto
E={zcA: T,(2) <a}

é fechado para todo o € R. Suponhamos que o conjunto {z € A : T,(z) < F,},
onde F), é a constante de Robin, tenha capacidade positiva. Entao, existe um inteiro

ng suficientemente grande, tal que o conjunto compacto

1
E; = {ZEA 2] < no, Tw(z)SFw__}
o

ainda tenha capacidade positiva. Por outro lado, sendo
/ 2)d iy (2 //log duw Vi (1) /Qduw =F,, (3.16)
existe um conjunto compacto Fy C S, disjunto de Ey, tal que

Tw(Z) >Fw_—> ZGEQ,

2710

m = puy(Es) > 0.

Tal conjunto existe, pois
/ T (2)dpu(z) = / To(2)dpu(2) + / T (2)dptu(2), (3.17)
C E4 C\E1

e sendo que em FE; a fungio definida em (3.15) é menor ou igual a F,, — 1/ng, caso
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o conjunto E5 nao existisse, entao

[T < (F _ i) ol E) + (F - i) (1(C) — (V)

no 2ng

1
= (Fw__) <Fw>
no

isso contraria (3.16).
Agora tomemos ¢ uma medida com suporte em FEj, tal que, I(0) é finito e o(E;) =
m. Tal medida existe uma vez que cap(FE;) > 0e E; C A, para algum ¢ > 0. Entao,

para a medida com sinal oy, definida em A por

o em Ey
01 =194 [ €m Ey
0 caso contrario ,

verificamos que para ¢ > 0 suficientemente pequeno, a medida p,, + do; € M(A)

satisfaz
Ly (o + 0071) < V. (3.18)
De fato,
9 20m 9
Ly(py + 001) = Ly(pow) + 20 | Tpdoy + O(67) < Ly(piw) + DY + O(67) < Ly ()
0

para 0 pequeno. Isto contradiz a definicao de V,,. Portanto, o conjunto E tem

capacidade nula, o que prova o item (d) do Teorema. 0]

Seja zg € S, e suponha que
Tw(ZO) > Fw,

onde T, foi definida no item anterior. Sendo T, semi-continua inferiormente, de

acordo com a definicao existe uma vizinhanca U, em torno de 2y, tal que
Tw(z0) > Fy+e, 2z€U, NSy (3.19)

onde £ > 0 qualquer. Agora como a medida p,, tem energia logaritmica finita, de
acordo com o Corolario 3.1, a desigualdade do item (d), é valida para quase todo
ponto com respeito a medida pu,,. Consequentemente, temos

Fo= [T = [ R CICR / T, (2) i (2)

S\(UzNSw)
pra(Uzy N Sw)[Fu + €] + [1 = 1 (Uzy N Sy)] Fow.-

v
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Portanto,
epiy(Uzy N Sy) < 0.

Assim, p1,(U,, N Sy) = 0. Chegamos a um absurdo, pois sendo o conjunto U,, NS,
relativamente aberto com respeito ao suporte S, este deveria ter medida positiva.

Este absurdo prova a afirmacao (e) do Teorema. U

3.3.1 Teorema da Decomposicao de Riesz e Principio da Domi-
nacao

Teorema 3.4 (Teorema da Decomposicao de Riesz). Se f é uma fung¢ao super-
harmaonica em um dominio D, entao existe uma medida positiva A em D tal que para todo
sub-dominio D € D para o qual D € D nds temos a representacdo

1
|2 =1

f(z) =up(z) + /Dlog d\(t), z € D, (3.20)

onde up € uma funcao harmonica em D.

Teorema 3.5 (Principio da Dominagao). Sejam p e v duas medidas de Borel finitas e
positivas com suporte compacto em C, e suponhamos que a massa total de v nao exceda a
de p. Suponhamos ainda que p tem energia logaritmica finita. Se para alguma constante

¢, a desigualdade

Ur(z) <U”(2) +c,

€ vdlida para quase todo ponto com respeito a medida 1, entao a desigualdade € valida em

todo o plano complexo.

3.4 A Medida Extremal

Definicao 3.3. O infimo essencial de uma funcao f em um conjunto K, denotado por

“inf 7 f(z) € o maior numero L para o qual a func¢ao f toma valores menores do que L

zeK

somente em um conjunto de capacidade nula. Analogamente o supremo essencial “sup”
zeK

f(2) € o menor nimero U para o qual a fungao f toma valores maiores do que U somente

em um conjunto de capacidade nula.

Com estas defini¢goes concluimos, através dos itens (d) e (e) do Teoremal3.3, que valem

as identidades

<inf"(U7(:) + Q) < B (3.21)
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sup (U7(2) + Q(2)) > F. (3.22)

zesupp(o)

Teorema 3.6. Sejam w um peso admissivel e A é um conjunto fechado e de capacidade

positiva. Entao, para qualquer medida o € M(A) com suporte compacto,

“Zizgg (U7(z) +Q(z)) < F, (3.23)
Esup( )(U”(z) +Q(z)) > Fy. (3.24)

Se ocorrer igualdade em (3.23) e , entao o = [.

Demonstragao: Primeiramente suponhamos que para algum L;, a desigualdade
U?(2) + Q(2) > L,

seja valida para “quase todo ponto” z € A. Entao, somando e subtraindo U"*(z) na

desigualdade acima, por (3.22), temos que
Ly <U%(z) —=U"(2) + U"(2) + Q(2) < Fiy + U (2) — UM (2),
ou seja,
— F, +U"(2)+ Ly <U°(2) (3.25)

para “quase todo ponto” z € supp(u,,). Portanto, pelo Corolario[3.1 esta desigualdade é
valida para quase todo ponto com respeito a medida f,,, pois j,, tem energia logaritmica
finita. Desta forma, pelo Principio da Dominagao, a desigualdade ocorre para todo z € C.

Fazendo z — oo e usando o Lema obtemos L; < F,,. Isto prova (3.23).

Suponha agora que, para todo z € supp(o)
U%(2) + Q(z) < Lo, (3.26)
com Ly < F,. Entao, Ly é finito e as desigualdades e implicam que

Ly 2 U(2) = U™ (2) + UM (2) + Q(2) = Fuy + U%(2) = U™ (2).
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Equivalentemente,
— Fy + UM (2)+ Ly > U%(2) (3.27)
para “quase todo ponto” z € supp(c). Consequentemente, Ly > F,.
Dai, se L1 = Ly = F,, as desigualdades (3.25) e (3.27) implicam que
U’ (z) —U"(2) =0,

isto é,

[ U7 = U @)t~ ) = 1o = ) =0
Portanto, segue do Lema/3.3lque 0 = i, O

Forneceremos agora um teorema, que utilizaremos para deduzir a capacidade e a

medida de equilibrio do circulo e do intervalo.

Teorema 3.7. Seja w um peso admissivel. Se o € M(A) tem suporte compacto e energia
logaritmica finita, U (2) + Q(2) = F para “quase todo ponto” no suporte de o e U’ (z) +
Q(z) > F para “quase todo ponto” em A, entio 0 = ju,, ¢ F = F,,.

Demonstracao: As suposicoes do Teorema implicam que

< "(U7() + Q) = F

e
“ osup "(U%(2) +Q(z)) = F.
ze€supp(o)
Do Teorema 3.6, segue que F,, < F' < F,,. Portanto, F' = F,, € 0 = [i,,. O

Exemplo 3.2. Seja A um disco fechado D,(a), de raio r, e sua circunferéncia C,.(a) :=
{z+ |z—a|] =7}, comw = 1. Colocamos do = ds/2mr, onde ds é a medida de

comprimento de arco de Cy.(a). Entao, do Exemplo![3.1, temos

log — se |z—al<r
r

U7 (2) = 1
=—d

log se |z—al>r.

Assim, U7 é constante em A, logo pelo Teorema (3.7, temos que dus = ds/27r, e
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Portanto, cap(A) = r. O

Exemplo 3.3. Seja A = [a,b] CR, com w = 1. Entao, temos

b—a 1 dx
cap(A) = e dus(x) = — x € |a,bl.
p(4) = — fa(z) N CET ) [a, 0]
De fato, vamos supor, por questao de simplificacao, que A = [—1,1]. Seja

dx

do(z) = 1_dv
RN

e calculemos o potencial da medida o

1 /! 1 dx
Uo(2) = = 1 )
(2) 7r/_1 8 |z — x| V1 — 22

Fazendo a mudanca de varidvel x = cos @, obtemos

1 [" 1
U(z) = — log ————d#.
(2) 2 /_7T ©8 |z — cos |

Vamos aplicar a transformacgao de Joukowski

Ela aplica a regiao || > 1 na regido C\ [—1,1] e, o circulo unitario no intervalo [—1, 1],

percorrendo o intervalo duas vezes. Fazendo t = e, temos que

1 1 1 1 1
|z — cos | = ‘5 (C‘f‘z) 5 (t—l—;)‘ = §|C—tHC_1—t|.

Dai,

1 i 2 1 i 1 i 1
U° = — 1 df = — log 2d6 + — 1 do
G = 5% / T = " = 2 / og2df + 57 / T

1 (7 1
— looc —— dO = log 2 (e pe (=1
+ 27?/_7r 0g I t|d9 og 2+ U (() +U"((7),

onde uc é a medida de equilibrio do circulo. Consequentemente, pelo fato de a inversa

da aplicagao ser ( = z + V22 — 1 e pelo exemplo anterior, segue que

1
U(z) = log2+logm +logl =log2—1log|z+ V22 —1|.

Como no intervalo [—1, 1] = supp(o), temos |(| = l,entdo U%(z) = log2, =z € [—1,1].
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Portanto, pelo Teorema 3.7, temos que

do = dp—1,1 e cap([—1,1]) = exp(—log2) = 1/2.

Como aplicacao dos resultados anteriores demonstraremos agora um teorema que
fornece um limite inferior, para o supremo essencial de pesos polinomiais.

1

Teorema 3.8. Sejam w um peso admissivel € Py(z) = 2" + a,_12" " + -+ + ag um

polinémio monico de grau n. Entao

“sup” [w()]"|Pa(2)] = exp(—nF,).
EASTOIT
Demonstragao: Sejam w := wg , A = S,. Entao, e = My Além disso, se o, é a

medida discreta com massa 1/n nos zeros de P,(z), temos

] — 1 1 1 1 1
dO’n(t) = E Zlogm = —log = —log
k=1

U7 (z) = [ og n M=o n C TR

Portanto, aplicando o Teorema 3.6, ao conjunto A, com a funcao peso w e a medida o,

temos que

“inf (= og(|Pa()]) — los((w ()]} < Fu,

ZES’LU

ou seja,

“sup” {log(|Pu(2)|[w(2)]")} = —nFy.

2ESw

Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados da desigualdade, obtemos

“sup” [w(2)]"|Pa(z)| = exp(—nFy).
EASTOI

3.5 Principio do Minimo

Nesta secao apresentamos alguns lemas que servem de preparacao para a demon-

stracao do Principio do Minimo Generalizado.

Lema 3.4. Sejam E um subconjunto fechado e conezo, zg € Ce S :={r: r > 0e C,(2)N
E # @}. Se L € o comprimento de S, entdo capFE > L/4.

Demonstragao: Vamos supor, sem perda de generalidade, que zy; = 0. Denotemos

por m a medida de Lebesgue em R. Considere a aplicacdo T : E — |0, L] definida por
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T(z) =m(SN]0,]|z]]). Segue que T é uma contragao bijetiva, pois

T'(2) = T(w)| = [m(S O [0, [2]]) =m(S OO0, w])] < [|z] = [w]] < |2 = wl.

Se o é qualquer medida com suporte em FE, entao podemos definir ¢*, com suporte
no intervalo [0, L], como o*(B) = o(T~!(B)) para qualquer conjunto de Borel B C [0, L].
Vamos provar que qualquer medida p € M([0, L]) pode ser obtida de alguma medida
o, da forma como foi definida acima. Para o caso em que a medida é uma medida do
tipo delta de Dirac com massa em um ponto ¢, basta tomar ¢ como sendo a medida
delta de Dirac com massa em T~'(t). Desta forma podemos nos estender e dizermos
que a afirmagao é valida para toda medida discreta. Agora seja u uma medida qualquer.
Escolha uma sequéncia de medidas discretas p, convergindo fracamente® para a medida

i. Por exemplo, podemos tomar a medida

pn = > uliL/n, (G + D)L /n])d;n -
j=0
Entao, existe uma medida o,, € M(F) tal que ¢ = pu, e pelo Teorema de Helly, podemos
supor que as medidas {c,} convergem para uma medida ¢ € M(E), passando a uma
subsequéncia se necessario. Isto feito, vamos provar que pu = o*. De fato, seja f €
C([0, L]). A funcao F(z) = f(T(2)), sendo F obviamente continua, possui uma extensao
continua G todo o plano complexo e vale a formula

/fda* = /Gda = lim Gdo, = lim fdu, = /fd,u.

n—oo

Logo, como f foi escolhida de forma arbitraria, segue que ¢* = u. Portanto,

Para toda pu € M([0, L]), existe o com supp(c) C E, tal que u(B) = o(T"!(B).
(3.28)

Agora, se 1 = 0¥, entao a integral de energia satisfaz a desigualdade

(o) = / / log ltda(z)da(t)

|2 =]
1
< //logmda(z)da(t)

= [ [ 10w —du)dute) = 160,

|2 =]

onde a tltima passagem segue de (3.28). Consequentemente, se tomarmos o infimo de

ambos os lados com respeito a todas as medidas o e p concluimos que Vjg 1) < Vg. Segue
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que
cap(E) > cap([0, L]) = L/4.

O lema esta provado.

Lema 3.5. Seja w uma func¢ao peso admissivel, definida em A e continua. Entao,
Ug(ZQ) > —Q(Zo) + F,, 2z € A.

Em particular, se zg € S, € um ponto interior de A, entao UF(z) = —Q(20) + Fu.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que Q(z) < 00, caso con-
trario a conclusao é obvia. Seja ¢ > 0 e escolha § > 0 tal que, para todo z € A com

|z — 20| <9, temos que

1Q(2) — Q=0)] < e (3.29)

Definimos o conjunto
E={z€A : |z—2|<deU"(2) < —-Q(2) + Fy, —€}.

Entao, E é fechado pois U** é semi-continua inferiormente. Por (3.29) e pelo Teorema
3.3(d), concluimos que F tem capacidade nula. Desta forma, podemos aplicar o Lema [3.4]
para escolher r € (0,0), tal que, F(C,(z0) = @. Isto significa que

Ute(z) > —Q(20) + Fuw —e, 2z € D,(20).
Como U*» é super-harmonica, podemos concluir que
Uﬂw(zo) Z —Q(ZQ) + Fw — £.

Fazendo € — 0 chegamos a conclusao desejada. U

No caso classico em que A é compacto e w = 1, o Lema 3.5 implica que

1
cap(A)

Ut4(z) = F, = log (3.30)

Lema 3.6 (Teorema de Evans). Seja E uma uniao de fechados de capacidade nula.
Entao, existe uma medida finita p com suporte compacto, tal que, U*(z) = 0o, 2z € FE.

Além disso, se zg & E, entao UM (zp) < 00

Demonstragao: Inicialmente vamos supor que £ é compacto. Vamos construir i na
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forma - -
p= ZCkMEgk =: chﬂk, (3.31)
k=1 k=1

onde {cx} e {dx} sdo sequéncias positivas convenientemente escolhidas e, para cada k,

pes, € a medida de equilibrio de Es, . Como a igualdade (3.30) ja nos garante que

UHrs(z 1 E. 3.32
ch ; 08 cap Egk 2€ (3:32)

Escolheremos as sequéncias {c;} e {Jx} de modo que (3.31) seja convergente e (3.32)

divergente. Como
lull = e, (3.33)
k=1

precisamos, para que (3.31) seja convergente, escolher {c;} de tal forma que (3.33) seja
convergente, pois isto implica que (3.31) ¢ absolutamente convergente e como convergéncia

absoluta implica em convergéncia de séries, segue que (3.31) é convergente. Logo, vamos

1 ~1/2
Cp = (log 7) .
cap(Es,)

(lsirré cap(Ej5) = 0, (3.34)

tomar

Se pudermos mostrar que

entao U*(z) = oo, pois a série (3.32), com os ¢-s escolhidos acima, sera divergente, desde

que a sequéncia {0y} converge para 0 suficientemente rapido.

Suponhamos que (3.34) nao seja verdadeira. Entao existe uma constante K e uma
sequéncia o, — 0, tal que
1
log——— < K.
cap(Es,)
Pelo Teorema de Helly, existe uma subsequéncia de {y;, } que converge fracamente* para
uma medida v. Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que a propria

pi = p15, — v. Entdo, fazendo uso do Lema [3.1, deduzimos

I(v) = lm / / min (M,logﬁ) dv(t)dv (2)
— Jim_Jin [ [ min (M tog ! |)duk< Jajus(2)

< hmmf[(,uk ) < K.

Sendo que v tem suporte em E, isto contradiz a hipotese de que cap(E) = 0, e esta
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contradi¢ao prova que U*(z) = oo em F, quando E é compacto.

Se 2y ¢ E, entao esta construcao pode ser seguida de uma tal forma que z; esteja fora
do suporte de pu. Consequentemente UH(zy) < 0o, € 0 lema esta provado para conjuntos
compactos. Agora consideremos o caso geral, quando E tem capacidade nula e é uniao
de fechados. Entao, £ = U;’il H;, onde cada H; é compacto e de capacidade zero. Desta
forma, para cada H;, existe uma medida v; com suporte em um compacto fixado indepen-

dente de j tal que U (zp) < oo, mas U (zp) = oo em H;. Agora podemos ver que para al-

guma sequéncia {o; } tendendo suficientemente rapido para 0, a medida p := Z a;vj, sat-
j=1

isfaz as hipoteses do lema, provando a existéncia da medida, para a qual U*(z) = oo, z €

EeUt(z) =00, 2 ¢ E. O

No proximo Teorema vamos fazer uso do fato que func¢oes super-harmonicas sao in-

variantes por aplicacoes conformes, o qual segue do seguinte lema.

Lembrando que uma aplicagao f ¢ uma aplicacao conforme se ela preserva angulos.

Lema 3.7. Sejam G uma aplicagao conforme e g uma fungao super-harmonica em um

dominio D tal que ImG C D, entao a funcao g o G € super-harmonica em D.

Teorema 3.9 (Principio do Minimo Generalizado). Sejam D C C um dominio e g
uma fungao super-harmonica e limitada inferiormente em D e satisfaz

liminf g(z) > m (3.35)

z—z'z€D

para “quase todo ponto” z' € OD. Se g nao é constante, entao g(z) >m, z € D.

Demonstragao: Vamos supor, sem perda de generalidade que m = 0, e que g nao seja
constante. Além disso, de acordo com o Lema podemos supor que D contém um
ponto no infinito e uma vizinhanca deste ponto; caso contrario basta aplicar a funcao

inversa em torno de um ponto de D.

O Principio do Minimo no Teorema [2.16] provado no primeiro capitulo, afirma que,
se uma func¢ao super-harmonica atingir seu minimo em um ponto interior de um dominio,
entao ela deve ser constante. A diferenca entre o Principio do Minimo T2.16/ e o atual
generalizado, é que anteriormente exigiamos que, inf g(z) > m, Vz € D, enquanto que
agora exigimos somente que (3.35) verdade para “quase todo ponto” 2z € 9D. Conse-

quentemente, temos apenas que provar i%f g(z) > 0.

Seja m, = in}%g(z) e suponha que m, < 0. Entao,
ze
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liminf g(z) > g(o0) > m,. (3.36)

Sejam A o disco contendo 0D no seu interior, o qual denotamos por A. Por (3.36) e

o Principio do Minimo 2.16/sabemos que existe 0 > m; > m, tal que

Zlggg(z) > my. (3.37)

Sejam my < m3 < my < myq, fixamos um ponto zy € A() D considere o conjunto
E:={z€eD: g(z) <ma}.

Usando a semi-continuidade inferior de g, obtemos de (3.37), que o fecho de E esta
contido em (A D)JID. Por (3.35) o conjunto E (D é compacto e tem capacidade
zero; consequentemente pelo Lema 3.6, existe um potencial U¥, onde p é uma medida
positiva, finita e de suporte compacto, que toma valor +oo para todo ponto em E (0D

e UH(2) < co. Mas entdo para todo ponto 2z’ € E()dD, temos que

liminf U*(z) = oo;
z—z' zeD

consequentemente para todo € > 0

liminf (g(2) +eU"(2)) = o0 (3.38)

z—z!,z€D

(observamos que g é limitada inferiormente em D). Em outro ponto de d(A () D) nos

temos

liminf g(z) > mo.
z—z',zeD

Tais pontos existem pois F tem capacidade nula e (A () D) tem capacidade positiva.

Consequentemente, se y é o limite inferior de U* em A, entdo para todo 2’ € (A (D)

liminf (g(z) +cU"(2)) > ma + 7y > ms (3.39)

z—z' z€D

contanto que 0 < ¢ < (mg —mg)/|7|.

De e (3.39), via o Teorema [2.16, podemos inferir que

liminf (g(z) +cU"(2)) > ms

z—z' zeD
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em AN D. Fazendo ¢ — 0, entao chegamos a g(zy) > mg3, onde zp € AN D foi tomado
arbitrariamente como no Lema obtemos

inf > 3.40
b, 9(2) 2 ms (3.40)

Porém m, < ms, e (3.40) contradiz a definicao de my, e esta contradi¢ao prova o

principio do minimo generalizado. U

3.6 Problema de Dirichlet e Funcoes de Green

O Problema de Dirichlet consiste em encontrar uma funcao harmonica no interior de
uma regiao D e, que coincida com uma func¢ao dada f(z), na fronteira de D. Em resumo

isto significa resolver a seguinte problema:

{A(u(z)) = 0 se zeintD
u(z) = f(z) se z€dD

Forneceremos um teorema, que relaciona a solugao de um certo Problema Dirichlet,
com potencial logaritmico da medida de equilibrio. Para estabelecer esta relacao definimos

e damos algumas caracteristicas das fungoes de Green.

Comecamos definindo as solucoes de Perron-Wiener-Brielot para o problema de Dirich-

let.

Seja D C C tal que C\ D tenha capacidade positiva, e suponha que f é uma funcio
Borel mensuravel e limitada, definida em 0D. As classes inferiores e superiores de fun¢oes
com respeito a f em D sao definidas como

H;’D :={g : g ésuper-harmonica e limitada inferiormente em D, lim infD > f(x)
z—x, z€

para todo z € 9D}

H;’D :={g : g ésub-harmoénica e limitada superiormente em D, limsup < f(x)
z—x, 2z€D

para todo x € 9D},

e a solucoes superiores e inferiores, para o problema de Dirichlet com funcao de fronteira
f, sao dadas por

-D : u,D

H,(z) :=inf{g(z)|g € Hy"}, z €D,
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H7(z) :=sup{g(2)lg € H;"}, z € D.

—D . . )
Se H, = ﬂ?, entao estas funcoes denotada por H]P, a qual é chamada de Perron-

Wiener-Brelot para o problema de Dirichlet em E com fung¢ao de fronteira f.

Teorema 3.10. Sejam D C C um dominio limitado cuja fronteira 0D tem capacidade
positiva e, [ uma fun¢ao semi-continua superiormente ou limitada inferiormente em OD.
Se u € uma fun¢ao harmonica limitada em D tal que para “quase todo” z € D

lim u(z) = f(2),

r—z,2€D

entao u € solucao de Perron-Wiener-Brelot do problema de Dirichlet em D com fungao

de fronteira f.

Demonstragcao: Vamos supor que 0D é compacto. Caso contrario basta aplicarmos

uma transformacao de Mobius que leva um ponto no infinito em um ponto finito, tal
- . —D

transformagao preserva propriedades de f e u. Vamos mostrar que u = H, a outra

identidade u = H ? tem demonstracao idéntica.

. D - . - , .

Seja g € H;’ uma funcao superior qualquer. Entao, g — u é super-harmonica por
ser soma de funcoes super-harmonicas, limitada inferiormente pelas hipoteses sobre u e,
ainda

liminf (¢g(z) —u(2)) > f(z) — f(z) =0, para quasi-every z € dD.

z—x,2€D
Consequentemente, segue do Principio do Minimo Generalizado Teorema 3.9/ que ¢(z) >

u(z) para todo z € D. Como tomamos g de modo arbitrario, a desigualdade

—D
u<H;, z€D,
é valida.
Temos que provar somente a desigualdade contraria. Seja zy € D fixado. Temos de

provar que u(z) é o infimo dos valores de g(zy) para toda g € Ffp. Suponhamos que

liminf u(z) > f(z)

z—x,ED

é valida para “quase todo ponto” x € 9D. Seja F C 9D o conjunto

E:={xe€dD: liminf u(z) < f(x)}.

z—x,x€D
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Afirmamos que E é uma uniao enumeravel de conjuntos fechados. De fato, para o

caso em que f é semi-continua superiormente, cada conjunto da forma

E.:={rx € 0D : liminf u(z) < f(z) —}.

z—x,x€D
é fechado, devido a resultado anélogo do Teorema 2.1 para fun¢oes semi-continuas supe-
riormente. Portanto £/ = Up2 | Fy/,. Agora, se f for semi-continua inferiormente, entao f
¢ limite pontual de uma sequéncia de fungoes continuas e crescentes { f,,,}o°_,. Entdo, se
definirmos

E™ :={x € dD: liminf u(z) < f.(x)},

z—x,x€D
cada E™ é uniao enumeravel de conjuntos fechados, pois cada f,, é continua. Portanto,
— [ee] m
E=U2 E™.

Entao, £ é uniao de conjuntos fechados de capacidade nula. Consequentemente, do
Lema segue que, existe uma medida o, tal que, U%(z) = oo para todo z € E e
U (z) < 00.

Sendo D limitado, para cada € > 0 considere a funcao
ge == u(z) +e(U%(2) —m),

onde T é o infimo de U?(z) em dD. Logo, ¢g. ¢ uma funcao super-harménica, pois é soma

- s , ~ . . , 7D
de fungoes super-harmonicas, e segue que g. é uma fungio superior, isto é, g. € H;.
Fazendo, ¢ — 0, chegamos que u(2p) é o infimo dos valores de g.(zp), € > 0. Isto prova a

desigualdade contraria. Logo, u = F?.

Definicao 3.4. Seja A C C um conjunto compacto.

e O dominio exterior 2 relativo a A é a componente ilimitada de C \ A;
e O conjunto O) € chamado de fronteira exterior de A.

e O invdlucro polinomial convero de A € definido como sendo C\ 2 e é denotado por

Pc(A).

Definigao 3.5. Seja A um conjunto compacto e Q0 seu dominio exterior. A func¢ao de
Green com polo no infinito, se existe, € a unica fungao go(z,00) em Q com as seguintes

propriedades:

(a) gq € nao-negativa e harmonica em Q \ {0},
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1
b) i L o0) — 1 —1 :
() Jim (g0(z, 00) ~log|2]) = log

(¢) lim (gqa(z,00)) =0, para “quase todo ponto” z' € ON.

z—2z' z€Q

Com os teoremas enunciados e provados anteriormente, podemos provar a existéncia

e unicidade das fun¢oes de Green.

A existéncia e unicidade da funcao de Green, em conjuntos de capacidade positiva,

pode ser provada definindo-se

ga(z,00) = =U"(2) + log

capA’

De fato, (a) segue do Teorema [3.3-(¢) para o caso sem corpo externo, ou seja, = 0.
Neste caso, Ut4 < log(cap(A))~" e a fungao de Green é ndo-negativa e harmoénica. De
fato, a fungao potencial é harmonica para z ¢ supp(pa). O item (b) se deve ao fato que
‘Zl‘iinoo U*(z) + log|z| = 0, como no Lema [3.2. Como U4 = log(cap(A4))~! para “quase

todo ponto” em S,, e sendo S,, compacto, temos 02 C 0S,. Portanto, devemos ter

lim Q(gg(z, o0)) = 0, para “quase todo ponto” 2’ € 9. O item ¢ segue.
z—z! z€

Para provar a unicidade, suponhamos que exista g, que satisfaca todas as propriedades
definidas acima. Entao, go — ¢ € harmoénica e limitada inferiormente em 2. Além disso,
pela propriedade (c), temos lim Q(gg(z, o) — g(2)) = 0, para “quase todo ponto” 2’ €

z—2z! z€

0. Entao, pelo principio do minimo generalizado, segue que gq(z, 00) = g(2).

Teorema 3.11. Seja w um peso admissivel e E uma componente limitada de C \ S,,.
Entao
U (z) — F, = HE4(2), 2 € E.

Se, entretanto, E = Q é a componente ilimitada de C\ S, entdo
Uﬂw(z) — Iy = HEZQ(Z) o gQ(Z, OO), z e Qv

onde go(z,00) denota a fungao de Green em 2 com polo no co.

Demonstragao: Seja E a componente limitada de C\ S,,. Pelo Teorema [3.3(f), segue
que

lim(U*(z) — F,,) = —Q(z), para quasi-every x € OF.

Segundo o Lema (3.5 isto vale para pontos interiores também. Portanto, de acordo com o
Teorema, a fungao UM (z) — F, é solugdo do problema de Dirichlet, com funcao de

fronteira —Q).
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Agora, consideremos o problema na componente ilimitada 2. Neste caso, temos

lim (U"(z) + go(x,0) — F,) = —Q(x), para quasi-every x € 0S.

z—x,2€ER

Além disso, U (2) + ga(z,00) — F,, € harmonica em . Portanto, usando novamente o

Teorema concluimos a demonstracao do teorema.

O problema de Dirichlet nao é o foco deste trabalho. Entao, para mais detalhes sobre

o Problema de Dirichlet sugerimos a referéncia [11].
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4 Recuperacao da Medida

Neste capitulo vamos descrever o processo da recuperacao da medida, comecaremos
com um importante teorema de comparacao de medidas, e nas trés secoes seguintes
forneceremos uma série de teoremas que nos ajudaram a encontrar o suporte da me-
dida de equilibrio, para auxiliar na compreensao de tais fatos aplicaremos estes teoremas
no problema de encontrar o suporte da medida de equilibrio para pesos de Jacobi e La-
guerre. Na tltima secao fornecemos teoremas para obtencao da medida de equilibrio a

partir de seu potencial.

4.1 Teorema da Unicidade

Definigao 4.1. Seja h uma fun¢ao limitada em subconjuntos compactos de C e g € L1[C].

A convolugao h x g de h com g € dada por

hxg:= /h(z —t)g(t)dm(t) (4.1)
onde dm(t) denota a medida de Lebesque em C.

E analogamente se p € uma medida de suporte compacto, definimos a convolugao a

direita de h com p por

hoxp = /h(z —t)du(t) (4.2)

Teorema 4.1 (Teorema da Unicidade). Sejam p e v medidas positivas com suportes

compacto em uma regiao D € C cujos potenciais satisfazem
Ut(z) =U"(2) + u(z)

em quase todo ponto com respeito a medida de Lebesgue no plano, onde u € uma funcgao

harménica em D. Entao, as medidas p e v coincidem em D.
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Demonstragao: Para ¢ > 0 seja

D.:={ze€ D: dist(z,0D) > ¢}

1 se |z]>¢
Xe(2) ::{

0 se 0< |zl <e,

1
1 1 log— se |z|>¢
log_(2) := min { log —,log— | = ]
2 c log1 se 0<|z|<e
£

e também colocamos
pei= [ u(B - . ()dm(t),

para todo conjunto de Borel. Entao, para esta medida valem as identidades

fope = (f *p)* xe = (f % xe) * .
De forma similar definimos a medida v..

Agora as hipoteses do teorema implicam que
Ute(z2) = U * x(2) =U" % x(2) +uxx:(2), z€D.. (4.3)
Esta claro que u* x. também é harmonica em D.. Sendo log || * x. continua em C, entao
Uts = —(log |- |*xe) ¥ e U” =—(log|-|*x) *v,

também sao continuas em C. Integrando a identidade (4.3) em um circulo C,(§), n <,
pelo Exemplo 3.1, temos que

1 ™
— log ——————dp =1 —1).
27 J_, o8 |z 4 neiv — ¢ # = log, (= —1)

Pelo Teorema de Fubini, temos por um lado

1 & .
o Ut (2 +ne")dp = log, * (. —v:)(2), 2z € Cy(§)

e por outro lado para

1 [ - 1 [7 -
— Ut (z + ne¥)dp = — ux xe(z + nef)dy
2 ). 2 J .

=uxxe(2) = U"7"(z) = logy *(e — ve)(2), 2 € Da..
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Note que a segunda igualdade acima segue da propriedade do valor médio para a fungao
harmonica u * x.( observe que a fun¢ao log, *(ue — v.) esta bem definida devido a con-

tinuidade de U*s e U"* mencionada anteriormente).
Subtraindo as duas ultimas formulas, obtemos
(logy —log,,) * (pe — ve)(2) = 0

para todo z € Dy, e 0 < n < e. Aplicando o mesmo para n e n; < ¢ e fazendo uma outra

subtracao, concluimos que

(logm - IOgn) * (pe —ve) =0

em Ds.. Dividindo a tltima equagao por log(n/n;) e tomarmos o limite quando n — 7y,

obtemos do Teorema da Convergéncia dominada que

X * (ke = ve)(2) = 0, 2 € D, (4.4)
pois
1
lim —— (log. (=) — log. () = v, (2).
n—n; log(n/m) (log,, (2) —log,(2)) = xm (2)

sendo que, a expressao no lado esquerdo esta entre 0 e 1 para todo 0 < n; < 7.

Agora seja h uma fungao continua que nao se anula fora de um subconjunto compacto
de D. Entao, existe um ¢y > 0 tal que h nao se anula fora do subconjunto compacto Dy, .
Escolha 0 < n < ¢ < gy arbitrariamente. Multiplicando (4.4) por h e integrando o

resultado com respeito a medida de Lebesgue em C, obtemos

/h * Xnd(,ua —v.)=0.

Como (h % 7n? tende uniformemente para h quando n — 0, podemos concluir que
Xn)/T1

[t =) =0,

/h*XdeI/h*Xedﬂ-

Dividindo por 7e? e aplicando a justificativa anterior, obtemos

/ hdy = / hdv.

Como isto é verdade para toda h com suporte compacto em D, obtemos y,, = v,,.

isto é,
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Observacao 4.1. O teorema anterior € que ele nos diz que caso a fungao potencial é
uma soma de funcoes e caso uma ou mais parcelas forem harmonicas, caso existam, estas

parcelas podem ser desconsideradas para a recuperacao da medida.

4.2 Caracterizacao do Suporte da Medida de Equilibrio

Para encontrarmos a medida de equilibrio vamos fazer uso de um método conhecido
como método de Fourier, que consiste em determinar o suporte da medida de equilibrio
S,, e entao fazer uso de técnicas de andlise harmonica, para encontrarmos o potencial de
equilibrio, que é a solucao de um certo problema de Dirichlet, como no Teorema [3.11.
Para tanto, precisamos entao encontrar o suporte. Forneceremos alguns teoremas que

caracterizam o suporte da medida de equilibrio e ajudaram a encontra-los.

Comecamos definindo uma importante ferramenta para tal.

Definicao 4.2. Seja K um compacto de A. O F-funcional de Mhaskar-Saff-Rakhmanov

é definido como

F(K) :=logcap(K) — /QdVK (4.5)
onde vk € a medida de equilibrio de K para o caso cldssico, ou seja, sem corpo externo
(w=1).

O proximo teorema, fornece uma caracterizacao do involucro polinomial convexo do

suporte da medida de equilibrio Pc(S,).

Teorema 4.2. Seja w um peso admissivel em A. Entao valem:

(a) Para todo subconjunto compacto K de A de capacidade positiva, F(K) < F(S,).
(b) F(Sw) = F(PC(Sw)) = _Fw-

(c) Se a igualdade F(K) = F(S,) vale em algum subconjunto compacto K C A de
capacidade positiva , entao Pc(S,) C Pc(K), isto €, Pc(S,) € o menor invdlucro

polinomial convexo que mazximiza o F-funcional.

(d) Se A tem interior vazio e complemento conezxo, entio S,, € o menor subconjunto de

capacidade positiva mazimizando o F-funcional.
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Demonstracao: Sejam K C A um conjunto de capacidade positiva e i, a medida de

equilibrio correspondente a w. A desigualdade

Ut (z) > —-Q(z) + F,

deve valer para “quase todo ponto” em K e, como vg tem energia logaritmica finita, pelo
Corolario [3.1 a propriedade é valida para quase todo ponto com respeito a medida vg.

Integrando ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

[
/ / log () (1) / Q(2)dvic (2 (47)

onde a mudanca na ordem de integracao se justifica pelo Teorema de Fubini. Sendo

duw( Vdvg(z) /Q Ydvg (2 (4.6)

ou seja,

UV (z) < —log(cap(K)), concluimos que

/—log(cap(K))d,uw > /Q(z)dVK(z) + Fy. (4.8)
Portanto,

F(K) < —F, (4.9)
Se K =8, entao da desigualdade do Teorema [3.3]item (e) temos
Ut (2) 4+ Q(z) < F,
ou seja,
—log(cap(K)) + Q(2) < F

A passagem acima se justifica devido a igualdade U"%(z) = —log(cap(K)) para “quase
todo ponto” em K. Integrando ambos os lados acima com respeito a medida dvg, obtemos

a desigualdade contraria em (4.9). Tal fato prova (a) e (b).

Se para algum K noés temos F'(K) = —F,,, entdo nos argumentos prévios nao podemos

aumentar o lado esquerdo de (4.8) e obtemos (4.9), ou seja,
U (z) = —log(cap(K))

em quase todo ponto com respeito a medida fi,,. Isto ja implica que Pc((S5),) C Pe(K).
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No caso oposto devemos ter um 2y € S, \ Pc(K) e uma vizinhanca D,(z) de zy com
D,(z9) N Pc(K) = 0. Pelo principio do méaximo, UK ¢é estritamente menor do que
—log(cap(K)) em D, (zy) (observe que U"% ¢ harmonica fora de Pc(K)), e ., (Dy(20)) > 0,

contrariando o que foi dito anteriormente. Isto prova a afirmagao (c).

Finalmente, a afirmacio (d) segue do fato que, se A tem interior vazio e complemento

conexo, entao assim o é S, e portanto Pc(S,) = S,. O

O dltimo teorema ¢é importante quando trabalhamos com subconjuntos da reta, pois

tais subconjuntos tém complemento conexo em C.

4.3 Propriedades Geométricas do Suporte da medida
de equilibrio

Teorema 4.3. Seja w um peso admissivel em A e defina Q) = —logw.

(a) Se Q € super-harmonica no interior de A, entao S,, C 0A.
(b) Se ACR e @ € convexa em intervalo I C A, entao I(\Sw € um intervalo.

(c) Se A C [0,00) e xQ" € crescente em um intervalo I C A, entao IS, € um

intervalo.

(d) Se A CR ew é simétrico com respeito a origem, entao di, = du,/2 e F, = F,/2,
onde v é um peso em A? := {x?: x € A} definido por v(z) = (w(y/T))>.

Demonstracao: (a) Sabemos do Teorema 3.3, item (d), que

/log : L () + Q) > F, (4.10)

quasi every-where em A, e

1

/log td,uw(t) + Q(z) < F, paratodo z € S,.
Z —

Se () é super-harmonica no interior de A, entao os membros esquerdos destas desigualdades

também sao, pois a fun¢do potencial logaritmico é super-harmoénica. Pelo Lema 3.5 a

desigualdade (4.10) é verdadeira para todo ponto interior de A. Agora (a) segue do

fato que uma funcao super-harmonica que nao for constante nao pode atingir seu valor

méaximo em um ponto interior. A outra possibilidade, isto é, que o lado esquerdo de (4.10)
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é constante em uma componente conexa B do interior de A, implica que o potencial

0 (2) = [ log Tt

também é constante em B. Pelo fato da funcao constante ser harmonica e da unicidade
Teorema do (4.1 devemos ter a medida p,, coincidente com a medida nula em B. Logo, a
interseccao B NS, é vazia. Em outras palavras, como B foi tomado de modo arbitrario,

segue que nenhuma componente conexa do interior de A intercepta o suporte da medida

de equilibrio. Portanto, S,, C 0A.

(b) Suponhamos o contrério, que S, N I nao é um intervalo. Entdo, para todo a,b €

Sy NI, com a < b, existe ¢ € [a,b] tal que ¢ ¢ S, N I. Entao, definindo

G(z) =logl/]z —t[ e F(Z)Z/G(Z)duw(t)+62(2)

e usando o fato de [a,b] tem capacidade positiva e o Teorema podemos tomar ¢ de
tal forma que F'(¢) > F,. Concluimos, pelo fato de G ser estritamente convexa e () ser

convexa, que

G(o) < Gla) + G(bl)) - f(“) (2 — a) (4.11)
Q(c) < Qla) + Q(bl)) - f(“) (2 — a). (4.12)

Integrando ambos os lados de (4.11) com respeito a medida f,,, obtemos

/G Vi (2) /G Vi () </G Vjio (1) /G Vi (1 ) (4.13)

Somando (4.12) e chegamos a
/G Vo (t) + Q(c) /G )dpw(t) + Q(a)

zZ—a

4 iz ( / G(b)djin () + Q(b) — / G (a)dpa(t) Q(a))

isto é,
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Logo, pelo Teorema 3.3 e do modo como tomamos a, b, ¢, concluimos que

F, < F(c) < F(a) (1_2—a)+F(b) <Z:Z)

—Qa
ZzZ—Q ZzZ—Q
< F 1— F .
= ( b—a)*‘”(b—a)

1 <1.

Portanto,

Esta contradigdo prova o item (b) do teorema, ou seja, S,, N I tem que ser um intervalo.
(c¢) Na demonstracao deste item vamos utilizar a mesma notacao do item anterior.

A seguinte expressao
2P () = / () + 1Q'(2), (4.14)
x JR—

é verdadeira em todo sub-intervalo I C I que nao intercepte S, pois neste caso sendo
x # t para todo x € Tete S, a derivada do integrando da funcao potencial é limitada, o
que justifica o fato de termos derivado sobre o sinal da integral. Como a func¢ao z/(z —t)
¢ crescente em z para todo t positivo, concluimos que a funcdo de (4.14) também é
crescente. Dai, concluimos que se F’'(x;) > 0 para um certo z;, pelo fato de ser
crescente, entao F'(x) > 0, x > x1. Logo, existem duas possibilidades para F'(x); ou ela é
monoétona em I ou ela é funcao decrescente até um certo ponto e crescente a partir deste
ponto. Agora suponhamos que I NS, nao é um intervalo. Entao, existem a,b € S, e
um conjunto B := {z € [a,b] : F(x) > F,}, confira Teorema (e). Este conjunto B
deve ter capacidade positiva. Logo, [a, b] contém um intervalo [, b], onde podemos supor
que a,b ¢ S, F(a) < F,, e F(b) < F,. Consequentemente, para a primeira possibilidade
temos

FwSF(C)<F(a)§Fw> C€B>
o que é um absurdo. Para os demais casos a demonstracao é analoga.

(d)Sejam w(z) = (—Q(x)), v(x) = exp(—q(x)). Entao Q(z) = q(x?)/2. Pelo Teorema
3.3, temos
U™ (y) > —q(y) + F,

para quasi-everywhere y € A2, com igualdade para quasi-everywhere y € supp(p,). Colo-

cando du(t) = du,(t?)/2 e y = 22, isto é 0 mesmo que

1
[ 108 2dn(t) = ~2Q(0) +
t>0 |22 — 2|
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para quasi-everywhere x € A, com igualdade para quasi-everywhere = € supp(u). Mas u

é par, assim o lado esquerdo ¢ exatamente

/ log = L 2di(t) = 20%(a).

Como p tem massa total 1, a parte (e) do teorema segue levando-se em conta o Teorema

3.7.

Corolario 4.1. Se A € a uniao de um numero k de intervalos e w satisfaz uma das
propriedades do item (b) ou (¢) do Teorema anterior em cada um dos intervalos, entao
S, € a uniao de vdrios intervalos e cada uma das componentes pertencem a alguma das
componentes de A. Portanto, se K € a uniao de um numero finito de intervalos fechados
nao-degenerados e F(K) = F(S,), entao K = S,.

Demonstragao: A primeira parte do Teorema é uma consequéncia imediata dos itens (b)
e (c¢). Para provar a segunda parte, suponhamos que K é uma uniao finita de intervalos
fechados e nao degenerados e que F(K) = F(S,). O Teoremal4.2-(d) nos da que S,, C K.
Se esta inclusdo é propria, entao em algum subintervalo I C K \ S, a desigualdade
é estrita. Desta forma, permitindo que vg(I) > 0, onde vx é a medida de equilibrio do
conjunto K, temos desigualdade estrita em (4.6). Pela prova do Teorema (4.2), segue que
F(K) < —F, = F(Sy). Dai, a igualdade F(K) = F(S,) nao pode valer.

Como aplicacao deste teorema, forneceremos condigoes analiticas para a localizacao

do suporte da medida de equilibrio quando o conjunto A C R.

Teorema 4.4. Seja w um peso admissivel em um intervalo real [c,d], onde ¢ pode as-
sumir o valor —oo e d pode assumir o valor +00. Suponhamos que ) possua uma das
propriedades dos items (b) ou (c) do Teorema4.3. Entdo, S, é um intervalo [a,b] fechado

e finito, cujos pontos extremos satisfazem:

(1) Se b < d, entao

1 T —a

o =1 4.1

- [ e[t (115)
(i7) Se a > ¢, entdo

IR b—ux

;/a Q' (x) x—adx__l’ (4.16)

(1ii) Se b=d, entao

d
e O e gt (417)

— X
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%Zﬁ@%mwz:idxz—L (4.18)

Demonstragao: Provaremos somente dois destes itens pois as demonstracoes dos demais

(1v) Se a=c, entao

sao semelhantes. Vamos demonstrar os itens (i) e (iii).

Pelo Teorema sabemos que

F(Sw) = F((a,b]) = max F([o §]).

Sabendo que a capacidade e a medida de equilibrio de um intervalo sao

00—« 1 dx
cap(|a, = —— dvjep = — ,

4

o F-funcional toma a forma

—a B x)dx
F([Oé,ﬁ])zlogﬁzl _%/ ¢(x?(a;?ﬁ—x>

O problema de encontrar o suporte neste caso nada mais ¢ do que resolver um problema

simples de maximizacdo em R? sobre um quadrado [a,b] x [a, b].

Facamos a seguinte mudanca de variavel na formula do F-funcional

x:ﬂ—gajL(ﬁ;a)cosH, 0<o<m.

Entao,

F(la, f]) = log (/6 . O‘) —%/j@ (ﬁ;a + <ﬁ > O‘) cose) do. (4.19)

Podemos calcular as derivadas parciais desta expressao a direita com respeito a 3 como

segue
OF([o, 8]) 1 1 [ ., (B+« B —a
—o - <ﬁ—a)_%/()@< 5 +( 5 )cos9>(1+cos9)d9
1 1 s T —
- 6—a_(ﬁ—a)ﬂ/a A (420

onde, podemos diferenciar sobre o sinal de integral pelo teorema da convergéncia mono-
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tona pois, se supormos que ) é convexa ou z@Q)'(x) é crescente, entao

Qx +h) — Qx)

- \. Q'(z), quando h — 0.

Tomando o = a e = b, segue que, se b < d

OF 1 1 b, r—a
St = = = o [ Q)=

Um argumento analogo mostra que a derivada a esquerda de [ (0F([a,b])/0-53) co-

incide com a féormula anterior da derivada a direita. Desta forma, a derivada parcial

(0F [, B])/ 0B existe e, como o maximo é atingido para § = b, devemos ter

OF
a5 ®t) =0.

Logo, a identidade segue facilmente.

Agora suponhamos que zQ'(z) é crescente e [¢,d) C [0,00). Entao, Q' é limitada em
todo sub-intervalo fechado de (¢, d). Consequentemente, a demonstra¢ao segue como no
caso em que @) é convexa, porém devemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada
ao invés do Teorema da Convergéncia Monodtona. Agora se por acaso, a = ¢, entao
Q(c) tem de ser finito pois caso contrario ¢, nao poderéa pertencer ao suporte da medida
extremal. De fato, de acordo com a defini¢ao de @, Q(x) < oo para todo x. Dai, segue
da consideragao que xQ'(x) é crescente, que Q'(z)(x —¢) — 0 quando = — ¢™ e ¢ > 0,
enquanto que para ¢ = 0 segue que x@'(x) > 0. Em todo caso sempre vamos ter que
Q'(z)(x — ¢) é limitada em algum intervalo [c,b + €|, ¢ > 0. Portanto, podemos ainda
assim aplicar os mesmos procedimentos da prova anterior, agora usando o Teorema da

Convergéncia Dominada, para derivar sobre o sinal de integral em (4.20).

Para provar (iii). Temos de verificar que (4.20) é valida para § < c¢. Quando § " ¢,

o lado direito tem o limite

1 1 [ c+a c—
— —_ ! ]_
G (c—a) 27r/0 Q ( 5 +( 5 )cos@)( + cos 6)db

- e /C@%x) —dr,

c—a (c—a)r c—x

Assim, (0F ([a,b])/0+3) — G quando  — ¢~ e, isto mostra que a derivada a esquerda
de F([a, 5]) em 3 = c existe e é igual a G. Sabendo que em 3 = b o F-funcional atinge

seu maximo, devemos ter G < 0, e isto prova a afirmacao (iii) do teorema.

Corolario 4.2. Se w = exp(—Q) € um peso admissivel, A = R, Q € par, Q' existe em
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(0,00), e a fung¢ao xQ'(x) € positiva e crescente em (0,00), entdo S, = [—a,a] onde os

pontos extremos satisfazem a equagao

dt = 1. (4.21)

Demonstragao: Seja v(x) = w(y/z)?, x € [0,00). Entao,
q(z) = log(1/v(x)) = log(w(vz)*) = 2log(w(Vx)) = 2Q(Vx).

Dai, pelo Teorema [4.3-(d), temos que

Sy ={r: 2 €S8,}. (4.22)

Mais ainda, como x¢'(x) = /xQ'(\/x) é positiva e crescente em (0,00), S, é um
intervalo. Em vista do Teorema 4.4, seus pontos extremos satisfazem as propriedades (i)
e (ii) daquele teorema. Mas, para os pontos extremos a esquerda de S, a equagao (4.16)
nao pode valer pois a integral em (4.16) é positiva. Portanto, S, é da forma S, = [0, a?].
Além disso, para o peso v(z), a equagao (4.15) toma a forma

1 [, [z 1M QWE)
%/0 ¢(x) a2—xdx_%/0 \/aQ—:L"dx_l'

Fazendo a mudanca de variavel at = /x obtemos

2 [ atQ'(at
el Mdm —1.
TJo v1-— 12
De (4.22), concluimos que S,, = [—a, al, o que prova o corolario. 0]

4.4 Exemplos da Determinacao do Suporte para Pesos
Classicos

Nesta secao vamos encontrar o suporte da medida de equilibrio para os pesos de Jacobi

e Laguerre.

Antes vamos enunciar um lema que nos ajudara nestes calculos.

Lema 4.1. Se 0 < by < by, entao



4.4 Ezemplos da Determinacao do Suporte para Pesos Cldssicos 71

1 4 1 1 lOg(bl + bgt)
- /0 og(by & by cos 0)db . T aie dt

= log (bl +4/b3 — b%) — log 2; (4.23)

1 g 1 1
T = ; 4.94
7T/0 bli—bgcosede b?—bg’ ( )

- 2
l/ ECCL L PRV bl bk 0 (4.25)
7 Jo biEbycosd by/b? — b2

4.4.1 Pesos de Jacobi

Os pesos de Jacobi sdo da forma w(z) = (1 — )™ (1 4+ 2)* com \; e \; positivos e
A =[-1,1] logo

Q(x) = —log(w(z)) = =Arlog(1 — ) — Ay log(1 + z),

e a derivada
A1 Ao

A—22 1a?

é positiva no intervalo (—1,1). Logo, @ sendo convexa em tal intervalo, o Teorema 4.2-(b)

Q"(x) =

implica que o suporte S,, deve ser um intervalo. A principio chamaremos tal intervalo de
[a, b]. Nosso objetivo é determinar os extremos deste intervalo. Como w(1) = w(—1) =0,
devemos ter —1 < a < b < 1, pois a fun¢ao Q(z) = —log(w(z)) < oo. Consequentemente,
podemos usar os itens (i) e (ii) do Teorema [4.3 e, suas respectivas identidades (4.15) e
como segue

1 b A T —a b Ao Tr—a
- - =1
W[/a <1—x b—a:)dx /a <1+:L" b—:c)dx]
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Fazendo a mudanca de variaveis © = (b + a)/2(cos0)(b — a)/2, 0 < 0 < 7, as formulas

tomam a forma

M7 1+ cosf Ao [T 1+ cosf 1
do —
0 b+a b—a b—a
1 + cos
2 2

27 J, 1—<b+a)—<b_a>cosﬁ 2
2 2

(&

ﬁ/ 1 —cosf d@—ﬁ/ 14 cost J0 — —1_
21 J, 1 b+a B b—a 050 27 J, - b+a n b—_a 050 b—a
2 2 2 2

Usando as identidades e do lema anterior, obtemos

(4.26)

1-5 1+0
M=/ —— M| 1— = —1.
1< 1—a>+ 2( 1+a>

Para resolvermos este sistema, fazemos as seguintes convencoes afim de simplifica-lo:

A1 A2

0y = — 2 4.27
S T W (4.27)

g — — L
DTN+ N

Entao, (4.26) toma a forma

1—a 14+a
0 0 = 1
Wity T2V 1T :
1-0 140
0 0 = 1.
! 1—a+2 1+a

Resolvendo o sistema para encontrar ¢; e 6 em funcao de a, b, obtemos

&:% 1—a)(1-b), &:% L+ a)(Ll+b).

Tomando a soma e a diferenca dos quadrados de 6; e 65, obtemos
ab=2(07+05)—1, a+b=2(0; —07).
Resolvendo este sistema, concluimos que

a=(02-02)—VA, b= (-6 - VA, (4.28)
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onde

A= {1 - (91 + 92)2}{1 - (91 - 92)2}.
Portanto, S,, = [(0 — 02) — VA, (02 — %) — VA]. O

4.4.2 Pesos de Laguerre

Os pesos de Laguerre sdo da forma w(x) = z°¢™**, A = [0,00), com s > 0,\ > 0.
Desta forma, Q(z) = Ar—slogx e Q"(x) = s/x?. Dali, a segunda derivada de Q é positiva
e concluimos que () é convexa. Portanto, o suporte S, é um intervalo o qual chamaremos
em principio de [a,b]. Para s = 0, devemos ter a = 0, caso contrario isso contrariaria

4.16) no Teorema 4.3. Para s > 0, o Teorema nos déa
F(8w> = F([av b]) = I%%XF([OA,ﬁ])

onde F' é o F-funcional de Mhaskar-Saff, e portanto devemos maximizar como funcao de

«a e (3, a funcao

— B xr — slogxax
G(a,8) = F(lo, f]) = logﬁT‘% f@:—al)(gﬁi:)

_ A [T _
log64a—;/0 (ﬁ—;ajL(ﬁQa)cos@)dQ
+ %/0 10g(6;a+(ﬂ;a)0059)d9

no primeiro quadrante do plano complexo, onde na igualdade (x) fizemos uso da mudanga

de variavel 2z = (6 + ) + (6 — ) cos§. Calculando as integrais acima e usando (4.23),

—
*
~

obtemos

G(a, B) = 2slog (M) —A (%) +log (%) . (4.29)

A condicao necessaria para que os pontos a e b sejam pontos de maximo, é que as derivadas
parciais de (7, nas variaveis « e (3, calculadas nos pontos a e b devem ser nulas. Calculando

tais derivadas em (4.29) e igualando a zero, chegamos a

s A 1
Vahiva) 2 ba
(4.30)
Ao,

VB(Vb+a) 2 b-a
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Segue diretamente deste sistema que

\/a_:S e at+b=

X (S+1),

>N

ou seja,

(s+1—v2s+1), b=—(s+1++v2s+1). (4.31)

a =

> =
> =

Portanto o suporte para os pesos de Laguerre sao os intervalos

A Hs+1=v2s+ 1), A7 (s + 1425+ 1)].

4.5 Recuperacao da Medida de Equilibrio

Uma vez conhecido o suporte da medida de equilibrio S, podemos obter o potencial
de equilibrio U*~ como solu¢ao de um certo problema de Dirichlet. Assim, podemos obter

a medida de equilibrio p,, a partir de seu potencial.

Comecamos com algumas definicoes do calculo vetorial que serd bastante 1til no

decorrer desta secao.

Definicao 4.3. O operador Laplaciano A, € definido como

O*F  O*F
AF - W _'_ 8—y2.

Um resultado que serd utilizado nesta secao, o qual nao demonstraremos por ser um
resultado classico da analise vetorial, é o Teorema de Green. A versao que utilizaremos é

um pouco mais geral pode ser encontrada em [15] e [2].

Seja D um aberto com bordo 9D de classe C!, e sejam u e v fungoes de classe C?

definidas em uma vizinhanca de D. Entéo,

/R(vAu — uAv)dm = — /aR <vg—z — ug—Z) ds, (4.32)

onde m é a medida de Lebesgue em C e 0/0n é a derivada direcional na dire¢do da normal

interior a 0D.

Uma consequéncia deste teorema é que se u e v forem harmonicas, entao o lado
esquerdo da identidade (4.32) se anula obtendo assim uma nova identidade

ou ov

V— = U—— 4.33
9D 877/ 9D 877, ( )
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Teorema 4.5 (Teorema de Gauss). Seja D um aberto, limitado com fronteira C* e p

uma medida com sinal de suporte compacto e disjunto de OD. Entao,

1 ou#
Dy =— | T s
M( ) 2T oD 877, ds

Demonstracao: Inicialmente vamos supor que p = 9d,, com zy € R. Podemos remover
um pequeno disco D,(zp) de centro em zy e raio r, com r suficientemente pequeno, de
tal forma que o disco esteja inteiramente contido em D. Desta forma podemos aplicar
a formula de Green (4.32) no dominio R\ D,(z) com u = U%o e v = 1. Pelo fato das

funcoes serem harmonicas temos, por (4.33), que

ou?-:
/ "o (4.34)
A(D\Dy () O

Note que I(D \ D,(z)) = Cr(20) |JOR. Em C,(2), a derivada na dire¢ao da normal de

U0 =log1/|z — z| é igual a —1/r. Consequentemente, (4.34) implica que

5 5 5
o Ods+/ o ds = / o Od8+/ —1/rds
op On Cr(zo) O op On Cr(20)

oU°-
= ’ ds — 2w =0,
oD 877,
e, consequentemente,
oU°-
/ i ds = 2.
oD 871
Portanto,
1 U
- ds =1, (4.35)
21 Jop On

e o teorema ¢ verdadeiro para este caso especial.

De modo analogo podemos mostrar que se = 6°° mas z, € D, entdo

1 AU =0
N 2T oD 871

ds. (4.36)

Agora integrando ambas as equagoes (4.35) e (4.36) com respeito a medida g no
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conjunto D e somando, concluimos que

AU %o
WD) = / = /aD U dsdu)

U0
= d/,l, 5
/8D/ on
1 1 ouH
= log ——d ds = — —d O
27r op On (/D Og\z—zo\ n >) T on op On .

O proximo teorema nos fornece uma forma bastante simples para encontrar a medida

de equilibrio. Ela ¢ aplicavel apenas a discos.

Teorema 4.6. Seja 1w uma medida finita, positiva e de suporte compacto no plano. Entao,

para qualquer zo e r > 0, o valor médio

L(U*; z9,7) = %/ Ut (2 + re'?)df

—T

existe e € finito. Ainda, L(U";z, 1) visto como uma fungao de r, € nao-crescente e

absolutamente continua em qualquer sub-intervalo fechado de (0,00). Além disso,
lir% L(U*; zg, 1) = U"(20). (4.37)
r—

Se r é um valor para o qual d%L(U“; 20,7) existe, entao

w(D(20)) = —rdiL(U”;zo,r). (4.38)

r

Em particular, isto é verdadeiro para todo r > 0, exceto para uma quantidade enumerdvel

de valores de r.

Demonstracao: Para simplificar vamos tomar zy = 0 e substituir L(U"; 2, 1) por L(r).
Aplicando o Teorema de Fubini, na integral que define L(r), e a formula para o potencial

no disco, como no Exemplo 3.1, obtemos

L(r) = [ o, (2)du(2), (4.39)
onde
logl/r se |z| <r
log,(2) :=
logl/|z| se |z| >

Sendo a fungdo acima decrescente com respeito a r, concluimos que L(r) é nao-

crescente. Pela desigualdade do valor médio para fungoes super-harmonicas, deduzimos
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que L(r) < U*(0). Além disso, segue da semi-continuidade inferior de U* que

liminf L(r) > L(0) = — / " Um(0)do = UM (0),

r—0t 2T

—Tr

e isto prova (4.37).

Da expressao (4.39),

1 1
L(r+h)—L(r) = / log du(z) + / log —du(z)
|z|<r+h h |z|>r+h

r |z

1 1
- log —du(z) — / log —dpu(2)
/zgr r |z|>r ‘Z|
1 1
= lo —log - ) du(z
/Zq( & —7 gr) (z)

r+
1 1
+ / <log——log—) du(z
r<|z|<r+h r+h |Z‘ ( )
= / log - du(z) + / log 12 du(z)
|z|<r r+h r<|z|<r+h r+h

h h
S / d,u(z)—/ log " du(z), h>o0.
|z|<r r<|z|<r+h

r 2|

Isto prova que L(r) é absolutamente continua em qualquer sub-intervalo [a,b] C (0, c0).

Devido ao fato que ||u||log[(r + h)/r] < ||p||h/r, temos

(r+h)

r

h
|L(r +h) = L(r)| < log lall < el

Se dividirmos a féormula obtida anteriormente por h, obtemos

A = g (14 % IRCEY IR () o

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, a derivada a direita de L vale

(D, 0)).

De modo analogo, usando agora a formula

L(r — h) — L(r) 1 r—h/ / 1
= —log du(z) — —log —du(z).
—h h r |z|<r—h ( ) r—h<|z|<r h |Z‘ ( )

e, o Teorema da Convergéncia Dominada e o Teorema da Convergéncia Mondtona, a

derivada a esquerda de L vale
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(D, (0)).

Desde que, a medida do circulo que limita D,.(0) seja nula, entao as derivadas a esquerda
e a direita coincidem. Assim, chegamos que (4.38) é valido exceto em um conjunto

enumerdvel de raios r. U

Vamos apresentar abaixo os andlogos as féormulas de inversao de Stieltjes-Perron ,
como em [3], e a formula de Sokhotskyi, como feito em [4], também conhecida como
formula de Plemelj. Elas tem por objetivo determinar a medida de equilibrio em arcos.
Para tanto, no que segue quando nos referirmos a uma curva [', esta serd uma curva

simples, ou seja, sem auto-interseccoes e nao necessariamente fechada.

Teorema 4.7. Seja D uma regiio, onde o potencial U* é de classe C?. Entao, p ¢é
absolutamente continua com respeito a medida de Lebesque em C, a qual denotamos por
m, ou seja, conjuntos de medida nula com respeito a medida de Lebesgue também tem

medida nula com respeito a medida p. E vale
1
dp = ——AU"dm.
2T

Reciprocamente, se em uma vizinhanga de wm ponto zo a medida p tem a forma du(t) =
f(t)dm(t) e, a fung¢ao f é Holder continua com respeito a uma constante o > 0 no ponto
20, entao AU*(zy) eziste e
1
2p) = —=—AU"(2p)dm.
f(z0) = =5 AU"(x0)

Lembramos que uma funcao f definida em um dominio D é Holder continua, com
respeito a uma constante o > 0, em um ponto zy € D, se existe uma vizinhanga U,, e

uma constante C, tal que,
|f(2) — f(20)| < C|z — 20|, paratodo z € U,.

Em particular, quando o = 1 a fun¢ao ¢ chamada de Lipschitziana.
Denotaremos estas classes de fungoes por, H, e Lipl.

Demonstracao: Inicialmente suponhamos que na regiao D o potencial é de classe C?,

e vamos provar que dji, = —%AU“dm‘D.

Tomemos um subdominio Dy C D, simplesmente conexo, cujo bordo é uma curva I’

de classe C'. Vamos provar que
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P dm(t) + 27U*(z) (4.40)

/ (AU () log
Ro

¢ harmonica. Daf usando o Teoremal4.1 concluimos que a medida com sinal (27)~1 (AUH) dmy, +
i tem seu suporte fora de Dy, pois neste conjunto a medida y vai coincidir com a medida

nula. Assim, teremos

1
d,u‘RO = —%AU”dmmo.

Seja zg € Dy um ponto arbitrario e, para r > 0 suficientemente pequeno, definimos

D, =Dy \ D,(2). Com as fun¢oes u = U* e v =log 1/|zy — t|, podemos usar o Teorema

de Green, particularmente a identidade (4.32). Para o lado esquerdo obtemos

1 0 M 0 1 m @ o) 1 # m
[ tor a0 @) -0 (o Y @ [ tom A @)t

_ / log ——— A(U*(t))dm(?)
Dyzo) |20 — 1]

® /D log |Zol_t|A(U“(t))dm(t)

+ O(r*log1/r).

onde (a) se justifica pelo fato de log1/|zp — | ser harmonica por ser parte real da fungao
que é analitica em R, log1/(zp —t), e (b) é uma estimativa baseada no Exemplo
para potencial em discos e no Lema 3.2, Consequentemente, o segundo termo tende a

zero quando r — 0. Portanto, resta apenas o primeiro termo, que ¢ igual ao primeiro

termo de . Usando u e v definidos acima, o lado direito em (4.32) é dado por

/ < ou 821) / < ou 821)
V— —U— | ds + V— — u— | ds.
8Dy on on Cr(20) on on

A primeira parcela da integral acima é uma funcdao harmonica em z,, pois para todo
t # zo, as fungoes v e Jv/On sao harmonicas como fungoes de zp. A segunda parte é

composta de dois termos, um termo da ordem de O(rlog1/7) e o segundo termo é

/ u@ds.
Cr(20) 0n

Como dv/On = —1/r em C,(2), concluimos que esta integral tende a —27u(zy) quando
r tende a zero. Portanto a funcao em (4.40) é harmoénica em zy. Como este ponto foi

tomado de modo arbitrario, ela é harmoénica em qualquer z € D,.

Vamos provar agora a segunda parte do teorema. Seja f como no enunciado. En-
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tao, f(z) = (2m)"PAU*(z), no exterior do disco D,(z), o potencial U* é uma funcio
harmonica. Consequentemente, pelo Teorema podemos supor que p é nula fora de
D, (z) enquanto que em D, (zy) temos du(t) = f(t)dm(t). Se f é constante ao longo de
D, (2p), entao para todo z € D,(z), obtemos do Exemplo 3.1, que

2 1 72 |z — 2

Ut(z) =27 (glog; + i T) f(20),

Neste caso a afirmacao do teorema é Obvia. Subtraindo f(z) de f se necessario,
podemos supor que zp é uma raiz de f. Este fato mais a condicao de f ser Holder

continua com constante a implicam que

|f(2)] < L|z — 2| (4.41)

Sem perda de generalidade podemos supor que zg = 0. Sejam z = x + iy e t = u + 0.

Entao,

ou+ r—u
0= [ SOE )

Observe que a integral converge uma vez que |z — y| < |z — t|. Consequentemente,

02U ) r—u —u\ 1
~Tr 0 = i, 50 () s
2?2 —u? + zu
= lim £(t (—) dm(t). 4.42
A P T A 42

Consideraremos um limite lateral apenas. O outro é calculado de maneira analogo. Defi-

namos
2 —u? + xu 2 —u? + xu
oz, t) = = )
lz =2t (v —w)? +v?)(u? +0?)

Usando a desigualdade entre as médias aritméticas e geométricas de nimeros positivos,

obtemos

oz, )] <

(«z—$2+w>+@ﬁiv%)‘

DN | —

Desta forma, se

q)(x,t)::max{min{w(:c,t) 2 } - }

7'LL2+’U2 "LL2—|—U2

entao isto segue que P coincide com ¢ para cada um dos seguintes valores de parametros:
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x > 2u ( pois neste caso (z — u)? +v? > u? +v?),
3 1
> ¢ ( pois neste caso (z — u)? +v* > §(u2 + %)),

3 1
<u<gre lv| > z( pois neste caso (z —u)? 4+ v? > i(u2 + 0?)).

Consequentemente, ® e ¢ pode diferir somente na regiao R(z) determinada pelas de-

sigualdades
L <u< 0 lv| <
5¢ <u<gz, vl <z,
Nesta regiao, temos que |¢ — ®| < |p|. Escrevendo & = x — u, temos que
1 (3/2)x ¢ 4 1 €]
) < < —=+46 et R(x).
lp(z, )] < (W2 +02) | |z/2]2 (€ +0?) ~ 22 + 6| (€2 +02)’ z € R(z)
Integrando e usando (4.41), vem que
/)|an< /x/W2<é+6uFL—EL—)&m;<8+th
R(z) I —z/2 z? (52 + 'U2) N ’
isto é,
| Arelam= o)
R(z)
O que verificamos até agora é que
lim f(t)p(x, t)dm(t) = lim f)D(x,t)dm(t). (4.43)

No entanto, por (4.41), temos (independentemente de x) que
|f(H)®(x,1)| < 9LJt*.

Como o lado direito da desigualdade define uma fungao integravel com relacao a m.
Consequentemente, podemos usar (4.42) e e 0 Teorema da Convergéncia Dominada

para deduzir que

STV =t [ 0@ dm(t)
ox =0/ p,(0)
_ /) <E%ﬂw®@J»de)
D, (0)

- / FO-2"" ).
)
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De uma forma similar, podemos provar que

OPUH / v? — u?
— 0)=— t)————=dm(t).
o 0= | T md
Assim,
oPU*r oPu*
K = -0 = —
AUH(0) 52 0) + By 0)=0 27 £(0)
0 (ue prova o teorema. O

Agora vamos enunciar e provar alguns teoremas de recuperacao de medida, para o
caso em que o suporte destas medidas forem curvas, tais curvas sera sempre simples e
regulares, sem auto-interseccoes. Necessitaremos para isto de algumas definicoes como

segue.
Definigao 4.4. Dada uma curva T :=T'(t) de classe C', regular, ou seja, I'(t) # 0 para
todo t, definimos o lado esquerdo de I', como sendo o conjunto dos pontos z, tais que,

zZ— 20
Oﬁarg <m) <7T/2

com I'(ty) = zo, para pontos zy que nao forem pontos extremos. Analogamente, definimos

0 lado direito de I', substituindo o vetor iI"(to) por —il"(to).

Definicao 4.5. Dizemos que uma funcio f: X — C é da classe C'° com § >0, se f €

diferencidvel e f' € Hgs, onde Hs é a classe das fungoes Holder continuas com constante

J.

Definigao 4.6. Definimos o limite nao-tangencial a esquerda (respectivamente a direita)
de uma funcao F, definida sobre uma curva I', na vizinhanga de um ponto zy, com I' de
classe C'0, como sendo o limite
F(zd)= lim  F(2)( respectivamente F(z;) = lim F(z)).
z—20 zES(e) z—20 zeS(g)
K + b —_
caso este limite exista para todo 6, onde Sf) (respectivamente 5@ ) denotam os se-
tores do lado esquerdo de T' (respectivamente o lado direito de T' ), no qual todos os

seus pontos sao tais que, arg (il'(to)/(z — 20)) = 0 para 0 < 0 < /2 (respectivamente
arg (—il"(tg)/(z — 20)) = 0 para 0 < 0 < 7/2 ) com ['(ty) = 2.

Teorema 4.8. Suponha que supp(u) N D =T, onde D = D, UD_UT é um dominio e T
¢ uma curva de classe C'0 com § > 0. Seja U* o potencial definido em C que é limitado
em I' e H (respect. H_) fung¢des analiticas, definidas no dominio D, (respect. D_) que

estao do lado esquerdo de T" (respect. lado direito de T"), com parte real igual a U*. Entao,
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se 29,21 € I' e 29 precede zy em I, a medida de comprimento de arco p do arco I',

entre zy e z1 € dado por

(T ) = o AH () — Ho(z) — Ho(21) + H-(z)).

271
Observagao: Devemos observar que, de acordo com o Teorema 3.1, o potencial é uma
fungao harmonica nos pontos z & supp(u). Logo, o Teorema garante a existéncia de
H.(z), que nada mais é do que o complemento analitico do potencial U*(z) nos dominios
D..

Demonstragao: O potencial U¥(z) nos pontos z ¢ D é uma fun¢ao harmonica, isso
segue do Teorema [3.1. Portanto, o Teorema da Unicidade 4.1/ nos diz que podemos
ignorar esta parte do potencial, pois nesta parte a medida p coincide com a medida nula.

Consequentemente, podemos supor que o suporte de p é a curva I'.

Estas hipoteses sobre p implicam que as fun¢oes analiticas

H.(z) - / log ——d(?)

tém parte real nula, e consequentemente sao constantes em [, respectivamente. Desta

forma, podemos supor que
Hae) = [ log —dutt
z)= [ log—— .
+ g o I

Sejam 2y e z; dois pontos em I'; e para 8 > 0, seja S(g?i os setores de D, cujos pontos
z € S(()?i forma angulo 6 com o respectivos vetores il”(ty) e —il"(to), onde I'(tg) = 2o,
o setor Siei é definido similarmente para z;. Para um h > 0, escolha pontos A, € S(()?J)r
e B, € S(()f)l cujas distancias de zy sejam menores do que h, e os pontos C e D) sao
escolhidos de modo similar com respeito ao ponto z;. Conectemos ainda, Dy e Aj por
um caminho suave qualquer vy € D., e de modo analogo ligamos B, e C} por uma
curva v_ € D_. Agora seja v* a curva fechada orientada no sentido positivo, ou seja,
anti-horario formada por v, e y_ juntamente com os segmentos Ayzg, z0Bp, Crz1, 21Dp.
Confira figura 2.

Como

1 1
log(—)z/( )du, t e,
z—1 Y \Z—u
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para qualquer curva . Dai, temos que

HL(Dy) = HolAs) = HA(C)+ H-(B) = [ /

1
— dud(t —// dudu(t
/F/Ahzou_t () r Z()Bhu_t (>
1 1
- /F/Cth u_tdudu(t)—/r/zmh u_tdud,u(t).

Para as integrais no segmento Ajzg temos as seguintes estimativas:

1 Ch/|t — z| se |t — 20| > h
/ dlu] <
Apzo [ — 1| C+1ogCh/|t —z|  se  |t—z|<h,

Estas estimativas se baseiam no fato de se fizermos um disco em torno de zy de raio h,

entdo no primeiro caso o integrando é limitado por 1/|t — zy|. Entao, de resultado classico
de calculo com varidveis complexas nos da que a integral é limitada pelo limitante do
integrando multiplicado pelo comprimento da curva onde estamos fazendo a integragao.
No segundo caso a integral no seguimento ¢ menor do que a integral no disco, de onde

segue a desigualdade acima.

Nas desigualdades acima, temos que a constante C' independente de h e t € I', mas
pode depender do 6 fixado (neste ponto é que necessitamos que o ponto Ay, € S(()?J)r). Como
temos que supor que U¥(zp) € finito, isto é, que log1/|t — 2| é integravel com respeito
a medida p, podemos deduzir pelas mesmas razoes que em 29Bj, Crzy e 21Dy, o valor da

integral interior

/ L (4.45)

,y*u_t

¢ integravel com respeito a du(t). Além disso, se fizermos h — 0, entdo os pontos A, e
By, tendem a zp e Dy, e (', tendem a z;. Como em ambos os casos a convergéncia é em

sentido oposto, concluimos que tudo se cancela. Dali,

lim // dud // dud t
h—0 T'JApzo U — Iu Z()Bh IU( )
—I—// dudu // dud,u(t)zO, (4.46)
rJo,, w—1 21Dy U

onde supomos apenas que a convergéncia ¢ nao-tangencial.

dudu t) (4.44)
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Fazendo uso da férmula
/ 1 271 se tey
du =
pru—t 0 se te&",

em (4.45) é 2mi. Finalmente, obtemos de (4.44) e (4.46) que

lim (H.(Dy) — Hi(Ay) — H-(C) + H(By)) = 2min(Ts ).

h—0
A existéncia do limite a esquerda mostra que o limite nao-tangencial H. (2%) existe em

todo ponto de v, e obtemos a formula enunciada no teorema

Hy () = Hi(2g) — H-(21) + H-(25) = 2mip(Tzp,z0). m

&

Figura 2: Idéia Geométrica da Demonstracao

Definicao 4.7. Um ponto zg € I' € um ponto de Lebesque de uma funcao f definida em
I' com respeito a medida de comprimento de arco ds se
1
—— |f(2) = f(z0)|ds = 0.
r

im
Z—>Z0,Z€F S(F[ZO,Z]) (20,2]

No proximo teorema faremos uso de dois resultados que enunciaremos sem demon-

stracao.

Teorema 4.9 (Teorema da Correspondéncia entre Fronteiras). Sejam D um dominio
simplesmente conezo e limitado de fronteira I' e, f(z) uma aplicagdo conforme que aplica
D no disco unitdrio fechado |z| < 1. Entao, esta aplicagao leva o interior de D no disco

|z| <1 eI na fronteira do disco |z| = 1.

Este teorema bem como sua demonstracao pode ser encontrada em [12, pag70].

O proximo teorema fornece uma condicao para que o limite nao-tangencial exista.
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Porém ele versa apenas sobre dominios no disco. Para dominios D mais gerais, podemos

utilizar o teorema anterior para obter uma correspondéncia entre o disco e D.

Teorema 4.10 (Fatou). Seja f uma fungao harmoénica complexa nao negativa, definida
no disco unitdrio. Entao, f tem limite nao-tangencial para quase todo ponto z pertencente

ao circulo unitdrio.

Este teorema bem como sua demonstra¢ao podem ser encontradas em |7, pag48|.

Corolario 4.3. O resultado de Fatou, pode ser estendido para qualquer dominio D com

fronteira T".

De posse destes resultados, estamos prontos para enunciar e demonstrar o principal

resultado desta secao.

Teorema 4.11. Suponhamos que a intersec¢ao de S,, com o dominio D é uma curva I’
simples C'T, com & > 0 e denotamos por ny(z) e n_(z) respect. a normal a esquerda
(respect. a direita ) de T' no ponto z € T'. Suponha que o potencial U* € Lipl em uma
vizinhanga de I'.  Entao, a medida p em I' € localmente absolutamente continua com
respeito a medida de comprimento de arco ds, e temos a representa¢ao

1 [ou* ou*
dp = ~5- (%(s) + 871—_(8)) ds.

Demonstragao: Comecamos observando que, se o potencial U* é Lipl em uma vizin-
hanca de I, entdo as derivadas direcionais de U* nas diregoes de ny (z) sdo continuas em
quase todo ponto z com respeito a medida de comprimento de arco. De fato, seja por
exemplo £ C D um dominio simplesmente conexo com fronteira de classe C!, limitada
por algum arco I" C I do lado esquerdo com a propriedade que U* é Lipl em E. Seja
h uma funcao analitica em F com parte real igual a U*. Do fato de U* ser Lipl segue
que a derivada direcional de U* é uniformemente limitada em E. Consequentemente, as
Equacoes de Cauchy-Riemann implicam que A’ é limitada em E. Desta forma, de acordo
com o Corolariol4.3 o limite nao-tangencial do lado esquerdo existe em z para quase todo
ponto z € I”. Portanto, podemos ver que em todo tal z a derivada normal OU*/dn
existe e é o limite da derivada direcional de U* na dire¢ao de n,(z) quando z’ — z de
forma nao-tangencial. Sendo que FE foi escolhido de forma arbitraria, a afirmacao no que
se refere a continuidade da derivada direcional segue em quase todo ponto z € D com

respeito a medida de comprimento de arco ds.

Para provar o teorema sobre as hipoteses aqui estabelecidas, tomemos dois pontos de

A, B €T e conectemos A e B por duas curvas suaves de Jordan 4% e v~ posicionadas dos
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lados esquerdos e direitos de I' respectivamente. Seja zg qualquer ponto do interior do
arco I'14 p) e construa um pequeno circulo C,(z) de centro em z, de raio r suficientemente
pequeno para que o disco limitado por C,(zg) esteja no interior da regiao limitada pelas
curvas v e y7. Sejam C' e D os pontos onde o circulo C,(z) intercepta a curva T.
Definimos as curvas I't e I'", onde I'* é a curva formada pelas curvas 7+ os arcos I'4 p) €
I'ie.p) e a parte do circulo C, (%) que esta do lado esquerdo de I'. A curva I'™ é composta
pelas curvas v~ os arcos I'jp p) e I'(p 4] € a parte do circulo Cy(20) que esta do lado direito

de I'. Além disso, chamamos de R, a regiao limitada pelas curvas I'*. Confira a figura (3.

Fazendo v = U* e v(z) = log1/|z — 2|, podemos obter da Formula de Green (4.32)

que

/R+ (vAu — uAv)dm = — /1“+ (vg—z — ug—:;) ds. (4.47)

De fato, se u for diferenciavel em I'(4 g}, entao (4.47) pode ser obtido da férmula de Green
. Desta forma, fazendo uso da continuidade das derivadas envolvidas bem como do

fato de elas serem limitadas, obtemos

/ va—uds — / va—uds
F[A,B] 877/ F[C,D] 877,

= /u@ds—/ v@ds—/ va—uds.
r+ On o on Cr(20)(c,D) on

= u@ds — va—uds — / va—uds,
Cr(20)[c,D] on

onde os arcos C,(2,)c,p) nas duas formulas tem sentidos opostos. Somando estas duas
formulas e fazendo uso do fato que em I' as duas derivadas nos primeiros termos nos
lados direitos tem valores opostos (Ov/0n quer dizer que a dire¢do é na dire¢ao da normal

interior de R, e R_, respectivamente, e em I" estas dire¢oes sao opostas), obtemos

ou ou ou ou
V— +v— | ds — V— +v—— | ds
F[A,B] an— 877’—}— F[C,D] 877/_ an_;’_

= / (u@ - v%) ds +/ (u@ - v%) ds, z €l (4.48)
Uy \ On on Cr(z0) \ On on

onde no lado esquerdo as derivadas dv/dn_ e dv/On. de u sdo na dire¢do da direita e

da esquerda de I', enquanto a diferenciacao no lado direito é com respeito as normais



4.5 Recuperacao da Medida de Equilibrio 88

interiores das regices R, | J R_.

Quando zy € I', entao temos

ou ou
V— +v— | ds = / (u— — v—) ds+, z T 4.49
/F[A,B] ( on_ an—i—) vy Ury~ on on 0 € ( )

O primeiro termo no lado direito de (4.48) é uma func¢ao harmonica de 2y, na regiao

determinada por vy, e y_, enquanto que, por

ov

1
%(t) = —;, t e CT(ZQ),

a segunda integral em pode ser escrita como
—2mu(zy) + o(1) + O(rlog 1/r),

pois o fato de u = U* ser Lipl implica que as derivadas direcionais sao limitadas. Pela
estimativa para o potencial feita no Lema /3.2 o segundo termo na esquerda é da ordem de

O(rlog1/r). Consequentemente, quando r — 0, substituindo zy por z obtemos a formula,

1 ou* oUu* 1
H —
U*(z) 2 Jeos <—8n_ (s) + o (5)) log P S|ds +9(2),

onde g é harmonica em uma vizinhanga do arco aberto I'i4 p). Portanto, a medida p, de

acordo com o Teorema da Unicidade 4.1, é dada pela formula

1 [oU* our

como afirmamos.

Com isto concluimos a demonstracao do teorema.

Figura 3: Idéia da Integragdo no Teorema

Teorema 4.12. Suponhamos que a intersecciao de S, com o dominio D € uma curva I’
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simples C'0. Suponhamos que w seja nio-negativa e absolutamente continua com respeito

a medida de comprimento de arco e sua derivada de Radon-Nikodyn estd em LP(ds) para

algum 1 < p < co. Entao,

1 [oUhe QU Hw
dpiy,(8) = ~5- ( o (s)+ o (s)) ds

onde 0/0ny denota a diferenciacao nas dire¢oes normais G curva 7.
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5 Aplicacoes

Neste capitulo vamos mostrar algumas aplicacoes dos resultados obtidos anterior-
mente. Na primeira secao encontraremos a medida de equilibrio para os pesos de Laguerre
e Jacobi. E na segunda secao faremos o estudo assintotico dos zeros dos polindémios ex-

tremais.

5.1 Exemplos de Determinacao da Medida de Equi-
librio

Agora vamos fazer uso dos teoremas de obtencao da medida de equilibrio para encon-
trar a medida de equilibrio para dois pesos classicos da teoria de polindémios, os pesos de

Jacobi e Laguerre.

Antes vamos enunciar e provar um lema que sera utilizado para a determinacao da

medida de equilibrio para os dois tipos de pesos.

Lema 5.1. Sejam A = [a,b] e

_Vz—a+Vz-b
CVi—a—Vz—b

onde a raiz € tomada no ramo em que ela se comporta como z no infinito. Entao, a

¢ =¢(2): (5.1)

fungao de Green com polo no infinito definida em Q= C\ A ¢ dada por
ga(z,00) = log|p(2)] (5.2)

Demonstragao: A demonstracao se baseia no fato de que

1
— l?l/fA
gQ(Z7 OO) (Z) 1Og Cap( 4) )

como ja conhecemos a capacidade do intervalo, resta calcular o potencial U*4, porém

no Exemplo [3.3 calculamos este potencial para o caso em que o intervalo era [—1,1].
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Portanto, precisamos apenas fazer uma mudanca de variavel para obter

5.1.1 Pesos de Jacobi

Os pesos de Jacobi sao da forma w(z) = (1 — 2)M(1 + x)* com \; e )\, positivos e
A = [—1,1]. Nosso objetivo é mostrar que a medida de equilibrio para pesos de Jacobi é

dada por

Ll M N

dpiy,(x) = (0= 29 V(z—a)(b—z)dr, a <z <b.

Conhecendo o suporte da medida de equilibrio, que foi encontrado na Secao 4.4.1,
podemos encontrar o potencial de equilibrio através do Teorema [3.11. Para o peso de

Jacobi o potencial de equilibrio ¢ dado por
Ut (2) = g(2) — ga(z,00) + Fyy = g(2) —log|p(2)] + Fu,

sendo ¢g(z) a solugao do problema de Dirichlet com fungao de fronteira —@Q), que é dada
por

o (-~ ¢~ ¢
g(Z) —h(Z) AllOg Clc_l g_lc_l

onde ¢(z) foi definida no Lema e (.1 = @(—1)e (1 = p(1), com a,b extremos do
suporte da medida de equilibrio que foram encontrados na secao Além disso,

— X log — (M1 + A2) log (],

h(z) :== Alog |1 — z| + Ay log |1 + z|,

sendo ¢g(z) a solugao do problema de Dirichlet com fungao de fronteira —@Q).

Para podermos utilizar o Teorema [4.12, temos que calcular as derivadas nas dire¢oes
normais QU** /Ony.. Primeiramente, vamos calcular
A -G\ (—¢a\
D(z) = P { A1 log (ClC — 1) Ao log ((_1( — 1) (14 A1+ o) log(()}
d¢ (G¢—1) —-GlC-a) (€-1¢—1) = ¢a(C —¢) 1}
= —=<-A - A — A1+ Ao)=
dz{ Tl ame-D Y G- TR

Ly Y <Cl_é) A <g_1_é> 4 )2

e Te-a(c-d) Te-a(c- &) ¢

(5.3)
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De valem as seguintes identidades

o — (e L) e
e () =R

(5.4)
(-l _4/0-al-yh . 1 _4/0+a0+}
e b—a ’ R b q :

onde a raiz é positiva. Consequentemente, substituindo (5.4) em (5.3), obtemos

1 VI —a)(1-b) ~/1+ 1+0)
“1 a) (L4 A+ )

D(z) = At
(2) (z—a)(z—b)[ z— z+1

Estes resultados, juntamente com os valores de a, b que obtivemos na Se¢ao(4.4.1, mostram

que D(z) ndo se anula nos pontos a e b. Desta forma,

D(z) - 1 (1+)\1—|—)\2)(z2— a)(z—b)}
GCoa(-b e
(5.5)
B (z—a)(z—0)
= (14+ XM +X) T :
Finalmente, sendo 0h/on, =0
oute(z)
T = Re_lm_ {iD()})
= 1+1)\_1;_2>\2\/:E—a x), a<x<b,
Sendo
oUte (z)  OUM(x)
on,  On_ '
segue, do Teorema |4.12, que
1
dp, () = +)\1+)\2\/ b—x)dr, a <z <b.
(1 —x?)
5.1.2 Pesos de Laguerre
Os pesos de Laguerre sao da forma w(x) = z°¢ %, A = [0,00), onde s > 0, A > 0.

Provamos na Secao [4.4.2] que o suporte da medida de equilibrio para pesos de Laguerre

¢ um intervalo S,, = [a, b], e calculamos os extremos deste intervalo. Consequentemente,
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podemos usar o Teorema 3.11 e encontrar o potencial da medida de equilibrio, que é dado
por

¢ —Co
Go¢ — 1
+ ARev/ (2 —a)(z—b) — (1 +s)log|C| + Fy,

Urv(z) = slog|z| — ARez — slog

onde ¢ = ¢(z) e (o = ¢(0). Podemos usar o Teorema para provar que o potencial é

de fato dado pela formula acima.

Para calcular QU*» (x)/0n, vamos supor que s > 0 e, procedemos como no caso dos

pesos de Jacobi, calculando primeiramente

H(z) = % {—slog (Cio__@l) — (14 s)log¢ + /\\/m}

_ 1
¢ G~ % —(1+s)1 +5 (22 —a —b)

¢ 2\/(z—a)(z—b)

(5.6)

Das identidades

ac _ ¢
dz (z—a)(z— b)’

encontramos

Portanto, temos

%“’ff) = Re{_lim_ {il(=)}}
_ _)‘\/(I_a)(z_b) a<z<b.

Sendo
oUtw (x)  OUM(x)

on on_ '

segue, do Teorema [4.12, que

Aty (x) = —%\/(:E —a)(xr —=b)dr, a<z<bh.

Embora supomos que s > 0 nas derivadas acima, a formula continua vélida para o
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caso em que s = 0. Para este caso, temos que a =0 e b = 2/\. Assim,

dpiy(x) = % %dm, 0<xz<2/A

5.2 Convergéncia da Medida Contadora de Zeros Nor-
malizada

5.2.1 Polinémios Extremais

Nesta secao estudaremos a medida contadora de zeros normalizada dos polinémios

extremais.
Comecamos fornecendo algumas defini¢coes tteis neste contexto.

Como no caso das func¢oes de Green com polo no infinito, podemos definir as funcoes

de Green com polo em um nimero finito 2, como segue.

Definicao 5.1. Seja G C C um conjunto dominio de capacidade positiva. A funcao de
Green com polo no ponto zy € G, se existe e € unica, € a fungdo go(z,20) em G com as

sequintes propriedades:

(a) ga(z,20) € nao-negativa, harmonica em G\ {z} e limitada em todo conjunto da

forma G\ U,,, onde U,, € qualquer vizinhan¢a de zy;

(b) lim (ga(z, 20) — log ) € limitada em wma vizinhanga U, \ {20}

|z| =00 ‘Z — Zo|

(¢) lim (ga(z 20)) =0, para “quase todo ponto” x € 0G.

z—x,z€G

Esta funcao pode ser obtida a partir de uma fungao com polo no infinito, da seguinte

forma:
1

Z—ZQ’

gG(Z>ZO) :gé( 00)7

onde G é o dominio que se obtém como imagem de G pela aplicacio de Mébius 1/(z — z).
Para demonstrarmos a existéncia e unicidade para um dominio G simplesmente conexo,
cuja fronteira OG tenha capacidade positiva, primeiramente tomamos uma aplicacao con-
forme ¢ que transforma G sobre o disco unitario levando 2y na origem. Em seguida
definimos gg(z, 29) = log(1/|¥(2)]). A fungao g¢ definida desta forma, satisfaz as pro-

priedades definidas acima.

Abaixo fornecemos um Teorema com uma importante propriedade das funcoes de

Green.
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Teorema 5.1. Para todos z, zg € G, temos

9a(z, 20) = ga(20, 2).

A demonstracao, pode ser encontrada em [13] e [14].

Definicao 5.2. Seja P, um polinémio de grau exatamente n e 2y, 22, ..., 2, SEUS ZET0S.

A medida contadora de zeros normalizada com respeito ao polinémio P, € definida como

n
1
Vp = E E 5Zk’
k=1

onde § € a medida de Dirac com massa em zy.

Definig¢ao 5.3. O supremo essencial “sup” h(z) é o menor nimero U para o qual a fungao
zeH
h toma valores maiores do que U somente em um conjunto de capacidade nula.

Com base nisso € possivel definirmos a norma do supremo essencial como segue:

| fll7 :=1nf{U : |f(2)| < U em “quase todo ponto” de H}.

O Teorema 3.8 nos fornece um limitante inferior para pesos polinomiais, como segue:

lim inf(||w" T, ||%) > exp(—Fl,).

Sejam P, os polindmios monicos extremais que satisfazem
Tim ([Jw"T,%) = exp(—F), (5.7)

onde || - ||* é a norma do supremo essencial.

Teorema 5.2 (Lema de Benstein-Walsh). Seja w : A — [0,00) um peso admissivel.

Se P, € um polinomio de grau no mdzimo n e
lw(z)"P,(2)] < M,  para “quase todo ponto” z € S, (5.8)
entao para todo z € C,

|P,(2)] < M exp(n(=U" + F,)). (5.9)

Este ¢ um teorema que vamos admitir sem demonstra¢ao, para que possamos analisar
a convergéncia da medida contadora de zeros normalizada de polindémios extremais. Porém

sua demonstracao pode ser encontrada em [14] , [13] e [17].
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Nosso objetivo é estabelecer sob quais condicoes, a medida contadora de zeros nor-

malizada v, com respeito a P,, converge fracamente* para a medida de equilibrio 1.
7

Teorema 5.3. Sejam w um peso admissivel tal que S,, € um conjunto de medida nula
com respeito a medida de Lebesgue no plano, {P,} uma sequéncia de polinémios de grau
exatamente n satisfazendo (5.7) e v, a medida contadora de zeros normalizada de P,.

Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) vy = iy quando n — oo na topologia fraca*.

(b) Para toda componente limitada E de C\ S, e toda subsequéncia N de nimeros
naturais hd um zy € E e uma subsequéncia N1 C N tal que
lim | Pa(20)|Y" = exp(—U"(2)). (5.10)
n—oo,nec/Ny

Antes de demonstrarmos, vamos fornecer alguns lemas que serao utilizados na demon-

stragao.

Lema 5.2. Sejam w um peso admissivel, {P,} uma sequéncia de polindmios monicos
de grau exatamente n satisfazendo (5.7) e v, a medida contadora de zeros normalizada
associada. FEntao, v,(K) — 0 quando n — oo para todo subconjunto fechado K da

componente ilimitada Q de C\ S,,.

Demonstragao: Definimos a funcao

1 1
onlz) = 1 10g [ P(2)] — [ log 2 tldpu(t) + Zg< k),
onde {z,;} sdo os zeros de P,, go(z, z,x) s@o as funcdes de Green com poélos nos zeros
de P, e ) é a componente ilimitada de C\ S,,. Definida desta forma, g, (z) é harmonica
em €2, inclusive no oo, pois a funcao de Green é harmonica por definicdo, o potencial
¢ harmonico nos pontos que nao pertencem a S, e a primeira funcao, embora nao seja
harmonica nos zeros, se comporta aproximadamente como uma constante nestes zeros,
quando somada a fun¢ao de Green . Portanto, do Teorema 3.3, item (e), da Propriedade

(c) da definigao de funcao de Green e de (5.7), segue que

limsup g,(2) = limsup g,(2) + Q(2) — Q(2) < &,

z—z!,zeQ z—z!,z€Q)

para “quase todo ponto” 2’ € 92, onde ¢,, — 0 quando n — oo. Pelo Principio do Méaximo

Generalizado o qual é uma variagdo do Teorema 3.9, temos g¢,(z) < &, em . Dai, de
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pelo Teorema segue que

1 1
_ = — <
- > gal00, zup) - > galzng ) < e,
ZnykEQ Zn,kEQ
ou equivalentemente,
0< /gg(z, 00)dr(2) < en, (5.11)

onde

1
Q._ E
Vn = E 52«”’“

Zn,kEQ

ou seja, é a restricao de v, ao conjunto €2. Portanto,
/gg(z, 00)dvi(z) — 0, quando n — oo.

Como para todo K C € fechado, temos go(z,00) > C' > 0. Entao, devemos ter obrigato-

riamente v,(K) — 0 quando n — 0. O

Lema 5.3. Sejam w um peso admissivel, {P,} uma sequéncia de polindmios monicos
de grau exatamente n satisfazendo e vy, a medida contadora de zeros normalizada
associada. Entao v,(K) — 0, quando n — oo para todo subconjunto compacto K da

componente limitada E de C\ S,,.

Demonstragao: Se E é a componente limitada de C\ S, entdo consideramos o zy do
item (b) do Teorema 5.3, e substituimos oo por zp, e procedemos com a demonstragao
como no lema anterior. Dai, para todo N' C N, existem um conjunto AN, C N e um

2o C F, tal que
/gE(z,zo)duf(z) — 0, quando m — oo, n € N,

onde v¥ é a restri¢io de v, ao conjunto E. Consequentemente, v,(K) — 0 quando

n — oo, n € Nj, se K C E é compacto. Como isso é verdadeiro para todo N’ C N, entao

oo
n=1’

a sequéncia {v,(K)} tem que convergir para zero. O

Defini¢ao 5.4. Seja p,(x) um polindémio monico de grau exatamente n e a um nimero

positivo. Definimos o conjunto lemniscata do polinémio p,(z), como sendo o conjunto

E,:={x: |pu(z)| < a}.

O proximo lema o qual nao demonstraremos nos da um valor para a capacidade dos

conjuntos lemniscata.
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Lema 5.4. Seja p,(x) um polinémio moénico de grau exatamente n. Entao, a capacidade

do conjunto lemniscata E,, como definido acima, € dada por

cap(E,) = a'/™.

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [14].
Com estes lemas podemos demonstrar o Teorema [5.3.

Demonstracao: Primeiramente, vamos supor (b) e concluir (a). Seja o a medida limite,
. ~ . . . *
no sentido da convergéncia fraca*, das medidas v, ou seja, v, — o, quando n — oo, n €

N para algum A C N. Vamos provar que o = i,,.

Pelo Lema 5.3, o é uma medida probabilistica de Borel com suporte compacto e, dos

lemas (5.2 e supp(c) C S,,. Assim, temos

Ure(z) =U™(z) = U"(2) +Q(z) = U™ (2) — Q(2)
< F,—U"(z2) —Q(z), paratodo z € S,,

onde na desigualdade utilizamos o item (e) do Teorema [3.3. Além disso,
1Z 1 1 n
—U"(2) = Q2) = ~log |Pu(2)] + —log(w(2)").

Logo, de (5.7), obtemos

Ut (z) = U™ (2) < e&n, e, — 0. (5.12)
Portanto, de acordo com o Principio da Dominacao, a propriedade (5.12) é valida em C.

Seja € > 0. Se dist(z,S,) > 2¢, entdo, de acordo com (5.12),
Urv(z) — U (2) < en+o(1), &, — 0,

onde 7, é a medida contadora de zeros normalizada, associada com os zeros de P,(x) que
pertencem ao conjunto E := {z : dist(z,S,) < €}, a qual é uma subsequéncia de v,,.
Portanto, 7, também converge fracamente* para a medida o quando n — oo, n € N.

Podemos concluir que para todo z € S,

Ut (2) — U7 (2) < 0. (5.13)
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O lado esquerdo de (5.13)), de acordo com o Teorema ¢ uma funcao harmonica
em C\ S,, e de acordo com as hipoteses do item (b) deve ter ao menos um zero em toda
componente de C \ S,,. Consequentemente, a funcio no lado esquerdo de (5.13) atinge
seu maximo em um ponto interior a cada uma das componentes conexas de C\ S,,. Logo,
temos U%(z) = ut*(z) para todo z € C\ S,. Isto significa que os potenciais coincidem
em quase todo ponto com respeito a medida de Lebesgue, pois por hipdtese, o suporte

S, tem medida nula. Portanto, de acordo com o Teorema da unicidade [4.1] segue que

O = [hy.

. *
Reciprocamente, se supormos que v, — [, de acordo com (5.7) e o Teorema 5.2,

temos

lim sup | P, (o)™ < exp(=U*""(2y)), 20 € C. (5.14)

n—0o0

Seja E a componente limitada de C \ S,,. Para ¢ > 0 definimos o conjunto
E.:={z: z€ E, dist(z,S,) > ¢},

e as medidas
1
1. - E 5 @ ., —,m
v, - i Un Up — Uy,

Zn,k:EEs

onde {2z, ;}r_; sdo os zeros de P,(2) e §, denota a medida delta de Dirac. Como v, S L

entdo 12 5 [y Portanto,

/log|z—t|du,(z2)(t) — /log|z—t|d,uw(t), z € E.. (5.15)

Vamos mostrar que, para € > 0 pequeno, o conjunto F. tem medida positiva de Lebesgue

em C e, para N C N e para algum 2y € E., temos

lim sup /log |20 — t|dvtV (t) > 0. (5.16)

n—oon€N

Assim, de acordo com (5.15) e (5.14), temos

limsup.log Py (z0)| " — lisup [ Tog 20— tldvi? e

n—oo, neN n—o00, NE
= limsup /log |z0 — t|dvy,(t) — limsup /log |20 — t|dv\D(t) = —U"(2),
n—oo, ne n—oo, Ne

ou equivalentemente,

limsup log|P,(z)|Y™ = —U" (%) + limsup /log |20 — t]dv ().

n—oo, neN n—o00, NE
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Logo,

—U"(29) < limsup 10g|Pn(zo)|1/" < =U"(2p).

n—o00, neN
Portanto, existe N7 C N, tal que (5.10) é valido. Desta forma, nos resta provar (5.16).

Seja

qn(2) = H (2 — Znk)-

zn,kEEE

Entao, denotando por d o grau de ¢, a desigualdade (5.16) é equivalente

limsup |g.(2)|"™ > 1. (5.17)

n—o00, neN

Agora, tomemos 0 < a < 1, e consideremos o conjunto lemniscata
Ena ==+ |ga(2)] < a}.

De acordo com o Lema /5.4, temos

cap(Ep.q) = a™?.

Assim, podemos escolher uma sequéncia de 0 < a,, < 1, com a,, — 1~ e uma subsequéncia

de ntimeros naturais N; C N de tal forma que a série
> [cap(Buq,))’,
neNy

convirja e seu limite seja inferior & m(E.)/10, onde m denota a medida de Lebesgue em

C. Pelo Teorema 3.2, temos

Z [m(E,a,)] < m(E:).

neN

Portanto, existem um 2y € E, tal que, 20 € E,,4,, € n € N7, para o qual (5.17) é valida.

Concluindo a demonstracao do teorema.

Os Lemas 5.2 e também nos diz que, quando n — oo, os zeros do polindmio
extremal pertencem ao conjunto supp(i,), ou seja, estes lemas fornecem informagoes

sobre o comportamento assintotico dos zeros do polindémio extremal.
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