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RESUMO

Neste trabalho, abordaremos um método sistematico para a construcdo de codigos espago-
temporal de trelica em sistema de comunicacdo sem fio que emprega a tecnologia MIMO
quando submetidos em canais com desvanecimento do tipo quase-estatico. O método é
baseado na teoria de reticulados e explora conceitos de constelagfes rotacionais obtidas via
parti¢Oes de reticulados. Esta metodologia assegura a maior diversidade possivel no processo

de modulacéo utilizado.

Palavras-chave: Codigo espago-temporal de trelica. Sistema MIMO. Desvanecimento.

Diversidade de modulacdo. Reticulado. Constelagdes de sinais.



ABSTRACT

This paper proposes a systematic method for building Space-Time Trellis Codes in wireless
communication system that employs MIMO when submitted in fading channels. The method
is based on the theory of lattices that will combine concepts of rotated constellations and
partition lattices. This methodology ensures the greatest possible diversity in the process of

modulation used.

Keywords: Space-time trellis codes. MIMO system. Fading. Diversity modulation. Cross
linked signal constellations.
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1 Introducao

1.1 Introdugéo

O constante aumento na transmissdo de informacdo, tem levado as grandes
corporagOes do setor das telecomunicac¢des demanda pelos servigcos de comunicagdo sem fio
aliada a busca de uma alta e confidvel a uma permanente busca no aperfeicoamento de
tecnologia presente em sistema deste porte. Porém, as restri¢des fisicas inerentes aos canais de
comunicagBes sem fio representam uma barreira tecnolégica para que consiga tal objetivo.
LimitacGes na largura de banda, perdas de propagacao, variacdo no tempo, ruido, interferéncia
e desvanecimento multipercurso fazem com que a transmissao de dados a altas taxas ndo seja
uma tarefa facil.

Dentre as novas técnicas surgidas nestas Gltimas décadas, destacamos a técnica
denominada de MIMO (do inglés: Multiple Input Multiple Output) que significa um sistema
com multiplas antenas na transmissdo e na recep¢do. Com a aplicacdo desta técnica,
consegue-se obter sistemas com altas taxas de transmissao sem precisar sacrificar a poténcia e
a largura de faixa.

Dentro deste contexto, Foshini e Gans (1998) mostraram que a capacidade de
transmissdo de informacdo aumenta linearmente com o numero de antenas transmissoras
desde que o numero de antenas receptoras seja maior ou igual que o nimero de antenas
transmissoras ao se levar em consideracdo o desvanecimento quase-estatico, isto €, quando o
desvanecimento é constante em um intervalo de tempo relativamente longo e com variacGes
estatisticamente independentes entre esses intervalos.

Para combater o desvanecimento quase-estatico, Tarokh et al. (1998), propuseram
0s codigos espaco-temporais de trelica (do inglés Space-Time Trellis Codes). A eficiéncia de
tais cddigos esta baseado no ganho de diversidade que é definido como expoente da relacéo

sinal ruido SNR (4’51;0).

Estes codigos operam sobre um simbolo de constelacdo de modulacéo utilizada a
cada instante de tempo, produzindo um vetor formado por combinacdes lineares desses
simbolos, cujo comprimento € equivalente ao nimero de antenas utilizadas na transmissao.

Valenca (2001) propds uma construcdo de cddigos espaco temporal de trelicas a
partir de rotulamento de estados de uma trelica via constelacdo de uma modulagdo baseada na

técnica de quadrados latinos. A técnica dos quadrados latinos, fundamentalmente, baseia-se
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em obter um grupo ciclico aditivo de cardinalidade p que os autores denominaram de c6digos
de grupo.

Os codigos de grupos de cardinalidade prima p, obtidos sdo dados p =2 e
p = 1 (mod 4) caso o quadrado latino fosse proveniente do reticulado Z2. Caso o quadrado
latino fosse proveniente do reticulado A,, os codigos de grupos de cardinalidade prima p sdo
obtidos parap = 3 ep = 1 mod 6.

Neste trabalho, veremos que a construgdo dos cddigos de grupos (codigos
ciclicos) proposto em Valenca (2001) é uma consequéncia direta de resultados ja conhecidos
na literatura como a construgdo de grupos ciclicos obtidos pelo grupo quociente no toro planar
em Costa et al.(2004), e de resultados de constelacGes de sinais rotacionadas.

Baseados nestes resultados e de constelagdes de sinais casadas a grupos aditivos
cuja cardinalidade é uma poténcia de primo p a partir dos reticulados Z[i] e Z[w], veremos
que a proposta de Valenca (2001), é estendida para 0s casos de poténcias de primos, ou seja,
obtém codigos de grupo (grupos aditivos ciclicos) de ordem p", onde p=2 e p =
1 (mod 4), sendo proveniente do reticulado Z2.

Da mesma forma, obtém codigos de grupos (grupos aditivos ciclicos) de ordem
p™,onde p = 3 ep = 1 (mod 6), sendo proveniente do reticulado A,.

Por fim, mostraremos algebricamente que a construcdo de Valéncia (2001) e a
construcdo proposto neste trabalho, estes codigos ciclicos de ordem p, séo obtidos a partir de
particio de uma cadeia de subreticulados obtidos a partir de Z2 ou A,. Como conseqiiéncia,
desta caracterizacdo algébrica, simplificaremos o algoritmo de codificagdo proposto por
Valenca (2001).

1.2 Objetivo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar um método simples e preciso para
a construcdo de cddigos espaco temporais de trelicas sobre grupos, com diversidade de
modulacdo méxima obtida a partir de uma generalizacdo de técnica de geracdo de quadrados
latinos quando submetidos a canais com desvanecimento quase-estatico e plano. Porém, deve-
se destacar que existem na literatura outros métodos para a construcdo de tais codigos, como
demonstram os trabalhos de (TAROKH; SESHADRI, 1998; TAROKH; NAGUIB,;
SESHADRI, 1999). O diferencial, neste trabalho, é a metodologia usada para gerar tais

codigos.
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1.3 Estrutura do trabalho

Apos esta breve introducdo, o presente texto € desenvolvido com a seguinte estrutura:

Capitulo 2: Apresenta topicos sobre teoria da informacgdo e conceitos basicos da algebra
linear com o objetivo de fornecer a base tedrica para o desenvolvimento do trabalho.

Capitulo 3: Apresenta o conceito dos cddigos convolucionais a partir de maquinas de
Estado Finito, desde a sua decodificacdo até as propriedades de distancia desses codigos.

Capitulo 4: Apresenta-se um modelo de sistema de comunicacdo sem fio (MIMO) bem
como a introducdo e andlise do desempenho dos codigos espaco temporais de trelicas quando
submetidos a canais com desvanecimento quase-estatico empregado no modelo do sistema em questao.

Capitulo 5: Sdo apresentadas a teoria de reticulados e a construcdo de constelacBes de
sinais provenientes de reticulados casados a grupos e o esquema de modulacéo utilizada para se obter a
diversidade méxima.

Capitulo 6: S&o apresentadas estratégias de codificacdo para se determinar codigos espaco
temporal de trelica via particdo de reticulados, obtidas a partir de uma generalizacdo da técnica de
geracdo de quadrados latinos e considerando-se canais com desvanecimento quase-estatico.

Capitulo 7: Séo apresentadas as conclusdes, destacando-se a importancia deste trabalho,

assim como tépicos que podem ser abordados em pesquisas futuras.
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2 Teoria da informacao e conceitos basicos da algebra

2.1 Sistema de comunicacao

Os sistemas de comunicagdo sem fio, particularmente as comunicagcdes moveis
pessoais, apresentaram nestas ultimas décadas grandes avangos no seu desenvolvimento. Em
especial, os sistemas de comunicacdo digital evoluiram a partir de uma demanda por
transmissdo e armazenamento confiaveis de dados com altas taxas. Esta evolucdo esta
relacionada a tecnologia computacional e viabiliza, atualmente, o controle de erros em
comunicagoes, envolvendo canais submetidos aos mais variados tipos de interferéncias.

Definicdo 2.1.1 Entende-se como sistema de comunicagdo um conjunto de
equipamentos e meios fisicos que tem como objetivo transportar uma determinada informacéo
de uma fonte a um determinado destinatario através de um meio fisico.

O canal de comunica¢do pode ser um par de fios, um cabo, uma fibra 6tica ou o
espaco livre. A transmissdo atraves desses canais é realizada de forma analdgica ou digital.
Na transmissdo de forma analdgica a informacdo original é transmitida por meio de sinais
elétricos, magnéticos ou eletromagnéticos que variam continuamente em amplitude,
frequéncia e/ou fase e tempo. Ja na transmissdo digital, a informagdo é discretizada e
transmitida em sequéncia por meios de sinais elétricos, magnéticos, eletromagnéticos ou
luminosos (via fibra 6tica) podendo variar em amplitude, fase e/ou freqiiéncia em intervalos
fixos de tempo.

Na figura 1 tem-se um exemplo, em diagramas de blocos, de um sistema de

comunicacéo digital.
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Figura 1- Sistema de comunicacao digital

Fonte: Guanais (2012)

A fonte gera a informacéo que deve ser transmitida, que pode ser um sinal de voz,
audio, video, etc. A informacéo original é discretizada e forma uma sequéncia discreta, que é
codificada para gerar as sequéncias (u]) = (uq, ...,u;) de palavras codigos fonte. Nesta
etapa, deve-se utilizar o menor ndmero possivel de digitos por unidade de tempo para
armazenar a informagdo proveniente da saida da fonte. Assim, o codificador transforma cada
palavra codigo fonte u; em outra sequéncia (v]) = (v4, ..., v,) , denominada palavra cédigo
de canal, cujo objetivo é introduzir redundancia na sequéncia (u;) para reduzir a interferéncia
de ruidos presentes no canal de comunicacdo. O modulador converte a sequéncia de entrada
em uma sequéncia de formas de ondas apropriadas para a transmisséo através do canal. Por
fim, num processo inverso, o0 demodulador, decodificador de canal e decodificador de fonte

recuperam a informagéo transmitida.

2.2 Modulacéo
A natureza do ruido em um canal de comunicacdo é decisiva na escolha dos

esquemas de modulacdo e de codificacdo, ja que o objetivo é minimizar a a¢do do ruido
presente no canal. As modulacdes digitais basicas e que originam outros tipos de modulacéo
digital sdo:

. PAM (pulse amplitude modulation): alteragdo de amplitude

. FSK (frequency shift-keying): alteracdo de frequéncia

. PSK (phase shift-keying): alteracéo de fase

. QAM (quadrature amplitude modulation): alteracdo de amplitude e fase.
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Independente do tipo de modulagdo a ser usado, o0 modulador digital transforma
simbolos discretos da saida do codificador de canal em um sinal continuo (analégico) com

duracéo de T segundos por simbolo.

2.3 Constelacao de sinais

A informacdo a ser transmitida através de um sistema de comunicacdo sempre
estara sujeita a interferéncias causadas pelo meio, normalmente denominadas de ruido. Assim,
do ponto de vista matematico, um processo de modulagdo projeta constelacfes em espacos
Euclidianos, de modo que o ruido seja reduzido.

Definicdo 2.3.1 Entende-se como constelacdo de sinais o conjunto de palavras-
codigos e sinais representados por meio de esguemas compostos por pontos e vértices de
grafos no espaco euclidiano R™.

Dentre todos os possiveis conjuntos de sinais com cardinalidade finita m, aquele
que apresenta a menor energia média € a constelacdo de sinais associada aos m pontos de
sinais. A energia média minima, Eg, de uma constelacdo de sinais {vy, v, ... ,v,,_1} é dada

por:

_ ym-14°wov)
E, = YTt =, (2.1)
onde d (v, v;) denota a distancia euclidiana entre o0s sinais v;e vy.

Na verdade, existe uma relacdo geométrica entre a constelacdo de sinais e o tipo de
modulacdo. Por exemplo, do ponto de vista geométrico os sinais de uma modulacdo PSK sdo
caracterizados no espaco euclidiano sobre um ponto R do circulo unitario. Do ponto de vista

algébrico, 0s n sinais sdo raizes da unicidade, ou seja, " =1, com ¢ = cos% + isen% e 0S

sinais sendo representados por 1,¢&,&2, ... ,&" 71,
Como mencionado anteriormente, dependendo do tipo de modulagdo, o ruido pode
afetar mais ou menos a transmissdo. Para o tipo de codificacdo estudada neste trabalho, a
opcao é pelo uso das modulacdes QAM.
Assim, para um melhor entendimento, serdo consideradas as constelagbes de
sinais do tipo PSK e QAM como apresentadas nas figuras 2 e 3. Estas constelacdes seréo

fundamentais para a geracdo dos codigos espaco-temporal de trelica propostos neste trabalho.
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Figura 2- Constela¢do 8-PSK emRZ.

Fonte: Guanais (2012)

Figura 3- Constelacio QAM emR?.

Fonte: Guanais (2012)

2.4 Probabilidade de erros e codificacéo de fonte e canal.

A capacidade de um sistema de comunicacdo digital sem fio em resistir as
interferéncias em um determinado canal é quantificada através da probabilidade de erro de
transmissdo. Assim, a busca por um sistema de comunicagdo robusto significa a reducao da
probabilidade de erro. Uma das maneiras mais diretas de se fazer isso € acrescentar mais
redundancia a digitos de informagéo associado a mensagem, ou seja, aumentar o comprimento
da palavra-cddigo. Porém, este procedimento nao deve ser feito de forma aleatério, pois, ao
aumentar-se o comprimento da palavra codigo, tem-se como consequiéncia uma reducdo na
capacidade de transmissdo do sistema, representada através de uma taxa de bits.

Shannon em 1948 demonstrou, através do Teorema de Codificacdo de Canal, que

é possivel reduzir a probabilidade de erro sem sacrificar a taxa de transmissao.
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2.4.1 Teorema de codificagdo da fonte e canal
Entende-se como capacidade C de canal discreto a quantidade maxima de
informacdo que pode ser processada pelo canal definida por:
p(y1x)
¢ = max {]ZO ; p(x,y)l0ga m}
sendo que p(x;,y;) € a probabilidade de enviar o simbolo x; e receber o simbolo y; no canal,
p(;|x:) é a probabilidade de se receber y; dado que x; foi enviado, p(y;) é a probabilidade
de se receber y;, m a cardinalidade do alfabeto das palavras-codigos na entrada do modulador
e g a cardinalidade do alfabeto das palavras-codigos na saida do demodulador.

O teorema de codificacdo de canal proposto por Shannon é fundamentado nos
conceitos de entropia de uma fonte e da capacidade de um canal.

Definicdo 2.4.1 A entropia de uma fonte discreta sem memoria com simbolos
S ={sq,...,S, } € cuja distribuicdo de probabilidade é P = {p, ... , pn}, € definido por

H(S) = Bty pilog, -
sendo o bit (a = 2) a unidade de medida da entropia por simbolo da fonte e P, = p(S;),V i =
1,..,n.

Note que se a probabilidade p; da fonte de emitir s; for alta, entdo a quantidade de
informac&o obtida é baixa. Por outro lado, caso a probabilidade p; da fonte de emitir s; seja
baixa, entdo a quantidade de informacédo obtida é alta. Em outras palavras, a entropia nada
mais é do que a quantidade do conteudo de informacao por simbolo emitido pela fonte.

Teorema 2.4.1 Se a entropia da fonte, H, ¢ maior do que a capacidade do canal,
C, isto é, H > C, entdo a probabilidade de erro, P,, € necessariamente maior do que zero.

Teorema2.4.2Se H < C,entédo P, — 0.

Neste caso, quantas restricdes forem necessarias serdo impostas, entdo iremos
assumir que o codificador de canal é do tipo codificador de bloco, que por definicdo sdo
codigos de mesmo comprimento N sem memoria, podendo este ser linear ou ndo. Assim, no
caso binario, existe M = 2* possibilidades de palavras codigo distintas.

Dizemos que um cédigo é unicamente decodificavel, se existe uma aplicacdo
bijetiva entre o conjunto de sequéncias na saida do codificador de fonte e o conjunto de

palavras-cédigo na saida do codificador de canal, definida da seguinte maneira:
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Fonte Palavras — codigo

1 — x1 = (X1, X12, o » X13)
2 — Xy = (x21, %22, o s X2n)
3 — X3 = (X31,X32, ,X3N)
M e Xy = (Xp1, Xp2s oo s Xy )-

Definindo R como a taxa em bits/uso do canal, tem-se que

_logM _log2® Klog2
~ N N N
E importante ressaltar que se o logaritmo estiver na base 2, entdo a unidade de medida sera

bits/uso do canal; ja se o logaritmo estiver na base e, entdo a unidade de R serd nats/uso de

canal.
Pelo fato de o mapeamento ser biunivoco, segue que o canal e o decodificador

podem ser representados de acordo com as Figuras 4 e 5, respectivamente.

Figura 4 - Bloco do canal

Fonte: Palazzo (1998)

Figura 5 - Bloco associado ao decodificador do canal

Fonte: Palazzo (1998)
No decodificador, o objetivo é determinar qual x,,, para 1 <m < M, foi

transmitido. Assim, se x = x,,, € o dado que foi transmitido, entdo a decodificacdo foi correta,

caso contrario tem-se um erro de decodificacdo.
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Em se tratando dos pardmetros N e R, segue que 0s possiveis erros do processo de
decodificacdo podem ser avaliados através da probabilidade de erro P,.
Em geral, observando-se o comportamento dos parametros em questdo, pode-se

concluir que uma diminuicdo na taxa R que entra no codificador, mantendo-se 0 comprimento
. ~ ., K ~
N fixo, leva a uma reducdo de P,, ja que R = v No caso, tem-se uma reducédo de K e, por

conseqiiéncia, um aumento na diferenca N — K. Assim, mais bits de informacdo poderéo ser

usados para a correcéo de erro.
2.5 Regra de decodificagio

A regra de decodificagcdo tem como objetivo minimizar a probabilidade de erro
para um dado conjunto de palavras-cadigo.

Neste contexto, sejax,, a mensagem ou palavra-codigo transmitida e y a
sequéncia da saida do canal. Denotando por p(y|x,,) a probabilidade de receber y em um
canal discreto e sem memdria, tem-se que

plxn) =TT pilotm:)-
Assumindo p(m) como sendo a probabilidade de ocorréncia da mensagem m, tem-se

= pmIpGlxm)
p(mly) = ===

sendo,

p(y) = Zp(m)p(ylxm)-

m

Dessa forma, pode-se concluir que se o decodificador decodifica y como m, entéo
o complemento 1 —p(m|y) é a probabilidade de decodificacdo errbnea, sendo que o
decodificador selecionard m para que p(m|y) seja maximo e consequentemente, 1 — p(m|y)
sera minimo.

Contudo, podemos descrever este processo de tal forma que P, seja minima,
decodificando a sequéncia recebida y para um m de modo que

p(m'ly) = p(mly),vm = m'.

Como p(y) > 0 e independe de m, segue que a decodificacdo com a finalidade de ser minima

para P, implica em dois critérios de decodificacdo, dados por:

)i Decodificagdo por maxima verossimilhanga: Se p(m) = —, 1 < m < M, entdo

|-
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p(yIm") = p(ylm),y m = m'.
1)) Decodificacdo por maxima probabilidade a posteriori: Se pelo menos alguma

p(m) # % paral <m < M, entéo
p(ylm)p(m’) = p(ylm)p(m),v m = m'.

Neste trabalho supde-se que todas as palavras-codigo sdo equiprovaveis, em
relacdo a aplicacdo da decodificacdo por Méaxima Verossimilhanga. Para ilustrar o que
significa minimizar a probabilidade de transmitir uma informacdo errbnea atraves da
decodificacdo por méaxima verossimilhanca, tomemos x;e x, palavras codigos de
comprimento N. Sem perda de generalidade, se a mensagem transmitida foi x;, entdo um erro

sera cometido se a regra de decisdo concluir que
pixz) = p(ylxy).
Definindo m(y) como sendo

p(yl z)
p(ylxl)

segue gue a probabilidade de que a palavra-c6digo x;tenha sido enviada é expressa por

p(x1 = x2|x1) = p[m(y) = 0 [x4]. (1.4)

2.5.1 Teorema (Limitante de Chernoff): (PALLAZZO et al., 1999) Seja

p(t=>8) < % , para § > 0, com t = E(t). Se t = exp(Am(y)),entdo

exp (Xm (y) )

plexp(Am(y)) >3] < 5

Desta maneira, aplicando o limitante de Chernoff a Equacgéo (1.4), obtém-se que

p(x; = xz] x1) < E{e?™O)|xy},
ou seja,

A
pC = 2ol 1) < [ [222] iyl )y
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Assim,
p(x1 = x21x1) < [l ] [p(lx)] A dy. (1.5)

O minimo do termo a direita da desigualdade (1.5) ocorre quando k=%. Portanto, um

limitante superior para a probabilidade de erro, dado que a palavra-codigo x; foi transmitida,

é dado por

1 1
p(x1 = x2|x1) < [[plx2)]z [p(YIx1)]7 dy. (1.6)
2.6 Canais de Comunicacéo

Os canais de comunicacdo movel séo agrupados em dois tipos: Canal Gaussiano e

Canal com Desvanecimento do tipo Rayleigh.
2.6.1 Canal Gaussiano

Introduzido por Shannom em 1948, ¢ um modelo de canal de comunicacdo no
gual mensagens usadas na transmissdo sdo representadas por vetores de R™. Neste tipo de
canal predominam fortes atenuagdes e muitas vezes atrasos de propagacao do sinal.

Quando um vetor x é transmitido o sinal recebido é representado por um outro
vetor na forma y(t) = x(t) + n(t), 0 <t < T , que consiste do vetor original x mais um
vetor n = (n4, ..., n,) , denominado de ruido e independente do sinal x.

Com base no teorema da Capacidade de Canal AWGN (Additive White Gaussian
Noise), Shannon mostrou a possibilidade de se alcancar uma taxa de transmissdo menor que C
(capacidade do canal) com probabilidade de erro P, arbitrariamente pequena, mas nao
estabeleceu uma maneira ou técnica de fazé-lo.

Teorema 2.6.1 (Teorema da Capacidade de Canal AWGN). Se o ruido em um
canal de transmissdo é do tipo AWGN com densidade espectral de poténcia % sendo o2 =

Nya, entdo a capacidade de canal C com largura de faixa de freqiiéncia limitada a a hertz para

uma dada poténcia de sinal P watts é dada por

C =alog, (1 + NL;a) bits/segundo.
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Para se ter um codigo que consiga atingir uma probabilidade de erro tdo pequena
guanto se queira, deve-se ter um decodificador que seja de maxima verossimilhanca (MLD:
maximum likelihood decoding), ou seja, que existem codigos de bloco de comprimento N tal
que
P, < 2—N15a(R)1
onde Ej,(R) é uma funcdo positiva para R < C que é determinada pela caracteristica do canal.
Neste contexto, existem na literatura diversas técnicas de decodificacdo e/ou

modulacdo que permitem obter valores de P, proximos do limite estabelecido por Shanom.

2.6.2 Canal com desvanecimento do tipo Rayleigh

Em um ambiente sem fio e mdvel, obstaculos fisicos como construcdes, arvores e
casas, agem como refletores de ondas eletromagnéticas. Devido a estas reflexdes, as ondas
eletromagnéticas percorrem caminhos diferentes, com diferentes distancias, gerando sinais
com diferentes amplitudes e fases, dando origem a uma propagacdo por multiplos percursos.
A atenuacdo do sinal devido a distancia e por obstrugfes entre o transmissor e o receptor é
que se denomina na literatura de desvanecimento.

A soma vetorial dos varios sinais dos multiplos percursos pode resultar em uma
interferéncia construtiva ou destrutiva do sinal recebido, ou seja, as estruturas em torno do
receptor vao se modificando com o movimento e, consequentemente, interferéncias passam
constantemente de uma situacdo construtiva para uma destrutiva, fazendo com que a
intensidade do sinal recebido varie ao longo tempo, ou seja, causando o desvanecimento por
multiplos percursos.

Definicdo 2.6.1 Um canal apresenta desvanecimento quase-estatico plano quando
sua largura de faixa coerente é maior que a largura de faixa do sinal modulado transmitido.
Nesta situacdo, todas as componentes de frequéncias do sinal enviado sofrem
desvanecimentos de maneira igual.

Por largura de faixa coerente do canal entende-se a maxima componente do sinal
ainda ndo considerada correlacionada aos que chegarem (com diferentes tempos de atrasos)
no receptor. Este tipo de desvanecimento é conhecido como desvanecimento de Rayleigh ou

plano.
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Suponha y = (y4, ..., y2) como sendo o vetor recebido e a = (4, ..., %, ) COMO
sendo os coeficientes de desvanecimento. Se o sinal x = x(t) é transmitido através de um
canal com desvanecimento do tipo Rayleigh, entdo o sinal recebido no intervalo de tempo
0 <t < T édado por

y(t) =ocx x(t) + n(t),
onde n = (ny, ..., n,) é o ruido Gaussiano, a = (e, ..., «,,) € coeficiente de desvanecimento

e * representa o produto interno.

2.7 Diversidade de um canal de comunicacao

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do canal com
desvanecimento é utilizar técnicas de diversidade, que permitem combater 0 desvanecimento
do sinal.

Diversidade é uma técnica que fornece, ao receptor, réplicas da informacéo
transmitida que experimentam desvanecimentos descorrelacionados. Neste caso, se uma
componente do sinal estiver sobre um desvanecimento profundo, algumas das outras
componentes terdo uma grande probabilidade de sofrer uma atenuagcdo mais leve. Em sistemas
de comunicac¢Bes moveis as técnicas de diversidade podem ser do tipo temporal, freqiiéncia e
espacial.

« Diversidade temporal: E utilizada uma combinacio de codificacdo de canal e
entrelagcamento fazendo com que réplicas do sinal transmitido estejam presentes no receptor
na forma de redundancia no dominio do tempo.

* Diversidade em freqiiéncia: Réplicas do sinal sdo enviadas ao receptor através
de faixas de frequéncias diferentes, explorando-se o fato de que sinais transmitidos através de
portadoras distintas sofrem desvanecimentos diferentes.

* Diversidade espacial: Réplicas do sinal sdo transmitidas desde locais diferentes
de forma tal que haja uma descorrelacdo entre os caminhos percorridos pelo sinal. Na
implementacdo desta técnica sdo utilizadas multiplas antenas no transmissor e/ou no receptor,
separadas adequadamente ou diferentemente polarizadas para garantir a descorrelagdo entre
0s caminhos percorridos pelo sinal.

Quando possivel, os sistemas de comunicagfes mdveis (em particular os sistemas
de telefonia celular) podem ser projetados para utilizar todas as formas de diversidade.

Como serd visto nos proximos capitulos, uma das vantagens de sistemas com

maltiplas antenas (MIMO) é que estes fornecem uma melhor confiabilidade nas transmissdes,
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usando-se técnicas de diversidade, sem aumentar a poténcia transmitida ou sacrificar a largura

de faixa.

2.7.1 Diversidade de Modulacéo

O desvanecimento provocado pelos multiplos percursos de propagacdo dos sinais
transmitidos em canais de comunicaces moveis pode degradar significativamente o
desempenho de sistemas de comunicacdes digitais. Em decorréncia disto, cresce a
necessidade de se melhorar a capacidade e o desempenho desses tipos de sistemas de
transmissdo. Com o uso das técnicas de diversidade espacial e de combinacdo Otima
consegue-se, de fato, essa melhoria no desempenho.

Os cddigos espaco-temporais de trelicas, assunto a ser abordado nos proximos
capitulos, combinam diversidade espacial e temporal e garantem que um ganho de diversidade
seja alcangado sem sacrificar a taxa de transmissé&o.

No entanto, Boutros e Viterbo (1998) mostraram outra forma de melhorar a
diversidade, que é baseada na rotacdo e no embaralhamento dos simbolos da constelacgéo,
antes da etapa de modulacdo, denominada de diversidade de modulacao.

Em decorréncia disto, a ordem de diversidade de um conjunto de sinais
multidimensional é definida como o numero minimo de componentes distintas entre dois
pontos quaisquer da constelacdo, ou seja, é a distancia minima de Hamming' entre dois
vetores da constelacdo, fato importante que conclui que para uma constelacdo n —
dimensional, a ordem de diversidade é sempre menor ou igual a n.

Essa técnica de diversidade de modulacdo é de suma importancia para a
construcdo de codigos sobre grupo que serd explorado nos préximos capitulos. Dessa forma,

para um melhor entendimento, considera a constelagdo 4 — PSK ilustrada na Figura 6.

1 o an . . JOrT) . 4, P o o
A distancia de Hamming entre duas palavras-cédigo de mesmo comprimento é o nimero de posi¢gdes nas
quais elas diferem entre si.



28

Figura 6 - Diversidade de modulacdo para a constelacdo 4 - PSK

(N (D)

Fonte: Boutros e Viterbo (1998)

Caso o desvanecimento atinja somente uma Unica componente do vetor associado
ao sinal transmitido, conclui-se que a constelagdo que sofre desvanecimento na Figura 6 (1)
oferece mais protecdo contra os efeitos do ruido, pois observa-se que 0s pontos jamais se

coincidem, como no caso da Figura 6 (1I).

2.8 Revisao de algebra abstrata

Nesta secdo apresentamos conceitos de algebra abstrata, tais como: grupo, ideais,
anéis, corpos e grupo quociente, que sao fundamentais para desenvolvimento dos capitulos
subsequentes.

O conceito de grupo €é a parte central da teoria de cédigos, desempenha um papel
fundamental na geracdo, decodificacdo e analise de desempenho de cddigos corretores de
erros.

Neste sentido, seja G um conjunto ndo vazio. Definimos uma operagéo entre pares
de elementos (x, y) de G, denotada por:

x:GXG-G
(xy) w»xxy

Dizemos que G possui uma estrutura de grupo via a operagdo * Se as seguintes

propriedades descritas a seguir forem satisfeitas.

i) Associativa, isto é,ax (b xc) = (axb) *xc, Va,b,c € G.
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i) Identidade de G, ou seja, existe um elemento e em G tal que e x g = g *
e=g,Vg €QG.
iii) Inverso de g, que denotamos por g~1, ou seja, para Vg € G, existe um

tnico elemento g~! em G com a propriedade de que g ' xg=g* g ! =
e.

Exemplo 2.8.1 O conjunto dos inteiros Z sob a operacdo de adicdo satifaz a
propriedade associativa, tomando e = 0, satisfaz a propriedade (ii) e para todo a € Z nao nulo
tomando a~! = —a, facilmente mostra-se a propriedade (iii), ou seja, Z € um grupo aditivo.

Dado um elemento a em um grupo G, caso todos os elementos de G sejam
gerados pelo elemento a, denotamos G = {a™|n € Z}. A notacdo G = {a"|n € Z} significa
que estamos tomando a™ = a * ... *x a (n-vezes), caso a operagdo em G seja satisfeita, entdo
G = (a) é um grupo ciclico gerado por a.

Exemplo 2.8.2 Os inteiros Z sob adicdo ordinaria formam um grupo ciclico
gerado por 1, ou seja, Z = (1).

Definicdo 2.8.1 Sejam G um grupo e G'um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos
que G' é um subgrupo de G se G' for ele préprio um grupo sob a operacéo herdada do grupo G.

Dessa forma, para que G' seja um subgrupo sdo necessarios satisfazer as
condigdes abaixo, mas essas condi¢fes ndo sédo suficientes para que G’ seja um subgrupo.

)] eeq.

i) ab€Gentio ab€G.

A proxima Proposicdo estabelece condi¢Bes necessérias e suficientes para que G’
seja um sugrupo de G. Se G~ for um subgrupo de G, denotaremos G’ < G.

Proposicdo 2.8.1 Seja G um grupo e G' um subconjunto de G. As seguintes
condig0es sao equivalentes:

i) G'é um subgrupo de G.

ii)e€eq’

iii)a,b € G'entdo ab € G’

iV) Vg € G'tem-se g~ € G’

v) G'# ®eVa,b € G tem-sea.b™! € G

Demonstracdo: ver em (Gongalves, 2003)

Exemplo 2.8.3 Dado m um inteiro positivo qualquer, o conjunto do multiplos de
m que denotaremos por G = mZ = {t = mn|n € Z} possui uma estrutura de grupo aditivo

associado e sendo um subgrupo aditivo de Z.
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Definicdo 2.8.2 Seja G um grupo e Q < G. Dizemos que Q é normal em G se
Vg € G tivermos gQ = Qg.

Exemplo 2.8.4 Seja G um grupo dado por G = Z e G = mZ um subgrupo em G.
Facilmente, mostra-se que G' = mZ é um subgrupo normal em G = Z.

Considere agora uma classe de equivaléncia x = {y € G:y = x (mod S)}. Dessa

forma, y € ¥ se, e somente se, y = x (mod S) & yx~!

=s €S & y=sx, para algum
s ES.

Defini¢do 2.8.3 Se Sx = {sx:s € S}, entdo x é chamado de classe lateral de S em
G, tal que x = Sx.

Para definirmos uma nogéo de grupo quociente, suponhamos G um grupo e Q um
subgrupo normal em G denotado por Q < G.

Se x,y € G,x = y(mod Q) © xy~! € Q, esta operagdo define uma relagio de
equivaléncia em G e G/Q ={g:g € G} é conjunto quociente de G por esta relacdo de
equivaléncia, sendo g = Qg = {ng:n € Q} é a classe de equivaléncia médulo Q tendo g
COMO Seu representante.

Como Q < G, serda introduzida uma operacdao no conjunto das classes G/Q de tal
forma que seja um grupo com esta operacdo e recebera o nome de grupo quociente de G por
Q.

Proposicdo 2.8.2 Se Q < G, entdo Vx,y € G,x.y = x.y define uma operagdo no
conjunto das classes de G/Q e ainda G/Q é um grupo com essa operacao.

Demonstracao: explanado em Gongalves (2003).

Exemplo 2.8.5 Seja G o grupo dado por G = Z e G' o subgrupo dado por G =
mZ. O grupo quociente Z/mZ tem m elementos e mZ € um subgrupo normal em Z.

Dessa forma, tem-se que Z, é obtido como o quociente de Z/nZ, onde nZ é um

subgrupo normal em Z.

2.9 Anéis e corpos

Dizemos que um anel é um conjunto definido de duas operagdes (4 + -), que sera
denotada por adi¢do e multiplicacdo, respectivamente; possuindo as seguintes propriedades:

A;) Associativa da adicdo, istoé,a+ (b+c¢) = (a+ b) + ¢, Va,b,c € A.

A,) Existéncia de um elemento neutro na adicdo chamado zero e denotado por 0

talque:a+0=0+a=a, Va€eA.
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Az) Existéncia de um elemento inverso chamado simétrico (—a), tal que:
a+ (—a) = —a+a =0, paraumdado a € A.

M;) Comutatividade da adicéo, istoé,a + b = b + a, Va,b € A.

M,) Associativa da multiplicacdo, isto é, a. (b.c) = (a.b).c, Va,b,c € A.

M3) Existéncia de um elemento neutro na multiplicagdo chamado unicidade e
denotado por 1, tal que: a.1 = 1.a = a, Va € A.

M,) Distributividade da multiplicacdo com relagdo a adicéo, ou seja, a. (b +c) =
ab + ac Va,b,c € A.

Exemplo 2.9.1 Os inteiros Z possui uma estrutura de anel sob as operacdes de
adicdo e multiplicacdo, satisfazendo as propriedades A, A, e A;. Tomando a como elemento
neutro, temos que M; é satisfeita e as demais.

Outros importantes anéis que faremos uso neste trabalho sdo dados pelo Exemplo
2.9.2.

Exemplo 2.9.2 Anel dos inteiros de Gauss Z[i] = {x + yi|x,y € Z}, i’ = —1eo0

anel dos inteiros Eisenstein-Jacobi Z[w] = {x + wy|x,y € Z},w = # . Ver em Engler e

Brumatti, (2001).

Definicdo 2.9.1 Um elemento a € A sera invertivel se existir um elemento b € A
tal que a. b = 1. Nesse caso, dizemos que b é um inverso de a.

Exemplo 2.9.3 Note que em Z, somente a =1 ou a = —1 € Z, sdo elementos
inversiveis em Z.

Definicdo 2.9.2 Em um anel comutativo, onde todo elemento ndo nulo é invertivel
é chamado de corpo.

Definicdo 2.9.2 Seja I < Z. Dizemos que I é um ideal de Z se a seguintes
condigdes sao satisfeitas:

i) 0€el

i) X, yEI=>x+y€El

iii) xXEl=>—x€l

iv) reZexel=rxel

Podemos observar que se as condig¢des (i), (ii), (iii) e (iv) da definicdo 2.8.2
podem ser substituidas por:

i) [+0

i) X, yEI=>x—yEI
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Exemplo 2.9.4 Seja A um anel dado por A = Z e seja I um conjunto dado por
I = {m.n|n € Z}, ou seja, 0o conjunto dos mudltiplos inteiros de m. Facilmente, pelas
propriedades da Definicdo 2.9.2 verifica-se que I é um ideal em Z.

Exemplo 2.9.5 Seja A um anel dado por A = Z[i] e seja I um conjunto dado por
I = {m.ala € Z[i]}, onde m = 1+ 2i. Facilmente, pelas propriedades da Definicdo 2.9.2
verifica-se que I é um ideal em Z[i].

Exemplo 2.9.6 Seja A um anel dado por A = Z[w] e seja I um conjunto dado por
I = {m.ala € Z[w]}, onde m = 1 + 2. Facilmente, pelas propriedades da Definicdo 2.9.2

verifica-se que I é um ideal em Z[w].



33

3 Cadigos convolucionais

3.1 Introducéo

Existem duas grandes familias de codigos corretores de erros: os cadigos de bloco
e os convolucionais.

Os codigos de bloco sdo descritos na literatura como cddigos sem memoria e com
as palavras-c6digos com mesmo comprimento n, isto €, a codificacdo de bloco atribui a cada
bloco de n bits de informacdo uma palavra codigo com k bits codificados. Por outro lado,
existe uma bijecdo entre as sequéncias (a]-) = (ay,..,a;) € cada palavra-cddigo, sendo que é

imposto k <n para que existam redundancias nas palavras (B]-) = (By,.., Bx). Dessa

maneira, diz-se que tal cddigo de bloco possui taxa R = E Em geral, quanto menor a taxa de

um codigo, maior a sua capacidade de deteccdo e correcao de erros.

A outra familia de cddigos sdo os codigos convolucionais, que podem ser vistos
como uma classe particular e mais estruturada de cddigos de blocos lineares, isto é, as
palavras-cadigos destes codigos estdo estruturadas sob forma de uma trelica. Estes tipos de
codigos possuem memoria, isto €, os bits codificados dependem néo so6 dos bits de informacéo
como também da informacdo armazenada pela memdria do cddigo e, além disso, o
comprimento das palavras-codigos € variavel.

O diferencial dos codigos convolucionais em relacdo aos cddigos de bloco é a
memoria, que é caracterizada da seguinte forma: um bloco de comprimento n (sequéncia de
informagdo que sai do codificador do canal) resultante da codificagdo de um bloco de
comprimento k (sequéncia de informacgédo que entra no codificador de canal) depende deste

Gltimo e dos m blocos de k digitos armazenados no codificador. Como no caso anterior,

impondo k < n, 0 cddigo possui uma taxa R = E

3.2 Cadigos convolucionais: codigos obtidos a partir de maquina de estado finito

Um codificador pode ser representado por uma maquina de estados finito, que é o
nome genérico para maquinas que tém memdaria dos sinais passados. O termo finito refere-se

ao fato de que existe apenas um nimero de estados Unico e finito que a méaquina pode gerar.
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Definicdo 3.2.1 Uma maquina M é representada pela quintupla («,3,S,f,g)
onde « representa o conjunto de entradas; S representa o conjunto de saidas; S representa o
conjunto de estados; f: o< x S — S representa a funcdo do proprio estado; e g:a XS = f8
representa a funcdo da saida (PALAZZO, 1998).

Da Definicdo 3.2.1, pode-se descrever o estado e a saida como sendo,
respectivamente:

s = f(a(k — 1), a(k — 2)) —estado
B (k) = g(sy, a(k)) —saida.

Observa-se que a cardinalidade |S| do conjunto de estado S é finita e para cada

a(k) sdo associadas transi¢Oes entre os estados com as correspondentes saidas B(k) =

(B1(K).B2 ().

Considere o exemplo de um codificador convolucional com memoria m = 2 e
1 - . . A
taxa R =7 Este codificador consiste de um registrador de deslocamento contendo trés

células, dois somadores mod 2 e um multiplexador para se realizar a saida codificada. A
figura seguinte mostra o esquema deste codificador.

Figura 7- Codificador convolucional binario, m =2 eR = %

B1(k)

a(k)

val

B2 (k)

Fonte: Palazzo (1998)

Uma outra forma de se apresentar um codificador convolucional é através do
diagrama de trelica. Para o codificador convolucional mostrado na Figura 7, a sua trelica

encontra-se ilustrada na seguinte figura.
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Figura 8- Diagrama de Trelica .

Fonte: Guanais (2012)

Cada coluna de noés representa os quatro possiveis estados do codificador e a

profundidade da trelica. A partir da coluna de n6s mais a esquerda, corresponde ao nimero de

bits que entram no codificador. Assim, as transi¢des resultantes da entrada de um bit 0 no

codificador convolucional sdo representadas por linhas cheias e as transi¢des resultantes da

entrada de um bit 1 no codificador convolucional sdo representadas por linhas tracejadas.

O processo de decodificacdo para cddigos convolucionais ndo € tdo simples como

no caso dos cddigos de bloco devido ao estdgio de memoria introduzido no processo de

codificacdo. O método mais conhecido e utilizado para a decodificacdo é o Algoritmo de

Viterbi, que é equivalente a decodifica¢do por maxima verossimilhanca.

O algoritmo de Viterbi é descrito da seguinte forma:

A cada unidade de tempo:

e Somar 2K métricas de ramo as métricas dos caminhos previamente
armazenados.

e Comparar as métricas de todos os 2% caminhos que chegam a cada estado.

e Selecionar o caminho com a maior métrica (sobrevivente).

e Armazenar o caminho sobrevivente e sua métrica.

Uma explanacdo detalhada de tal algoritmo pode ser conferida em Tarokh et al.

(1999).

3.3 Enumeracéo dos pesos das palavras-codigos

As palavras-codigo de um cddigo convolucional apresentam uma estrutura de

grupo, pois satisfazem as propriedades de fechamento, possui elemento inverso aditivo e
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elemento identidade aditivo, isto é, o cadigo convolucional forma um codigo de grupo. Além
disso, tal fato é s valido para cddigos lineares.

Dessa forma, o diagrama de estado do codigo convolucional pode ser modificado
de tal forma que podemos ter a descricdo completa dos pesos de Hamiming w de todas as
palavras cddigos-codigos ndo nulas.

Figura 9 - Diagrama de estado do cddigo convolucionalcomm = 2e R = % .

Fonte: Palazzo (1998)

De acordo com a Figura 9, cada circulo representa um estado e cada estado e cada
seta representam um transicdo entre estados. Uma transicdo parte de um estado no tempo t; e
alcanca um estado no tempo t; + 1, mas para que isso aconteca, & necessario que um bit entre
para provocar a saida. Por exemplo, para sair do estado 00 e ir para 0 estado 10 é necessario
que o bit de entrada seja 1, o que resulta uma saida 11.

Em geral, para qualquer sequéncia de informagdo « existe um caminho no
diagrama de estado correspondente a sequéncia codificada; por exemplo, se « = (1,0,1,1,1),
a correspondente sequéncia codificada sera B = (11,10,00,10,10). Todavia, se a =
(0,0,0,0,0), a correspondente sequéncia codificada serd g = (00,00,00,00,00) e, portanto, o
peso de Hamming desta sequéncia sera zero.

No diagrama de estado, para cada transicdo existe uma funcdo associada a cada
transicdo. Neste diagrama € dentada por D", onde w é o peso de Hamming da correspondente
transicdo, e D € a funcdo de Bhattaryya. Sendo assim, todo caminho que inicia e termina no
estado zero representa uma palavra cédigo ndo nula de um cédigo convolucional, o que neste

caso, a fungdo de transferéncia resultante para cada um desses caminhos é obtido pelo produto
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das correspondentes fungdes de transferéncias das transi¢bes (PALAZZO, 1998). O diagrama

de estados particionado para o codificador da Figura 7 € mostrado na figura 10.
Figura 10 - Diagrama de estados particionado do codificador convolucional comm = 2 e

R=2
2

Fonte: Palazzo (1998)
Palazzo (1998), para especificar o numero de palavras-codigo com peso de

Hamming w, utilizou um polindbmio enumerador que pode ser facilmente obtido uma vez que
0 diagrama de estados particionados possa ser visto como um sistema linear discreto no
tempo. As equacOes de estado e de saida associadas a este sistema linear sdo dadas

respectivamente, por

E(i+1)=AW)E®G) + B(i) (3.2)
T@) =CWHOE® (3.3).
onde, E(i)é a matriz de estado que especifica os estados intermediario no instante de tempo
t = i. No exemplo, esta matriz é da orden 3 x 1 dada por:

E@D) = [pi@inpisl;
A(i)é a matriz de transicdo que contém os elementos correspondentes as transi¢fes entre 0s

estados intermediarios. No exemplo, € uma matriz de orden 3 x 3 dada por:

0 1 0
AG@)=|D 0 D|;
D 0 D

C (i) é a matriz de saida que especifica as transi¢des entre os estados intermediarios e o estado

zero. No exemplo, € uma matriz de ordem 3 x 1 dada por:
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c@=1[o D% ol
B(i) é a matriz condicdo inicial que especifica as transicdes entre o0s estados intermediarios.

No exemplo, é uma matriz de orden 3 x 1 dada por
B"()) =[p% o ol

Substituindo nas equagdes 3.2 e 3.3, resolvendo o sistema temos

5
T(D) = ——=D%+2D% + 4D” + -- (3.4).

Observando a Equacédo 3.4 podemos dizer que existe um caminho com peso de
Hamming 5, dois caminhos com peso de Hamming 6, quatro caminhos com o0 peso de
Hamming 7. Os pesos estéo relacionados com o caminho todo nulo.

Todavia, se for necessario determinar o numero de digitos 1 contidos nas
sequéncias, deve-se introduzir uma variavel K em todas as transi¢fes no diagrama de estados
particionados que tenham sido originadas pelo 1 como mostra na Figura 11 .

Figura 11 - Diagrama de estado particionado com K incluido.

Fonte: Palazzo (1998)
Dessa forma, as matrizes A(i) e B(i) serdo modificadas ao introduzirmos a

variavel Kpara

0 K O
A@=|(D 0 D
DK 0 DK
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BT()=[p%k 0 ol

Do mesmo modo, substituindo nas Equagdes 2.2 e 2.3, tem-se

DSK

— N5 6172 7173
———=DSK +2D°K? + 4D"K® + (3.5)

T(D,K) =

Observando a equagdo 3.5 pode-se dizer que existe um caminho com peso de
Hamming 5 cuja a correspondente informacdo contém somente um dnico digitol, dois
caminhos com peso de Hamming 6 cuja a correspondente informacdo contém somente um
Unico digitol, quatro caminhos com o peso de Hamming 7 cuja a correspondente informacéo

contém somente um Unico digitol. Os pesos estdo relacionados com o caminho todo nulo.
3.4 Propriedades de distancia dos codigos

O desempenho de um cddigo convolucional depende, além do algoritmo de
decodificacdo, das propriedades da distancia do cddigo. Neste aspecto, tem-se as seguintes
distancias associadas ao codigo convolucional :

e distancia livre denotada por d, .

e distancia de coluna por d;.

e distancia minima, denotada por d,;, -

Entre estas distancias, daremos énfase na distancia livre, pois é a mais importante
por estabelecer a capacidade de erro associada ao cédigo convolucional.

Defini¢do 3.4.1 E denominada distancia livre dfree de um codigo convolucional
como sendo a menor distancia de Hamming entre quaisquer duas sequéncias codificadas

provenientes de duas sequéncias de informacao distintas, isto e,

dfree = min{d(B1,p2) : a1 # az},

ondep; e B, sdo as sequéncias codificadas correspondentes as sequéncias de informacdo a4 e
a,, respectivamente.
Devido ao fato dos codigos convolucionais serem uma classe de cédigos de trelica

linear, valem as seguintes propriedades de linearidade:
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dfree = min{ w(B; @ B2): a1 # a; }, sendo b operagdo binaria,
dfree = min{w(f): a # 0}

Portanto, 0 dg,.. corresponde ao peso minimo das sequéncias codificadas de
qualquer comprimento sob a condi¢do de que o primeiro bloco das sequéncias de informacao
seja diferente de zero, e consequentemente, a distancia livre dy,.. corresponde ao peso de
Hamming minimo entre todos os possiveis caminhos na trelica que divergem do estado zero e
retornam ao estado zero ap0s algumas transi¢des. Este fato so se aplica em codigos de trelica
lineares, como no caso dos codigos convolucionais (PALAZZO, 1998).

Para um melhor entendimento, serd retomado o exemplo citado na se¢do 3.3 na
Equacdo 3.4 obtida pelo polindmio enumerador, de acordo com o diagrama particionado da

Figura 3.4.
5

1-2D

T(D) = = D5+ 2D® +4D7 + -~

Como jé foi visto, os pesos de Haming relacionados ao caminho todo nulo séo 5,

6,7, .., e portanto, a distancia livre dy,., € igual a 5 neste exemplo.
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4 Cabdigos Espaco-temporais para sistema de tecnologia
MIMO

4.1 Introducéao

Com a crescente demanda no mundo da comunicacdo sem fio moével, desde o
seu surgimento, passaram por uma evolucdo excepcional na sua tecnologia, desde os
primeiros sistemas de comunicacbes AM e FM, até o desenvolvimento de sistemas de
telefonia celular de ultima geracdo, que por sua vez exploram modernas técnicas de
comunicagéo digital.

Dessa forma, as tecnologias de transmissdes em sistemas de comunica¢es moveis
tém procurado utilizar todos os recursos possiveis para seu aperfeicoamento para aumentar a
capacidade e a confiabilidade destes sistemas. Na literatura, sdo encontrados conjuntos de
técnicas e implementacdes impressionantes que resultam em melhorias para estes tipos de
sistemas de comunicagoes.

Neste cenario, os cddigos espaco-temporais de trelicas (CETT) tém recebido
especial atencdo, uma vez que provéem uma maneira efetiva de explorar completamente a
diversidade na transmisséo e recepcdo do canal com um especifico tipo de desvanecimento,
apresentando uma melhor eficiéncia no seu desempenho.

Portanto, neste trabalho veremos um método sisteméatico para a construcdo de
codigos espaco-temporal de trelicas (CETT) aplicados em canais com desvanecimento quase-
estatico e plano. Tal procedimento é baseado na teoria de reticulados, onde serd fornecido
uma nova estratégia de codificacdo que aliara de forma combinada conceitos de constelagdes

de sinais casadas a grupos aditivos e constelacdes de sinais rotacionadas.

4.2 Modelo de sistema de comunicacdo com multiplas antenas

Considere a seguinte situacdo problema na qual um sistema de comunica¢do no
transmissor, estd equipado com uma antena que deve transmitir informacfes para um
receptor, também equipado com uma antena, através de um canal sem fio, como ilustrado na
Figura 12. (BERHUY; OGGIER, 2009)



42

Figura 12 - Um canal com uma antena transmissora e uma antena receptora.

(¢ L0

Fonte: Guanais (2012)
O sinal que o transmissor deve enviar pode ser representado vetorialmente por

x = (xq,..,x,) EC". No tempo t, t =1,..,n, a antena de transmissdo envia x,;, que
chegaréa a antena receptora por diferentes caminhos, incluindo algumas reflexdes (ocasionado
pela natureza do ambiente sem fio). Além disso, x; sera afetada pelo ruido, provenientes de
interferéncias ocasionadas ao longo do percurso. Logo, o0 que o receptor recebe € um sinal
modificado y,, como descrito na Equacéo (4.1).

Ve = x¢hy + v, t=1,..,n, (4.1)
os coeficientes h, e v, sdo varidveis aleatorias complexas Gaussianas, representam
respectivamente o desvanecimento (ocasionado pelos multipercursos do sinal) e ruido do
canal. Ao reescrever o modelo de transmissao descrito pela equagdo (4.1) em uma forma

matricial, obtem-se que

y=xH+wv, (4.2)

onde, y = (y4, ... , ¥,) representa o vetor recebido, e H é uma matriz diagonal n x n chamada
matriz do canal. O vetor v contém o ruido H e v sdo escolhidos de tal forma que tenham
coeficientes complexos.

Vejamos a situagdo em que o canal tenha duas antenas na transmissdo e duas

antenas na recep¢ao como mostra na Figura 12 abaixo.
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Figura 12 - Um canal com duas antenas transmissoras e receptoras.

1

Tx

Fonte: Guanais (2012)

No tempo t, as antenas transmissoras geram 0s sinais x;,; e x,,. Esses sinais serdo
recebidos pelas duas antenas receptoras, seguindo caminhos diferentes. Os sinais y;; €

y,; recebidos por cada uma das antenas receptoras sao descritos pelo sistema a seguir:

{}’11: = h11X1e + higXxpe + v1g (4.3)
Yar = ho1X1: + hopXxpe + vyt

h;; denota o desvanecimento ocorrido da antena transmissora i a antena receptora j, e v,
denota o ruido na antena receptora j no tempo t.

O coeficiente de atenuagdo h; depende de t, como pode ser observado pelo
sistema descrito na Equacdo 4.3. No entanto, é razodvel supor que o ambiente ndo mude tdo
rapido e que exista um periodo T durante o qual o canal h;; permanece constante. Este
periodo T é chamado de intervalo de coeréncia.

Por exemplo, suponha que o canal permanece aproximadamente constante ao
longo de um periodo de duracdo T = 2, e a transmissdo tem inicio em t = 1, onde a antena 1,
nos instantest = 1 e t +1 = 2 transmite os sinais x;1 € x;,. Da mesma forma, a segunda antena
transmite em t e t +1 0s sinais x,; € x,,. Na recepcdo, a antena 1 recebe, consecutivamente,
um sinal que é a soma dos dois sinais transmitidos com desvanecimento e alguns ruidos,

dados por:

{3’11 = h11x11 + hiaXp1 + V14
Yar = hp1X11 + hpaxpp + v

De forma anéloga, a segunda antena recebe
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{YZl = h11X12 + hi2Xp + Vg
Y22 = ho1X12 + hppXap + V7.

Reescrevendo este modelo de transmissdo em forma matricial, obtemos que
(}’11 Y12) _ (hn h12) (x11 x12) + (V11 1712)
Y21 Y22 hy1  hyy) \X21 X2 V21 U/

Este modelo pode ser descrito para um sistema mais geral, isto é, para M = 2
antenas transmissoras e N > 2 antenas receptoras. No instante t, as M antenas enviam cada
um dos M sinais, que podem ser agrupados na formax = (xq,, .. ,xy,)’. Cada x;, serd
recebida por todas as N antenas receptoras. Assim, x;; segue N caminhos diferentes, cada um
correspondendo a um desvanecimento denotado por h;, j = 1,..., N para cada destino.

Para os casos em que T > 2, onde T € a coeréncia de intervalo de tempo durante o
qual o canal é considerado como constante, 0 modelo de transmissdo com mdltiplas antenas

ao longo de um tempo T de coeréncia pode ser descrito matricialmente por:

Yner = Hyxm Xmxr + Viar,

onde todas as matrizes tém coeficientes em C, e suas dimensfes sdo descritas pelos indices
denotado dos subconjuntos. Cada coluna da matriz X contém o vetor x; enviadas no tempo t.

Os coeficientes das matrizes H e V sdo dados por variaveis aleatdrias complexas Gaussianas.
4.3 Codigos Espaco-temporal de Trelicas (CETT).

Tarokh et al. (1998) demonstraram que os sistemas de comunicacGes na qual a
codificagdo espaco-temporal, provenientes de estados de uma trelica, apresentam uma melhor
eficiéncia, tanto em termos de poténcia como em termos de largura de banda, em canais
ruidosos. Estes codigos sdo conhecidos na literatura por codigos espaco-temporal de trelica
(CETT) que aliam de forma simultanea a diversidade espacial e temporal. Esta técnica tem
despertado cada vez mais o interesse da comunidade da teoria de informacédo porque permite
explorar de forma completa a diversidade na transmissédo e na recepcdo. A codificacdo na
dimensao do tempo garante que o ganho de diversidade seja atingido sem comprometer a taxa

de transmissao.
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Considere um sistema de comunicacdo moével com modelo de canal do tipo
Rayleigh e desvanecimento plano quase-estatico configurado com n, antenas transmissoras e
n,.antenas receptoras.

A cada instante de tempo t, n, palavras-cédigos complexas sdo transmitidas
simultaneamente através de blocos de comprimento [, dados por n.(ci, .., c/t), para t =
1,..,n,. O sinal recebido pela antena j,j = 1,2, ..., n,, corrompido pelo desvanecimento do

canal é descrito pela Equacéo 4.4:

rl =¥, o ¢ \JEs + 1, (4.4)
onde E representa a energia média do sinal transmitido; njt é 0 ruido aditivo Gaussiano
branco complexo (do inglés: Additive White Gaussian Noise-AWGN) com meédia zero e
variancia No/2 por dimensdo; «;; denota o desvanecimento presente ao longo do caminho da
i-ésima antena transmissora a j-ésima antena receptora.

Uma das vantagens de se trabalhar com os codigos do tipo CETT é que estes sdo
definidos por estruturas de trelicas, possibilitando a utilizacdo do algoritmo de Viterbi, que é
baseado na distancia Euclidiana. O ganho de codificacdo entre a i-esima antena transmissora e
a j-ésima antena receptora permanece constante durante um quadro de transmissdo, mas muda
de forma independente de um quadro para o outro.

Dado um par de palavras c e e, considere P(c — e) como sendo a probabilidade de
um decodificador de maxima verossimilhanca decidir erroneamente pela palavra codigo e =

ele? ..efeled ...e} ..efef ...e', dado que a palavra transmitida tenha sido c=

cic? ..cicicd ....ch .cicf ..l
Assumindo que os parametros associados ao desvanecimento o;; sejam conhecidos,
entéo pode-se mostrar que 0 limite superior da probabilidade

P(c - e|a;,i=12,..,n,j = 1,2, ..,m) é exponencial e igual a:

1 d?(c, e)Eq e
2 P 4N, )’ (45)

onde d?(c, e) ¢ dado por:

d(ce) = M M |Sh o (ol — o). (4.6)
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A partir do limitante superior obtido na Equacdo (4.5), Tarokh et al., (1998),

define o ganho de diversidade como o expoente da relagdo sinal/ruido (SNR)(fTS). Por
0

consequéncia, a diversidade maxima atingida ocorre quando d?(c,e) for maxima, onde d
denota distancia Euclidiana.
Por outro lado, desenvolvendo a Equacdo (4.6) obtém-se uma nova maneira de

escrever d?(c, e) na forma:

d?(c,e) = o u Y 10L1]oc1](ct et)(ct —ef), (4.7)

onde a notac¢do a, representa 0 complexo conjugado do elemento a.

A Equacéo (4.7) pode ser reescrita matricialmente por:

d*(c,e) = X2, QAQ;, (4.8)

onde Q = ((lej,(XZ,j, '"!an,j) e Q= ((X—L] Y05 e,y an,j)

As entradas Ap, da matriz A sdo obtidas pelos produtos internos A, =
(P —et)( eq), para 1 <p,q <n. Ao substituir d?(c,e) na Equacdo (4.5),

verifica-se que a probabilidade de erro com relacdo ao
par P(c - e|aj,i = 1,2,...,n,j = 1,2,...,m) < [I2; exp(—Q;A(c, e)QEs|4Ny).

Nos Capitulos 5 e 6 serd visto uma nova técnica para se obter d*(c, e) maxima
definida na Equacdo (4.5). Tal procedimento € baseado na teoria de reticulados onde é
fornecida uma nova estratégia de codificacdo que aliard de forma combinada conceitos de
constelacOes de sinais rotacionadas e parti¢des de reticulados.

Ao fazer uso dos resultados conhecidos da algebra linear, Tarokh et al. (1998),
determinaram dois critérios de analise de desempenho de codigos espago-temporais quando
sujeito a desvanecimento do tipo Rayleigh, como sera visto no final deste capitulo.

Para isto, usa-se o fato que se a matriz A(c, e) for hermitiana, entdo existe uma
matriz unitaria V (V* = V1) e uma matriz diagonal D tal que VA(c,e)V* = D.

Assim, as linhas de V = {vy, vy, ... , v, } formam uma base ortonormal no espago
C"r, sendo composta pelos autovetores da matriz A(c,e). Em relacdo a matriz D, 0s
elementos da diagonal sdo os autovalores 4;,1 <i < ny,da matriz A(c,e), levando em

consideracdo suas multiplicidades.
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Dessa maneira,

[(611—011 (e —ch) .. (e} — c} ]
B(C, ) — | (312 _ C12 (62 —:Cz) (elz — Clz |
e =y @ —any @ -l

é a raiz quadrada da matriz A(c, e), sendo que B(c,e)B*(c,e) = A(c, e), entdo conclui-se que
os autovalores da matriz A(c, e) sdo nimeros reais nao negativos.

Chamando de w;V* = (B, Bzj, - » Bnyj ). tem-se que

« 2
wA(c, @)w’ = X1 4 By

onde
nr
ﬁij Z ak} Lk
i=1
Portanto,
ngr nr
. . Es 2
p(c—>e|aij,1SlSnT,1 <j SnR)Sl_[exp —WZ/H&” . (4.9)
; 0 4
j=1 i=1

Como a matriz V = {vy, vy, ... , v, } € unitaria e forma uma base ortogonal para o
espaco C"7 e B, 1 <i<ns,1<j<ng, sdo variaveis aleatdrias Gaussianas complexas

independentes com variancia

nr

o?[B;] = var zakj Vik
k=1

ﬁl] znvlkllz var[ak]]

o [,Bij] = var[akj]
o? [Bii] = 21 por dimenséo e média dada por
nr
Ele;|=E Z ay; Ui
k=1
nr

Eloc; | = ZE[%']W

k=1
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E[;] = K. v,
onde
K = (Elay;] E|ay;], -, E[an,;])-
Para o canal que apresenta desvanecimento do tipo Rayleigh, tem-se E[aij] =0e,
consequentemente, k; = 0,para 1 <i <ng,1<j <ng, e portanto a probabilidade de se

escolher e quando ¢ é transmitido é limitada superiormente por
nR

1 1

nT o4 Es 1 S - Es \RT’
ML1+504) (oo (i)

plc > e) < (4.10)

sendo r < n; 0 posto da matriz B(c,e) e A4, 43, ..., A, 0s autovalores ndo-nulos da matriz
A(c, e).
Da relacdo obtida no denominador do termo mais a direita da desigualdade dada

pela Equacdo 4.10, conclui-se que um ganho de diversidade igual a ngr € alcancado.

Portanto, o ganho de codificacdo é igual a (41,1,, ...,AT)% que corresponde a uma medida
aproximada do ganho obtido em relagdo a um sistema nédo codificado operando com 0 mesmo
ganho de diversidade (TAROKH et al.1998).

Como consequéncia, obtém os seguintes critérios na analise de desempenho de
codigos espacos-temporais quando submetidos ao desvanecimento do tipo Rayleigh, dado
por:

e Critério do Posto: Para que se consiga a diversidade méxima igual a ngnr, a

matriz B(c, e) deve ter posto completo para qualquer par de palavra-cédigo c e e .

No entanto, se essa matriz possui um posto minimo r para um dado par de

palavra-codigo distintas, entdo uma diversidade igual a ngr é obtida.

e Critério do Determinante: Para se obter a diversidade maxima igual a ngny,

suponha-se que uma diversidade igual a npré alcancada. Como o ganho de

codificacdo corresponde ao produto (4;4, ...4,) que € o valor minimo das raizes
r-ésimas da soma dos determinantes de todos os cofatores principais r X r da

matriz A(c, e) calculados para todos os pares de palavras-codigos distintas c e e.

Sendo assim, o valor minio do determinante da matriz A(c,e), calculado para

todos os pares de palavras-codigos distintas, deve ser maximizado.
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5 Reticulados e constelacdes de sinais

5.1 Introducéao

Um reticulado A é um conjunto infinito de pontos em R" que herda uma estrutura
de grupo aditivo, representa uma importante ferramenta algébrica-geométrico no estudo da
teoria de informacdo, principalmente em problemas relacionados a teoria de cédigos. Diz-se
que A é um reticulado de dimensdo n completo em R™, se existe um conjunto de vetores dado
por B = {vy, ..., 1.} linearmente independente em R", tal que, A seja gerado por B, isto &,
A={x=Y" v, €T} (5.1)

O conjunto B é chamado de base do reticulado. Neste trabalho, faremos uso
apenas dos reticulados completos.

Exemplo 5.11 Se tomarmos n = 1 a partir da Equacdo 5.1, obtemos o reticulado
A =17, isto é, o conjunto dos nUameros inteiros que possui uma estrutura de grupo aditivo
associado. A base mais natural é dado por g = {1}. Assim, Vn € Z, obtemos A =Z =
{n=n.1|ln € Z}.

Associado uma base g de cardinalidade n, entdo existe uma matriz geradora M de
ordem n, onde as n colunas sao formadas pelos n vetores da base 5 e as n linhas sdo obtidas a
partir das n coordenadas dos vetores da base B. Cada vetor x = (xy,... ,x,) € A pode ser
escrito na forma x=¢ vy +--+& v, =EM, onde os elementos¢; sdo inteiros e & =
(¢4, ... ,&,). Define-se a norma N de um vetor x € A da seguinte forma:

NG =NEvr + -+ 8am) = Ein Xjo & §viyy = €.6.87 = f(§), (5.1)
onde G = M. M e M representa a matriz transposta conjugada de M. A funcdo f(§) das
n variaveis &, ..., &, € chamada de forma quadratica associada ao reticulado A.

Note que a partir da Equagéo 5.1, se tomarmos n = 2 e a base mais natural
em R?, isto €, a base candnica § = {v,,v,}, onde v; = (1,0) e v, = (0,1), entdo obtemos o
reticulado A4 = Z? descrito no proximo exemplo.

Exemplo 5.1.2 O reticulado A = Z? é gerado pela base f = {v;,v,}, onde

v; = (1,0) e v, = (0,1), tem como matriz geradora

=y 1)

A forma quadratica associada a cada elemento & € Z? é dada por f(§) =& +&2. O

reticulado Z? é identificado de forma natural com o anel dos inteiros de Gauss Z[i] =
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{x +iy|x,y € Z}, onde i?=—1. Cada elemento (x,y) € Z?> corresponde de forma

biunivoca a um Unico elemento x + iy € Z[i].

Figura 14- Reticulado Z?2

Fonte: Guanais (2012)
Note que se considerarmos em R? outra base 5’ diferente da base 8 do Exemplo 5.1.2, dada

por B’ = {vy,v,} onde v; = (1,0) e v, = (l V3

2,7), entdo obtemos um outro reticulado de

dimensdo 2, como descrito no préximo Exemplo.

Exemplo 5.1.3 O reticulado A = A, (também, conhecido por reticulado

hexagonal) é gerado pela base f = {v{,v,}, onde v; = (1,0) e v, = G?) e tem como

1 0
M=<1 \/§>
2 2

A forma quadrética associada a cada elemento & € A, é dada por f(&) = & + §,&+E2. O

matriz geradora

reticulado A, é identificado de forma natural com o anel dos inteiros de Eisenstein-Jacobi

Zlw] = {x + wy|x,y € Z}, que possui uma estrutura de grupo aditivo associado, onde

1+ivV3 . ;.
= L Cada elemento (x,y) € A, corresponde de forma biunivoca a um unico elemento

x + wy € Zlw].
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Figura 15- Reticulado A,

Fonte: Guanais (2012)

A seguir apresentaremos algumas propriedades de reticulados que faremos uso no
final deste capitulo.

2.5.1 Propriedades de reticulados

Seja A um reticulado de dimensdo n. A partir de A podemos obter novos
reticulados através das seguintes operacoes:

1) Sejar € R, entdo rA é um reticulado que consiste de todos os multiplos rA

de todos vetores v € A por um escalar r.

i) Se T é uma dada transformacdo ortogonal de um espaco de dimensédo n,
entdo TA é um reticulado que consiste de todas transformacdo Tv de todos
vetores v € A via transformacdo T.Dizemos que TA é uma versao
rotacionada do reticulado A.

Observacdo 5.1 Se um reticulado A, é obtido a partir de um reticulado do A; via
qualquer umas das operagbes (i) ou (ii), entdo dizemos que A; e A, sdo reticulados
equivalentes, e mais, se M; e M, entdo M; = UM,U”, onde UT é uma matriz transposta de
T edet(U) = 1.

Exemplo 5.1.4 Seja a transformacéo ortogonal dada pela rotacdo T, onde

11
T=(; _ 1).
Note que TZ? é uma versio de Z? obtida pela rotacio de Z? por % rad. Logo pela

Observagio 5.1 segue que TZ? é um reticulado equivalente ao reticulado Z2.
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2.5.2 Subreticulados e cadeias de parti¢cdes de reticulados.

Sejam A um reticulado dado e A’ um subconjunto de A. Dizemos que um
subconjunto A’ é um subreticulado de A, se A’ possui uma estrutura de grupo aditivo
associado. Em outras palavras, A’ é um subgrupo aditivo do grupo aditivo A.

Exemplo 5.1.5 Seja m um inteiro positivo qualquer, e o conjunto dos inteiros
multiplos de m que denota por A' = mZ. Assim, mZ possui uma estrutura de grupo aditiva
associada e € um subgrupo aditivo do grupo aditivo Z, ou melhor, os inteiros multiplos de m é
um subreticulado de Z, isto é, podemos escrever A’ na forma,

A =mZ={t =m.n|n € Z}.

Seja A’ um reticulado de 4, logo A’ é um subgrupo aditivo do grupo aditivo A.

Entdo, faz sentido considerar o grupo quociente do reticulado A por um
subreticulado A’. Uma vez que a operacao de grupo aditivo A/A" esta bem definido.

Logo, A’ induz uma particdo no reticulado A via classes de equivaléncia médulo

Exemplo 5.1.6 Seja m um inteiro positivo. O subgrupo mZ dos mdaltiplos inteiros
de m é um subreticulado de Z. O grupo quociente Z/mZ geometricamente representa uma
particdo do conjunto dos inteiro em m classe de equivaléncia médulo m. Como |Z/mZ| =
m, entdo os representantes das classes laterais desta particdo sao dados por {0,1, ..., m — 1}.

Note que V x € Z, temos pelo algoritmo da diviséo de Euclides que x = am + b,
onde b € {0,1,...,m — 1} e am € mZ (multiplos de m). Os elementos b € {0,1,..., m — 1}
representa as classes de restos médulo m, ou seja, os elementos do anel Z,,. Ou melhor,
temos que Z,, =~ Z/mZ.

Uma cadeia de particdo de reticulados A/A'/A" é uma sequéncia de reticulados,
onde cada novo reticulado da sequéncia é um subreticulado do seu antecessor. Em outras
palavras, tem-seque A 24 24" 2 -

Exemplos 5.1.6: A particdo de reticulados dada por Z/27Z/4Z ...

Observe que temos Z D 27 D 4Z D ---.

5.2 Esquemas de modulago a partir dos reticulados A, e Z2.

Um fato bem conhecido na literatura € que as modulacbes QAM e HEX estdo
associados aos reticulados Z? e A, respectivamente. Como visto nos Exemplos 5.1.2 ¢ 5.1.3

as formas quadraticas f(x,y) =x®>+y? e g(x,y) =x*+xy+y? estdo associados
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respectivamente aos anéis de inteiros Z[i] e Z[w]. Por outro lado, os anéis Z[i] e Z[w], por
sua vez estdo associados a Z? e A,, respectivamente.

Como consequéncia destas identificacGes, baseando nas formas quadraticas e em
propriedades algébricas da teoria de numeros, varios trabalhos, Huber (1994), Nébrega et al.
(2001) e Carvalho et al. (2008), proporam procedimentos de constru¢des de constelacbes de
sinais via parti¢Oes de reticulados por subreticulados.

Huber (1994) e Noébrega et al. (2001), propuseram uma estratégia de codificacdo
sobre um grupo aditivo associado aos p sinais de modulacdo empregada, isto €, como as
constelacBes sdo descritos por formas quadraticas, e assim as solugdes dessas equacdes
fornecem simultaneamente um procedimento algébrico e geométrico para a classe dos cadigos

sobre corpos de Galois, associados aos p sinais das modulagdes.

5.3 Constelacdes de sinais provenientes de reticulados casadas a grupos aditivos.

Huber (1994) e Nobrega et al. (2001) propuseram procedimentos algébricos para
se obter constelagcfes de sinais casadas a grupos aditivos provenientes da estrutura aditiva dos
corpos de Galois GF (p). Tais grupos aditivos sao isomorfos a reticulados (dados por um anel
de inteiros de Gauss ou anel de inteiros de Eisenstein-Jacobi) por subreticulados (ideais destes
anéis). Esses procedimentos foram baseados em resultados classicos da teoria dos nimeros.
Assim, se um inteiro primo p é escrito como soma de quadrados de inteiros, isto €, se
p=a®+b% com a,b€Z ou sep é escrito da forma p = a® +ab + b?%, com a,b €
Z, entdo, dado um inteiro primo p, existe uma constelagédo de sinais U de cardinalidade
p proveniente do reticulado Z[i] casada ao grupo aditivo G do corpo de Galois GF(p) se
p =2oup =1 (mod4) (HUBER, 1994,NOBREGA et al. 2001).

Para 0 caso do reticulado Z[w], dado um inteiro primo p, existe uma constelacédo
de sinais U de cardinalidade p proveniente do reticulado Z[w] casada ao grupo aditivo de
GF(p) se p = 3 oup = 1 (mod 6) (HUBER, 1994;NOBREGA et al. 2001).

Convém, observar que encontrar pares de inteiros (a, b) e (c,d) tais que a? +
b? =p e c?+cd + d? = p, significa que a e b sdo solugdes inteiras da forma quadrética
f(x,y) = x> + y?> = p e que c e d sdo solucdes inteiras da forma quadratica g(x,y) = x? +
xy+y*=p.

Carvalho et al. (2008) estendeu os resultados apresentados em Huber (1994) e
Nobrega et al. (2001) mostrando que dado um inteiro primo p, existe uma constelacdo de

sinais U de cardinalidade p™ (n = 1) casada a um grupo aditivo G de cardinalidade p™, se
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p=2ep=1(mod4)ousep=3ep=1(mod6) a partir dos reticulados Z[i] e Z[w],
respectivamente.

O procedimento proposto em Carvalho et al.(2008) para se estabelecer um método
de construcdo de uma constelacdo de sinais U de cardinalidade p™, casada a um grupo aditivo
G de cardinalidade p™, equivale do ponto de vista algébrico, determinar ideais I em Z[6](para
6 = i ou w) de norma relativa p™, que satisfacam a condicdo de que G = Z[0]/I.

Assim, os elementos de G podem ser vistos como classes de equivaléncias de
Z[6], cujos representantes sdo dados por O0,.. ,p" ! — 1. Desde que 6 € Z[#], segue-se
entdo que 6 pertence a alguma classe lateral § € Z[0]/I, com 0 < s < p™ — 1, onde a norma
relativa de 8 é s. Ao tomar-se um dado elemento x + y6 que pertence a alguma classe lateral
[ € Z[6]/1, com norma relativa 1, onde 0 <s <p™ —1, obtem-se, x + y§ =X + ys =

x +ys = [. Assim,
x +y0 = l(modl) & x + ys = l(modl). (5.2)

Um elemento [ € G é um rétulo de um ponto x + y6 € Z[6], se a equagdo x +
yr = l(modp™) for satisfeita. Para isso, € suficiente encontrar uma Unica solucdo r € Z para
aequacdo x + ys = 0(modp™), onde 0 < s < p" — 1 (CARVALHO et al. 2008).

Exemplo 5.3.1 Considere p = 5. Note que existe um par de inteiros (2,1) tal que
22+ 1% = 5. Logo, existe um ideal I = (2 + i) € Z[i] e uma constelacdo de sinaisS de
cardinalidade 5 proveniente do reticulado Z[i], casada ao grupo aditivo do corpo de
Galois GF (5) isormofo ao grupo quociente Z[i]/I. Agora se r = 3 é uma solucéo inteira de
2 + s = 5,entdo o rétulo de qualquer elemento x + yi em Z[i] é obtido através da equacdo
x+ 3y =1(mod)5).

Exemplo 5.3.2 De forma andloga, considerandop = 7, encontra-se um par de
inteiros (1,2) tal que 12 + 1.2 + 22 = 7. Para este caso, obtém-se uma constelacio de sinais S
de cardinalidade 7 a partir do reticulado Z[w], porém, casada ao grupo aditivo proveniente do
corpo de Galois GF(7) isomorfo ao grupo quociente Z[w]/I, onde I = (1 + 2w). Agora se
r = 3 € uma solucéo inteira de 1 4+ 2s = 7,entdo o rotulo do elemento x + yw em Z[w] é

obtido a partir da equagédo x + 3y = [ (mod 7).
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5.4 Diversidade de Modulacdo méxima Provenientes de Reticulados.

A diversidade de um sistema de comunicagdo pode ser maximizada desde que se
utilize especificas constelacbes de sinais, ou seja, aplicando a técnica denominada de
diversidade de modulacdo (BOUTROS;VITERBO, 1998). Do ponto de vista geométrico,
como visto na Secdo 2.7.1, a diversidade de modulacdo é caracterizada pela agdo de uma
rotacdo na constelacdo S, de modo que o numero de componentes distintas seja maximo. A

figura 16 ilustra este procedimento para constelacdo bidimensional com 4 sinais.

Figura 16- constelagdo bidimensional com 4 sinais.

1+ 1+i

U (1
Fonte: Guanais (2012)

Note que ao considerarmos os sinais da primeira constelagdo S da Figura 5.3
como Vértice de um quadrado, tem-se que S é dado por S ={—-1—1i,—-14+i,1+i1—i}.
Transladando e rotacionando a constelacdo S de forma conveniente, obtemos uma nova
constelacdo S’ = {0 + 0i, —1 + 2i,1 + 3i, 2 + i}.

Observacao 5.2 Observe que a constelacdo S’ apresenta diversidade maxima em
cada componente real e complexa, ou seja, qualquer elemento de S’ difere dos demais
elementos de S’ e a distancia de Hamming entre quaisquer dois elementos é 2 (maxima
possivel). O que ndo acontece com a constelacéo S.

As constelagOes de sinais obtidas via uma rotacdo, como ilustrada na Figura 16
sdo conhecidas por constelacbes de sinais rotacionadas. Em espacos Euclidianos n-
dimensionais, as constelagcGes podem ser caracterizadas como um reticulado na forma cubica
do tipo Z™. Um ponto x da constelacdo rotacionada é obtido pela acdo de uma matriz M em u,
ou seja, € o conjunto dos pontos {x = uM,u € Z"}. No caso, bidimensional o reticulado é

dado por Z?e a sua matriz de rotagdo tem a seguinte forma:

M= (—ab Z) coma, b € 7?2, satisfazendo a condicdo de que a* + b* = 1.
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Exemplo 5.4.1 Os sinais da constelacdo S’ da Observagdo 5.2 sdo escritos via
inteiros de Gauss que de forma natural sdo identificados por elementos de Z2, como visto, no
Exemplo 5.1.1. Assim, os sinais de S’ é descritos na forma S’ = {(0,0), (1,-2), (1,3), (2,1)}.

Tomando (a,b) = (1,0) tem-se que para todo (c,d) € S’ é obtido via o produto

_ _ 2 _ a b
(c,d) =uM,ondeu = (c,d) €EZ“e M = (—b a)'

Outra versdo das constelacbes de sinais rotacionadas existentes em espagos
Euclidianos, mas apenas para 0s casos que sejam da forma 2n-dimensionais, sdo as
constelacOes caracterizadas como um reticulado da forma A,". Um dado ponto x da
constelagdo rotacionada é obtido pela acdo de uma matriz M' em u, ou seja, € o conjunto dos

pontos {x = uM,u € A,"}.
5.5 Constelacdes de sinais identificados a grupos ciclicos Z,e toros planares.

Dada uma base o«c= {u, v} de R?, um toro planar ¢ algebricamente definido pelo
espaco quociente T, = R?/A,, onde A, é o reticulado gerado pela base a. Maiores detalhes

ver Costa et al. (2004). A figura 17 ilustra essa situacao.

Figura 17- Toro Planar

Fonte:Costa et al (2004)
A distancia medida no toro planar T, entre as classes laterais @ e b de a e b com

a,b € R?> ¢ dado por d,(ab)=min{d(z,y)=z—yl;z€ay€b}, onde |x| =
/ 2 x? anorma de um vetor em R?. A figura 17 mostra que no toro planar as distancias

d. (@ b),onde a b e ¢ sdo classes laterais na sequéncia de a, b e ¢ € T.
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Assim, Costa et al. (2004) estabeleceram quais sdo as condi¢des necessarias para
se obter uma tesselagdo em R? a partir de uma tesselacio no toro planar T. Em particular ao
considerar oc= {u, v}, onde u = (1,0) e v = (0,1), A, gera uma tesselacdo em R? dada por
quadrados, todos congruentes.

Tomando uma nova base no plano dado por o= {w;,w,}, com w; = (1,0) e

wy = G?) tem-se que A, gera um tesselacdo hexagonal no plano, onde todos os
hexagonos sdo congruentes.

A Proposicao 5.5.1 estabelece condicdes para se obter uma constelacdo de sinais
casadas a um grupo ciclico Z,, proveniente do reticulado Z?, ou seja, quando 0s sinais sio
identificados por elementos do grupo ciclico Z,.

Proposicdo 5.5.1 Sejam u=(a,b) e v=(c,d) e D =|ad—bc|. Se
mdc(a, c) = 1 entdo grupo Z2 /A, é isomorfo ao grupo ciclico Z, (COSTA et al.2004).

Observacdo 5.3 No reticulado A, de Z? ao tomarmos como matriz geradora

M= (_ab :) desde que mdc (a,b) = 1, segue que o grupo Z*/A, ¢ isomorfo a Z, e ao

considerarmos uma base 8 = {u’,v'}, onde u’ = (1,0) e v’ = (0,1), segue que A, gera uma
tesselacdo em A, dados por quadrados congruentes.
A proposta de codificacdo que sera apresentada no proximo capitulo se baseara

em grupos ciclico, o que de fato é de suma importancia para esta caracterizacao.

5.6 Representacdo geométrica em forma de paralelogramo para constelacGes de sinais
casadas a grupos aditivos.

No capitulo 6, apresentaremos um procedimento algébrico e geométrico para
codificacdo baseadas nas propostas de Tarokh et al. (1998) e Valenca (2001). A proposta de
Valenca (2001) faz uso dos quadrados latinos, no sentido de fundamentar um procedimento
algébrico e geométrico desta proposta, estendé-la a uma situacdo mais geral é o que
apresentamos estas especificas constelacdes de sinais descritas a seguir.

Considere as particulares constelagbes de sinais de cardinalidade m?
(comm sendo uma poténcia de um inteiro primo) proveniente do reticulado Z[i] ou Z[w].
Porém, de tal forma que seus pontos sejam rotulados por elementos de grupos quocientes
aditivos G de cardinalidade p™, como proposto em Carvalho et al. (2008). Em outras palavras,
assume-se S={j+ k6 €Zb] je{0,..,p" —1}; k€ {0,..,p" —1}}, onde 6 =i ou

0 = w.
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A representacdo geométrica de S pode ser vista como um paralelogramo com
p" linhas e p™ colunas, onde os elementos da t-ésima linha sdo escritos na forma j + t6
comj € {0, ...,p™ — 1}, e os elementos da t-ésima coluna sdo escritos na forma t + k6 com
k €{0,..,p" — 1}

Proposicdo 5.6.1 Se S é uma constelacdo de sinais em que 0s sinais sejam
rotulados por elementos do grupo aditivo de G de cardinalidade p™(com n > 1), onde p é um
inteiro primo da forma p = 2,p =1 (mod 4) oup = 3,p = 1 (mod 6) provenientes dos
reticulados Z[i] e Z[w], respectivamente, entdo:

1) mdc(p™,r) =1, onde r € o inteiro obtido como solugdo da Equacdo 5.2,
através do qual rotula-se um elemento x + y6 € S no grupo G através da equacao x + yr =
[(mod p™).

2) todos os p" elementos distintos de uma linha qualquer de S recebem roétulos
distintos no grupo G,

3) todos os p™ elementos distintos de uma coluna qualquer de S recebem rotulos
distintos no grupo G.

Demonstracdo: Inicialmente, tomep =2 ou p = 1 (mod 4). De acordo com
Carvalho et al. (2008), existe um conjunto de sinais de cardinalidade p™ casado ao grupo
aditivo G isomorfo ao grupo quociente Z[i]/I. O ideal I é gerado por [ = (u +iv) =
((a + bi)™), onde o par de inteiros (a, b) é uma solucio da forma quadratica x> + y2 =peo
par de inteiros (u,v) € solugdo da forma quadratica x> + y? = p™. Um elementol € G (de
ordem p™) é um rétulo de um elemento x + yi € Z[i] se x + yr = lmod p™,onder € Z, é a
Unica solucdo em sda equacdo x + ys = 0 (mod p™), onde 0 < s < p™ — 1. Supondo a
relagdo r/p™, deve existir algum ¢t € Z tal que r = p*. Assim, se r satisfaz a desigualdade
0<r<p"e, também, é solucdo da equacdo: u + p‘v = 0 (mod p*),entdo, conclui-se que
u+ ptv = 0 (mod p'), ou seja, u = 0 modp®.

Mas, p‘v = Omodp*. Dessa forma, obtém-se u + p‘v = 0 (mod p*). Por outro
lado, p™ = 0 (mod p"). Por meio da Equacdo 5.2, conclui-se que r =p” é de forma
simultanea solucdo inteira das equacdes u + vr = p* e u + vr = p™. Porém, isto ocorre se, e
somente se, p* = p", ou melhor, se t = n. Voltando na equagdo u + p™v = p", obtém-se
como par de solugdes inteiras de forma quadratica f(x,y) = x? + y? = p". Isso leva a uma
contradicdo do tipo 0 + 1% = p™. Conclui-se, assim, que r ndo divide p™. Como 0 < r <
p™ — 1, segue-se entdo que mdc(p™,r) = 1. No caso de p = 1 (mod6), por meio de uma

argumentacao analoga ao caso de p = 1 (mod4), determina-se uma constelacao de sinais S e
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mostra-se que mdc(p",r) = 1. Porém, neste caso o reticulado é Z[w]. Pela equa¢do 5.2, o
rotulo de um elemento x + y6 € Z[6] por um elemento [ € G é realizado através da equacéo
x + yr = Omodp™, onde 0 <r <p™ — 1. Nota-se que os p" elementos de uma linha
qualquer de S sdo escritos na forma j + t@, para um certo indice j fixo, que pode assumir
valores entre j € {0, ...,p™ — 1}. Suponha que dois elementos quaisquer de uma linha de
S, e+tO e d+t6, recebem o mesmo rétulo lem G, onde e, d € {0,...,p" — 1}. Entdo
e+tr=d+tr =1(modp").Isso implica p"|(e —d). Desde que 0<e, d <p" —1,
segue-se entdo que d = e. Logo, conclui-se que dois elementos quaisquer distintos de uma
linha de S recebem rotulos distintos em G, o que prova o item (2). Suponha que dois
elementos quaisquer de uma coluna de S,t + e6 e t + df recebam o mesmo rétulo [ em G,
onde e,d € {0, ... ,p™ —1}. Entdo, tem-set + er =t + dr = [ (mod p™). Segue-se, entdo
que p"|r(e — d). Portanto, p™|r ou p™|(e — d). Mas, sabe-se que o mdc(p™,r) = 1, jaque p
é um inteiro primo e que r € {0, ...,p™ — 1}. Assim, conclui-se que p"| (e — d). Por outro
lado, 0 <e,d <p™ —1, entdo e = d. Logo, a concluséo é que dois elementos quaisquer
distintos de uma linha de S recebem rotulos distintos em G.

Exemplo 5.6.1 A Figura 18 ilustra o rotulamento dos sinais de uma constelacao
S c Z[i] de cardinalidade 25 (como definida na Proposi¢do 5.6.1) por elementos do grupo
aditivo G de cardinalidade 5 proveniente do corpo de Galois GF(5), através da funcdo de

rotulamento x + 3y = [ (mod 5) avaliada nos pontos (x + iy) € S.

Figura 18- Constelagdo S de cardinalidade 25 rotulado por elemento de GF(5).

Fonte: Guanais (2012)
Como pode ser observada pela Figura 18, S pode ser visto como paralelograma de
5 linhas por 5 colunas.
Exemplo 5.6.2 A Figura 19 ilustra o rotulamento dos sinais de uma constelagédo

S c Z[w] de cardinalidade 49 (como definido na Proposicdo 5.6.1) por elemento do grupo
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aditivo G de cardinalidade 7 proveniente do corpo de Galois GF(7), através da funcdo de

rotulamento x + 3y = [ (mod 7).

Figura 19-Rotulamento do sinais de uma constelacéo S de cardinalidade 49.

Fonte: Guanais (2012)
Mostraremos adiante que o procedimento proposto por Carvalho et al. (2008),

assim como 0 nosso descrito na Proposicdo 5.6.1 e o procedimento de se obter um grupo
ciclico Z,, a partir de toros planares estdo intimamente ligados.

No sentido de se obter uma melhor compreensdo no que sera visto mais adiante
neste trabalho é que consideraremos uma outra situacao.

Exemplo 5.6.3 Seja S’ uma constelacéo dada por
S'={j+ki|j € {-2,-1,0,1,.. 4}} e k €{0,1,2,3,4} onde S" > Se S é dada pelo Exemplo
5.6.1. Avaliando a funcdo de rotulamento x + 3y = l(mod5) nos pontos (x +iy) € S,

obtemos a Figura 20.

Figura 20- Rotulamento de uma constelagédo dada por S’

Fonte: Guanais (2012)
Note que se tomarmos um subconjunto U = {2 +i,1+ 3i,3 + 4i,4 + 2i} c S,

entdo U é uma constelacdo de sinais rotacionada. Usando a fungéo de rotulamento x + 3y =
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[ (mod 5) como proposto por Carvalho et al. (2008), observamos que todos elementos de U

sdo rotulados no elemento [ = 0 no grupo aditivo de GF(5), conforme a tabela 1.

Tabela 1- Funcdo Rotulamento

Fonte: Guanais (2012)

Observe que, tomando u = (2,1) e v = (—1,2), tem-se que 5 = |2.2 — (—1).1].
Como mdc(2,—1) = 1 segue pela proposicdo 5.5.1, que Z2 /A, ¢é isomorfo ao grupo ciclico
Zs. Como pode ser visto na Figura 19, todos os elementos de Zs tem representantes no
paralelogramo determinado por ||ul| e ||v||, apenas como uma redundancia na fronteira do
paralelogramo, o que esta de acordo com a proposta de Costa et al. (2004) quando
consideramos tal procedimento no toro planar, onde Zs € o grupo aditivo do corpo de Galois
de GF(5) e A, é o reticulado gerado pela base a = {u, v}. Por outro lado, quando levamos em
consideracao apenas a constelacdo S, cada rétulo de Zs, ndo se repete em nenhuma linha e em
nenhuma coluna.

Observacdo 5.4 Pelo Exemplo 5.6.3, vemos que a partir da constelagdo S’,
obtem-se a constelagdo S  ={0,2+i,—1+2i,1+ 3i}, ou melhor, uma constelacéo
rotacionada. Observe que 1+ 3i=(2+1i)+ (—1+2i), o que se verifica conforme as
propriedades (ii) de reticulados na sec¢éo 5.1.2. Ou seja, a acio da transformacdo T em Z? gera
um subreticulado rotacionado em Z2. Como pode ser visto S  é uma particdo do reticulado
rotacionado TZ?.Logo, como (2+1i) e (—1+2i) € TZ? segue que 1+3i=(2+1i) +
(—1 + 2i) € TZ?. Por outro lado, observe que todos os elementos de S’ recebem rétulos 0
em Zs. Assim, esta associacdo pode ser estendida a uma situacdo muito mais geral, se
lavarmos em consideracdo a Proposicao 5.5.1 e a funcdo de rotulamento da Equacéo 5.2.

Observacdo 5.5 Observe que no procedimento proposto por Carvalho et. al

(2008), se existe (a, b) inteiros tal que a® + b? = p, entdo existe uma constelagio de sinais S
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casado ao grupo aditivo G do corpo de Galois GF(p). O par de inteiros (a, b) determina o
ideal I = {(a + ib) e G = Z[i]/I. Aplicando a funcdo de rotulamento dada pela Equacdo 5.2
em a + bi, temos que este elemento recebe o rotulo 0. Caso tomemos u = (a,b) e v =
(—b, a) € Z?, obtemos o reticulado A, gerado por u e v que por sua vez é um subreticulado
de Z? e mais o grupo quociente Z?/A, tem cardinalidade m dado por m = |a? + b?| que
coincide com a forma quadratica a® + b% = p. Ou seja, Z* /A, = Z?/I = GF(p) que é um
grupo ciclico aditivo. Por outro lado, se avaliarmos a funcdo de rotulamento da Equagdo 5.2

em todos pontos do reticulado A,, entdo estes elementos recebem rétulos zero. A matriz T

a

associada ao reticulado A, € dada por T = (—b

Z), ou seja, TZ? é um subreticulado de Z2,

cujo grupo quociente é ciclico de indices p.

Observacao 5.6 Note que o reticulado A, visto na Observacao 5.5 representa um
reticulado A, que é uma versdo rotacionada do reticulado Z2. De acordo com Boutro e
Viterbo (1998), as constelacBes de sinais rotacionadas obtidas como particdo destes
reticulados obtidas como particdo destes reticulados rotacionados a apresentam diversidade
maxima.

Exemplo 5.6.4 No Exemplo 5.6.2, tomando uma nova constelacdo onde S’ =
{j + kw|j € {-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}} e k €{0,1,2,3,4,5,6} ao avaliarmos a funcdo de

rotulamento x + 3y = [(mod 7) nos pontos (x + iy) € S’, obtemos:

Figura 21-Rotulamento de uma nova constelacao S’

Fonte: Guanais (2012)
Nota-se, que tomando u = (1,2) e v =(—3,1) e considerando a funcdo de

rotulamento x + 3y = [(mod7), conclui-se que A, /A, é isomorfo ao grupo ciclico Z,, como
pode ser visto na Figura 21, todos os elementos de Z, tem representantes no paralelogramo

determinado por |[u|| e ||v||, apenas com redundancia na fronteira do paralelogramo se
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levarmos em consideracdo apenas a constelacdo S, onde cada rétulo de Z, ndo se repete em
nenhuma linha e nenhuma coluna.
Sera apresentado no préximo capitulo que as mesmas conclusdes obtidas nas

observacdes 5.4, 5.5 e 5.6 também se verificam para o reticulado A,.
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6 Construcao dos codigos espaco temporal de trelicas
(CETT) provenientes de reticulados

No Capitulo 4, Tarokh et al. (1998) definiu 0 ganho de diversidade como sendo o

Es
4N,

expoente da relacdo sinal ruido (SNR) ( ) e gque a diversidade maxima é atingida quando

d?(c,e) for méaxima, onde c: palavra-codigo transmitida e é a palavra-codigo recebida
erroneamente e d € a distancia Euclidiana. As palavras-codigos ¢ sdo dadas por sinais do tipo
ci,c?, ..., c} provenientes de uma constelacio de sinais.

Como consequéncia de resultados da algebra linear foram determinados dois
critérios de desempenho para os codigos temporais como sendo critério do Posto e o critério
do Determinante.

Por fim, estabelecidos tais critérios, Tarokh et al. (1998) propuseram um
procedimento de codificacdo dos codigos de trelicas, por meio de um rotulamento dos estados
de uma trelica por sequéncias de sinais proveniente de uma constelacdo bidimensional S. Na
decodificacdo, foi utilizado o algoritmo de Viterbi para se calcular o caminho que gera a

menor métrica acumulada. Neste sentido, tem-se que

. 2
Z}r'lillyt] _Z?=T1 X;j CIH . (6.1)

Quando o sinal ytj é recebido na j-ésima antena de instante de tempo t, tem-se a
sequéncia de roétulos glq? ...q,;", onde é assumido que a informagdo a respeito do canal é
conhecida, ou seja, que 0s ganhos de percursos sao conhecidos pelo decodificador.

Em geral, como os rétulos das transi¢cdes desses codigos de trelicas apresentam
duas componentes, 0 sistema de comunicacdo possui duas antenas de transmissdo, sendo que

cada uma delas é usada para transmitir uma componente.

6.1 Construcdo de codigos espaco temporal de trelicas via técnica dos quadrados latinos.
Baseado na proposta de rotulamento dos estados de uma trelica via uma sequéncia
de sinais provenientes de uma constelacdo de sinais, Valenca (2001) propds a utilizacdo da
técnica dos quadrados latinos.
Por um quadrado latino de ordem p entende-se como um arranjo de pontos
compostos por p linhas e p colunas, no caso de um reticulado bidimensional, onde um certo

simbolo ocorre p vezes, mas ndo duas vezes na mesma linha ou coluna.
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Fundamentalmente, a técnica dos quadrados latinos propostos por Valenga (2001)
tinha como meta gerar um grupo ciclico aditivo de cardinalidade prima p, para casos em que
p=2ep=1(mod4)oup=23ep=1(mod6) provenientes dos reticulados Z> e A,,
respectivamente.

Para estes grupos a diversidade méxima era atingida se p = 1 mod 4, se (a,b) é
solucdo da forma quadratica x? + y? = p, entdo Valenca (2001) observou que existia um
cédigo de grupo aditivo ciclico H de cardinalidade prima p. Agorase p = 1 mod 6 e se (a, b)
é solucdo da forma quadratica x> + xy + y? = p, entdo existe um grupo aditivo ciclico H de
cardinalidade prima p.

Exemplo 6.1.1 Sejap =5, entdo 5 = 1mod 4, e (2,1) é um par de solugdes
inteiras da forma quadratica dada por x? + y? = 5.

Por uma simples inspec¢do, obtem-se um grupo ciclico aditivo de cardinalidade 5,
onde a notacdo a denota 0 menor inteiro representante de uma classe de restos modulo 5,
verifica-se que H é dado por H = {00,21,42,13,34},por uma simples questdo de
comodidade, denotaremos H por H = {00,21,42,13,34}.

A Figura 22, mostra-se gque os elementos de H, podem serem representados como
elementos de um quadrado latino, através do rearranjo geométrico de ZZ.

Figura 22- Arranjo Z2 com os seus pares ordenados

0o 1 2 3 4
0 1 oo
1 13
2 21
3 34
4 42

Fonte: Valenga (2001)

Exemplo 6.1.2 Seja p = 7, entdo 7 =1 (mod 6) e (2,1) é um par de solucdo
inteira da forma quadratica x? + xy + y? = 7. A partir do par de elementos (2, 1), obtem-se
um grupo ciclico aditivo de cardinalidade 7. Por uma simples inspecéo, verifica-se que H é
dado por H = {(0,0), (2,1), (4,2),(6,3),(1,4), (3,5), (5,6)}.

Por uma questdo de comodidade, denotaremos simplesmente por H =
{00,21,42,63,14,35,56}.
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A Figura 23 mostra que os elementos de H podem ser representados como

elementos de um quadrado latino. Ou melhor, como um subconjunto do rearranjo geometrico
2
de Zs.

Figura 23- Arranjo Z2 com os seus pares ordenados

0o

14

21

35

42

36

O e W R O
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Fonte: Valenca (2001)

Por meio dessa técnica, a diversidade obtida é sempre maxima e igual a 2.

Desta forma Valenca (2001) prop6s um rotulamento dos estados da trelica na
forma glq?..q;" onde os rétulos g; fossem tomados a partir do grupo aditivo H de
cardinalidade p. A diversidade maxima atingida para estes codigos de grupo é 2.

Se levarmos em consideracdo a Figura 20, vemos que 0s elementos do grupo
ciclico aditivo sdo identificados nos elementos que recebem roétulos zero, como visto e
proposto na representacdo geométrica das constelacbes de sinais na forma de um
paralelogramo da secéo 5.5.

De um modo geral, esta associagdo vai muito além, uma vez que existe uma
relacdo entre um quadrado latino de ordem p, como sera visto mais adiante na Proposicao
5.6.1.

Tal fato serd de extra importancia para a constru¢do dos codigos espaco temporal
de trelicas (CETT) ao se empregar uma modulacéo na constelagcéo casada a um grupo aditivo.

Uma contribuicdo deste trabalho é de mostrar que este grupo ciclico H é isomorfo
a um grupo quociente A’ /A", onde A" é um subreticulado de A, j4 A" é um subreticulado de
A, onde A = Z? ou A = A. Adicionalmente, mostraremos que a ordem deste grupo quociente
H pode ser estendida a poténcias de um primo p, esta construcdo sera obtida para 0s casos em

quep =1 (mod 4)emZ? e p = 1 (mod 6) em A,.
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6.2 Construcéo de codigo espacial temporal de trelica a partir de quadrados latinos.

No sentido de se estabelecer a conexdo da técnica de constelagdo de sinais
rotacionadas e grupos ciclicos aditivos, ilustraremos alguns exemplos ja apresentados até o
momento neste trabalho.

Note que os elementos de ZZ da figura 22 podem ser caracterizados como
elementos do tipo (a, b) € Z?, onde a,b € {0,1,2,3,4}. Por outro lado, ja vimos que o0s
elementos de Z? sdo identificados por elementos do anel de inteiros de Gauss na forma
(a + bi), onde a,b €{0,1,2,3,4}. O que significa que podemos utilizar a funcdo de
rotulamento definida pela equacgdo 5.2. Portanto, os elementos de ZZ recebem ré6tulos em
GF(5), como pode ser observada pela Figura 18.

Assim, baseando-se na proposta de codificacdo de Tarokh et al. (1998) em
Palazzo e Valenca (2002) estabeleceu um procedimento para se obter a maior dy,.. (distancia
livre na trelica obtida pela sequéncia de rotulos) e, consequentemente, obter a maior
diversidade de modulagéo para os CETT a partir das constelagdes de sinais de cardinalidade
p,ondeep =1mod4ouep =1mod 6.

O algoritmo de construcdo dado por Palazzo e Valenca (2002) é estabelecido da
seguinte forma.

Passol) Deve-se aplicar a técnica de recobrimento espacial baseado em
reticulados e, assim, obter um codigo de grupo com a maior diversidade possivel, isto é, sera
obtido um quadrado latino. Caso contrario ir para 0 passo 3.

Passo 2) A segunda componente da palavra-cddigo é usada como referéncia no
rotulamento dos ramos da trelica com os elementos do cddigo de grupo H do codigo espago-
temporal associado. Nesta situacdo, quando submetido a canais com desvanecimento do tipo
Rayleigh a dg... > 2, 0 codigo apresentara um melhor desempenho comparado com o caso
trivial em que um quadrado latino ndo é obtido.

Passo 3) As transicOes da trelica que partem do i-ésimo estado terdo a primeira
componente igual a i e a segunda componente sera rotulada sucessivamente com os elementos
de H. Neste caso, quando submetidos a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh a
dfree = 2, A0 se obtém quadrado latino e a solugdo sera sempre trivial.

Dessa forma, nota-se que o quadrado latino pode ser visto como uma constelacio

de sinais K de Z[6], onde K é um subconjunto de uma constelacdo S como definida na
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Proposicio 6.2.1, onde cada elemento do quadrado latino da forma (a, b)é identificado pelo
elemento da forma a + b8 do reticulado Z[8].

Exemplo 6.2.2 Para o caso p=>5, apo0s a aplicacdo da técnicados quadrados latinos,
obtém-se o diagrama apresentado na Figura 24, quando as transi¢fes da trelica que partem do
i-ésimo estado terdo a primeira componente igual a i e a segunda componente sera rotulada

sucessivamente com os elementos de Zs.

Figura 24- Secéo de trelica do codigo espago-temporal

Fonte: Valenca (2001)
Neste caso, df... =2 quando submetido a canais com desvanecimento do tipo
Rayleigh.
Para 0 mesmo caso, quando a segunda componente da palavra-codigo seré usada
como referéncia no rotulamento dos ramos da trelica do cédigo espago-temporal associado. A

Figura 25 ilustra essa se¢do de trelica.

Figura 25-Se¢do de trelica do cédigo espago-temporal

Fonte: Valenca (2001)
Note que na proposta do Algoritmo de construcdo de codigos espaco temporal a

partir de quadrados latinos propostas por Palazzo e Valenca (2002) é baseada em trés passos
e que a diversidade maxima € satisfeita quando € possivel aplicar a técnica de recobrimento

espacial de reticulados (quadrados latinos).
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Fixado um dado inteiro primo p, vimos na sec¢do 6.1 para que possamos aplicar a
técnica de recobrimento espacial de reticulados (quadrados latinos) e consequentemente obter
um quadrado latino de ordem p, inicialmente procura-se determinar um par de inteiros (a, b)
de tal forma que (a, b) seja solugBes inteiras da forma quadratica x + y? = p ou x? + xy +
y*=p.

Por meio da Observacdo 6.1, vimos que aplicar a técnica dos quadrados latinos
para se obter um grupo ciclico de cardinalidade prima p esta intimamente ligado aos
resultados obtidos na Proposicdo 5.6.1, ou seja, que 0s elementos que determinam um
quadrado latino recebem rotulos zeros no grupo aditivo G da Proposi¢édo 5.6.1.

Porém, como consequéncia desta relacdo podemos formalizar o procedimento de
Dutra e determinar uma situacdo mais geral, como descrito na proxima observacéo.

Observacdo 6.2 Dado um inteiro primo p, obtém-se um grupo aditivo ciclico G
de ordem p™ (com n > 1) com diversidade méxima igual a 2 para 0s casos em que p = 2,
p =1 (mod4) oup =3ep=1(mod6) quando proveniente dos reticulados Z[i] e Z[w],

respectivamente.

6.3 Construcdo de codigo espaco-temporal de trelica a partir de particao de reticulados.

Nesta secdo, sera sistematizado algebricamente e geometricamente o
procedimento proposto por Valenca para construcdo de CETT.

Desta sistematizacdo, mostraremos um procedimento de geracdo de subreticulados
de codificacdo espaco-temporal de trelica a partir de grupos aditivos ciclicos de cardinalidade
p™ para 0s casos p = 1mod 4 ou e p =1mod 6 a partir dos reticulados de Z[i] e Z[w],
respectivamente.

Para isso, inicialmente construiremos uma cadeia de subreticulados A’, A", A" de
A de tal formaque A" € A" < A" c A, onde A = Z[i] ou A = Z[w]. Por Carvalho et al. (2008),
se p=1(mod4) ou e p=1(mod6) entdo existe uma constelacdo de sinais S de
cardinalidade p™ proveniente dos reticulados Z[i] e Z[w], respectivamente. Precisamente 0s
sinais de S sdo rotulados por elementos de um grupo aditivo G, onde G representa uma
particdo de Z[6] de cardinalidade p™. A funcdo de rotulamento é dado por:

u: Z[8] — G

x+vd ——» x +yr

onde r é a solugcdo em s da equacdo x + ys = p™.
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Seja uma constelacdo S de cardinalidade p™ casada a um grupo aditivo de
cardinalidade p™, nas mesmas condi¢Oes propostas por Carvalho et al., (2008) acima.
Considere agora um particular subconjunto A" formado pelos elementos x + y0 € Z[0] tais
que u(x + y08) = 0 e u é a funcdo de rotulamento dada pela equacéo x + ys = p".

Proposicéo 6.3.1 O conjunto A’ é um subreticulado de A.

Demonstracdo: Note 0 € A’, ja que 0=0+0.r=0. A propriedade de
fechamento também é observado uma vez que a =x; +y,0 e b =x, +y,0 € A, entdo
u(a) =0. Assim, a+b= (x4 +y10)+ (x; +y,6). Como u(a+b) =0, note que
X1+yir=x,+y,r=0, segue que 0= (x;+x)+ W +y)r=4+yr)+
(x, + y,)r. Portanto a + b € A'. Agora se a € A" é um elemento qualquer elemento nio
nulo. Entdo, a = x; + y;6 onde xq,y; € Z. Logo, u(x; +y16 ) = 0, o que implica que
p"|x; + yir, e r éasolucdo em s da equagdo x + ys = p". Finalmente, se h = —x; — y,6 #
0, mostraremos que h = a~! (ou seja h € o inverso aditivo de a). De fato, note que h + a =
(—x1 —y10) + (x; +y160) =0, onde 0 é o elemento neutro aditivo em A’. Avaliando a
funcdo de rotulamento u em h, obtem-se u(h) = u(—x; — y16) = —x; — y;r. Por outro lado,
p™|(x1 + y17r). Entdo, usando propriedade de divisibilidade em Z, temos que de p™\(x; +

y;7) 0 que implica p™|(=1)(x; + y17) = (=x; — y;7). Assim, concluimos que h = a™!

, OU
seja,Va €A = a1 € A', com a # 0. Portanto A’ é um subreticulado de A.

Continuando com este processo, agora consideremos um particular subconjunto
A" do reticulado A'.

Seja A" ={m(a+bB)|[vm e Z}, onde a,b€Z e sdo solucio da forma
quadratica x? + y? = p", se p = 1 (mod 4) ou da forma quadratica x> + xy + y? = p" se
p = 1 (mod 6). A proxima proposicao estabelece que A'" é um subreticulado de A'.

Proposicdo 6.3.2 O conjunto A”’é um subreticulado de A’.

Demonstracdo: Note que 0 € A”,ja que m = 0,entdo m(a + b6) = 0. Agora,
vm € Z, m(a+ b0) € A, uma vez que a4+ bO € A'entdo existe r € Z tal que a + br =
0 (mod p™), ou seja, p™|a + br. Assim, u(x +y68) = 0. Logo, sep™|a + br = p"|m(a +
br),vm € Z, ou seja, m(a + br) = 0 mod p™, o que implica que u(m(a + b@)) = 0. Para 0
fechamento, m;(a + b8)e my(a +bO) € A". Como, p"|(a + bO), ja que u(a + bo) =
0 como vimos na Proposicdo 6.3.1, entdo por propriedades de divisibilidade temos que
p"|mi(a + b@) e p™|m,(a + bO). Consequentemente, p™|(my + m,)(a + br), ou seja,
(my + my)(a + br) = 0 mod p". Entdo, ,u((ml +my)(a+ bH)) = 0. Finalmente dado

x=m(a+b0) =0€A", entdo h = —m(a + bO) é o inverso aditivo de x, uma vez que
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x+h=m(a+b8)+ (—m(a+b6))=(m+ (—m))(a+hb8) =0.(a+bb) =
0.Portanto, A" é um subreticulado de A'.

Observacdo 6.3 Note que o grupo associado ao subreticulado A e dado pelo
grupo ciclico G = ((a, b)).

Observe também que consideremos a, b € Z no inicio da construcéo de tal forma
que mdc(a,b) = 1. A préxima proposicao estabelece uma importante propriedade associada
ao reticulado A",

Proposic&o 6.3.3 O subreticulado A" é isomorfo ao reticulado Z.

Demonstracdo: A aplicacao

f:A" —

m(a+bf) ——— » m

facilmente mostra-se que f bijetora € um homomorfismo.

Agora, consideremos um especial subconjunto de A"’ do reticulado A"’ dado por
A" = {mq(a + bO)|q € Z}, onde sdo os inteiros multiplos de m.

Proposicao 6.3.4 O conjunto A""" € um subreticulado de A"

Demonstracdo: Note que 0 € A”, uma vez que como Vvisto na Proposicao 6.3.2, 0
produto dos multiplos de p". Para o fechamento, se x,y € A"’ entdo x = mq,(a + bB) e
y = mq,(a + bO) para algum qy,q, € Z. Logo, x + y = (m(q; + q2)(a + b6))para algum
g1+ q, €Z. Entdo, x + y € A" . Fixado m e a + b8, seja a = m(a + bf) € A" ndo nulo.
Consideremos h = m(—a — b6). Avaliando a funcdo de rotulamento pu em h, temos
u(m(a + b6)). Assim, h! =a1,uma vez que h+h~ ! =m(a+ b)) + m(—a — bh) =
m(0) = 0. Além disso, p"|m(a+ b6), obtemos que os p"|(—1)(m(a+ bb) =
m(—a — b0), ou seja, u(h~1) = 0. Portanto, h~! = a~1. Logo, A"’ é um subreticulado de A'.

A préxima proposicdo estabelece que o reticulado A" é isomorfo ao reticulado
mi.

i

Proposicéo 6.3.5 O subreticulado A"’ de A é isomorfo ao subgrupo aditivo mZ do
grupo aditivo Z.

Demonstracdo: Seja G'o grupo aditivo associado a A’ = (m(a + b0)).
Considerando a aplicagdo f parecida com a aplicacdo apresentada na demonstragdo da

Proposicdo 6.3.3, dado por:
fla A" —» mE

m(a+bf) —» m
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para m fixo, a aplicacdo leva multiplos de (a + b8) e de m em mdltiplos de m em mZ.

Por outro lado, um fato muito conhecido na literatura é dado pela proposicao
6.3.6.

Proposicdo 6.3.6 O grupo formado pelas classes de restos médulo m tal que
Z, ~ T/mZ.

Como consequéncia das Proposic¢des 6.3.3, 6.3.4, 6.3.5 e 6.3.6, temos 0 seguinte

diagrama comutativo, sendo I1; e I1, projecdes dos reticulados.

f

ﬁ_”

f‘n’

ﬁJH mT.

. _ K _
Do fato que Z, = — pelo diagrama, temos que e Z,, ou seja, a classe de

restos modulo m.

Por fim, como conseqiiéncia desta sec¢do, concluimos que o procedimento de
construcdo dos codigos espaco-temporais de trelica feito por Palazzo e Valencga (2002), é
conseqiiéncia da geracdo de subreticulados de codificacdo espaco-temporal de trelica a partir
de grupos aditivos ciclicos de cardinalidade p™ para 0s casos p =1 (mod 4) ou e p =
1 (mod 6) a partir dos reticulados de Z[i] e Z[w], respectivamente. Assim, sua
sistematizacdo pode ser estendida da seguinte forma:

I) Obter uma constelagdo de sinais U de cardinalidade p™, casada a um grupo
aditivo G de cardinalidade p™, o que equivale do ponto de vista algébrico, determinar ideais I
em Z[6] (para & =i ou w) de norma relativa p™, que satisfacam a condicdo de que G =
Z[6]/1.

I1) Precisamente os sinais de U sdo rotulados por elementos de um grupo aditivo
G, onde G representa uma particdo de Z[#] de cardinalidade p™. Com todos o0s sinais da
constelacdo rotulado é equivalente dizer que um quadrado latino € obtido. Nesta situacgéo,
quando submetido a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh a dg.e > 2, € 0 cddigo
apresentara um melhor desempenho, obtendo assim a diversidade maxima.

Dessa forma, o algoritmo sistematizado acima, faz com que o grande objetivo seja

alcancado, isto é, obter a diversidade méxima de um sistema de comunicagdo com tecnologia
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MIMO. Resumidamente, para se chegar a tal objetivo, é suficiente obter constelacfes de

sinais rotacionadas a partir de particdes de reticulados de cardinalidade p™.
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7 Concluséao e propostas futuras de trabalho

Neste trabalho sistematizamos algebricamente e geometricamente o procedimento
de construcdo de codigos espaco-temporais de trelica via quadrados latinos proposto por
Valenga (2001) usados para se obter diversidade maxima de modulag&o.

Tal extensdo do trabalho foi obtido como consequéncia natural do fato de termos
mostrado que os codigos de grupos ciclicos da proposta de Valenca (2001) poderem ser
obtidos via grupos quocientes de subreticulados A" de um reticulado rotacionado A .

Uma interessante abordagem futura, na mesma linha deste trabalho, é propor estes
grupos ciclicos H (c6digos) de grupo via a técnica da construcdo A de reticulados e um outro
tema interessante seria propor cédigos ciclicos via particdo de reticulados em dimenséo

superior a 2.
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