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Chern-Simons-Higgs 2015. 80 f . Dissertação de Mestrado em F́ısica – Faculdade de Enge-
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RESUMO

Nessa dissertação temos o intuito de buscar soluções do tipo vórtice em um modelo não

encontrado na literatura, que consiste em um densidade de lagrangiana formada por um termo

de Maxwell gerado por um campo de gauge Aμ, e um termo de Chern-Simons gerado por

outro campo de gauge Aμ, fazendo uso de um potencial autodual com vácuo não trivial de

sexta ordem. Tal modelo apresenta uma interessante equação de primeira ordem nas derivadas

para φ, com solução exata, porém ela não é consistente com a equação de segunda ordem,

sendo portanto inválida. Além disso não foi posśıvel minimizar a energia do sistema, pois a

contribuição do campo elétrico não pode ser eliminada sem causar inconsistências nas equações

de movimento. Para tentar contornar esse problema, foi tentado introduzir um novo termo de

Chern-Simons, misto, composto pelos dois campos Aμ e Aμ. Nesse contexto a energia pôde ser

minimizada sem causar problemas às equações de movimento, porém ainda não foi posśıvel

obter soluções do tipo vórtice, pois as soluções para φ encontradas divergiam. Novamente sem

soluções do tipo vórtice, o modelo original foi alterado, de forma a conter um campo escalar

real N e um potencial também de sexta ordem. Com isso, a energia do sistema foi minimizada

e soluções topológicas do tipo vórtice foram encontradas.

Ainda desenvolvemos uma forma idiossincrática de abordar o mecanismo de Bogomol’nyi

sem a necessidade direta de completar quadrado e se baseando naturalmente na consistência

entre as equações autoduais e as de movimento.

PALAVRAS-CHAVE: Equações de Bogomol’nyi, Vórtices, Limite de Bradlow, Defeitos To-

pogicos, Maxwell, Higgs, Chern-Simons.
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ABSTRACT

In this dissertation we mean to seek vortex solutions in a model not found in literature,

consisting in Lagrangian density given by a Maxwell term generated by a field gauge A mu,

and Chern-Simons term generated by another field gauge Aμ, using a self-dual potential with

nontrivial sixth-order vacuum. This model features an interesting first order equation for φ, with

solution exact, but it is not consistent with the second order equation, and therefore invalid.

Moreover, it was not possible to minimize the model’s energy, since the contribution of the

electric field can not be eliminated without causing inconsistencies in the equations of motion.

To try work around this problem, we tried to introduce a new mixed Chern-Simons term,

composed of two fields Aμ and Aμ. In this context the energy was minimized without causing

problems the equations of motion, but has not yet been possible to obtain vortex solutions,

because the solutions to φ diverges. Again, without the vortex solutions, the original model has

changed, to contain a real scalar field N. Thus, the energy of the system was minimized and

topological vortex solutions were found.

Yet, we developed an idiosyncratic approach to the Bogomol’nyi’s mechanism without the

direct need to complete square and naturally based on the consistency between the self-duals

equations and equations of motion.

KEYWORDS: Bogomol’nyi equations, Vortices, Bradlow limit, Topological defects, Maxwell,

Higgs, Chern-Simons.
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Introdução

Vórtices são lugares-comuns no imaginário humano, uma vez que se fazem presentes em muitos

fenômenos corriqueiros como redemoinhos e furacões. Em teorias f́ısicas modernas a noção da

existência de vórtices remonta a cosmologia de Descartes [1], na qual planetas vagavam pelo

espaço através de linhas de vórtices gigantes. Embora a visão Newtoniana tenha prevalecido

sobre esta, a concepção de vórtices ressurge em teorias de gauge em 2+ 1 dimensões do espaço

tempo, na qual se faz presente o mecanismo de quebra espontânea de simetria. Nesse contexto,

vórtices são soluções do tipo sólitons torvelinhos, que por sua vez, podem ser definidos como

configurações de campo com energia finita e localizada, e que se movem uniformemente.

O estudo de modelos que suportam soluções do tipo vórtice possuem amplo espectro de

estudo, indo da matéria condensada, como no contexto de supercondutores do tipo II, à cos-

mologia, abordada em transições de fase no universo primordial.

No âmbito dessa dissertação, faremos um desenvolvimento gradual do assunto proposto, de

forma a tentar elencar da maneira mais natural posśıvel os modelos abordados. Com esse intuito

iniciaremos nosso estudo mostrando que soluções do tipo vórtice com energia finita não existem

em modelos com simetria U(1) global com apenas o campo de matéria φ. Tal impossibilidade

é assegurada pelo teorema de Derrick. Em seguida trataremos de uma forma de evadir esse

teorema incluindo um campo de gauge Aμ com simetria U(1) local, e a partir dáı mostraremos

que é posśıvel obter soluções do tipo vórtice com energia finita para esse modelo, que a essa

altura é chamado de modelo de Maxwell-Higgs Abeliano.

Na seção 1.2 é abordado o mecanismo de Bogomoln’yi, que implementa a noção de auto-

dualidade, a qual estabelece compatibilidade entre as equações de movimento do modelo com

equações de primeira ordem que minimizam a energia do sistema, deixando-a proporcional

ao fluxo magnético. A posteriori, o mecanismo de Bogomol’nyi é desenvolvido de forma idi-

ossincrática e então aplicado ao modelo de Maxwell-Higgs, provendo equações autoduais que

possuem apenas solução numérica.
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Iniciamos o Capitulo 2, apresentando o modelo de Chern-Simons-Higgs fazendo uso de

um potencial autodual de sexta ordem em |φ|. Tal modelo, além de apresentar soluções do tipo

vórtice de energia finita, vincula um fluxo magnético à part́ıculas carregadas que interagem com

o potencial Aμ, com isso ele dá suporte à existência de vórtices carregados. De fato veremos

que fazendo a inserção do termo de Chern-Simons no modelo Maxwell-Higgs, somos levados a

vórtices carregados, o que era uma impossibilidade para o modelo puro de Maxwell-Higgs [22].

Notamos de imediato, na seção 2.2, que não é posśıvel utilizar o mecanismo de Bogomol’ny

na saturação da energia do modelo de Maxwell-Higgs com termo de Chern-Simons, essa inca-

pacidade se dá devido à existência de um campo elétrico no funcional da energia, porém as

condições de energia finita são asseguradas impondo restrições ao comportamento do campo de

gauge Aμ e do campo escalar φ, tanto em r = 0, quanto para r →∞. A fim de trazer a noção de

autodualidade de volta, na seção 2.3 fazemos uso de um campo escalar auxiliar na lagrangiana

de Maxwell-Higgs com termo de Chern-Simons, com a intenção de saturar a energia do campo

elétrico, obtendo as equações autoduais via minimização do funcional da energia. Esses modelos

ditos carregados possuem soluções estáveis do tipo vórtice de energia finita.

Uma vez que tais modelos carregados suportavam vórtices, fomos levados a pensar em um

novo modelo, cujo campo de gauge Aμ tem sua dinâmica governada pelo termo de Maxwell,

enquanto que outro campo de gaugeAμ seria governado por Chern-Simons, em conjunto com um

potencial de sexta ordem com três vácuos. Dessa forma, as equações de movimento relacionadas

ao campo elétrico e magnético de Maxwell se desacoplam das equações de movimento para os

campos de Chern-Simons, aumentando o número de equações de movimento. Tal modelo foi

abordado na seção 3, entretanto ele não suporta soluções de vórtices e sua energia não pode ser

minimizada devido à existência do campo elétrico E relacionado ao termo de Maxwell. Para

saturar essa energia foi tentado adicionar um termo misto de Chern-Simons, composto por

ambos os campos de gauge à densidade de lagrangiana, dessa vez a energia pôde ser corretamente

minimizada, embora as soluções obtidas não fossem compat́ıveis com as demais equações de

movimento, levando novamente a um sistema que não possui soluções do tipo vórtice de energia

finita. Por último, o modelo original foi alterado, de forma a conter um campo escalar real N. Tal

alteração levou a uma configuração de energia finita e mı́nima, além disso soluções topológicas

do tipo vórtice foram encontradas.

No decorrer dessa dissertação tentamos manter um padrão único de notação para que hou-

vesse a possibilidade de uma clara comparação entre os modelos de diferentes caṕıtulos e seções.
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Caṕıtulo 1

Vórtices

Nesse caṕıtulo estudamos como soluções do tipo vórtice, que consistem em sólitons torveli-

nhos, emergem em teorias de gauge do grupo U(1), em 2 + 1 dimensões do espaço-tempo, com

quebra espontânea de simetria. Nos modelos que vamos tratar, os vácuos possuem simetria cir-

cular nos quais se faz presente o mecanismo de Higgs [3, 2]. Tais soluções possuem aplicações

em áreas que vão desde supercondutividade [4, 5], teoria eletrofraca [6] a cosmologia [1].

Revisamos também o mecanismo de Bogomoln’yi, que se baseia em estabelecer uma relação

entre a vorticidade dessas soluções e a energia mı́nima do sistema. Ainda, esse mecanismo

fornece equações autoduais de primeira ordem que são consistentes com as equações de Euler-

Lagrange desses modelos, tornando mais simples a análise das soluções do tipo vórtice.

1.1 Soluções do tipo vórtice

1.1.1 Tentativa de obter soluções em um modelo com simetria U(1)

global

Na presente subseção mostraremos que não é posśıvel obter soluções do tipo vórtice com

energia finita para um modelo em (2 + 1)D constitúıdo apenas de um campo escalar complexo

φ com simetria U(1) global.

Partimos da densidade de lagrangiana

L = |∂μφ|2 − V (φ), (1.1)
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na qual μ = 0, 1, 2 e o potencial V (φ) é de quarta ordem dado por

V (φ) =
λ

4
(|φ|2 − a2)2, (1.2)

cujo o vácuo está em |φ| = a.

Como buscamos por soluções do tipo vórtice em um espaço de 2-dimensões, cujo limite desse

espaço no infinito é um ćırculo S1, constrúımos um campo φ com os seguintes comportamentos

no limite e na origem desse espaço:

φ(r, θ) → aeinθ r →∞,

φ(0) = 0 r = 0.

Sendo r e θ coordenadas polares no plano, enquanto que a é o valor esperado no vácuo e n deve

ser um número inteiro para garantir a univocidade da solução. A escolha de um campo com

esses comportamentos é também guiada por uma tentativa de generalizar, em duas dimensões

espaciais, soluções do tipo sólitons que naturalmente existem em modelos de uma dimensão

espacial (kinks) [7]. Essa configuração para o campo φ é comumente chamada de vórtice.

Considerando o limite estático, vamos analisar a energia obtida a partir da densidade de

lagrangiana (1.1), utilizando o componente T 00 do tensor energia-momento:

H = 2π

ˆ {
|∂rφ|2 + n2

r2
|φ(r)|2 + V (φ)

}
rdr. (1.3)

Para r →∞, tanto o potencial V (φ) quanto ∂rφ devem se anular, restando apenas o termo

n2

r2
|φ(r)|2, o qual faz a energia do sistema divergir logaritmicamente, mostrando que a solução

para φ representa um kink [8] que não pode ser generalizado para modelos em duas ou mais

dimensões espaciais.

De fato, existe um teorema bem conhecido, chamado teorema de Derrick que prevê a não

existência de sólitons estáveis em modelos de teoria de campo com mais de uma dimensão

espacial. Derrick demonstra que a contribuição do termo cinético e do potencial são iguais para

a energia do sóliton em 1 dimensão espacial, assim o sistema terá soluções estáveis. Por sua vez,

para 2 dimensões espaciais, o sistema só teria soluções estáveis se não possuir dinâmica [9]. Tal

fato inviabiliza a busca por soluções do tipo vórtices de energia finita no modelo em questão.

Por outro lado existem propostas para evadir o teorema de Derrick, como o trabalho de-

16



senvolvido em [10], no qual o potencial utilizado depende explicitamente da coordenada radial

possibilitando a obtenção de soluções estáveis em 2D. Uma outra proposta é a adição de campos

de gauge ao modelo, com o grupo U(1) local, como será desenvolvido na subseção seguinte.

1.1.2 Vórtice no modelo de Maxwell-Higgs Abeliano

Esse modelo é uma generalização relativ́ıstica da teoria de supercondutividade de Ginzburg-

Landau realizada primeiramente por Nielsen e Olesen [11], utilizando um modelo abeliano de

Higgs em (2+1)D que fornece soluções do tipo vórtice que podem ser identificadas como cordas

de Nambu eletricamente neutras1. A obtenção de tais soluções está relacionada com o a relação

de massas β = m2
s

m2
V
, que veremos no decorrer dessa subseção. Para o caso em que β = 1 é posśıvel

obter soluções exatas para os vórtices, enquanto que para β �= 1 elas podem ser obtidas apenas

numericamente a partir das equações de campo.

O modelo agora possui dois campos, o campo de gauge Aμ, e o campo escalar de matéria

φ. A nova densidade de lagrangiana do modelo é

L = −1

4
FμνF

μν + |Dμφ|2 − λ

4
(|φ|2 − a2)2. (1.4)

Sendo Fμν = ∂μAν − ∂νAμ o tensor de intensidade de campo, e Dμφ = (∂μ + ieAμ)φ. A forma

do potencial é dada na Figura (1.1)

Figura 1.1: Gráfico do Potencial de Higgs por φ× r

Por sua vez, as equações de movimento no limite estático, obtidas via equação de Euler-

1Julia e Zee [22] mostraram que não existem vórtices carregados no modelo Abeliano de Higgs com energia
finita.
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Lagrange, são

DiDiφ =
λ

2
(|φ|2 − a2)φ, (1.5)

εij∂jB = −eJi. (1.6)

Tomando A0 = 0 temos a liberdade de implementar transformações de gauge independentes

do tempo e também o campo elétrico E associado é nulo. Com isso a energia do sistema fica

H =

ˆ
d2x

(
1

2
B2 + | 	Dφ|2 + λ

4
(|φ|2 − a2)2

)
. (1.7)

Esse funcional da energia (1.7) é conhecido como Hamiltoniana de Ginzburg-Landau [12] e

para que seja finita é necessário que o potencial V (φ) vá a zero quando |r| → ∞. Porém esse

requerimento não é suficiente para garantir que toda a energia seja finita, mas fixa que para

|r| → ∞ devemos ter |φ| → a. Assim, para r →∞, φ possui a forma

φ = aeiω(θ), (1.8)

sendo que sua fase depende do angulo polar θ e não é invariante por transformações de gauge,

porém sua vorticidade o é, uma vez que ela não depende especificamente da função ω(θ), mas

sim de suas propriedades topológicas. Escolhendo a função de fase ω(θ) para pertencer a uma

classe n �= 1, qualquer função cont́ınua que satisfaça a condição ω(0) = 0 e ω(2π) = 2nπ pode

ser transformada de modo que ω(θ) = nθ, então

φ(r)→ aeinθ (1.9)

Uma vez que o requerimento de energia finita levou a fixar a forma de φ no infinito, é

necessário lembrar que era o termo n2

r2
|φ(r)|2 que causava a divergência na energia (1.3), portanto

precisamos que Diφ decresça mais rapidamente que 1/r. Uma vez que com o campo de gauge

acrescentamos o termo 	A2|φ|2, para compensar o decaimento da ordem de 1/r2, o componente

espacial Ai do campo de gauge deve ter a forma

Ai = − n

er
εijnj. (1.10)

Na qual nj é um vetor unitário na direção 	x. Assim o campo de gauge Ai decai com 1/r, enquanto
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que o componente espacial do tensor de Maxwell Fij decai com 1/r2. Uma vez que fixamos

essas propriedades, a energia não mais diverge e então podemos partir em busca de soluções do

tipo vórtice sem maiores preocupações, desde que essas soluções respeitem os comportamentos

assintóticos obtidos em (1.9) e (1.10).

É necessário que notemos que o comportamento assintótico das soluções é invariante sob

rotações espaciais e complementado por transformações de fase globais do campo φ, ou seja,

φ(θ) = eiωφ(θ + ω). (1.11)

Fazendo n = 1 por simplicidade, a forma mais geral dos campos expondo a invariância sobre

rotações espaciais generalizadas, é

φ(r, θ) = aeiθF (r), (1.12)

Ai(r, θ) = − 1

er
εijnjA(r) + niG(r). (1.13)

A contribuição de G(r) é um gauge puro, logo G(r) = 0, simplificando em grande monta o

processo de obtenção de soluções. Segue da (1.9) e (1.10) que as funções F (r) e A(r) obedecem

a

F (r)→ 1, A(r)→ 1 r →∞ (1.14)

Usando (1.12) e (1.13) nas equações de movimento obtemos apenas duas equações diferen-

ciais ordinárias;

− d

dr

(
1

r

dA

dr

)
− 2e2a2

F 2

r
(1− A) = 0, (1.15)

− d

dr

(
r
dF

dr

)
+ λa2rF (F 2 − 1) +

F

r
(1− A)2 = 0, (1.16)

com r → ∞. Além disso, o requisito de suavidade dos campos em r = 0 impõe a condição

de que F (r) → 0, A(r) → 0. E aqui nos deparamos com uma situação que nos perseguirá

no decorrer dessa dissertação, que é o fato de ser imposśıvel encontrar soluções exatas para as

equações F (r) e A(r) com essas duas condições de contorno, nos obrigando a recorrer a soluções

numéricas. Embora isso não seja realmente um problema, acaba por limitar a nos convencer

da existência de soluções de equações (1.15) e (1.16) com os comportamentos requeridos para

r →∞ e r = 0, apenas usando de argumentos confiáveis.
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Porém é posśıvel caminhar um pouco mais adiante de forma a vislumbrar a existência

dessas soluções. Inicialmente mostramos que há uma famı́lia de soluções de dois parâmetros

das equações (1.15) e (1.16) que satisfaz a condição para r → ∞. Para r grande, escrevemos

A(r) = 1 − v(r), F = 1 − f(r), na qual é necessário v(r) → 0 e f(r) → 0, para r → ∞. Com

isso a equação (1.15) é linearizada na forma

r
d

dr

(
1

r

dv

dr

)
− 2e2a2v = 0. (1.17)

Na qual desprezamos os termos vf e vf 2 por serem muito pequenos para r → ∞. Ainda

2e2a2 é o quadrado da massa do campo vetorial, m2
V . Assim a solução para v(r) que respeita o

comportamento assintótico, para r →∞, é

v(r) = Ca

√
re−mV r. (1.18)

em que Ca é um parâmetro arbitrário.

Adicionalmente, a equação (1.16) é linearizada para

1

r

d

dr

(
r
df

dr

)
− 2λa2f = 0. (1.19)

Na qual 2λa2 é o quadrado da massa do campo de Higgs, m2
H . A solução para f(r) que satisfaz

a condição f(r)→ 0, para r →∞, é

f(r) = Cf
e−mHr

√
r
. (1.20)

Como Cf é outro parâmetro arbitrário, temos uma famı́lia de soluções com dois parâmetros,

Ca e Cf .

Embora essas soluções satisfaçam os limites assintóticos, devemos também observar as

condições que as soluções devem satisfazer na origem (r = 0), tendo em vista o mapeamento

do circulo no espaço real. Para r pequeno escrevemos

F (r) = αfr + βfr
3 + ..., (1.21)

A(r) = αar
2 + βar

4 + ..., (1.22)

nas quais αf , ..., βa são constantes a serem determinadas. Substituindo estas expressões nas
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equações (1.15) e (1.16), e igualando os termos, obtemos que αf e αa são arbitrárias, enquanto

βf e βa são expressos em termos dos α′s como segue

βf = −m
2
V

8
α2
f ,

βa = −m
2
H

16
αf − αaαf

8
.

Assim, a segunda famı́lia de soluções também possui dois parâmetros, αf e αa.

Embora tenhamos sucesso em dividir as soluções em duas famı́lias, a solução que interessa é

a que satisfaz ambas as condições, isto é, devem pertencer a ambas as famı́lias simultaneamente.

Para tanto o que buscamos são soluções da primeira famı́lia, caracterizadas por valores de Ca

e Cf , que possam ser combinados com soluções da segunda famı́lia para determinados αa e

αf . Essa combinação entre soluções só é posśıvel se assegurarmos que em um ponto r0 as

funções F (r0) e A(r0) sejam iguais as suas derivadas F ′(r0) e A′(r0). Com isso obtemos quatro

equações algébricas para quatro parâmetros Ca, Cf , αa e αf , de forma que podemos obter um

conjunto discreto de soluções. Tal fato é um forte apoio à existência de soluções que possuam

o comportamento que esperamos e assim descrevam vórtices. Mas é importante ressaltar que

essas soluções não são exatas cabendo apenas uma análise numérica.

Apesar da ausência de soluções anaĺıticas, algumas propriedades desses vórtices podem ser

observadas de forma mais simples, como a massa do sóliton e seu tamanho que podem ser

estimados assumindo que mH

mV
≈ 1. Para tanto, vamos realizar uma mudança de variáveis, de

forma que os três termos na de energia(1.7) possuam a mesma ordem de φ ∼ 1, Ci ∼ 1, y ∼ 1,

sendo 	y = mV 	x. As variáveis podem ser alteradas para

φ(x) = aψ(y),

Ai(x) =
mV

e
Ci(y),

assim temos para os termos da densidade de energia;

F 2
ij =

(
m2

V

e

)2

C2
ij,

|Diφ|2 = (mV a)
2|Diψ|2 =

(
m2

V

e

)
²
1

2
|Diψ|2,

λ

2
(|φ|2 − a2)2 =

λa4

2
(|φ|2 − 1)2 =

(
m2

V

e

)2
m2

H

8m2
V

(|φ|2 − 1)2,
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com Cij =
∂Cj

∂yi
− ∂Ci

∂yj
, Diψ =

(
∂
∂yi

+ iCi

)
ψ. Substituindo no funcional da energia (1.7) temos

H =
m2

V

e2

ˆ ∞

0

[
1

4
C2

ij +
1

2
(Diψ)

2 +
1

8

m2
H

m2
V

(|ψ|2 − 1)2
]
d²y. (1.23)

Como mH

mV
≈ 1, o mı́nimo do funcional da energia é obtido em ψ ∼ 1 e Ci ∼ 1, e o tamanho

caracteŕıstico do vórtice no espaço é da ordem rvor ≈ 1
mV

, enquanto que sua massa é da ordem

de Mvor ≈ m2
V

e2
. Podemos expressar a dependência da massa em relação aos parâmetros do

modelo, a partir da (1.23), de forma mais precisa como

Mvor =
m2

V

e2
M

(
mH

mV

)
, (1.24)

na qual a função M
(

mH

mV

)
pode ser obtida numericamente. Essa expressão (1.24) representa a

massa do vórtice por unidade de comprimento.

Por fim cabe-nos notar que a inserção de um campo gauge Aμ atrela o vórtice a um fluxo

magnético. Considerando a integral
¸
	A · d	l em torno do ćırculo S1 no infinito e utilizando o

teorema de Stokes, temos
´
	B · d	S = Φ

e
. Tomando como ansatz Aθ =

v(r)−n
er

, temos que

Φ = e

˛
	A · d	l = e

˛
Aθrdθ = −2nπ. (1.25)

Com isso o fluxo magnético é quantizado em múltiplos inteiros de 2π.

Aqui encerramos essa subseção na qual vimos soluções do tipo vórtices, tais soluções ocorrem

em supercondutores tipo-2, em F́ısica de Part́ıculas e a existência desses vórtices também é

considerada no Modelo Padrão Estendido (MPE), embora não tenham sido observadas e no

contexto cosmológico elas são chamados de cordas cósmicas.

1.2 Mecanismo de Bogomol’nyi

O mecanismo de Bogomol’nyi [13] é a peça chave por trás das soluções do tipo vórtices,

parede de domı́nio e monopolo magnético, uma vez que fornece um conjunto equações dife-

renciais de primeira ordem nas derivadas compat́ıveis com as equações de Euler-Lagrange que

descrevem sistemas, tal caracteŕıstica é chamada de autodualidade. As equações de primeira

ordem são chamadas de equações de Bogomol’nyi e são responsáveis pela saturação de energia,

reduzindo-a a um mı́nimo proporcional ao fluxo magnético
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A priori, o mecanismo de Bogomol’nyi consiste em reescrever a energia do sistema como

uma soma entre um termo relacionado à carga topológica e quadrados perfeitos, de forma a

levar a energia a valores mı́nimos proporcionais a essa carga.

Para efeito de introdução ao assunto, nos focaremos em soluções do tipo vórtice, nas quais

a distribuição do campo no seu interior é obtida via minimização da energia do sistema.

A densidade de lagrangiana que utilizaremos é a mesma do modelo anterior, dada em (1.4).

Uma vez que buscamos soluções que minimizam a energia, precisamos primeiramente encontrar

o funcional da mesma através do tensor energia-momento T μν ;

T μν =
1

2

(
FμαF

α
ν + FναF

α
μ

)
+

1

2
(Dμφ

∗Dνφ+Dνφ
∗Dμφ)− ημνL.

A sua componente T 00 é a densidade de hamiltoniana

H =
1

4
F 2
μν + |Dμφ|2 + λ

4
(|φ|2 − a2)2.

Tomando a integral de H na área, obtemos o funcional da energia do sistema

H =

ˆ
d2x

(
1

4
F 2
μν + |Dμφ|2 + λ

4
(|φ|2 − a2)2

)
. (1.26)

O qual, no regime estático, se reduz a

H =

ˆ
d2x

(
1

4
F 2
ij + |Diφ|2 + λ

4
(|φ|2 − a2)2

)
, (1.27)

sendo i, j = 1, 2. Buscaremos soluções do tipo vórtice com propriedades espećıficas, a primeira

delas é que o campo de matéria φ saia de zero, em r = 0 e tenha comportamento assintótico

para r →∞. Assumindo um parâmetro constante a que representa o valor esperado do campo

φ no vácuo do potencial, temos

φ → 0, r = 0,

φ → aeinθ, r →∞. (1.28)

O campo de gauge Aμ, também possui comportamento definido, o qual, em coordenadas
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polares, escolhemos

Ar = 0

Aθ → v(r)− n

er
, r →∞. (1.29)

O parâmetro n que aparece em Aθ é a vorticidade associada ao sistema. Devemos introduzir

uma nova forma para o campo de matéria φ de maneira que ele seja escrito como a combinação

de dois campos escalares reais. Assim

φ =
1√
2
(φ1 + iφ2).

Sendo φa (a = 1, 2) o campo real, temos

H =

ˆ
d2x

(
1

4
F 2
ij + |Diφa|2 + λ

4
(φaφa − a2)2

)
. (1.30)

Na qual Diφa = ∂iφa + eεabAiφb, como a, b = 1, 2, o tensor antissimétrico é dado por

εa,b = ε1,2 = 1.

A integral (1.30) pode ser simplificada por uma troca para variáveis adimensionais, da

seguinte forma

φa = aQa, Ai =
a√
2
vi, xi =

√
2

ea
yi (1.31)

com isso temos o Jacobiano

d2y =

∣∣∣∣ ∂yi∂xj

∣∣∣∣ d2x,
que fornece

d2x =
2

e2a2
d2y. (1.32)

Além disso a mudança de variáveis obviamente afeta o tensor de intensidade de campo bem

como a derivada covariante, como segue

Fij = ∂iAj − ∂jAi,

=
∂

∂yi
∂yi

∂xi
Aj − ∂

∂yj
∂yj

∂xj
Ai,

=
∂

∂yi
∂yi

∂xi

(
a√
2
vj

)
− ∂

∂yj
∂yj

∂xj

(
a√
2
vi

)
.
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Como ∂yi

∂xi =
∂yj

∂xj = ea√
2
, temos

Fij =
ea2

2
(∂ivj − ∂jvi) =

ea2

2
fij, (1.33)

com fij = (∂ivj − ∂jvi). Por sua vez a derivada covariante fica

Di = ∂i + eεabAi =
ea√
2
(∂i + εabvi) . (1.34)

Devemos então substituir (1.31), (1.32), (1.33), (1.34), em (1.30), obtendo

H =

ˆ
2

e2a2
d2y

[
1

4

e2a4

4
f 2
ij +

e2a4

4

∣∣DiQa

∣∣2 + λa4

4
(QaQa − 1)2

]
. (1.35)

Considerando
2λ

e2
= β =

m2
s

m2
v

,
e2

4π
= α,

H

a22π
= E, (1.36)

na qual ms =
√
2λa é a massa do campo escalar, e por sua vez, mv = ea é a massa do campo

vetorial. Dessa forma temos

E =
1

2π

ˆ
d2y

[
1

4
f 2
ij + (DiQa)

2 +
β

2
(QaQa − 1)2

]
. (1.37)

Nesse momento estamos na iminência do ponto chave do método de Bogomol’nyi, que con-

siste em completar quadrados na expressão da energia, da seguinte forma

E =
1

2π

ˆ
d2y

{
1

4
(fij − εij(1−QaQa))

2 +
1

2
(εijDjQa + εabDiQb)

2+

+
β − 1

2
(QaQa − 1)2 + [

1

2
fijεij(1−QaQa)− εijεabDjQaDjQb]. (1.38)

Ainda que de maneira não intuitiva e, menos ainda, trivial, podemos mostrar que o último

termo da integral (1.38) é uma divergência de um vetor que chamaremos de S, assim

1

2
fijεij(1−QaQa)− εijεabDjQaDiQb = ∇dSd. (1.39)

O vetor Sd, possui a seguinte forma

Sd = εdi(QaDiQbεab + vi). (1.40)
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Há uma importância fundamental na igualdade (1.39), uma vez que sua integral é igual a

vorticidade do campo vetorial, portanto, para um vórtice com circulação n, temos

1

2π

ˆ
d2y∇dSd = n. (1.41)

Porém, antes de prosseguirmos é válido voltarmos nossa atenção a uma demonstração mais

detalhada da (1.41) e para isso precisamos inicialmente decompor o vetor Sd em coordenadas

polares, assim

Sd = Srr̂ + Sθθ̂ = −(QrDθQθ +QθDθQr − vθ)r̂ − (QaDrQbεab + vr)θ̂. (1.42)

A componente radial, Sr, nos fornece

Sr = Qr(∂θQθ − vθQr)−Qθ(∂θQr + vθQθ) + vθ, (1.43)

enquanto a componente angular, Sθ, fica

Sθ = −Qr∂rQθ +Q2
rvr +Qθ∂rQr + vrQ

2
θ − vr = (Q2

r +Q2
θ)vr − vr. (1.44)

Tendo em mente que a relação (1.28) estabelece um comportamento assintótico sobre o campo

escalar φ, enquanto a (1.31) estabelece a relação entre φ e Qa, logo é extremamente intuitivo

notar que o comportamento assintótico de φ está contido em Qa.Uma vez que

Qr = Qθ → e√
2

inθ

r →∞, (1.45)

Qr = Qθ → 0 r → 0.

Assim temos que

Q2
r +Q2

θ = 1, (1.46)

fazendo com que Sθ = 0. Com isso a integral (1.41) depende apenas da componente radial de
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Sd;

ˆ
d2y(∂dSd) =

ˆ ˆ
drdθr(∂rSr) + 0

=

ˆ ˆ
dr[∂r(rSr)− Sr]dθ =

=

ˆ
dθ [rSr]ext. −

ˆ ˆ
drdθSr =

=

ˆ
dθr [Qr∂θQθ −QrvθQr+

− Qθ∂θQr −QθvθQθ + vθ]ext.

−
ˆ ˆ

drdθ [Qr∂θQθ −QrvθQr −Qθ∂θQr+

− QθvθQθ + vθ] . (1.47)

Tomando sua derivada em relação a θ, temos

∂θQr = ∂θQθ =
ineinθ√

2
.

Essas considerações levam a integral (1.47) a

ˆ
d2y(∂dSd) = − ´ ´ drdθ ( in√

2
e2inθ − vθQ

2
r − in√

2
e2inθ − vθQ

2
θ + vθ

)
+

+
´
dθ

(
n
√
2

aer

)
= 2nπ

√
2

ae
+ 0.

Com isso a equação (1.38), toma a forma

E = n+
1

2π

ˆ
d2y

[
1

4
(fij − εij(1−QaQa))

2+

+
1

2
(εijDjQa + εabDiQb)

2 +
β − 1

2
(QaQa − 1)2

]
. (1.48)

Esse é o momento em que o funcional da energia já possui os quadrados completados, como

era uma de nossas metas. É preciso agora minimizar esse funcional e a forma mais direta é

tendo

fij − εij(1−QaQa) = 0, (1.49)

εDjQa + εabDjQb = 0. (1.50)
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Levando a

E = n+
1

2π

ˆ
d2y

[
β − 1

2
(QaQa − 1)2

]
. (1.51)

O parâmetro β está associado a relação entre as massas do campo escalar e do campo

vetorial. Como mostrado em (1.36), se ambas as massas forem iguais, ms = mv (β = 1), a

integral restante vai a zero e a energia fica apenas relacionada à vorticidade n, ou seja

E = n, (1.52)

assim a energia do sistema é finalmente minimizada e as equações (1.49) e (1.50) são conhecidas

como equações de Bogomol’nyi. Embora já tenhamos esse belo resultado, o trabalho ainda não

está acabado, uma vez que nos resta analisar as equações de campo (1.49) e (1.50) para expor

as equações de primeira ordem citadas no começo dessa seção. Nós procuramos por soluções

com comportamento assintótico na seguinte forma

Q1 = f(r) cos (nθ), Q2 = f(r) sin (nθ), (1.53)

e

vθ =
n

r
v(r), vr = 0. (1.54)

Claramente r e θ são coordenadas polares no plano. Agora basta substituir (1.53) e (1.54) em

(1.49) e (1.50) para obtermos um sistema de equações para as funções f(r) e v(r). Assim pela

(1.49), temos

fij = εij(1−QaQa), (1.55)

e como fij = (∂ivj − ∂jvi), somos levados a

(∂ivj − ∂jvi) = εij(1−QaQa). (1.56)

Deixaremos para substituir a forma de Qa mais a frente a fim de permanecer com uma
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notação mais compacta. Nesse momento faremos apenas i = 1 e j = 2, assim

(∂1v2 − ∂2v1) = ε12(1−QaQa), (1.57)

∂1v2 = (1−QaQa),

a derivada ∂2v1 é eliminada fazendo2 → θ, 1 → r e considerando o comportamento de Aθ

em (1.29), por último temos que ε12 = 1 e ε21 = −1. Para i = 2 e j = 1 procedemos da mesma

forma. Considerando (1.53), a equação (1.57) fica

1

r

d

dr
(rvθ) = 1− f 2(r)[cos2(nθ) + sin2(nθ)],

= 1− f 2(r). (1.58)

Fazendo uso da equação (1.54) na (1.58) temos

n

r

d

dr
v = 1− f 2(r)→

d

dr
v =

r

n
(1− f 2(r)), (1.59)

que é uma equação de primeira ordem nas derivadas, consistente com as equações de movimento

advindas da densidade de lagrangiana (1.4).

Nos resta analisar a equação (1.50). Como DjQa = ∂jQa+εabvjQb e DjQb = ∂jQb+εabvjQa,

a equação (1.50) fica

εij(∂jQa + εabviQb) = ε1j(∂jQa + εabvjQb) + ε2j(∂jQa + εabvjQb),

= (∂2Q1 + ε12v2Q2 + ∂2Q2 + ε21v2Q1) +

− (∂1Q1 + ε12v1Q2 + ∂1Q2 + ε21v1Q1),

= (∂2 − ∂1)(Q1 +Q2) + (v2 − v1)(Q2 −Q1). (1.60)

Fazendo exatamente o mesmo para o segundo termo εab(∂iQb + εbavjQb), temos que

εab(∂iQb + εbavjQb) = ∂2(Q2 −Q1)− (Q1 +Q2)(v1 + v2). (1.61)
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Assim a equação (1.50) fica

εDiQa + εabDjQb = (∂2 − ∂1)(Q1 +Q2) + (v2 − v1)(Q2 −Q1) +

+ ∂2(Q2 −Q1)− (Q1 +Q2)(v1 + v2) =

= ∂2Q2 − ∂1Q1 −Q1v2 −Q2v1 = 0.

Na qual substitúımos (1.53) e (1.54), e usando coordenadas ciĺındricas temos,

εDjQa + εabDiQb =
1

r

d

dθ
[f(r) sinnθ]− d

dr
[f(r) cosnθ]− nv

r
cosnθ

=
n

r
(1− v)f(r)− df(r)

dr
= 0.

Finalmente

n

r
(1− v)f(r) =

df(r)

dr
, (1.62)

que por sua vez também é uma equação de primeira ordem compat́ıvel com as equações de

movimentos da densidade de lagrangiana (1.4).

Uma vez que o trabalho se mostra conclúıdo, cabe ressaltar a possibilidade de mostrar

que as soluções obtidas a partir das equações diferenciais de primeira ordem (1.59) e (1.62),

considerando as condições de contorno para r → ∞, existem e sua forma é dada na Figura

(1.2).

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 1.2: f(r) em linha sólida e v(r) em pontilhado, por r

Uma vez abordado o mecanismo de Bogomol’nyi iremos aplicá-lo, nas seções seguintes, a

modelos de vórtices como de Abrikosov-Nielsen-Olesen visto na seção anterior, com isso obte-

remos equações de primeira ordem nas derivadas, consistentes com as equações de movimento,
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que irão facilitar uma análise mais clara do sistema, ainda que não haja solução exata para

essas equações.

1.2.1 Uma Outra Abordagem ao Mecanismo de Bogomol’nyi

Acabamos de ver a abordagem tradicional do mecanismo de Bogomol’nyi, utilizando o

mesmo formalismo do trabalho original [13]. Nessa subseção iremos desenvolver o mesmo meca-

nismo aplicado ao modelo de Maxwell-Higgs Abeliano (subseção 1.1.2), porém de um ponto de

vista idiossincrático, que consiste em não completar quadrado diretamente na energia, mas sim

em fazer uso da consistência entre a equação autodual |D±φ|2 = 0 e as equações de movimento.

Claramente isso não deve causar espécie ao leitor, uma vez que leva aos mesmos resultados

obtidos originalmente por Bogomol’nyi.

Lembremos da hamiltoniana (1.7)

H =

ˆ
d2x

(
1

2
B2 + | 	Dφ|2 + λ

4
(|φ|2 − a2)2

)
. (1.63)

Primeiramente temos a identidade fundamental

| 	Dφ|2 = |D±φ|2 ± eB|φ|2 ∓ εij∂iJj, (1.64)

a qual provaremos antes de prosseguir.

Para demonstrar a identidade fundamental (1.64), começaremos abrindo o termo |D±φ|2,
da seguinte forma

|D±φ|2 = (D±φ)(D±φ)∗,

= [(D1 ± iD2)φ][((D1 ± iD2)φ]
∗,

= |D1φ|2 + |D2φ|2 ∓ i[(D1φ)(D2φ)
∗ − (D2φ)(D1φ)

∗],

= | 	Dφ|2 ∓ iεij(Diφ)(Djφ)
∗.

Com isso, vemos claramente que

| 	Dφ|2 = |D±φ|2 ± iεij(Diφ)(Djφ)
∗. (1.65)

Agora basta mostrar que iεij(Diφ)(Djφ)
∗ = −eB|φ|2+εij∂iJj. Uma vez que Jj = −iεij[φ(Djφ)

∗−
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φ∗(Djφ)] temos

±εij∂iJj = ∓iεij[(∂iφ)(Djφ)
∗ + φ∂i(Djφ)

∗ − (∂iφ
∗)(Djφ)− φ∗∂i(Djφ)]

= ∓iεij(Diφ)(Djφ)
∗ ± εije∂iAj|φ|2

∴ ±iεij(Diφ)(Djφ)
∗ = ±εij∂iJj ∓ eB|φ|2. (1.66)

Na qual usamos εij∂iAj = −B. Finalmente, substituindo (1.66) em (1.65), temos que

| 	Dφ|2 = |D±φ|2 +±εij∂iJj ∓ eB|φ|2. (1.67)

Agora vamos averiguar o funcional da energia (1.63), que toma a forma

H =

ˆ
d2x

(
1

2
B2 + |D±φ|2 ∓ eB|φ|2 ± εij∂iJj +

λ

4
(|φ|2 − a2)2

)
. (1.68)

Dá maneira como está o integrando de (1.68) a energia não é positivo-definida, assim pri-

mariamente assumimos que |D±φ|2 = 0, levando a

D±φ = Diφ± iεijDjφ = 0 (1.69)

Diφ = ∓iεijDjφ, (1.70)

essa equação é chamada de equação autodual e é equivalente à equação (1.50) [32]. Ainda no

limite estático, utilizando (1.69) em Ji, temos

Ji = ±εij∂j|φ|2. (1.71)

Assim a equação de movimento (1.6) toma a forma

εij∂jB = ∓eεij∂j|φ|2,

cuja integral fornece

B = ∓e|φ|2 + c. (1.72)

A constante de integração c pode ser determinada utilizando a equação de movimento (1.5),

uma vez que elas devem ser compat́ıveis. Para que a solução de (1.69) seja também solução de
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(1.5), devemos usar a primeira na última, de forma que a equação (1.5) pode ser reescrita como

∓iεijDiDjφ =
λ

2
(|φ|2 − a2)φ. (1.73)

Sendo iεijDiDjφ = eBφ, chegamos a

+e2|φ|2 ∓ ec =
λ

2
|φ|2 − λ

2
a2. (1.74)

Conclúımos que para a equação (1.72) ser compat́ıvel com (1.5), precisamos que

2e2 = λ, (1.75)

c = ±ea2.

Com isso o campo magnético B assume a forma

B = ∓e(|φ|2 − a2). (1.76)

A qual é a segunda equação autodual obtida, que é equivalente a equação (1.59) tomando-se o

ansatz adequado para Aθ e φ.

Agora que conhecemos a forma do campo magnético B, podemos voltar ao funcional da

energia e analisar a integral sobre cada termo.

A contribuição de B2 para a energia é

1

2

ˆ
B2d2x =

1

2
e2
ˆ
d2x(|φ|4 + a4 − 2a2|φ|2). (1.77)

Enquanto que a contribuição de B|φ|2 fica

±e
ˆ
d2xB|φ|2 = −e2

ˆ
(|φ|4 − a2|φ|2)d2x. (1.78)

Por sua vez o potencial contribui com

λ

4

ˆ
d2x(|φ|4 + a4 − 2a2|φ|2). (1.79)
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Por último temos a contribuição do termo ±εij∂iJj. Utilizando (1.71) temos

±εij
ˆ
∂iJjd

2x = ±εij
ˆ
∂i(±εjk∂k|φ|2)d2x,

=

ˆ
∇2|φ|2d2x,

=

ˆ
∇ · (∇|φ|2)d2x,

=

˛
∇|φ|2d�,

como φ possui comportamento assintótico na fronteira, |φ| → a para r →∞, essa integral deve

ser nula.

Utilizando a relação (1.75), a energia fica

H =

ˆ
d2x

(
1

2
e2(|φ|4 + a4 − 2a2|φ|2)− e2(|φ|4 − a2|φ|2)+

+
e2

2
(|φ|4 + a4 − 2a2|φ|2)

)
. (1.80)

Claramente os termos de |φ|4 se cancelam, restando

H = e2a2
ˆ
d2x

(
a2 − |φ|2) ,

= −ea2
ˆ
d2xB, (1.81)

= −ea2
ˆ
d2xεij∂iA

j. (1.82)

Usando o ansatz (1.10) para qualquer n inteiro, temos que

ˆ
d2xεij∂iA

j = −2π

e
n = −Φ

e

Com isso a energia do sistema é proporcional ao fluxo magnético,

H = a2Φ. (1.83)

Esse resultado está claramente em acordo com (1.52), pois a relação (1.36) faz com que a energia

(1.83) fique

E = n. (1.84)
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Assim tanto o método tradicional do mecanismo de Bogomol’nyi, quanto essa forma alternativa

são perfeitamente equivalentes.

1.2.1.1 Soluções das equações autoduais

Após a saturação da energia é interessante analisar as soluções advindas das equações au-

toduais.

A equação (1.69), fornece uma equação de primeira ordem para o campo |φ|. Assumindo

φ = |φ|eiω, tem-se

eAi = −∂iω ∓ εij∂j ln |φ|, (1.85)

que é equivalente a equação (1.62). Tomando seu rotacional e usando a equação (1.76), chega-se

∇2 ln |φ| = e2(|φ|2 − a2). (1.86)

Essa equação não possui solução exata. No entanto é fácil encontrar soluções numéricas do tipo

vórtice com φ = af(r)e±inθ, na qual f(r) satisfaz

1

r

d

dr

(
r
d

dr
f 2(r)

)
= 2e2a2(f 2 − 1). (1.87)

A t́ıtulo de compatibilidade, as soluções de energia finita das equações de segunda ordem

devem ser também soluções das equações autoduais, que são de primeira ordem. Com isso é

posśıvel obter soluções topológicas de energia finita para o modelo de Maxwell-Higgs.

1.2.1.2 Limite de Bradlow

Por fim, podemos notar que a integral da equação (1.81) nos leva naturalmente a um li-

mite superior na vorticidade para uma determinada área da superf́ıcie, válido para soluções

topológicas. Com isso

2πn = e2a2
ˆ
d2x−

ˆ
d2x|φ|2. (1.88)

A primeira integral é proporcional à área, enquanto a segunda é sempre positiva, portanto

2πn ≤ e2a2Area. (1.89)

Sendo Area a área obtida na primeira integral. Essa caracteŕıstica é conhecida como limite de
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Bradlow.

É interessante ressaltar que esse limite pode ser estendido para modelos mais complexos,

como aqueles com quebra de simetria de Lorentz no setor CPTpar [14, 15, 16]. Por exemplo,

no caso apresentado em [16], o modelo é constrúıdo para generalizar o caso Maxwell-Higgs

incluindo o termo 1
4
(κF )μγαβF

μγFαβ que é responsável pela quebra de simetria Lorentz, nesse

caso o limite da Bradlow é dado por

2πn ≤ e2a2

1− s
A, (1.90)

na qual s = κrr − κθθ, sendo a contração κμν = (κF )
μαν
α . Assim a vorticidade passa a depender

do termo que viola a simetria de Lorentz e, se s = 0, claramente reavemos o limite (1.89).

Assim vimos que o mecanismo de Bogomol’nyi pode ser abordado de outra maneira, que

não aquela por meio de completar quadrados no funcional da energia, obtendo exatamente as

mesmas equações de primeira ordem e fixando a energia mı́nima proporcional ao fluxo magnético

de forma mais natural. Além disso, foi mostrado que é posśıvel obter soluções do tipo vórtice

com energia finita em modelo de Maxwell-Higgs.
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Caṕıtulo 2

Vórtices Carregados

Na seção 1 do primeiro caṕıtulo estudamos um modelo simples de Maxwell-Higgs com

potencial de quarta ordem no qual era posśıvel obter, a partir das equações de movimento,

soluções do tipo vórtice com energia finita. Tais soluções não apresentavam tratamento anaĺıtico,

embora fossem passivas de tratamento numérico. Na seção 2 desse mesmo caṕıtulo vimos um

método poderoso, chamado de mecanismo de Bogomol’nyi, que estabelece uma relação entre

a vorticidade dessas soluções com a energia mı́nima do sistema, de forma que as equações

diferencias de primeira ordem que saturam essa energia sejam compat́ıveis com as equações de

movimento.

De agora em diante focaremos nossa atenção na busca por soluções do tipo vórtice em di-

versos modelos utilizando o mecanismo de Bogomol’nyi sempre que posśıvel, já que a saturação

da energia leva a soluções de vórtices estáveis não interagentes, uma vez que elas não tomam

em conta a energia de interação em um sistema de n-vórtices.

No presente caṕıtulo estudamos um outro modelo de gauge, que possui rica topologia e

também possui soluções autoduais do tipo vórtice de energia finita. Nesse modelo a dinâmica

do campo de gauge Aμ é governada pelo termo de Chern-Simon (CS), κ
4
εμνρAμFνρ, apresentando

peculiaridades topológicas que o torna extremamente útil em f́ısica, uma vez que foi cogitado

ter aplicações em áreas diversas que vão desde a matéria condensada à cosmologia, sendo seu

uso mais citado na explicação do efeito Hall quântico e ainda na supercondutividade a altas

temperaturas cŕıticas.

Há diversas motivações para o estudo do modelo de gauge de CS em conjunto com outros

modelos. Na seção 2.1 temos o modelo de CS em conjunto com o de Higgs, dessa forma o campo

de gauge de CS herda sua dinâmica do campo de matéria φ ao qual se acopla e, ainda, vincula
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um fluxo magnético à part́ıculas carregadas que interagem com o potencial Aμ - A grosso modo

é como se obtivéssemos uma carga revestida por um fluxo magnético.

Nesse contexto é também natural se pensar em modelos que agreguem termos tanto de

Maxwell quanto de Chern-Simons. Os quais possuem caracteŕısticas interessantes como a geração

de massa para o fóton, o qual tem sua dinâmica governada não apenas pelo termo de Maxwell,

mas também pelo termo Chern-Simons, dando origem a uma eletrodinâmica massiva em (2 +

1)D. Ainda, tais modelos são de interesse, pois, além da curiosa e rica topologia, susten-

tam vórtices que carregam tanto carga elétrica quanto magnética, recebendo assim o nome

de vórtices carregados. Ainda, esses vórtices poderiam ser observados em alguns sistemas de

matéria condensada e poderiam ser as quasi-part́ıculas responsáveis pelo efeito Hall quântico

fracionário.

2.1 Modelo Chern-Simons-Higgs Abeliano

Apesar dessa seção constar em um Caṕıtulo intitulado de Vórtices Carregados, cabe a

menção de que o modelo de Chern-Simons-Higgs (CSH) que abordaremos agora não é obriga-

toriamente carregado, uma vez que a carga relacionada ao fluxo magnético Φ não é necessari-

amente elétrica, podendo ser, como citam alguns autores, uma carga estat́ıstica. Entretanto o

termo de CS é fundamental para dar suporte a vórtices carregados nos modelos subsequentes.

O modelo CSH [18, 20, 25], em (2 + 1)D do espaço-tempo de Minkwoski e cuja métrica é

ημν = diag(1,−1,−1), possui a seguinte densidade de lagrangiana

L =
κ

4
εμνρAμFνρ + |Dμφ|2 − V (φ). (2.1)

Sendo κ
4
εμνρAμFνρ, conhecido como termo de Chern-Simons, responsável por guiar a dinâmica

do campo de gauge. O potencial V (φ) é de no máximo sexta ordem para garantir renormalização

e deve admitir quebra espontânea de simetria com um vácuo não trivial.
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2.1.1 Equações de movimento

As equações de movimento provenientes dessa densidade de lagrangiana, via equação de

Euler-Lagrange, são

DμD
μφ = −∂V

∂φ
, (2.2)

κ

4
εμνρFνρ = −gJμ, (2.3)

em que g é a carga elétrica1 do campo φ e Jμ é a corrente de matéria

Jμ = (J0, 	J) = i(φ∗Dμφ− φDμφ
∗). (2.4)

A componente temporal da equação de movimento (2.3) é dada por

B = − g
κ
J0 = − g

κ
i(φ∗D0φ− φD0φ

∗), (2.5)

e expõe a dependência do campo magnético B em relação à densidade de carga conservada

J0, assim é necessário que A0 �= 0, pois caso contrário o campo magnético seria nulo no limite

estático.

2.1.2 Saturando a energia

Com o intuito de buscar soluções com energia finita, iremos saturar o limite de Bogomol’nyi.

Para tanto começamos averiguando o tensor energia momento, cujos elementos podem ser

expressos por

T μν =
δL

δημν
.

Como o termo de CS não depende da métrica ημν , sua contribuição é nula na construção do

funcional da energia. Portanto, no limite estático a integral na área da componente T 00 é

H =

ˆ
d2x[| 	Dφ|2 + g2A2

0|φ|2 + V (|φ|)]. (2.6)

1chamamos a carga elétrica de g e não como usualmente definido, e, apenas para facilitar eventuais com-
parações com os resultados do modelo estudado no caṕıtulo 3.
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A saturação desse funcional não é trivial e cabe uma demonstração mais cuidadosa. Conside-

rando a identidade fundamental

| 	Dφ|2 = |(Di ± εijiDj)φ|2 ± gB|φ|2 ∓ εij∂iJj, (2.7)

pode-se usar a equação (2.5) para acrescentar uma dependência de A0 em | 	Dφ|2, da seguinte

forma

| 	Dφ|2 = |(Di ± εijiDj)φ|2 ± 2
g3

κ
A0|φ|4. (2.8)

O termo ∂iJj foi descartado assumindo que, para r muito grande, φ tenha comportamento

assintótico. A dependência de A0 que foi acrescentada na identidade (2.7) pode ser absorvida

pelo termo g2A2
0|φ|2, desde que ele seja escrito de forma conveniente como

g2A2
0|φ|2 =

∣∣∣∣igA0φ± i
g2

κ
(|φ|2 − a2)φ

∣∣∣∣
2

− g4

κ2
|φ|2(|φ|2 − a2)2

∓ 2
g3

κ
(|φ|2 − a2)A0|φ|2. (2.9)

Substituindo (2.8) e (2.9) no funcional da energia (2.6) teremos

H =

ˆ
d2x

[
|gA0φ± g2

κ
φ(|φ|2 − a2)|2 + |(Di ± εijiD2)φ|2+

+V (φ)− g4

κ2
|φ|2(|φ|2 − a2)2 ± ga2B

]
. (2.10)

Vemos então que o limite de Bogomol’nyi é saturado com

|(Di ± iεijDj)φ|2 = 0, (2.11)

A0 = ∓g
κ
(|φ|2 − a2), (2.12)

V (φ) =
g4

κ2
|φ|2(|φ|2 − a2)2. (2.13)

Fazendo a energia ser limitada por baixo por

H = ±ga2
ˆ
d2xB, (2.14)

= ±a2Φ. (2.15)
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Ainda, a lei de Gauss (2.5) combinada com a equação (2.12) fornece

B = ±2g3

κ2
|φ|2(|φ|2 − a2), (2.16)

que é um campo magnético deveras similar ao obtido no caso Abeliano de Higgs, embora seja

de quarta ordem em |φ|.

Figura 2.1: Gráfico do Potencial autodual com três vácuos, V × φ

2.1.2.1 Soluções para as equações autoduais

A fim de investigarmos soluções do tipo vórtice, vamos decompor o campo escalar como

φ = |φ|eiω. (2.17)

Por sua vez o campo de gauge é determinado diretamente a partir da equação (2.11) levando

em conta a forma de φ,

gAi = −∂iω ∓ εij∂j ln |φ|. (2.18)

Essa é a forma mais simples para Ai, tal que as equações de Bogomol’nyi sejam satisfeitas.

Tomando o rotacional da equação (2.18) e utilizando a forma do campo magnético (2.16),

temos

∇2 ln |φ| = 2
g3

κ2
|φ|2(|φ|2 − a2). (2.19)

Embora essa equação seja pasśıvel apenas de solução numérica, notamos que há duas soluções

que levam a energias finitas, que são aquelas que tendem aos mı́nimos do potencial autodual
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V (φ) para r →∞, ou seja

|φ| → a,

|φ| → 0.

No primeiro caso as soluções são topologicamente estáveis com quebra de simetria para r →∞,

com isso o fluxo magnético e a energia são dadas, respectivamente, por

Φ = 2πn, (2.20)

H = a2|Φ|. (2.21)

No segundo caso, as soluções não apresentam quebra de simetria e sua estabilidade não é

assegurada por argumentos topológicos.

Assim o modelo suporta dois tipos de solução de vórtices de energia finita, a primeira é

conhecida como solução topológica, enquanto a segunda é dita não topológica.

Entretanto é posśıvel analisar essas soluções de forma mais palpável utilizando um ansatz

para vórtices rotacionalmente simétricos [26], dado por2

φ = af(r)einθ, (2.22)

Ai = εij r̂
j

gr
(v(r)− n). (2.23)

Substituindo (2.22) na equação de primeira ordem para φ (2.18) chegamos a

gAi = −n∂iθ ∓ 1

2
εij∂j ln[(af)

2], (2.24)

na qual fizemos ω = nθ. Agora podemos construir um campo magnético a partir do componente

espacial do potencial de gauge (2.24), para depois igualá-lo ao campo magnético (2.16) sob a

utilização do ansatz (2.22 − 2.23), com isso conseguiremos encontrar uma forma mais simples

de esboçar f(r). Assim

B = εki∂κ(−n∂iθ
2g
∓ 1

2g
εij∂j ln[(af)

2]), (2.25)

devido à contração do tensor εki com as derivadas ∂k∂iθ o primeiro termo vai a zero e como

2para uma abordagem semelhante dessas soluções veja [27]
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εkiεij = −δkj , resta apenas

B = ± 1

2g
∂2k(ln[(af)

2]).

Como a dependência de f é apenas em r, tomamos o termo radial do laplaciano em coordenadas

ciĺındricas

∇2
r =

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
, (2.26)

assim, para B temos

B = ± 1

2g

[
(ln(af)2)′′ +

1

r
(ln(af)2)′

]
,

claramente, a fim de deixar a notação mais enxuta, usamos linha para denotar a derivada em

relação a r. Essa forma de B já pode ser comparada com a equação (2.16),

1

2g

[
(ln(af)2)′′ +

1

r
(ln(af)2)′

]
=

2g3

κ2
a4f 2(f 2 − 1).

Como a é o valor do campo do vácuo, podemos dar-lhe um valor arbitrário 1 sem perda de

generalidade. No intuito de encontrar uma forma para f , vamos assumir que f(r) = eb(r), o que

nos fornece

b′′ +
1

r
b′ − 2g4

κ2
e2b(e2b − 1) = 0.

Da forma que se encontra, essa equação não possui solução anaĺıtica, porém podemos considerar

f pequeno e assim realizar uma expansão em série para b de modo que obtemos uma nova

forma que pode ser resolvida analiticamente como é feito em [27]. A partir dela podemos traçar

o gráfico da Figura (2.2), o qual evidencia o comportamento assintótico de f para r →∞, bem

como seu comportamento em r = 0, demonstrando a forma esperada para uma solução do tipo

vórtice.

2.1.3 Carga e fluxo magnético

Devido ao fato de que A0 �= 0 e considerando a equação (2.5), o campo magnético fica

relacionado à densidade de carga J0, com isso obtemos uma relação entre carga elétrica Q e o
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Figura 2.2: Gráfico de f/a× r.

fluxo magnético Φ a partir da equação (2.5), da seguinte forma

Q =

ˆ
d2xJ0 = κ

ˆ
d2xB =

κ

g
Φ. (2.27)

Assim, podemos afirmar que soluções de vorticidade n irão carregar carga elétrica e fluxo

magnético, uma vez que ambas estão associadas pela relação (2.27). Existe ainda um análogo

do limite de Bradlow dado por

ˆ
d2xB = −a

4g3

2κ2

ˆ
d2x− 2g3

k2

ˆ
d2x

(
|φ|2 − a2

2

)
. (2.28)

Com isso, a vorticidade é limitada superiormente por

n ≤ a4g3

4πκ2
Area. (2.29)

Assim conclúımos essa seção, na qual vimos como soluções do tipo vórtice de energia finita

emergem de um modelo de Chern-Simons-Higgs com potencial autodual de sexta ordem. Na

próxima seção estudamos um modelo mais completo conhecido como modelo de Mawxell-Higgs

com termo de Chern-Simons.

2.2 Modelo de Mawxell-Higgs com termo de Chern-Simons

Após estudar modelos que propiciam vórtices, nos quais o campo de gauge tem sua dinâmica

guiada pelos termos de Maxwell (subseção 1.1.2) e Chern-Simons (seção 2.1), é uma genera-

lização natural pensar em modelos nos quais ambos os termos guiem a dinâmica do campo de

gauge, dando origem a vórtices necessariamente carregados em (2 + 1)D.
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Aqui vamos abordar um modelo de Maxwell-Higgs com termo de Chern-Simons que foi

inicialmente estudado por Paul e Khare (1986) [28]. A partir dele mostraremos a existência de

soluções do tipo vórtice topológico carregado de energia finita, os quais possuem fluxo magnético

quantizado.

2.2.1 Equações de Movimento

O modelo possui a densidade de lagrangiana

L = −1

4
FμνF

μν + |Dμφ|2 + 1

4
κεμναFμνAα − V (φ). (2.30)

Sendo κ a massa do campo de gauge que consideraremos maior que zero. O potencial adequado

é de quarta de ordem, semelhante ao usado no modelo Maxwell-Higgs, portanto é posśıvel obter

soluções topológicas advindas desses vácuos degenerados, uma vez que neles φ �= 0;

V (φ) =
λ

4
(|φ|2 − a2)2. (2.31)

As equações de Euler-Lagrange [29] a partir da densidade de lagrangiana (2.30) são;

DμD
μφ = −λ(|φ|2 − a2)φ, (2.32)

∂αF
αμ +

κ

2
εμσαFσα = −eJμ. (2.33)

Em que novamente a corrente de matéria é Jμ = i(φ∗Dμφ−φ(Dμφ)∗). Decompondo a corrente

em Jμ = (J0, 	J), temos que a densidade de carga J0 é

J0 = i(φ∗D0φ− φ(D0φ)∗) = −2eA0|φ|2. (2.34)

A componente temporal da equação de movimento (2.33) fornece

∂jF
j0 +

κ

2
ε0ijFij = −eJ0. (2.35)

Essa equação é um análogo da lei de Gauss e ela garante que se A0 = 0, tanto o campo magnético

quanto o campo elétrico devem ser identicamente nulos. Assim a componente temporal, A0, do

campo de gauge não é nula, sendo essencial para existência de carga elétrica associada ao vórtice

carregado, assim como no modelo CSH.
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No regime estático as equações de movimento ficam

D2
jφ = λ(|φ|2 − a2)φ− e2A2

0φ, (2.36)

∂kFjk + κεjk∂kA0 = ie(φ∗Djφ− φ(Djφ)
∗). (2.37)

Assim como em [18], tomando o seguinte ansatz radial estático para um n-vórtice

A0 = nω0(r), Ar = 0, Aθ = nrA(r), φ(r) = f(r)einθ, (2.38)

as equações de movimento se tornam,

f ′′ +
f ′

r
− e2n2

(
A− 1

er

)2

f + n2e2ω2
0f − λ(f 2 − a2)f = 0, (2.39)

A′′ − A′

r
− A

r2
− e2f 2

(
A− 1

er

)
+ κω′0 = 0, (2.40)

ω′′0 +
ω′0
r
− e2f 2ω0 + κ

(
A′ +

A

r

)
= 0. (2.41)

Note que elas podem ser reduzidas às equações do modelo de Maxwell-Higgs (1.5) e (1.6)

se tomarmos A0 = 0 e κ = 0. Nesse âmbito cabe notar que há uma clara dependência entre A0

e κ, uma vez que o primeiro vai a zero o segundo é forçado a fazer o mesmo, para não causar

inconsistências na equação de movimento (2.33).

2.2.2 Energia do Sistema

Agora vamos analisar a energia do sistema. Integrando na área a componente T 00 do tensor

energia momento, temos

H =

ˆ
d2x

{
1

2
E2 +

1

2
B2 + | 	Dφ|+ e2A2

0|φ|2 + V (φ)

}
. (2.42)

É importante notar que existe uma contribuição direta do campo elétrico Ei e, assim como

no Chern-Simons-Higgs, do termo de |D0φ|2. Essa é uma peculiaridade de modelos de vórtices

carregados e, como veremos no próximo modelo, é posśıvel utilizar um campo escalar auxiliar

para suprimir a contribuição do termo do campo elétrico ao quadrado para a energia, permitindo

a obtenção de equações autoduais.
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Com o ansatz (2.38), temos

|φ(r)| = f(r),

B(r) = n

(
A′(r) +

A(r)

r

)
,

E(r) = nω′0(r).

na qual a linha indica uma derivada em relação a r. Com isso a energia toma a forma

H = π

ˆ ∞

0

rdr

{(
n2

(
A′ +

A

r

)2

+ (f ′)2 + e2n2f 2

(
A− A

r

)2

+
1

2
λa4(f 2 − 1)2

)
+

+n2
(
(ω′0)

2 + e2ω2
0a

2f 2
)}
.

Como não estamos utilizando o mecanismo de Bogomol’nyi, precisamos ter condições apropri-

adas para obter soluções de vórtices com energia finita. São elas;

lim
r→∞

f(r) = 1, (2.43)

lim
r→∞

A(r) =
1

er
, lim

r→∞
ω0(r) = 0, (2.44)

lim
r→0

ω0(r) = lim
r→0

A(r) = lim
r→0

f(r) = 0. (2.45)

Essas condições minimizam a energia, uma vez que os termos que possuem dependência radial,

vão a zero no infinito mais rápido que 1/r2, enquanto que os demais termos são tomados iguais

a zero.

2.2.3 Solução das equações de movimento

Assim, uma vez que se respeite as condições (2.43, 2.44, 2.45), é posśıvel obter vórtices

carregados de energia finita. Portanto as usaremos para simplificar as equações de movimento

e facilitar a obtenção de soluções. Iniciaremos a busca considerando r muito grande (condição

(2.44)). Tomando F ≡ 1− f , a equação (2.39) fica

F ′′ + F ′ − λ(F 3 − 3aF 2 + 2a2F ) = 0, (2.46)
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valendo da condição (2.43), podemos eliminar os termos de ordens mais altas, uma vez queF

se torna muito pequeno. Assim somos levados a

F ′′ + F ′ = 2λa2F. (2.47)

A solução, com comportamento assintótico, para essa equação é

F =
c√
r
e−
√
2λa,

na qual c é uma constante e
√
2λa é a massa, ms, do campo escalar φ. Podemos fazer o mesmo

para as outras duas equações; considerando a condição (2.43), fazemos α ≡ − (
A− 1

er

)
r1/2 e

α0 ≡ A0r
1/2, assim, para r →∞, as equações (2.40) e (2.41) tomam a forma

α′′ − ae2α = κα′0,

α′′0 − ae2α0 = κα′.

Desse sistema de equações acopladas apenas as seguintes soluções possuem o comportamento

esperado

A(r) =
1

er
− e−

1
2

√
κ2+4ae2r

√
r

(c1e
κ
2
r + c2e

−κ
2
r), (2.48)

A0(r) =
e−

1
2

√
κ2+4ae2r

√
r

(c1e
κ
2
r − c2e

−κ
2
r). (2.49)

Notemos que as componentes do campo de gauge se combinam de maneira a formar dois mésons

vetoriais distintos de massas 1
2

√
κ2 + 4ae2r∓ κ

2
r, e como elas são sempre positivas as equações

decaem exponencialmente para r muito grande.

Nos resta ainda verificar o comportamento das equações (2.39)−(2.41) para r muito pequeno.

Para tanto faremos uso de uma expansão em série nessas equações, assim obtemos

f(r) = f1r + O(r3), (2.50)

A(r) = α1r + O(r3), (2.51)

A0(r) = b0 +
1

2
κα1r

2 + O(r4), (2.52)

as quais se mostram regulares na origem. Embora as equações (2.39) − (2.41) sejam pasśıveis
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de uma analise relativamente clara, elas não possuem soluções exatas, cabendo apenas análise

numérica. Na Figura (2.3) vemos em linha sólida o comportamento de f , que sai de zero em

r = 0 e vai para 1 em r →∞, demonstrando o comportamento esperado de vórtices topológicos.

Por sua vez, em linha tracejada temos o campo magnético B e, em linhas pontilhadas, o campo

elétrico E.

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 2.3: Em linha sólida temos o comportamento de f , em linha tracejada temos o campo
magnético B, enquanto que em pontilhado temos o campo elétrico E.

2.2.4 Fluxo magnético e carga

Assim como nos modelos de vórtices neutros vistos anteriormente, o fluxo magnético é

também quantizado em unidades de 2π, ou seja,

Φ = e

ˆ
Bd2x = e

ˆ
d2xεij∂iA

j = 2πn. (2.53)

Como o modelo é carregado, o fluxo magnético é relacionado à carga elétrica total Q = e
´
J0d2x

pela integral da equação (2.35), da seguinte forma

ˆ
d2x∂jF

j0 +
κ

2
ε0ij
ˆ
d2xFij = e

ˆ
d2xJ0. (2.54)

Como o campo de gauge é massivo e de curto alcance, a primeira integral vai a zero e assim

temos

κ

ˆ
d2xB = Q, (2.55)

Φ =
e

κ
Q. (2.56)
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Agora que já conhecemos soluções para vórtices carregados, na próxima sessão abordaremos

a versão autodual desse modelo, para tanto necessitaremos fazer uso de um campo auxiliar

neutro N que permitirá saturar o limite de Bogomol’nyi a fim de obter equações autoduais

explicitamente.

2.3 Modelo de Maxell-Chern-Simons-Higgs com campo

escalar real

No modelo de vórtices carregados abordado anteriormente a energia não foi saturada via

mecanismo de Bogolm’nyi, mas sim a partir de imposições sobre os comportamentos do campo

escalar φ e do campo de gauge. Agora é o momento no qual consideraremos uma versão autodual

do modelo de Mawxell-Higgs com termo de Chern-Simons, que originalmente foi abordado por

C. Lee, K. Lee e H. Min (1990) [30]. O modelo em questão possui simetria de gauge U(1) e, a

fim de manter uma noção de autodualidade, em que o limite inferior para a energia é saturado

por um conjunto de equações autoduais, é necessário introduzir um campo escalar neutro N

adicional.

2.3.1 Equações de Movimento.

A densidade de lagrangiana para esse modelo é

L = −1

4
FμνF

μν + |Dμφ|2 + 1

4
κεμναFμνAα +

1

2
(∂μN)2 − V (φ,N). (2.57)

Por sua vez o potencial usado é de quarta ordem dado por

V (φ,N) = e²|φ|2
(
N − e

a2

κ

)2

+
e2

2

(
|φ|2 − κ

e
N
)2

, (2.58)

com vácuos em

|φ| = 0; N = 0,

|φ| = a; N = ea2/|κ|.
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No primeiro vácuo o campo escalar φ possui massa ms = e2a2/|κ|, enquanto que o campo N

e o campo de gauge possuem massa topológica mN = mV = |κ|. Já no segundo vácuo tanto o

campo de gauge quanto o campo escalar possuem dois modos de propagação de massa3,

m2
± = 2e2a2 +

κ2

2
± κ

2

√
8e2a2 + κ2. (2.59)

Ainda, esse segundo vácuo, permite a obtenção de soluções topológicas estáveis para vórtices,

uma vez que φ vai para um valor diferente de zero.

As equações de movimento provenientes da densidade de lagrangiana são

DμD
μφ = e²φ

(
N − e

a2

κ

)2

+ e2(|φ|2 − κ

e
N),

∂μ∂
μN = 2e²|φ|2

(
N − a2

κ

)
− κe2

(
|φ|2 − κ

e
N
)
, (2.60)

∂μF
μν +

κ

2
εμνρFνρ = −eJμ. (2.61)

É fácil notar que a equação de movimento (2.61) é uma generalização das equações de

movimento (1.6) e (2.3). Por sua vez a componente temporal da equação (2.61) é dada por

−∂iF0i + κF12 = −eJ0. (2.62)

Cuja densidade de carga é J0 = i[φ∗(D0φ)− (D0φ)
∗φ].

Antes de fazermos um tratamento da energia, iremos encontrar o fluxo magnético e a carga

elétrica a partir da equação (2.62). Integrando ambos os lados temos

−
ˆ
∂iF0id

2x+ κ

ˆ
F12d

2x = e

ˆ
J0d

2x.

A integral
´
∂iF0id

2x desaparece, já que os modos de gauge são massivos e de curto alcance,

com isso obtemos

ˆ
J0d

2x = Q,
ˆ
F12d

2x =
Φ

e
.

3para uma demonstração mais detalhada remetemos o leitor a [33].
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Assim temos o resultado já conhecido

Q =
κ

e
Φ, (2.63)

no qual a carga elétrica é atrelada ao fluxo magnético.

2.3.2 Saturando a Energia

Como estamos interessados em um modelo autodual, precisamos agora averiguar o funcional

da energia para obter as equações autoduais via mecanismo de Bogomol’nyi. A partir da (2.57),

o funcional da energia é

H =
´
d2x

[
1
2
E2 + 1

2
B2 + |D0φ|2 + | 	Dφ|2+

+ 1
2
(∂0N)2 + 1

2
(∂iN)2 + V

]
. (2.64)

Ao comparar com o modelo anterior, vê-se que novamente o campo elétrico integra a energia

do sistema, que é uma caracteŕıstica de vórtices carregados, mas agora o termo cinético do

campo auxiliar N também se faz presente, e de forma engenhosa esse campo pode ser usado na

saturação da contribuição do campo elétrico para a energia. No regime estático, fazendo uso da

identidade fundamental (1.64), obtêm-se

H = a2Φ +

ˆ
d2x

[
1

2
( 	E ∓ ∂iN)2 ∓N∇ · 	E +

1

2
B2+

(iA0φ)(−iA0φ
∗) + |(Di ± iεijDj)φ|2 ± B|φ|+ V

]
. (2.65)

Considerando a equação de movimento (2.62), bem como o fato que |Φ| = e2

κ

´
d2xJ0, podemos

completar quadrado na energia e obter o seguinte funcional;

H = a2Φ +

ˆ
d2x

[
1

2
(E ∓ ∂iN)2 +

1

2

[
B ± e(|φ|2 − κ

e
N)

]2
+∣∣∣∣ieAoφ∓ ie

(
N − e

a2

κ

)
φ

∣∣∣∣
2

+ |(Di ± iεijDj)φ|2 + V +

−e2|φ|2
(
N − e

a2

κ

)2

− e2

2

(
|φ|2 − κ

e
N
)2

]
. (2.66)

Note que escolhemos o sinal inferior para o fluxo magnético. Com isso a energia é limitada

inferiormente por

H = a2Φ, (2.67)
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desde que as equações autoduais satisfaçam

(Di ± iεijDj)φ = 0, (2.68)

A0φ∓
(
N − a2

κ

)
φ = 0, (2.69)

B ± e2(|φ|2 − κN) = 0, (2.70)

E ∓ ∂iN = 0. (2.71)

Pela (2.71) vemos que ∂i(A0 ∓ N) = 0, e com isso A0 = ±N + cte. Assim temos um conjunto

de equações autoduais, nas quais se fizermos A0 = N = 0, continuam consistentes com a

autodualidade.

2.3.2.1 Soluções para as equações autoduais

Tomando o divergente da equação (2.71);

∇E = ±∇2N, (2.72)

e substituindo (2.72) e (2.69) na equação (2.62), temos

∇2N = 2e²|φ|2
(
N − a2

κ

)
− κe2

(
|φ|2 − κ

e
N
)
, (2.73)

que é a equação de movimento estática (2.60), assim as equações autoduais são compat́ıveis

[32] com as equações de Euler-Lagrange.

Utilizando a equação (2.68) e fazendo φ = |φ|eiω, obtemos

eAi ∓ 1

2
εij∂j ln |φ|2 = 0. (2.74)

Tomando seu rotacional e utilizando o campo magnético de (2.70), obtemos

−∇2 ln |φ|2 − 2e2(|φ|2 + κN) = 0. (2.75)

Claramente as equações (2.73) e (2.75) apenas possuem solução numérica. Porém notamos
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que há dois tipos de soluções que levam a energias finitas para r →∞

|φ| → a ; N→ ea2

|κ| ,
|φ| = 0 ; N = 0.

Para o primeiro caso, temos soluções topologicamente estáveis, com quebra de simetria para

r →∞. Assim novamente encontramos um fluxo magnético quantizado dado por

Φ = ±2πn.

Por sua vez, a energia associada a essa solução é

E = 2nπa2. (2.76)

Assim notamos que tanto o fluxo magnético quanto a energia relacionada à soluções to-

pológicas desse modelo estão em consonância com o caso topológico do modelo de Chern-

Simons-Higgs, como deveria.

Para o segundo caso, as soluções são ditas não topológicas. Dessa forma o comportamento

do campo |φ| para r muito grande deve ser

|φ| ≈ 1

rα
, (2.77)

com α > 1, pois se |φ| �= 0, para r muito grande, as soluções não possuem energia finita.

Para fazer uma análise das soluções no esṕırito que viemos trabalhando ao longo dessa

dissertação, iremos considerar o ansatz com simetria rotacional

φ = af(r)e(inθ) (2.78)

e

eAi = ±εij r̂j
r

(
1

f

df

dr
− n

)
. (2.79)

Podemos esperar que a função f possua comportamento assintótico, f → 1, quando r →∞, e

que N→ 0. Assim, definindo f = ey(r), temos a partir da (2.75)

−∇2y − 2e2(exp(2y) + κN) = 0. (2.80)
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Podemos obter soluções numéricas para f(r) de forma que satisfaça a equação (2.75). Abaixo

traçamos o gráfico da função f(r) tomando κ/ea2 = 1, para vórtices topológicos.

Figura 2.4: Gráfico de f(r)× r.

Essa solução para f(r) é como esperávamos para um vórtice topológico, uma vez que ela

sai de zero em r = 0 e vai para uma constante em r →∞.

Esse caṕıtulo encontra-se em seu fim e gostaŕıamos de ressaltar alguns pontos relevantes.

Primeiramente vimos que em modelos de vórtices carregados há sempre uma carga elétrica

associada ao fluxo magnético, graças a permanência da componente temporal do campo de

gauge A0. Outro aspecto digno de nota é o fato de o campo elétrico contribuir para a energia

desses sistemas, podendo ela ser saturada por um campo auxiliar neutro. Nos três modelos

estudados nesse caṕıtulo foi posśıvel obter soluções do tipo vórtice topológico e não topológico,

isso serviu de motivação na construção de um modelo mais complexo no qual um campo de

gauge Aμ tem sua dinâmica guiada pelo termo de Maxwell, enquanto um outro campo de gauge

Aμ, tem sua dinâmica guiada por Chern-Simons e utilizando um potencial de sexta ordem que

suporte quebra de simetria para r →∞. Tal modelo é tratado no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Modelo de Maxell-Chern-Simons-Higgs

com campos de gauge distintos

Inicialmente estudamos um modelo com soluções do tipo vórtice de energia finita cuja

dinâmica do campo de gauge era governada pelo termo de Maxwell e como mostrado por

Julia e Zee [22], tal modelo não poderia suportar vórtices eletricamente carregados. Adiante,

estudamos um modelo cuja dinâmica do campo de gauge era governado pelo termo de Chern-

Simons, tal modelo CSH tinha a peculiaridade de vincular o fluxo magnético à uma carga

elétrica, podendo assim suportar vórtices carregados. Dessa forma foi natural se pensar em um

modelo de Maxwell-Higgs com um termo de Chern-Simons. Tal fato faria com que a dinâmica do

campo de gauge fosse governada por ambos os termos, levando à vórtices carregados de energia

finita, porém este modelo não suportava saturação da energia via mecanismo de Bogomol’nyi,

pois continha um termo do campo elétrico na energia. Para tanto, foi necessário a inserção de

um campo escalar auxiliar neutro na densidade de lagrangiana, a fim de que a energia do campo

elétrico pudesse ser saturada e com isso tivéssemos um modelo autodual de Maxwell-Higgs com

termo de Chern-Simons.

Uma vez que tais modelos carregados suportavam soluções do tipo vórtice topológico e não

topológico, fomos levados a pensar em um novo modelo, cujo campo de gauge Aμ é governado

pelo termo de Maxwell, enquanto que outro campo de gaugeAμ tem sua dinâmica governada por

Chern-Simons, em conjunto com um potencial de sexta ordem com três vácuos. Infelizmente,

tal modelo não suporta soluções de vórtices e sua energia não pode ser minimizada devido a

existência do campo elétrico E relacionado ao termo de Maxwell. Para sanar essa problemática

foi tentado adicionar um termo misto de Chern-Simons, composto por ambos os campos de
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gauge, à densidade de lagrangiana, dessa vez a energia pôde ser corretamente saturada, porém

as soluções obtidas não foram compat́ıveis, levando a novamente a um sistema que não possui

soluções do tipo vórtice. Por último foi tentado modificar o modelo de forma acrescentar um

campo auxiliar escalar neutro, assim como na seção 2.3, nessa ocasião a energia foi saturada e

as soluções do tipo vórtice topológico foram encontradas.

3.1 Equações de movimento

A densidade de lagrangiana usada no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs com campos

de gauge distintos é

L = −1

4
FμνF

μν +
κ

4
εμναFμνAα + |Dμφ|2 − V (φ). (3.1)

Sendo Fμν = ∂μAν−∂νAμ e Fμν = ∂μAν−∂νAμ. A derivada covariante agora é diferente dos

demais modelos e é dada por Dμφ = (∂μ + ieAμ + igAμ)φ. Uma vez que temos dois campos de

gauge, Aμ e Aμ, isso acarreta o aumento das equações de movimento, que são obtidas a partir

das equações de Euler-Lagrange. No limite estático, temos para o potencial Aμ as equações de

movimento

κB = −gJ0, (3.2)

κεijEj = gJi. (3.3)

Nas quais assumimos as correntes J0 = −2|φ|2(eA0+gA0) e Ji = i[φ∗(Diφ)−φ(Diφ)
∗]. Notamos

de imediato, que a equação (3.2), reproduz a equação (2.5) do modelo de Chern-Simons-Higgs.

Para o potencial Aμ obtemos as seguintes equações;

∂jEj = eJ0, (3.4)

εij∂jB = −eJi. (3.5)

A equação (3.5), fornece a mesma equação de movimento (1.6) obtida no modelo Maxwell-

Higgs e, uma vez que A0 = 0 naquele modelo, a equação (3.4) não existe.
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Para o campo de matéria φ, obtemos

(eA0 + gA0)
2φ+DiDiφ =

∂V

∂φ∗
. (3.6)

O potencial autodual V (φ) utilizado é de sexta ordem para garantir renormalizabilidade e foi

imposto na forma

V (|φ|) = λ|φ|2 (|φ|2 − a2
)2
. (3.7)

As constantes a e λ serão determinadas logo adiante. De imediato, é posśıvel notar que o

potencial possui vácuos em |φ| = 0 e em |φ| = a e sua forma foi plotada na Figura (3.1).

Figura 3.1: Gráfico do potencial V (φ) por φ.

Nosso intento é encontrar uma forma para os campos magnéticos e para o campo elétrico

de Maxwell, para então checar a finitude da energia, uma vez que procederemos pela versão

não ortodoxa do mecanismo de Bogomol’nyi apresentada na subseção 1.2.1.

Os campos magnéticos podem ser encontrados via equação (3.6), desde que utilizemos a

equação de movimento (3.2) e impondo a condição de autodualidade

Diφ = ∓iεijDjφ. (3.8)

Com isso temos (
κ

2g

B

|φ|2
)2

φ∓ iεijDiDjφ =
∂V

∂φ∗
. (3.9)

na qual iεijDiDjφ = (eB + gB)φ e derivando o potencial (3.7) em relação a φ∗, temos

(
κ

2g

B

|φ|2
)2

∓ (eB + gB) = λ
(|φ|2 − a2

) (
3|φ|2 − a2

)
. (3.10)
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O campo magnético de Maxwell, B, é facilmente obtido pela equação (3.5) desde que se

faça uso da condição (3.8) na corrente Ji, da seguinte forma;

εij∂jB = −eJi.
εij∂jB = ±eεij∂j|φ|2.

Logo, obtêm-se

B = ∓(e|φ|2 + c0). (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.10), temos

(
κ

2g

B

|φ|2
)2

+ e2|φ|2 + ec0 ∓ gB = λ
(|φ|2 − a2

) (
3|φ|2 − a2

)
. (3.12)

Como buscamos por um campo magnético B com forma semelhante ao do modelo de Chern-

Simons-Higgs (2.16), podemos impor que ele possua a seguinte forma;

B = −α|φ|4 + β|φ|2. (3.13)

Com isso, e levando em conta que supomos um potencial limitado por baixo e que possui três

vácuos, podemos relacionar os parâmetros a e λ com α, β, e, g e κ, via (3.12) da seguinte forma;

λa4 =

(
κβ

2g

)2

+ ec0 > 0, (3.14)

λa2 =
1

4

[
−e2 ± gβ + 2αβ

(
κ

2g

)2
]

> 0, (3.15)

λ =
1

3

[(
κα

2g

)2

± gα

]
> 0. (3.16)

Essas desigualdades são necessárias para garantir a forma desejada do potencial. Comoλ > 0

as seguintes condições sobre α para que o potencial seja sempre positivo devem ser satisfeitas

sinal α

+ α > 0

- α > 4 g3

κ2 .

Claramente foram considerados apenas os valores de α maiores que zero, uma vez que valores

negativos levariam a um campo magnético de Chern-Simons, B, inconsistente com a equação
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(3.12).

Obtidos os campos magnéticos em termos dos parâmetros α, β e e, voltamos nosso foco aos

campos elétricos de Maxwell, E, e Chern-Simons, E.

Utilizando a equação de movimento (3.3), e novamente escrevendo a corrente como Ji =

±εij∂j|φ|2, temos;

εij∂jA0 = ∓εij g
κ
∂j|φ|2. (3.17)

Com isso A0 = ∓ g
κ
|φ|2+cte, porém a constante de integração, cte, não altera a forma do campo

elétrico Ei, portanto ela será desconsiderada. O campo elétrico de Chern-Simons possui a forma

Ei = −∂iA0 = ±g
κ
∂i|φ|2. (3.18)

Uma vez obtido A0, é posśıvel obter A0 a partir da equação de movimento (3.2), como segue:

A0 =
1

e

(
κB

2g|φ|2 ∓
g2

κ
|φ|2

)
. (3.19)

O campo elétrico de Maxwell, E, é encontrado tomando o gradiente da equação (3.19). Assim

Ei = −1

e
∂i

(
κB

2g|φ|2 ∓
g2

κ
|φ|2

)
. (3.20)

agora utilizando a forma de B, reduzimos a equação acima a

Ei =
1

e

(
κα

2g
± g2

κ

)
∂i|φ|2. (3.21)

Uma vez conhecidos B, B e E, podemos finalmente analisar a energia do sistema.

3.1.1 A energia do sistema

A energia, obtida do mesmo modo que nos modelos anteriores, possui a forma

H =

ˆ
d2x

[
1

2
E2 +

1

2
B2 + |D0φ|2 + | 	Dφ|2 + V (φ)

]
. (3.22)

Por sua vez,

|D0φ|2 = (eA0 + gA0)
2|φ|2,
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que combinada com a equação (3.2), fornece

|D0φ|2 = κ2

4g2
B2

|φ|2 . (3.23)

Agora a identidade fundamental é modificada de forma a possuir ambos os campos magnéticos;

| 	Dφ|2 = |D±φ|2 ∓ εij
2
∂iJj ± (eB + gB)|φ|2. (3.24)

Já considerando que a integral sobre
εij
2
∂iJj vai a zero no infinito, e substituindo (3.23) e (3.24)

em (3.22), temos

H =

ˆ
d2x

[
1

2
E2 +

1

2
B2 +

κ2

4g2
B2

|φ|2 ± (eB + gB)|φ|2 + V (φ)

]
. (3.25)

Se a energia for minimizada o integrando restante deve conter termo de |φ|4 que é a mais alta

ordem do campo magnético de Chern-Simons, cuja integral é proporcional ao fluxo magnético.

Como dito, não iremos utilizar aqui o método tradicional do mecanismo de Bogomol’nyi, logo

há a necessidade de analisar a integral sobre cada termo separadamente. Assim, pela equação

(3.21), tem-se;

1

2

ˆ
d2xE2 =

1

2

[
κ

2g

(
α± 2g3

κ2

)]2 ˆ
d2x(∇|φ|2)2. (3.26)

Como
´
d2x(∇|φ|2)2 = ´ d2x [∇ · (|φ|2∇|φ|2)− |φ|2∇2|φ|2], e a integral ´ d2x [∇ · (|φ|2∇|φ|2)] =

0, uma vez considerando que na fronteira φ → a ou φ → 0. Por sua vez ∇2|φ|2, pode ser fa-

cilmente encontrado utilizando a equação (3.4) e a forma do próprio campo elétrico E (3.21),

levando a

∇2|φ|2
(
α± 2g3

κ2

)
= 2e2(−α|φ|4 + β|φ|2). (3.27)

Assim a integral (3.26) é dada por

1

2

ˆ
d2xE2 =

(
κ

2ge

)2 (
α± 2g3

κ2

) ˆ
d2x(−α|φ|6 + β|φ|4). (3.28)

Para a contribuição da energia do campo magnético de Maxwell (3.11), obtêm-se

1

2

ˆ
B2dx =

e2

2

ˆ
d2x|φ|4. (3.29)
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Por sua vez a contribuição associada ao campo de Chern-Simons (3.13) ao quadrado é

(
κ

2g

)2 ˆ
d2x

(
B

|φ|
)2

=

(
κ

2g

)2 ˆ
(−α|φ|3 + β|φ|)2. (3.30)

E ainda

±
ˆ

(eB + gB)|φ|2d2x = ±
ˆ
d2x

[
(eβ ∓ e2)|φ|4 − gα|φ|6] . (3.31)

Finalmente, o potencial fornece

ˆ
V (φ)d2x = λ

ˆ
d2x|φ|2 (|φ|2 − a2

)2
. (3.32)

Agora podemos montar novamente o funcional da energia somando todas essas contribuições

e notar que o termo |φ|6 não vai a zero. Assim

H = 2π

ˆ ∞

0

rdr

[
β2κ2

2g2
|φ|2 + 1

2

(
e2 − αβκ2

g2

)
|φ|4 +

7α (ακ2±2g3)
12g2

|φ|6
]
.

Portanto, para minimizar a energia precisamos que

α = ∓2g
3

κ2
, (3.33)

o qual é exatamente o mesmo fator global do campo magnético (2.16) do modelo de Chern-

Simons-Higgs puro. Entretanto, isso levaria a E = 0 por causa da equação (3.21), forçando

J0 = 0 devido a (3.4), causando uma grande inconsistência nas equações de movimento, uma

vez que A0 �= A0 �= 0. Portanto não conseguimos saturar a energia sem causar problemas

grav́ıssimos ao modelo.

3.1.2 Buscando por soluções para o campo escalar.

Podemos abandonar a saturação de energia e procurar por soluções não topológicas de

energia finita para o campo escalar. Para tanto temos que encontrar as equações diferenciais

para φ e o nosso ponto de partida é a equação (3.8), que impõe

(∂i + ieAi + igAi)φ = ∓iεij(∂j + ieAj + igAj)φ. (3.34)
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Com φ = |φ|eiω, verifica-se que

(eAi + gAi) = −∂iω ∓ εij∂j ln |φ|. (3.35)

Essa talvez seja a forma mais simples para (eAi+gAi), tal que as equações de Bogomol’nyi sejam

satisfeitas. Tomando o rotacional da equação (3.35) e considerando (3.11) e (3.13), obtêm-se

[(gβ ∓ e2)|φ|2 − gα|φ|4] = ∓∇2 ln |φ|. (3.36)

Assim como nos outros modelos, obtemos uma equação de segunda ordem na derivada

para φ que não pode ser resolvida analiticamente, cabendo apenas análise numérica. Porém,

vimos que |φ| obedece a equação (3.27). Combinando (3.36) e (3.27), utilizando ∇2|φ|2 =

2 [(∇|φ|)2 + |φ|∇2|φ|], verifica-se que |φ| satisfaz

(∇|φ|)2 = C2|φ|2 + C4|φ|4 + C6|φ|6. (3.37)

Na qual C2 =
1
2

eβ

α∓ 2g3

κ2

, C4 =
1
2

(
− e2α

α∓ 2g3

κ2

± gβ − e2
)

e C6 = ±1
2
gα. Essa equação é uma peculia-

ridade do modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs com simetria U(1)×U(1). Ela não é encontrada
nos modelos de U(1) de Maxwell-Higgs e Chern-Simons Higgs e sua existência se deve ao campo

elétrico não ser nulo na equação (3.4). A grande importância da equação (3.37) é que ela nos

permite obter soluções anaĺıticas para o campo de matéria |φ|, desde que C2 > 0, C4 < 0 e

C6 > 0, fixando α > 2g3

κ2 . Das soluções apenas as seguintes são reais e bem comportadas em

todo domı́nio;

|φ| =
2
√
C2e

√
C2r√

2C4e2
√
C2r − 4C2C6 + e4

√
C2r + C2

4

(3.38)

|φ| =
2
√
C2e

√
C2r√

C2
4e

4
√
C2r + 2C4e2

√
C2r − 4C2C6e4

√
C2r + 1

(3.39)

Como |φ| vai a zero no infinito em ambos os casos, as soluções se mostram não topológicas.

Porém, as soluções (3.38) e (3.39) não são compat́ıveis com a equação (3.36), logo não podem

ser consideradas como soluções válidas.

Em detrimento do fracasso desse modelo em se obter as soluções do tipo vórtice válidas, é

posśıvel fazer alterações na densidade de lagrangiana de forma a tentar alcançar tais soluções.
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Figura 3.2: A forma de φ sugere caráter não-topológico

3.2 Modificando o modelo com dois campos de gauge

A fim de tentar contornar os problemas encontrados na saturação da energia, iremos acres-

centar

Lmix = −κ2εμναAμ∂νAα (3.40)

à densidade de lagrangiana original (3.1) e fazendo κ → −κ1, nesta última. Chamaremos esse

novo termo de Chern-Simons misto.

As equações de movimento para os campos de gauge ficam, no limite estático,

κ1B+ κ2B = gJ0, (3.41)

∂iEi + κ2B = eJ0, (3.42)

εij (κ1Ej + κ2Ej) = −gJi, (3.43)

εij (∂jB + κ2Ej) = −eJi. (3.44)

Nas quais fazemos J0 = −2(eA0 + gA0) e Jj = −i[φ(Djφ)
∗ − φ∗(Djφ)], novamente.

Por meio da equação autodual

Diφ = ∓iεijDjφ, (3.45)

obtêm-se

Ji = ±εij∂j|φ|2. (3.46)

64



A equação de movimento para φ fica da seguinte forma

∓(gB+ eB) + (eA0 + gA0)
2 = λ(|φ|2 − a2)(3|φ|2 − a2). (3.47)

Usando (3.44) em (3.46), e como Ej = −∂jA0, encontra-se

B + κ2A0 = ∓e|φ|2 + C1, (3.48)

na qual C1 é a constante de integração. Podemos escolher A0 = −C1

κ2
, tal que

B = ∓e|φ|2 (3.49)

e Ej = 0. Esta forma de B é baseada na forma obtida no caso anterior e também na escolha

que vamos fazer para B, ou seja

B = α|φ|4 + β|φ|2. (3.50)

De fato, a equação (3.47) pode ser reescrita como

∓(gB+ eB) +

(
κ1B+ κ2B

2g|φ|2
)2

= λ(|φ|2 − a2)(3|φ|2 − a2). (3.51)

Assim, com B dado por (3.50), teŕıamos uma inconsistência se B carregasse uma constante.

Isso induz novamente a não termos espaço para soluções topológicas, pois estas exibem o com-

portamento |φ| = a, para r → ∞, acarretando em fluxo infinito para B, consequentemente, a

energia, no limite de Bogomol’nyi, também iria para o infinito.

Com Ej = 0, a equação (3.43) em conjunto com a corrente (3.46), e lembrando que Ej =

−∂jA0, temos

A0 = ± g

κ2
|φ|2 + C2. (3.52)

Substituindo (3.52) e A0 em J0, encontra-se

J0 = ∓2ge

κ2
|φ|4 +

(
eC2 − C1

κ2
g

)
|φ|2. (3.53)

Por sua vez substituindo (3.49), (3.50) e a expressão acima em (3.41), tem-se

κ1α|φ|4 + (κ1β ∓ κ2e)|φ|2 = ∓2g2e

κ2
|φ|4 + g

(
eC2 − C1

κ2
g

)
. (3.54)
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Levando a

α = ∓2 g
2e

κ1κ2
, (3.55)

e (
eC2 − C1

κ2
g

)
=

(κ1β ∓ κ2e)

g
. (3.56)

Enquanto (3.55) fixa α totalmente, a (3.56) fixa as constantes C1 e C2 em termos de β que

ainda deve ser encontrado.

Substituindo (3.50), (3.52) e J0 em (3.42), tem-se

∓ g

κ2
∇2|φ|2 = ±

(
g

κ1
− e

κ2

)
|φ|4 +

[
(eκ1 − gκ2)β ∓ κ2e

2

g

]
|φ|2. (3.57)

Notemos que se fizermos eκ1 = gκ2, a equação acima fica

∇2|φ|2 =
(
eκ2
g

)2

|φ|2 (3.58)

e α pode ser reescrita como α = ∓2g3

κ2
1
, que é o mesmo valor de α que anulava o campo elétrico

de Maxwell e eliminava o termo |φ|6 na densidade de energia para o modelo anterior. Em

coordenadas ciĺındricas a equação (3.58), fica

1

r

d

dr
|φ|2 + d2

dr2
|φ|2 =

(
eκ2
g

)2

|φ|2. (3.59)

Soluções topológicas com |φ|2 → a2 para r → ∞, não são posśıveis se |φ|2 satisfaz (3.58),

uma vez que o lado direito da equação seria proporcional a a2, enquanto o lado esquerdo iria a

zero. Não obstante vamos considerar eκ1 = gκ2.

Para fixar β devemos lançar mão de (3.47). Ela fornece

λ =
g4

κ21
, (3.60)

a2λ = ±1

2
(gβ ∓ e2), (3.61)

a4λ =

(
κ1β ∓ κ2e

2g

)
. (3.62)

Por sua vez a (3.61) fixa β como

β = ±(2a2g2 + κ22)g

κ21
, (3.63)
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que é compat́ıvel com a (3.62). Além de simplificar a forma de β, a identidade eκ1 = gκ2 leva

à (3.58), que por sua vez implica na ausência de termos |φ|6 na densidade de energia.

3.2.1 A energia do sistema

Vamos analisar a energia exatamente da mesma forma que fizemos na seção anterior, ou

seja, analisando as contribuições separadamente.

Agora, a contribuição do campo elétrico ao quadrado é mais simples

1

2

ˆ
E2d2x = −e

2

2

ˆ
|φ|4d2x. (3.64)

Por sua vez, o campo magnético de Maxwell ao quadrado, B2, contribui com

1

2

ˆ
B2d2x =

e2

2

ˆ
|φ|4d2x. (3.65)

Enquanto que

ˆ (
κ1B+ κ2B

2g|φ|2
)2

d2x =

ˆ [(
κ1α

2g

)2

|φ|6 + κ1α(κ1β ∓ eκ2)

2g2
|φ|4+

+

(
κ1β ∓ κ2e

2g

)2

|φ|2
]
.

E também

±
ˆ

(gB+ eB)|φ|2d2x = ±
ˆ

[gα|φ|2 + (gβ ∓ e2)]|φ|2d2x. (3.66)

Por último, o potencial contribui com

ˆ
d2xV = λ

ˆ
(|φ|2 − a2)2|φ|2d2x. (3.67)

Agora analisaremos separadamente os coeficientes que multiplicam as potencias de |φ| a fim

de averiguarmos com mais facilidade o cancelamento do termo |φ|6.
Os coeficientes do termo |φ|6 são

λ± gα +

(
κ1α

2g

)2

= 0, (3.68)

como λ = g4

κ2
1
e α = ∓2g3

κ2 , eliminamos o termo |φ|6, como desejado.
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Por sua vez, os coeficientes do termo |φ|4 são

2aλ± (gβ ∓ e2) +
κ1α(κ1β ∓ eκ2)

2g
= ∓(gβ ∓ e2). (3.69)

Já para o termo termo |φ|2;

a2λ+

(
κ1β ∓ κ2e

2g

)2

= 2

(
κ1β ∓ κ2e

2g

)2

. (3.70)

Finalmente a energia fica escrita como

H = ±a
ˆ

[gα|φ|4 + gβ|φ|2 ∓ e2|φ|2]d2x

= ±a
ˆ

(eB + gB)d2x = ±aΦtotal.

Assim a energia foi devidamente saturada.

3.2.2 Buscando por soluções para as equações autoduais

Agora que a saturação da energia foi obtida, é oportuno buscar por soluções para o campo

escalar φ. Assim como anteriormente, temos

eAi + gAi = −∂iω ∓ εij∂j ln |φ|, (3.71)

Tomando seu rotacional e utilizando as formas de B e B, obtemos

∇2 ln |φ| = 2λ(|φ|2 − a2)|φ|2. (3.72)

Combinando (3.58) e (3.72) encontra-se

(∇|φ|)2 =

(
g2

κ1

)2

(−|φ|2 + a2)|φ|4 +
(
eκ2
2g

)2

|φ|2 (3.73)

∇2|φ| =

(
g2

κ1

)2

(|φ|2 − a2)|φ|3 + 2

(
eκ2
2g

)2

|φ|. (3.74)

Assim, |φ| deve ser solução de (3.73) e (3.74) simultaneamente ou de qualquer par das

equações (3.58), (3.72), (3.73) e (3.74). Entretanto não foi posśıvel encontrar soluções do tipo
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vórtice, uma vez que a equação (3.58), que pode ser resolvida analiticamente, leva a solução

exp

(ˆ r

1

i
√
3Y1

(−i√3K
)− i

√
3c1J1

(
i
√
3K

)
2
(
c1J0

(
i
√
3K

)
+ Y0

(−i√3K
)) dK

)
. (3.75)

Na qual Y1 e J1 são funções de Bessel. Para obter soluções reais a constante c1 deve ser nula,

com isso a solução para |φ| diverge para r →∞.

5 10 15 20
r
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100

�Φ�

Figura 3.3: Solução para φ a partir da equação (3.58)

Por sua vez, a equação (3.72) tem solução apenas numérica e, assim como a solução da

(3.58), diverge e é descontinua em r = 0, sendo também não válida.

20 40 60 80 100
r

20 000

40 000

60 000

80 000

�Φ�

Figura 3.4: Solução para φ a partir da equação (3.72)

A partir desses resultados, podemos afirmar que o modelo não suporta soluções do tipo

vórtice, uma vez que as soluções encontradas eram descont́ınuas em r = 0 e divergiam para

r →∞.

Apesar do belo modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs parecer suportar soluções do tipo

vórtice baseado em sua topologia U(1) × U(1) e na experiência com modelos semelhantes,

não conseguimos atingir essa meta até o presente momento. Pois no primeiro modelo a energia
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não era minimizada devido ao campo elétrico, além de que suas soluções para o campo escalar

aparentemente do tipo vórtice não-topológico, não eram consistentes com as demais equações

de segunda ordem nas derivadas para φ. Por sua vez, no modelo alterado com um termo misto

de Chern-Simons na densidade lagrangiana, a energia é minimizada e, como esperamos, propor-

cional ao fluxo magnético total. Porém, as soluções reais das equações de segunda ordem nas

derivadas obtidas não eram do tipo vórtice, uma vez que tendiam ao infinito quando r →∞ e

eram descont́ınuas em r = 0. Infelizmente nosso trabalho se mostrou infrut́ıfero na busca por

soluções do tipo vórtice nesses modelos citados. Portanto, tomaremos uma última alteração no

modelo. Procedendo da mesma forma que na seção 2.3, iremos acrescentar um campo escalar

real N, alterar seu potencial e buscar por soluções do tipo vórtice.

3.3 Alterando o modelo com a inserção de um campo

auxiliar escalar real

Embora nossa busca por soluções do tipo vórtice tenha sido infrut́ıfera nos dois modelos

abordados anteriormente nesse caṕıtulo, é posśıvel ainda utilizar um campo escalar N para

saturar a contribuição da energia advinda do campo elétrico, assim como abordado na Seção

2.3. A nova densidade de lagrangiana é

L = −1

4
FμνF

μν +
1

2
|Dμφ|2 + 1

4
κεμναFμνAα +

1

2
(∂μN)2 − V (φ,N).

Na qual o potencial autodual, agora carregando um termo de N, é dado por

V (φ,N) =
e2

2
(|φ|2 − a2)2 +

g4

κ2
|φ|2

(
|φ|2 − eκ

g2
N − a2

)2

. (3.76)

Cabe mencionar que, diferente dos outros dois casos abordados nesse caṕıtulo, esse potencial

não foi imposto, mas surgiu naturalmente da saturação da energia que será explicitada mais

abaixo. Ainda, pode-se notar que esse potencial tem a particularidade de possuir um termo

semelhante ao potencial usado no modelo de Maxwell-Higgs (subseção 1.1.2) desacoplado de

um segundo termo que, por sua vez, é semelhante ao potencial de Chern-Simons-Higgs, porém

com um termo extra associado ao campo escalar real N. Como herança do potencial de quarta
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ordem usado no modelo de Maxwell-Higgs, esse potencial possui vácuo apenas em

|φ| → a; (3.77)

N = 0, (3.78)

quando r →∞. Assim o modelo não suportaria soluções não topológicas, uma vez que |φ| = 0

não é vácuo do potencial (3.76).

3.3.1 Equações de movimento

Uma vez que os termos de Maxwell e de Chern-Simons permanecem os mesmo na densidade

de lagrangiana, as equações de movimento não se alteram para os potenciais Aμ e Aμ, sendo

elas

κB = −gJ0, (3.79)

κεijEj = gJi, (3.80)

∂jEj = eJ0, (3.81)

εij∂jB = −eJi. (3.82)

Nas quais assumimos as correntes J0 = −2|φ|2(eA0 + gA0) e Ji = i[φ∗(Diφ) − φ(Diφ)
∗],

como anteriormente.

As diferenças nas equações de movimento se mostram no aumento de uma equação, que é

aquela para o campo N e, por sua vez a equação para φ se altera em detrimento da mudança

na forma do potencial, como segue

DμD
μφ = −e2(|φ|2 − a2)φ− g4

κ2
φ

(
|φ|2 − eκ

g2
N − a2

)
,

∂μ∂
μN = 2

eg2

κ
|φ|2

(
|φ|2 − eκ

g2
N − a2

)
.

Uma vez que temos as equações de movimento, vamos analisar a energia do sistema.
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3.3.2 A energia do sistema

O funcional da energia, agora, é muito semelhante ao obtido no modelo abordado na seção

2.3,

H =

ˆ
d2x

[
1

2
E2 +

1

2
B2 + |D0φ|2 + | 	Dφ|2 + 1

2
(∂0N)2 +

1

2
(∂iN)2 + V

]
. (3.83)

Sendo ∂0N = 0 no limite estático, utilizamos o mecanismo de Bogomol’nyi como segue,

H =

ˆ
d2x

[
1

2
( 	Ei ∓ ∂iN)2 ∓N∇ · 	E +

1

2
B2+

(iA0φ)(−iA0φ
∗) + |(Di ± iεijDj)φ|2 ± B|φ|+ V

]
. (3.84)

Pela equação de movimento (3.82), temos que N∇ ·Ei = NJ0. E considerando que
´
d2x(eB +

gB) = Φtotal, chegamos a

H = aΦtotal +

ˆ
d2x

{
1

2
[Ei ± ∂iN]2 +

1

2

[
B ± e(|φ|2 − a2)

]2
+

+ |(Di ± iεijDj)φ|2 + κ2

4g2|φ|2
[
B± 2g3

κ2
|φ|2(|φ|2 − eκ

g2
N − a2)

]2
+

+ V − e2

2
(|φ|2 − a2)2 − g4

κ2
|φ|2

(
|φ|2 − eκ

g2
N − a2

)2
}
.

Na qual escolhemos o sinal superior do fluxo magnético. Assim a energia é minimizada para as

equações autoduais;

Ei = ∓∂iN (3.85)

B = ∓e(|φ|2 − a2), (3.86)

B = ∓2g3

κ2
|φ|2(|φ|2 − eκ

g2
N − a2), (3.87)

que são consistentes com as equações de movimento e, como obtido no modelo da seção 2.3,

A0 = ±N + cte. Claramente, o campo magnético de Maxwell, (3.86), é exatamente o mesmo

obtido em (1.76). Por sua vez, o campo magnético de Chern-Simons, (3.87), é similar ao campo

magnético obtido no modelo CSH, (2.16), porém com um termo associado ao campo escalar N.
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3.3.3 Buscando por soluções para os campos escalares

Nesse caso a equação (3.36) se modifica para

∇2 ln |φ| = [e2(|φ|2 − a2) +
2g4

κ2
|φ|2(|φ|2 − eκ

g2
N − a2)], (3.88)

e agora, também temos uma equação de segunda ordem para N;

∇2N = −2eg
2

κ
|φ|2

(
|φ|2 − eκ

g2
N − a2

)
. (3.89)

Claramente essas equações não possuem soluções anaĺıticas, portanto, para buscar por soluções

numéricas faremos uso do ansatz:

φ = af(r)ei(n+m)θ,

Ar = 0; Aθ = −v(r)− n

er
,

Ar = 0; Aθ = −u(r)−m

gr
.

Note, como o modelo possui dois campos de gauge, o ansatz para φ irá possuir duas vorticidades,

a n que está associada a Aμ e m que está associada a Aμ. Contudo os ansatz para Aμe Aμ são

usuais. Assim fixamos os comportamentos em r = 0, como

f(r) = Fnmr
n+m + ...

v(r) = n− e2a2

2
r2 +

e2a2(Fnm)
2

2(n+m+ 1)
r2(n+m+1) + ...

u(r) = m+
g2a2(eκω0 − g2a2)(Fnm)

2

(n+m+ 1)κ2
r2(n+m+1) + ...

A0(r) = ω0 +
e2a2(eκω0 − g2a2)(Fnm)

2

2(n+m+ 1)κ
r2(n+m+1)
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Sendo Fmn e ω0 = A(0) parâmetros livres. Por sua vez, os comportamentos para r → ∞, são

vórtices de Abrikosov-Nielsen-Olessen;

1− f(r) � r−1/2e−βr,

n+ v(r) � r1/2e−βr,

m− u(r) � r1/2e−βr,

A0(r) = r1/2e−βr.

Na qual β é a massa associada a ambos os campos de gauge;

β =
g2a2

κ
+
a2g2

κ

√
1 +

2e2κ2

g4a2
. (3.90)

Antes de partirmos para soluções numéricas, assumimos as condições de contorno:

f(0) = 0, v(0) = n, u(0) = m,

f(∞) = 1, v(∞) = −n, u(∞) = m.

Com isso, a solução numérica para f(x) nos fornece o comportamento dado na Figura (3.5).

Figura 3.5: Gráfico de f(r)× r, com m = n = 1

Tal solução é o que se espera de uma solução topológica para φ, uma vez que f(x) parte

de zero em r = 0 e vai para 1 quando r → ∞. Por sua vez a solução numérica para v(r) nos

fornece o comportamento dado na Figura (3.6).
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Figura 3.6: Gráfico de v(r)× r, com m = n = 1

Apesar do comportamento inusual de v(r), sua solução possui caráter topológico, uma vez

que para r → ∞, v(r) tende a um número inteiro. Já a solução para u(r), tem seu comporta-

mento expresso na Figura (3.7).

Figura 3.7: Gráfico de u(r)× r, com m = n = 1

Dessa forma podemos afirmar que esse modelo, usando um campo auxiliar real N, possui

soluções do tipo vórtice topológico.

A t́ıtulo de conclusão, cabe uma análise sobre os campos magnéticos B e B. Plotando a

forma do campo magnético de Maxwell B (Figura (3.8)), vemos que ele possui comportamento

usual do campo magnético obtido no modelo de Maxwell-Higgs. Porém o comportamento do

campo magnético de Chern-Simons, B, é não usual (Figura (3.9)), levando a um fluxo magnético

nulo associado a B, com isso Φtotal = e
´
Bd2x. Além disso, a forma de B expõe que a carga

no centro do vórtice carregado possui sinal oposto ao sinal da carga em sua extremidade, o

que é um comportamento não visto na literatura para vórtices em modelos de Maxwell-Chern-

Simons-Higgs.
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Figura 3.8: Gráfico de B(r)× r, com m = n = 1

Figura 3.9: Gráfico de B(r)× r, com m = n = 1

Finalmente, a meta de se obter soluções do tipo vórtice de energia finita foi atingida utili-

zando um modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs com campos de gauge distintos fazendo uso de

um campo auxiliar real N.

76



Conclusões

No desenvolver dessa dissertação, estudamos soluções do tipo vórtice advindas de modelos

abelianos, relativ́ısticos com simetria U(1) local. Foi visto como a topologia dessas soluções

assegurava sua estabilidade e existência, além de garantir que a energia do sistema fosse finita.

Foi demonstrado o mecanismo de Bogomol’nyi, que além de fixar a energia mı́nima do

sistema proporcional ao fluxo magnético, fornecia equações de primeira ordem nas derivadas

consistentes com as equações de movimento, cabendo lembrar que introduzimos uma forma

não ortodoxa do mesmo mecanismo, na qual não havia necessidade de se completar quadrado

diretamente e o limite de Bradlow surgia de forma mais natural.

Estudamos ainda diferentes modelos nos quais era posśıvel obter soluções do tipo vórtice

topológico e não-topológico. Dentre eles, o de Chern-Simons-Higgs (Seção 2.1), que diferente do

modelo de Maxwell-Higgs Abeliano, vinculava a carga elétrica do sistema ao fluxo magnético,

tal fato foi herdado por todos os modelos que faziam uso do termo 1
4
κAμFμν , como nos casos

de vórtices carregados.

Por sua vez, os modelos ditos carregados possúıam densidade de lagrangiana que continha

tanto os termos associados a Maxwell quanto a Chern-Simons, e apresentavam o intrigante

fato de seu campo elétrico, E, associado ao termo de Maxwell não ser nulo e contribuir para

a energia. Tais modelos podem dar origem a eletrodinâmicas massivas em (2 + 1)D, e neles

foi posśıvel obter soluções do tipo vórtice topológico e não-topológico, servindo de motivação

na construção de um modelo mais complexo com dois campos de gauge distintos, no qual um

deles, Aμ, tinha sua dinâmica governada pelo termo de Maxwell e outro, Aμ, tinha sua dinâmica

governada pelo termo de Chern-Simons, e utilizando um potencial adequado de sexta ordem

que suportava quebra de simetria para r →∞.

Tal modelo recebeu o nome de Maxell-Chern-Simons-Higgs com campos de gauge distintos

e foi estudado no Caṕıtulo 3. Ele apresentou uma interessante equação de primeira ordem nas

derivadas para φ, com solução exata, a qual não era consistente com a equação de segunda
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ordem, sendo portanto inválida. Além disso não era posśıvel minimizar a energia, pois a contri-

buição do campo elétrico associado ao termo de Maxwell não poderia ser eliminada sem causar

inconsistências nas equações de movimento.

Para tentar contornar o problema, foi introduzido um novo termo de Chern-Simons, misto,

composto pelos dois campos Aμ e Aμ. Nesse contexto a energia pôde ser minimizada sem

causar problemas às equações de movimento, porém ainda não foi posśıvel obter soluções do

tipo vórtice, uma vez que as soluções para φ encontradas divergiam. Ainda, foi tomada uma

última alternativa, a de se acrescentar um campo auxiliar neutro, N, no modelo da seção 3.1.

Nesse caso o potencial utilizado era também de sexta ordem, porém, diferente dos outros dois

casos, ele não foi imposto, mas surgiu naturalmente da saturação da energia via mecanismo

de Bogomol’nyi. As soluções obtidas são de vórtices topológicos, como desejado, e o campo

magnético de Chern-Simons,B, possui comportamento diferente dos demais obtidos em modelos

de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Com isso, a proposta de obter soluções de vórtice para um

modelo abeliano de Maxwell-Chern-Simons-Higgs foi finalmente cumprida.

Por fim, cabe ressaltar que os modelos vistos nessa dissertação representam um panorama

muito limitado dentro do espectro total de soluções do tipo vórtice. Uma vez que modelos não

abelianos e/ou não relativ́ısticos não puderam ser abordados devido à complexidade e extensão

do assunto. No entanto, esse trabalho busca sua riqueza de forma singela, na apresentação

de uma forma diferente de se abordar o mecanismo de Bogomol’nyi, bem como mostrar que o

modelo de MCSH estudado no caṕıtulo 3, possui soluções do tipo vórtice topológico com energia

finita. Esperamos com isso ter deixado uma contribuição ao entendimento desses modelos, bem

como uma abordagem, quiçá, didática à um assunto tão rico.
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