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Guimaraes, T. M. Busca por Solugoes do Tipo Vortice em um Modelo de Maxwell-
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RESUMO

Nessa dissertagao temos o intuito de buscar solugoes do tipo vortice em um modelo nao
encontrado na literatura, que consiste em um densidade de lagrangiana formada por um termo

de Maxwell gerado por um campo de gauge A,, e um termo de Chern-Simons gerado por
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outro campo de gauge A,, fazendo uso de um potencial autodual com vécuo nao trivial de
sexta ordem. Tal modelo apresenta uma interessante equagao de primeira ordem nas derivadas
para ¢, com solucao exata, porém ela nao é consistente com a equagao de segunda ordem,
sendo portanto invalida. Além disso nao foi possivel minimizar a energia do sistema, pois a
contribuicao do campo elétrico nao pode ser eliminada sem causar inconsisténcias nas equagoes
de movimento. Para tentar contornar esse problema, foi tentado introduzir um novo termo de
Chern-Simons, misto, composto pelos dois campos A, e A,. Nesse contexto a energia pode ser
minimizada sem causar problemas as equacoes de movimento, porém ainda nao foi possivel
obter solucgoes do tipo vortice, pois as solugoes para ¢ encontradas divergiam. Novamente sem
solugoes do tipo vortice, o modelo original foi alterado, de forma a conter um campo escalar
real N e um potencial também de sexta ordem. Com isso, a energia do sistema foi minimizada
e solucoes topoldgicas do tipo vértice foram encontradas.

Ainda desenvolvemos uma forma idiossincratica de abordar o mecanismo de Bogomol'nyi

sem a necessidade direta de completar quadrado e se baseando naturalmente na consisténcia

entre as equacoes autoduais e as de movimento.

PALAVRAS-CHAVE: Equacoes de Bogomol'nyi, Vértices, Limite de Bradlow, Defeitos To-
pogicos, Maxwell, Higgs, Chern-Simons.
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ABSTRACT

In this dissertation we mean to seek vortex solutions in a model not found in literature,
consisting in Lagrangian density given by a Maxwell term generated by a field gauge A ..,
and Chern-Simons term generated by another field gauge A, using a self-dual potential with
nontrivial sixth-order vacuum. This model features an interesting first order equation for ¢, with
solution exact, but it is not consistent with the second order equation, and therefore invalid.
Moreover, it was not possible to minimize the model’s energy, since the contribution of the
electric field can not be eliminated without causing inconsistencies in the equations of motion.
To try work around this problem, we tried to introduce a new mixed Chern-Simons term,
composed of two fields A, and A,. In this context the energy was minimized without causing
problems the equations of motion, but has not yet been possible to obtain vortex solutions,
because the solutions to ¢ diverges. Again, without the vortex solutions, the original model has
changed, to contain a real scalar field N. Thus, the energy of the system was minimized and
topological vortex solutions were found.

Yet, we developed an idiosyncratic approach to the Bogomol'nyi’s mechanism without the
direct need to complete square and naturally based on the consistency between the self-duals

equations and equations of motion.

KEYWORDS: Bogomol'nyi equations, Vortices, Bradlow limit, Topological defects, Maxwell,

Higgs, Chern-Simons.
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Introducao

Vortices sao lugares-comuns no imaginario humano, uma vez que se fazem presentes em muitos
fenomenos corriqueiros como redemoinhos e furacoes. Em teorias fisicas modernas a nogao da
existéncia de vortices remonta a cosmologia de Descartes [1], na qual planetas vagavam pelo
espaco através de linhas de vortices gigantes. Embora a visao Newtoniana tenha prevalecido
sobre esta, a concepcao de vortices ressurge em teorias de gauge em 2 + 1 dimensoes do espago
tempo, na qual se faz presente o mecanismo de quebra espontanea de simetria. Nesse contexto,
vortices sao solugoes do tipo sélitons torvelinhos, que por sua vez, podem ser definidos como
configuracoes de campo com energia finita e localizada, e que se movem uniformemente.

O estudo de modelos que suportam solugoes do tipo vértice possuem amplo espectro de
estudo, indo da matéria condensada, como no contexto de supercondutores do tipo II, a cos-
mologia, abordada em transicoes de fase no universo primordial.

No ambito dessa dissertacao, faremos um desenvolvimento gradual do assunto proposto, de
forma a tentar elencar da maneira mais natural possivel os modelos abordados. Com esse intuito
iniciaremos nosso estudo mostrando que solugoes do tipo vortice com energia finita nao existem
em modelos com simetria U(1) global com apenas o campo de matéria ¢. Tal impossibilidade
é assegurada pelo teorema de Derrick. Em seguida trataremos de uma forma de evadir esse
teorema incluindo um campo de gauge A, com simetria U(1) local, e a partir dai mostraremos
que é possivel obter solugoes do tipo vértice com energia finita para esse modelo, que a essa
altura é chamado de modelo de Maxwell-Higgs Abeliano.

Na secao 1.2 é abordado o mecanismo de Bogomoln’yi, que implementa a nogao de auto-
dualidade, a qual estabelece compatibilidade entre as equagoes de movimento do modelo com
equacoes de primeira ordem que minimizam a energia do sistema, deixando-a proporcional
ao fluxo magnético. A posteriori, o mecanismo de Bogomol'nyi é desenvolvido de forma idi-
ossincratica e entao aplicado ao modelo de Maxwell-Higgs, provendo equacoes autoduais que

possuem apenas solucao numérica.
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Iniciamos o Capitulo 2, apresentando o modelo de Chern-Simons-Higgs fazendo uso de
um potencial autodual de sexta ordem em |¢|. Tal modelo, além de apresentar soluges do tipo
vértice de energia finita, vincula um fluxo magnético a particulas carregadas que interagem com
o potencial A,, com isso ele d4 suporte a existéncia de vortices carregados. De fato veremos
que fazendo a insercao do termo de Chern-Simons no modelo Maxwell-Higgs, somos levados a
vortices carregados, o que era uma impossibilidade para o modelo puro de Maxwell-Higgs [22].
Notamos de imediato, na se¢ao 2.2, que nao é possivel utilizar o mecanismo de Bogomol'ny
na saturacao da energia do modelo de Maxwell-Higgs com termo de Chern-Simons, essa inca-
pacidade se da devido a existéncia de um campo elétrico no funcional da energia, porém as
condicoes de energia finita sao asseguradas impondo restri¢oes ao comportamento do campo de
gauge A, e do campo escalar ¢, tanto em r = 0, quanto para r — oco. A fim de trazer a nogao de
autodualidade de volta, na secao 2.3 fazemos uso de um campo escalar auxiliar na lagrangiana
de Maxwell-Higgs com termo de Chern-Simons, com a intencao de saturar a energia do campo
elétrico, obtendo as equagoes autoduais via minimizagao do funcional da energia. Esses modelos
ditos carregados possuem solugoes estaveis do tipo vortice de energia finita.

Uma vez que tais modelos carregados suportavam vértices, fomos levados a pensar em um
novo modelo, cujo campo de gauge A, tem sua dinamica governada pelo termo de Maxwell,
enquanto que outro campo de gauge A, seria governado por Chern-Simons, em conjunto com um
potencial de sexta ordem com trés vacuos. Dessa forma, as equagoes de movimento relacionadas
ao campo elétrico e magnético de Maxwell se desacoplam das equagoes de movimento para os
campos de Chern-Simons, aumentando o nimero de equacoes de movimento. Tal modelo foi
abordado na segao 3, entretanto ele nao suporta solucoes de vortices e sua energia nao pode ser
minimizada devido a existéncia do campo elétrico F relacionado ao termo de Maxwell. Para
saturar essa energia foi tentado adicionar um termo misto de Chern-Simons, composto por
ambos os campos de gauge a densidade de lagrangiana, dessa vez a energia pode ser corretamente
minimizada, embora as solugoes obtidas nao fossem compativeis com as demais equagoes de
movimento, levando novamente a um sistema que nao possui solucoes do tipo vortice de energia
finita. Por ultimo, o modelo original foi alterado, de forma a conter um campo escalar real N. Tal
alteragao levou a uma configuracao de energia finita e minima, além disso solugoes topoldgicas
do tipo vortice foram encontradas.

No decorrer dessa dissertacao tentamos manter um padrao uinico de notacao para que hou-

vesse a possibilidade de uma clara comparacao entre os modelos de diferentes capitulos e segoes.
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Capitulo 1

Vortices

Nesse capitulo estudamos como solugoes do tipo vértice, que consistem em sélitons torveli-
nhos, emergem em teorias de gauge do grupo U(1), em 2+ 1 dimensdes do espago-tempo, com
quebra espontanea de simetria. Nos modelos que vamos tratar, os vacuos possuem simetria cir-
cular nos quais se faz presente o mecanismo de Higgs [3, 2]. Tais solugoes possuem aplicagdes
em dreas que vao desde supercondutividade [4, 5], teoria eletrofraca [6] a cosmologia [1].

Revisamos também o mecanismo de Bogomoln'yi, que se baseia em estabelecer uma relagao
entre a vorticidade dessas solugbes e a energia minima do sistema. Ainda, esse mecanismo
fornece equagoes autoduais de primeira ordem que sao consistentes com as equacoes de Euler-

Lagrange desses modelos, tornando mais simples a analise das solugoes do tipo vortice.

1.1 Solucoes do tipo vortice

1.1.1 Tentativa de obter solugoes em um modelo com simetria U(1)

global

Na presente subsec¢ao mostraremos que nao é possivel obter solugoes do tipo vortice com
energia finita para um modelo em (2 + 1)D constituido apenas de um campo escalar complexo
¢ com simetria U(1) global.

Partimos da densidade de lagrangiana

L =0u0l" = V(9), (1.1)
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na qual g = 0,1,2 e o potencial V(¢) é de quarta ordem dado por

V(6) = (1ol — o) (1.2

cujo o vacuo esta em |o| = a.
Como buscamos por solugoes do tipo vortice em um espago de 2-dimensoes, cujo limite desse
espaco no infinito é um circulo S*, construimos um campo ¢ com os seguintes comportamentos

no limite e na origem desse espago:

o(r,0) — ae™? r — 00,

$0) = 0 r=0.

Sendo r e # coordenadas polares no plano, enquanto que a é o valor esperado no vacuo e n deve
ser um numero inteiro para garantir a univocidade da solucao. A escolha de um campo com
esses comportamentos é também guiada por uma tentativa de generalizar, em duas dimensoes
espaciais, solugoes do tipo sélitons que naturalmente existem em modelos de uma dimensao
espacial (kinks) [7]. Essa configuragao para o campo ¢ é comumente chamada de vortice.
Considerando o limite estatico, vamos analisar a energia obtida a partir da densidade de

lagrangiana (1.1), utilizando o componente T% do tensor energia-momento:

H = 27r/ {]arqﬂ? - Z—j|¢(r)]2 + V(gb)} rdr. (1.3)

Para r — oo, tanto o potencial V(¢) quanto 0,¢ devem se anular, restando apenas o termo
:’f—i]gb(r)]Q, o qual faz a energia do sistema divergir logaritmicamente, mostrando que a solugao
para ¢ representa um kink [8] que nao pode ser generalizado para modelos em duas ou mais
dimensoes espaciais.

De fato, existe um teorema bem conhecido, chamado teorema de Derrick que prevé a nao
existéncia de sélitons estaveis em modelos de teoria de campo com mais de uma dimensao
espacial. Derrick demonstra que a contribui¢ao do termo cinético e do potencial sao iguais para
a energia do séliton em 1 dimensao espacial, assim o sistema tera solugoes estaveis. Por sua vez,
para 2 dimensoes espaciais, o sistema s6 teria solugoes estéveis se nao possuir dinamica [9]. Tal
fato inviabiliza a busca por solugoes do tipo vértices de energia finita no modelo em questao.

Por outro lado existem propostas para evadir o teorema de Derrick, como o trabalho de-
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senvolvido em [10], no qual o potencial utilizado depende explicitamente da coordenada radial
possibilitando a obtencao de solugoes estaveis em 2D. Uma outra proposta é a adi¢ao de campos

de gauge ao modelo, com o grupo U(1) local, como seré desenvolvido na subsegao seguinte.

1.1.2 Vértice no modelo de Maxwell-Higgs Abeliano

Esse modelo é uma generalizagao relativistica da teoria de supercondutividade de Ginzburg-
Landau realizada primeiramente por Nielsen e Olesen [11], utilizando um modelo abeliano de
Higgs em (2+1)D que fornece solugdes do tipo vértice que podem ser identificadas como cordas
de Nambu eletricamente neutras'. A obtencao de tais solucoes estd relacionada com o a relacao

2
ms

de massas § = , que veremos no decorrer dessa subsecao. Para o caso em que 8 = 1 é possivel

my
obter solugoes exatas para os vértices, enquanto que para 3 # 1 elas podem ser obtidas apenas
numericamente a partir das equagoes de campo.

O modelo agora possui dois campos, o campo de gauge A,, e o campo escalar de matéria

L I uu-l E;AQS Qb a . 1.4

Sendo F,, = 0,A, — 0,A, o tensor de intensidade de campo, e D,¢ = (0, + ieA,)¢. A forma
do potencial é dada na Figura (1.1)

Figura 1.1: Grafico do Potencial de Higgs por ¢ x r

Por sua vez, as equacoes de movimento no limite estatico, obtidas via equacao de Euler-

LJulia e Zee [22] mostraram que nio existem vértices carregados no modelo Abeliano de Higgs com energia
finita.
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Lagrange, sao

A
DiDi¢p = §(|¢|2 —a*)g, (1.5)
&jajB = —GJZ'. (16)

Tomando Ay = 0 temos a liberdade de implementar transformacoes de gauge independentes

do tempo e também o campo elétrico E associado é nulo. Com isso a energia do sistema fica
1 = A
f{:/ﬁ%<§B%HD¢F+qu?—ff>. (1.7)

Esse funcional da energia (1.7) é conhecido como Hamiltoniana de Ginzburg-Landau [12] e
para que seja finita é necessario que o potencial V' (¢) va a zero quando |r| — oo. Porém esse
requerimento nao é suficiente para garantir que toda a energia seja finita, mas fixa que para

|r| — oo devemos ter |¢p| — a. Assim, para r — oo, ¢ possui a forma
¢ = ae® (1.8)

sendo que sua fase depende do angulo polar # e nao é invariante por transformacoes de gauge,
porém sua vorticidade o é, uma vez que ela ndo depende especificamente da fungao w(#), mas
sim de suas propriedades topoldgicas. Escolhendo a fungao de fase w(f) para pertencer a uma
classe n # 1, qualquer fungao continua que satisfaca a condi¢ao w(0) = 0 e w(27) = 2nm pode

ser transformada de modo que w(#) = nf, entao
o(r) — ae™ (1.9)

Uma vez que o requerimento de energia finita levou a fixar a forma de ¢ no infinito, é

s . 2 . A~ . .

necessério lembrar que era o termo % |¢(r)|? que causava a divergéncia na energia (1.3), portanto
T

precisamos que D;¢ decresga mais rapidamente que 1/r. Uma vez que com o campo de gauge

acrescentamos o termo A?|¢|?, para compensar o decaimento da ordem de 1/r% o componente

espacial A; do campo de gauge deve ter a forma

n
A= -l 1.10
eTEJnJ ( )

Na qual n; é um vetor unitério na dire¢do . Assim o campo de gauge A; decai com 1/r, enquanto
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que o componente espacial do tensor de Maxwell Fj; decai com 1/r?. Uma vez que fixamos
essas propriedades, a energia nao mais diverge e entao podemos partir em busca de solugoes do
tipo vortice sem maiores preocupacoes, desde que essas solugoes respeitem os comportamentos
assintoticos obtidos em (1.9) e (1.10).

E necessédrio que notemos que o comportamento assintético das solucoes é invariante sob

rotacoes espaciais e complementado por transformacoes de fase globais do campo ¢, ou seja,
P(0) = (0 + w). (1.11)

Fazendo n = 1 por simplicidade, a forma mais geral dos campos expondo a invariancia sobre

rotacoes espaciais generalizadas, é

o(r,0) = ae®F(r), (1.12)
Ai(r,0) = —ésijnjA(r)jLniG(r). (1.13)

A contribuigao de G(r) é um gauge puro, logo G(r) = 0, simplificando em grande monta o
processo de obtengao de solugoes. Segue da (1.9) e (1.10) que as fungoes F'(r) e A(r) obedecem
a

F(r)—1, A(r) — 1 r— 00 (1.14)

Usando (1.12) e (1.13) nas equagoes de movimento obtemos apenas duas equagoes diferen-

ciais ordinarias;

d [(1dA F?

2D ) 2926202 (1 = A) = 1.1

dr(rdr) ca 7“( ) 0, (1.15)
d [ dF , F
— | r—= F(F?—1)+—(1—-A)? = 1.1
dr<rdr)—|—)\ar ( )+r( ) 0, (1.16)

com r — o0o. Além disso, o requisito de suavidade dos campos em r = 0 impoe a condicao
de que F(r) — 0, A(r) — 0. E aqui nos deparamos com uma situagdo que nos perseguira
no decorrer dessa dissertacao, que é o fato de ser impossivel encontrar solugoes exatas para as
equagoes F(r) e A(r) com essas duas condigoes de contorno, nos obrigando a recorrer a solugoes
numéricas. Embora isso nao seja realmente um problema, acaba por limitar a nos convencer
da existéncia de solugdes de equagoes (1.15) e (1.16) com os comportamentos requeridos para

r — oo e r = (), apenas usando de argumentos confidveis.
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Porém é possivel caminhar um pouco mais adiante de forma a vislumbrar a existéncia
dessas solugoes. Inicialmente mostramos que ha uma familia de solugoes de dois parametros
das equagoes (1.15) e (1.16) que satisfaz a condigdo para r — oo. Para r grande, escrevemos
A(r) =1—w(r), F =1— f(r), na qual é necessério v(r) — 0 e f(r) — 0, para r — oco. Com
isso a equacao (1.15) é linearizada na forma

d (ldv 9 9
T (;%) 2e“a*v = 0. (1.17)

Na qual desprezamos os termos vf e vf? por serem muito pequenos para r — oo. Ainda
2e%a? é o quadrado da massa do campo vetorial, m?,. Assim a solugao para v(r) que respeita o

comportamento assintético, para r — oo, €
v(r) = Con/re ™", (1.18)

em que C; é um parametro arbitrario.

Adicionalmente, a equagao (1.16) é linearizada para

li (7’%) —2Xa*f = 0. (1.19)

Na qual 2\a? é o quadrado da massa do campo de Higgs, m?%. A solugao para f(r) que satisfaz

a condigao f(r) — 0, para r — oo, é

—mgygnr
e H

N

f(r)=Cy (1.20)

Como (' é outro parametro arbitrario, temos uma familia de solucoes com dois parametros,
Ca e C f-

Embora essas solugoes satisfacam os limites assintéticos, devemos também observar as
condigoes que as solugbes devem satisfazer na origem (r = 0), tendo em vista 0 mapeamento

do circulo no espaco real. Para r» pequeno escrevemos

F(r) = apr+ B8+ ..., (1.21)

A(r) = a4 Bart + ., (1.22)
nas quais oy, ..., 3, sao constantes a serem determinadas. Substituindo estas expressoes nas
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equagoes (1.15) e (1.16), e igualando os termos, obtemos que ayf e a, sao arbitrarias, enquanto

B e B, s@o expressos em termos dos a's como segue

my
By = —?Oﬁc,
2
_ My %Oy
e T A

Assim, a segunda familia de solugoes também possui dois parametros, af e .

Embora tenhamos sucesso em dividir as solucoes em duas familias, a solucao que interessa é
a que satisfaz ambas as condigoes, isto é, devem pertencer a ambas as familias simultaneamente.
Para tanto o que buscamos sao solugoes da primeira familia, caracterizadas por valores de C,
e U}, que possam ser combinados com solugoes da segunda familia para determinados «, e
ay. Essa combinacao entre solugoes s6 € possivel se assegurarmos que em um ponto 79 as
fungoes F'(ry) e A(rg) sejam iguais as suas derivadas F'(ry) e A'(ry). Com isso obtemos quatro
equacoes algébricas para quatro parametros C,, Cy, o, € oy, de forma que podemos obter um
conjunto discreto de solugoes. Tal fato é um forte apoio a existéncia de solucoes que possuam
o comportamento que esperamos e assim descrevam vortices. Mas é importante ressaltar que
essas solugoes nao sao exatas cabendo apenas uma analise numérica.

Apesar da auséncia de solucoes analiticas, algumas propriedades desses vértices podem ser
observadas de forma mais simples, como a massa do séliton e seu tamanho que podem ser
estimados assumindo que Z—"j ~ 1. Para tanto, vamos realizar uma mudanga de variaveis, de
forma que os trés termos na de energia(1.7) possuam a mesma ordem de ¢ ~ 1, C; ~ 1,y ~ 1,

sendo ¥ = myZ. As variaveis podem ser alteradas para

o(z) = ay(y),
Ai(z) = % (),

assim temos para os termos da densidade de energia;

2 o— m%/ 202
ij - ij?

(&
2 1
Do = (mvaPDa? = () 2D,
A2 2\2 Aat 2 _ v ’ m¥ 2 2
Gl a2 = Zqor —17 = (M) (i - 1,
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com Cj; = g—jﬁ — gg}, Doy = (a%i + iCZ) . Substituindo no funcional da energia (1.7) temos
H= my /Oo Lo s 1(2) V) + 1”“2‘f(|z/;|2 1)?%| d? (1.23)
ey 477 2 8 mi, v '

Como z—f‘j ~ 1, o minimo do funcional da energia é obtido em 1) ~ 1 e C; ~ 1, e 0 tamanho
caracteristico do vortice no espago é da ordem r,,, ~ mLV, enquanto que sua massa ¢ da ordem
2
m A . ~ A
de My, =~ —3. Podemos expressar a dependéncia da massa em relagao aos parametros do

modelo, a partir da (1.23), de forma mais precisa como
2
Mvor = ﬂM <@> ) (124>

na qual a fungao M <Z_5> pode ser obtida numericamente. Essa expressao (1.24) representa a
massa do vértice por unidade de comprimento.
Por fim cabe-nos notar que a insercao de um campo gauge A, atrela o vértice a um fluxo

magnético. Considerando a integral ¢ A - dl em torno do cfrculo S! no infinito e utilizando o

v(r)—n

teorema de Stokes, temos [ B-dS = % Tomando como ansatz Ag = = —,

temos que
@ze%g-df:eygAgrdez —2nm. (1.25)

Com isso o fluxo magnético é quantizado em miiltiplos inteiros de 27.

Aqui encerramos essa subsecao na qual vimos solugoes do tipo vértices, tais solugoes ocorrem
em supercondutores tipo-2, em Fisica de Particulas e a existéncia desses vortices também é
considerada no Modelo Padrao Estendido (MPE), embora nao tenham sido observadas e no

contexto cosmoldgico elas sao chamados de cordas cdésmicas.

1.2 Mecanismo de Bogomol’nyi

O mecanismo de Bogomol'nyi [13] é a pega chave por tras das solugoes do tipo vortices,
parede de dominio e monopolo magnético, uma vez que fornece um conjunto equacoes dife-
renciais de primeira ordem nas derivadas compativeis com as equagcoes de FEuler-Lagrange que
descrevem sistemas, tal caracteristica é chamada de autodualidade. As equacOes de primeira
ordem sao chamadas de equagoes de Bogomol'nyi e sao responsaveis pela saturacao de energia,

reduzindo-a a um minimo proporcional ao fluxo magnético
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A priori, o mecanismo de Bogomol'nyi consiste em reescrever a energia do sistema como

uma soma entre um termo relacionado a carga topoldgica e quadrados perfeitos, de forma a

levar a energia a valores minimos proporcionais a essa carga.

Para efeito de introdugao ao assunto, nos focaremos em solucoes do tipo vértice, nas quais

a distribuicao do campo no seu interior é obtida via minimizacao da energia do sistema.

A densidade de lagrangiana que utilizaremos é a mesma do modelo anterior, dada em (1.4).

Uma vez que buscamos solucoes que minimizam a energia, precisamos primeiramente encontrar

o funcional da mesma através do tensor energia-momento T+,

1
T = 5 (Fuay + FoaF}l) + 5 (Dud" Do+ Dy Dyg) — " L.

N —

A sua componente 7% ¢ a densidade de hamiltoniana

1 A
H= ZFiv + Dol + Z(|¢|2 —a?)’.

Tomando a integral de H na area, obtemos o funcional da energia do sistema
_ 2, (1 2 é 2 2\2
O qual, no regime estatico, se reduz a

1 A
H = /d2$ (ZFé + | Dio* + Z(|¢|2 - a2)2>,

(1.26)

(1.27)

sendo i, 5 = 1, 2. Buscaremos solugoes do tipo vértice com propriedades especificas, a primeira

delas é que o campo de matéria ¢ saia de zero, em r = 0 e tenha comportamento assintotico

para r — oo. Assumindo um parametro constante a que representa o valor esperado do campo

¢ no vacuo do potencial, temos

o — 0, r =20,

6 — ae™, r — 0.

(1.28)

O campo de gauge A,, também possui comportamento definido, o qual, em coordenadas
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polares, escolhemos

A, =0
v(r)—mn

Ag — ———, r — 0. (1.29)
er

O parametro n que aparece em Ay é a vorticidade associada ao sistema. Devemos introduzir
uma nova forma para o campo de matéria ¢ de maneira que ele seja escrito como a combinacao

de dois campos escalares reais. Assim

1
= —(¢1 + i¢o).
¢ \/§(¢1 ¢2)
Sendo ¢, (a = 1,2) o campo real, temos
o (Lo w2, A 2\2
H = d“x ZFU + |Dz¢a| + Z(¢a¢a —a ) . (130)
Na qual D;¢, = 0,0, + ecapA;dp, como a,b = 1,2, o tensor antissimétrico é dado por

Eap = €12 = L.
A integral (1.30) pode ser simplificada por uma troca para varidveis adimensionais, da
seguinte forma

(ba = aQa; Az = Vi, Ty = —Y; (131)

com isso temos o Jacobiano

oy’
2 2
d™y = 5 d-x,
que fornece

2

Além disso a mudancga de variaveis obviamente afeta o tensor de intensidade de campo bem

como a derivada covariante, como segue

Fij = 3,;Aj—8in,
o oy o Oy
Oyt 0xi™ 7 Oyl O’

_ 0% (fa N\ 00 (a
 oyiort \2 ! Oyl 0x3 \\/2 ')
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Ayt _ oyl

Como 2% = 555 = f/—% , temos

ea’ ea?
Fy = o (Orv; — Oju;) = Tfija (1.33)

com f;; = (O;v; — 0;v;). Por sua vez a derivada covariante fica
— ea
Di = 82 + egabAi = E

Devemos entao substituir (1.31), (1.32), (1.33), (1.34), em (1.30), obtendo

(0; + eapvy) - (1.34)

1e%a* eat — 2 Aat
d? 2
H= /e 2,7 { bt DiQ]” + T (QuQa = 1)) (1.35)
Considerando
2 m?2 e? H
- = = d _ = — 8 1
62 /8 m%? 47T Oé, a227'r 9 ( 36)

na qual m, = v2\a é a massa do campo escalar, e por sua vez, m, = ea é a massa do campo

vetorial. Dessa forma temos

1 1
&= % /de |:Z 1'2j + (DiQa)2 + g(QaQa - 1)2 : (137>

Nesse momento estamos na iminéncia do ponto chave do método de Bogomol'nyi, que con-

siste em completar quadrados na expressao da energia, da seguinte forma

e= L d?y {i(fij — (1 = QuQa))? + %(%Dy‘Qa + eanDiQp)*+

2
+5;(QaQa —1)° + [%fijgzj(l — QuQa) — €ijearDjQaD;Qs). (1.38)

Ainda que de maneira nao intuitiva e, menos ainda, trivial, podemos mostrar que o ltimo

termo da integral (1.38) é uma divergéncia de um vetor que chamaremos de S, assim
1
§fij5ij(1 — QuQa) — €ij€abDQuaDiQp = V 4Sa. (1.39)
O vetor Sy, possui a seguinte forma

Sa = €4i(QuaDiQveapr + v;). (1.40)
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H& uma importancia fundamental na igualdade (1.39), uma vez que sua integral é igual a

vorticidade do campo vetorial, portanto, para um vortice com circulagao n, temos

1
—/d2deSd =n. (1.41)
2m

Porém, antes de prosseguirmos é valido voltarmos nossa atencao a uma demonstracao mais
detalhada da (1.41) e para isso precisamos inicialmente decompor o vetor S; em coordenadas

polares, assim
Sa = Sy + S = —(QrDyQy + Qs D@y — v9)7 — (QuDrQueap + v,.)0. (1.42)

A componente radial, .S, nos fornece

Sy = Qr(99Qy — voQ;) — Qo(9Q; + veQ0) + vy, (1.43)

enquanto a componente angular, Sy, fica

56' = _QrarQG + Q?UT + QQarQr + UTQ% — U = (Q% + Q?))UT — Up. (144)

Tendo em mente que a relagao (1.28) estabelece um comportamento assintético sobre o campo
escalar ¢, enquanto a (1.31) estabelece a relacdo entre ¢ e Q),, logo é extremamente intuitivo

notar que o comportamento assintético de ¢ esta contido em Q,.Uma vez que

e inb
Qr = Qop— —= r — 00, (1.45)
V2

Qr = Qp—0 r — 0.

Assim temos que

Qr+ Q5 =1, (1.46)

fazendo com que Sy = 0. Com isso a integral (1.41) depende apenas da componente radial de
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/ d?y(04S;) = / / drdfr(9,S,) + 0
= //dr[@r(rST) —S,]df =
= /d0 (7S]t —//drdGST =

= [ d6r(Q.0Qn - Quui+
— Q00pQr — QyveQy + Vo) .,y
/ / drdf [Q,0yQp — Q,v9Q, — QpdsQ,+
— QoveQy + vg] . (1.47)

Tomando sua derivada em relacao a €, temos

inein@

7

09Qr = 0pQp =

Essas consideragoes levam a integral (1.47) a

/d y(adsd —ffd?“d@ <% 2inf —0 Q2 m 2m9 . UQQQ +'Ue> +

+fd0<aer>:2n;re\/§+0'
Com isso a equacao (1.38), toma a forma

=n+ —/d2 |: fz] 5ij(1_QaQa))2+

+ 2(5UD Qa + €abDiQs)* + %(QaQa —1)?|. (1.48)

Esse é o momento em que o funcional da energia ja possui os quadrados completados, como
era uma de nossas metas. E preciso agora minimizar esse funcional e a forma mais direta é

tendo

fij - Ez‘j(l - QaQa) = 0, (149)
EDan + EabDij = 0. (150)
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Levando a

e = —/d?[ (QuQu— 1| (1.51)

O parametro [ esta associado a relacao entre as massas do campo escalar e do campo
vetorial. Como mostrado em (1.36), se ambas as massas forem iguais, mgy = m, (8 = 1), a

integral restante vai a zero e a energia fica apenas relacionada a vorticidade n, ou seja
E=n, (1.52)

assim a energia do sistema é finalmente minimizada e as equagoes (1.49) e (1.50) sao conhecidas
como equagoes de Bogomol'nyi. Embora ja tenhamos esse belo resultado, o trabalho ainda nao
estd acabado, uma vez que nos resta analisar as equagoes de campo (1.49) e (1.50) para expor
as equacoes de primeira ordem citadas no comeco dessa secao. NOs procuramos por solugoes

com comportamento assintético na seguinte forma

Q1 = f(r)cos(nb), Qs = f(r)sin (nd), (1.53)

Vg —

v(r),v, = 0. (1.54)

n
T

Claramente 7 e 6 sdo coordenadas polares no plano. Agora basta substituir (1.53) e (1.54) em

(1.49) e (1.50) para obtermos um sistema de equagoes para as fungoes f(r) e v(r). Assim pela

(1.49), temos
fij = €z‘j(1 - QaQa), (155)

e como f;; = (0;v; — 0;v;), somos levados a

(87;’0]' — ajvi) = 5@'(1 — QaQa)- (156)

Deixaremos para substituir a forma de ), mais a frente a fim de permanecer com uma
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notacgao mais compacta. Nesse momento faremos apenas ¢ = 1 e j = 2, assim

(0109 — Oov1) = e12(1 — QuQu), (1.57)
811)2 = (1 - QaQa)7

a derivada Oyvq é eliminada fazendo2 — 6, 1 — r e considerando o comportamento de Ay
em (1.29), por ultimo temos que €19 = 1 e €99 = —1. Para i = 2 e j = 1 procedemos da mesma

forma. Considerando (1.53), a equagao (1.57) fica

“Zrw) = 1= ) [cos?(n0) + sin (n6)),

= 1— f*(r). (1.58)

Fazendo uso da equac@o (1.54) na (1.58) temos

"y = 1P
Su = La-po, (1.59)

que é uma equagao de primeira ordem nas derivadas, consistente com as equagoes de movimento
advindas da densidade de lagrangiana (1.4).

Nos resta analisar a equacao (1.50). Como D;Q, = 0;Qq+€av;Qp € D;Qy = 0;Qp+ €00, Qa,
a equagao (1.50) fica

€ij(0jQa + €aviQs) = €1;(0;Qa + bt Q) + €2;(9;Qa + €avv; Qo)
= (02Q1 + €1202Q2 + 2Q2 + £2102Q1) +
— (01Q1 4 £1201Q2 + D1Qs + £2111Q),
= (02— 01)(Q1+ Q2) + (v2 — v1)(Q2 — Q). (1.60)

Fazendo exatamente o mesmo para o segundo termo q(0;Qp + €5,0;@Qp), temos que

€ab(0iQp + €0av;Qp) = 02(Q2 — Q1) — (Q1 + Q2)(v1 + v2). (1.61)
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Assim a equagao (1.50) fica

eD;Q, +ewDiQy = (02— 01)(Q1+ Q2) + (v2 — v1)(Q2 — Q1) +
+ 0a(Qa— Q1) — (Q1+ Q) (v1 +v2) =
= 007 — 01Q1 — Qv — Qv = 0.

Na qual substituimos (1.53) e (1.54), e usando coordenadas cilindricas temos,

eD;Qq +eaDiQy = %d%[f(r) sinnf| — %[f(r) cosnf] — % cosno
_n df(r)
= ;(1 U)f(r)—7—0
Finalmente
n ~df(r)
—(=0)flr) = ==, (1.62)

que por sua vez também é uma equacao de primeira ordem compativel com as equagoes de
movimentos da densidade de lagrangiana (1.4).

Uma vez que o trabalho se mostra concluido, cabe ressaltar a possibilidade de mostrar
que as solugoes obtidas a partir das equagoes diferenciais de primeira ordem (1.59) e (1.62),
considerando as condigoes de contorno para r — 00, existem e sua forma é dada na Figura

(1.2).

0.8 : \
06 \

04 N

Figura 1.2: f(r) em linha sélida e v(r) em pontilhado, por r

Uma vez abordado o mecanismo de Bogomol'nyi iremos aplicd-lo, nas secoes seguintes, a
modelos de vortices como de Abrikosov-Nielsen-Olesen visto na se¢do anterior, com isso obte-

remos equacgoes de primeira ordem nas derivadas, consistentes com as equagoes de movimento,
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que irao facilitar uma andlise mais clara do sistema, ainda que nao haja solugao exata para

essas equacoes.

1.2.1 Uma Outra Abordagem ao Mecanismo de Bogomol’nyi

Acabamos de ver a abordagem tradicional do mecanismo de Bogomol’'nyi, utilizando o
mesmo formalismo do trabalho original [13]. Nessa subse¢ao iremos desenvolver o mesmo meca-
nismo aplicado ao modelo de Maxwell-Higgs Abeliano (subsecao 1.1.2), porém de um ponto de
vista idiossincratico, que consiste em nao completar quadrado diretamente na energia, mas sim
em fazer uso da consisténcia entre a equagao autodual |D1¢|?> = 0 e as equacdes de movimento.
Claramente isso nao deve causar espécie ao leitor, uma vez que leva aos mesmos resultados
obtidos originalmente por Bogomol ' nyi.

Lembremos da hamiltoniana (1.7)
2 1 2 N o112 A 2 2\2
H= [ dz §B + |Do|* + Z(!(b\ —a*)? ). (1.63)
Primeiramente temos a identidade fundamental
|D¢|* = |D+g)? + eB|o|* T 78,75, (1.64)

a qual provaremos antes de prosseguir.
Para demonstrar a identidade fundamental (1.64), comecaremos abrindo o termo |Di¢|?,

da seguinte forma

1D+gl* = (Dsd)(D+0)",

= [(D1£iD2)g][((D1 £iDs)¢]",
D16 + [ Dag|* Fi[(D19)(D2)* — (D) (D19)],
= | D[ T izi (D)) (D;9)".

Com isso, vemos claramente que
D> = |Dagf +iey;(Dig)(D;0)". (1.65)
Agora basta mostrar que ig;;(D;¢)(D;$)* = —eB|d|*+¢;;0;J;. Uma vez que J; = —ie;;[p(D;0)*—
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¢(D;9)] temos

+ei;0;J; = Figii[(0:0) (D) + ¢0i(D;¢)" — (0:¢")(Dj¢) — ¢*0i(D;o)]
= Tiei;(Di9)(D;d)* £ ei5e0;A;|0

Na qual usamos €;;0;4; = —B. Finalmente, substituindo (1.66) em (1.65), temos que
|D¢> = |Dig|* + +e;;0,J; F eBlo|*. (1.67)

Agora vamos averiguar o funcional da energia (1.63), que toma a forma
1 y A
H = /d% (532 + |Dy¢|*> F eB|o|* £70,J; + Z(W - a2)2) : (1.68)

D4 maneira como estd o integrando de (1.68) a energia nao é positivo-definida, assim pri-

mariamente assumimos que |Did|> = 0, levando a

essa equacao é chamada de equagao autodual e é equivalente a equagao (1.50) [32]. Ainda no

limite estdtico, utilizando (1.69) em J;, temos
J; = +e4;0;|0)*. (1.71)
Assim a equagao de movimento (1.6) toma a forma
£,;0; B = Fee;;0;|0|°,

cuja integral fornece

B = Fe|o|* +c. (1.72)

A constante de integracao ¢ pode ser determinada utilizando a equac¢ao de movimento (1.5),

uma vez que elas devem ser compativeis. Para que a solugao de (1.69) seja também solugao de
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(1.5), devemos usar a primeira na tltima, de forma que a equagao (1.5) pode ser reescrita como
Fiey DiDj6 = (0 — ). (1.73)
Sendo ig;;D; D¢ = eB¢, chegamos a
+e2|¢|* F ec = %|gb|2 - gcﬂ. (1.74)
Concluimos que para a equacao (1.72) ser compativel com (1.5), precisamos que

2 = ), (1.75)

c = =ed.
Com isso o campo magnético B assume a forma
B = Fe(|¢]* — a*). (1.76)

A qual é a segunda equagao autodual obtida, que é equivalente a equagao (1.59) tomando-se o
ansatz adequado para Ay e ¢.

Agora que conhecemos a forma do campo magnético B, podemos voltar ao funcional da
energia e analisar a integral sobre cada termo.

A contribuicao de B? para a energia é

1 1
5/3%1% _ §62/d%c<|¢|4 +at — 2a26]2). (1.77)

Enquanto que a contribuicao de B|¢|? fica

ie/d2xB|gb|2 _ —62/<|¢|4 — 2. (1.78)

Por sua vez o potencial contribui com

A

Z/d%(wﬁ\‘* +at — 2a2|6[?). (1.79)
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Por ltimo temos a contribuicao do termo +e;;0;.J;. Utilizando (1.71) temos

+ey) / O J;d*r = Fey / Oi(Lejn0ulo|*)d’z,
_ /V2|¢|2d2x,
- /v.(V|¢!2)d2fC»

— vioa,

como ¢ possui comportamento assintético na fronteira, |¢p| — a para r — oo, essa integral deve
ser nula.

Utilizando a relagao (1.75), a energia fica

"= /d% (%‘32%!4 +a' —2a%|g]") — e*(|¢]" — a’[]*)+

2
# (4 ot = 2a%iop) ) (1.50)

Claramente os termos de |¢|* se cancelam, restando

H = 62a2/d2x (a® = |9]?),
= —ea2/d2xB, (1.81)

= —eaQ/desij&Aj. (1.82)

Usando o ansatz (1.10) para qualquer n inteiro, temos que

/dzxei]@-Aj = —Q—Wn: 2

e e
Com isso a energia do sistema é proporcional ao fluxo magnético,

H = d*®. (1.83)

Esse resultado esté claramente em acordo com (1.52), pois a relagao (1.36) faz com que a energia
(1.83) fique
& =n. (1.84)
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Assim tanto o método tradicional do mecanismo de Bogomol’nyi, quanto essa forma alternativa

sao perfeitamente equivalentes.

1.2.1.1 Solugoes das equacgoes autoduais

Apoés a saturacao da energia é interessante analisar as solu¢oes advindas das equacgoes au-
toduais.

A equacdo (1.69), fornece uma equagao de primeira ordem para o campo |¢|. Assumindo
¢ = |¢le™, tem-se

GAZ' = —&w + 5Z»j8j In ‘¢|, (185)
que é equivalente a equagao (1.62). Tomando seu rotacional e usando a equagao (1.76), chega-se

V2In|g| = X(|¢[2 — a?). (1.86)
Essa equacao nao possui solucao exata. No entanto é facil encontrar solu¢oes numéricas do tipo
voértice com ¢ = af(r)et™? na qual f(r) satisfaz

1d

rdr

(rd% 2(7’)) = 2e2a%(f2 — 1). (1.87)

A titulo de compatibilidade, as solugoes de energia finita das equacoes de segunda ordem
devem ser também solugoes das equacgoes autoduais, que sao de primeira ordem. Com isso é

possivel obter solugoes topologicas de energia finita para o modelo de Maxwell-Higgs.

1.2.1.2 Limite de Bradlow

Por fim, podemos notar que a integral da equacao (1.81) nos leva naturalmente a um li-
mite superior na vorticidade para uma determinada area da superficie, valido para solucoes

topologicas. Com isso
27rn262a2/d2x—/d2x]¢\2. (1.88)

A primeira integral é proporcional a area, enquanto a segunda é sempre positiva, portanto
2mn < €202 A, . (1.89)

Sendo A,., a drea obtida na primeira integral. Essa caracteristica é conhecida como limite de
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Bradlow.

E interessante ressaltar que esse limite pode ser estendido para modelos mais complexos,
como aqueles com quebra de simetria de Lorentz no setor C'PT),, [14, 15, 16]. Por exemplo,
no caso apresentado em [16], o modelo é construido para generalizar o caso Maxwell-Higgs
incluindo o termo i(lﬂp) wrvap P Foz que é responsavel pela quebra de simetria Lorentz, nesse

caso o limite da Bradlow é dado por

2a2

A, (1.90)

2mn <
7rn_1

pow

kav - Assim a vorticidade passa a depender

na qual s = K, — Kgg, sendo a contracao k" = (kp)
do termo que viola a simetria de Lorentz e, se s = 0, claramente reavemos o limite (1.89).
Assim vimos que o mecanismo de Bogomol’'nyi pode ser abordado de outra maneira, que
nao aquela por meio de completar quadrados no funcional da energia, obtendo exatamente as
mesmas equacoes de primeira ordem e fixando a energia minima proporcional ao fluxo magnético

de forma mais natural. Além disso, foi mostrado que é possivel obter solugoes do tipo vértice

com energia finita em modelo de Maxwell-Higgs.
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Capitulo 2

Vortices Carregados

Na secao 1 do primeiro capitulo estudamos um modelo simples de Maxwell-Higgs com
potencial de quarta ordem no qual era possivel obter, a partir das equagoes de movimento,
solugoes do tipo vortice com energia finita. Tais solugoes nao apresentavam tratamento analitico,
embora fossem passivas de tratamento numérico. Na secao 2 desse mesmo capitulo vimos um
método poderoso, chamado de mecanismo de Bogomol'nyi, que estabelece uma relagao entre
a vorticidade dessas solugbes com a energia minima do sistema, de forma que as equagoes
diferencias de primeira ordem que saturam essa energia sejam compativeis com as equacoes de
movimento.

De agora em diante focaremos nossa atengao na busca por solugoes do tipo vortice em di-
versos modelos utilizando o mecanismo de Bogomol'nyi sempre que possivel, ja que a saturagao
da energia leva a solucoes de vortices estaveis nao interagentes, uma vez que elas nao tomam
em conta a energia de interacao em um sistema de n-voértices.

No presente capitulo estudamos um outro modelo de gauge, que possui rica topologia e
também possui solugoes autoduais do tipo vértice de energia finita. Nesse modelo a dinamica
do campo de gauge A, é governada pelo termo de Chern-Simon (CS), §e** A, F,,, apresentando
peculiaridades topoldgicas que o torna extremamente 1til em fisica, uma vez que foi cogitado
ter aplicagoes em areas diversas que vao desde a matéria condensada a cosmologia, sendo seu
uso mais citado na explicacao do efeito Hall quantico e ainda na supercondutividade a altas
temperaturas criticas.

Ha diversas motivagoes para o estudo do modelo de gauge de CS em conjunto com outros
modelos. Na secao 2.1 temos o modelo de CS em conjunto com o de Higgs, dessa forma o campo

de gauge de CS herda sua dinamica do campo de matéria ¢ ao qual se acopla e, ainda, vincula
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um fluxo magnético a particulas carregadas que interagem com o potencial A, - A grosso modo
é como se obtivéssemos uma carga revestida por um fluxo magnético.

Nesse contexto ¢ também natural se pensar em modelos que agreguem termos tanto de
Maxwell quanto de Chern-Simons. Os quais possuem caracteristicas interessantes como a geracao
de massa para o féton, o qual tem sua dinamica governada nao apenas pelo termo de Maxwell,
mas também pelo termo Chern-Simons, dando origem a uma eletrodinamica massiva em (2 +
1)D. Ainda, tais modelos sao de interesse, pois, além da curiosa e rica topologia, susten-
tam vortices que carregam tanto carga elétrica quanto magnética, recebendo assim o nome
de vortices carregados. Ainda, esses vortices poderiam ser observados em alguns sistemas de
matéria condensada e poderiam ser as quasi-particulas responsaveis pelo efeito Hall quantico

fracionario.

2.1 Modelo Chern-Simons-Higgs Abeliano

Apesar dessa secao constar em um Capitulo intitulado de Vortices Carregados, cabe a
mengao de que o modelo de Chern-Simons-Higgs (CSH) que abordaremos agora nao é obriga-
toriamente carregado, uma vez que a carga relacionada ao fluxo magnético & nao é necessari-
amente elétrica, podendo ser, como citam alguns autores, uma carga estatistica. Entretanto o
termo de CS é fundamental para dar suporte a vértices carregados nos modelos subsequentes.

O modelo CSH [18, 20, 25], em (2 4+ 1)D do espago-tempo de Minkwoski e cuja métrica é

N = diag(1l,—1,—1), possui a seguinte densidade de lagrangiana
K 4
£ = 2 A, + D0l — V(6). (2.1)

Sendo §e"?A,F,,, conhecido como termo de Chern-Simons, responsdvel por guiar a dinamica
do campo de gauge. O potencial V' (¢) é de no méximo sexta ordem para garantir renormalizacao

e deve admitir quebra espontanea de simetria com um vacuo nao trivial.

38



2.1.1 Equacgoes de movimento

As equagoes de movimento provenientes dessa densidade de lagrangiana, via equacao de

Euler-Lagrange, sao

oV

H = _
D, D" 5 (2.2)
1R, = g, (2.3)

em que g é a carga elétrica’ do campo ¢ e J, é a corrente de matéria
J, = (J°J) = i(¢* Dy — ¢D,"). (2.4)
A componente temporal da equacao de movimento (2.3) é dada por
B=— L=~ Ti(¢"Dos —0Dog"), (25)

e expoe a dependéncia do campo magnético B em relacao a densidade de carga conservada
Jo, assim é necessario que Ay # 0, pois caso contrario o campo magnético seria nulo no limite

estatico.

2.1.2 Saturando a energia

Com o intuito de buscar solugoes com energia finita, iremos saturar o limite de Bogomol'nyi.
Para tanto comecamos averiguando o tensor energia momento, cujos elementos podem ser

expressos por

0L

T = .
0N

Como o termo de CS nao depende da métrica 7,,, sua contribui¢ao ¢ nula na construcao do

funcional da energia. Portanto, no limite estdtico a integral na area da componente 7% ¢é

H:/fm5W+f%w%me» (2.6)

lchamamos a carga elétrica de ¢ e ndo como usualmente definido, e, apenas para facilitar eventuais com-
paragoes com os resultados do modelo estudado no capitulo 3.
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A saturagao desse funcional nao ¢ trivial e cabe uma demonstragao mais cuidadosa. Conside-

rando a identidade fundamental

|Do|* = |(D; + 45iD;)¢|* + gBlo* F £79,J;,

(2.7)

pode-se usar a equagao (2.5) para acrescentar uma dependéncia de Ay em |13gb|2, da seguinte

forma

3
|Do?> = |(D; £ i5iD;) | + 27 Ag ||
K

(2.8)

O termo 0;J; foi descartado assumindo que, para r muito grande, ¢ tenha comportamento

assintético. A dependéncia de Ay que foi acrescentada na identidade (2.7) pode ser absorvida

pelo termo g?A3|¢]?, desde que ele seja escrito de forma conveniente como

2

2 4
FPAN = |igAot =i (I8P — a”)o| — Lo (|6l — a*)?

9’ 2 2
¥ 2% (o - a?) Aolo:
Substituindo (2.8) e (2.9) no funcional da energia (2.6) teremos

2
o= [ latos £ Colof - )P + 1D £ Do+

4
+V(6) = Lo (lo] — a?)? £ ga’B| .

Vemos entao que o limite de Bogomol'nyi é saturado com

|(DZ:|:Z€Z]D])¢|2 = 0,
Ay = F2(¢] —a?),

4
g
Vi) = Lol - a2
Fazendo a energia ser limitada por baixo por

H = :tgaQ/deB,

= +d’®.
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Ainda, a lei de Gauss (2.5) combinada com a equagao (2.12) fornece
2g°
B =+—=[¢[* (6" — a*), (2.16)

que é um campo magnético deveras similar ao obtido no caso Abeliano de Higgs, embora seja

de quarta ordem em |@|.

I
0o b

Figura 2.1: Gréfico do Potencial autodual com trés vacuos, V' x ¢

2.1.2.1 Solugoes para as equagoes autoduais

A fim de investigarmos solugoes do tipo vértice, vamos decompor o campo escalar como

b = |gle. (2.17)

Por sua vez o campo de gauge é determinado diretamente a partir da equagao (2.11) levando

em conta a forma de ¢,

Essa é a forma mais simples para A;, tal que as equagoes de Bogomol'nyi sejam satisfeitas.
Tomando o rotacional da equagao (2.18) e utilizando a forma do campo magnético (2.16),

temos

3
V2 |g| = 2|20 — a?). (2.19)

K
Embora essa equagao seja passivel apenas de solucao numérica, notamos que ha duas solugoes

que levam a energias finitas, que sao aquelas que tendem aos minimos do potencial autodual

41



V(¢) para r — oo, ou seja

9 = a,

| — 0.

No primeiro caso as solugoes sao topologicamente estaveis com quebra de simetria para r — oo,

com isso o fluxo magnético e a energia sao dadas, respectivamente, por

® = 2mn, (2.20)
H = d*9| (2.21)

No segundo caso, as solugoes nao apresentam quebra de simetria e sua estabilidade nao é
assegurada por argumentos topoldgicos.

Assim o modelo suporta dois tipos de solucao de vortices de energia finita, a primeira é
conhecida como solucao topoldgica, enquanto a segunda ¢ dita nao topoldgica.

Entretanto é possivel analisar essas solucoes de forma mais palpavel utilizando um ansatz

para vortices rotacionalmente simétricos [26], dado por?

1) = af(r)eme, (2.22)
Al =i (y(r) —n). (2.23)

ar

Substituindo (2.22) na equacao de primeira ordem para ¢ (2.18) chegamos a
1 2

na qual fizemos w = nf#. Agora podemos construir um campo magnético a partir do componente
espacial do potencial de gauge (2.24), para depois iguald-lo ao campo magnético (2.16) sob a
utilizagdo do ansatz (2.22 — 2.23), com isso conseguiremos encontrar uma forma mais simples

de esbocar f(r). Assim
0,0

29

B = 40, (-n % 5-eydsnl(af)?) (2.25)

ki

devido a contracao do tensor £” com as derivadas 0,0;0 o primeiro termo vai a zero e como

2para uma abordagem semelhante dessas solugoes veja [27]

42



eMe;j = —0F, resta apenas
B =+ _3(nl(af)?]).
29

Como a dependéncia de f é apenas em 7, tomamos o termo radial do laplaciano em coordenadas

cilindricas

»_10 (0
Vi=—o 5 ) (2.26)

assim, para B temos

1 o1 lna 2/
B = 2 [y + o).

claramente, a fim de deixar a notacao mais enxuta, usamos linha para denotar a derivada em
relagdo a r. Essa forma de B ja pode ser comparada com a equagao (2.16),

1 2\ lna 2\/ :2_930142 2 _
5 | WGary + Lma?y| = 2atr -,

Como a é o valor do campo do vacuo, podemos dar-lhe um valor arbitrario 1 sem perda de
generalidade. No intuito de encontrar uma forma para f, vamos assumir que f(r) = "), o que
nos fornece
4
b+ lb' — 2%6%(6% -1 = 0.
r K

Da forma que se encontra, essa equacao nao possui solucao analitica, porém podemos considerar
f pequeno e assim realizar uma expansao em série para b de modo que obtemos uma nova
forma que pode ser resolvida analiticamente como é feito em [27]. A partir dela podemos tracar
o grafico da Figura (2.2), o qual evidencia o comportamento assintético de f para r — oo, bem

como seu comportamento em r = 0, demonstrando a forma esperada para uma solucao do tipo

vortice.

2.1.3 Carga e fluxo magnético

Devido ao fato de que Ay # 0 e considerando a equacao (2.5), o campo magnético fica

relacionado a densidade de carga Jy, com isso obtemos uma relagao entre carga elétrica () e o
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Figura 2.2: Gréfico de f/a x r.

fluxo magnético ® a partir da equagao (2.5), da seguinte forma

Q= /d%JO - /@/dsz - gcb. (2.27)

Assim, podemos afirmar que solugoes de vorticidade n irao carregar carga elétrica e fluxo
magnético, uma vez que ambas estao associadas pela relacao (2.27). Existe ainda um andlogo

do limite de Bradlow dado por

Cl4g3 293 a2

Com isso, a vorticidade ¢ limitada superiormente por

4.3

g
1 Area (2.29)

Assim concluimos essa se¢ao, na qual vimos como solugoes do tipo vértice de energia finita
emergem de um modelo de Chern-Simons-Higgs com potencial autodual de sexta ordem. Na
proxima se¢ao estudamos um modelo mais completo conhecido como modelo de Mawxell-Higgs

com termo de Chern-Simons.

2.2 Modelo de Mawxell-Higgs com termo de Chern-Simons

Ap6s estudar modelos que propiciam vortices, nos quais o campo de gauge tem sua dinamica
guiada pelos termos de Maxwell (subse¢ao 1.1.2) e Chern-Simons (se¢ao 2.1), é uma genera-
lizacao natural pensar em modelos nos quais ambos os termos guiem a dinamica do campo de

gauge, dando origem a vortices necessariamente carregados em (2 + 1)D.
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Aqui vamos abordar um modelo de Maxwell-Higgs com termo de Chern-Simons que foi
inicialmente estudado por Paul e Khare (1986) [28]. A partir dele mostraremos a existéncia de
solucoes do tipo vértice topologico carregado de energia finita, os quais possuem fluxo magnético

quantizado.

2.2.1 Equacgoes de Movimento

O modelo possui a densidade de lagrangiana

1 1
L = _ZFHVF#V + |DH¢|2 + ZIQ€NVQF;WA04 - V(¢) (230)

Sendo k a massa do campo de gauge que consideraremos maior que zero. O potencial adequado
é de quarta de ordem, semelhante ao usado no modelo Maxwell-Higgs, portanto é possivel obter

solucoes topoldgicas advindas desses vacuos degenerados, uma vez que neles ¢ # 0;
A2 oy
V(o) = S0P - a2, (231)
As equagoes de Euler-Lagrange [29] a partir da densidade de lagrangiana (2.30) sao;

D.D"¢ = —M¢|* —a®)¢, (2.32)

(‘3aFO‘“+gs“°'°‘Fm — —eJn, (2.33)

Em que novamente a corrente de matéria é J* = i(¢p* D ¢ — ¢(D"¢)*). Decompondo a corrente

em J# = (JO,.J), temos que a densidade de carga JO ¢
1 = i(¢" D" — §(D°9)") = —2e A0 (2.34)
A componente temporal da equagao de movimento (2.33) fornece
0, F7° + ggol‘jFij = —eJ". (2.35)

Essa equagao é um andlogo da lei de Gauss e ela garante que se Ag = 0, tanto o campo magnético
quanto o campo elétrico devem ser identicamente nulos. Assim a componente temporal, Ay, do
campo de gauge nao é nula, sendo essencial para existéncia de carga elétrica associada ao vértice

carregado, assim como no modelo CSH.
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No regime estatico as equacoes de movimento ficam

D = MO —a*)p — A%, (2:36)
akF}'k—i-F&EjkakAo = Z€(¢* J¢—¢(DJ¢)*) (237)

Assim como em [18], tomando o seguinte ansatz radial estatico para um n-vdrtice
Ay = nwy(r), A, =0, Ag = nrA(r), o(r) = f(r)e™, (2.38)

as equagoes de movimento se tornam,

/ 1 2
f"+i—en (A—g) fHn2 W2 f — Mf2—d®)f = 0, (2.39)
, A A 1 ,
/" C‘-)(,) 2 r2 / A
w0+—r —6fW0+I€<A —I—?> = 0. (2.41)

Note que elas podem ser reduzidas as equagoes do modelo de Maxwell-Higgs (1.5) e (1.6)
se tomarmos Ag = 0 e kK = 0. Nesse ambito cabe notar que ha uma clara dependéncia entre Ag
e K, uma vez que o primeiro vai a zero o segundo ¢é forcado a fazer o mesmo, para nao causar

inconsisténcias na equagao de movimento (2.33).

2.2.2 Energia do Sistema

Agora vamos analisar a energia do sistema. Integrando na 4rea a componente 7% do tensor

energia momento, temos
1 —
H = /d2 { —E® + 32 \D¢]+62A8\¢\2+V(¢)}. (2.42)

E importante notar que existe uma contribuicao direta do campo elétrico F; e, assim como
no Chern-Simons-Higgs, do termo de |Dy¢|?. Essa é uma peculiaridade de modelos de vértices
carregados e, como veremos no proximo modelo, é possivel utilizar um campo escalar auxiliar
para suprimir a contribuicao do termo do campo elétrico ao quadrado para a energia, permitindo

a obtencao de equagoes autoduais.
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Com o ansatz (2.38), temos

o(r)] = f(r),
B(r) = n <A’(T) + Aff’)) ,
E(r) = nuwy(r).

na qual a linha indica uma derivada em relagao a r. Com isso a energia toma a forma
- of v A ’ "2 2.2 2 AN 1 4/ ¢2 2
H=nr rdr n“|A+—) +(f )y +enf*lA-— —|—§)\a(f—1) +
0 r T
+n® ((w)® + e*wga® f%) } .

Como nao estamos utilizando o mecanismo de Bogomol'nyi, precisamos ter condigdes apropri-

adas para obter solugoes de vértices com energia finita. Sao elas;

Tlggo f(r)y = 1, (2.43)
1
lim A(r) = —, lim wo(r) = 0, (2.44)
r—00 er r—00
lgréwo(r) = lim A(r) = 7101_>n(1)f(7’) = 0. (2.45)

Essas condig¢oes minimizam a energia, uma vez que os termos que possuem dependéncia radial,
vao a zero no infinito mais rdpido que 1/r%, enquanto que os demais termos sao tomados iguais

a Zero.

2.2.3 Solugao das equagoes de movimento

Assim, uma vez que se respeite as condigoes (2.43,2.44,2.45), é possivel obter voértices
carregados de energia finita. Portanto as usaremos para simplificar as equacoes de movimento
e facilitar a obtencao de solugoes. Iniciaremos a busca considerando r muito grande (condic¢ao

(2.44)). Tomando F' =1 — f, a equagao (2.39) fica

F' + F' — \(F® — 3aF? +24°F) = 0, (2.46)
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valendo da condigao (2.43), podemos eliminar os termos de ordens mais altas, uma vez queF

se torna muito pequeno. Assim somos levados a
F" + F' = 2\a*F. (2.47)

A solucao, com comportamento assintotico, para essa equacao é

F — ie_\/ﬁa

\/F Y

na qual ¢ é uma constante e v2\a é a massa, mg, do campo escalar ¢. Podemos fazer o mesmo

1

para as outras duas equagoes; considerando a condigao (2.43), fazemos a = — (A — e—T) r/? e

g = Agr'/?, assim, para r — oo, as equacoes (2.40) e (2.41) tomam a forma

o —a’a = ko),

2
OCO -

ac’ay = ko
Desse sistema de equacgoes acopladas apenas as seguintes solugdes possuem o comportamento
esperado
—1/k2F4ae?r
1 € 2 Er —Er
Alr) = —— ———(c1e2" + e 27), (2.48)
er N
6—%\/52—&-4(1627“
o _ kg,
Ap(r) = T(clw — e 2"). (2.49)
r
Notemos que as componentes do campo de gauge se combinam de maneira a formar dois mésons
vetoriais distintos de massas %\/ k% + dae?r F 57, e como elas sao sempre positivas as equagoes
decaem exponencialmente para r muito grande.

Nos resta ainda verificar o comportamento das equagoes (2.39)—(2.41) para r muito pequeno.

Para tanto faremos uso de uma expansao em série nessas equacoes, assim obtemos

fr)y = fir+0(?), (2.50)
A(r) = ar+0(r?), (2.51)
Ao(r) = by + %HO&N’Q +O(r4), (2.52)

as quais se mostram regulares na origem. Embora as equagoes (2.39) — (2.41) sejam passiveis
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de uma analise relativamente clara, elas nao possuem solugoes exatas, cabendo apenas andlise
numérica. Na Figura (2.3) vemos em linha sélida o comportamento de f, que sai de zero em
r = 0evaipara 1l em r — 0o, demonstrando o comportamento esperado de vértices topoldgicos.
Por sua vez, em linha tracejada temos o campo magnético B e, em linhas pontilhadas, o campo

elétrico E.

0.8
0.6 > —
0.4 N

021 ~

Figura 2.3: Em linha sélida temos o comportamento de f, em linha tracejada temos o campo
magnético B, enquanto que em pontilhado temos o campo elétrico F.

2.2.4 Fluxo magnético e carga

Assim como nos modelos de vortices neutros vistos anteriormente, o fluxo magnético é

também quantizado em unidades de 27, ou seja,
o= e/Bd2x = e/d%aij@iAj = 27n. (2.53)

Como o modelo é carregado, o fluxo magnético é relacionado a carga elétrica total Q = e [ J'd*z

pela integral da equacao (2.35), da seguinte forma
/deaijO—FgeOij/deEj = e/deJO. (2.54)

Como o campo de gauge é massivo e de curto alcance, a primeira integral vai a zero e assim

temos

/@/d%B = Q, (2.55)
o = ZQ. (2.56)
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Agora que ja conhecemos solugoes para vortices carregados, na proxima sessao abordaremos
a versao autodual desse modelo, para tanto necessitaremos fazer uso de um campo auxiliar
neutro N que permitirda saturar o limite de Bogomol'nyi a fim de obter equagoes autoduais

explicitamente.

2.3 Modelo de Maxell-Chern-Simons-Higgs com campo
escalar real

No modelo de vértices carregados abordado anteriormente a energia nao foi saturada via
mecanismo de Bogolm’nyi, mas sim a partir de imposi¢oes sobre os comportamentos do campo
escalar ¢ e do campo de gauge. Agora é o momento no qual consideraremos uma versao autodual
do modelo de Mawxell-Higgs com termo de Chern-Simons, que originalmente foi abordado por
C. Lee, K. Lee e H. Min (1990) [30]. O modelo em questao possui simetria de gauge U(1) e, a
fim de manter uma noc¢ao de autodualidade, em que o limite inferior para a energia é saturado
por um conjunto de equagoes autoduais, é necessario introduzir um campo escalar neutro N

adicional.

2.3.1 Equacoes de Movimento.

A densidade de lagrangiana para esse modelo é
1 % 2 1 pnro 1 2
L= _ZF“”F + |D,o|* + 17 F Ay + 5(8@0 —V(gp,N). (2.57)

Por sua vez o potencial usado é de quarta ordem dado por

2\ 2 2 9
2] 402 @ ¢ 2 _ K
V.3 =elof (M- e )+ 5 (jo - 2x)", (259)
COI VACUOS em
9] = 0; N=0,
9] = a: N = ea?/|n].
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No primeiro vécuo o campo escalar ¢ possui massa m, = e?a®/|x|, enquanto que o campo N
e o campo de gauge possuem massa topologica my = my = |k|. J&4 no segundo vacuo tanto o

campo de gauge quanto o campo escalar possuem dois modos de propagacao de massa3,

2 200 KK
mi = 2e°a —|—7i§ 8e2a? + k2. (2.59)

Ainda, esse segundo vacuo, permite a obtencao de solugoes topoldgicas estaveis para vortices,
uma vez que ¢ vai para um valor diferente de zero.

As equagoes de movimento provenientes da densidade de lagrangiana sao

5 a2\° L., K
DD = e (N=eD) + (o - ),
2
m — 2| 412 _CL_ _ 2 2_5
0, 'N = 2e2|g| (N R) Ke (|¢| eN), (2.60)
OuF™ + S, = —eJt. (2.61)

E f4cil notar que a equagao de movimento (2.61) é uma generalizacdo das equagoes de

movimento (1.6) e (2.3). Por sua vez a componente temporal da equacao (2.61) é dada por
—&Fgl + /QF12 = —€J0. (262)

Cuja densidade de carga é Jy = i[¢p*(Dop) — (Dod)*¢].
Antes de fazermos um tratamento da energia, iremos encontrar o fluxo magnético e a carga

elétrica a partir da equagao (2.62). Integrando ambos os lados temos

—/&»ngdeJr/{/Flngx = G/J()dQl‘.

A integral [ 9;Fyd*x desaparece, ja que os modos de gauge sao massivos e de curto alcance,

/JonLIZ' = Q,

o
/Flngl’ = —.
e

3para uma demonstragdo mais detalhada remetemos o leitor a [33].

com 1sso obtemos
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Assim temos o resultado ja conhecido

Q="9 (2.63)

no qual a carga elétrica é atrelada ao fluxo magnético.

2.3.2 Saturando a Energia

Como estamos interessados em um modelo autodual, precisamos agora averiguar o funcional
da energia para obter as equagoes autoduais via mecanismo de Bogomol'nyi. A partir da (2.57),

o funcional da energia é

H =[d [%EQ +1B% 4 |Dog|? + | Do >+

+ LOoN)? + L(ON)2 + V] . (2.64)

Ao comparar com o modelo anterior, vé-se que novamente o campo elétrico integra a energia
do sistema, que é uma caracteristica de vértices carregados, mas agora o termo cinético do
campo auxiliar N também se faz presente, e de forma engenhosa esse campo pode ser usado na
saturacao da contribuicao do campo elétrico para a energia. No regime estatico, fazendo uso da

identidade fundamental (1.64), obtém-se

H=ad*d + /d% E(E FON?FENV-E + %B%L

Considerando a equagao de movimento (2.62), bem como o fato que |P| = % [ &z J°, podemos

completar quadrado na energia e obter o seguinte funcional;

H=ad*®+ | d*x 1(E (‘3»N)2+1[B:|: 2_ Iy i
= S(BFON? + 5 [Be(d]? - =N)| +
2

+|(Di £ e Dy)él" +V +

a2
ieA,¢ Fie (N — e—) )
K

2

22Na2€22“N2
~etop (W= ) = 5 (1o - 2)

5 . (2.66)

Note que escolhemos o sinal inferior para o fluxo magnético. Com isso a energia ¢ limitada
inferiormente por

H = a’®, (2.67)
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desde que as equacoes autoduais satisfacam

(D; xigiDj)¢ = 0, (2.68)
Agd F <N — %) ¢ =0, (2.69)
B £ ¢e*(|¢)* — kN) = 0, (2.70)
EFON=0. (2.71)

Pela (2.71) vemos que 0;(Ag FN) = 0, e com isso Ag = £N + cte. Assim temos um conjunto
de equacoes autoduais, nas quais se fizermos Ag = N = 0, continuam consistentes com a

autodualidade.

2.3.2.1 Solucgoes para as equacgoes autoduais

Tomando o divergente da equagao (2.71);
VE = +V*N, (2.72)

e substituindo (2.72) e (2.69) na equagao (2.62), temos

2

V2N = 2¢2| 2 (N - %) ~ ke (|¢|2 - SN> , (2.73)

que é a equacao de movimento estatica (2.60), assim as equagdes autoduais sao compativeis
[32] com as equagdes de Euler-Lagrange.

Utilizando a equagao (2.68) e fazendo ¢ = |¢|e’, obtemos
1 2
Tomando seu rotacional e utilizando o campo magnético de (2.70), obtemos
~V2In|¢|* — 2e*(|¢|* + kN) = 0. (2.75)

Claramente as equagoes (2.73) e (2.75) apenas possuem solugao numérica. Porém notamos
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que ha dois tipos de solucoes que levam a energias finitas para r — oo

o] = a ; N—= —,
||
¢|=0 ; N=0.

Para o primeiro caso, temos solucoes topologicamente estaveis, com quebra de simetria para

r — 00. Assim novamente encontramos um fluxo magnético quantizado dado por
® = +27n.
Por sua vez, a energia associada a essa solucao é
E = 2nma®. (2.76)

Assim notamos que tanto o fluxo magnético quanto a energia relacionada a solucoes to-
pologicas desse modelo estao em consonancia com o caso topolégico do modelo de Chern-
Simons-Higgs, como deveria.

Para o segundo caso, as solucoes sao ditas nao topoldgicas. Dessa forma o comportamento

do campo |¢| para r muito grande deve ser
1
ol ~ =, (2.77)

com « > 1, pois se |¢| # 0, para r muito grande, as solugoes nao possuem energia finita.
Para fazer uma analise das solucoes no espirito que viemos trabalhando ao longo dessa

dissertacgao, iremos considerar o ansatz com simetria rotacional

¢ = af(r)e™ (2.78)
(&
eA; = i% (%j—i - n> . (2.79)

Podemos esperar que a funcao f possua comportamento assintético, f — 1, quando r — oo, e

que N — 0. Assim, definindo f = e¥("), temos a partir da (2.75)

—V2y — 2e*(exp(2y) + kN) = 0. (2.80)
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Podemos obter solugoes numéricas para f(r) de forma que satisfaga a equagao (2.75). Abaixo

tragamos o gréafico da funcao f(r) tomando x/ea® = 1, para vértices topoldgicos.

; - : s : x = |||-

Figura 2.4: Grafico de f(r) x r.

Essa solugao para f(r) é como esperavamos para um vortice topoldgico, uma vez que ela
sai de zero em r = 0 e vai para uma constante em r — oo.

Esse capitulo encontra-se em seu fim e gostariamos de ressaltar alguns pontos relevantes.
Primeiramente vimos que em modelos de vortices carregados ha sempre uma carga elétrica
associada ao fluxo magnético, gracas a permanéncia da componente temporal do campo de
gauge Ag. Outro aspecto digno de nota é o fato de o campo elétrico contribuir para a energia
desses sistemas, podendo ela ser saturada por um campo auxiliar neutro. Nos trés modelos
estudados nesse capitulo foi possivel obter solugoes do tipo vortice topoldgico e nao topoldgico,
isso serviu de motivagao na construcao de um modelo mais complexo no qual um campo de
gauge A, tem sua dinamica guiada pelo termo de Maxwell, enquanto um outro campo de gauge
Ay, tem sua dinamica guiada por Chern-Simons e utilizando um potencial de sexta ordem que

suporte quebra de simetria para r — oco. Tal modelo é tratado no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Modelo de Maxell-Chern-Simons-Higgs

com campos de gauge distintos

Inicialmente estudamos um modelo com solugoes do tipo vortice de energia finita cuja
dinamica do campo de gauge era governada pelo termo de Maxwell e como mostrado por
Julia e Zee [22], tal modelo nao poderia suportar vértices eletricamente carregados. Adiante,
estudamos um modelo cuja dinamica do campo de gauge era governado pelo termo de Chern-
Simons, tal modelo CSH tinha a peculiaridade de vincular o fluxo magnético a uma carga
elétrica, podendo assim suportar vértices carregados. Dessa forma foi natural se pensar em um
modelo de Maxwell-Higgs com um termo de Chern-Simons. Tal fato faria com que a dinamica do
campo de gauge fosse governada por ambos os termos, levando a vortices carregados de energia
finita, porém este modelo nao suportava saturacao da energia via mecanismo de Bogomol'nyi,
pois continha um termo do campo elétrico na energia. Para tanto, foi necessario a insercao de
um campo escalar auxiliar neutro na densidade de lagrangiana, a fim de que a energia do campo
elétrico pudesse ser saturada e com isso tivéssemos um modelo autodual de Maxwell-Higgs com
termo de Chern-Simons.

Uma vez que tais modelos carregados suportavam solugoes do tipo vortice topoldgico e nao
topoldgico, fomos levados a pensar em um novo modelo, cujo campo de gauge A, é governado
pelo termo de Maxwell, enquanto que outro campo de gauge A, tem sua dinamica governada por
Chern-Simons, em conjunto com um potencial de sexta ordem com trés vacuos. Infelizmente,
tal modelo nao suporta solugoes de vortices e sua energia nao pode ser minimizada devido a
existéncia do campo elétrico E relacionado ao termo de Maxwell. Para sanar essa problemética

foi tentado adicionar um termo misto de Chern-Simons, composto por ambos os campos de
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gauge, a densidade de lagrangiana, dessa vez a energia pode ser corretamente saturada, porém
as solugoes obtidas nao foram compativeis, levando a novamente a um sistema que nao possui
solugoes do tipo vortice. Por ultimo foi tentado modificar o modelo de forma acrescentar um
campo auxiliar escalar neutro, assim como na se¢ao 2.3, nessa ocasiao a energia foi saturada e

as solucoes do tipo vortice topoldgico foram encontradas.

3.1 Equacoes de movimento

A densidade de lagrangiana usada no modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs com campos

de gauge distintos é

1
£ = —JFu P + 7T A + Dbl =V (9) (3.1)

Sendo F,, = 0,A,—0,A, e F,, = 0,A,—0,A,. A derivada covariante agora ¢ diferente dos
demais modelos e é dada por D,¢ = (0, +ieA, +igA,)¢. Uma vez que temos dois campos de
gauge, A, e A, isso acarreta o aumento das equagoes de movimento, que sao obtidas a partir
das equacoes de Euler-Lagrange. No limite estatico, temos para o potencial A, as equacgoes de

movimento

KB = —gJo, (3.2)
/feij(c-:j = ng (33)

Nas quais assumimos as correntes Jy = —2|o|*(eAg+gAo) e J; = i[¢*(D;¢) — p(D;)*]. Notamos
de imediato, que a equagao (3.2), reproduz a equagao (2.5) do modelo de Chern-Simons-Higgs.

Para o potencial A, obtemos as seguintes equagoes;

(‘3jEj = €J0, (34)
EijajB = —GJi. (35)

A equacao (3.5), fornece a mesma equacao de movimento (1.6) obtida no modelo Maxwell-

Higgs e, uma vez que Ay = 0 naquele modelo, a equagao (3.4) nao existe.
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Para o campo de matéria ¢, obtemos

(eAg + gA0)*¢ + DiD;gp = 37‘5{* (3.6)

O potencial autodual V(¢) utilizado é de sexta ordem para garantir renormalizabilidade e foi

imposto na forma

V(Iol) = Mol (Jo? - a®)”. (3.7)

As constantes a e A serao determinadas logo adiante. De imediato, é possivel notar que o

potencial possui vdcuos em |¢p| = 0 e em |¢| = a e sua forma foi plotada na Figura (3.1).

FikD

|
1
[

W

Figura 3.1: Gréfico do potencial V' (¢) por ¢.

Nosso intento é encontrar uma forma para os campos magnéticos e para o campo elétrico
de Maxwell, para entao checar a finitude da energia, uma vez que procederemos pela versao
nao ortodoxa do mecanismo de Bogomol'nyi apresentada na subsecao 1.2.1.

Os campos magnéticos podem ser encontrados via equagao (3.6), desde que utilizemos a

equagao de movimento (3.2) e impondo a condigao de autodualidade

Com isso temos

B \? ov
(%W) ¢ Fie; DiDjp = prs (3.9)

na qual ic;;D;Dj¢ = (eB + gB)¢ e derivando o potencial (3.7) em relacao a ¢*, temos

Kk B\? 2 2 2 2
(@W) F (B +gB) = A (o] - a®) (30" - a?). (3.10)
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O campo magnético de Maxwell, B, é facilmente obtido pela equagao (3.5) desde que se

faga uso da condicao (3.8) na corrente J;, da seguinte forma;

eij(?jB = —&]i.

5ij8jB = ieeijf)j |¢|2

Logo, obtém-se

B = F(elgf? + co). (3.11)
Substituindo (3.11) em (3.10), temos
kB 2 412 2 _ 2 2 _ 2
%W +e |§b| +600:Fg'B:)\(|gb| —a ) (3|g25| —a ) (312)

Como buscamos por um campo magnético B com forma semelhante ao do modelo de Chern-

Simons-Higgs (2.16), podemos impor que ele possua a seguinte forma,
B = —al|* + B0l (3.13)

Com isso, e levando em conta que supomos um potencial limitado por baixo e que possui trés

vécuos, podemos relacionar os parametros a e A com «, f3, e, g e k, via (3.12) da seguinte forma;

A
Aat = (2—> +ecy > 0, (3.14)
g
1 £\ 2]
\a? = 1 —e?2+ gB+ 2ap (%) > 0, (3.15)
1 2]
=3 (%) tga| > 0. (3.16)

Essas desigualdades sao necessdrias para garantir a forma desejada do potencial. ComoA > 0

as seguintes condigoes sobre o para que o potencial seja sempre positivo devem ser satisfeitas

sinal «
+ a>0
3
- a > 4%
K

Claramente foram considerados apenas os valores de av maiores que zero, uma vez que valores

negativos levariam a um campo magnético de Chern-Simons, B, inconsistente com a equacao
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(3.12).
Obtidos os campos magnéticos em termos dos parametros «, 5 e e, voltamos nosso foco aos
campos elétricos de Maxwell, E, e Chern-Simons, &.
Utilizando a equagao de movimento (3.3), e novamente escrevendo a corrente como J; =
+¢;;0;|0|%, temos;
€i;0;A0 = $5ij%8j\¢\2. (3.17)

Com isso Ay = $%|¢|2 +cte, porém a constante de integracao, cte, nao altera a forma do campo

elétrico &;, portanto ela serd desconsiderada. O campo elétrico de Chern-Simons possui a forma
K

Uma vez obtido Ay, é possivel obter Ay a partir da equagao de movimento (3.2), como segue:

1/ kB 9
Ao = - (W + ;W’ ) : (3.19)

O campo elétrico de Maxwell, F, é encontrado tomando o gradiente da equagao (3.19). Assim

1 KB 9
Bi=—0—"xL : 2
=0 (2g‘¢|2 F 1ol ) (3.20)

agora utilizando a forma de B, reduzimos a equacao acima a

1 (ka  g? 9
Ei=—-|——=x>=)0l¢|" 3.21
(5 =2 ) ol (3.21)

Uma vez conhecidos B, B e E, podemos finalmente analisar a energia do sistema.

3.1.1 A energia do sistema

A energia, obtida do mesmo modo que nos modelos anteriores, possui a forma
2 Lo 1o 2 42
H= | dx §E + 5B + |Dog|” + | Do+ V(g)| . (3.22)

Por sua vez,

|Do¢|2 = (eAp + 9A0)2|¢|27
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que combinada com a equacao (3.2), fornece

/{2 32

[Dodl* = 5 AR (3.23)

Agora a identidade fundamental é modificada de forma a possuir ambos os campos magnéticos;
PP 2 __ Eij 2
|Do|” = |Diol” F - Oidj £ (eB + gB)|o|". (3.24)

Ja considerando que a integral sobre “£9;J; vai a zero no infinito, e substituindo (3.23) e (3.24)

m (3.22), temos

H—/d2 lpp I BB B Yol + V(o) (3.25)
= 2k 5 ARE e g . .

Se a energia for minimizada o integrando restante deve conter termo de |¢|* que é a mais alta
ordem do campo magnético de Chern-Simons, cuja integral é proporcional ao fluxo magnético.
Como dito, nao iremos utilizar aqui o método tradicional do mecanismo de Bogomol'nyi, logo

ha a necessidade de analisar a integral sobre cada termo separadamente. Assim, pela equacao

(3.21), tem-se;

%/deEQ _ % [% (a 4 2%)} /d2x<V|¢|2)2. (3.26)

Como [ d*x(V|¢[*)? = [ d*x [V - (|¢[*V[[*) — [¢[*V?|¢]?], e aintegral [ d*z [V - (|¢[*V[¢]*)] =
0, uma vez considerando que na fronteira ¢ — a ou ¢ — 0. Por sua vez V?|¢|?, pode ser fa-
cilmente encontrado utilizando a equagao (3.4) e a forma do préprio campo elétrico £ (3.21),

levando a

20 112 2_93 0.2 4 2
VAo | ot —5 | = 2¢(=algl" + BI9[°)- (3.27)

Assim a integral (3.26) ¢ dada por

2
%/d%EQ = <§,j€) (aiii) /d2x(—a|q§|6+ﬂ]¢|4). (3.28)

Para a contribuicao da energia do campo magnético de Maxwell (3.11), obtém-se

1 2 e’ 2 4
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Por sua vez a contribuigao associada ao campo de Chern-Simons (3.13) ao quadrado é
5\’ B> 5\’
— d%(—) :(—) /—a¢3+5¢ 2, 3.30
(5) [ #=(5) = (5;) [ieior+a0) (3:30)

+ /(eB + gB)|p|*d*r = :I:/de [(e8F €*)|o]* — galo|°] . (3.31)

E ainda

Finalmente, o potencial fornece

/v<¢)d2x _ )\/d2x|¢]2 (1617 — a)?. (3.32)

Agora podemos montar novamente o funcional da energia somando todas essas contribuicoes

e notar que o termo |$|% nao vai a zero. Assim

> B2k? ., 1 ([, afk? 4 Ta(ar?226%) 6
H=2 d “(e2— fatow 2297140 |

Portanto, para minimizar a energia precisamos que

93
a=F2. (3.33)

o qual é exatamente o mesmo fator global do campo magnético (2.16) do modelo de Chern-
Simons-Higgs puro. Entretanto, isso levaria a £ = 0 por causa da equagao (3.21), forgando
Jo = 0 devido a (3.4), causando uma grande inconsisténcia nas equagoes de movimento, uma
vez que Ag # Ay # 0. Portanto nao conseguimos saturar a energia sem causar problemas

gravissimos ao modelo.

3.1.2 Buscando por solugoes para o campo escalar.

Podemos abandonar a saturacao de energia e procurar por solucoes nao topoldgicas de
energia finita para o campo escalar. Para tanto temos que encontrar as equacoes diferenciais

para ¢ e o nosso ponto de partida é a equagao (3.8), que impde
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Com ¢ = |ple™, verifica-se que
(eAi + gflz) = —@w + 51']'8]' In |¢| (335)

Essa talvez seja a forma mais simples para (eA;+gA;), tal que as equagoes de Bogomol'nyi sejam

satisfeitas. Tomando o rotacional da equacao (3.35) e considerando (3.11) e (3.13), obtém-se

(98 F )|o” — gald['] = FV*1n|g]. (3.36)

Assim como nos outros modelos, obtemos uma equacao de segunda ordem na derivada
para ¢ que nao pode ser resolvida analiticamente, cabendo apenas andlise numérica. Porém,
vimos que |¢| obedece a equagdo (3.27). Combinando (3.36) e (3.27), utilizando V?|¢[* =
2[(V]9])? + || V?|¢l|], verifica-se que |¢| satisfaz

(VIgl)* = Calgl + Calel" + Csl¢l°. (3.37)
Na qual (s = % efgg , Oy = % — 82;';3 tgB—e*|eCs= j:%ga. Essa equacao é uma peculia-
aF =% aF =%

ridade do modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs com simetria U(1) x U(1). Ela néo é encontrada
nos modelos de U(1) de Maxwell-Higgs e Chern-Simons Higgs e sua existéncia se deve ao campo
elétrico nao ser nulo na equagao (3.4). A grande importancia da equagao (3.37) é que ela nos
permite obter solugoes analiticas para o campo de matéria |¢|, desde que Cy > 0, Cy < 0 e
Cs > 0, fixando o > 2%;. Das solucoes apenas as seguintes sao reais e bem comportadas em

todo dominio;

2/ CLeVCer
6| 2 (3.38)
\/2032VTr —4CyC + VT 4 CF
24/C! eVCer
6| = 2 (3.39)

\ 2T 490, e3VCar — 4CyCyetVCir + 1

Como |¢| vai a zero no infinito em ambos os casos, as solugoes se mostram nao topoldgicas.
Porém, as solugdes (3.38) e (3.39) ndo sao compativeis com a equagao (3.36), logo nao podem
ser consideradas como solugoes validas.

Em detrimento do fracasso desse modelo em se obter as solugoes do tipo vortice validas, é

possivel fazer alteracoes na densidade de lagrangiana de forma a tentar alcancar tais solugoes.
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F

1 2 3 4 5 5
Figura 3.2: A forma de ¢ sugere carater nao-topoldgico

3.2 Modificando o modelo com dois campos de gauge

A fim de tentar contornar os problemas encontrados na saturacao da energia, iremos acres-

centar
Lonin = —Fge™ A0, Aq (3.40)

a densidade de lagrangiana original (3.1) e fazendo K — —k1, nesta ultima. Chamaremos esse
novo termo de Chern-Simons misto.

As equagoes de movimento para os campos de gauge ficam, no limite estatico,

/'il‘B + /€2B = gJO, (341)
&El + /123 = €J0, (342)
€ij (/{18]' + KJQEJ') = _gJi (343)
€ij (@B + Iiz(c_:j) = —elJi. (344)
Nas quais fazemos Jy = —2(eAy + gAo) e J; = —i[p(D;0)* — ¢*(D,;¢)], novamente.
Por meio da equagao autodual
obtém-se
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A equacao de movimento para ¢ fica da seguinte forma

F(gB +eB) + (Ao + gAo)* = A(|0[* — a®) (3|¢]* — a”). (3.47)

Usando (3.44) em (3.46), e como &; = —0;A, encontra-se

B+ KJQ.AO = :F€|§b|2 + Ol, (348)
na qual C é a constante de integragao. Podemos escolher Ay = —%, tal que
B = Fe|¢]? (3.49)

e &; = 0. Esta forma de B ¢ baseada na forma obtida no caso anterior e também na escolha
que vamos fazer para B, ou seja

B = aofo|* + Blgf>. (3.50)
De fato, a equagao (3.47) pode ser reescrita como

/ﬁ?lB -+ K,QB

29102 )::MW|—G)BW|—a) (3.51)

¢@B+eBy+<

Assim, com B dado por (3.50), terfamos uma inconsisténcia se B carregasse uma constante.
Isso induz novamente a nao termos espaco para solugoes topoldgicas, pois estas exibem o com-
portamento |¢| = a, para r — 00, acarretando em fluxo infinito para B, consequentemente, a
energia, no limite de Bogomol'nyi, também iria para o infinito.

Com &; = 0, a equacao (3.43) em conjunto com a corrente (3.46), e lembrando que E; =
—0; Ay, temos

%:i%w%uh (3.52)

Substituindo (3.52) e Ag em Jy, encontra-se
2ge C
D= ol 4 (ca = )l 359
Ko Ko
Por sua vez substituindo (3.49), (3.50) e a expressao acima em (3.41), tem-se
2g%e C
ria|o|t + (k1B F Kae)|g)* = :Fi—|q§|4 +yg (6C2 — K—lg) : (3.54)
2 2
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Levando a
2

a=722% (3.55)
Ri1k2
(§]
(602 _ ﬁg> - w. (3.56)
K2 g

Enquanto (3.55) fixa o totalmente, a (3.56) fixa as constantes C; e Cy em termos de 3 que
ainda deve ser encontrado.

Substituindo (3.50), (3.52) e Jy em (3.42), tem-se

2
g g e Ko€
TP =+ (— - —) ol + {( Rl P (3.57)
) K1 K9 g
Notemos que se fizermos ek; = gka, a equacao acima fica
Eer 2
Vgl = <72> 6| (3.58)

. 293 , ,y
e a pode ser reescrita como a = F%, que é o mesmo valor de o que anulava o campo elétrico
1
de Maxwell e eliminava o termo |¢|® na densidade de energia para o modelo anterior. Em

coordenadas cilindricas a equagao (3.58), fica
1d, o, d, . e\,
Sl + o slof = s [ (3.59)

Solugoes topolégicas com |¢|?> — a® para r — 0o, nio sdo possiveis se |¢|? satisfaz (3.58),
uma vez lado direito d a i ional a a? to o lad do iri
que o lado direito da equacao seria proporcional a a*, enquanto o lado esquerdo iria a
zero. Nao obstante vamos considerar ex; = gks.

Para fixar 8 devemos lancar mao de (3.47). Ela fornece

g
-t (3.60)
a’\ = j:§(gﬁIFe2), (3.61)
alh = (%q;@e) (3.62)

Por sua vez a (3.61) fixa § como

(3.63)



que é compativel com a (3.62). Além de simplificar a forma de (3, a identidade ex; = gko leva

A (3.58), que por sua vez implica na auséncia de termos |¢|® na densidade de energia.

3.2.1 A energia do sistema

Vamos analisar a energia exatamente da mesma forma que fizemos na segao anterior, ou
seja, analisando as contribuigoes separadamente.

Agora, a contribuicao do campo elétrico ao quadrado é mais simples
1 2 12 e? 472

Por sua vez, o campo magnético de Maxwell ao quadrado, B2, contribui com

1 e?
5/B%z%e = 5/|¢|4d2x. (3.65)

Enquanto que

2 2
J 5 o () g

K13 F koe 2
(2) )

+ / (4B + eB)|pfdr = + / lgalé? + (98 F )6’ (3.66)

E também

Por 1ltimo, o potencial contribui com

/ P2V = ) / (612 = a2)?| 6|22 (3.67)

Agora analisaremos separadamente os coeficientes que multiplicam as potencias de |¢| a fim
de averiguarmos com mais facilidade o cancelamento do termo |¢|°.

Os coeficientes do termo |¢[® sao

2
K1
A=+ ga+ (21—9) =0, (3.68)
como \ = i—i ea= 2%23, eliminamos o termo |¢|®, como desejado.
1
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Por sua vez, os coeficientes do termo |¢|* sao

20\ £ (9B F €*) + Kla(mzﬁ; ) F(gB8 F ). (3.69)

J& para o termo termo |¢|%;

2 (ﬂ)g ) (M)Q (3.70)
2g 2g

Finalmente a energia fica escrita como

H = +a / goldl' + gBloP F ol da

= =a /(eB + gB)d*xr = £a P10

Assim a energia foi devidamente saturada.

3.2.2 Buscando por solugoes para as equacoes autoduais

Agora que a saturacao da energia foi obtida, é oportuno buscar por solucoes para o campo

escalar ¢. Assim como anteriormente, temos
eA; + gA; = —0w F €;;0; In|¢|, (3.71)
Tomando seu rotacional e utilizando as formas de B e B, obtemos
Vi |g| = 2A(|¢]* — a*)|¢|*. (3.72)

Combinando (3.58) e (3.72) encontra-se

o0 = (£ o+ atyor+ (52) 1o 373)
Vg = (i—j)?<|¢|2—a2>|¢r3+2(%)Qw. (3.74)

Assim, |¢| deve ser solucao de (3.73) e (3.74) simultancamente ou de qualquer par das

equagoes (3.58), (3.72), (3.73) e (3.74). Entretanto nao foi possivel encontrar solugoes do tipo
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vortice, uma vez que a equacao (3.58), que pode ser resolvida analiticamente, leva a solugao

exp ( /1 TV (V3K — Ve (iV3K) dK) . (3.75)

2 (e1Jo (iV3K) + Yy (—ivV3K))

Na qual Y7 e J; sao fungoes de Bessel. Para obter solugoes reais a constante ¢; deve ser nula,
com isso a solugao para |¢| diverge para r — occ.

141
l()()}

80~

40

20 -

Figura 3.3: Solucao para ¢ a partir da equagao (3.58)

Por sua vez, a equacdo (3.72) tem solugdo apenas numérica e, assim como a solugao da
(3.58), diverge e é descontinua em r = 0, sendo também nao valida.

[

80000 [
60000
40000 -

20000 -

20 40 60 80 100

Figura 3.4: Solucao para ¢ a partir da equagao (3.72)

A partir desses resultados, podemos afirmar que o modelo nao suporta solucées do tipo
vortice, uma vez que as solucoes encontradas eram descontinuas em r = 0 e divergiam para
r — 00.

Apesar do belo modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs parecer suportar solugoes do tipo
vortice baseado em sua topologia U(1) x U(1) e na experiéncia com modelos semelhantes,

nao conseguimos atingir essa meta até o presente momento. Pois no primeiro modelo a energia
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nao era minimizada devido ao campo elétrico, além de que suas solugoes para o campo escalar
aparentemente do tipo vortice nao-topoldgico, nao eram consistentes com as demais equagoes
de segunda ordem nas derivadas para ¢. Por sua vez, no modelo alterado com um termo misto
de Chern-Simons na densidade lagrangiana, a energia é minimizada e, como esperamos, propor-
cional ao fluxo magnético total. Porém, as solucoes reais das equacoes de segunda ordem nas
derivadas obtidas nao eram do tipo vértice, uma vez que tendiam ao infinito quando r — oo e
eram descontinuas em r = 0. Infelizmente nosso trabalho se mostrou infrutifero na busca por
solugoes do tipo vértice nesses modelos citados. Portanto, tomaremos uma tltima alteragao no
modelo. Procedendo da mesma forma que na secao 2.3, iremos acrescentar um campo escalar

real N, alterar seu potencial e buscar por solugoes do tipo vértice.

3.3 Alterando o modelo com a insercao de um campo
auxiliar escalar real

Embora nossa busca por solugoes do tipo vortice tenha sido infrutifera nos dois modelos
abordados anteriormente nesse capitulo, é possivel ainda utilizar um campo escalar N para
saturar a contribuicao da energia advinda do campo elétrico, assim como abordado na Secao

2.3. A nova densidade de lagrangiana é

1 1 1 1
L= —ZFWFW + §|Du¢|2 + Zl/%umFuuAa + 5(6MN)2 = V(g N).

Na qual o potencial autodual, agora carregando um termo de N, é dado por
et a2 90 e 2 Gk 2 ’
V@, N) = S (I9]" = a)" + 5 1ol" { 9" — ZN) (3.76)

Cabe mencionar que, diferente dos outros dois casos abordados nesse capitulo, esse potencial
nao foi imposto, mas surgiu naturalmente da saturacao da energia que serd explicitada mais
abaixo. Ainda, pode-se notar que esse potencial tem a particularidade de possuir um termo
semelhante ao potencial usado no modelo de Maxwell-Higgs (subsecao 1.1.2) desacoplado de
um segundo termo que, por sua vez, é semelhante ao potencial de Chern-Simons-Higgs, porém

com um termo extra associado ao campo escalar real N. Como heranca do potencial de quarta
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ordem usado no modelo de Maxwell-Higgs, esse potencial possui vacuo apenas em

6l — a (3.77)
N = 0, (3.78)

quando r — co. Assim o modelo nao suportaria solugoes nao topolégicas, uma vez que |¢| =0

nao é vacuo do potencial (3.76).

3.3.1 Equacoes de movimento

Uma vez que os termos de Maxwell e de Chern-Simons permanecem os mesmo na densidade
de lagrangiana, as equacoes de movimento nao se alteram para os potenciais A, e A,, sendo

elas

KB = —gJo, (3.79)
kei;€; = gJ; (3.80)
OE, = ey, (3.81)
£;0;B = —elJ;. (3.82)

Nas quais assumimos as correntes Jy = —2|¢|*(eAg + gAo) e J; = i[¢*(D;0) — ¢(D;)*],
como anteriormente.

As diferencas nas equagoes de movimento se mostram no aumento de uma equagao, que é
aquela para o campo N e, por sua vez a equacao para ¢ se altera em detrimento da mudanca

na forma do potencial, como segue

4
DuD*o = =0~ )0 - Lo (1o - SNt}

eq? ek
0,0N = 2|2 (o - SN —a?).
KR g

Uma vez que temos as equagoes de movimento, vamos analisar a energia do sistema.
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3.3.2 A energia do sistema

O funcional da energia, agora, é muito semelhante ao obtido no modelo abordado na segao

2.3,

1 1 - 1 1
H= /d% [§E2 + 5B? + | Doo|* + | D|* + 5(aON)2 + 5(82-3\02 +V]. (3.83)

Sendo JyN = 0 no limite estatico, utilizamos o mecanismo de Bogomol'nyi como segue,

H= /d2 [ (E; F O;N)? $NV-E+%BQ+
(iAgg)(—idod*) + |(D; +iei; D;) o> + Bl + V] . (3.84)

Pela equagao de movimento (3.82), temos que NV - E; = NJy. E considerando que [ d*z(eB +
9B) = P01, chegamos a

H = a<1>mz+/d2x{%[Eii‘owﬁ%[Bie<|¢|2—a2>}2+

, 2¢° ex 2
Dyt iy D)0l + —2|¢|2<|¢|2—?N—a2>] i

2
i [°
2 2
b V= S0 - a7 - Lo (1o - S - ?) }

Na qual escolhemos o sinal superior do fluxo magnético. Assim a energia é minimizada para as

equacoes autoduais;

E = FON (3.85)
= Fe(l6P — @), (3.86)
B = 22| (ol = 5% = ), (3.87)

que sao consistentes com as equagoes de movimento e, como obtido no modelo da segao 2.3,
Ay = £N + cte. Claramente, o campo magnético de Maxwell, (3.86), é exatamente o mesmo
obtido em (1.76). Por sua vez, o campo magnético de Chern-Simons, (3.87), é similar ao campo

magnético obtido no modelo CSH, (2.16), porém com um termo associado ao campo escalar N.
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3.3.3 Buscando por solugoes para os campos escalares

Nesse caso a equagao (3.36) se modifica para
2 201 42 2 29" a0 €K 2
Vinlol = [eX(|o]" —a”) + — o[ (|¢]" — ?N— a”)l, (3.88)
e agora, também temos uma equacao de segunda ordem para N;
2 eg® o 2 ER 2
VN = =2—|¢|" | [¢|" = 5N —a” ). (3.89)
K g

Claramente essas equagoes nao possuem solugoes analiticas, portanto, para buscar por solugoes

numéricas faremos uso do ansatz:

6 = af(r)em,

A, = 0 AGZ_U(T)—_TL’
er

A, = 0 A =-tmm
qar

Note, como o modelo possui dois campos de gauge, o ansatz para ¢ ira possuir duas vorticidades,
a n que estd associada a A, e m que estd associada a A,. Contudo os ansatz para A,e A, sao

usuais. Assim fixamos os comportamentos em r = 0, como

fr)y = Epr™™™ + ..
e2a? , €2’ (Fon)?

— _ 2(n+m+1)

v(r) n 5" +2(n—i—m+1) + ..
2 2 2 2 2

a(r) = m+ g“a®(erwo — g°a?)(Fum) p2ntmn)

(n+m+ 1)k?
e2a®(erkwy — g%a?) (Frpm)?
A —_ nm 2(n+m-+1)
o(r) wo + 2t m ) r
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Sendo F,, e wy = A(0) parametros livres. Por sua vez, os comportamentos para r — 00, sao

vértices de Abrikosov-Nielsen-Olessen;

() = e
) = P
m —u(r) =~ 7’1/26’&,
(r)

= pl/2e=0r,

Na qual 8 é a massa associada a ambos os campos de gauge;

202 a?g? 222
B = I 29 1y

. 3.90
K K gta? ( )

Antes de partirmos para solugdes numeéricas, assumimos as condi¢oes de contorno:

f(oo) =1, v(c0) =—n, u(co)=m.

Com isso, a solu¢ao numérica para f(x) nos fornece o comportamento dado na Figura (3.5).

Figura 3.5: Grafico de f(r) x r, comm =n =1

Tal solucao é o que se espera de uma solugao topoldgica para ¢, uma vez que f(z) parte
de zero em r = 0 e vai para 1 quando r — co. Por sua vez a solu¢ao numérica para v(r) nos

fornece o comportamento dado na Figura (3.6).
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Figura 3.6: Grafico de v(r) x r, comm =n =1

Apesar do comportamento inusual de v(r), sua solugdo possui cardter topolégico, uma vez
que para r — 00, v(r) tende a um numero inteiro. Ja a solugao para u(r), tem seu comporta-

mento expresso na Figura (3.7).

Figura 3.7: Gréfico de u(r) x r, comm =n =1

Dessa forma podemos afirmar que esse modelo, usando um campo auxiliar real N, possui
solucoes do tipo vértice topologico.

A titulo de conclusao, cabe uma analise sobre os campos magnéticos B e B. Plotando a
forma do campo magnético de Maxwell B (Figura (3.8)), vemos que ele possui comportamento
usual do campo magnético obtido no modelo de Maxwell-Higgs. Porém o comportamento do
campo magnético de Chern-Simons, B, é ndo usual (Figura (3.9)), levando a um fluxo magnético
nulo associado a B, com isso Py = € f Bd?x. Além disso, a forma de B expoe que a carga
no centro do vértice carregado possui sinal oposto ao sinal da carga em sua extremidade, o
que é um comportamento nao visto na literatura para vortices em modelos de Maxwell-Chern-

Simons-Higgs.
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Figura 3.8: Grafico de B(r) x r,comm =n =1
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Figura 3.9: Grafico de B(r) x r, com m =n =1

Finalmente, a meta de se obter solugoes do tipo vortice de energia finita foi atingida utili-
zando um modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs com campos de gauge distintos fazendo uso de

um campo auxiliar real N.
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Conclusoes

No desenvolver dessa dissertacao, estudamos solugoes do tipo vértice advindas de modelos
abelianos, relativisticos com simetria U(1) local. Foi visto como a topologia dessas solugoes
assegurava sua estabilidade e existéncia, além de garantir que a energia do sistema fosse finita.

Foi demonstrado o mecanismo de Bogomol'nyi, que além de fixar a energia minima do
sistema proporcional ao fluxo magnético, fornecia equacoes de primeira ordem nas derivadas
consistentes com as equagoes de movimento, cabendo lembrar que introduzimos uma forma
nao ortodoxa do mesmo mecanismo, na qual nao havia necessidade de se completar quadrado
diretamente e o limite de Bradlow surgia de forma mais natural.

Estudamos ainda diferentes modelos nos quais era possivel obter solu¢des do tipo vortice
topoldgico e nao-topolégico. Dentre eles, o de Chern-Simons-Higgs (Segao 2.1), que diferente do

modelo de Maxwell-Higgs Abeliano, vinculava a carga elétrica do sistema ao fluxo magnético,

1
1

tal fato foi herdado por todos os modelos que faziam uso do termo ;xA,F),, como nos casos
de vértices carregados.

Por sua vez, os modelos ditos carregados possuiam densidade de lagrangiana que continha
tanto os termos associados a Maxwell quanto a Chern-Simons, e apresentavam o intrigante
fato de seu campo elétrico, F, associado ao termo de Maxwell nao ser nulo e contribuir para
a energia. Tais modelos podem dar origem a eletrodinamicas massivas em (2 + 1)D, e neles
foi possivel obter solugoes do tipo vértice topoldgico e nao-topoldgico, servindo de motivacao
na construcao de um modelo mais complexo com dois campos de gauge distintos, no qual um
deles, A, tinha sua dinamica governada pelo termo de Maxwell e outro, A, tinha sua dinamica
governada pelo termo de Chern-Simons, e utilizando um potencial adequado de sexta ordem
que suportava quebra de simetria para r — oo.

Tal modelo recebeu o nome de Mazell-Chern-Simons-Higgs com campos de gauge distintos

e foi estudado no Capitulo 3. Ele apresentou uma interessante equagao de primeira ordem nas

derivadas para ¢, com solucao exata, a qual nao era consistente com a equacao de segunda
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ordem, sendo portanto invalida. Além disso nao era possivel minimizar a energia, pois a contri-
buicao do campo elétrico associado ao termo de Maxwell nao poderia ser eliminada sem causar
inconsisténcias nas equacoes de movimento.

Para tentar contornar o problema, foi introduzido um novo termo de Chern-Simons, misto,
composto pelos dois campos A, e A,. Nesse contexto a energia pode ser minimizada sem
causar problemas as equacoes de movimento, porém ainda nao foi possivel obter solucoes do
tipo vortice, uma vez que as solugoes para ¢ encontradas divergiam. Ainda, foi tomada uma
ultima alternativa, a de se acrescentar um campo auxiliar neutro, N, no modelo da secao 3.1.
Nesse caso o potencial utilizado era também de sexta ordem, porém, diferente dos outros dois
casos, ele nao foi imposto, mas surgiu naturalmente da saturacao da energia via mecanismo
de Bogomol'nyi. As solugoes obtidas sao de vortices topoldgicos, como desejado, e o campo
magnético de Chern-Simons, B, possui comportamento diferente dos demais obtidos em modelos
de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Com isso, a proposta de obter solugoes de vértice para um
modelo abeliano de Maxwell-Chern-Simons-Higgs foi finalmente cumprida.

Por fim, cabe ressaltar que os modelos vistos nessa dissertagao representam um panorama
muito limitado dentro do espectro total de solugoes do tipo vortice. Uma vez que modelos nao
abelianos e/ou nao relativisticos ndo puderam ser abordados devido a complexidade e extensao
do assunto. No entanto, esse trabalho busca sua riqueza de forma singela, na apresentacao
de uma forma diferente de se abordar o mecanismo de Bogomol’'nyi, bem como mostrar que o
modelo de MCSH estudado no capitulo 3, possui solugoes do tipo vortice topoldgico com energia
finita. Esperamos com isso ter deixado uma contribui¢ao ao entendimento desses modelos, bem

como uma abordagem, quicé, didatica a um assunto tao rico.
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