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RESUMO 

Nesta tese, propomos uma nova classe de modelos de Toda não abelianos 

singulares através da redução hamiltoniana do modelo WZNW de 2-loops associ- 

ado à álgebra afim Esta classe de modelos é caracterizada pela presença de 

soluções sóliton e generaliza os modelos de sine-Gordon e Lund-Regge. O primeiro 

é conhecido por admitir carga topológica não trivial e o segimdo pela presença 

de campos eletricamente carregados. Os nossos modelos admitem sólitons com 

ambas as cargas não triviais. 

A redução hamiltoniana é implementada através de uma gradação Q e de mn 

par de geradores constantes de grau ±1. A construção sistemática da ação efetiva 

é obtida através da ação de WZNW calibrada de forma a incorporar os vínculos, 

introduzindo campos de calibre auxiliares. Desenvolvemos uma formulação de 

curvatura nula e mostramos a integrabihdade clássica construindo a matriz r, 

descrevendo as relações fundamentais de Poisson. 

Discutimos em detalhes os modelos de sine-Gordon e Lund-Regge e construí- 

mos explicitamente os sólitons e seu espectro para a nova classe de modelos no 

caso geral Ar^\ utilizando o método de “dressing” e operadores de vértice. 



ABSTRACT 

In this thesis, a new class of non abelian singular Toda models is proposed 

in terms of the hamiltonian reduction of the 2-loops WZNW model associated 

to the aífine Ar^^ algebra. Such class of models is chaxacterized by the presence 

of solitons and constitutes a generalization of the sine-Gordon and Lund-Regge 

models. The former is known to admit non trivial topological charges while the 

latter admits electrically charged fields. Our models admit both charges in a non 

trivial manner. 

The hamiltonian reduction is implemented by defining a gradation Q and a 

pair of grade ±1 constant generators. The systematic construction of the effective 

action is obtained from the gauged WZNW action which incorporates the con- 

straints by introducing auxiliary gauge fields. We also develop the zero cmrvature 

formalism and prove the classical integrability by explicit construction of the r ma- 

trix which imderlines the fundamental Poisson bracket relation. The sine-Gordon 

and Lund-Regge models are discussed in detail and the exphcit solitons of the 

Ar^^ model and its spectra are constructed by the dressing method and vertex 
operators. 
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Capítulo 1 

INTRODUÇÃO 

0 objeto de estudo desta tese está relacionado a tópicos como álgebras de Lie 

de dimensão infinita, modelos integráveis e sólitons. O estudo de álgebras de Lie 

em Física adqiiiriu mna lugar de destaque nas últimas décadas. Isto se deve ao 

fato de que as mesmas estão associadas a simetrias em teorias de campos. Con- 

sequentemente, a teoria dos grupos de Lie é fundamental na compreensão das 

interações fundamentais em Física. As álgebras de Lie de dimensão infinita, por 

sua vez, estão relacionadas às teorias de supercordas, no estudo de fenômenos 

críticos em duas dimensões e na estrutura algébrica dos modelos integráveis. O 

estudo dos modelos integráveis, além do interesse matemático, é importante em 

Física na elucidação de aspectos não perturbativos em teoria quântica de cam- 

pos. Em especial, o estudo de sólitons e “dyons” ( sólitons com carga elétrica 

e magnética) é vital, pois os mesmos guardam uma importante relação com os 

monopolos magnéticos e dualidade em teorias de Yang-Mills em 4-D. 

Os modelos de Toda em 2-D são teorias de campos relativísticas integráveis. 

Embora os modelos sejam integráveis, sólitons estão intrinsicamente relacionados 

com álgebras de dimensão infinita. Exemplos conhecidos são os modelos de sine- 

Gordon e Lund-Regge, ambos relacionados com a álgebra afim sl (2). O primeiro 

admite sólitons com carga topológica não trivial, enquanto que no segundo os sóli- 

tons são carregados eletricamente. Os modelos de Toda não abelianos singulares 

propostos nesta tese são caracterizados por apresentarem sólitons com ambas as 

cargas não triviais, ou seja, “dyons”. 

A riqueza do espectro destas teorias de sólitons em 2-D merece atenção especial 

devido à sua relação com teorias de Yang-Mills autoduais em 4 dimensões. 

Discutimos, agora, de maneira introdutória, a classificação geral dos modelos 

de Toda. O leitor deve consultar os dois próximos capítulos, para maiores es- 

clarecimentos. O modelo WZNW [1] é dado em termos de um elemento de grupo 

g e os campos da teoria correspondem aos parâmetros do grupo. As equações de 

movimento do modelo WZNW são expressas na forma 

dJ = dJ = 0, (1.1) 

onde {J,J) são denominadas correntes quirais e dadas em termos do elemento de 

grupo g. Os modelos de Toda conformes são obtidos implementando-se vínculos 

sobre as duas correntes quirais. Estes vínculos são especificados em termos de 
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dois elementos constantes da álgebra . Os símbolos ± são decorrentes de uma 

gradação da álgebra, definida através de um operador de gradação. Através da 

decomposição de Gauss, o elemento do grupo pode ser decomposto como 

g = NBM, (1.2) 

onde N, B e M são exponenciais de geradores de grau positivo, zero e negativo. 

O efeito dos vínculos sobre as equações do modelo WZNW se traduz no fato de 

que os únicos graus de liberdade dinâmicos em g tornam-se aqueles associados 

aos geradores de grau zero. Ou seja, no modelo de Toda as equações resultantes 

dependem somente de B. O modelo de Toda, neste caso, será invariante conforme 

do mesmo modo que no modelo WZNW. Entretanto, estes modelos não possuem 

sólitons, pois não existem configmações de múltiplos vácuos. A estrutura de B é 

determinada pelo operador de gradação. Se 

«=E 
2\H 

(1.3) 

(1-5) 
t=l 

então o modelo resultante é denominado modelo de Toda abeliano conforme 

[11,13], onde Aj são pesos fundamentais, isto é. 

2Xi.0íj _ 
0;2 “ (1.6) 

Os elementos de B são exponenciais dos geradores de Cartan {h\, ...,hr}. Os mode- 

los de Toda não abelianos conformes [14,15] são obtidos suprimindo-se \im ou mais 

geradores do operador Q em (1.3). No caso mais simples, define-se 

Q 2A..1Í 

1=2 

1=2 

(1.7) 

(1.8) 

1=2 
(1.9) 
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Neste caso, B é obtido exponenciando-se os geradores {hi,hr, Ea^,E-ai}- Note 

que G^é tal que existe luna subálgebra G® associada ao gerador satisfazendo: 

_± 2Xi.H 

a 1 J 
= 0. (1.10) 

Os modelos de Toda não abelianos singulares conformes [14,15] são obtidos a 

partir desta última gradação, com a implementação, compatível com as equações 

de movimento, dos seguintes vínculos adicionais: 

J\ 2-^1 W = J\ 2>l -H = 0. (ITI) 
“1 “1 

O modelo resultante possui singularidades nas equações de movimento. Além 

disso, o campo em B associado ao gerador na direção torna-se não dinâmico 

e não local. 

Analisemos, agora, o caso no qual a álgebra relevante é a de Kac-Moody. 

Neste caso, considera-se, inicialmente, o modelo WZNW 2-loops [8]. As equações 

de movimento podem ser expressas analogamente às equações de movimento do 

modelo WZNW (1.1). Entretanto, agora, g é uma exponencial dos geradores da 

álgebra de Kac-Moody. O modelo WZNW 2-loops também é invariante conforme. 

Considere a álgebra Ar^^ Os modelos de Toda abelianos conformes a.fíns [7,8] são 

definidos pela gradação principal: 

Q=(r+l)H+^2^, (1.12) 

èr “i 

(1.13) 

+ (1.14) 
1=1 

Neste caso, B é uma exponencial dos geradores {hf\ O modelo 

associado é invariante conforme. O campo associado ao gerador D pode ser ab- 

sorvido redefinindo-se o espaço-tempo de forma a que a invariância conforme seja 

quebrada [32]. Neste caso, o modelo é denominado modelo de Toda abeliano afim 

e possui sólitons topológicos. O modelo de sine-Gordon [16] corresponde a Aj^^ 

O caso não abeliano [24] mais simples está associado a 

Q = rD+ ^ 
j=2 

2Ai.íf<») 
(1.15) 
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e-=Eíí-i,+ (1-17) 
i=2 

Neste caso, B é obtido exponenciando-se os geradores {hf\h^\C, D, Eai, 

}. O modelo associado é denominado Toda não abeliano conforme afim. Nova- 

mente, absorvendo o campo associado ao gerador D, quebra-se a invariância con- 

forme. Neste caso, o modelo é denominado modelo de Toda não abeliano afim e 

possui sólitons. Os modelos de Toda não abelianos singulares conformes afins são 

obtidos a partir desta última gradação, com a implementação, compatível com as 

equações de movimento, dos seguintes vínculos adicionais: 

— *^1 2A, ,h(°) ~ 
“l “l 

O modelo resultante possui singularidades nas equações de movimento. Além 

disso, o campo em B associado ao gerador na direção torna-se não dinâmico 

e não local. Quando o campo associado ao gerador D é absorvido, quebra-se a 

invariância conforme. O modelo resultante é denominado modelo de Toda não 

abeliano singular afim e possui sólitons. O modelo proposto nesta tese corresponde 

a este caso [29,30]. Como exemplo mais simples desta classe de modelos, considere 

a álgebra com 

Q = D, (1.19) 

6+= (1.20) 

e-= (1.21) 

Neste caso, B é obtido exponenciando-se os geradores {hf\C,D,Eai ,E^^lj. 

Tomando-se os vínculos adicionais (1.18) e quebrando a invariância conforme, 

obtêm-se o modelo de Lund-Regge [17-18]. Este modelo possui sólitons eletrica- 

mente carregados. 

Considere o modelo dado por 

Q = D (1.22) 

e (€■•■,€“) dados como combinações de e {Ea~^\respectiva- 

mente. Neste caso, B é obtido exponenciando-se os geradores {hf\...,hi^\C, D} 
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e todos os geradores Ea ^ associados a todas as raízes da álgebra. Se não forem 
definidos vínculos adicionais, de forma a que o modelo seja não singular, com 

exceção dos campos associados aos geradores D e C, os graus de liberdade deste 

modelo correspondem aos graus de liberdade do modelo WZNW associado a uma 

álgebra de Lie de dimensão finita. Entretanto, as constantes introduzem uma 

perturbação no modelo WZNW na forma de um potencial dado por: 

Tr (e+ B e~ . (1.23) 

Esta é uma maneira sistemática de se construir perturbações integráveis do modelo 

WZNW. 

Discutimos, agora, o conteúdo desta tese. 

No capítulo dois, introduzimos o modelo WZNW e derivamos as equações de 

movimento. Apresentamos a identidade de Polyakov-Wiegman. Demonstramos 

que o termo topológico da ação corresponde a um comutador. Por último, intro- 

duzimos o modelo WZNW 2-loops. 

Na primeira seção do terceiro capítulo apresentamos os conceito de gradação 

e decomposição de Gauss e discutimos a implementação de vínculos no processo 

conhecido como redução hamiltoniana. Obtemos as equações resultantes para o 

elemento de grupo B e apresentamos a condição necessária para se tomar vínculos 

adicionais, levando aos modelos singulares. 

Na segunda seção do terceiro capítulo apresentamos o método pelo qual é 

possível obter a ação dos modelos de Toda diretamente da ação dos modelos 

WZNW ou WZNW 2-loops, onde implementamos os vínculos na ação através de 

campos de calibre auxiliares. 

Na primeira seção do quarto capítulo discutimos o conceito de integrabilidade 

clássica. Demonstramos que a condição de curvatura nula implica na existência de 

quantidades conservadas e que a involução das mesmas está associada ao colchete 

fundamental de Poisson. Por último, apresentamos a equação de Yang-Baxter 

clássica. 

Na segunda seção do quarto capítulo discutimos o conceito de transformações 

de “dressing”. Estas transformações permitem obter, a partir de configurações 

de vácuo, soluções não triviais para as equações diferenciais não lineares associ- 

adas aos campos. Estas soluções dependem da escolha de um elemento constante 

arbitrário do grupo. 

Na terceira seção do quarto capítulo apresentamos o conceito de operadores 

de vértice. Demonstramos que o elemento constante do grupo do qual depende 

a solução do “dressing” deve ser tomado como mn produto das exponenciais dos 

operadores de vértice. Esta escolha é conveniente, pois os operadores de vértice 

são nilpotentes. 

Na quarta seção do quarto capítulo discutimos os conceitos básicos relativos 

a ondas solitárias e sólitons. 
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Na primeira seção do quinto capítulo aplicamos todo o formalismo desen- 

volvido na parte anterior da tese no modelo de sine-Gordon. Mostramos que as 

equações de movimento são obtidas a partir da condição de curvatura nula e a 

invariância conforme das mesmas. Construímos a lagrangeana e verificamos a in- 

tegrabilidade do modelo, considerando a matriz r associada. Obtemos as soluções 

de 1-sóliton e 1-antisóliton. Calculamos a carga topológica, a energia e o momento. 

Na segrmda seção do quinto capítulo aplicamos o mesmo procedimento para 

o modelo de Lund-Regge. Verificamos que o mesmo não possui carga topológica, 

mas possui carga elétrica. 

Na primeira seção do sexto capítulo introduzimos o novo modelo denominado 

Toda não abeliano singular conforme afim Demonstramos que as equações de 

movimento são obtidas a partir da condição de curvatura nula e que as mesmas 

são invariantes por uma transformação conforme. Verificamos que o modelo é 

integrável pois obedece à relação conhecida como colchete fimdamental de Poisson. 

Verificamos que a matriz r associada é a mesma do modelo de Toda abeliano 

conforme afim . Verificamos que o modelo é invariante por uma transformação 

U(l) global e que a respectiva carga elétrica é dada por um termo de “superfície”. 

Na segunda seção do sexto capítulo demonstramos a existência de vértices 

equivalentes. Ou seja, demonstramos que, sob escolhas convenientes das con- 

stantes conhecidas como parâmetros espectrais, vértices pertencentes a um mesmo 

subconjunto produzem soluções iguais. 

Na terceira seção do sexto capítulo calculamos uma solução de 1 vértice. A 

mesma possui carga topológica, mas não possui carga elétrica. Demonstramos 

que a energia e o momento são dados por termos de superfície. Esta solução 

corresponde ao modelo de Toda abeliano afim A^^\ . 

Na quarta seção do sexto capítulo calciilamos uma solução de 2 vértices. A 

mesma possui cargas elétrica e topológica. Demonstramos que a energia e o mo- 

mento são dados por termos de superfície. 

Na quinta seção do sexto capítulo calculamos mna solução de 3 vértices. As 

carga elétrica, topológica e a energia e o momento são somas das respectivas 

quantidades das soluções de 1 e 2 vértices. Demonstramos que a energia e o 

momento são dados por termos de superfície. 

As perspectivas e conclusões são dadas no último capítulo. 

O primeiro apêndice traz todas as definições algébricas básicas necessárias 

para a compreensão da tese. 

O segundo apêndice traz em detalhes todos os cálculos relativos à matriz r. 

O terceiro apêndice mostra em detalhes os cálculos necessários na obtenção 

das soluções dos modelos de sine-Gordon, Lund-Regge e das soluções de 1, 2 e 3 

vértices do modelo Ar^^ não abeliano singular. 

Por último, citamos algumas das referências mais importantes relacionadas à 

tese. 



Capítulo 2 

OS MODELOS WZNW E 

WZNW 2-LOOPS 

0 modelo de Wess-Zumino-Novikov-Witten (WZNW) é dado por [1] : 

S = ^JifxTrla^gõ^g-'] + ^ je'* TT[g-'d.gg-^atgg-^a^], (2.1) 

onde g é um elemento de um grupo de Lie G e B é tuna variedade tridimensional 

cuja fronteira é a compactificação do espaço bidimensional com coordenadas (t,x). 

O segundo termo na ação é conhecido como termo de Wess-Zumino [2]. Nesta 

tese, nos referimos ao primeiro termo como quadrático e ao segundo termo como 

topológico. 

Calculemos as equações de movimento paxa esta ação. A variação do termo 

quadrático quando g ^ g + 6g é dada por: 

j éx{ Trld^ig + 6g)d^(g-' - - Tr\a„gd^g~'\ } 

= j '^^^'^A(%^9W9~'-%9S^9'''^9S~^-õi,gg~'(d^6g)g~' -d,,gg~'6g&‘g~^\ 

= ^ / à?xTr[ 2(a^6g)d^g-^ - 26gg-%ga^g~^ ] 

= ^ J éxTr{-2a^(g-%)g-%g} 

= / d?xTrí2g-'Sgd^iy-%g)}, (2.2) 

onde utilizou-se a propriedade cíclica do traço. A variação do termo topológico 

quando g —* g + 6g é dada por: 

7 
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^ ^ ^dag]g ^dbgg ^dcg + g ^dag6[g ^dbg]g ^dcg+ 

+g~^dagg~'^dbg6[g~^dcg] } 

^ ^ e“'’ Tr[g-'^dagg~'^dbgg~'^6g] 

= J Tr[dag~'^dbgg~^6g] 

= -^Jd^x e‘^ Tr[da{g-%g)g-^ôg], (2.3) 

onde utilizamos que 

Tr{6[g~'^dcg]} = Tr{6g~^dcg + g~^6dcg} = Tr{-g~'^6gg~^dcg + g~^Sdcg} 

= Tr{dcg ^6g + g ^6dcg} Tr{dc[g ^(5í?]}. (2.4) 

Combinando (2.2), (2.3) e utilizando o princípio da mínima ação, obtemos: 

d{g~^dg) = 0, (2.5) 

onde introduzimos as variáveis (z,z) definidas por: 

z = t + x (2.6) 

e 

de tal modo que 

e 

z = t — X, 

dt 

d d ^ - 

= s;+ãi^^+® 

Í- = A = 
õx Bz Bz~ 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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Observe que 

Por outro lado, 

d{dgg = ddgg ^ + dgdg ^ (2.10) 

d{g ^dg) = dg ^dg + g ^ddg. (2.11) 

Multiplicando esta ultima equação por g à esquerda e g“^ à direita, temos: 

gd{g~^àg)g~^ = gdg~^dgg~'^ + ddgg~^ = g'dg~^gg~'^dgg~'^ + ddgg~^ 

= dgdg ^ + ddgg \ 

pois 

d{gg ^) = d{gg ^) = 0. 

Ou seja, comparando (2.10) e (2.12), 

d{dgg~^) = gd{g~^dg)g~\ 

Logo, (2.5) implica que: 

Definindo 

9 (5ss ') = 0. 

J = g ^dg 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

J = dgg \ 

vemos que 

dJ = 0 

(2.17) 

(2.18) 

ÕJ = 0. 

As soluções de (2.5) e (2.15) são da forma: 

g{z,z) = gA{z)gBÍz), 

com gA Q gB elementos arbitrários do grupo de Lie G. 

(2.19) 

(2.20) 
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Apresentamos uma importante relação obtida por Polyakov-Wiegman [3]. 

Temos que: 

SwZNW (51^1^2) 

k f — 
= SwzNw{gi) + SwzNw{h\) + SwzNw{h2) ~ ^ {Ji^^dhidh2h2^^ + 

J d'^xTr ^dgidhih^ ^ / d‘^xTr {g^ ^9pi/ii5/i2/i2 • (2-21) 

Note que o termo topológico da ação ^wznw está associado a um comutador: 

ç}ok Tr{g~'^digg~^djgg~^dkg) 

= 1 Tr{g ^digg ^djgg ^dkg) + ^ Tr{g ^digg ^dkgg ^djg) 

= I €*’* Tr{g-'dtglg-'dig, g-'d,g]}. (2.22) 

Transformações conformes [4,5] são, por definição, aquelas que preservam 

ângulos. Em mn espaço de Minkowski bidimensional qualquer transformação 

da forma z —> f{z) e z —> f{z), onde (/,/) são funções analíticas [33], é uma 

trzinsformação conforme. Os campos fundamentais em uma teoria conforme são 

denominados primários. São definidos pela lei de transformação: 

onde A e A são os pesos conformes do campo 0, (A + A) é a dimensão de escala 

e (A — A) é o spin conforme. 

As equações (2.5) e (2.15) são invaxiantes por uma transformação conforme 

com o elemento de grupo g se transformando como [6] : 

g{z,z) 
dz dz 9(1, í)- 

Considere a equação (2.5). Substituindo (2.24) e utilizando 

dz df 

(2.24) 

(2.25) 
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ã=^-l 
dz df 

(2.26) 

obtemos: 

n df d 
0 = 

dzdf 
9 Hfjy 

df d 

[f]' 
ÈL 
dz 

dz df dz dz 

-I A 

9Íf, f) 

df df d \ .-f. d ,.-j. 1 d 

~dz~dí~^y |-|;j^ã7 dz 

A' 

Consequentemente, 

dz dz df 9 \fJ)jj9Íf,f) 

dl 
9 \f,f)-^9{fJ) = 0. (2.27) 

Analogamente para (2.15). Ou seja, as equações de movimento são invariantes 

por mna transformação conforme. 

Ao modelo WZNW 2-loops [7,8] correspondem as seguintes equações de movi- 

mento, expressas em termos das correntes quirais: 

dJ = d{g-^dg) = 0 (2.28) 

e 

aj = a(ã^r') = o, (2.29) 

onde 'g é mna exponencial dos geradores da álgebra de Lie afin, ou seja, uma 

álgebra de Kac-Moody [9,10]. 

As correntes escrevem-se em termos dos geradores da álgebra como: 

OO 

=E E + J°(z)D (2.30) 

OO 

=E E 9°‘Ã"(2)Í6"’ + 7'’(z)C + 7°{z)D, (2.31) 
a,b n= -OO 

onde D e C são os geradores da álgebra de Kac-Moody e = Tt {TaTb). 



Capítulo 3 

OS MODELOS DE TODA 

REDUÇÃO HAMILTONIANA 

0 raciocínio que faremos a seguir é válido para grupos e álgebras de Lie [10] de 

dimensão finita ou infinita. Usaremos a mesma nomenclatura (grupos e álgebras 

de Lie) e a mesma notação em ambos os casos. Uma álgebra de Lie G pode ser 

decomposta por um operador de gradação Q [9] , de tal modo que: 

G = ®iGi. (3.1) 

Os subespaços Gj são definidos através de 

[Q, (3.2) 

e, como consequência da identidade de Jacobi, 

1Gí,Gí)€G,+j. (3.3) 

Definimos o elemento de grupo g através da decomposição de Gauss: 

g = NBM, (3.4) 

onde N,B e M são exponenciais dos geradores de grau negativo, positivo e zero, 

respectivamente. 

Definimos: 

J = g-^dg (3.5) 

e 

J = -dgg~^. (3.6) 

Substituindo (3.4) em (3.5)-(3.6), obtemos: 

J = M~^KM (3.7) 

e 

J = -NKN~\ (3.8) 

12 
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onde 

K = B-'^N-^dNB + B~'^dB + dMM~^ (3.9) 

e 

K N-'^dN + dBB~^ +BdMM-'^B-^. (3.10) 

Impondo a condição 

dJ = dJ = 0, 

temos que: 

(3.11) 

d{M-^KM) = õM-^KM + M~'^dKM + M~^KdM = 0. 

Multiplicando por M à esquerda e M ^ à direita, obtemos: 

0 = dK + KdMM-^ + MdM~'^K 

= ÕK + KdMM-^ - õMM-^K = dK + [K, dMM~^]. 

Logo, as equações de movimento (3.11) escrevem-se como: 

dK+[K,dMM~^]==0 (3.12) 

e, de modo similar, 

dK -[K,N~'^dN]=0. (3.13) 

Neste ponto, torna-se conveniente fazer duas observações para efeito de cál- 

culo. Em primeiro lugar, note que: 

(ôexp(T)]exp(-r) = OT’+i[r,ar] + i|T,lT,ÔT]] + ,.. , (3.14) 

onde T representa xun elemento da álgebra. Esta relação pode ser verificada 

expandindo-se exp(T) em uma série de potências: 

exp(T) = 1-f-r-I-—-I-... . (3.15) 

O lado direito de (3.14) define um elemento da álgebra [10], pois o comutador 

de dois elementos da álgebra, assim como sua soma, pertence à álgebra. Como 

consequência de (3.14), temos ainda. 
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exp(r)|eexp(-r)] = -ar-i[7’,ar]-i[r,[r,8T]] + ... . (s.ie) 

A segunda observação refere-se ao fato de que a conjugação de um elemento 

da álgebra por um elemento do grupo é mn elemento da álgebra. Isto expressa-se 

através da relação de Baker-Campbell-Hausdorff [10]: 

exp(T)iexp(-r)=í,+ |r,i,] + l[T,|T,Ll] + ... . (3.17) 

onde T e L são elementos da álgebra. 

Introduzimos os vínculos [11,8,15] 

vinculado ~ (3.18) 

e 

Jvinculado ^-1-) (3.19) 

onde (J,ji) contém somente geradores de grau (zero e positivos, zero e negativos) 

e €±são geradores constantes de grau ±1. 

Representemos por Gq, G+ e G_ os subespaços com geradores de grau zero, 

positivos e negativos, respectivamente. Analisemos o efeito da condição (3.18) em 

(3.7) e (3.9). A corrente J possui três tipos de elementos. Analisemos mn a um. 

Em primeiro lugar, considere 

M~'^[dMM-^]M = M~^dM. (3.20) 

M é mna exponencial de geradores de grau positivo. Logo, M“^e dM envolvem 

apenas geradores de grau positivo. Utilizando (3.16), escrevemos simbolicamente: 

AÍ-'aAf = G+ + l|G+,G+l + l[G+,|G+,G+]] + ... . (3.21) 

Utilizando (3.3), vemos que 

[G+,G+]gG+. (3.22) 

Portanto, Mr^õM dado por (3.21) envolve somente geradores de grau positivo. 

Consequentemente, a condição (3.18) não é relevante para este termo. O mesmo 

ocorre com o termo 

O terceiro termo é o relevante para o vínculo (3.18). Temos que N~^õN 6 G_. 

Logo, B~^N~^õNB 6 G-. Portanto, utilizando (3.17), 

M-^(B-^N-^ÕNB)M = G_ -f [G+,G_] -f ^[G+, [G+,G_]] -f ... . (3.23) 
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Observe que o termo com o menor grau em (3.23) é o primeiro (G_). Isto porque 

o comutador com G+ gera elementos de grau maior. Mas, por (3.18), queremos 

que o menor grau possível seja (-1). Portanto, escolhemos; 

{B-^N~'^dNB)^incalado =S- (3.24) 

e, similarmente. 

{BdMM-'^B-%ncaiado =£+ • (3.25) 

Substituindo (3.24) em (3.9), temos que, por (3.12), 

0 = ã(e_ +B~^dB + dMM~^) + [€_ +B~'^dB + dMM-\dMM~'^] 

= d{B-^dB) + d{dMM~^) + [e_ -VB-^dB + dMM-\B~'^ e+ B], (3.26) 

sendo que na última passagem utilizamos (3.25). Observe que B~^dB e [e_ 

, €+ 5] G Gq. Os outros termos possuem grau diferente de zero, pois ÕMM~^ E 

G+ , [B~^dB, B~^ G+ 5] G Gi e B~^ G+ B] G G+. Como elementos 

pertencentes a subespaços diferentes não podem ser proporcionais, obtemos de 

(3.26) duas equações: 

d{B-^õB) + [G_, B-^ E+B] = 0 (3.27) 

e 

d{dMM-^) + [B-^dB, B~^ G+ B] + [dMM~^, B~'^ e+ B] = 0. (3.28) 

Pode-se verificar que impondo (3.25) a relação (3.28) é automaticamente satisfeita. 

A equação (3.27), por outro lado, é não trivial. De modo similar, (3.8), (3.10), 

(3.13) e (3.19) implicam em : 

d(dBB-^) - [G+, B G_ B-^] = 0. (3.29) 

Portanto, (3.27) e (3.29) são as equações de movimento do modelo vinculado. As 

mesmas equações foram propostas por Leznov e Saveliev [12] dentro do contexto 

do formalismo de curvatura nula. 

Faremos algumas observações: 

a) Note que N e M não estão envolvidos nas equações de movimento. Como 

consequência, somente os campos associados aos geradores de grau zero são dinâmi- 

cos. Como será visto, os campos correspondem a parâmetros que especificam o 
elemento do grupo. 



3.0 REDUÇÃO HAMILTONIANA 16 

b) As equações (3.27) e (3.29) são equivalentes, do mesmo modo que nos 

modelos WZNW e WZNW 2-loops 

d(dgg~'^) = g[d(g-^dg)]g~^ (3.30) 

implica que as duas condições contidas em (3.11) devam ser obedecidas simultane- 

amente Isto ocorre pois 

B{ + [G-, e+ B] }B-' = d(õBB-^) - [€+, B G_ B~\ (3.31) 

Ou seja, (3.27) implica em (3.29) e (3.29) implica em (3.27). 

c) Vínculos adicionais, além de (3.18)-(3.19), podem ser tomados [15]. Suponha 

que exista uma subálgebra Gq G Gq tal que 

|Gg,€±] = 0. (3.32) 

Multiplicando (3.27) à direita por Gq: 

0 = d{B~^dB)Gl [G_, B~^ G+ B]Gl = d{B~^dB)Gl + [g_, B"' G+ BG^] 
(3.33) 

Tomando o traço, obtemos: 

dTr[B-'^dBGl] = 0. 

Similarmente, 

(3.34) 

9Tr[aBB-^Gg] = 0. 

Portanto, é possível definir vínculos adicionais: 

Tr[B-^dBGl\ = 0 

(3.35) 

(3.36) 

Tr[dBB-^G^^ = 0. (3.37) 

d) É importante salientar que conforme a escolha da estrutrua Lie algébrica, da 

gradação Q , das constantes G± e da implementação ou não dos vínculos adicionais 

(3.36)-(3.37), obtêm-se modelos diferentes. Vamos discutir a nomenclatura destes 

modelos. Esquematicamente, 

* quanto à estrutma Lie algébrica: 

- álgebra de Lie de dimensão finita—^Toda conforme. Exemplos: [13-15]. 

-“loop” álgebras—>Toda afim. 

-Kac-Moody—>Toda afim conforme. 
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Os modelos associados a “loop” álgebras e álgebras de Kac-Moody estão rela- 

cionados pela quebra ou não da simetria conforme e, portanto, podem ser con- 

siderados como pertencentes à mesma classe. Exemplos: sine-Gordon [16], Toda 

abeliano afim [7,8,19], Lund-Regge [17,18] e o modelo Ar^^^ não abeliano singular 

(proposto e estudado nesta tese). 

*quanto à estrutura abeliana de B : 

-se B contém somente geradores que comutam entre si—>Toda abeliano. 

-de outra forma-^Toda não abeliano. 

*quando vínculos adicionais são tomados: Toda singular 

A razão deste nome vêm do fato que os vínculos adicionais introduzem singu- 

laridades no modelo. 

Finalizando, nesta seção, estabelecemos vínculos sobre as correntes dos mod- 

elos WZNW e WZNW 2-loops e obtivemos os modelos de Toda. Entretanto, na 

seção seguinte, adotaremos um ponto de vista mais geométrico que nos levará da 

ação dos modelos WZNW e WZNW 2-loops para a ação dos modelos de Toda. 

O FUNCIONAL AÇÃO DOS MODELOS DE TODA 

Nesta tese, estamos utilizando a seguinte convenção para a métrica: 

7?^" = (1,-1). (3.38) 

Reescrevemos (2.1) como: 

S = Jd‘^xTr[g-'^dgg-'^dg] + ^ ^ Tr[g~^dagg~'^dbgg~'^dcg]. 

^ (3.39) 
Inici£ilmente, convém fazer tuna observação a respeito do bilinear simétrico 

traço. Considere uma álgebra de Lie de dimensão infinita. Neste caso, o operador 

de gradação [9,24] é uma combinação linear dos operadores |d, | 

. Consequentemente [24], utilizando as relações para a forma traço descritas no 

apêndice “Definições Algébricas”, 

se [(n + m) ^ 0] [Ti:(G„, Gm) = 0]. (3.40) 

O objetivo desta seção é o de obter a ação dos modelos de Toda. Conforme 

vimos na seção anterior, o processo de redução hamiltoniana elimina os campos 

associados aos geradores presentes em N e M-equações (3.4), (3.27) e (3.29). Por- 

tanto, ação que procuramos deve ser invariante por uma transformação que leve 

de g=NBM a g '=B. Ou seja, a ação que procuramos deve ser invariante por: 

g^ g' = a~goi^, (3.41) 

onde a" € G_ e G G+. 
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Introduzimos campos de calibre W e G- eW E G+ , transformando-se como: 

W^W' = a-W{a-)-'^ + a-d{a-) -\-i (3.42) 

W-tW'= {a+)-'Wa*+ d{a+)-'a*. (3.43) 

Verificaremos que mna ação invariante por (3.41)-(3.43) é dada por [15]: 

^WZ%wÍ9í = SwZNw{g) + 

j (fx {TrW \dgg-^~ G+] + W[g~^dg- €_] + WgWg~^} , (3.44) 

onde SwzNwig) é dado por (3.39). De modo mais claro, temos que, explicita- 

mente, 

SíiTXÍvig', W',W) = 'V.W). (3.45) 

Analisemos termo a termo em (3.44). Em primeiro lugar note que 

k í — 
SwzNw{g') = SwzNwig) “ ^ / d'^^Tr[dgg~^{a~)~^da~]+ 

J d^xTr (a''') ^g ^dg^ J ^9 ^(<^ ) ]> 

(3.46) 

onde utilizamos (2.21) e o fato de que 

SwzNw{oi ) = SwzNw{oi^) = 0. (3.47) 

Isto decorre de (3.40), tendo em vista que a~ e possuem somente geradores 

de grau negativo e positivo, respectivamente. 

A transformação dos três termos que envolvem {W, W) em (3.44) resulta em: 

Tr{ [q:“W(q;“)“^ -f q:“9(q:~)~^][9(q“PO;''')(q:“^q:‘^)“^— €'*’]+ 

-[-[(q!'^) -|-5(q!'^) ^o;'''][(a gcí'^) ^d{a ga'^)—E ]-f- 

-|-[a W{a ) ^-I-o; d{a ) ^](q: ^a‘'')[(Q:'^) -f 9(o;''') ^q:'^](q: ga~^) 
(3.48) 
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O termo que envolve W eW em (3.48) é dado por: 

= Tr[WgWg~^]. (3.49) 

Para analisar os outros termos escrevemos simbolicamente: 

oc = exp(G_i + G-2 + ...), (3.50) 

oi^ = exp(Gi + G2 + ...), (3.51) 

onde G_i é mna combinação linear de geradores de grau (-1), etc. O termo que 

envolve W6‘*'em (3.48) é dado por: 

Tr[a~W{a~)~^ = Tr[W(a~)~^ a“] 

= Tr{W(e+ +[€+, G-i] + ...)} = Tr{W{e+ +Go + G_i + ...)} 

onde utilizamos (3.17) e (3.40). Similarmente, 

Tr[{a+)-^Wa+ 6"] = Tr{W €"). 

Os outros termos que envolvem W e em (3.48) são: 

Tr{a~W{a~)~^d{a~ ga'^){a~ ga~^)~^+ 

+a~W (q:“) ^ («“^q:''') d (a"^) ^ a''' [a~ga'^) 

= Tr[Wdgg~^] (3.54) 

e 

Tr{{a'^)~^Wa'^ {a~ ga'^)~^d{a~ ga'^)+ 

= Tr{W e+), 

(3.52) 

(3.53) 

+Q: d (a ) ^ (a ^a"^) (a"^) ^ Wa^ [oc gcc^) 

= Tr[Wg~'^dg]. 

Na verificação das duas últimas equações utilizamos (3.40). 

Para avaliar o termo Tr[a“9(a“)“^ G'*'] de (3.48), escrevemos 

(3.55) 



3.0 O FUNCIONAL AÇÃO DOS MODELOS DE TODA 20 

a = expT. (3.56) 

Por (3.16) temos que 

a d{o. ) ^ = dT + G-2 + G-a + ... . (3.57) 

Ou seja, como T possui somente geradores de grau negativo, os comutadores em 

(3.16) não podem resultar em G_i. Portanto, como e^^possui grau (+1), 

Tr[a-d{a-)-^ €+] = Tr[dT €+]. (3.58) 

Mas o resultado de (3.58) deve ser integrado. Tratando-se de uma derivada total, 

J (fxTr[a~G'*'] = 0. (3.59) 

Similarmente, 

J (fxTr[d{a'^)~^a'^ G“] = 0. (3.60) 

Os outros termos em (3.48) são: 

Tr{ [a“9(Q:“)“^9(a“^a'*')(Q!“pQ:'*')”^] -|- [9(o:''')~^a'*'(a“5Q;'*')“^ô(Q:“pQ:''')]-|- 

-1-[a" 9(q:“ ) “ ^ («“po:'^ )9(q:''') “^ («"pá''') ~ ^]} 

= Tr{ d [a ) ^ a dgg + 

-f[a''‘5(Q:'^) ^g -f d [a ) gda^ (oc^) ^5 ^ (3.61) 

O termo em (3.61) deve ser multiplicado por (-k)/(27r). Comparando-se (3.61) 

com (3.46), vemos que a soma é igual a Swz;vw(g)- Considerando-se (3.49), 

(3.52)-(3.55), vemos que a igualdade (3.45) está correta. 

Quando os vínculos adicionais (3.36)-(3.37) são tomados, os campos presentes 

em Gq são eliminados de B. Portanto, neste caso, a ação deve ser, também, in- 

variante por: 

onde g° G Go e a® G Gq. 

Introduzimos 

9o 9o = (3.62) 

W = W- + Wo (3.63) 
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e 

W = W++Wo, (3.64) 

onde W_ € G_, W+ 6 G+ , (Wq,Wo) e Gg. 

Em primeiro lugar, cabe notar que (3.44) é invariante por (3.41)-(3.43), mesmo 

quando W e são da forma (3.63)-(3.64). Isto ocorre pois Tr(GoA') somente é 

diferente de zero quando Xg Gq- Os únicos termos relevantes desta forma apare- 

cem em (3.52)-(3.53). Considere (3.52) com a~ dado por (3.50). Então, 

Tr{Wo{e^ +[e+, G_i] + ...)} = Tr{Wo[e^, G_i]} 

= Tr{Wo G_i - WqG-i G+) 

= Tr{[Wo,elG_i} = 0, (3.65) 

onde utilizamos (3.32). O mesmo ocorre com (3.53). Ou seja, 

Tr[a-W{a-)-'^ G+] = Tr{W G+) (3.66) 

e 

rr[(a+)-Wa+ €"] = Tr{W 6"). (3.67) 

Suponha que sob (3.62) 

W' = a°W(a°)-^ -h a°a(a°)-\ (3.68) 

W' = (a°)“ ô(q°)-^q°, (3.69) 

Wg = Wo -h a°ô(a°)-^ (3.70) 

e 

W'o = Wo+ ã(a°)-^Q°. (3.71) 

A seguinte ação é invariante por (3.62)-(3.64) e (3.68)-(3.71), dado que Gg 

seja abeliano [15]: 

SrzNU9,W,W,Wo,Wo) = 5u^zw(5)+ 

^ [ (FxTr{W[dgg-^- G+] -F W[g~'^dg- 6"] WgWg~'^ + WqWq}. (3.72) 
27t J 
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A análise segue essencialmente os mesmos passos da verificação de (3.45). O único 

ponto interessanté a mencionar é que sendo Gq abeliano, o termo topológico de 

é igual a zero, pois trata-se de um comutador. Entretanto, a parte 

restante da ação não é zero. Levando-se este fato em consideração, 

pode-se demonstrar que (3.72) é realmente invaxiante. 

Considere a ação invaxiante (3.72). Partindo de g=NBM, podemos escolher: 

= N~^ (3.73) 

e 

a+ = M~\ (3.74) 

Ou seja, 

(3.75) 

Em seguida, escolhemos a® tal que 

gí = (3.76) 

não possua o gerador da álgebra na direção Gq, 

Finalmente, integramos sobre os campos de calibre: 

= expiSwzNwigl)] J DW.DW.^DWoDWo 

exp{- [A:/(27r)] J (fxTr[W ^gl -1-VF ^(5^) ^ õg^- 6~^ 

+WgíW -F WoWo]}. (3.78) 

Tendo em vista que gg 6 Gq/Gq e considerando as equações, (3.63)-(3.64), 

reescrevemos: 
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.j DW^DW+exp^-L J £xTt[-W^ 6+ -W+ €' +W^g!,W 

.JDWoWoexpí-^ íéxTr[Wodgl (íí)”‘ + 

+Wa(gí)-'dgí + W„glWo(gí)-' + W„W„1}. (3.79) 

Note que 

Tr[-W- -W+ 6" +W.gíW+{g^o)~'] 

= Tr{[W. -gle (gí) Vo\^+ ~ Í9o) ^ 9o]Í9o) ^ ~ Í9o) ^ 5o]}- 

(3.80) 

Definimos uma ação efetiva [15]: 

exp (Sefetivo) = exp Í^Swznw{9o) + ^ y 5^ e~ (5o)"^]| 

.J DWoDWoexp{-[k/{2n)] J d^xTr[WoWo+ 

+WogíWo{gí)-^ + Wodgl{gl)~^ + Wo{g^o)~'dgí]}. (3.81) 

Quando tomarmos exemplos explícitos, veremos que as equações de movimento 

dos campos associadas a esta ação efetiva serão as mesmas equações obtidas de 

(3.27)-(3.29). 



Capítulo 4 

INTEGRABILIDADE, 

“DRESSING”, VÉRTICES E 

SÓLITONS 

INTEGRABILIDADE 

Considere um sistema hamiltoniano [20] de n graus de liberdade e suponha 

que existam n funções independentes I(q,p) tais que: 

e 
dt 

= 0 (4.1) 

= (4.2) 

onde 1 < k j < n, (q,p) representam as n coordenadas e n momentos generalizados. 

A equação (4.2) é conhecida como condição de involução e os colchetes de Poisson 

são definidos por: 

U n\ /g/ dg df dg ^ygqii)Qp(i) Qp(i)Qq[i) 

Neste caso, é possível demonstrar que existe uma transformação canônica tal que 

os são os novos momentos generalizados e H=H(I), onde H é a hamiltoifiana. 

Como a transformação é canônica, 

^ = {R,/} = 0 (4.4) 

e 

««)}=„(/), (4.5) 

onde os 6^^^ são as novas coordenadas generalizadas e w{l) é uma função inde- 

pendente do tempo. As variáveis (0,1) são conhecidas como variáveis de ângulo 

e ação. De (4.5) obtemos: 

= + (4.6) 

24 
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Em teoria clássica de campos, o mimero de graus de liberdade é infinito e, 

portanto, precisamos de um número infinito de quantidades conservadas em in- 

volução. Note que, agora, os colchetes de Poisson envolvem derivadas funcionais: 

{/>P} 

n . 

1=1 '' 

,D-1 X 
<5/ Sg <5/ Sg 

(4.7) 

onde os (Pi e Ili são os campos e seus momentos conjugados. Derivadas funcionais 

são definidas por: 

1. fMy) + - ^)] - fMy)] 
6if{x) e 

(4.8) 

Considere potenciais de calibre pertencentes a uma álgebra de Lie de di- 

mensão finita ou infinita (Kac-Moody). Seja dx'^ uma variação nas coordenadas. 

Associemos a esta variação um elemento do grupo: 

A^)=l + dx“A^(x^). (4.9) 

De modo equivalente, para uma trajetória finita C, 

g{C, A^) = p(expj^ A^dx>^^ . (4.10) 

O símbolo P em (4.10) representa o operador ordenamento de trajetória. Se a 

trajetória C for parametrizada por um número S, S—> x^, então (4.10) é eqiúvalente 

a: 

OO pSn rSn-l rS2 

g{C,A^)=T / dSn / dSn-i / dSn-2-.. / dS, 
n=0 

■(|-.4x(5.))) ... (^.4x(5.)l)] . (4.11) 

Seja Pi uma trajetória de > X2 e P2 uma trajetória de X2 —> x^*. Considere 

o limite no qual a área da superfície D definida por (Pi, P2) tende a zero. Pode-se 
demonstrar que [22]: 

y(Pi, A^)g(P2, A^) = exp J dx^ A dx''{d^A^ - d^,A^ + [A^, A,y] . (4.12) 

Portanto, se a curvatura for nula, 

dfiAi^ — di,Afj^ + [A^, A^,] = 0, (4-13) 

então: 
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g{r^,A^)g{r2,A,)=^I. (4.14) 

Mas, de (4.10)-(4.11), vemos que; 

[9(r2,^)]-‘ = s(r,-’,.4„), (4.15) 

onde r2 ^ representa a trajetória F2 percorrida no sentido inverso. Comparando 
(4.14) e (4.15), concluímos que 

p(ri,44^)=^(r2-\A^). (4.16) 

Ou seja, se a curvatura for nula, g(F, Af^) não depende da trajetória, mas somente 

do ponto inicial e final. Consequentemente, se C é uma trajetória fechada. 

g{C,A,) = I. 

Vamos nos restringir a 1+1 dimensões. Definimos [21]: 

rL 
T{t) = P exp J Ax{t,x)dx 

e 

5(x) = P ^exp J At{t,x)dt . 

Façamos a trajetória (x,t)=(-L,0)—^ {—L,r) —>■ (L,t) —> (P, 0) 

(4.10), (4.17)-(4.19) implicam em: 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(—L, 0). Então, 

S{-L)T{r)[S{L)]-^[T{0)]-^ = 1. (4.20) 

Portanto, 

T(t) = [5(-L)]-^T(0)5(L). (4.21) 

Se as condições de contorno forem tais que 

At{t, —L) — Ai{t, L), 

temos de (4.19) e (4.21) que: 

T{t) = [S{L)]-^T{0)S{L). 

Consequentemente, 

(r(T))" = (|s(L)]-‘r(o)S(t))’ 

Tomando o traço, obtemos [21]: 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 
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Tr{ [T(r)]” } = Tr{ [T(0)j” }. (4.25) 

A equação (4.25) implica que tr{ [T(r)]" }é independente do tempo. Como n pode 

assumir infinitos valores, teríamos, a princípio, infinitas quantidades conservadas. 

Para matrizes de dimensão finita, estas quantidades não são todas independentes. 

Para álgebras de Kac-Moody, entretanto, as representações são de dimensão in- 

finita ou são de dimensão finita (loop-álgebra) com a inclusão de um parâmetro 

espectral [21]. Neste caso, existem infinitas quantidades conservadas funcional- 

mente independentes. 

Introduzimos o produto direto de matrizes [21]: 

Temos que: 

(A (S* — AikBji. (4.26) 

k{A (8) B) = {kA (8) 5) = (A (g) kB) (4.27) 

e, dado que os elementos das matrizes sejam objetos que comutem, como, por 

exemplo, números complexos. 

(A ®B){C^D) = {AC 0 BD), 

onde k é um número complexo. 

Definimos: 

|a0b) = 
l ' j ij,kl 

{Aik, Bji}. 

Verificam-se as propriedades 

A® BC 

(4.28) 

(4.29) 

|a 0 = |a 0b| (7 0 C) -f (/ 0 B) |a 0 cj (4.30) 

IAfi 0 c| = |a 0 c| (5 0 7) -K (A 0 7) 0 c|. 

Os modelos que iremos analisar apresentam relações da forma 

(4.31) 

|.4i(!;,t) ® yl,(z,t) I = - z). (4.32) 

A relação anterior é conhecida como colchete fundamental de Poisson [13,21]. 

Redefinimos (4.18) em uma notação conveniente: 
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T(y) = P j^exp J Ax{t,z)dz . 

Pode-se demonstrar que, no limite A —> 0, (4.33) é equivalente a: 

T{y) =n li = P ^exp J Aa:(t,z)dz^ ...P ^exp J Ax(t,z)dz'^ 

Temos que 

riA 1 fiA 
li = P exp / Ax{t,z)dz =1+ Ax{t,z)dz + 0{A^). 

J(i—1)A . J(i—1)A 

Obtemos: 

lli®lj\ = \[ Ax{t,z)dz® í Ax{t,y)dy\ + 0{A^) 
l - J U{i-1)A . J{j-1)A ) 

r «A 
= 6ij\r, Ax{t,z)dz(S)I + I<S> Ax(t,y)dy 

L •/(t—1)A J(j—l)A l{i-l)A 

Temos, ainda, que: 

+ 0(A2). 

r rjA 
[r,li<^lj] = \r, Ax{t, z)dz (Si I + I <S) Ax{t,y)dy 

L J(i-l)A J{j-1)A 
+ 0(A2). 

Portanto, no limite A —> 0, 

® li ® Ij]. 

^ *">) {'p ®(5' '<® 5j (’ 

(tJ',., ** ® i’’’ ® y (5] ® 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

Calculemos 
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onde 

Ou seja [21], 

r N N , 
= [t’, n /i® n ij], 

i=l j=l 

lim NA = y. 
7V->oo,A-*0 

{r(y)®J’(s/)j = [r,r(y)®T{!;)]. 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

Esta equação é conhecida como relação de Sklyanin. 

Estamos interessados nos colchetes de Poisson dos elementos da forma (4.25). 

Temos que 

I 
[T{y)r ® [ny)r 

] 

n m ✓ V 

=EE ( ® [rÍ!/)]”*"’ ) ] T(y) ® T{y) { [T(!,)]»-‘ ® [T(!/)]’-' ) 
p=l0=1 1 ' J 

=EE ( ) [r,r(y)®T(!/)] ( [T(!,)r‘®[r(y)]«-' .) (4.42) 
p=l g=l 

Tomando o traço, obtemos: 

Tr I [T (!/)]” ® ir (!,)]“| = nmTr {[r, T{y) ® T(y)] ([T (y)]“-‘ ® |T(!,)l”-‘)} 

(4.43) 

= nmTr[r, (T(y)T ® (T(!/))"*] = 0. 

Utilizando a propriedade 

{TrA^, TtB^} = Tr (8) 

(4.44) 

(4.45) 

vemos que 

{rr[r(y)f,rr|T(j,)n = o. (4.46) 
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Portanto, verificamos que as quantidades conservadas estão em involução. Salien- 

tamos que a análise feita restringiu-se ao caso particular de condições periódicas 

de contorno.. 

Definimos 

P{A ®B) = {B^ A)P, (4.47) 

com a propriedade 

P^ = I. (4.48) 

Os colchetes de Poisson satisfazem a identidade de Jacobi. Podemos escrevê-la na 

forma [21]: 

® (g) P23P13 lS> (E> ^13-^23+ 

+Pi2-fi3 (8> ^.4 (S> P13P12 — 0, (4.49) 

onde Pij atua nas posições i e j do produto direto. 

A forma geral da matriz r em (4.32) é: 

r Uj ® fej. (4.50) 

Definimos: 

ri2 ai®hi® I, (4.51) 
X 

e similarmente para Vij, com (í, j) inteiros arbitrários. Suponha que a seguinte 

propriedade seja válida: 

—r hi ® ai. (4-52) 
t 

Então, substituindo (A,B,C) em (4.49) por (Ai(j/,í),Aa;(2:,t),Ax(w,í)) e utilizando 

(4.32) e(4.52), obtemos: 

0 = (5(y - z)6{z - u;){ [r23, [^2, A^ -h A2]] + ^3, [ri3, Ai -I- A3]] -j- 

— [í'12, [’'i3, Al + A3]] —[ri2, [t'23, A2 + A3]] —[ri3, [r-23, A2 + A3]]-f-[r 13, [ri2, Ai + A2]]}, 
(4.53) 

onde 
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Al = Ax{y,t) ® I <S> I, (4.54) 

etc. Verifica-se que uma condição suficiente [21] para que a relação (4.53) seja 

satisfeita é a de que a matriz r satisfaça a equação de Yang-Baxter clássica; 

[n2,í'l3] + [n2, ^23] + [ri3, T23] = 0. (4.55) 

TRANSFORMAÇÕES DE “DRESSING” 

Considere potenciais de calibre A^(í, x). Definimos: 

1 
A^Ax = —A, = -{A + Ax) (4.56) 

e 

— 1 
A = A,= —A^ = Ax), (4.57) 

onde z éz são dados por (2.6) — (2.7).. 

A curvatma [21-22] é dada por: 

Ffj,u = [dfi -f Afi, dl, -4* Al,]. (4.58) 

Impondo a condição de que a cmvatura aplicada em uma função teste genérica 

í» seja nula, 

F^i,^ = 0, (4.59) 

obtemos: 

- d,A^ -f [A^, A^] = 0. (4.60) 

Expressando (4.60) em termos de A e A, temos: 

aÃ-ãA-h[A,Ã] = 0. (4.61) 

Os modelos de Toda admitem uma formulação de curvatura nula. Ou seja, 

suas equações de movimento são obtidas a partir de (4.61) com A e A dados por: 

A = Be~ (4.62) 

e 

Ã = - -dBB~\ (4.63) 

Ou seja, substituindo (4.62)-(4.63) em (4.61) obtemos (3.29) e, consequentemente, 

(3.27). Desejamos salientar, entretanto, que a forma dos potenciais (4.62)-(4.63) 
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não é única. Lembramos que em uma transformação de calibre, gerada por um 

elemento de grupo W, a curvatura transforma-se como: 

Fl, = WF^,W-\ (4.64) 

Portanto, 

{Ff^u = 0) {Fl^ = 0). (4.65) 

Consequentemente, a nova curvatura nula, escrita em termos do mesmo elemento 

de grupo B, implica nas mesmas equações de movimento. 

A equação (4.60) possui como solução: 

A = -dTT-^ (4.66) 

e 

Ã=-dTT-\ (4.67) 

O potencial é o que se chama de puro “gauge”. 

Vamos, agora, restringir nossa discussão ao caso no qual a álgebra relevante é 

a de Kac-Moody. Suponha que exista luna solução das equações de movimento, 

a qual denominaremos “vácuo”, tal que: 

B^ac e~ b;1 =e~ (4.68) 

e 

dB^acB~^ = kzC, (4.69) 

onde k é uma constante e C é o gerador de carga central. Substituindo (4.68)- 

(4.69) em (4.62)-(4.63), resulta em: 

Avac —£ ('^•70) 

e 

Ã^ac = - -kzC. (4.71) 

Substituindo (4.70)-(4.71) em (4.61), obtemos: 

= ^(7. (4.72) 

Comparando (4.66)-(4.67) com (4.70)-(4.71), vemos que: 

7o = Tyac = exp(-2 €“) exp(;z e"^). (4.73) 
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Suponha que existam duas transformações de calibre levando [23-24] de (4.70)- 

(4.71) a (4.62)-(4.63): 

onde g é lun elemento constante (ou seja, sem dependência em x e t) do grupo. 

Consequentemente [24] , 

mna combinação linear de geradores de grau (-1), etc. Similarmente com u(0), 

u(l), etc. Observe que tomar a hipótese de que existem duas transformações de 

calibre levando do vácuo a é equivalente a dizer que o elemento do grupo 

TqçTq^ possui uma decomposição de Gauss (3.4), conforme (4.80)-(4.82). 

Tomemos a equação (4.76) para 0“. Lembrando que B possui somente ger- 

adores de grau zero, utilizando (3.17) e tomando os termos de grau zero dos dois 

lados da equação, obtemos: 

A = e*.4,„(e*)-‘ - ae*(e±)-' (4.74) 

e 

A = -ae*(0*)-'. (4.75) 

Ou seja. 

B 6“ B“‘ = 0* £- (0*)-' - S0*(0*)-‘ (4.76) 

e 

- -ÕBB-^ = e^(- e+ -kzC){Q^)-^ - 

Note que reescrevendo (4.74)—(4.75) na forma: 

A^ = -ô^(0±To)(0±To)-', 

(4.77) 

(4.78) 

(4.79) 

=TogT^\ 

Suponha que 0^ são elementos do grupo na forma: 

(4.80) 

0- = (4.81) 

0+ = (4.82) 

onde í(0) indica uma combinação linear de geradores de grau zero, í(-l) indica 

0 = 0- (4.83) 
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Ou seja, 

34 

e*(o) = exp[F(2)], (4.84) 

onde F é um funcional arbitrário de grau zero. 

Tomando a equação (4.77) para 0“ e coletando os termos de grau (+1), 

obtemos: 

6+= 6+ (4.85) 

Ou seja, 

[í(0),e+] = lF(z),e+] = 0. (4.86) 

Devido à identidade de Jacobi, 

[^(z), €-) = 0. (4.87) 

Portanto, F(z) € Gq -(3.32)-(isto inclui o caso no qual F é dado em termos da 

carga central C). 

Tomando a equação (4.77) para O"*" e coletando os termos de grau zero, obte- 

mos: 

dBB-^ = kzC -h (4.88) 

Portanto, 

qv{o) _ B exp[—kzzC -t- G{z)], (4.89) 

onde G é um funcional arbitrário de grau zero. 

Tomando a equação (4.76) para 0"'' e coletando os termos de grau (-1), obte- 

mos: 

B G" B~^ = €" e~<^\ (4.90) 

Ou seja, utilizando (4.89) vemos que 

[G(z),e-] = 0. (4.91) 

Devido à identidade de Jacobi, 

lG(z), e+] = 0. (4.92) 

Portanto, G(z) € Gq (isto inclui o caso no qual G é dado em termos da carga 

central C). 

Tomando a equação (4.77) para 0“ e coletando os termos de grau zero, obte- 

mos: 
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dBB-^ = exp{F(l)}[í(-l), G+] exp{-F(z)} + kzC + aexp{F(2)} exp{-F(2)}, 

(4.93) 
onde utilizamos (4.84) 

Tomando a equação (4.76) para 0+ e coletando os termos de grau zero, obte- 

mos: 

0 = e’'(°^[u(l), (4.94) 

Substituindo (4.89) na equação anterior, resulta: 

B exp{G(z)}[í;(l), €“] exp{-G(2)}S“^ 

= dBB~^ — fczC-t- 5exp{G(2)}exp{—G(z)}. (4.95) 

Podemos escolher 

F{z) = G[z) = 0. (4.96) 

Verifiquemos quais as consequências desta escolha. Multiplicando a equação (4.93) 

por um elemento de Gq, que supomos diferente de D, e tomando o traço, obtemos: 

= Tr{[í(-1), e+]Gg} = Tr[í(-1), e+ Gg] = 0. (4.97) 

Multiplicando a equação (4.95) por mn elemento de Gq, que supomos diferente de 

D, e tomando o traço, obtemos: 

Tr\B-'dBCfi^ = Tr{|i>(l), £-]GS} = rrlo(l), 6" Gj] = 0. (4.98) 

Portanto, vemos que a escolha (4.96) corresponde a tomar os vínculos adicionais 

(3.36)-(3.37). 

Substitmndo (4.81)-(4.82), (4.84), (4.89) e (4.96) em (4.80), obtemos: 

__ g-í(-2)g-t(-l)^g-fczrCgt;(l)g4>(2)_ __ ^ TqqTqK (4.99) 

Considere representações de peso máximo da álgebra de Kac-Moody. Existem 

estados |A > e <A' | tais que: 

G+|A> = <A'|G_ = 0. (4.100) 

Considerando estados desta forma, a equação (4.99) resulta [24] em: 

< A'|Sexp(-fczzG)|A > = <A'[To^To-^lA > . (4.101) 

O lado esquerdo de (4.101) é mna função dos campos associados aos geradores de 

grau zero. O lado direito é uma função de z e z, conforme (4.73). A partir desta 

equação podem ser obtidas soluções explícitas para os modelos de Toda. 
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OPERADORES DE VÉRTICE 

Conforme vimos na seção anterior, as soluções para os campos da teoria, con- 

tidos em B, dependem de um elemento do grupo constante g (4.101). Escrevemos 

^ = expE(7), (4.102) 

onde 7 é o que se chama de parâmetro espectral. É possível escolher F(7) de tal 

modo [24] que 

[e*,í’(7)l=/*(7)í’(7). (4.103) 

onde são funções a serem determinadas em casos específicos. 

Relembramos uma importante fórmula: 

Se^S-^ = exp(SAS~'^), (4.104) 

onde S e A são elementos arbitrários do grupo e da álgebra, respectivamente. 

Calculemos: 

TqçTq^ = exp(—z e~) exp(z 6"^) exp[F(7)j exp(—^ e"*") exp(2 e~) 

= exp(—2 €“) exp{exp(z E'^)F('y) exp(-z €■*■)} exp(2 e“) 

= exp(-z 6“) exp{exp[2/'*'(7)]F(7)}exp(2 E~) 

= exp{exp(-2 €“) exp[l/+(7)]F(7) exp(z G“)} 

= exp{exp[-2/"(7)j exp[2/+(7)]F(7)}. (4.105) 

Definindo 

p = exp{-^/■(7)-t-^/+(7)}, (4.106) 

obtemos: 

T„sr„-‘ = exp{/,(7)F(7)}. (4.107) 

Temos, ainda, que se 

g = exp[Fi(7i)| exp[F2(72)j... exp[FAr(7^)j, (4.108) 

com 
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[e^,i^i(7i)] = /f(7i)i^i(7i), (4.109) 

então, 

TqçTq ^ = Toexp[Fi(7i)]To ^Toexp[F2(72)]ro ^Tq... exp[FTv(7Ar)]^o ^ 

= exp[/Ji(7i)Fi(7i)]exp[p2(72)^2(72)]-expK(7Ar)i^iv(7iv)], (4.110) 

onde 

Piili) = exp[-z/i (7f) + zf^iníi)]. (4.111) 

Se substituirmos (4.110) em (4.101), veremos que o cálculo depende, a princí- 

pio, de todas as potências dos Fi (l,Fj, F^,...). Portanto, além de (4.103), é con- 

veniente que os Fi satisfaçam a seguinte propriedade: 

(Fi)'^ = 0, (4.112) 

onde m é eilgmn inteiro. Nesta tese, analisaremos apenas casos nos quais a álgebra 

é Para estas álgebras, existem Fj tais que 

F^ = 0. (4.113) 

As equações (4.113) e (4.103) são características do que se chama na literatura de 

operadores de vértice [5,10,25]. 

Analisaremos três casos específicos. Em primeiro lugar, considere a gradação 

homogêna da álgebra de Kac-Moody [9,24-25]: 

Qhoniogênea ~ D. (4.114) 

Nos restringimos a A[^^ e escolhemos 

€+= (4.115) 

e 

(4.116) 

onde fP" são constantes arbitrárias. Observe que, conforme (3.2), ^■'■possui grau 

(-1-1) e 6~possm grau (-1). Sejam [25] 

OO 

F*(-y) = Y, EÍlr"- 
n=“00 

(4.117) 
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Então, normalizando 

= 2, (4.118) 

obtemos: 

[e+, F±(7)] = ±/í+v^7F^(7) (4.119) 

e 

[e‘. -F^Ít)] “ ±í<-s/27‘‘í*(7)- (4.120) 

Portanto, verificamos (4.103). Observe que é escrito como uma soma que 

contém geradores de todos os graus possíveis (-oo, oo). 

Definimos: 

J(n) ^ ^(n) (4.121) 

Consequentemente, 

|6<“»,6("‘>]=ní„+„,„a (4.122) 

A álgebra (4.122) é conhecida como álgebra do oscilador harmônico ou álgebra de 

Heisenberg. Definimos, ainda, 

P (4.123) 

A 
e 9 tal que 

[q,P] = iC. (4.124) 

Introduzimos o campo de Fubini-Veneziano [10,25]: 

^(7)4-iPln7+ è (^-125) 
n=—00,715^0 ' ' 

Definimos: 

n>0 

^ (7) = i J]] 
n<0 n 

(4.126) 

(4.127) 

=9 —i P ln7. (4.128) 
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A partir de (4.125)-(4.128) define-se o operador de vértice: 

=: exp[i(±a,)»>(7)) : 

= exp[i(±Qi)(í> (7)] exp[i(±Qi)»)<'’>(7)] exp[i(±ai)»)+(7)) 

= 7exp[i(±o:i)í^ (7)]exp[i(±o:i) 9] exp[(±o:i) P ln7] exp[i(±o:i)í^+(7)], (4.129) 

onde utilizamos a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff, que neste caso se reduz 

a: 

se{ [A,[A,B]]=[B,[A,B]]=0} ^ {e^e^ = (4.130) 

Comparando (4.115)-(4.116) e (4.121), vemos que: 

€+= (4.131) 

e 

G~= (4.132) 

Calculemos: 

[g+, = 

exp[i\/2^~(7)] exp[2\/^ q] exp[V^ p ln7] exp[í\/^^'''(7)]-f 

—p'^7exp[íV^ip (7)]^^^^ exp[z\/2 9] exp[V^ P ln7] ey:p[i^/2íp^{'y)] 

= p'^7exp[z\/2</3~(7)] 

. exp[zv^ 9] exp[\/2 P ln7] exp[zv^99'*'(7)] 

(4.133) 

Similarmente, 

(4.134) 
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[6+, (4.135) 

e 

(4.136) 

A compaxação de (4.119)-(4.120) com (4.133)-(4.136) sugere identificar F"^(7) com 
y(=‘'“i)(-y). Esta identificação é realmente válida para em geral, a menos da 

introdução de certos fatores em conhecidos como fatores de Klein [5,10]. 

Calculemos: 

exp[(±-\/2) p lu7] exp[í(±\/2) 9] = 7^ exp[i(±\/2) 9] exp[(±V5) P ln7] (4.137) 

e 

[z(±v^)¥?+(7),í(±\/2)(/? (u;)] =-2 ^ =21n^l--y (4.138) 
n>0 ^ \7/ \ 7/ 

Consequentemente, 

y(±ai)(^^y(±“i)^^„) = (7 — lü)^ : exp[z(±o:i)(/?(7) + í(±ai)(,o(i(;)] : . (4.139) 

Portanto, 

[l/(±“0(^)j2^0. (4.140) 

[5]: 

O fator de Klein Cq(p) depende somente de p e possui a seguinte propriedade 

C'a(P)l^“(7) = V“(7)Ca(P+a). (4.141) 

Consequentemente, 

C'«(P)l^“(7)C'a(í)V^“(7) = C'«(P)V^“(7)^“(7)C'a(P +«) = 0. (4.142) 

Portanto, o fator de Klein não modifica (4.140). Ou seja, verificamos (4.113). 

A gradação principal [9,24-25] da álgebra de Kac-Moody Ar^^ é definida por: 

^ /o\ fj{0)\ 
Qprincipal = (r + 1)D+ ^ j ’ (4'143) 

onde por Aj representamos os pesos fundamentais de A^ (conforme apêndice 

“Definições Algébricas ”). Nos restringimos a A^^^ de tal forma que 
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QprincipcU — 2Z) + ^ 

Escolhemos 

€+=í*+(4“> + í;í'> ) 

(4.144) 

(4.145) 

e-=fx-{E^X+E^a,'^)- (4-146) 

Observe que, coerentemente com a gradação (4.144), e^^possuem grau (±1). 

Sejam 

FHl) = E - Bit'’) + - (1/2)CT„,„1- (4-147) 
n=—oo 

Então, ^ 
1 

|€*,í'+Í7)1 = -2;/±7*'í'+(7) í (4.148) 

[€±,:í 

Portanto, verificamos (4.103). 

Definimos [25]: 

Consequentemente, 

Vemos que 

í{2n+l) _ p(n) , e;(7i+1) 

J^(2n+l)^^(2m+l)| ^ (2n + l)6n+m+l,oC. 

(4.149) 

6+= /i+6(0 

(4.150) 

(4.151) 

(4.152) 

Definimos: 

</5^(7) = 2 ( 
n>0 ^ 

jj{2n+l).y-{2n+l) \ 

2n + 1 ) 

(4.153) 

(4.154) 
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e 

¥> (7) = 2 r 
n<0 

^(2n+l)^-(2n+l) \ 

2n + 1 J 

Analogamente a (4.129), definimos os operadores de vértice: 

V^(7) = exp[±í^"(7)]exp[±v?+(7)] 

Consequentemente, 

[e*. V-^(7)] =-2/í*T*'V+(7) 

e 

[e^y-(7)] = 2,xW-(7). 

Portanto, comparando (4.148)-(4.149) a (4.157)-(4.158), vemos que 

Calculemos: 

=-4 V =-4 V -f-Y 
2n + 1 V 7 / \1 J 

n>0 ' ' ' n>0,impar ^ ^ 

Consequentemente, 

= 2 + ln 1 

= 21n 
/ 7-^;^ 

\7 + tü/ ' 

y+(7)y+(w) = ( ) exp[(/j (7) + <^ (w)]exp[(,o+(7)+ 92+(w)]. 
Y7 + w / 

Portanto, 

(4.155) 

(4.156) 

(4.157) 

(4.158) 

'^(7) - 

(4.159) 

(4.160) 

[v^{j)r=0 (4.161) 
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e, analogamente, 

[V-(7)]' = 0. (4.162) 

Ou seja, verificamos (4.113). Em geral, para o caso dos modelos de Toda abelianos 

associados a uma álgebra G, os operadores de vértice foram construídos em [31]. 

O terceiro caso do qual vamos tratar consiste de uma CTadação intermediária 

entre a homogênea e a principal. A mesma é dada para Ar por [25]: 

Qintermediária — vD-^- ^ ] 
1=2 a? 

Escolhemos: 

E 
i=2 

c?(o) j. 
1-■C'_(a2+...+ar) 

€-=At- / . ^-OLi ^ -^Q2 + ...+ar 
1=2 

Os auto estados de G^são dados por [25]: 

r—1 

FiÁi) = E E 
n=—oo p=0 

+“(p+i) ’ 

r—1 

í^i,í(7) = E 7-'” E 
n=—oo p=0 

(4.163) 

(4.164) 

(4.165) 

(4.166) 

(4.167) 

PnM = E E E 

r—1 oo r—6 

b=l n=—oo i=l 

, a(i+r-l-6) -r ^ -^-[Q(í4 
t=l 

(i+l)+---+“{i+r-i.)! ], 

onde (j=l,...,r), (a=l,...,r-l) e 

(4.168) 
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w = exp 
27TÍ 

Algumas propriedades importantes de w são: 

44 

(4.169) 

= 1 (4.170) 

e 

l + w + w^ + ... + w^-'^ = 0. (4.171) 

Os comutadores de €*com os vértices são dados por: 

[e+, Fij(7)] = -/í+'u;“^7Fij(7), (4.172) 

■^i,j(7)] = (4.173) 

Aj(7)] = M^'í^"^7Aj(7), (4.174) 

[e", Fij(7)] = n~w^'y-'^Fij{'y), (4.175) 

[e+, Fa,i(7)] = - l)7i"aj(7) (4.176) 

[e ,Faj{j)]=fi uP{w “-1)7 (4.177) 

A seguir, fornecemos importantes relações entre os vértices: 

Fi,r(7 =7 - PiA^y =7), (4.178) 

Fi,^(7 =7 u;"^) = Fij(7 =7), (4.179) 

FaAl =7 = FaAl =7), (4.180) 

e, se 7* = 7-^ 

^!j(7) = hi(l) (4-181) 

—o,(j—o)moduío r(7) j (4.182) 

com (a=l,...,r-l), (j=l,...,r). Na última expressão, por módulo r entende-se que 

(0) módulo r = r, (-1) módulo r = (r-1), etc. 
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Definimos [25]: 

e, para (a=l,...,r-l), 

(r - 1) 

2 r + 1 
6n,0C 

■^(a+nr) / -> “(t+i)+“(«+2)+—+‘^(t+o) / v -[Q(í+i)+a(i+2)+—+“(i+r-a)l 
1=1 i=l 

Consequentemente, 

[^(o+nr)’ (^(b+mr))1 = (u + nr)Sn,m^a,b, 

e 

[4(0) 4(“) 1 = 0 

onde 

(aÍ^) \t _ a(^-‘>) 
^•^(b+mr)/ ■^(—b—mr) 

( aW "ít = 4(0) 

Vemos que 

Definimos [25]: 

€"= AÍr- 
^(r-l-r) fi A 

(r-l) 
(-1) • 

n=l 

(4.183) 

(4.184) 

(4.185) 

(4.186) 

(4.187) 

(4.188) 

(4.189) 

(4.190) 

(4.191) 

(4.192) 

(4.193) 

e, para (a=l,...,r-l), 
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°° / >4^“^ ^a+nr\ 

n=0 

Definimos, ainda, 

a + nr 

g = (gi,0(r_i)) 

(4.194) 

(4.195) 

(4.196) 

(4.197) 

(4.198) 

P= iPl,0(r-l))- (4.199) 

Por O(r-i) entende-se o vetor de (r-1) componentes iguais a zero. As variáveis qi 

e pi obedecem à relação: 

[Qi,Pi] = iC. 

Os operadores de vértice são definidos por: 

(4.200) 

V(“^(7) = exp[za*.Q‘'’(7)] exp[io:.g] exp[o!.pln7] exp[zo:.(5 (7)], (4.201) 

onde 

e, para (a=l,...,r-l) 

Qi = {VrTÍ,I(r-i)), (4.202) 

Qí(o+i) = (0,tü^“ ^^(lü — l),t(;^^“ — 1), ...,ií;^’' ^^(10’' ^ — 1)). (4.203) 

Por I(r-i) entende-se o vetor de (r-1) componentes iguais a 1. 

Verifica-se que os operadores de vértice V“ obedecem às mesmas relações de 

comutação (4.172)-(4.177) dos operadores F. A identificação é a que se segue: 
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/ :^i,r 

Fi,2 

\ ^l.r-1 

( ^1.1 
Fi,2 

\ Fl,r-1 

( -Ps,3 

■^3,4 

y(ai+Q2) 

y(aj+Q2+a3) 

/ 

A,2 

y(-ai) 

y(-ai-Q2) 

y(-ai-a2-a3) 

\ 

y(ai+a2+...+Qr) y ^ Fi r-1 —*■ 

y(“2) y ^2,2 y(o2+a3) 

-...-ar) 
/ 

y(“3) ’2,3 

/ V F2,,_i 
y (02+03+0:4) \ 
y (03+04+05) 

y(03+O4) 

y(Or-l+Or) ^ 

^ F^r-l y(or_2+o:r-l+ar) ^ 

Fr-l,r-1 ^ y(02+03+...+0.) ) , 

/ -^r-3,r 

Fr-3,1 

{F,,r y(-02-03-...-o.) 

/ Fr- r—2,r 

2,1 

\ r—3>r—4 
y(-02-03) 

y(-03-04) Fr-1,1 

y(-02-03-04) \ 

y(-03-04-05) 

y(—Or-2—Or-1—Qr) y 

V(-02) \ 

V^(-03) 

V F,_2.._3 ^ y Fr-l,r-2 

Pode-se demonstrar que [25]: 

V(«)(^)y{“)(í;) 

y(-“r) y 

(q(1))2+ c,(l+a)(£^(l+o)). 
0 = 1 

/n (i--u;-p 
p=i V 7 , 

(od))2+ 52 u,pQj^(l+o)(Q,(l+a)). 
0=1 

(4.204) 
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Quando 7 = w, l-{'j/v) —> 0. Mas, como 

então, 

r E 

Q(l+a)(Q;(l+“))* 

r 
>0, (4.205) 

[y(“)(7)]2 = 0. (4.206) 

Portanto, verifica-se (4.113). 

SÓLITONS 

Nesta seção discutiremos alguns conceitos básicos associados a sólitons [16,21]. 

Nos restringimos a 1-t-l dimensões (t e x). Considere a equação de onda: 

Qualquer função da forma f(x±cí) é uma solução. Além disso, a equação é linear. 

Ou seja, dadas duas soluções, a soma também é solução. Portanto, uma função 

da forma 

f{x — ct)= J dk[ai{k) cos{kx — wt) + ã2{k) sin(fcx — wt)] (4.208) 

é solução [16]. Ou seja,ondas planas, sin(kx-wt) e cos(kx-wt), formam mn conjunto 

completo de soluções para (4.207). A velocidade de fase é dada por: 

w 
“^fase ~ ~ ^ 

e a velocidade de grupo por: 

dw 

~dk^^’ 

Ou seja, todos os modos de Fourier possuem a mesma velocidade, que por sua vez 

é igual à velocidade de grupo. Portanto, verificam-se as seguintes propriedades: 

a) Tomando a função f como localizada, ou seja, diferente de zero somente em 

uma região finita do espaço, é possível construir mn pacote de onda localizado 

que se mova sem sofrer distorção; 

b) Tomando dois pacotes de onda localizados, fi(a: — ct) e f2(x -i- ct), a soma 

dada por f3(a:, í)=fi(x — ct) + f2{x + ct) também é solução. Quando t tende a 

(-00), os dois pacotes estão separados e se aproximando. Em mn tempo finito eles 

colidem. Quando t tende a (-I-00), estão novamente separados e se afastando. Ou 

seja, depois da colisão os dois pacotes mantém suas formas originais. 

(4.210) 

(4.209) 
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Estas notáveis propriedades estão associadas ao fato de que a equação de onda 

é linear e sem dispersão. 

Consideremos, agora, a equação de Klein-Gordon, obtida a partir de (4.207) 

adicionando-se um termo de massa: 

Note que a equação é linear e ondas planas continuam a ser solução. Entretanto, 

neste caso, o sistema possui uma relação de dispersão não trivial: 

[ií;(A:)]2 = -h m^c\ (4.212) 

Isto implica que a velocidade de fase. 

(4.213) 

não é a mesma para todos os modos de Fourier. Portanto, qualquer pacote de 

onda inicialmente localizado sofre mna distorção à medida que o tempo passa. 

Consequentemente, as propriedades (a) e (b) foram perdidas. Dizemos que o novo 

termo incluído em (4.211) é mn termo dispersivo. 

Da mesma forma, adicionando-se a (4.207) um termo não linear, 

verifica-se que as propriedades (a) e (b) não são mantidas. 

Entretanto, em alguns casos, é possível adicionar termos dos dois tipos, não 

lineares e dispersivos, de modo a que as equações resultantes possuam soluções 

com as propriedades (a) e (b). De um modo geral, os nomes sólitons ou ondas 

solitárias são atribuídos a estas soluções. Salientamos que, na literatura [16], as 

definições precisas destes nomes variam de autor para autor. 

Daremos, a seguir, uma definição mais precisa [16] dos nomes sólitons e ondas 

solitárias. Considere um sistema de equações diferenciais não lineares determi- 

nando a dinâmica de um conjunto de campos, possuindo uma densidade de energia 

e(x, í). A energia é dada por: 

(4.215) 

A energia deve ser finita e possuir mn limite inferior que pode ser ajustado de 

modo a que seja zero. Uma solução é denominada localizada se a integral de 

e(x, t) em uma região finita do espaço, em qualquer instante t, é finita e e{x, t) vai 

a zero quando x tende a (±oo). Se estas condições forem satisfeitas, uma solução 

das equações de movimento será denominada uma onda solitária se [16]: 
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e(x, t) = e{x - vt). (4.216) 

Em particular, qualquer função estática, ou seja, sem dependência temporal, sat- 

isfazendo as condições anteriores, é mna onda solitária. 

Considere um conjunto de ondas solitárias, cada uma com uma densidade 

de energia Eq\x — Considere, ainda, que existam outras soluções deste 

sistema de equações, de tal modo que a densidade de energia associada seja e{x, t). 

Suponha que 

N 

lim e{x,t) =y^ £n^(a: — (4.217) 
í—*—oo 

N 

^lim e{x,t) ~ ~ (4.218) 

onde e são constantes e N é arbitrário. Então, neste caso,as ondas solitárias 

são denominadas sólitons [16]. Consequentemente, as soluções associadas a £(x,t) 

são denominadas N-sólitons e representam o espalhamento de N sólitons. Observe 

que a exigência de que N seja arbitrário impbca que deve-se encontrar a função 

que represente o espalhamento de um número arbitrário de ondas solitárias satis- 

fazendo (4.217)-(4.218). Logicamente, tal tarefa não é trivial. 

Uma característica importante dos sólitons é a de que os mesmos podem ser 

interpretados como partículas extendidas. Isto se deve ao fato usual de possuírem, 

em teorias relativísticas, energia e momento da forma (c=l); 

e 

D 

7T^’ 

onde V é a. velocidade e M é interpretado como a massa do sóbton. 

Passemos, agora, ao conceito de sóliton topológico. Como exemplo, tomamos 

o modelo de sine-Gordon, dado pela lagrangeana [16]: 

+ (cos(^- 1). (4.221) 

As soluções da equação de movimento devem ser de tal forma que no Umite x—> 

(±oo) o campo (f> assmna um valor que minimize o potencial em (4.221). Portanto, 

0(±oo) = 2N7T, (4.222) 
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onde N é nm inteiro. Define-se a corrente topológica: 

(4.223) 
ZTT 

Esta corrente é trivialmente conservada; 

- d,dt)(j> = 0. (4.224) 
ZTT 27T 

Salientamos que a corrente topológica não é originária do teorema de Noether. A 

carga topológica é dada por: 

1 r+°° 1 r -+00 Q J 
dx—(l>=—\(f){t,(Xi)-(j){t,-(x>)]. (4.225) 

27t‘ 

Uma consequência importante da existência da carga topológica é que configu- 

rações de campo que em um determinado instante possuam lun determinado valor 

de QItop somente podem sofrer decaimentos ou excitações para configurações com 

o mesmo valor de Qtop- Ou seja, as soluções são divididas em setores que não se 

interseccionam. 

A equação de sine-Gordon, 

^20 

^2 ôx2 
-I- sin0 = 0, 

possm a solução de 1-sóliton estática na forma [16] 

(4.226) 

= 4arctanexp(x — so)) (4.227) 

com carga topológica 

Qfop = 1. (4.228) 

Similarmente, a solução dada por: 

(f)j^ = —4arctanexp(x — xq) (4.229) 

é chamada de anti-sóliton [16] e possui carga topológica 

Qtop = ~1- (4-230) 

Além das soluções sóliton e anti-sóliton, existem as soluções de N-sóliton [16]. 

A solução 

sinh(uí/\/l — 1)2) 

V cosh(x / y/l — 1)2) 
05^(x,í) = 4arctan (4.231) 
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corresponde ao espalhamento de um sóliton e um anti-sóliton. Por exemplo, no 

limite t—► oo, 

onde 

Í1 — 
A=^ ^In^ (4.233) 

V 

é conhecido como “atraso temporal”. O espalhamento sóliton-sóliton é dado por; 

/ usinh(x/Vl — 1)2) \ 
= (4.234) 

Voltaremos a abordar o modelo de sine-Gordon no próximo capítulo, sob um outro 

ponto de vista. 



Capítulo 5 

OS MODELOS DE 

SINE-GORDON E 

LUND-REGGE 

o MODELO DE SINE-GORDON 

Considere a álgebra Seja o operador de gradação dado por (4.144) 

Q = 2D + (5.1) 

e e^dados por (4.145)-(4.146) 

e*= M {eZ + fig,?) . (5.2) 

Trabalhamos com a normalização (4.118) 

al = 2. (5.3) 

Os geradores de grau zero são dados por D,C}. Portanto, parametrizamos 

o elemento de grupo B como: 

B — exp{(ph^^^ + uC + r]D}. (5.4) 

Observe que este é um modelo de Toda abeliano, pois B contém somente geradores 

que comutam entre si. Os potenciais de calibre, (4.62)-(4.63) são dados por: 

(5.5) 

A = -filEÍ°l + - a^C - ar/D, (5.6) 

onde escolhemos em (4.145)-(4.146) 

/i“ = = // > 0. (5.7) 

A condição de curvatura nula (4.61) implica que: 

53 
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ddr) = 0, (5.8) 

ddu = ^ (5.9) 

— /;2/'í,-2v5 _ dd^ = /x2(e )• 

Considere a transformação conforme dada por z—> f{z) e z 

f são funções analíticas. Então, 

dz 

(5.10) 

/(z), onde f e 

(5.11) 

Suponha que os campos se transformem por: 

exp|^(z,5)] [/(z)]-l|7(z)]“íexp[¥>i:/,7)l, 

(5.12) 

(5.13) 

exp[?;(2,2)]-< 1/tz)] ^[/(z)] exp|i)(/,/)] (5.14) 

exp[i^(z,2)) [/tz)l*[/tz))*exp|i/t/,/)], (5.15) 

onde 6 e 6 são constantes arbitrárias.Substituindo (5.11)-(5.15) em (5.8)-(5.10), 

obtemos: 

s 3 , 2 ro ' 1 
exp[2vj-i)] 

(5.16) 

(5.17) 

d d 
í'^{exp[-2¥>] - expp^o'-1)]}. (5.18) 

Portanto, as equações de movimento são invariantes por mna transformação con- 

forme, dado que os campos se transformem na forma (5.13)-(5.15). 

Calculemos a ação. Como não estamos impondo vínculos adicionais, então, 

em (3.76) 
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A equação (3.81) se reduz a: 

(5.19) 

Sefetivo — Swznw{B) + — J(fxTr[e^ B G B ^], (5.20) 

onde tomamos k> 0. Como B é abeliano, o termo topológico de em (3.39) 

é igual a zero, pois trata-se de uma comutador (2.22) Logo, utilizando as relações 

para a forma traço descritas no apêndice “Definições Algébricas”, obtemos 

SwznwÍB) = [ d'^xTr[B ^ÕBB ^ÕB] = [ d'^x[2dipd(p+di>dr]+di>dT]]. 
47t y J 

(5.21) 

O segimdo termo em (5.20) é igual a: 

^ J d'^x[e-^^ + e‘^^-^]. 

Portanto, a densidade de lagrangeana é dada por; 

(5.22) 

L =-^\2dipd(p + dudTj + dudT]] + ^^[e + ''j. (5.23) 
4tt 2n 

As equações de Euler-Lagrange para um campo genérico ^ são dadas por: 

~im)’ 

o que, combinado com (5.23), resulta em (5.8)-(5.10). 

O momento canônico associado a inn campo genérico ^ é dado por: 

= 

Portanto, a partir de (5.23), obtemos; 

6L 

(5(W 

k 

K = -^d.ri 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

n, = -Aa.. (5.28) 

Por (4.56)-(4.57), 
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A:, = A-A. (5.29) 

Conforme (4.65), as equações de movimento são invariantes por uma transfor- 

mação de calibre. Portanto, verificaremos a integrabilidade do modelo através de 

um potencial de calibre transformado: 

A^= B~^A:,B2 

= B^ G" + S-2 G+ B-2 + {dt - 9x)B2B"2 - da:B--^B^ 

= B^ e~ B--2+B--2 B^+dtB^B~^, (5.30) 

onde utilizamos o fato de que B é abeliano. Portanto, 

A,' = E® J - ^ |n^A<">+2n„D+2n,C. 

(5.31) 

Utilizaremos os colchetes de Poisson canônicos, dados para um campo genérico 

^ e seu momento conjugado 11^, por: 

== 6{y - z) (5.32) 

e 

{^{y,t),^{z,t)} = {IIí,(y,í),nM,(z,í)} = 0. (5.33) 

Temos que: 

|>l:r'(y)í) ® ^i'(2:,í)| = ~^^(y ~ ® -f) - <S) 

-e^-2 (8) (g) 

-e^-^ [E% (8) e'^-^ <^C] + e^~2 0 C]}, (5.34) 

onde 

(t(Ai ® Bi)...{An (8 Bn) = (Bi 8 Ai)...(B„ 8 An). 

Nesta última relação, {Ai, Bi) são elementos arbitrários da álgebra. 

(5.35) 
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Definindo-se 

r = -^[C+-C-l, (5.36) 

com 

C- =f; +(Efi, ± {[b£1 ® 4«'i} 
m=l m—1 

(5.37) 
e 

C~ = aC+, (5.38) 

verifica-se que a relação (4.32) associada à integrabilidade do sistema é satisfeita: 

t) ® A^\z, í)I = K Ax{y,í) O / + 7 (g) A^\z,í)] 6{y - z). (5.39) 

Antes de obtermos uma solução do modelo, é conveniente discutirmos mna 

peculiariedade do campo rj. Conforme (4.97)-(4.98), dado que exista lun gerador 

em B que comute com o método de “dressing” com as escolhas (4.96) fornecerá 

soluções que respeitem necessariamente os vínculos adicionais (3.36)-(3.37). Em 

qualquer modelo existe pelo menos uma direção na qual isto ocorre. Esta direção 

é dada pela carga central C. Portanto, necessariamente, 

Tr[B-'^dBC] = dri = 0 (5.40) 

e 

Tr[dBB-^C] = drj = 0. (5.41) 

As equações (5.40)-(5.41) são compatíveis com a escolha que fazemos: 

r) = 0. (5.42) 

Observe que esta escolha quebra a invariância conforme. 

Portanto, 

B = exp{(fh^^^ -I- i>C). 

Uma solução de vácuo da forma (4.70)-(4.71) existe e é dada por: 

(5.43) 

e 

^vac ^ (5.44) 
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^vac = (5.45) 

conforme (5.8)-(5.10). Portanto, na equação (4.101), 

k = (5.46) 

Utilizaremos a equação (4.101). Como o sistema possui dois graus de liberdade 

(cp e u), necessitaremos de duas equações. Escolhemos estados da forma (4.100) 

dados por |Ao), |Ai) e os seus duais <Aq| e <Ai|, onde Aq e Ai são os pesos 

fundamentais da álgebra Ou seja, 

(Ao|5exp(-/x2z2C)|Ao) = (Ao|To^ro-'|Ao) (5.47) 

e 

(Ai|Bexp(-/i2zzC)|Ai) = (Aa|TopTo-'|Ai). (5.48) 

Utilizando (5.43) e as propriedades das representações das álgebras discutidas 

no apêndice “Definições Algébricas”, obtemos: 

(Ao|B exp(—/i^zzC')|Ao) = exp(i^ — p^zz) (5.49) 

e 

(Ai|B exp(—/i^zzC')|Ai) = exp(<^ + u — p^zz). (5.50) 

Resta-nos escolher o elemento constante g que aparece em (5.47)-(5.48). Escolhe- 

mos: 

g = exp[oF^(7)], (5.51) 

onde F"‘"(7) é dado por (4.147), 7 > 0 e a é uma constante. Conforme (4.103), 

(4.106)-(4.107) e (4.148)-(4.149), 

T„9T„-' = exp [ap* (7) (7)], (5.52) 

onde 

= exp(±2/iZ7“^ =F 2/^27). (5.53) 

Conforme (4.161)-(4.162), o quadrado do operador de vértice é igual a zero, logo, 

TogTõ' = 1 + ap±(7)F±(7). (5.54) 

Devemos substituir a expressão anterior em (5.47)-(5.48) e calcular os “elementos 

de matriz”. Todos os cálculos desta forma são apresentados no apêndice “Cálculo 

dos elementos de matriz”. Aqui, apresentamos os resultados: 
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(Ao|To5To-'|Ao) = 1 - 
ap^{'y) 

(5.55) 

(Ai|ropTo-^|Ai) = l + 

De (5.47)-(5.50) e (5.55)-(5.56), obtemos: 

ap^(7) 

exp(i/ - fjL^zz) = 1 ^ ' 

(5.56) 

(5.57) 

exp^ = 
2 + ap±(7) 

(5.58) 
2-ap^{'yY 

Portanto, obtivemos uma solução das equações de movimento. Note que a con- 

stante a é arbitrária. Logo, podemos parametrizar: 

a =-2íexp[=F2y//(7 ^-t-7)], 

onde Y é uma constante real. Substituímos em (5.57)-(5.58): 

exp{u — p^zz) = 1 -h í (7) 

(5.59) 

(5.60) 

exp^ = 

^3 . . 
(7) 

1 + * P (7) 

onde 

(5.61) 

(5.62) p (7) = exp[±2pí(7 ^ - 7) ± 2p(a: - Y)(7 ^ + 7)]- 

Lembramos que a razão entre um número e o seu complexo conjugado é dada por: 

a — i(3 re~*® 

a-\-i(3 ré i6 = e -2ie 

onde 

9 = arctan —. 
o: 

(5.63) 

(5.64) 

Comparando (5.63) com (5.61), vemos que: 

(f = —2íarctan[p (7)], (5.65) 
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a menos de um múltiplo de 2m. Definindo: 

^ = —i(p (5.66) 

e substitmndo em (5.10) com a condição (5.42), obtemos: 

dd (f sin(^) = 0. (5.67) 

Portanto, comparando (5.65) e (5.67) com (4.226)-(4.227) e (4.229), vemos que, 

a menos de redefinições apropriadas, justifica-se associarmos este modelo àquele 

conhecido na literatura como modelo de sine-Gordon [16]. Ou seja, a solução que 

obtivemos corresponde ao que se chama de 1-sóhton (1-anti-sóliton). Discutiremos 

as suas características. A partir de (5.61)-(5.62), obtemos, tomando os Umites 

X—♦ (±oo): 

[p (oo) oo] 

(-oo) 0] 

[p- (oo) ^ 0] 

. [P (-oo) ^ oo] 

[e*^^(oo) =-1] ^ 

K(-oo) = l] - 

[e'^"(oo) = l] 

[e'^"(-oo) =-1] 

[^+(00) = in] 

[í^+(-oo) = 0] 

[(^-(00) =0] 

[</?"( —00) = Z7t] 

(5.68) 

onde corresponde à solução com (p ). Note que os valores de são 

definidos a menos de 27rí. 

Definimos a corrente topológica: 

= —d^p. (5.69) 
27T 

A carga topológica correspondente é dada por: 

Q 
i   
TOP ~ 

- p^(t,-oo)) 

ítt 
(5.70) 

Portanto, 

Qtop = ±1> (5-71) 

onde Qxop corresponde às soluções Portanto, obtivemos as soluções 1-sóliton 

e 1-anti-sóliton. 

Podemos escrever, a partir de (5.61)-(5.62), 

yj"^(x,í) = <p^(x — uí), (5.72) 

onde 
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V = 
A^-1 

A^ + 1' 

0 tensor energia-momento é dado por: 

5(9^^) 6{df^u) à{df,T]) 

As definições (2.6)-(2.7) implicam que, para campos genéricos A e B, 

dAdB = ^ {g>^''d^Bd^A + e>^''d^Bd^A). 

Portanto, reescrevemos (5.23): 

i = -r 
+ \g^d^gd^v + ^ ’’] > 2^ í j ■ 27T 

onde os termos em e^'' se cancelam. Temos que 

Portanto, 

^ u0a _ = 

+ d^gd^v] - g^.L 
OTT ■' 

A energia é dada, considerando (5.42), por: 

E 
f. •*i-è 

díp 

dt 

fc/z^ 

27T 
(e2v= + e-^'^) )>. 

O momento é dado, considerando (5.42), por: 

'■jymn) 

De (5.10) vemos que se ip tende a uma constante em x—. (±oo), então: 

(5.73) 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 

(5.77) 

(5.78) 

(5.79) 

(5.80) 

(5.81) 

(5.82) 
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e^'^(±oo) = e ^“^(±00). (5.83) 

Para que a integral em (5.81) seja convergente, o integrando deve se anular para x 

tendendo a (±00). Mas, a condição (5.83) implica que isto não ocorre. Portanto, 

redefinimos, subtraindo a energia de ponto zero: 

7-00 \ StT 

Verifica-se que a solução (5.61) é tal que as seguintes equações de Backlund 

[16] são satisfeitas: 

d(f^ = ±Aí7"^ (e'^* - ) (5.85) 

e 

dip^ = if/i7(e'^* - e-'^*). (5.86) 

Portanto, 

= -/x^(e‘^* - e"'^^)2. (5.87) 

Substituindo (5.87) em (5.84) e somando e subtraindo esta última equação com 

(5.82), obtemos: 

e 

Ou seja. 

e 

E- [{dip^Y ~ dip^d(p^]dx 

k r°° — — 
E + P = — dif^dff^]dx. 

J_oQ 

(5.88) 

(5.89) 

(5.90) 

P 
k í°° 

dt dx 
(5.91) 

Sendo que a última igualdade em (5.91) decorre de (5.72). De (5.85)-(5.86), obte- 

mos: 
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(5.92) 

Substitiiíndo (5.92) em (5.90)-(5.91), obtemos: 

(5.93) 

e 

P=-^ 
7T 

(5.94) 

Estas expressões são válidas para Ou seja, apesar dos campos serem com- 

plexos, a energia e o momento são reais. Tendo em vista que estamos tomando 7 

e k como positivos, a energia é real e positiva. Observe que, de (5.73), obtemos: 

Substituindo em (5.93)-(5.94), obtemos as fórmulas relativísticas para a energia e 

o momento de uma partícula, (4.219)-(4.220), sendo que 

(5.96) 
7T 

O MODELO DE LUND-REGGE 

Considere a álgebra Seja o operador de gradação dado por (4.114) 

Q = D (5.97) 

e €"*'dados por (4.115)-(4.116) 

Trabalharemos com a normalização (4.118) 

(5.98) 

(5.99) 

Os geradores de grau zero são dados por D,C}. Parametrizamos 

o elemento de grupo B como: 
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/ o\ ffW \ 
B = exp(x-EÍ°]j) exp í v?— uC + r/DJ exp{ipE^^^), (5.100) 

onde Al é o peso fundamental associado à raiz ai e correspondem re- 

spectivamente à base de Chevalley e Weyl-Cartan, conforme o apêndice “Definições 

Algébricas O fato de tomarmos a direção ao invés de não acar- 

reta em nenhum problema, pois o conjunto também 

forma mna base para a subálgebra associada aos geradores de grau zero. Observe 

que este é mn modelo de Toda não abeliano, pois B contém geradores que não 

comutam entre si. 

Note que 

, 2Aii/(0) 

a 1 
= 0. 

Portanto, conforme (3.36)-(3.37), podemos tomar vínculos adicionais: 

2Aiií(°)' 
Tt 

Oii 
= 0 

(5.101) 

(5.102) 

Tr 
aí 

As equações (5.102)-(5.103) implicam que: 

= 0. (5.103) 

dif = 2ipdxe^^ (5.104) 

d(fi = 2xd'tpe'^. 

Definimos: 

xexp 
(I) 

(5.105) 

(5.106) 

5='0exp(|) . 

Substituindo (5.106)-(5.107) em (5.104)-(5.105), obtemos: 

(5.107) 

^^p = 
2il)dx 

A 
(5.108) 
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e 

d(f = 
2xdií 

(5.109) 

onde 

A = 1+ '0X • (5.110) 

Note que o fator A pode ser eventualmente nulo. Consequentemente, as equações 

de movimento, assim como os observáveis da teoria, contém singularidades. Por 

este motivo, denominamos este modelo “singular”. 

Os potenciais de calibre A e i4, (4.62)-(4.63), são dados por: 

A = + V2xE[-\^) - V2iPe^-^(EÍ-;^^ - xh^-'^ - X^B^~a])] (5.111) 

e 

Ã = -liH^ - (dx + x3<p)E‘^l - dvC -ãriD- - x!‘E^-l), (5.112) 

onde escolhemos em (4.115) — (4.116) 

fi = = /i > 0. (5.113) 

A condição de curvatura nula (4.61) e as equações (5.108)-(5.109) implicam que: 

ddrj = 0, 

ddu = fj,^e ’’(! + 2 ^x). 

(5.114) 

(5.115) 

^ l d xb\ 'd) d xd ib , 

^1 A +' ^2 +Ve-í»=0 
(5.116) 

(5.117) 

As equações (5.114)-(5.117) são invariantes por uma transformação conforme 

z—> f{z) e z —>■ f{z), onde (/, /) são funções analíticas, com a transformação dos 

campos dada na forma: 

X (z,z) ~^X (/)/)> (5.118) 
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í (2,2) (/,/), (5.119) 

exp[u{z,z)] [f{z)YÍf'{z)Yexp[u'{fJ)] (5.120) 

e 

exp[q{z,z)] [f'{z)]-^[J\z)]-^ exp[r)'{fj)], (5.121) 

onde as constantes (<5,6) são arbitrárias. 

Calculemos a ação. Como estamos impondo os vínculos adicionais (5.104)- 

(5.105), o campo <p não é dinâmico, pois é obtido integrando-se (5.108)-(5.109). 

Neste sentido dizemos que este campo é não local. Portanto, a lagrangeana não 

deve depender de <p. Reescrevemos (5.100) na seguinte forma: 

B = exp ^ exp(x E^^lj exp{uC + rjD) exp{^ E^°^) exp ^ . 

(5.122) 

onde utilizamos (4.104) e (5.106)-(5.107). Escolhemos, convenientemente, em 

(3.76): 

Logo, 

= exp 
V 2 af ;• 

(5.123) 

9o = exp(x exp[í/C + r)D] exp(í E^^). (5.124) 

A ação efetiva será obtida a partir de (3.81). Calculemos por partes. Em primeiro 

lugar, considere Swznw{9o)- Denominamos um dos termos como topológico e o 

outro como quadrático. Utilizaremos (2.21) com gi, hi e h2 dados, na ordem, 

pelas três exponenciais de (5.124). O termo topológico de (3.39) em L(gi), L(hi) 

e L(h2) é zero, pois cada mna das exponenciais é abeliana. Os termos quadráticos 

de L(gi) e L(h2) e os dois termos em (2.21) que envolvem (h2,hi) e (hi,^!) são 

nulos conforme as relações para a forma traço descritas no apêndice “Definições 

Algébricas”. Portanto, as únicas contribuições não nulas são dadas pelo termo 

quadrático de L(hi) e o termo de Polyakov-Wiegman envolvendo (hi,/i2,pi) : 

SwznwÍQo) = J d‘^x[dudr] -f drjdu + 2dxd ^]. (5.125) 

O segimdo termo que vêm de (3.81) é dado por: 

^ J £xTr[e-^gle~{gl)-'^] = ^ j dFxe~^{\ (5.126) 
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Paxa calcular o termo que vêm da integral funcional em (3.81), parametrizamos: 

Wq - Oq- 
aí 

(5.127) 

w - Wq = ao 
a 2 > 

onde (ao, ao) são dois funcionais arbitrários. Verifica-se que: 

TrlWodgligl)-'^] = -aoxdi, 

TrlWoigly^dglf] = -ão í 5 x, 

Tr[WoWo] = ^ 

(5.128) 

(5.129) 

(5.130) 

(5.131) 

Tr[WoglWo{gl) = aoao Q+ fe 

Somando (5.129)-(5.132), obtemos: 

(5.132) 

-ooxdip -ao 'ipdx +aoaoA = A ao - 
i)dx 

CLQ — 
AM”" A 

Substituímos (5.133) na integral funcional em (3.81), obtendo: 

^ f.2yxdxdi) ' a X- 

xd ip\ tpxdxd tp 

Ã ■ 

(5.133) 

exp 
IJ 

exp --Í (fxA üQ — 
'ipdx 

 7“ 

Definiremos uma nova ação efetiva, descartando nesta última expressão a in- 

tegral funcional, obtendo uma contribuição da expressão anterior na forma: 

-/ 27rJ 
j2^X dxdi> 
d CC . m (5.134) 
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Portanto, de (5.125)-(5.126) e (5.134), obtemos: 

Sefetivo = 
2dx9rp 

+ 

kfi^ 

27T 
J (fxe ''(1 + 2 ipx)- (5.135) 

As equações de Euler-Lagrange para (5.135) resultam em (5.114)-(5.117). 

De (5.135) obtemos os momentos canônicos: 

n, = -^3,.,, 

(5.136) 

(5.137) 

X 47t A 
(5.138) 

Definimos: 

n~ = 
k dx 

'!> 47T a 

r -2^- 2^J 

(5.139) 

(5.140) 

S2 = exp(- X -SiaJ. (5.141) 

Pelo mesmo argiunento que nos permitiu considerar (5.30), faremos transfor- 

mações de calibre em A^. A primeira será da forma: 

a; = 5iA,(5i)-' - a.5i(5i)-' (5.142) 

e, em seguida, 

A" = S2K{S2)-^ - d^S2{S2)-\ (5.143) 

Observe o fato de que as duas transformações não comutam. Temos que 

A" = ixe-2 (i/O) + ií(-O) _ ^V2e-i (x E^X+ J ^^7'))+ 
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y (njBÍ“>. + n;£g>) - ^n,c - + -^V5 (5 Hj+ 5 nj) 

(5.144) 

Utilizando os colchetes de Poisson canônicos, obtemos: 

^A!^{y,t) <S)A'^{z,t)^ = 6{y - z)[{I ® I) - a]{ 

‘^lie-2 [(^(1) + ^(-D) ® C] + [{x E^H- í EÍ~^^) ® C]+ 

47T 
^ s/2^e-i (£«, 0 Êi”>) + y “ (EÍT‘> ® -E™.)+ 

-y/ie-3 X (EÍ'l 0 Jí<“>) + y/*e"' í> (EÍ7‘> 0 H<">)+ 

- (f)' “ (t)' ® •»*“')}■ (5-145) 

Verifica-se que (5.145) satisfaz a relação (4.32) relativa à integrabilidade do sis- 

tema, sendo que a matriz r é a mesma do modelo de sine-Gordon (5.36): 

|yl"(í/,í) (g) A"(z,í)| = [r, A"(y,t) (g> I + I <8) A"(z,t)] ó(y - z). (5.146) 

Da mesma forma que no modelo de sine-Gordon (5.42), impomos que em nossa 

solução 

r/ = 0, (5.147) 

o que é compatível com (5.114). Observe que esta escolha quebra a invariância 

conforme. 

Portanto, 

/ 2A 7/^^) \ 
B = exp{xE-lj exp — -f- uCj exp(V’£^i°^). (5.148) 

Observe que B é parametrizado por (XjV’) 6 não (Xi'0)- 

Uma solução de vácuo da forma (4.70)-(4.71) existe e é dada por: 
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'^vac Xvac ^vac ^ (5.149) 

e 

í^vac = (5.150) 

conforme (5.115)-(5.117) e (5.108)-(5.109). Portanto, na equação (4.101), 

k = ^2. (5.151) 

Utilizaremos (4.101). Como estados da forma (4.100), escolhemos |Aq), |Ai), 

E^aJAl) e os seus duais (Aq|, (Ai| e (Ai|£?i°\ Observe que sendo ^ Go, então: 

G+[-EÍ°2JAi)] = G+Go|Ai) = {GqG+ + [G+,Go]}|Ai) 

= [G+,Go]|Ax) = G+|A:) = 0. (5.152) 

Vemos que na expressão (5.148) temos quatro graus de liberdade (x, ^)- 

Portanto, utilizaremos (4.101) quatro vezes: 

(Ao|Bexp(-/x^2zG)|Ao) = (Ao|ro5To"^|Ao), (5.153) 

(Ai|Bexp(-/i2zzG)|Ai) = (Ai|TopTo“^|Ai), (5.154) 

(Ai|Bexp(-,i2^zC)í;i"i.|A,> = (XilTogTo'EZM (5.155) 

e 

(A,|í;(“>Bexp(-p222C)|Ai) = (AilE^TosTo-^IAi). (5.156) 

Utilizando (5.148) e as propriedades das representações das álgebras dis- 

cutidas no apêndice “Definições Algébricas”, obtemos: 

(Ao|5 exp(—/i^z'zG)|Ao) = exp(i/ — /j^^zz), (5.157) 

(Ai|5exp [-pL^zzC) |Ai) = exp + ^ ~ fJ-^zz^ , (5.158) 

(AijBexp (^—ji^zzC) EÍ°2jAi) =■!/» exp(i/ — fjí^zz) (5.159) 

e 

(Ai|E^°^Bexp(-/i^22G)|Ai) =x exp(i/ - fi^zz). (5.160) 
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Resta-nos escolher o elemento constante g que aparece em (5.153)-(5.156). 

Escolhemos 

p = exp[aF~(7i)]exp[feF+(72)], (5.161) 

onde são dados por (4.117) e (71,72, a, b) são constantes complexas. Conforme 

(4.103), (4.110)-(4.111) e (4.119)-(4.120), 

TogTõ^ = exp[a/9iF"(7i)]exp[6p2F^(72)] 

e, conforme (4.140), o quadrado do operador de vértice é igual a zero, portanto, 

TogTõ^ = 1 + apiF“(7i) + + afcpiP2-P’“(7i)-P”^(72)> (5.162) 

onde 

Pi = exp ^//V^77^2 — py/2j{z^ (5.163) 

e 

P2 = exp pV^7j^2-h/íV^722^ . (5.164) 

Devemos substituir a expressão (5.162) em (5.153)-(5.156) e calcular os “ele- 

mentos de matriz”. Todos os cálculos desta forma são apresentados no apêndice 

“Cálculo dos elementos de matriz”. Aqui, apresentamos os resultados: 

(Ao|TopTo-'|Ao) = 1 + abp,p, (5.165) 
(1-72,1) 

(Ai|To9ro-'|A,) = 1 + aòpi/), (5.166) 
(1 - 72,l) 

(Ai|TopTo-'EÍ°2jAi) = Òp2 (5.167) 

e 

(A,|E(”>Tos7;->|Ai) = aft. (5.168) 

onde definimos 

72,1 = (5.169) 

Portanto, de (5.157)-(5.160) e (5.165)-(5.168), obtemos: 

exp(i/ - p'^zz) = 1-1- abpiP2, ,,, (5.170) 
(1 -72,1)^^ 
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exp (I + = 1 + 

rs> 
ip exp{u — fi^zz) = bp2 

(5.171) 

(5.172) 

X exp(i/ - pL^zz) = api. 

Definimos 

e obtemos: 

r = o6 
72,1 

(1 - 72,l)^ 

(5.173) 

(5.174) 

(5.175) 

(5.176) 

Como 7i e 72 são arbitrários, escolhemos de modo a obter uma solução en- 

contrada na literatura para este modelo [18]: 

<p i + 72,irpiP2 

“^2 l+Fftp, ’ 

¥2 

x= 

1 + TpiP2 

api 

7i = — exp(6 — ia) (5.178) 

72 = exp(6 -t- za), 

onde (a, ò) são reais. Portanto, 

72,1 = -exp(2za). 

Logo, 

r = 
ab 

4(cos a) 2' 

Como a e b são quaisquer, parametrizamos. 

(5.179) 

(5.180) 

(5.181) 

a = 2 COS a exp (2V2pY cos a cosh 6^ (5.182) 
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e 

b = 2 COS a exp ^—6 + ] ®xp (2y/2fjY cos a cosh , (5.183) 

onde 6 eY são constantes reais. 

Com as escolhas (5.178)-(5.179), reescrevemos (5.163)-(5.164) como: 

= exp(F + íG) (5.184) 

onde 

P2 = exp(F — íG), 

F{t, x) = 2\/2pL COS a{t sinh b — x cosh b) 

G{t,x) = 2-\/2/isina(—ícoshft + xsinhfe). 

Substituindo (5.180)-(5.187) em (5.175)-(5.177), obtemos: 

e 

~ i COS aexp[—z(0 + G)] 

coshF 

~ í cosõexp[i(0 + G)] 

^ cosh F 

(5.185) 

(5.186) 

(5.187) 

(5.188) 

(5.189) 

onde 

1 — exp(2ia) exp(2F) 

1 + exp(2F) 
(5.190) 

F{t,x)==F{t,x-Y). (5.191) 

Esta solução é a encontrada na hteratura para o modelo de Limd-Regge [18]. 

Façamos a análise da solução. Note que a ação (5.135) é invariante por mna 

transformação U(l) global: 

e** (5.192) 

e 

e-« X, (5.193) 

onde e é mna constante. Infinitesimalmente, 
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l + ieip (5.194) 

X^l-iex- (5.195) 

A corrente de Noether associada é dada por: 

6L 6 i 6L 6 X , s 
= -^ + 77T^.-r- (5-196) 

6{d^ <5(5m x) 

Reescrevemos (5.135) como: 

Sefetivo = J d^x id^x í x)| + 

k/j? 
J Sxe ''(1 + 2 ■0x). (5.197) 

Logo, 

A carga elétrica é dada por: 

(5.198) 

°° (^t X +^x X)-X (dt ip -^x V>)] 

c» A 

Xdip 

A =(-Í)l£ 
dx{díp — dip) 

-[(^(í, oo) - ip{t, -oo)], (5.199) 

onde utilizamos (5.108)-(5.109). Ou seja, as assintóticas de íp estão relacionadas 

à carga elétrica. As assintóticas de p dependem de F (5.186). Como estamos 

tomando /i > 0 e coshb é sempre > 0, o comportamento de p depende do sinal de 

cosa : 
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a) cosa > 0 

exp I (í, oo) = 1 ^ 2n+7TÍ (5.200) 

e 

exp    = - exp(2zÕ) — - 2ia — sinal(a)Í7T + 2n ttz, (5.201) 

onde são inteiros e sinal(x)=l se x >0 e -1 se x <0. A introdução da função 

sinal na expressão anterior é consistente pois exp(ÍTr) = exp(—ztt). A escolha que 

fizemos nos levará à expressão para a carga elétrica constante na literatura [18]. 

Logo, 

7T 
—sinal(a)— + a — 7t( n' (5.202) 

Com a substituição ã —> —a , (n"^ — n“) —> 0 e (—^) —> , obtemos a expressão 

de [18], onde os símbolos (a. A) correspondem à notação da referência citada. Ob- 

serve que como consequência deste resultado, a carga elétrica não é bem definida 

no limite õ —> 0, devido à presença da função sinal [18]. 

b) cosõ < 0 

exp ^ = — exp(2ía) —♦ = 2ia — sinal(a)Í7r + 2n'^m (5.203) 

Logo, 

exp   = 1 ^ = 2n-7n, 

Q = í—— j sinal(a)—— a — 7r(n'*'— n ) 

(5.204) 

(5.205) 

c) COS a = 0. Neste caso, a função F se anula. Portanto, 

exp O (5.206) 

para todo (t,x). Consequentemente, 

Q = 0. 

O tensor energia-momento correspondente a (5.197) é dado por: 

(5.207) 
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= -^{d^vd^T] + d>^T]d^v)+ 
OTT 

k ( g°‘^da ip d^x i’ 9^ X 

Stt 
+ 

k ( g°"^da X^ —^°^da x9^ ^ 

Stt 
- g^^L. (5.208) 

Tomando g = 0,considerando que {tp, x) vão a zero em (±oo) e subtraindo a 

energia de ponto zero, obtemos: 

E 
-IX: 

fj^O _|_ kfi^ 

2n 

= j cía:|-g^ ^ôxt/Í5xX+5tí/Í9tx)-^(2fe)|> (5.209) 

De (5.209)-(5.210), obtemos: 

°° {dx ‘ipdtX +9x X dt V>) 

oo A 

27tA 

(5.210) 

-L oo I ^ 7T 

e, similarmente, 

E + P 
-f Alt 7T 

Portanto, 

(5.211) 

(5.212) 

^=Ly\{-i) ip 7T 
(5.213) 
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P = / dx<  > . 
87t7_oo \ X ^1 

(5.214) 

A solução (5.188)-(5.190) obedece às seguintes relações (equações de Back- 

lund): 

= —/i\/2exp(—6 — ia) exp 

-p- fSJ 
U "Y r~ — _ ^ 

= ^v2 exp(6 — ia) exp — 

X 2 

(5.215) 

(5.216) 

•0X exp(za) 
cosa 

1 
(5.217) 

onde por w representamos qualquer uma das variáveis (t,x,z,z). Observe que a 

última equação implica que todas as derivadas de ea são proporcionais a . 

De (5.213)-(5.217), obtemos: 

kfjL^/Õ, 

^ 47r 
ixp(-ía) + e dx exp (5.218) 

kixy/2 

47T 
exp(-ía) - e ^j exp . (5.219) 

Conforme (5.200)-(5.201), (5.203)-(5.204) e (5.206) vemos que: 

^ fca\/2 
E = cosh b cos a 

7T 
(5.220) 

P = ^!^^sinh6|cosã|. (5.221) 
7T 

Observe que apesar dos campos serem complexos, tanto a energia quanto o mo- 

mento são reais. Além disso, a energia é positiva, pois estamos considerando k e 

yi positivos. 

Poderiamos definir uma velocidade associada à solução de duas formas. A 

primeira através de F(x-vt) (5.186): 
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vp = tghh. (5.222) 

A segunda, através de G(x-vt) (5.187): 

vq — cot ghb = vj}. (5.223) 

Note, entretanto que a energia e o momento não dependem de G (5.209)-(5.210), 

pois os produtos derp ex^ suas derivadas não dependem de G. Portanto, tomamos 

(5.222) como definição de velocidade. Logo, 

Vl-v^ = (5.224) 
coshò 

Consequentemente a energia e o momento são da forma (4.219)-(4.220), com M 

dado por: 

Por último, temos que 

7T 
cosa|. (5.225) 

lim ip= lim x= 0- 
2—*±0O I—>±00 

(5.226) 

Consequentemente, os campos x^ não possuem carga topológica. 



Capítulo 6 

O MODELO não 

ABELIANO SINGULAR 

CONFORME AFIM 

FORMULAÇÃO DO MODELO 

Considere a álgebra (para todas as definições algébricas consulte o apêndice 

“Definições Algébricas”). Seja o operador de gradação dado por (4.163): 

Q = tD+Y. 

e dados por (4.164)-(4.165), 

2Ai 

i=2 O? 
(6.1) 

€+= M E^S + 
\i=2 

Olr I ’ 

-1) 
a2 + ---+0:r I ’ 

(6.2) 

(6.3) 

.i=2 

onde escolhemos 

= /i > 0. (6.4) 

Os geradores de grau zero são {hf\ hi^\Eai, D}. 

Podemos tomar, alternativamente, •••) 1 Pois 

= 11 ^ E f . 
1 1 j=i 1 j=i 

(6.5) 

onde Kij representa a matriz de Cartan da álgebra de dimensão finita A^. Ou 

seja, não é uma combinação linear de, somente, /i2°\ ...,hr°\ Definimos: 

B = exp(xFÍ°^J.exp 
è + J^C + r)D 
i=2 aí 

exp{tpE^^^), (6.6) 

79 
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onde todos os campos são escalares de Lorentz. Observe que o modelo de Toda 

associado é não abeliano, pois B contém geradores que não comutam entre si. 

Note que: 

«1 
= 0. 

Portanto, podemos tomar os vínculos adicionais (3.36)-(3.37): 

(6.7) 

e 

Tr = 0 
aí 

(6.8) 

Tr 
aí 

= 0. 

Estes vínculos implicam que: 

dífi = ^exp((^i - (P2)dx 

d<Pi 
■(^) 

Xexp(v?i - <^2)^V’- 

Definimos: 

V>i 
X = xexpy 

~ (f. 
ip = ipexp — . 

Substituindo estas duas últimas expressões em (6.10)-(6.11), obtemos: 

ipdxe~‘^^ 
= (^) 

d^i = 
'r + 1\ 

onde 

A = 1 + - 
1 ír +l\ 

2\ r 
'tpxe ■<^2 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 
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Note que o fator A pode ser eventuaJmente nulo. Consequentemente, as equações 

de movimento, assim como os observáveis da teoria contém singularidades. Por 

este motivo, denominamos este modelo singular. 

Os potenciais de calibre A e A (4.62)-(4.63) são dados por: 

^ f- è £^-2.-02 + 

+^e‘f'+'’--'47ÍL+„, + (6.17) 

A = í* - 53 - [ x9<Pi +9x- Xd>P2 - E<^L+ 
1=2 

_ Qj,c _ Q^jj_ d(Pihf'> - 

i=2 i=2 

onde estamos normalizando, para (i=l,...,r). 

4 = 1- aj 

■r+^) ,<o,_ 

(6.18) 

(6.19) 

Na obtenção de (6.17)-(6.18), os resultados a seguir são úteis, (onde i=2,...,r): 

[A!”’, «££..+»,] =E = («i,2 + 
j=2 

+ar) (6.20) 

=53 iíí,í4tí..+..=hrE. 
j=i 

(-1) 
Ql + ...+Qr (6.21) 

pois 

2Ai.i7(°) 

^ V ^+1 y ^ ’ 

r-j + 1 

(6.22) 

(6.23) 
bi r + 1 

A condição de curvatura nula (4.61) associada aos potenciais (6.17)-(6.18) e 

aos vínculos (6.14)-(6.15) implica nas equações de movimento: 
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e 

ddr) = 0, 

ddv = ’’(e‘^2 _). 

“ipe ^'^^dxdip 
d I 1 + = 0, 

A2 

A J 

e, para i=(2,...,r), 

dd(f, -_(i±^) — í\ dxdtpe '^2 2 

A2 
/z e ‘P2+'Pr-V + 

(6.24) 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

+fF exp 

As equações (6.24)-(6.28) são invariautes por uma transformação conforme 

z—> f[z) ez—^ f(z), onde (/, /) são funções analíticas, com a transformação dos 

campos dada na forma: 

e, para (i=2,...,r), 

onde 

X{z,z) ^xXfJ), (6-29) 

^{z,z) ^ípXfJ), (6.30) 

exp[i/(z, z)] ^ {fXz)Y\f{z)]^ exp[uXfJ)], (6.31) 

exp[r}{z,z)] -> [fXz)Y'’[í{z)Y'' exp[vXfJ)] (6-32) 

exç[pi{z,z)\ [fXz)Y'[f{z)Y' exp[ifiXfJ)], (6.33) 

62 = 62 = 0, (6.34) 

63 = 63 = 1 (6.35) 
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e os outros (Sí,6í) (i=4,...,r) são obtidos através das seguintes relações de recor- 

rência: 

(5i_i - 2Si + Si+i = 1, [3 < í < (r - 1)] (6.36) 

e 

= [3<í<(r-l)]. 

Temos, ainda, que 

= Sr-l, 

(6.37) 

(6.38) 

6r,=ór-l (6.39) 

e os pesos (ó, S) são arbitrários. 

Calculemos a ação. Como estamos impondo os vínculos adicionais (6.8)-(6.9), 

o campo ipi não é dinâmico, pois é obtido integrando-se (6.14)-(6.15). Neste 

sentido, dizemos que este campo é não local. Portanto, a lagrangeana não deve 

depender de Reescrevemos B (6.6) na forma: 

Escolhemos em (3.76): 

Logo, 

= exp 
V 2 a? ;• 

(6.41) 

ffo = exp(xEÍ°l)exp ^ + iyC + r^Dj exp(ipEÍ°J). (6.42) 

A ação efetiva será obtida a partir de (3.81). Calculemos por partes. Em 

primeiro lugar, considere ^wzNw(gi) • Denominaremos um dos termos como 

topológico e o outro como quadrático. Utilizemos (2.21) com gi,hi e dados, 

na ordem, pelas três exponenciais de (6.42). O termo topológico de (3.39) em 

L(gi), L(hi) e L(h2) é zero, pois cada uma das exponenciais é abeliana. Os termos 

quadráticos de L(gi), L(h2) e os dois termos em (2.21) que envolvem (h2,hi) e 

(hi,^i) são nulos, conforme as relações para a forma traço descritas no apêndice 

“Definições Algébricas”. Portanto, as únicas contribuições não nulas são dadas 

pelo termo quadrático de L(hj) e pelo termo de Polyakov-Wiegman envolvendo 

(hi,/i2,5i) : 
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SwznwÍQo) = j ‘^^dxdi))+ 

(è + dridu^ , (6.43) 

onde T}i j representa a matriz de Cartan simetrizada da álgebra de dimensão finita 

Ar, conforme apresentado no apêndice “Definições Algébricas”. O segimdo termo 

que vêm de (3.81) é dado por: 

^ J £xTr[e+gle-{gl)-^] = 

ju 2 A ^^ 
~ / + e'^-"^(e^2 + ^x)]- (6.44) 

^ •' 1=3 

Para calcular o termo que vêm da integral funcional em (3.81), parametrizamos 

Wq ^Wq como em (5.127)-(5.128). Verifica-se que: 

Tr[Woasí(9Í)-'l = -aoxe-^drp, (6.45) 

TrlWo(g>)-'dgl] = -TU>i,e~^d% 

Tr\W,Wo] = (;:^) aoao 

Tr[WQgíWo{gl) = üqüq 
r -f 1 

+ Í)Xe ~'Pi 

Somamos as quatro últimas equações e as escrevemos na forma: 

(6.46) 

(6.47) 

(6.48) 

( 2r A \ / ^ (- x9'tpe. '^2 

r"isrj r^isT 

■0Xe ‘^'^^dxdip 

(m) 
(6.49) 

Substituímos (6.49) em (3.81) e redefinimos a ação, obtendo, a menos de uma 
integral funcional, a contribuição 

ÍÍ^\ f ^‘^^dxdrp 
27rJ\2rjJ A 

(6.50) 
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Portanto, de (6.43)-(6.44) e (6.50), obtemos: 

85 

^efetivo 
An 

í (fx{ ^2 + dudr] + dridu+ 

i,j=2 

2e ^^dxdtp _ 2^2 
^exp 

E i-Kijfi) 
Li=2 Li=2 

Podemos reescrever esta ação como: 

+ e'^’" ^ + ipx) 

Sefetivo = -^ / è + 
»J=2 

1 , 1 g-V’2 ~ ~ 

-2[F ®^P ( 

.1=2 \j=2 

onde estamos utilizando a convenção 

9^ = -p'' = 1 

eOi = _eio ^ i_ 

As equações de Euler-Lagrange para (6.52) resultam em (6.24)-(6.28). 

De (6.52) obtemos os momentos canônicos: 

n„ = -|a,,. 

n, = -£a... 

^ k e 

n.7. = 
k e '^‘^dx 

'f’ An A 

(6.51) 

(6.52) 

(6.53) 

(6.54) 

(6.55) 

(6.56) 

(6.57) 

(6.58) 

e, para (k=2,...,r). 
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= --^'nkA^i 

Definimos: 

C J V^i2Ai./í(0) T]^ v^<^i^(0)l Si-exp|--— 

S2 = exp(-j£Í;í°i,) 

(6.59) 

(6.60) 

(6.61) 

e 

5a = exp • (6.62) 

As equações de movimento são invariantes por uma transformação de calibre, 

conforme (4.65). Portanto, verificaremos a integrabilidade do modelo através de 

um potencial de calibre transformado. Efetuaremos três transformações de calibre 

em Ai. A primeira será da forma 

a; = 5iA,(5i)-' - d,SÃSi)-\ (6.63) 

a segunda 

e, por liltimo. 

Aí = S2.4US2)-' - aA(Si)-^ 

A” = S3^'(Ss)-‘-8,53(53)-'. 

Observe que as transformações não comutam. 

Obtemos: 

^ ~T í“ ^ 
i=i V i=i 

(6.64) 

(6.65) 

+fie 2 “2( '{E, 0:2+—-t-a, + E' (1) 
-[a2+...-|-Qr, )+ 

l,k=l 

27r/r+lV~ ./2Ai./f(0)\ 

onde 

(6.66) 
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^ij — -^l+lj+l) (1 — hj ^ ^ 1)> 

Vi,j = Vi+i,j+iÁ^ < iJ < r - l), 

ou seja, 

K{r) = K{r - 1) 

e 

Tj{r) = r}{r - 1). 

Temos que: 

(6.67) 

(6.68) 

(6.69) 

(6.70) 

|A"'(y,í) (g) A"'(z,í)| = 6{y - z)[{I <8) I) - a] { 

2'KLI £r_22 
——e 2 2 

4TÍ..+<., + xBÍ‘l.+...«,,)] + 

STT/Í X '■fiT V 
 —e 2 2 2 

k 
c® (. E, (-1) + E' (1) 

Or2+...+Q:r ' —(a2+...+0:r) )] 
+ 

27T/Z 
r—1 r—1 

-E 
1=1 j=i 

(0) 
a(t+l) ~ —a(i+l) i ^ •'t+l )®hf^^ + 

47T/Í ^2 I fr t? 
e 2 2 2 ,(-l) 

ai+...+ar 0 Bit)+ «£<»')■ + 

27TU ¥»r V 
 í-e 2 2 (í 

r—1 

+ xEÍ'(t+...+».)) ® E (í"')'.-*'*. 
Í=1 

(0) 
7+1 + 

27T/7 
(^)e+-i 

2Ai.if(°) 

ai 
+ 

27TU V>2 I V>r T? 
 l_e 2^2 2 (£^ÜUa,+í;i't+...+..)) ® E [(í'")u + R"')'.-'] 

7=1 
‘■7+1 + 
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87t2 

A;2 

2X1.H(°y 

aí 
+ 

87t2 

’ A;2 

V?9 
e 2 

Í=1 

(0) 
i+1 }, (6.71) 

onde cr foi definido em (5.35). Verifica-se que (6.71) satisfaz a relação (4.32) 

relativa à integrabilidade do sistema: 

|<(y, i) ® A’:(z, t) I = [r, t) 01 +10 A';(z, t)] 6(y - z), (6.72) 

onde a matriz r é a generalização da matriz r dos modelos de sine-Gordon e Lund- 

Regge -(5.36)-: 

QtT 
r = |C+ - C-], (6.73) 

sendo que 

2 1 2 

C" =E E (e' ® ftí-’) + i EI ® ■®-«) + 
m=la,6=l a>0 

e 

oo 2 

+ EE y 
m=loí>0 

(6.74) 

C~ = aC+. (6.75) 

A somatória indicada por (a > 0) representa uma soma sobre todas as raízes 

positivas. A demonstração de que a matriz r para este modelo é dada por (6.73) é 

dada no apêndice “Cálculo da matriz r clássica”. Salientamos que esta matriz já é 

conhecida na literatura e é a mesma matriz do modelo de Toda conforme abeliano 

afim [8]. 

Da mesma forma que no modelo de sine-Gordon e no modelo de Lund-Regge, 

impomos que em nossa solução: 

77 = 0, (6.76) 

o que é compatível com (6.24). Observe que esta escolha quebra a invariância 

conforme. 

Portanto, 
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B = exp{xE^\) exp 
2AiiíW wo) 

(/?i—~2—+ 
aí 

i=2 
exp(^£;^°)). (6.77) 

Observe que B é parametrizado por {x,'4>) e não {x,'^)- 

Uma solução de vácuo da forma (4.70)-(4.71) existe e é dada por: 

«/,    ,^vac     ,^vac   n 
Vvac Xvac ••• ¥^r ^ (6.78) 

^vac — ZZy 

conforme (6.24)-(6.28) e (6.14)-(6.15). Portanto, na equação (4.101), 

(6.79) 

k = (6.80) 

Utilizaremos (4.101). Como estados da forma (4.100), tomamos |Aq) ,..., |Ar), 

eL°qJAi) e os seus duais (AqI, ..., (A^l, (Ai|EÍ°\ Ou seja, 

(Ai|Bexp(-/i22;zC)|Ai) = (Ai|ro^To"^|Aí), (i=0,...,r) (6.81) 

(Ai|í;<“>[Bexp{-/i22zC)J|A,> = (A,|E»)[r„sro-'j|A,) (6.82) 

e 

<A,|[Bexp(-,i"zzC)]í;i“2.|A,) = (A,||T„9T„-']í;™ JA,). (6.83) 

Observe que em (6.81) existem (r-fl) equações. 

Utilizando (6.77) e as propriedades das representações da álgebra discu- 

tidas no apêndice “Definições Algébricas”, obtemos: 

(Ao|B exp(—/i^2zC)|Ao) = exp(i/ — fj.^zz), (6.84) 

(Ai|Bexp(—/i^zzC)|Ai) = exp — fJ-^zz^ , (6.85) 

pois o coeficiente de na direção é dado por r/(r-hl), conforme (6.22), 

(AjjBexp(—/i^Z2C)|Aj) = exp 
Y r + l-j' 

\ r+l ^ 
(Pl+(fj + U — fl^ZZ , (j=2,...,r), 

(6.86) 

pois o coeficiente de na direção hf^ é dado por , conforme (6.22), 
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{Xi\E^^Bexp{-p^zzC)\Xi) = ^exp 
1 /r- 1' 2_-= 
2 \r + l 

+ 1/ — fJ, zz (6.87) 

{Xi\B exp{—fjL^zzC)E^^l^\Xi) =^exp íi(—) 1.2 Vr+iy 
— fl^ZZ (6.88) 

Resta-nos escolher o elemento constante g que aparece em (6.81)-(6.83). Por 

(4.102) e (4.108), tal escolha será determinada através da utilização de um ou mais 

vértices de (4.166)-(4.168), tendo em vista que são dados por (4.164)-(4.165). 

Isto será discutido na próxima seção. 

A ação (6.52) é invariante por uma transformação global U(l), dada por: 

(6.89) 

X^e (6.90) 

e os outros campos invariantes. A corrente de Noether é da forma (5.196) e 

escreve-se como: 

J'' = - ^“duX) - X (6.91) 

A carga elétrica é dada por: 

Qelétrica — ^ ) (6.92) 

onde utilizamos (6.14)-(6.15). Analisemos o resultado. No modelo de Toda 

abeliano, os campos ...,possuem carga topológica [19]. No nosso mod- 

elo não abeliano singular, os campos ip2,...,<Pj. possuem carga topológica, como 

será visto. Neste caso, o campo não é dinâmico. Entretanto, a diferença das 

suas assintóticas que estaria relacionada à carga topológica, aparece, agora, rela- 

cionada à carga elétrica. Uma importante diferença, porém, está no fato de que 

(ao menos classicamente) , a carga elétrica assume valores contínuos, enquanto 

que a carga topológica assume valores discretos. 

O tensor energia-momento correspondente a (6.52) é dado por: 

k k p 
(d^vd^r] -I- d^rjdh) - ——^{g‘"^da'tpd^X + 
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Z? p Jc — 
-^^Í9‘“‘ScX^Í> - ‘•‘‘‘õc.xS^i!) - ÕT E KiAS^id^^fi) - g“^L. (6.93) 

^ ^ i,J=2 

CaJailaremos a energia para 7y = 0 e para soluções tais que em (x—» ±oo) as 

assintóticas dos campos satisfaçam às seguintes condições: 

+ exp(y?2 + <Pr) = r 

i=2 ■*±oo 

(6.94) 

e 

(6.95) 

Neste caso, existe uma energia de ponto zero que deve ser subtraída de modo a 

se obter uma energia finita. Portanto, definimos: 

= r dx{- 
J —00 

+ dxi>dxx) - XI Kij{dtiPidt(fj + dx<fidx(Pj)+ 

kfi^ 

tj=2 

2n 

r 

X ^e‘^2 + - 7- 
1=2 

}• (6.96) 

0 momento, para rj = 0, é dado por: 

P = J dxT°^ ^ ^ [9trpd:rX + dxi’dtx'j + Kij{dtípjd^^i)^ . 

(6.97) 

EQUIVALÊNCIA ENTRE VÉRTICES 

Nesta seção, discutiremos um aspecto importante dos vértices (4.166)-(4.168). 

Temos, a princípio, 

2r + r(r — 1) = r(r + 1) (6.98) 

vértices, ou seja, um número de vértices igual ao número de raízes de A^. Entre- 

tanto, podemos dividi-los em subconjuntos, de modo a que vértices pertencentes a 

rnn mesmo subconjunto sejam “equivalentes”. De modo mais claro, para vértices 
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pertencentes a um mesmo subconjimto, as soluções obtidas serão as mesmas, desde 

que os parâmetros espectrais 7 sejam ajustados de maneira adequada. Considere 

(4.178)-(4.180): 

Fi,r{'y = = Fij(7 = 7), (6.99) 

A,r(7 = = Fij(7 = 7) (6.100) 

e 

FaAn = = Fajiní = 7)- (6.101) 

Analisemos (6.99). Temos que FiAlw~^) e Fij{^), com (j=l,...,r), são iguais. 

Portanto, qualquer expressão na qual apareça Fij{^) será a mesma expressão 

escrita em termos de FiA^‘^~^)- Portanto, qualquer solução obtida com ^1^(7) 

será a mesma solução obtida com Logicamente, as substituições 

devem ser feitas de maneira consistente. Por exemplo, 

roexp[F,,.(7m'^))T(;'‘ = exp [p, 

= exp [ft,,(7)Fi,i(7)] = T„expp.j(7)]T„-‘, (6.102) 

pois, como não poderia ser de outra forma, 

= Pi,Á^)- (6.103) 

Ou seja, os vértices Fi,i, Fi^2, •••) Pi,r são todos eqioivalentes, sob escolhas conve- 

nientes dos parâmetros espectrais. Da mesma forma, os vértices Fij, ..., Fi^r são 

todos equivalentes entre si, assim como, também, os vértices Fa,i, Fa,2> •••> Fa^,. 

são todos equivalentes entre si, sob escolhas convenientes dos parâmetros espec- 

trais. Observe que a equivalência que demonstramos é válida para combinações 

arbitrárias destes vértices. 

Portanto, podemos escolher rnn vértice como representante de cada subcon- 

jimto. Por conveniência, tomamos Fi,r, Fi_r, Fi_r , F2,r, •••, Fr_i,r. As soluções 

a serem obtidas utilizarão apenas estes vértices, como será visto nas próximas 

seções. 

SOLUÇÃO DE 1 VÉRTICE 

Nesta seção será obtida mna solução para o modelo Ar^^ não abeliano singular. 

Escolhemos: 

g = exp[cFd,r(73)], (6.104) 
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onde Fd,r (d=l,...,r-l) é dado por (4.168) e (0,73) são constantes complexas. Con- 

forme (4.102)-(4.103), (4.106)-(4.107) e (4.176)-(4.177), obtemos; 

onde 

Pd,r(73) = exp 

ToçTq ^ = exp [Cpd,^(73)^d,r(73)] 

fJiz{w~‘^ — 1) 

73 
+ A‘^73Í^ - 1) 

(6.105) 

(6.106) 

exibe explicitamente a dependência espaço temporal. Conforme (4.206) o quadrado 

do operador de vértice é igual a zero. Portanto, 

ToqTq ^ = 1 -f- cpa^rM^dAnís)- (6.107) 

Devemos substituir (6.107) em (6.81)-(6.83) e calcular os elementos de ma- 

triz. Todos os cálculos desta forma são apresentados no apêndice “Cálculo dos 

elementos de matriz”. Aqui, apresentamos os resultados, utilizando (6.84)-(6.88): 

exp(i^ — fi^zz) = 1-1- 
CPd,r(73) 

exp 
r 

r -f 1 
+ u — p^zz 

CPd,r(73) 

- 1) ’ 

(6.108) 

(6.109) 

exp 

para (j=2,...,r). 

r -t-1 - ?■ 2 - 
 —j—+ p zz 

r -h 1 

d(i-i) 

Xexp 
r — 1 

L2(r-hl) 
4-1/ — przz 

{w<^ - 1) ’ 

= 0 

Ou seja, 

'ipexp 
r — 1 

.2(r+l) 
(Pl + U — fÉzz = 0. 

exp 

exp ip. = j 5^7^ 
40-1) 

= 1, 

u;“ — 1 

, cPdA'ys) 
n -1 

(6.110) 

(6.111) 

(6.112) 

(6.113) 

(6.114) 

para (j=2,...,r) e 
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V’ = X = 0. (6.115) 

Note que, até o momento, não dissemos que esta solução descreva sólitons. 

Na verdade, dependendo da escolha do parâmetro espectral 73, a mesma possa, 

talvez, não ser mna boa solução “física”. Com esta última afirmação, queremos 

dizer que, eventualmente, a energia e o momento podem não ser reais. 

Introduzimos uma conjectura que nos levará a soluções do tipo sóliton. Salien- 

tamos que não estamos excluindo outras possibilidades. Tomamos 

Pd,r(73) =real. (6.116) 

Esta escolha é, intuitivamente, a mais simples possível. A energia e o momento 

dependem de derivadas dos campos. As soluções são funções nas quais os números 

complexos (w) aparecem inevitavelmente. Derivar estas funções equivale a intro- 

duzir mais números complexos se ^ Portanto, a escolha (6.116) 

não torna os observáveis mais “complexos” do que eles já são, nos dois sentidos 

da palavra “complexo”. 

Lembrando que 

27n 
w = exp , 

r 

reescrevemos (6.106): 

PdA'^3) = 2ip sin 
(t) 

 Í7rd 
ze r 

73 

Portanto, escolhemos de modo a satisfazer (6.116), 

-1-2:736 

(6.117) 

(6.118) 

73 = i(—l)"exp5exp , (6.119) 

onde n é um inteiro arbitrário e S é um número real. Consequentemente, 

/5d,r(73) = expií, (6.120) 

onde 

— Trd 
H = 4//(—l)”sin— [—ísinh5 -1- xcosh5]. 

r 

Parametrizamos a constante c como: 

c = {w‘^ — 1) exp —4/z(—1)” Y sin cosh5 , 

(6.121) 

(6.122) 

onde Y é uma constante real. Definimos: 



6.0 SOLUÇÃO DE 1 VÉRTICE 95 

Substituindo (6.120) e (6.122)-(6.123) em (6.114), obtemos: 

exp (fij = 
1 -f- exp H 

1 + expií 

paxa (j=2,...,r). 

Analisemos a solução. Observe que, de (6.113), obtemos: 

dx<Pi = 0. 

Portanto, por (6.92), vemos que a carga elétrica é nula: 

(6.123) 

(6.124) 

(6.125) 

Q elétrica = 0. (6.126) 

A carga topológica está relacionada às assintóticas dos campos, que por sua 

vez dependem do comportamento de H em (x—> ±oo). Observe que H depende 

de sin^, com (d=l,...,r-l). Mas, 

ou seja. 

7T 7rd 7r(r — 1) 
0 < - < — <    < 7T, 

r r r 
(6.127) 

sin—> 0. (6.128) 
r 

Como coshS>0 (por definição) e estamos tomando /.i > 0, devemos analisar o sinal 

que vêm de n : 

n par: 

n par: 

n ímpar: 

n impar: 

Definimos: 

(x 

(x- 

(x 

(x- 

para (j=2,...,r-l) e 

+ oo) - 

—oo) 

* oo) - 

—oo) 

{H- 

{H_- 

(H 

+ oo) - 

—oo) 

—oo) 

^ oo) - 

4>1 — <|^2) 

<l>j = 

(exp H —>• oo) 

(exp H —* 0) 

(exp H ^ 0) 

(exp H —> oo) 

(6.129) 

(6.130) 

(6.131) 

4>r = -^r- (6.132) 
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Definimos, ainda, 

96 

<f>0 = <Pr 

4>r+i ~ fi- 

xemos que, para (j=l,...,r). 

— 1 + exp H 
exü <p« = =. 

^ 1 + exp H 

Portanto, para n par, 

dj - 10“-' 
lim exp0,- = ■ ■ = W 

Para n ímpar. 

lim exp^, = 1. !• k /■V*^ 

lim exp 0 = 1 

lim exp (f)j = r k ^v«\ 

Definimos a corrente topológica por: 

para (j=l,...,r). Definimos a carga topológica por: 

lim lim 0,(í,x) 'r—^rsr\ 'r—^ — 
^TOP ~ 

m J módulo r 

onde (r)módulo r =0, (r+l)módulo r=l,etc. Portanto, para n par. 

e, para n ímpar. 

Qtop ~ ^ 

— —d ^TOP ~ “• 

(6.133) 

(6.134) 

(6.135) 

(6.136) 

(6.137) 

(6.138) 

(6.139) 

(6.140) 

(6.141) 

(6.142) 

(6.143) 
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Ou seja, o vértice Fd,r, com (d=l,...,r-l) produz uma carga topológica dbd. Observe 

que devemos definir a carga topológica módulo r, pois não podemos dizer que uma 

situação na qual mn campo tenha assintóticas em ±oo iguais a e 1 seja 

diferente de mna situação na qual o campo tenha assintóticas e 1, pois 

= w'^. Ou seja, não é possível e não faz sentido distinguir uma situação da 

outra. 

Definimos: 

exp <f)j = iw 2 exp (pj. 

Verifica-se que a solução obedece ao vínculo: 

nd j>j _ g _ 21 COS 

(6.144) 

(6.145) 

Além disso, verificam-se as equações diferenciais de primeira ordem [19]: 

d(j). = //(-!)V(e<^i+i - (6-146) 

d(f>j = /x(-l)”e-^(e-'^i-i - e-^0- (6-147) 

Desejamos expressar a energia e o momento nas novas variáveis. Para tanto, 

observamos que: 

=Y1 
ij=2 Â:=l 

r r 

Y, K.jã^pfivj =E 
i,j=2 fc=l 

(6.148) 

(6.149) 

^exp(-A:,,^,.) + e"^^"^=E 
i=2 fc=l 

Portanto, por (6.96)-(6.97) e (6.115), 

— j. 

lk=l 

(6.150) 

(6.151) 

^ ^ è [i^^kf - (d(f>kY 
k=l 

(6.152) 
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Definimos: 

F+ = -^(-l)V 

fc=i 

Verifica-se que o potencial é dado por: 

V=^^F-+dF*). 

A densidade de energia cinética é dada por: 

~Í;iSF- + dF*)- 

A densidade de momento é dada por: 

A(air-_ãí-+). 

Além disso, verifica-se que: 

dF~ = ÕF+. 

Substituindo (6.155)-(6.158) em (6.151)-(6.152), obtemos: 

(6.153) 

(6.154) 

(6.155) 

(6.156) 

(6.157) 

(6.158) 

E 
kfi 

e ^ ^ e -f ^ e' <t>k 

fc=i fc=i J X—► —oo 
(6.159) 

h r°° — r°° — — 
P = ^ / dx {dF~ - dF+) = 2“ / 

^7T j _0Q 

e ^ e e </>fc 

A:=l fc=l J X—> —(X) 

Por (6.136)-(6.139) e (6.144), vemos que, para n par ou ímpar, 

„ kur , ^ . 7rd 
E = cosh S sm — 

7T r 

(6.160) 

(6.161) 
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e 

P = sinh S sin 
7T r 

(6.162) 

Observe que tanto a energia quanto o naomento são reais. Além disso, a energia 

é positiva, pois /x > 0,coshS>0 e sin^ > 0. Observe que a energia e o momento 

dependem da carga topológica. 

A energia e o momento são da forma (4.219)-(4.220), com: 

e 

7T r 
(6.163) 

ü = tanb5. (6.164) 

Observe que esta é runa solução do modelo de Toda abeliano Conforme 

(3.27) e (3.29), as equações de movimento são determinadas dados B e No 

modelo de Toda abeliano [8], tendo em vista que o operador de gradação Q é 

dado pela gradação principal (4.143), temos que: 

e 

B = exp + uC + riD , 

-i=l 

^(0) I r(1) 

(6.165) 

(6.166) 

í" = /^" j ■ (6.167) 

Para obter o modelo de Toda abeliano A^^\, elimina-se ar ou, de modo equivalente, 

Q!i. Temos que oi e a,- são equivalentes, pois, eliminando a primeira linha e a 

primeira colima da matriz de Cartan de A^ ou a última linha e a última coluna, 

obtemos a mesma matriz. Ou seja, a\ e são equivalentes devido à simetria do 

diagrama de Dynkin de A^. Portanto, no modelo de Toda abeliano A^i\, 

B = exp XI -IvC^r]D 
li=2 

(Q2+---+Q:r) 
>i=2 

(6.168) 

(6.169) 
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e 

‘‘=í*- ■ (6-1™) 

Observe que €"^são os mesmos de (6.2)-(6.3) e B corresponde a (6.40) quando '0, x 

e ífi são iguais a zero. 

SOLUÇÃO DE 2 VÉRTICES 

Nesta seção será obtida outra solução para o modelo A 

Escolhemos: 

(1) não abeliano singular. 

g = exp O-Krih) exp [6Fi,^(72)] (6.171) 

onde Fi^r e Fi,r são dados por (4.166)-(4.167) e (a,6,71,72) são constantes com- 

plexas. Conforme (4.108)-(4.111), e (4.172)-(4.175), obtemos: 

TqçTq ^ = exp api ,.(7i)Fi,,.(7i) exp [bpi^ril2)FiA'l2)] ■ (6.172) 

Conforme (4.206), o quadrado do operador de vértice é igual a zero. Portanto, 

ToqTq ^ = 1 + api_^(7i)Fi,,.(7i) -h 6pi,^(72)-P’i,r(72)+ 

onde 

+“^?l,r(7l)Pl,r(72)A,r(7l)^l,r(72)> (6.173) 

e 

Pi,r(7i) = exp + niz (6.174) 

Pi,r(72) = exp 

Devemos substituir (6.173) em (6.81)-(6.83) e calcular os elementos de ma- 

triz. Todos os cálculos desta forma são apresentados no apêndice “Cálculo dos 

elementos de matriz”. Aqui, apresentamos os resultados, utilizando (6.84)-(6.88): 

pz 

[72 
P-12Z (6.175) 

exp [u - p^zz] = 1 -F afcpi,^(7i)Pi,r(72) 
(7.2)’ 

(l-7i,2)[l-(71,2)1’ 
(6.176) 

exp 
r -f 1 

■+■ 1/ — p^zz = 1 + afePi,r(7i)Pi,r(72) 
(1-71,2) [1- (71,2) T 

(6.177) 
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exp 
'/t- + 1 - 

A ^+1 J 

+aft?l,r(7l)Pl,r(72) 

(Pl+(fj + U- fTZZ = 1+ 

(71.2)^'" 

(1 - 71,2) [1 - (71.2)"] ’ 

paraj=(2,...,r), 

(6.178) 

e 

onde 

Xexp ' - 1) 
2(r + l) 

(fl + U — fM^ZZ 0?l,r(7l) (6.179) 

^exp ' - 1) 
,2(r+l) 

(fl + U — fí^ZZ ^Pl,r(72). (6.180) 

7,,2 = (6.181) 
72 

Note que até o momento não dissemos que esta solução descreve sólitons. 

Seguindo o raciocínio da seção anterior, que levou a (6.116), poderiamos escolher 

a solução mais simples de forma a que p e p fossem reais. Entretanto, observe que 

(6.176)-(6.178) depende somente do produto pp. De (6.179)-(6.180), vemos que o 

produto ipx é proporcional a p p. Consequentemente, tendo em vista que p e p são 

exponenciais, o produto de derivadas de x com derivadas de ^ é proporcional a p 

p. Conforme (6.96)-(6.97), a energia e o momento dependem somente do produto 

Tpx e dos produtos de derivadas {dtipdtX, dx‘ipdtX, dtiídxX^ dx'(pdxX) c iião de ^ e 

X isoladamente. Portanto, escolhemos: 

Pi,r(7i)Pi,r(72) = real. (6.182) 

De modo a satisfazer esta condição, tomamos: 

= — exp [+6 — zõ] (6.183) 

e 

72 = exp [+ò + íõ] , (6.184) 

onde (ã,6) são constantes reais. Substituindo (6.183)-(6.184) em (6.174)-(6.175), 

obtemos: 

?i,r(7i) = exp[F + iG] (6.185) 
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e 

onde 

Pi,r(72) =exp[F-iG], 

F = 2/x COS a[—t sinh b + x cosh 6] 

(6.186) 

(6.187) 

G = 2/xsina [tcoshb — x sinh^ . 

Observe que (6.185)-(6.186) satisfazem (6.182). 

As constantes a e b são quaisquer. Podemos parametrizá-las como: 

(6.188) 

a = \   ^ r ^ exp [x0 — 2/xF cos a cosh 6| (6.189) 
V W1.2) 

6 = 
/(1~7i,2) 1 ~ (71,2)’^] r o -ir - i.n rc -ínn\ 

A  ’ ,  ^^ exp [—x0 — 2fiY COS a cosh oj , (6.190) 
V (71,2)'^ 

onde 0 e Y são constantes reais. Observe que 

(7a.2)^ 
ab 

(1 “ 7i,2)[1 ~ (71,2) ] 
= exp [—4/xY cosacosh^ . (6.191) 

Definimos: 

F{t,x) = F{t,x-Y). (6.192) 

Substituindo (6.185)-(6.186), (6.189)-(6.190) e (6.192) em (6.176)-(6.180), obte- 

mos: 

exp(i/ — fi^zz) = 1 + e o2F 

exp 
r -I-1 

(TiPVj^-^ 

gF ^ g-F 

exp ipj = 
(Pi)^-'-' e^-he-^ 

gF g-F (ri)-’’e-^-he-^ 
- r+l-j ) 

(6.193) 

(6.194) 

(6.195) 

paraj=(2,...,r), 
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e 

onde 

X = 
r2e'(®+^) 

qF ^ g-F 
r+1 
2r 

(r,)-^eP + e-P 

r— 1 
2r 

^ = — 

r^g-iíe+G) 

+ e~^ 

r+1 
2r 

{T^)-^e^ + e-^ 

r-l 5 
2r 

(6.196) 

(6.197) 

Fi = — exp(—2ia) (6.198) 

e 

T2 = ^(1-r,) [(rir-i]. (6.199) 

Analisemos as propriedades desta solução. Como veremos, a carga etótrica, a 

carga topológica, a energia e o momento dependem das assintóticas de F. Como 

coshft > 0 eji > 0, devemos analisar o sinal que vêm de cosõ. Observe que quando 

cosã = 0, F = 0 e F2 = 0. Portanto, neste caso, com exceção de i/, os outros 

campos são constantes. Analisemos os casos cosã ^ 0 : 

cosõ > 0 

cosã > 0 

cosã < 0 

cosã < 0 

(x —> oo) - 

(x —V —oo) 

(x —> oo) - 

(x —> —oo) 

(/ -* °°) - 
(F — -oo) 

{F -oo) 

(F^oo)- 

(exp F oo) 

(exp F —> 0) 

(exp F 0) 

(exp F —> oo) 

Quando cosa > 0, 

lim exp 
X—^OO r + 1 

<Pi 

logo. 

lim —‘Pi= ir {2a — sinal(a)7r) + 2n'lni 

(6.200) 

(6.201) 

(6.202) 
I—*cx) r + 

onde n^ é um inteiro. A função sinal foi introduzida do mesmo modo que no 

modelo de Lund-Regge e a consistência desta escolha vêm do fato que exp(ÍTr) = 
exp(—ítt). Temos que 

lim exp 
X—»—OO r + 1 ‘Pi = 1, (6.203) 

logo. 
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lim  -ip, = 2n, ni, 
I-.-00 r + 1 ^ 

onde n]" é um inteiro. Portanto, conforme (6.92), 

Qelétrica ~ j^SÍnal(íl)— O, — ) — 

Quando cosã < 0, 

Qelétrica ~ SÍnal(íl)— d ) 
ZTT L 2 r. 

Quando cosa = 0, 

Definimos: 

Q elétrica — 0- 

02 — ICL + ip2 — 
r + V 

<f>j = ia + - ifj - j=(2,...,r-l) 

r + 1' 

Definimos, ainda. 

<t>0 = 0r 

Temos que, para j=(l,...,r). 

exp 0 • = e 

^r+l ~ 01- 

(_e-2tã)J-^-ieF + e-F- 

Portanto, 

a) para cosã > 0 

lim exp0^ = — exp(—ia) 
X—»>oo * \ / 

e 

(6.204) 

(6.205) 

(6.206) 

(6.207) 

(6.208) 

(6.209) 

(6.210) 

(6.211) 

(6.212) 

(6.213) 

(6.214) 

lim exp0 = exp(^a). 
X—► —00 ^ \ / (6.215) 
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b) para cosa < 0 : 

lim exp (f), = exp(íã) 
X—»oo 

e 

lim exp0-= — exp(—zõ). 
X—►—00 

c) para cosõ = 0 : 

lim exp (f)j = lim exp 0 • = constante. 

As expressões (6.214)-(6.218) são válidas para (j=l,...,r). Portanto, 

a) para cosõ > 0 ; 

lim (j)j— lim 0,- = —2zã + sinal(ã)z7r + 2(fct — k~)7ri. 

b) para cosõ < 0 : 

lim ^ — lim 0-= 2zã — sinal(ã)z7r + 2(A:t — fc“)7TZ. 

c) para cosõ = 0 : 

lim lim (j), = 0, 
X-^OO X—► —OO 

onde (fct, k~) são inteiros. 

Definimos: 

— ^2i 

= <y5j+i - yjj, j=(2,...,r-l) 

e 

0r = -V^r- 

Definimos, ainda, 

00 =^r 

e 

0r+l = 01- 

Verifica-se, por (6.202), (6.204) e (6.208)-(6.210), que: 

a) para cosã > 0 : 

(6.216) 

(6.217) 

(6.218) 

(6.219) 

(6.220) 

(6.221) 

(6.222) 

(6.223) 

(6.224) 

(6.225) 

(6.226) 
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lim (pj— lim (j), = 

b) para cosõ < 0 : 

27TÍ — 
—2íã + sinal(ã)z7r (nt — n7)+ lim 0,— lim 

r X-*00 X—>“00 
(6.227) 

lim 0 — lim 0 = 220—sinal(a)Í7r )+ üiii 0,~ 1™ 0-. (6.228) 
X—>00 X—> —00 tp ^ ^ ' X—^OO X—>—OO 

c) para cosõ = 0 : 

lim 0 — lim 0 - = lim 0 — lim 0 ■ = 0. 
X“>00 X—>“00 X—>00 *' X“> —OO 

Comparando (6.219)-(6.221) com (6.227)-(6.229), vemos que: 

a) para cosõ ^ 0 : 

b) 

lim 0 — lim 0 - 
X—>00 X—OO 

27TÍ 
r 

para cosõ = 0 : 

= (n+ - ni) + r(fc+ - ). 

lim 0 - lim 0 - 
X—>00 X—>—OO 

27TÍ 
r 

Portanto, para (j=l,...,r): 

Ob’) - ^TOP ~ 

lim 0 — lim 0 
x—*oo •' I—>—OO 

2iri 
r 

módulo r ‘ 

módulo r 

(6.229) 

(6.230) 

(6.231) 

(6.232) 

Logicamente, para coso = 0, = 0. 

Note que 

lim 0 = lim X = 0- (6.233) 
z—*±oo I—*±oo 

Consequentemente, os campos (0,x) iião possuem carga topológica. 

Calculemos a energia e o momento. Para tanto, verificamos que esta solução 

obedece às seguintes equações diferenciais de primeira ordem (Backlimd), desen- 

volvidas sistematicamente em [29]: 

r 

r -f 1 dm = 
2d^F 

(1 -I- e-2*“) 
0Xexp (6.234) 
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dxp = fj,e 1-e “lia 
(¥) 

—^ _ 2y?i 

d'tjj = '•+iA, 

dx = 

dx = —/ie 1-e 2ia 

(¥) 

_ 2v?i 
'tj)Xe ’•+! 

(6.235) 

(6.236) 

(6.237) 

(6.238) 

d(fj = —//e ^ |e *“ j - e *“ j + e*“ ^ ^ | 

j = (2,...,r), 

e 

(6.239) 

d(fj = —fie^ |e*“ ^e'^2 7^^ — e*“ + e*“ 'ipxe ^ |, 

(6.240) 

j = (2, ...,r), onde em (6.234) representamos por ^ qualquer uma das variáveis 

(t,X,Z,2). 

Definimos: 

= exp (f) exp 
2(r + l), 

iP 

X = exp (f)exp(- 
2(r + l)y 

Reescrevemos as equações (6.234)-(6.240) nas novas variáveis: 

1 _ ^'ipxe^- dtp = iie ^ipe 

9 ■0 = —/ie*’0e‘^iAo, 

dx = fJ^e '^e‘^iAo, 

dx = —/xe*^e 1 _ ^iPx^<t>r 

(6.241) 

(6.242) 

(6.243) 

(6.244) 

(6.245) 

(6.246) 
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d(f>j = ne [-e + e - •0x<5i,i] , j=(l,-,r) (6.247) 

d<f)j = //e* [e'^i+1 - + V’X<5j,r] , j=(l,.-,r) 

onde 

Ao = 1 + ^'ipx^ 

Salientamos que Ao não é igual à variável A. 

Esta solução obedece aos seguintes vínculos: 

e'^-’ — = 2ísinã, j=(l,...,r) 

(6.248) 

(6.249) 

(6.250) 

xpX = 6 + 2i sin a. (6.251) 

A existência dos mesmos surge da compatibilidade das equações de primeira ordem 

com as de segvmda ordem. 

Desejamos expressar a energia e o momento nas novas variáveis. Para tanto, 

observamos que, por (6.208)-(6.210), 

tj=2 k=\ (r + 1)‘ 
(6.252) 

(6.253) 
M=2 fc=l (^+1)^ 

As equações de primeira ordem (6.234)-(6.240) e (6.243)-(6.248) implicam que: 

d~¥’2     

2(7TT)Í 
(6.254) 

2(7^ - ‘-£^3x = -íAa ^ aj. 

Por (6.252)-(6.255), (6.208)-6.210) e (6.96)-(6.97), obtemos: 

(6.255) 

^ ‘ {d^dx + S V 9x) + 
47t Ao 
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k/j,^ 

27T 
(6.256) 

^fc=i 

= I I ^ è - (d<Pk r + 
47t Ao 

- d-ip dx) 

Utilizando (6.243)-(6.248), obtemos: 

dtp&x = 

d xp dx = fi^e^^xpxe'^^~'^^Ao 

e<t>r__ 
1 - (6.257) 

(6.258) 

J2 
j=i 

(e — e + 2V^X (e — e '^’') 

Lj=i 
(6.259) 

Y,{d4>j) =/i'e' 
j=i 

2b y~^ (e'^j+1 — 6*^^) +1/’ + 2'0X 

,j=i 

(6.260) 

Definimos: 

F- = ne-~^ ^ 6-“^* 

20fe _|_ 

Utilizando (6.243)-(6.248), verificamos que o potencial é dado por: 

A densidade de energia cinética é dada por: 

_±(aí-+ãF+). 

(6.261) 

(6.262) 

(6.263) 

(6.264) 
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A densidade de momento é dada por: 

Além disso, verifica-se que: 

Portanto, 

E = 

L(SF~-3F-). 

dF~ = ÕF+. 

k 

(6.265) 

(6.266) 

47T 

47T 

/(X) 
dxdÃF- - F+) 

•OO 

r r 

e~^ 6“*^*= -f e'^'' -f 
fc=i fc=l 

(6.267) 

J X—> —OO 

kfi 

47T 

k í°° 

r r 

e~^ 6*^*= — 

fc=i fe=i 
(6.268) 

J X—► —OO 

Note que o último termo em (ipx) energia e no momento não contribui, pois, 

por (6.196)-(6.197), ■0 e x se anulam em ±oo. 

Para avaliar estas expressões, lembramos que os valores dos campos em ±oo 

devem estar associados a um mínimo do potencial. Consequentemente, por(6.256), 

lim e'^*=+i = lim = r. 
X—^ X—►+00 * ^ 

fc=l fc=l 

Vemos que 

lim e‘^*= = exp 
I—>±00 

^ 27TÍn^ 
,k = (l,...,r). 

(6.269) 

(6.270) 

onde n^ são inteiros, soluciona (6.269). Consideremos o caso cosa > 0, com a >0. 

Neste caso, por (6.201), (6.203), (6.208)-(6.210), (6.222)-(6.224) e (6.270), 

lim e'^'‘ = — e ' exp 
/ 27TÍn'^ \ { 2mrit 
1   ) exp I — 
V 

(6.271) 

lim e'^'' = e*“ exp i 
OO V 

/ 27TÍn 
exp - 

2Tvinj 
(6.272) 
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para k=(l,...,r). Substituindo estes valores na energia e no momento, obtemos: 

„ kur 
E = COS 

7T + 7 K - ” ) - 7 K - ) 

. COS —ib + — (n"^ + n ) — — (ni' + n^) 
7T 

(6.273) 

_ kuri 
P =  COS 

7T 
— 7T / I _\ tT . I _» 

, sm —ih + — (n"^ + n ) — — (n7 + n-, ) 
r r 

Ou seja, 

(6.274) 

E='^sin 
7T 

(n ^ ) I Q elétrica r \ ' rk 
2tt 

COS —ib + — (n'*' + n ) — — (nj" + ) 

(6.275) 

TT 

P = ^si 
7T 

(6.276) 

A constante õ e os inteiros {ri^,nf) não são independentes. Isto pode ser 

visto do vínculo (6.250). O mesmo é válido para todo (x,t). Em particular, em 

x-^ ±oo. No limite x—» oo : 

= sinã. (6.277) 

No limite x——oo : 

sm - 27T + + a (n^ — nT) 
r 

TT, + 27T 
^ (n 71 j ^^Çelétric sm —ib + — {n'^ + n ) — — (rii + ) 

r r 

sm - 27T _ ' a-\ {n — n, ) 
r 

= sm a. 

Da trigonometria, sabemos que se 

(6.278) 

sin0i=sin02) (6.279) 

então, 

61 = 62 + 27rfci (6.280) 

ou. 
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6i = sinal (02)7t — 1^2| + 2Trk2, 

onde kl e k2 são inteiros. Escolhemos a seguinte solução: 

n'^ — nÃ 

e 

(6.281) 

(6.282) 

Portanto, 

= n . (6.283) 

k LLT*   / 27T \ 
E = -^sinal(ã) coshòsin ( —Qtop rQeiétrica ) (6.284) 

7T \r rk J 

e 

  X yy StT \ 
P = -^sinal(ã) sinhòsin í -Qtop ~ -;^Qelétrica 1 • (6.285) 

Estas expressões da energia e do momento são válidas para cosã ^ 0 e para todo 

ã. Para cosã = 0, temos: 

E = P = 0. (6.286) 

Observe que tanto a energia quanto o momento são reais. Note que, se cosã > 0, 

Para cosa < 0, 

/ yy 27T \ 
sinal(ã) sin í -Qtop ~ -^Qeiétrica J = cosã > 0. (6.287) 

7T 27T \ 
sinal(ã) sin í -Qtop ~ -^Qeiêtrica j = - cosã > 0. (6.288) 

Portanto, a energia é positiva. 

A energia e o momento do sóliton são da forma (4.219)-(4.220), com 

M = y/E‘^ - P^ = -^^sinal(ã) sin (-Qtop ~ ^Qeiétrica^ (6.289) 
7T \r rk J 

t; = tanh6. (6.290) 

Observe que esta velocidade é definida por F -(6.187)-. A função G (6.188) 

definiria uma velocidade dada por cothò, mas, conforme a discussão que fize- 

mos no modelo de Lund-Regge -(5.222) e (5.223)-, a velocidade relevante para a 

energia e o momento é dada por (6.290). 
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Por último, desejamos mostrar que a equação (6.270) é realmente satisfeita. 

Temos que para (j=l,...,r): 

= 1. (6.291) 

{T,y—^e^ + e-^ e^ + e-^ ^ 

Observe que a expressão envolve raízes de números complexos. Como se sabe, a 

raiz de um número complexo é definida a menos de uma fase. Considere (6.291) 

quando cosõ > 0. Neste caso. 

lim = 
X—*oo 

1 
(ri)"’"e^ " (Pi) (ra)-''e^e2<’^' 

(ri) 
j-r-1 gFg2mj7ri 

onde m^ e m^ são inteiros arbitrários. No outro extremo, 

lim = g27ri(mr-mj)/r^ 
X—» —oo 

onde nÇ e mj são inteiros arbitrários. Portanto, neste caso, 

n"*" = nf = mf — 

e 

_ g27ri(m+-mj)/r^ 

(6.292) 

(6.293) 

(6.294) 

n = — 7712 . (6.295) 

Ou seja, vemos que a carga topológica da solução pode assumir todos os valores 

possíveis de -(r-1) até (r-1), incluindo o valor zero. A análise para cosã < 0 é 

completamente similar. Para cosõ = 0, a carga topológica é nula. 

SOLUÇÃO DE 3 VÉRTICES 

Nesta seção será obtida outra solução para o modelo 

Escolhemos: 

não abeliano singular. 

5 = exp a-^l,r(7l) exp [cFd,r(73)] exp [bFl,r{'y2)] > (6.296) 

  
onde Fi^r, -Pi,r e Fd,r são dados por (4.166)-(4.168), d=(l,...,r-l) e (a,b,c,7i,72,73) 

são constantes complexas. Conforme (4.108)-(4.111) e (4.172)-(4.177), obtemos: 

TogTo ^ = exp ap^ (71)^1,,. (7J exp [cPd,r(73)^d,r(73)] 6Xp [Vl,r(72)-P^l,r(72)] • 

(6.297) 
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Conforme (4.206), o quadrado do operador de vértice é igual a zero. Portanto, 

^05^0"^ = 1 + “?l,T-(7l)-^l,r(7l) + CPd,r(73)-Pd,r(73) + ^Pl,r (72)-P’l,r(72) + 

+“i'Pl,r(7l)Pl,r(72)-^l,r(7l)-P’ l,r(72) + acpi^,.(7i)pd,r(73)-^l,r (7l)-^d,r (73) + 

+bcPi,r{72)Pd,Á'^s)FdA'r3)FlAl2) + 

onde 

+a6cpi,.(7l)p<i_^(73)Pl,.(72)Fi,r(7l)íd,r(73)-f’l,r(72)> 

?i,r(7i) = exp 

Pl,r(72) = exp 

uz _ 
l"— 

pz 

L72 
-/^^72 

(6.298) 

(6.299) 

(6.300) 

Pd,r(73) = exp 
pz (w ^ — 1) 

73 
+ - 1) (6.301) 

Devemos substituir (6.298) em (6.81)-(6.83) e calcular os elementos de ma- 

triz. Todos os cálculos desta forma são apresentados no apêndice “Cálculo dos 

elementos de matriz”. Aqui, apresentamos os resultados, utilizando (6.84)-(6.88): 

exp(. - /«) = 1 + 
10“ — 1 (1 —'y, ol Í1 — ('Y, o 1 1 (1-7i,2) [1- (7i,2)1 

Q^CPl,r(7l)Pl,r (72) Pd,r(73) (71.2)'^ ~ 7l,3) (l ~ 73,2) 

[1 - (71,2)1 - 1)(1 - 7i,2)(1 - 7i,3)(l - '^‘^73,2) 
(6.302) 

exp 
r<Pi 

r -I-1 
+1/ — A^zz 

CpdA'rs) a^Pl,r(7l)Pl,r(72) 

(^‘^-1) (1-71,2) [1-(71,2)1 

^ Qfee?l,r(7l)Pl,r(72)Pd,r(73) (^^"^ ~ 7l,3) (1 ~ 73,2) 

[1 - (71,2)1 - 1) (1 - 71,2) (1 - 7l,3)(l - ^"*^73,2) ’ 
(6.303) 
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exp 
r + l — j 2 - 

_ , CPd,Á'y3)^‘^^^ aí>?l,r(7l)Pl,r(72) (71,2) 

K-1) + (1 - 71,2) [1 - (7:.2)1 

i-i 

Qfec?l,r(7l)Pl,r(72)Pd,r(73) (^^^,2)'' ~ 7l,3) (1 ~ 73,2) 

[1 - (71,2)1 - 1) (1 - 71,2) (1 - 71,3) (1 - «^“^73,2) 

onde j=(2,...,r), 

(6.304) 

Xexp 
r — 1 

,2(r + l) 
— y?zz CPdAlz) - 71,3) 

{w<^ - 1) (1 - 7i,3 
(6.305) 

e 

'ipexp 
r — 1 

(fl + U — fl^ZZ 
_2(r + l) 

onde utilizamos a definição 

= bpi^vM 

7/ 

, CP<i,r(73)^^‘^ (1 - 73,2) 
^ / J -.\/^ ^ \ 

{W‘^ - 1) (1 - W<^lz,2) 

(6.306) 

(6.307) 

Da mesma forma que na solução de 1 e 2 vértices, tomamos as seguintes 

escolhas: 

Pi,r(7i)Pi,r(72) = real (6.308) 

e 

Pd,r (73) = real. (6.309) 

Conforme discutimos nas duas seções anteriores, estas condições são satisfeitas 

escolhendo-se os parâmetros espectrais na forma: 

(6.310) 7i = — exp (6 — ia) , 

72 = exp (6 -f- lã) (6.311) 
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e 

73 = í(-l)V exp ) (6.312) 

onde (ã, b, S) são números reais e n é um mímero inteiro. Com estas escolhas, 

vemos que 

?i,r (7i) = exp(F + zG), (6.313) 

Pi.r (72) = exp(F - íG) (6.314) 

e 

Pd,r(73) = expíí, (6.315) 

onde 

F = 2/icosã (—ísinhò + xcoshft), (6.316) 

G = 2/zsinã (í coshò — rrsinhò) (6.317) 

e 

H = 4/x(-l)” sin S + XcoshS). (6.318) 

Parametrizamos as constantes (a,b,c) do mesmo modo que nas soluções de 1 

e 2 vértices: 

a = < /  ^ \r ^ exp (z0 — 2fiY cos a cosh ò), (6.319) 
V Wl,2j 

, (1 - 71,2) [1 - (71,2)1 / o 
b= \ l    , exp (—z0 — 2yY COS a cosh bj 

(71,2)' 
(6.320) 

c = (^w'^ — 1) exp —4/z(—1)” Y sin cosh 5 (6.321) 

onde 0, Y e y são constantes reais. 

Definimos: 
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F{t,x) = F{t,x-Y) 

e 

H{t,x) = H{t,x-Y). 

Substituindo (6.310)-(6.323) em (6.302)-(6.306), obtemos: 

exp(i/ — fjL^zz) = 1 + + w ‘^r3r4e H I «2F . r ^H+2F 

r + 1 1 + + e2^ + w-<^TzT^e»+'^P 
exp 

= 
1 ^ e-H" _j_ g2F _|_ <ír3r4e"+2Fj ” 

1 + ^dU-D^H ^ + u;‘i0-2) y^^-r+j-l p^p^^jJ+2F 

\ + + (ri)-’’ e2^ + w-<^ (ri)-" r3r46-fí+2^] ^ 

paxa j=(2,...,r), 

fi-i 

>^ = 7 
1 + + e2^ + íi;-‘ír3r4e^+2^] 

r26‘(®+^)e^ (l + r3e") 

r+1 
n I 2r 

1 + + (Fi)-" e^P + w-<^ (Fi)-" T^T^e^+^P'^ 

r—1 
2r 

v> = - 

1 + e" + e2^ + iü-‘íF3F4e"+2Fj 

F2e-*(®+«)e^ (l + F4e^) 

r+1 
2r 

1 + e" + (Fi)"’’ e2^ + lü-d (Fi)"’’ T^T^e^+^P 

r-1 ) 
2r 

(6.322) 

(6.323) 

(6.324) 

(6.325) 

(6.326) 

(6.327) 

(6.328) 
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onde 

Fi = - exp(-2ia) (6.329) 

\/(i-ri) [(r,r-i]. (6.330) 

1 - í(-l)”e‘’-'^e-*“K;-‘^/2 

[l — i(—l)”e*’~^e~*“it;‘^/^] 
(6.331) 

e 

1 - i (-1)" 

\ — i (—1)" 
(6.332) 

Observe que nesta solução estão contidos alguns casos especiais: 

a) cosã > 0 , Y—> oo e y finito: solução de 1 vértice; 

b) cosã <0,Y—ooeK finito: solução de 1 vértice; 

c) n par, Y —> oo e Y finito: solução de 2 vértices; 

d) n ímpar, Y —^ — oo e Y finito: solução de 2 vértices; 

e) soluções de vácuo; por exemplo, com cosã > 0, Y—>• oo, n par e Y ^ oo. 

e F, já analisados em (6.129) e (6.200). Devemos considerar seis casos distintos: 

(I) : cosã > 0 e n par; 

(II) : cosã > 0 e n ímpar; 

(III) : cosa < 0 e n par; 

(IV) : cosã < 0 e n ímpar; 

(V) : cosã = 0 e n par; 

(VT): cosã = 0 e n ímpar. 

Para avaliar a carga elétrica, alguns dos limites que devemos analisar são da 

seguinte forma: 

lim 1 + Cie^ + C2e^ + C3e^~*~^ _ e ^ ^ + Cie ^ + C2e + C3 _ C3 
A,B—00 1 + + Cse^ + a,b—00 e~^~^ + 046“-® + 056“-^ + ce Cq 

(6.333) 

Ijjjj 1 + Cie^ + C26® + 036^+^ _ e ^ + Cl + C2C + Cae^ _ £1 
A.-B-.C» 1 + 046^ + Cse® + cee^+® a,-b—00 e~^ + C4 + 056“^+® + Cee® C4 

(6.334) 

etc. 

As características da solução dependem do comportamento assintótico de H 

e 
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Verifica-se que, de forma similar a (6.205)-(6.207): 

qOWI) ^ _ÉL 
^elétrica n_ 

7T 7T 

^elétrica 

27T - 

kr 

sinal(a) a — {n^ ~ )~ 

2tt 

, , , ■, 7T   .1  \ ^ 
—sinal(o)—■ -I- a — [nj — rij )— 

2 r 

(6.335) 

(6.336) 

= 0. (6.337) 

Ou seja, o resultado equivale ao da solução de 2 vértices, pois obtivemos três 

expressões que estão relacionadas a coso > 0, coso < 0 e cosõ = 0. 

Utilizando as mesmas definições de (6.222)-(6.224), temos que, para j=(l,...,r): 

exp4>j = {j 
1 + + (ri)-’'^''’ (ri)"^+^’ r3r4e"+2^] 

1 + u;d(i-i)eH + (ri)"^+''“^ e2^ + u;<í0-2) (ri)~^+"~^ r3r4e^+2^] 

1 + e" + (ri)-" (Fi)"" r3r4e"+2Fl 

1 + e^ + u;-‘^r3r4e"+2^ 
}• (6.338) 

Para avaliar a carga topológica, devemos analisar os limites desta função quando 

±oo. Por exemplo, quando cosõ > 0 e n for par. 

lim exp0 . 
^;<iO-i)(r^)-^+ir3r4eH+2F ‘'(^1) ’'r3P4e^+"^] 

= u;‘^rr 

(Pi)-^+^-^ r3P4e^+2^ 

(Pi)"^ 

w -<ír3r4e^+2^] 

^2irÍTn2 
= w exp 

27rf 
{mj - m^) (6.339) 

onde mj e mj são inteiros. Definimos: 

n“*" = mf — m,2 (6.340) 

Similarmente, do extremo x—> — oo surgem dois inteiros mj" e mJ e define-se 

n = — TUo . (6.341) 

Definindo a carga topológica do mesmo modo que em (6.232), obtemos: 
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Qrop = d + (n~^ - n ) módulo r (6.342) 

QtOP^^^ = -d-\-{rÉ -n )módulo r - 

Os casos (V) e (VI) são especiais. Quando cosõ = 0, temos: 

(6.343) 

ri = i, (6.344) 

Ta = 0. (6.345) 

Neste Cciso, os dois fatores em (6.338) associados a raízes de ordem l/r são iguais 

e, portanto, não é razoável esperar uma contribuição para a carga topológica 

originária de raízes de números complexos. Ou seja, 

Qtop ~ ~Q 
(VI) 
TOP d. 

Além disso, quando adicionalmente a cosa = 0 toma-se 

S = b, 

resulta que 

u;-‘'r3r4 = 1. 

Portanto, além do que é válido para cosa = 0, em geral. 

= X = 

obtêm-se 

(6.346) 

(6.347) 

(6.348) 

(6.349) 

—r —rabeliano 
4>j = 0,. (6.350) 

exp (p — fÉzz) = 2 [exp(p — fÉzz)] 

onde por abeliano entende-se a solução de 1 vértice. 

Note que 

2  \i abeliano 
(6.351) 

lim ip = lim y = 0. 
a;—>±00 x^iboo 

(6.352) 

Consequentemente, os campos não possuem carga topológica. 
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A condição (6.347) possui vim importante significado físico. Observe que as 

funções (F,G ,H)- ou (F,G,H)— , dadas por (6.316)-(6.318), definem três veloci- 

dades diferentes: 

= tanhô, (6.353) 

|ug1 = cothfc (6.354) 

e 

|t^^| = tanh5. (6.355) 

Conforme discutido na seção anterior, a velocidade vq não é relevante para a 

densidade de energia ou momento. Entretanto, se quisermos definir uma massa 

para o sóliton utilizando a equação (4.219), devemos impor que 

|ufI = |uhI- (6.356) 

A condição (6.347) equivale a impor esta última igualdade. O cálculo da energia e 

momento é independente desta liltima escolha. Voltaremos a este ponto somente 

quando estivermos discutindo a massa do sóliton. 

A demonstração de que a energia e o momento são obtidos a partir de derivadas 

totais é uma tarefa não trivial, em geral. Da mesma forma, o mesmo é válido para 

o cálculo direto de integrais de funções como (6.326) . Aqui, apresentaremos um 

argumento já conhecido na literatura [24] que nos permitirá realizar o cálculo de 

maneira simples. 

Em uma teoria conforme, o traço do tensor energia-momento é nulo: 

0“c« = 0. (6.357) 

Mas, o tensor energia-momento dado por (6.93) não satisfaz esta condição: 

T^a = 2V, (6.358) 

onde V é o potencial que aparece na densidade de lagrangeana em (6.52). Pode-se 

verificar, utihzando as equações de movimento, que: 

= dpd^f = 4ddf, (6.359) 

onde 

Portanto, redefinimos: 



6.0 SOLUÇÃO DE 3 VÉRTICES 122 

ez = T^’' + - g>^''dpdP) f, 

onde por “cat” entende-se Toda afim conforme. Observe que 

(6.361) 

dpSZ = dpT^^'' = 0 (6.362) 

e 

(ecal)“a = 0. (6.363) 

Um sóliton, embora seja uma configuração de campos, deve ser interpretado como 

uma partícula (de uma teoria relativística, neste caso). Suponha que possa, ainda, 

ser interpretado como uma partícula livre. Então, sua energia e seu momento são 

da forma (4.219)-(4.220). Consequentemente, se a sua velocidade for diferente de 

c e sua massa de repouso for igual a zero, então, concluímos que a energia e o 

momento associados são iguais a zero. 

Em mna teoria conforme não pode haver escala de massa, pois a mesma 

quebraria a invariância conforme. Consequentemente, no modelo de Toda afim 

conforme, ou seja, com r] ^constante, a massa de repouso do sóliton deve ser nula. 

Mas, como, em geral, a velocidade do sóhton é diferente de c, concluímos que a 

energia e o momento associados devem ser nrdos: 

(6.364) 

Consequentemente, 

(6.365) 

e 

(6.366) 

Tomaremos estas expressões para nossa solução de 3 vértices. Portanto, 

(6.367) 

e 

(6.368) 

Definimos 

Mq = exp(i/ — fi^zz) (6.369) 
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7* X   7 
Mj = exp H ^ ^ ^ - /i^zz = exp ^ 

para j=(2,...,r). Note que 

(-¥')-"• 
exp 

(6.370) 

(6.371) 

Ou seja, 

M 

■\/l — 

dMr 

Mo ^ Mz Mr ^ 
(6.372) 

Mv 

y/l — v'^ 

õtMo dtM2 õtMr 

Mo Mz Mr 
(6.373) 

Observe que o último termo na expressão do momento não contribui, pois o seu 

valor é o mesmo nos dois extremos. Entretanto, na energia este último termo leva 

a uma divergência, o que reflete o fato de que não subtraímos a energia de ponto 

zero. Portanto, redeflnimos: 

M 

VT -H) 

'dxMo ^ ÕxM2 dxMr 

Mo Mo Mr 
(6.374) 

J z—► —oo 

Observe, agora, que por (6.302) e (6.304), estes Mo,Mz,...,Mr são os elementos 

de matriz. Sua forma geral é: 

Mfc = 1 + a\e^ + (6.375) 

onde os (ui^Uz) <^3) constantes. Lembramos que H e F são funções lineares de 

X e t. Portanto, derivadas destas funções são constantes. Introduzimos a seguinte 

notação paxa facilitar a discussão: 

d^H = (6.376) 

e 

3, {2f) = 

onde e f^^ são constantes. Portanto, 

(6.377) 
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df,Mk _ h^g}{e^ + + [hy, + 

1 + a\e^ + + 036^+^^ 

Por (6.373)-(6.374), devemos avaliar expressões deste tipo quando x—> 

serve que 

(6.378) 

±cx). Ob- 

^l—±oo € (0,íi„/„,().„+ /„)), (6.379) 

OU seja, este número assmne um destes^ quatro valores possíveis em x—*■ ±00, 

dependendo dos valores assintóticos de F e Portanto, este valor não depende 

de k e cada rnn dos termos em (6.373)-(6.374) contribui do mesmo modo: 

v/f 

M _ ídxMpV 

1-v^ An \ Mo ). 
(6.380) 

\/í 

Mv _ _kr 

^ An V Mo 
(6.381) 

Pode-se verificar que em todos os casos, de (I) a (VI), utilizando (6.316), (6.318) 

e Mo dado por (6.324), a energia e o momento resultam em: 

E = ^1 cosã| cosh 6 -f sin (6.382) 

e 

P = ^1 cosõ| sinhft -I- sin sinh . (6.383) 

Observe que se quisermos definir luna massa, devemos tomar (6.347). Logo, 

+=“(v) 

Consequentemente, a massa, a carga elétrica e a carga topológica da solução de 

3 vértices são a soma das respectivas quantidades das soluções de 1 e 2 vértices. 

Salientamos que o mesmo método que apresentamos aqui para calcular a energia 

e o momento pode ser utilizado nas soluções de 1 e 2 vértices e leva exatamente 

aos resultados obtidos nas duas seções anteriores. 

(6.384) M = 
krfi 

n 
coso 



Capítulo 7 

CONCLUSÕES E 

PERSPECTIVAS 

CONCLUSÕES 

Finalizamos este trabalho ressaltando os pontos principais que nos levaram à 

construção dos modelos de Toda não abelianos singulares conformes afins 

Os modelos em questão podem ser definidos através da sua estrutura algébrica 

utilizando-se a gradação Q e os geradores constantes de grau ±1, . Dentro 

desta classe, podemos implementar um vínculo adicional em Go de forma a que os 

campos da teoria parametrizem o espaço quociente Gq/Gq. Sob o ponto de vista de 

teoria de campos, os modelos são especificados através da redução hamiltoniana 

do modelo de WZNW de 2-loops e a sua ação efetiva é obtida eliminando-se os 

graus de liberdade associados ao espaço tangente G/Go e subsequentemente Gg- 

A redução adicional que elimina o grau de liberdade correspondente a Gg gera 

singularidades e a ação efetiva do modelo reduzido é obtida através da ação do 

modelo WZNW calibrada de forma a implementar os vínculos. As equações de 

movimento podem ser sistematicamente escritas através da condição de curvatura 

nula e dão origem à relação fundamental de Poisson e à matrix r clássica. As 

soluções sóliton são obtidas através do método de dressing que relaciona campos 

físicos com funções explícitas do espaço-tempo. Tecnicamente, um ingrediente 

essencial para a obtenção das soluções são os operadores de vértice, devido a 

propriedade da nilpotência. 

Vimos que os campos da teoria são complexos, mas existem soluções, como 

as apresentadas nesta tese, com energia e momento reais. A solução de 1 vértice 

é uma solução de 1-sóliton e possui carga topológica. Entretanto, não possui 

carga elétrica. Esta solução corresponde ao modelo de Toda abeliano A^LV A 

solução de 2 vértices é uma solução de 1 sóliton. A mesma possui carga elétrica 

e topológica. Neste sentido, dizemos que é um “dyon”. A solução de 3 vértices 

corresponde a uma solução de 2 sólitons e também é um “dyon”. As cargas 

elétrica e topológica, a energia e o momento da solução de 3 vértices são somas 

das respectivas quantidades das soluções de 1 e 2 vértices. Para as três soluções, a 

carga elétrica, a energia e o momento são dados por termos de “superfície”. Todas 

as soluções obtidas possuem mna interpretação de partícula livre relativística, com 

massas bem definidas. 

125 
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PERSPECTIVAS 

A classe de modelos integráveis discutida nesta tese é relacionada com a ál- 

gebra e é descrita pela ação (6.52). Note que a ação não é simétrica pela 

troca d d, apresentando um termo antissimétrico 6'^'' . Este termo é respon- 

sável por termos de torção, conforme explicado na referência [15]. Na referência 

[27], mostramos que uma subclasse particular destes modelos é caracterizada pela 

ausência de termos de torção devido a propriedades de origem Lie algébrica. A 

condição precisa para a ausência de termos de torção foi especificada em [27] e 

somente é satisfeita para as álgebras A^^^ e sendo que os dois últimos 

casos correspondem a álgebras afins torcidas (“twisted”). Na referência [28] con- 

struímos explicitamente estes modelos e mostramos a sua integrabilidade clássica 

através da construção da cmvatma nula. 

Esta subclasse de modelos coincide precisamente com os modelos propostos 

por Fateev [26] no contexto de dualidade entre acoplamentos forte e firaco entre 

certos modelos de Thirring interagentes com campos de Toda abelianos. Pretende- 

mos seguir o mesmo procedimento desta tese na construção de sólitons para esta 

subclasse de modelos. Em particular, temos interesse na relação entre ausência 

de torção e dualidade. 



Capítulo 8 

APÊNDICES 

DEFINIÇÕES ALGÉBRICAS 

Neste apêndice, apresentamos as definições e propriedades algébricas uti- 

lizadas nesta tese [10]. 

A álgebra de Lie simples de dimensão finita A possui uma base denominada 

de Weyl-Caxtan tal que: 

[Lfi,iíi] = 0, (8.1) 

= (8.2) 

{e(o:, ^)Ea+f3, se o; -f /5 é raiz; 

^ , se o -t- /3 = 0; > (8.3) 

0, de outro modo. J 

Os geradores H,, (i = l,...,r), definem o que se conhece como subálgebra de 

Caxtan. O número r é o “rank” da álgebra. Os geradores Eq são denominados 

escadas (“steps”) e por a,/3 designamos as raízes da álgebra. Tais raízes são 

vetores em um espaço euclidiano de dimensão r, com um respectivo produto escalar 

associado. Os número e são denominados cociclos e são definidos de forma a que 

e(a,/3) = ±l (8.4) 

e 

e (a,/3) = - e (/5, q) . (8.5) 

A determinação completa dos cociclos é feita de modo a que a identidade de Jacobi 

seja satisfeita. As raízes da álgebra são classificadas em positivas e negativas de 

modo a que qualquer raiz da álgebra possa ser escrita na forma 

r 

OL kiai, (8.6) 
1=1 

onde as raízes oíí são raízes positivas denominadas simples e os inteiros fcj são 

todos positivos (raízes positivas) ou todos negativos (raízes negativas). 

127 
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Define-se a base de Chevalley redefinindo a subálgebra de Cartan: 

2ai.H 

com i=(l,...,r). Nesta base, 

h{ 9 ) 
af 

[/ij, hj\ 0, 

(8.7) 

(8.8) 

[hi,Ea] =Y2 'mtKt,iEa, 
6=1 

(8.9) 

e(o!, P)Ea+i3, sea + P ê raiz; 

[Ea,E0] = 

Os inteiros e m“ são determinados por: 

Y, sea + P-O] 
6=1 

0, de outro modo. 

(8.10) 

(8.11) 

a m^ab- 

6=1 

A matriz de Cartan é definida por: 

Ka,b = 
2aa.ab 

oct 

A matriz de Cartan simetrizada é definida por: 

_ Aaa.Oib 
o 2 * alai 

Os pesos fundamentais Xj são definidos por: 

2qí2 . Xj 
= kii (1 ^ '<3 < r). 

(8.12) 

(8.13) 

(8.14) 

(8.15) 

Salientamos que nesta tese o símbolo Kjj representa a matriz de Caxtan da 

álgebra A. e não Aqui, apresentamos a matriz de Caxtan de A. : 
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/ 2 -1 0 

-1 2 -1 

0-12 

0 0 0 \ 

0 0 0 

0 0 0 

K = 

0 0 0 

0 0 0 

V 0 0 0 

2-10 

-1 2 -1 

0-12/ 

A inversa da matriz de Cartan de Ar é dada por: 

(8.16) 

/ r r — 1 r — 2 

r-1 2(r-l) 2(r-2) 

r-2 2(r-2) 3(r - 2) 

3 6 9 

2 4 6 

V 1 2 3 

As raízes positivas de Ar são: 

Al : CKi; 

3 2 1 \ 

6 4 2 

9 6 3 

3(r-2) 2(r-2) r-2 

2(r — 2) 2(r — 1) r — 1 

r-2 r—1 r y 

(8.17) 

A2 : oíi,a2, «i + «2; 

A3 : Qli, «2, Oí3, Qi + Qí2, Q!2 + <>3) Q!l + 0(2 + 0(3) 

A4 : Qi, 0:2, 0:3, 0:4, Q!i + 0:2, 0(2 + OC3, Q3 + «4, Q;i + 0:2 + 0(3, «2 + <^3 + Q!4) Ctl + 

Q!2 + «3 + 0:4; 
etc. 

Para a álgebra Ar, os cociclos e{a,/3) associados a comutadores entre raízes 

positivas podem ser escolhidos na seguinte forma: 

e {aj + Qj+i + ... + aj+k, Oij+k+i + ••• + oii+it+s) = !> (8.18) 

se aj + ... + aj+k+s for raiz, onde k e s são inteiros positivos. Os cociclos associados 

a comutadores entre raízes positivas e negativas são determinados por: 

e(/3, -a-P) = 6 {-a - /3, a) = e(a, /3), (8.19) 

onde a e P são raízes positivas, se a + P for raiz. Ou seja, a partir de (8.18), 

determina-se (8.19). Os cociclos associados a comutadores entre raízes negativas 

são determinados por: 
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e{-a,-P) = -e{a,P), (8.20) 

onde ae P são raízes positivas, se a + ^ for raiz. Ou seja, (8.18) determina (8.20). 

Pode-se demonstrar que estas escolhas satisfazem a identidade de Jacobi [10]. 

As relações de comutação para são da seguinte forma: 

— TTlCT]i^fj6fn+n,0i (8.21) 

a^cx ) 
6=1 

[E^r\Ef 

] =è '“'“í””"’*’+ 
6=1 

= e (a, P) se q; -h é raiz. 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

[D,E^^'^\=mE^^'^ (8.25) 

e 

(8.26) 

O gerador carga central C comuta com todos os geradores da álgebra. 

Define-se: 

(g_27) 

e 

[/!<”»]'= íí<-’"> (8.28) 

Define-se uma forma simétrica bilinear traço como: 

Tr (hi-)hí")) = (8-29) 

Tr [E^^r^Ef^) = ^W.o<5m+n,o, (8.30) 

Tr {CD) = 1 (8.31) 

e igual a zero nos outros casos. 
Os geradores atuam em uma representação com estados |Aj)- j=(0,...,r)- do 

seguinte modo: 
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C\Xj) = |A,), (j=0,...,r), (8.32) 

(j=0,...,r) e (i=l,...,r), (8.33) 

= 0, se n > 0 ou se (n=0 e a > 0), (8.34) 

=0, sen>0. (8.35) 

Relações análogas podem ser obtidas para os estados duais {Xj\ = (|Aj))^, uti- 

lizando (8.27)-(8.28). 

CÁLCULO DA MATRIZ r CLÁSSICA 

Neste apêndice, verificaremos que a matriz r dada por (6.73) satisfaz a relação 

de Poisson fundamental (6.72), com A'^' dado por (6.66). 

Normalizamos 

Y = 1, (8-36) 

para toda redz de A^. Portanto, pode-se demonstrar que, 

ir% = ir'),,, = = {K-%. (8.37) 

Passemos ao nosso objetivo principal, que é calcular o comutador 

[C+ - C-, A"' 0 / + / (8) A!”] . (8.38) 

Para isto, precisaremos calcular comutadores da forma 

[C+ -C-,T0/ + /0T] , (8.39) 

onde por T representamos geradores pertencentes ao 

Calcularemos termo a termo. 

E' (1) ,e; (-1) 
-(Ql+...+Qr)’ ■^a2+--+0:r’ 

conjimto {C, D, 

conforme (6.66). 

Temos que 

[C'+-C'-,C'0/ + /0C] = 0, (8.40) 

pois C comuta com todo gerador da álgebra. Da mesma forma, 

[C+-C-,D0/-h/0D] = 0. (8.41) 

Isto resulta do fato de que os elementos de (C"*" — C~) são da forma 0T(~”^)) 

e 
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[2^(m) ^ ® II ® D] = [T^^\D] ® d] 

= (8) ® = 0. (8.42) 

O comutador a seguir, também, se anula, 

[C+ - C~, /i{°^ ®I + I® = 0, (8.43) 

pois o índice zero faz com que o comutado de com qualquer gerador da sub- 

algebra de Cartan seja zero e 

® EÍ~^\ ®I + I® = 0, (8.44) 

com a e m arbitrários, pois os dois termos resultautes se anulam. Da mesma 

forma, 

[C+ - C~, Al ®I + I® Al = 0. (8.45) 

Antes de calcularmos o restante dos comutadores, é conveniente introduzir 

r 

^=Y1 <^ài°^ + C®D-i-D®C. (8.46) 
a,6=1 

É um fato conhecido que o operador definido por [8] 

C = C° + C+ + C~ (8.47) 

possui a propriedade de que 

[C,T®I + I®T] = 0, (8.48) 

para todo elemento T da álgebra. Em particular, 

[C, / 0 4"^ + 4") 0 /] = 0, (8.49) 

onde /? é uma raiz arbitrária e n é um inteiro arbitrário. 

Temos que, utilizando (8.48), 

[C+ + C", / 0 0 /] = -[C°, 10 4"^ + 4”) 0 /] 

= - è ® ® -ri[c® Ef^ + Ef^ 0 C) , (8.50) 
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onde 

/3 m^aa (8.51) 

a=l 

e aa são as raízes simples. Observe, entretanto, que a matriz r depende de (C"'' — 

C~). É necessário desenvolver um pouco mais o raciocínio. 

Calculemos [C"^, I ® Ea^ + Eai^ O /] por partes, onde «j é uma raiz simples: 

* 00 r 

,m=la,&=l 

oo 

=53 (hf ® Bi:”*’+fiír’ ® 'íí'”'); (8-52) 

53 Ei“> ® Bi“i, 1 ® + Eif ® / 
,a>0 

= -Ei^^ 0 hf^ + Y, ® , (8.53) 

onde X"^ e X“ representam operadores escada associados a raízes positivas e neg- 

ativas, respectivamente, os colchetes indicam conjtmtos desta forma, o índice zero 

informa que o número inteiro associado ao gerador escada é zero e a somatória 

informa que pode existir mais de mn termo nesta forma. Como veremos, as for- 

mas específicas destes termos não são necessárias. Salientamos que para obter 

esta igualdade utilizamos o fato de que a soma de uma raiz negativa com uma 

raiz simples positiva não pode ser positiva.; 

OO 

53E ® I ® Ei°>+B(») ® I 
_m=la>0 

00 

= - 0 (8.54) 
m=l {m>l} 

onde {m >1} significa que qualquer termo na somatória obedece a esta condição; 

m=la>0 
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= - E ® 
m=l 

+ EE ['(“■ +'(-“. «osf-E,) ® e!c'"\ 
m=lQr>0 

oo 

m=l 

+ E 
^ e{a, ai)E^lS ® -EÍ+aí+ XI ® ^fi+a] 

,Q>0 (9>0 

= (8-55) 
m=l 

onde na última somatória mudamos a variável de /3 para a, utilizando em seguida 

a propriedade: 

e{a, ai) = -e{-a - ai, ai). (8.56) 

Somando (8.52)-(8.55), obtemos: 

Similarmente, 

® ^-°^+ X ® • (8-57) 
{m>0} 

[C-, 10 + B^°^ 0 /] = -/if 0 X {^"}^ . (8.58) 
{m>0} 

Somando (8.57) e (8.58), obtemos: 

[C+ + C", / ® + B™ ® /] = -Af ® B(“> - B<"> ® Af4 

+ Y1 [{a:+}‘’”>®{x-}‘"'"’ + {jí-}‘-">®{x+}<’”>'. 

{m>0} 

(8.59) 
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Comparando esta última igualdade com (8.50), vemos que: 

+ {X-}'-"» ® {AT+}'"*'] = 0. (8.60) 

{m>0} 

Lembrando que a álgebra é um espaço vetorial e que vetores em são 

linearmente independentes dos vetores em temos que, coerentemente 

com a estrutura de produto direto. 

{m>0} 
(8.61) 

Ou seja. 

Y, {x-}*-"’® {x+}<’">=0. 
{m>0} 

[C+, I ® (8) /] = -£(0) 0 /if 

(8.62) 

(8.63) 

Portanto, 

[C-, / 0 + Ei°^ 0 7] = -/if) 0 £i°). 

para i=l,...,r. Observe que não existe somatória em i. 

Analogamente, 

para i=l,...,r. 

Denotamos: 

(8.64) 

[C+ - C-, / 0 0 7]= /if) 0 - Bi°j 0 /if ^, (8.65) 

- C", 7 0 bL% + bL% 0 7I = /if ^ 0 b[% - bL% 0 , (8.66) 

7 = Qi + ... + a,. 

e calculamos por partes: 

(8.67) 

_m=lj,l=l 
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OO r 

=EE {[{’)■’)« + (’)'*).,.] N’"’ ® -Eí-'-"” 
m=lj=l 

+ 

OO r 

=EE [(’!"')i,í+(’í"‘)r J N” ’ ® «í"'"”’+Eír-'-^ ® h 
m=l j=l 

(-m) 
j 

m=lj=l 

onde utilizamos (8.37) e as relações 

—m) 
(8.68) 

(8.69) 

(OlJ+(Or,i = l; (8.70) 

<8> 10 0 / 
_Q>0 

= -Bf® ^ ^ {JC+}™ ® , (8.71) 
a—1 

onde utilizamos o fato de que a soma de qualquer raiz positiva com 7 não é raiz, 

pois 7 é a raiz mais alta da álgebra; 

’ OO 

.m=lQ>0 

OO r 

= - 0Y (8-72) 
m=la=l {m>l} 

EE 0 Ei~^\ I 0 E!f^^ + Eíf^'» 01 
.m=la>0 
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00 r 

= ^ (8.73) 
m=la=l {m>l} 

Somando (8.68) e (8.71)-(8.73), obtemos: 

[C-^J®EÍf^'> + E\-^'>^l] 

= - è ® ^ ® (8) {X+}^ "" . (8.74) 
a=l {»Ti>0} 

Similarmente, 

= ~Y^ Elf^'» 0 0 C+ ® . (8.75) 
0=1 {»í>0} 

Somando (8.74)-(8.75) e comparando com (8.50), vemos que: 

Y, 0 + Y ® = 0. (8.76) 
{m>0} {^>0} 

Observe, porém, que no primeiro termo todos os operadores escada no lado es- 

querdo do produto direto possuem índice m=(0,l,2,...), enquanto que o segundo 

termo é tal que no lado esquerdo do produto direto todos os operadores escada 

possuem índice na forma (-1,-2,...). Portanto os dois termos são linearmente in- 

dependentes: 

e 

Y = 0 (8.77) 
{m>0} 

Y ® =0. (8.78) 
{n>0} 

Portanto, o último termo em (8.74) é zero, o mesmo ocorrendo com o último termo 

em (8.75). Consequentemente, 
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[C+ - C-, / (8) (8) /] 

=Y1 ® ® ^® (8.79) 
0=1 

Similaxmente, 

C+-C-,/(8£;ÍV^-7<^^ 

=è (^-7 ® + C*8)- e'^}] 0C. (8.80) 
a=l 

Denotamos 

/3 = Q!2 + ••• + «r 

e calculamos C'+,/0£;^"') + £;(-'^0/ por partes: 

E E {"í"*),-,, '“f ’ ® / ® 4"'*+4"'’ ® ^ 
.m=lj,Z=l 

(8.81) 

cc r 

=EE [- (i"'),., + (’í-‘)2,, + (r *) J (/>!"> ® + <-■> ® feí-’) 
m=l Z=1 

m=l Z=2 

onde utilizamos as relações 

oo r 

■EE ('*!”■’ ® 4"'“"’+4”"‘' ® '“í"'"’). (8-82) 

Af>,4-'' — + 6j_2 + <5i,r) 
(-1) (8.83) 

-(^ ')i,z + (^ ')2,z + ('? ').,/ = 1 - <5i,z; 

0 7 0 4"'^ + ® ^ 
.Q:>0 

(8.84) 
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= +£«+l+a,®í;-«. 
a=2 

(8.85) 

onde utilizamos 

e(—ai — ... — a^, ol2 + ••• + = ~1 (8.86) 

e(o:i, ol2 + ••• + 0!j.) = 1; (8.87) 

OO 

YIY. ® ® (8> / 
_m=la>0 

CO r 

= - yIY^ ® ® + 
m=la=2 {íTi>l} 

CO 

+ Y. (--BÍTÍ..+«. ® + Si?+"!U ® i (8-88) 
m=l 

OO 

YY. -f ® 4‘‘*+4"*’ ® ^ 
,m=la>0 

OO r 

= - YY^ ® Y ® + 
m=la=2 {m>l} 

+ Y (®-« ® - -EÍT'* ® SÍ7S.+„,) + C ® 4-‘>. (8.89) 
m=l 

Somando (8.82), (8.85) e(8.88)-(8.89), obtemos: 

= -E'*™®^r’+ E {a:+}‘'"’®{x+}'-”-'* + 
<1=2 {íTi^O} 
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+C 0 4-‘> - £i">. 0 + ÊÜL., 8 -Ei"!. • (8.90) 

Similarmente, 

= - ^ ®/ii°4 Y. + 
a=2 {m>0} 

+<*> 0 c - ® Ei“>.+s™. 0 BiriUo, ■ (8.91) 

Somando (8.90)-(8.91) e comparando com (8.50), obtemos: 

J2 J2 = (8.92) 
{m>0} {m>0} 

Entretanto, observe que no primeiro termo os operadores escada no lado esquerdo 

do produto direto possuem índice m=(0,l,...), enquanto que no segundo termo os 

operadores escada no lado esquerdo do produto direto possuem índice (-1,-2,...). 

Portanto, os dois termos são linearmente independentes: 

{^+}W^{;s^+}{-"i-i} ^0 (8.93) 

Y ® = 0. (8.94) 
{m>0} 

Portanto, 

C+ -C~,I(S> 0 / 

=è (4"” ® '■i"’ - + C 0 B^-'> - B^-'> 0 C+ 
a=2 

+2 (bÍ;|U«, ® Ei°i - E!“Í 0 £Í;Z+c) ■ (8.95) 

Similarmente, 
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a=2 

+2 (bÍ‘Í„^.„+„,, ® - B£> ® •BÍ.Í.+...+„,,) . (8.96) 

onde utilizamos 

e(o:i + ... + ar, -0:2 - ... - 0:^) = 1 (8.97) 

e(-o:i, -0!2 - ... - ü!r) = -1. (8.98) 

Agora, estamos aptos a comparar 

[-^ (C+ - C~) ,A'^'{y,t) (g)/ + 7(g) A"'(z,í)] 6{y- z) com (6.71), onde A"' é 

dado por (6.66). Temos que 

27T 47T„ ^ 47T„ _ 47T 
r—1 

l.k=l 

27rr + 1 

k r 
(t^ní + sns)?^^}0/] = o, (8.99) 

conforme (8.40)-(8.41), (8.43) e (8.45), onde a foi definido em (5.35); 

27T 

T 
l-Ç(c+-c-), 

(/ 0 / + c);x 2 exp (- 2 0 /) 

i=l \ 3=1 / 

= ^ È -p - È ^ )«'■«' 
1=1 \ j=i / 

conforme (8.65)-(8.66). Vemos que este termo consta em (6.71); 

87t2 

A;2 
e'^2/2 (7 (g 7 _ ct) 0 hf\ (8.101) 
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conforme (8.65)-(8.66). Procurando este termo em (6.71), vemos que o mesmo 

está presente, dado que 

1 1=1 

Esta relação decorre de 

1=1 

(8.102) 

(8.103) 

irx = 

r — l 
(8.104) 

(8.105) 

conforme (8.79)-(8.80). Observamos que este termo está presente em (6.71), dado 

que 

É'*í”> = ^^+Er'E-.'‘lS- 
1 /=1 a=l 

Esta última relação é válida por (8.103), dado que 

(8.106) 

(8.107) 

hf (C+ - C-), 

//exp f2-^^r-'n 
) (/ ® /+a) {/ ® (b^) }i 
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_ 27T/X / - 

4 “PV 2 

C 0 (bU’..+., + + 24:iL+<., ® Ei°i.+ 

+2£Í\»„.+.„^,, 0 £<”' + ® E '“í”’}- (8-108) 
a=2 

conforme (8.95)-(8.96). Vemos que este termo está presente em (6.71), dado que 

(r')„ + = 1. (8.109) 

Portanto, verificamos que a matriz r para o modelo em questão é realmente 

dada por (6.73). 

CÁLCULO DOS ELEMENTOS DE MATRIZ 

Neste apêndice, discutiremos o cálculo dos elementos de matriz associados ao 

modelos de sine-Gordon, Limd-Regge e às três soluções apresentadas do modelo 

não abeliano singular Os cálculos utilizam as propriedades das representações 

da álgebra discutidas no apêndice “Definições Algébricas”. 

É conveniente relembras algumas somatórias úteis: 

°° 1 
X" = —. (8.110) 

n=0 

Consequentemente, 

OO 

= (8111) 
n=l 

Derivando (8.110) e multiplicando por x, obtemos: 

E 
n=l 

nx” = 
X 

(l-x)2‘ 
(8.112) 

A soma dos termos de mna progressão geométrica é dada por: 

N 

E^9” = 
n=0 

X (l — 

(1-9) 
(8.113) 
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Utilizaremos, tembém, a seguinte notação: 

= 
7t 

7,- 
(8.114) 

a) modelo de sine-Gordon: 

(Ao|F=t(7)|Ao) 

rí —— /"v^ ^ \ ✓ 

= -i{A„|C|A„) = -i (8.115) 

(Ai|F* (7) |Ai> = (Ai|A<"> - ||A,) = 1-5 = 5- 

b) modelo de Lund-Regge: 

(Ai|í'-(7i)|Ai) = (Aí|F+(72)|A,) = 0, i=(0,l); 

(8.116) 

(8.117) 

(A.|F-(7,)BÍ">.|A,) = (A,|£Í»)F+(7í)|Ai) = 0; (8.118) 

(A,|F+(72)£Í"> |A,) 

= (^ii E (72)'”-b<">í;í“2jai) = {a,íE(72)'"bí’;'bí-“1.ia.> 
n=0 

= (-^ll E (72)""s<:;),í;í">. 
n=0 

lAi) = (.líl E (72)“’‘'*'”'I-i.) = 1; (8.119) 
n=0 

{A,|BmF-(7,)|A.) = l; (8.120) 

(A„|F-(7,)F+(7j)|A„) = (A„| 

-1 

E^-.(7i)'”. E 'EÍT’(72)’ 
n=l 

|Ao) 
m=—oo 
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OO OO 

=E E ("fi)"" ('^2)""’ (-'ol - A'"*”» + nCÍ„+„,o|Ao) 
n=lm=—1 

(1 - 72.1) 
2> 

(A,|F-(7,)í’+(72)|Ai> = 

{Ai|F-(7,)í'+(72)BÍ”iJAi> = (Ai|B<?í”(7i)í’+(72)I>'i) = 0. 

c) modelo não abeliano singular : 

= ('^jl^i.r(72)l'^i) = 0> (j=0,...,r); 

(Aolft.,(73)l>o) = (Ai|íí,,(73)|Ai) = 

^ ^ 1 

=E + Í73T = ÍI3T’ = 2 r); 
p=l 

OO 

{A.|£S’A(7,)|A.) = (AilBj;» E ■EÍt(7,)'™|Ai> 
n=—OO 

= <Ail W = {A,| E {7.)-"“ |Ai) = 

{A,|Fi,,(72)BÍ">JA,> = 1; 

{Ai|F,,,(7,)ê™.|A.) = (Ai|E<»>Pi,,(72)|Ai) = 0; 

(A,|B™í’*r(73)|Ai) = (A.|ík,,(73)í;i“4|Ai) = 0; 

(8.121) 

(8.122) 

(8.123) 

(8.124) 

(8.125) 

(8.126) 

1; (8.127) 

(8.128) 

(8.129) 

(8.130) 
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(Ao|A.r(7l)i^l.r(72)|Ao> 

r—1 

n>0,m<0 p—0 
(8.131) 

Podemos trocar o produto dos operadores escada pelo comutador, pois, como n>0, 

E5L,+...+a(i+p)] aíliquila |Ao) : 

r-l p+1 

= E (7i)‘'”(72)'""E('fu)’’<^o|nCÍ„+„,<,-E'ír"'Vo>- (8.132) 
n>0,m<0 p=0 j=l 

Os aniquilam |Ao) e (Ao|. Portanto, na expressão anterior temos; 

r—1 

=E" (ti.»)™ ('>'1.2)’ 
(72..)’' fi - (7,.)n 

[1-{72,)']' (1-71,2) 

Multiplicando e dividindo por (71,2) e notando que 

7a,67&,c 7a,c> 

obtemos: 

(A„|í',,.(t,)í’i,.(72)|Ao) = 
(7,2)’- 

(1-71,2) [1-(7.,2)T 

(AiiF.,.(Ti)í'i,r(72)|Ai> 

(8.133) 

(8.134) 

(8.135) 

1—1 p+1 

= E (7i)"'”(72)-""E(7i,2)’’(^il"«n+m.0-E'‘r"Vi>. (8.136) 
n>0,m<0 p=0 j=l 

Obeserve que para todo p o elemento de matriz contém Portanto, 

(^2,1)''” ^ (71,2)^ (Ai|nC - /ifVi) 
n>0 p=0 
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r—1 

=Y1 (72,1)"” (71,2)' 
n>0 p=0 

[1 - (7,2)1 

[1-(72,i)7 (1 - 7,2) [1 - (7,2)T 

Observe que podemos reescrever este último resultado como: 

(72,.)'’' 
n2 

[1 - (72,.)1 
{1 + 7i,2 + (71,2)^ + - + (71,2)’^ ; 

{X2\F,A'íl)FlAl2)\^2 > 

(8.137) 

(8.138) 

r-l p+1 

= E (7i)-”'(72)-””E(7,2)’'(^2l-!CÍ„+„,„-Efcr"’>|A2>. (8.139) 
n>0,m<0 p=0 j=l 

Observe que, com exceção de p=0, para os outros valores de p temos o gerador 
y^{n+m) ^ Portanto, 

=E (72.1)™ (A2|nC|A2>+ E (72,1)™ E (7,2)'’ <^2|>2C - Af IA2) 
n>0 n>0 p=l 

(72,0’ 

[1-(72,0T ■ [1-(72,01 

+ 
(72,1) 

2r 

{71,2 + (71,2)^ + - + (71,2)’^ 

(72,1) 
2r 

{(7i,2)'^ + 7i,2+ (71,2)^+ -+ (7,2)’^ '} 
[1-(72,0T 

Comparando esta última equação com (8.138), vemos que 

[(8.140] = 7i,2 [(8.138)]. 

(8.140) 

(8.141) 

Portanto, 

(^2|A,r(7l).P’l,r(72)l'^2) = 
7i,2 

(1 - 71,2) [1 - (71,2)1 ’ 
(8.142) 
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Da mesma forma, 

(A3|fl,r(7.)í‘.,.(72)l>3) 

(7»)’- 

[1 - (72,.)'] 
{1 + 71,2} + , ,ri2 {{71,2)* + - + (71,2)’ 

“ \72,iJ J 

i2r 

{(71,2)' + {71,2)'^*' + {71,2)^ + - + (71,2)' '} 
[* ” (72,1) ] 

(71,2)’ 

(1-7,2) [1-(7,2)T 

Pode-se verificar que, em geral, para i=(l,...,r), 

(7,2)“' 
(Ai|F„(7,)í’,r(72)|Ai) = 

(1 - 7,2) [1 - (7,2)1 ’ 

(A,|í;<»)F„(7,)F„(72)|Ai)=0; 

(A,|F„(7,)?v(72)í1-«|Ai>=0; 

(Aí|Ív(7i)Í4.(73)|Aí) = 0, Ü = 0. 

(Aj|Fdr(73)-P’i,r(72)l'^i) = 0, {j = 0, 

{A,|f,r(7,)íd,(73)í;í“>JAi) = 0; 

{A.|£:S>íí,.(73)?„(72)|Ai> = 0; 

(Ai|£:<",>F„(7,)ft,r(73)|A.> 

r-2 

= E (7.)-(73)-™ (A.IK>.(E (7,3)'"' 
n,m=—00 p=0 

(8.143) 

(8.144) 

(8.145) 

(8.146) 

(8.147) 

(8.148) 

(8.149) 

(8.150) 

..-l-a(2+p) + 
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+^-t Í^=T+ E È (8.151) 
\ i=l p=l / 

Consideremos os dois termos nesta equação separadamente. O termo que contém 

somente operadores escada é dado por: 

E (Ti)"™ (Ta)-"" (Ail £ (7i.,)‘ 
n>0,m<0 i=l 

= E (t.)-™ (Ta)-™ 
n>0,m<0 

í+i 

-nC + nC+ ^ |Ai) 
p=2 p=l 

= - X! ('^1.3)' 
n>0 i=l [1 - (73,01 

Y1 (71,3)' • (8.152) 

O segimdo termo em (8.151), envolvendo a carga central e os geradores de Cartan 

é dado por: 

+ E (Ti)-”‘(Ta)-™(Ai 
n>0,m<0 

r—1 

E cí E »' 
d(i-p) 

,i=l p=l 

= IZ (73,0'" i-n + n- 1) 
n>0 

_ _i (T3,i) 

- 1 [1 - (Ta,i)"]' 

Somando (8.152)-(8.153), obtemos: 

(8.153) 



8.0 CÁLCULO DOS ELEMENTOS DE MATRIZ 150 

[1 - (T3,i)1 

r—1 

('^1.3)’ 

1 I 1 [l-(7i,s)1 
w<^-l (1-(7i,3)T (1-71,3) 

Portanto, 

(A,|í;g>F.,r(7l)Í4r(73)|A.) = , ^ 
K - 1) (1 - 71,3) 

(w<‘ - 1) [1 - 73,2“ J 

(A.|£)S>«,,(7,)F3,.(73)í^i,.(72)I->'i) = 0; 

(8.154) 

(8.155) 

(8.156) 

(8.157) 

(Ax|A,r(7i)Fd,r(73)^i.r(72)^i°<í^|Ai) = 0; (8.158) 

O último cálculo a ser efetuado é extremamente complexo. O procedimento 

é o mesmo que utilizamos até aqui, mas o número de termos envolvidos é muito 

grande. Portanto, apenas apresentamos os resultados; 

I-^l.r (7l)-^d,r (73 (72) I ^j) 

^ - 71,3) (1 - 73,2) (^‘^71.2)^ ^  

[1 - (71,2)1 - 1) (1 - 71,2) (1 - 71,3) (1 - ^*^73,2) ’ 

para j=(l,...,r) e 

( Ao 17^1 ,r (7l)-fc!,r (73 )-^1 ,r (72 ) I-^0 ) 

(8.159) 

 - 71,3) (1 - 73,2) (^‘^71,2)’'  

[1 - (71,2)1 (^“^ - 1) (1 - 71,2) (1 - 71,3) (1 - ^‘^73,2) ’ 
(8.160) 

onde [(if'^)^ = 1] no numerador foi explicitado apenas para indicar a simetria com 

(8.159). 
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