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Aos meus irmãos, Raul Fernandes e Halax Duart;

Ao meu sobrinho e cunhada, Henrico e Larissa;



AGRADECIMENTOS

Meus sinceros agradecimentos a parentes, amigos, colegas, professores e funcionários
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RESUMO

Nesta dissertação são apresentadas metodologias de controle automático aplicáveis a um

sistema de suspensão ativa de bancada e a um sistema aeropêndulo com modelagem in-

certa. Os controladores projetados são do tipo robustos de ganho único ou chaveados

que podem ser aplicados a uma classe de sistemas lineares com incertezas politópicas e

não lineares incertos descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS) considerando uma

região de operação conhecida. A lei de controle chaveada elimina a necessidade de uso de

funções de pertinência, que podem ser incertas ou complexas para encontrá-las ou estimá-

las. A dinâmica do sistema aeropêndulo é aproximada por modelos locais lineares para

diversos pontos de operação. Desta forma, o sistema não linear é descrito por modelos

fuzzy TS e o projeto dos controladores é realizado através de Desigualdades Matriciais

Lineares (LMIs) com base na teoria de Lyapunov. São consideradas algumas restrições

e técnicas de projeto para obter resultados satisfatórios tais como taxa de decaimento,

restrição da norma dos controladores, saturação dos atuadores e ı́ndice de desempenho

quadrático relacionado com a sáıda do sistema. As implementações no sistema aeropên-

dulo com controladores robustos são apresentadas ao final do trabalho para verificação da

teoria estudada e análise dos resultados. Para eliminar o erro em regime permanente apre-

sentado em algumas implementações, é inserida uma nova variável de estado ao sistema

relacionada com a integral da diferença entre as sáıdas medida e desejada para o sistema

aeropêndulo. Desta forma é apresentado um sistema aeropêndulo de ordem superior ao

sistema identificado. São apresentadas também implementações e simulação do sistema

de suspensão ativa de bancada considerando parâmetros incertos e falha no atuador.

Palavras-Chave: Sistema aeropêndulo. Identificação de sistemas. Controle chaveado.

Controle robusto de ganho único. Saturação dos atuadores. Sistemas não lineares in-

certos. Modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs). Custo

garantido quadrático.



ABSTRACT

In this dissertation, automatic control methodologies applicable to an active bench suspen-

sion and an aeropendulum system with uncertain modeling are proposed. The controllers

used are the single-gain control or switched control applicable to a class of linear systems

with polytopic uncertainties and uncertain nonlinear system described by Takagi-Sugeno

(TS) fuzzy models considering a given operation region. The switched control law eli-

minates the necessity of finding or estimating the membership function, which can be

uncertain or complex to obtain. The dynamics of the aeropendulum system is approxi-

mated in local linear models at different points of operation. In this way, the nonlinear

system is described by TS fuzzy models and the design of the controllers is carried out

through Linear Matrix Inequalities (LMIs) based on Lyapunov’s theory. Some restrictions

and design techniques such as decay rate, restriction of the controller norm, saturation of

the actuators and quadratic performance index related to the system output are conside-

red to obtain satisfactory results. The implementations in the aeropendulum system with

the robust controllers are presented at the end of the work to verify the studied theory

and to analyze the results. A method that eliminates the error in steady state during

some implementations is presented. The errors are eliminated by means of insertion of

a new state variable related to integral of the difference between measured and desired

output into the aeropendulum system. In this way, a higher order aeropendulum system

is presented. An implementation and simulation of the active bench suspension system

considering uncertain parameters and actuator fault are also presented.

Keywords: Aeropendulum system. System identification. Switched control. Single-gain

control. Actuator saturation. Uncertain nonlinear systems. Takagi-Sugeno fuzzy models.

Linear Matrix Inequalities (LMIs). Quadratic guaranteed cost.
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REFERÊNCIAS 65



16

1 INTRODUÇÃO

O projeto de controle de sistemas mecânicos envolvendo pêndulos são considerados

problemas clássicos de controle automático de sistemas dinâmicos (JOB; JOSE, 2015) e

utilizados em implementações considerando sistemas lineares (CHEN, 1998) e não line-

ares (SLOTINE; LI et al., 1991). Os sistemas constrúıdos por pêndulos, em geral, são

naturalmente não lineares e são aproximados, em alguns casos, por sistemas lineares em

torno do respectivo ponto de equiĺıbrio (ENIKOV; CAMPA, 2012). Outras vertentes para

esse tipo de sistemas podem ser citadas como o pêndulo invertido (KUMAR; JEROME,

2013) e o aeropêndulo (FAROOQ et al., 2015). No aeropêndulo existe um propulsor em

uma de suas extremidades com o objetivo de posicionar a haste em uma posição desejada.

O foco de discussão deste trabalho, além da implementações de controladores robustos

de ganho único e chaveado, é descrever, identificar e explorar caracteŕısticas do sistema

aeropêndulo. Tal sistema ainda é pouco explorado na comunidade cient́ıfica.

Aspectos construtivos que descrevem o sistema aeropêndulo podem ser encontrados

em Job e Jose (2015), Enikov e Campa (2012) e Veiga (2016). Em Job e Jose (2015),

além de apresentar uma modelagem para o sistema, controladores PID e LQR são compa-

rados mostrando o desempenho de cada um destes tipos de controle. Farooq et al. (2015)

apresenta um controle com realimentação de sáıda uma vez que alguns estados podem

ser não mensuráveis como a velocidade angular, desta forma ela é estimada por meio de

observadores fuzzy. As modelagens para o sistema aeropêndulo expostas em Farooq et al.

(2015), Job e Jose (2015) e Enikov e Campa (2012) não podem ser utilizadas nesse traba-

lho, pois os parâmetros f́ısicos do sistema dispońıvel para uso no Laboratório de Pesquisa

em Controle (LPC) diferem dos parâmetros dos trabalhos mencionados. A modelagem de

sistemas pode ser complexa e para cada caso existem modelagens apropriadas à aplicação

desejada (AGUIRRE, 2004).
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As técnicas de controle escolhidas para uso neste trabalho exigem o conhecimento

da planta para projeto dos controladores. Portanto uma identificação do aeropêndulo

é necessária para viabilizar as implementações. A identificação do sistema aeropêndulo

usada neste trabalho são baseadas nas modelagens apresentadas em Job e Jose (2015) e

Enikov e Campa (2012). O software MatLabr é usado para a identificação dos coeficientes

das funções de transferência em diversos pontos de operação considerados para o sistema

aeropêndulo. Com a realização na forma canônica controlável (OGATA, 2011), obtêm-se

os modelos locais lineares para os diversos pontos de operação (SANTIM et al., 2012)

possibilitando a descrição do sistema por modelos fuzzy TS (TAKAGI; SUGENO, 1985;

TANIGUCHI et al., 2001; TEIXEIRA; ZAK, 1999).

A descrição de sistemas não lineares por modelos fuzzy TS é muito utilizada na teoria

de controle moderno e possibilita a representação de tais sistemas por uma combina-

ção convexa de modelos locais lineares (TAKAGI; SUGENO, 1985; WANG; TANAKA;

GRIFFIN, 1995) ponderados por uma função de pertinência (TANIGUCHI et al., 2001;

WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996; SANTIM et al., 2012). Logo uma classe de siste-

mas não lineares podem ser representados por modelos fuzzy TS considerando uma região

de operação seja por setores de não linearidade, limites f́ısicos ou incertezas do sistema

(KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015; ALVES et al., 2016). Este tipo de represen-

tação possibilita o projeto de controladores considerando uma abordagem linear uma vez

que serão considerados modelos locais lineares para projeto dos controladores. Modelagens

exatas e aproximadas podem ser utilizadas para descrição dos sistemas não lineares por

modelos fuzzy TS. A modelagem exata (TANIGUCHI et al., 2001) descreve exatamente

o sistema não linear considerando uma região de operação (KLUG; CASTELAN; COU-

TINHO, 2015) e as funções dinâmicas que descrevem o sistema. A técnica de controle

clássica para sistemas não lineares descritos por modelos fuzzy TS é a Compensação Dis-

tribúıda Paralela (CDP) (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995, 1996; TANAKA; IKEDA;

WANG, 1998), todavia para utilizar esta técnica as funções de pertinência que descrevem

o sistema precisam ser conhecidas ou estimadas.
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O sistema não linear aeropêndulo, portanto, é descrito por modelos locais lineares e

por funções de pertinência que combinam tais modelos locais, entretanto as funções de

pertinência são incertas e impossibilitam o uso de controladores fuzzy via CDP (SOUZA

et al., 2013, 2014b). Uma solução para tal problema é o uso de controladores robustos de

ganho único (BOYD et al., 1994) e chaveados (GEROMEL; DEAECTO, 2009; SOUZA et

al., 2014a, 2014b; ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et al., 2018). Estes controladores não

necessitam das funções de pertinência que descrevem o sistema. Esta não dependência da

função de pertinência apresenta uma vantagem comparada aos controladores via CDP. Os

controladores chaveados utilizam lei de chaveamento que seleciona o melhor ganho de re-

alimentação para cada instante entre um conjunto de ganhos pré-calculados. Estas leis de

chaveamento são baseadas na minimização da derivada da função de Lyapunov atribúıda

ao sistema (SOUZA et al., 2014a, 2014b). Leis de chaveamento aplicadas a sistemas line-

ares com incertezas politópicas são apresentadas em Deaecto, Geromel e Daafouz (2011),

Souza et al. (2013). Em contrapartida, tem-se leis de chaveamento aplicáveis a sistemas

não lineares descritos por modelos fuzzy TS em Souza et al. (2014a, 2014b), Alves et al.

(2016), Oliveira et al. (2018).

Outros parâmetros de projeto podem ser adicionados e incorporados ao projeto dos

controladores chaveados por exemplo a saturação dos atuadores (ALVES et al., 2016;

TARBOURIECH et al., 2011) e atenuação de distúrbios no sistema com minimização

da norma H∞ (OLIVEIRA et al., 2018). Neste trabalho, o projeto dos controladores

abordados são os chaveados (SOUZA et al., 2014b) considerando saturação dos atuadores

(ALVES et al., 2016; TARBOURIECH et al., 2011), taxa de decaimento (BOYD et al.,

1994) e ı́ndice de desempenho (OGATA, 2011) com função de custo garantido quadrática

relacionada com a energia de sáıda do sistema (PERES et al., 2019). Um ı́ndice de

desempenho usualmente utilizado é o regulador quadrático ótimo que prevê boa relação

entre desempenho e alocação de autovalores buscando minimizar uma função de custo

garantido (CAUN et al., 2018; DEAECTO; GEROMEL; DAAFOUZ, 2011). Em Deaecto

et al. (2010), a função de custo garantido utilizada está relacionada com a energia dissipada

na sáıda, na forma de calor, em um conversor CC-CC. Neste trabalho, uma função de
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custo garantido relacionada com a energia da sáıda do sistema também é considerada a

fim de diminuir tal energia e obter melhores resultados na resposta do sistema controlado.

O aeropêndulo pode possuir pontos de equiĺıbrio diferentes da origem em determinados

instantes e portanto se trata de um servo sistema. Algumas técnicas de projeto para

controle de servo sistemas com o objetivo de atingir valores diferentes da origem podem

ser utilizadas como mudança de variáveis (FAROOQ et al., 2015), inserção de integrador

ao sistema e aumento da dimensão do sistema (OGATA, 2011; TEIXEIRA et al., 2006).

Em Ogata (2011), Ohtake, Tanaka e Wang (2009), Teixeira et al. (2006) são apresentadas

técnicas que aumentam a ordem do sistema com a inserção de uma nova variável de estado

à planta para suprimir a diferença no rastreamento do sinal de referência no sistema

controlado. Para isso, é utilizada a integral da diferença entre posições medida e desejada

(OGATA, 2011; TEIXEIRA et al., 2006). Em Farooq et al. (2015) uma mudança de

variáveis é utilizada para que o ponto de equiĺıbrio seja a origem. Esta dissertação busca

unir tais métodos no projeto de controle a fim de comparar os resultados e identificar as

vantagens de adicionar ou não integrador na planta.

São apresentadas implementações no sistema de suspensão ativa da Quanser (QUAN-

SER, 2010; OLIVEIRA et al., 2018; SILVA et al., 2013) além das implementações do

sistema aeropêndulo. Para isso é introduzida uma breve descrição do sistema e do modelo

usado nas implementações e simulação. Este modelo é baseado em Oliveira et al. (2018) e

considera uma função não linear para a constante da mola (ONAT et al., 2009). O projeto

dos controladores é feito por meio de Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) (BOYD

et al., 1994) que são bastante utilizadas na teoria de controle moderno com técnicas de

projeto para sistemas em espaço de estados. A resolução numérica das LMIs é feita pelo

software MatLabr junto com o solver LMILab (GAHINET et al., 1994) e interface YAL-

MIP (LOFBERG, 2004). Outros solvers dispońıveis existem e são amplamente usados

na literatura como o SeDuMi (STURM, 1999) e o SDPT3 (TOH; TODD; TÜTÜNCÜ,

1999).

Por conveniência, é utilizada a notação Knr
= {1,2,3, ...,nr}, que é um conjunto de
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números naturais limitados ao número de regras nr SE-ENTÃO do sistema fuzzy TS. No

texto existem outros conjuntos de números naturais são eles o número de variáveis de

estado nx, de entradas nu, de sáıdas ny, de elementos np do vetor φ , de não linearida-

des/incertezas n f do sistema e de politopos nx0 do conjunto de condições iniciais.

Para melhor compreensão das informações, o trabalho é organizado em alguns caṕı-

tulos:

• Caṕıtulo 2: Apresentação de conceitos fundamentais para compreensão do trabalho.

� Seção 2.1: Descrição de sistemas não lineares incertos por modelos fuzzy TS.

� Seção 2.2: Apresentação de alguns parâmetros de projeto e ı́ndice de desempenho.

Estabilização de sistemas não lineares descritos por modelos fuzzy TS com controle

robusto de ganho único.

� Seção 2.3: Sistemas fuzzy TS sujeito à saturação dos atuadores.

� Seção 2.4: Sistema fuzzy TS aumentado para controle de servo sistemas e elimi-

nação do erro em regime permanente.

• Caṕıtulo 3: Projeto de controladores robusto de ganho único e chaveados aplicáveis

a sistemas não lineares incertos descritos por modelos fuzzy TS.

� Seção 3.1: Controle chaveado para sistemas não lineares incertos descritos por

modelos fuzzy TS sujeito à saturação dos atuadores.

� Seção 3.2: Controle robusto de ganho único e chaveado para sistemas não lineares

incertos descritos por modelos fuzzy TS sujeito à saturação dos atuadores com custo

garantido quadrático relacionado com a energia de sáıda do sistema. Implementação

no sistema de suspensão ativa.

• Caṕıtulo 4: Descrição e modelagem do sistema aeropêndulo. Projeto de controla-

dores robustos de ganho único e chaveados. Implementações práticas no sistema

aeropêndulo.
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� Seção 4.1: Descrição do sistema aeropêndulo e apresentação do método utilizado

para identificação dos modelos locais lineares em espaço de estados.

� Seção 4.2: Implementação dos controladores robustos de ganho único e chaveados.

Discussão dos resultados.

• Por fim, conclusões e perspectivas futuras.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste caṕıtulo, é apresentada uma revisão dos conceitos fundamentais para compre-

ensão do trabalho. Descrição de sistemas não lineares por modelos fuzzy TS, ı́ndices de

desempenho como taxa de decaimento e função de custo garantido quadrático, estabili-

zação de sistemas não lineares descritos por modelos fuzzy TS, saturação dos atuadores e

sistemas fuzzy TS aumentado para controle de servo sistemas.

2.1 SISTEMAS NÃO LINEARES DESCRITOS POR MODELOS FUZZY TS

Os modelos fuzzy TS (TAKAGI; SUGENO, 1985) são descritos por regras SE-ENTÃO.

Estes modelos relacionam localmente entradas e sáıdas do sistema não linear.

Regra i : SE z1(t) é M
i
1 e · · · e zn f

(t) é M
i
n f
,

ENTÃO











ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t),

y(t) =Cix(t),

(1)

em que i ∈Knr
, j ∈Kn f

, M
i
j é o conjunto fuzzy j da regra i, Ai ∈ R

nx×nx e Bi ∈ R
nx×nu são

matrizes dos modelos locais lineares, z1(t) · · ·zn f
(t) são variáveis premissas e correspondem

às variáveis de estado e aos parâmetros incertos do sistema, x(t)∈R
nx é o vetor de estados,

u(t) ∈ R
nu é o vetor entrada de controle e y(t) ∈ R

ny é o vetor de sáıda do sistema. Cada

equação linear representada por Aix(t)+Biu(t) é chamada de modelo local.

A modelagem fuzzy TS consiste na combinação dos modelos locais lineares por meio

de funções de pertinência. Dado o par (x(t),u(t)), o sistema fuzzy é inferido da seguinte

forma (TANIGUCHI et al., 2001)



















ẋ(t) =
∑

nr

i=1 ωi(z(t))(Aix(t)+Biu(t))

∑
nr

i=1 ωi(z(t))
,

y(t) =
∑

nr

i=1 ωi(z(t))Cix(t)

∑
nr

i=1 ωi(z(t))
,

(2)
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em que ωi(z(t)) = ∏
n f

j=1 M i
j(z j(t)), ∑

nr

i=1 ωi(z(t)) > 0 e ωi(z(t)) ≥ 0, para todo i ∈ Knr
e

j ∈ Kn f
. M

i
j(z j(t)) é o peso do conjunto fuzzy associado à variável premissa z j(t). A

função de pertinência αi(z(t)), i ∈Knr
, é representada pelo peso normalizado.

αi(z(t)) =
ωi(z(t))

∑
nr

i=1 ωi(z(t))
, (3)

em que ∑
nr

i=1 αi(z(t)) = 1 e αi(z(t)) ≥ 0 para todo i ∈ Knr
. Assim, tem-se em (3) e (4) o

sistema não linear descrito por modelos fuzzy TS.



















ẋ(t) =
nr

∑
i=1

αi(z(t))(Aix(t)+Biu(t)) = A(α)x(t)+B(α)u(t),

y(t) =
nr

∑
i=1

αi(z(t))Cix(t) =C (α)x(t).

(4)

em que
(

A(α),B(α),C(α)
)

= ∑
nr

i=1 αi(z(t))
(

Ai,Bi,Ci

)

e nr é o número de SE-ENTÃO do

sistema fuzzy TS.

Considere uma região de operação no espaço de estados (KLUG; CASTELAN; COU-

TINHO, 2015)

X ,

{

x(t) ∈ R
nx : |Nhx(t)| ≤ φh, h ∈Knp

}

. (5)

em que N =
[

NT
1 NT

2 . . . NT
np

]T ∈R
np×nx e φ =

[

φ1 φ2 . . . φnp

]T ∈R
np são conhecidos. Então

o sistema descrito por modelos fuzzy TS (4) permanece na região de operação X , para

todo t ≥ 0, para condições iniciais pertencentes à região de atração E (P,δ ) contida em

X , ou seja, E (P,δ )⊂ X . Portanto, para todo x(0) ∈ E (P,δ ), o vetor de estados x(t) do

sistema permanece na região de operação X (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015).

2.2 TAXA DE DECAIMENTO, CUSTO GARANTIDO E ESTABILIZAÇÃO DE SISTE-
MAS NÃO LINEARES DESCRITO POR MODELOS FUZZY TS

No projeto dos controladores, além da estabilidade, outros ı́ndices de desempenho para

o sistema são importantes. Estes ı́ndices podem inserir desempenho ou restringir algumas

condições de projeto. Uma destas condições é a velocidade de resposta do sistema que

pode estar relacionada com a taxa de decaimento (ou maior expoente de Lyapunov). A
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taxa de decaimento é definida como um número real γ > 0 (BOYD et al., 1994), tal que

lim
t→∞

eγt ||x(t)||= 0, (6)

para todas as trajetórias de x(t). Pode-se usar uma função de Lyapunov quadrática (28)

para estabelecer um limite inferior para a taxa de decaimento do sistema realimentado

(BOYD et al., 1994). A condição V̇ (x(t))≤ −2γV (x(t)), para todas as trajetórias x(t), é

equivalente às especificações de uma taxa de decaimento maior ou igual a γ (BOYD et

al., 1994).

Um outro ı́ndice de desempenho relacionado a uma função de custo garantido é pro-

posto neste trabalho e inserido ao projeto dos controladores de ganho único e chaveados.

No projeto propõe-se minimizar o limitante superior para a função de custo garantido

relacionada com a energia de sáıda do sistema. A função é definida a seguir

J =
∫ ∞

0
yT (t)Ry(t)dt =

∫ ∞

0
xT (t)CT RCx(t)dt, (7)

em que R ∈ R
ny×ny é uma matriz de ponderação da sáıda definida positiva.

A função quadrática (7) considera condições iniciais x(0) pertencentes ao conjunto

convexo

x0 =

nx0

∑
k=1

λkxk(0),
nx0

∑
k=1

λk = 1, (8)

em que λk ≥ 0, para todo k ∈ Knx0
, nx0 é o número de vértices conhecidos do politopo

de condições inciais. A minimização de um limitante superior para a função J (7) impõe

transitórios mais rápidos para a sáıda do sistema.

Um método de controle simples para sistemas não lineares descritos por modelos fuzzy

TS (4) é a realimentação de estados de ganho único. Tal lei de controle é

u(t) =−Kx(t), (9)

em que u(t) é o sinal de controle, K é o ganho de realimentação e x(t) é o vetor de estados

do sistema.
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O sistema fuzzy TS realimentado com (9) é

ẋ(t) =
nr

∑
i=1

αi(z)(Ai −BiK)x(t) =
(

A(α)−B(α)K
)

x(t) (10)

O teorema apresentado a seguir é baseado em Boyd et al. (1994) e fornece condições

para estabilidade do sistema não linear descrito por modelos fuzzy TS (10) realimentado

com a lei de controle robusta de ganho único (9) e taxa de decaimento maior ou igual a γ.

Teorema 1. O sistema não linear descrito por modelos fuzzy TS (10) é quadraticamente

estabilizável com taxa de decaimento maior ou igual a γ se, e somente se, existem uma

matriz simétrica positiva definida X ∈ R
nx×nx , uma matriz M ∈ R

nu×nx e um escalar γ ≥ 0

tais que as LMIs

XAT
i +AiX −BiM−MT BT

i +2γX < 0. (11)

sejam fact́ıveis, para todo i ∈Knr
. O ganho do controlador é obtido por K = MX−1.

Demonstração. Similar à prova apresentada em Boyd et al. (1994).

2.3 SISTEMAS NÃO LINEARES DESCRITOS POR MODELOS FUZZY TS SUJEITO À
SATURAÇÃO DOS ATUADORES

Considere o seguinte sistema não linear descrito por modelos fuzzy TS sujeito à satu-

ração dos atuadores

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)sat(u(t)). (12)

A saturação do sinal de controle (13) é representada na Figura 1. O sinal de controle

u(t) é limitado por −ρl ≤ ul(t) ≤ ρl, então, |ρl| é o valor da saturação do atuador para

cada entrada ul do sistema (ALVES et al., 2016).

sat(u(t)) =













sat(u1(t))

:

sat(unu
(t))













, sat(ul(t))























−ρl, se ul(t)<−ρl,

ul(t), se |ul(t)| ≤ ρl,

ρl, se ul(t)> ρl,

(13)
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Figura 1 - Sinal de controle saturado para cada entrada ul(t) do sistema.
sat(ul)

ul

sat(ul)

sat(ul)

ul

−ρl

ρl

−ρl

ρl

Fonte: (ALVES, 2017)

em que ρl são constantes positivas e l ∈Knu
.

Considere matrizes Hk =
[

HT
k1

HT
k2

. . . HT
knu

]T ∈ R
nu×nx , k ∈ Knr

, uma matriz definida

positiva P = PT ∈ R
nx×nx , um vetor conhecido ρ =

[

ρ1 ρ2 . . .ρnu

]T ∈ R
nu , ρl > 0, l ∈ Knu

e uma constante δ > 0. Os conjuntos L (Hk) e E (P,δ ) são definidos (HU; LIN; CHEN,

2002; ALVES et al., 2016).

L (Hk),

{

x(t) ∈ R
nx : |Hkl

x(t)| ≤ ρl, l ∈Knu
, k ∈Knr

}

, (14)

E (P,δ ),

{

x(t) ∈ R
nx : xT (t)Px(t)≤ δ

}

. (15)

O conjunto de matrizes D ∈ R
nu×nu é definido tal que cada elemento desse conjunto é

Ds, s ∈K2nu , e os elementos fora da diagonal de Ds são di j = 0 e os elementos da diagonal

são dii = 0 ou 1 (HU; LIN; CHEN, 2002). Portanto existem 2nu elementos em D .

D ,

{

Ds ∈ R
nu×nu : dii = 0 ou 1 e di j = 0 para i 6= j

}

. (16)

A condição x(t) ∈ L (Hk) permite que o sinal de controle saturado seja descrito em

uma combinação convexa entre os limites de saturação e o sinal de controle não saturado

(HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003). O Lema 1, apresentado a seguir, fornece

condições suficientes para E (P,δ ) ⊂ L (Hk) (BOYD et al., 1994; HU; LIN; CHEN, 2002;

ALVES et al., 2016).
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Lema 1. (ALVES et al., 2016) Sejam os conjuntos E (P,δ ) (15) e L (Hk) (14). A condição

E (P,δ )⊂ L (Hk) é satisfeita se as LMIs







ρ2
l δ−1 Gkl

GT
kl

X






≥ 0, (17)

forem fact́ıveis para todo k ∈Knr
e l ∈Knu

. Gkl
= Hkl

X e X = P−1.

Demonstração. Pré e pós multiplicando (17) por diag{1,P} e aplicando o complemento

de Schur tem-se

P−HT
kl

ρ−2
l δHkl

≥ 0,

P ≥ HT
kl

ρ−2
l δHkl

,

xT (t)Px(t)≥ xT (t)HT
kl

ρ−2
l δHkl

x(t).

(18)

Considerando x(t) ∈ E (P,δ ) tem-se xT (t)Px(t)≤ δ , logo

δ ≥ xT (t)Px(t)≥ ρ−2
l δxT (t)HT

kl
Hkl

x(t),

ρ2
l ≥ xT (t)HT

kl
Hkl

x(t).

(19)

Portanto x(t) ∈ L (Hk) e, consequentemente, E (P,δ )⊂ L (Hk).

A descrição da saturação do sinal de controle em uma combinação convexa pode ser

feita utilizando os conjuntos D (16). Seja o sinal de controle saturado sat(u(t)) ∈ R
nu

(13). Para todo x(t) ∈ L (Hk), sat(u(t)) pode ser reescrito como (HU; LIN; CHEN, 2002;

ALVES et al., 2016)

sat(u(t)) =
2nu

∑
s=1

λs

[

Ds(u(t))+D−
s (Hx(t))

]

. (20)

Considerando o sinal de controle saturado com realimentação de estados (9)

sat(−Kx(t)) =
2nu

∑
s=1

λs

[

Ds(−Kx(t))+D−
s (Hx(t))

]

, (21)

em que Ds ∈ D , D−
s = I −Ds, λs ≥ 0 e ∑2nu

s=1 λs = 1.

Duas trajetórias de estados, x(t) = [x1(t) x2(t)]
T ∈ R

2, são apresentadas na Figura
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2 considerando um sistema em malha fechada e exemplificando a teoria discutida neste

caṕıtulo sobre os conjuntos apresentados e as condições de pertencimento de cada um

deles. Observe que X⊂ E (P,δ )⊂X . Logo o conjunto de condições iniciais X está contido

na região de atração E (P,δ ), que por sua vez é um subconjunto da região de operação X .

Observe que E (P,δ )⊂ L (Hk), portanto x(t) ∈ L (Hk) e a função saturação (13) pode ser

descrita como combinação convexa do próprio sinal de controle e dos limites de saturação.

A condição inicial xa(0) pertence ao subconjunto de condições iniciais X e a condição xb(0)

pertence ao subconjunto E (P,δ ). Então as duas condições iniciais pertencem à região de

atração E (P,δ ) e o sistema em malha fechada é assintoticamente estável.

Figura 2 - Trajetória dos estados x(t) e regiões X (44), E (P,δ ) (15), L (Hk) (14) e X

(5) no plano x1(t)× x2(t).

Conjunto positivamente
invariante

Região de operação

Condições iniciais
desejadas

Conjunto relaciona-
do com a saturação

x1(t)

x2(t)

L (Hk)

E (P,δ )

X

X

xb(0)

xa(0)

Fonte: Modificado de (ALVES, 2017)

2.4 SISTEMA FUZZY TS AUMENTADO PARA O CONTROLE DE SERVO SISTEMAS

O sistema aeropêndulo é um servo sistema e a existência de um erro em regime perma-

nente nas implementações é observada. Para resolver esta problemática, é inserida uma

ação integral ao sistema de controle aplicado ao sistema aeropêndulo por meio da inserção

de uma nova variável de estado ao sistema. Tal técnica é apresentada em Teixeira et al.

(2006) e a nova variável de estado inserida é ξ (t) representada pela integral do erro entre

posições medida e desejada. A técnica elimina o erro em regime permanente garantindo
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a operação do sistema em pontos de equiĺıbrio diferentes da origem. Considere o sistema

não linear descrito a seguir

ẋ(t) = f (x(t),u(t)),

y(t) =Cx(t),

(22)

em que f (x(t),u(t)) é continuamente diferenciável, x(t) ∈ R
nx , u(t) ∈ R

nu e y(t) ∈ R
ny .

Suponha que (22) possa ser representado por modelos fuzzy TS (4).

Seja (xe,ue), xe ∈R
nx e ue ∈R

nu , um ponto de equiĺıbrio do sistema e r0 uma constante

conhecida de referência para o sistema de controle. Deseja-se projetar uma lei de controle

û(t) tal que

ŷ(t) = C̄x̂(t)−→ r0 quando t −→+∞. (23)

Entretanto û(t) e x̂(t) devem ser limitados (|û(t)| e ||x̂(t)||< ∞, para t ≥ 0).

No projeto do controlador, considerando (23), é adicionada uma nova variável de

estado ξ (t) ao sistema (22) de modo a atingir a especificação exigida em (23). Logo o

novo sistema é (TEIXEIRA et al., 2006)























ẋ(t) = f (x(t),u(t)),

ξ̇ (t) =Cx(t)− r0,

y(t) =Cx(t)

(24)

em que e(t) =Cx(t)− r0 é o erro de trajetória.

Considerando o sistema (24) reescrito por modelos fuzzy TS (4) tem-se o seguinte

sistema aumentado






















˙̂x(t) =
nr

∑
i=1

αi(z(t))[Āix̂(t)+ B̄iû(t)]+







0

−1






r0,

ŷ(t) = C̄x̂(t)

(25)

em que x̂(t)=







x(t)

ξ (t)






, Āi=







Ai 0

C 0






, B̄i=







Bi

0






, C̄=

[

C 0

]

,
nr

∑
i=1

αi(z(t))= 1 e αi(z(t))≥ 0 para

todo i ∈Knr
.
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Omodelo fuzzy TS aumentado (25) possui a seguinte lei de controle com realimentação

do vetor de estado x̂(t) considerando o novo estado ξ (t)

û(t) = u1(x(t))+u2(ξ (t)) =−K̂x̂(t), (26)

em que u1(x(t)) =−Kx(t), u2(ξ (t)) =−KIξ (t), K̂ =

[

K KI

]

e x̂(t) =

[

xT (t) ξ (t)

]T

.

De (25) e (26), tem-se o sistema realimentado























˙̂x(t) =
nr

∑
i=1

αi(z(t))
{

Āi − B̄iK̂
}

x̂(t)+







0

−1






r0,

ŷ(t) = C̄x̂(t)

(27)

em que Āi − B̄iK̂ =







Ai −BiK BiKI

C 0






.

2.5 CONCLUSÕES PARCIAIS

A descrição de sistemas não lineares por modelos fuzzy TS e estabilização de tais

sistemas usando controlador de ganho único são usadas neste trabalho. Os ı́ndices de

desempenho como taxa de decaimento e função de custo garantido quadrático são im-

portantes para as aplicações do trabalho assim como a descrição do sinal de controle por

uma combinação convexa. A teoria proposta para aumentar o sistema fuzzy TS a fim de

controlar servo sistemas aparenta ser uma boa alternativa encontrada como solução para

eliminação do erro em regime permanente observado nas implementações. Os conheci-

mentos expostos neste caṕıtulo são utilizados para o projeto dos controladores de ganho

único e chaveados dos próximos caṕıtulos.
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3 CONTROLE DE GANHO ÚNICO E CHAVEADO PARA SISTEMAS NÃO
LINEARES INCERTOS DESCRITO POR MODELOS FUZZY TS

Nesta seção são apresentados projetos de controladores robustos de ganho único

(BOYD et al., 1994) e chaveados (SOUZA et al., 2014b; ALVES et al., 2016) aplicá-

veis a sistemas não lineares descritos por modelos fuzzy TS (4). Diferentemente dos

controladores robustos de ganho único, os controladores chaveados possuem mais de um

ganho e selecionam o melhor ganho de realimentação, entre uma possibilidade de ganhos

pré calculados, baseando-se na minimização da derivada da função de Lyapunov

V (x) = xT (t)Px(t). (28)

A lei de chaveamento retorna o valor do ı́ndice a ser usado na seleção do ganho

Ki, i ∈Knr
. Uma matriz auxiliar Q̄ j ∈ R

nx×nx , j ∈Knr
, é usada para obtenção do ı́ndice

σ(t) = arg∗ min
j∈Knr

{

xT (t)Q̄ jx(t)
}

. (29)

O controlador chaveado é definido a seguir

u(t) = uσ (t) =−Kσ x(t), σ(t) ∈Knr
, (30)

em que σ(t) é o ı́ndice j e resulta no menor valor de xT (t)Q̄ jx(t). As matrizes de realimen-

tação Kσ , σ(t)∈Knr
e decisão Q̄i, i ∈Knr

são obtidas por meio dos projetos apresentados

nas próximas seções.

3.1 CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS NÃO LINEARES DESCRITO POR MO-
DELOS FUZZY TS SUJEITO À SATURAÇÃO DOS ATUADORES

Nesta seção, é apresentado um controlador chaveado aplicável a sistemas não lineares

incertos descritos por modelos fuzzy TS. Todavia, neste caso, é considerado que os atua-

dores estão sujeito à saturação (ALVES et al., 2016). O sistema não linear descrito por

modelos fuzzy TS sujeito à saturação (12) utiliza lei de chaveamento (29) e controle (30).
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A saturação do sinal de controle chaveado considerada no projeto dos controladores é

sat(uσ(t)) = sat(−Kσ x(t)), σ(t) ∈Knr
, (31)

em que σ(t) é o valor do ı́ndice j e resulta no menor valor de xT (t)Q̄ jx(t).

O Teorema 2 é apresentado em Alves et al. (2016) e propõe condições para estabilidade

assintótica do sistema não linear descrito por modelos fuzzy TS (12) com controle chaveado

uσ (t) (30) sujeito à saturação dos atuadores e lei de chaveamento (29).

Teorema 2. (ALVES et al., 2016) Dado um sistema não linear incerto descrito por

modelos fuzzy TS sujeito à saturação dos atuadores (12) em uma região de operação

x(t) ∈ X (5). Sejam ρl ∈ R
nu, φh ∈ R

np e N ∈ R
np×nx conhecidos e a faixa de valores

dos parâmetros incertos também conhecida. Suponha a existência de matrizes simétricas

X > 0, Qi e Zi ∈ R
nx×nx , matrizes G j =

[

G1
T
j G2

T
j . . . Gnu

T
j

]T
e Mi ∈ R

nu×nx e um escalar

γ ≥ 0 tais que as seguintes LMIs

AiX +XAT
i +Zi +Qi +2γX < 0, (32)

Bi

[

−DsM j +D−
s G j

]

+
[

−DsM j +D−
s G j

]T
BT

i −Zi −Q j ≤ 0, (33)







ρ2
l δ−1 Gl j

Gl j
T X






≥ 0, (34)







φ 2
h δ−1 NhX

XNT
h X






≥ 0, (35)

sejam satisfeitas para todo i e j ∈Knr
, l ∈Knu

, h ∈Knp
, s ∈K2nu , Ds ∈D e D−

s = Inu
−Ds.

Então E (P,δ ) ⊂ X , E (P,δ ) ⊂ L (Hk) e a lei de controle chaveada (30) torna a origem

um ponto de equiĺıbrio localmente assintoticamente estável do sistema não linear incerto

(12) com taxa de decaimento maior ou igual a γ para todo x(0) ∈ E (P,δ ). Q̄i = X−1QiX
−1

e os ganhos dos controladores são Ki = MiX
−1. Então todas as trajetórias de x(t), para

t > 0, permanece dentro da região de atração E (P,δ ) (15).

Demonstração. Assuma como candidata a função de Lyapunov (28), sendo P = PT ∈
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R
nx×nx e P > 0. Então, a partir do sistema (12) e da lei de controle (30) tem-se

V̇ (x) = xT (t)Pẋ(t)+ ẋT (t)Px(t) = xT (t)
[

AT (α)P+PA(α)
]

x(t)+

+sat(−Kσ x(t))T BT (α)Px(t)+ xT (t)PB(α)sat(−Kσ x(t)).

(36)

Se x(t) ∈ L (Hk) (14), k ∈Knr
, então x(t) ∈ L (Hσ ) e sat(−Kσ x(t)) pode ser reescrito

a seguir (HU; LIN; CHEN, 2002)

sat(−Kσ x(t)) =
2nu

∑
s=1

λs

[

Ds(−Kσ x(t))+D−
s (Hσ x(t))

]

, (37)

em que σ ∈ Knr
, Ds ∈ D , D−

s = Inu
−Ds, e λs ≥ 0, ∑2nu

s=1 λs = 1. Assim, a partir de (36) e

(37), tem-se

V̇ (x) = xT (t){AT (α)P+PA(α)}x(t)

+
{

∑2nu

s=1 λs

[

Ds(−Kσ x(t))+D−
s (Hσ x(t))

]T
BT (α)P

}

x(t)

+ xT (t)
{

PB(α)∑2nu

s=1 λs

[

Ds(−Kσ x(t))+D−
s (Hσ x(t))

]

}

.

(38)

Pré e pós multiplicando (33) por P= X−1 e fazendo as seguintes mudanças de variáveis

G jX
−1 = H j, M jX

−1 = K j, Z̄i = X−1ZiX
−1 e Q̄i = X−1QiX

−1, (39)

para j = σ , tem-se

[

−DsKσ +D−
s Hσ

]T
BT

i P+PBi

[

−DsKσ +D−
s Hσ

]

≤ Z̄i + Q̄σ . (40)

Multiplicando (40) por αi(z), αi(z)≥ 0, ∑
nr

i=1 αi(z) = 1 e somando de i = 1 a nr. Mul-

tiplicando o resultado por λs, λs ≥ 0, ∑2nu

s=1 λs = 1 e somando de s = 1 a 2nu , obtêm-se

2nu

∑
s=1

λs

{

[

−DsKσ +D−
s Hσ

]T
BT (α)P+PB(α)

[

−DsKσ +D−
s Hσ

]

}

≤ Z̄(α)+ Q̄σ , (41)

em que Z̄(α) = ∑
nr

i=1 αi(z)Z̄i.

Da lei de controle (30), xT (t)Q̄σx(t) = min
i∈Kr

{

xT (t)Q̄ix(t)
}

≤ ∑
nr

i=1 αi(z)x
T (t)Q̄ix(t) =

xT (t)Q̄(α)x(t). Então, a partir de (41) e (38), tem-se

V̇ (x)≤ xT (t)
{

AT (α)P+PA(α)+Z(α)+Q(α)
}

x(t). (42)
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Pré e pós multiplicando (32) por P = X−1 e fazendo as mudanças de variáveis (39).

Multiplicando o resultado por αi(z) ≥ 0, ∑
nr

i=1 αi(z) = 1 e fazendo a soma de i = 1 a nr,

tem-se

AT (α)P+PA(α)+Z(α)+Q(α)<−2γP. (43)

Para uma taxa de decaimento maior ou igual a γ é suficiente que V̇ (x) ≤ −2γV (x)

(BOYD et al., 1994). Logo, a partir de (42) e (43) esta condição é garantida.

Observando o Lema 1, a restrição (34) assegura E (P,δ ) ⊂ L (Hk). Então, para todo

x(0)∈ E (P,δ ) tem-se x(0)∈L (Hk) e a descrição da função saturação em uma combinação

convexa (37) pode ser utilizada (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003). Seguindo pas-

sos análogos à prova do Lema 1, a restrição (35) garante E (P,δ )⊂X e o sistema não linear

sujeito à saturação dos atuadores pode ser exatamente descrito por (12). As restrições

(32) e (33) asseguram que E (P,δ ) é um conjunto positivamente invariante (BLANCHINI,

1999) para o sistema em malha fechada (12) e (30). Estas restrições são suficientes para

que toda trajetória iniciada com x(0)∈ E (P,δ ) permaneça em X para todo t > 0 (KLUG;

CASTELAN; COUTINHO, 2015). Durante a trajetória de estado do sistema V (x) ≤ δ ,

para t ≥ 0, ou seja, não deixa o conjunto E (P,δ )⊂ X .

Se as condições do Teorema 2 forem satisfeitas, a estabilidade local do sistema não

linear incerto (12) com lei de controle chaveada (30) e taxa de decaimento γ é garantida

para toda condição inicial x(0) ∈ E (P,δ ). Desta forma, é interessante assegurar que o

conjunto de condições iniciais X, definido em (44), esteja contido em E (P,δ ) e, conse-

quentemente, para qualquer condição inicial x(0) ∈ X tem-se x(0) ∈ E (P,δ ). O Teorema

3 apresenta condições suficientes para X⊂ E (P,δ ).

X= ϖ co{w1, . . . ,wnx0
}, ϖ > 0. (44)

Teorema 3. (CAO; LIN, 2003) Seja um conjunto de condições iniciais X (44). Então
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X⊂ E (P,δ ) é assegurado se as LMIs







ϖ−2δ wT
l

wl X






≥ 0, (45)

forem fact́ıveis para todo l ∈Knx0
, em que nx0 é o número de vértices conhecidos do politopo

de condições inciais. Observe que ϖ é um fator de escala do conjunto co{w1, . . . ,wnx0
},

portanto ϖ pode ser utilizado como uma variável que pode ser maximizada (minimização

de ϖ−2) de forma a obter uma estimativa menos conservadora do conjunto de condições

iniciais E (P,δ ).

Demonstração. Qualquer elemento de X pode ser escrito como ϖw(α) = ϖ ∑
nx0
l=1 αlwl ,

αl ≥ 0 e ∑
nx0
l=1 αl = 1. Então, supondo que X exista para todo l ∈ Knx0

, multiplicando a

desigualdade (45) por αl, realizando o somatório de l = 1 a nx0 e aplicando complemento

de Schur com relação à segunda linha e coluna, tem-se

ϖ−2δ −w(α)T Pw(α)≥ 0,

em que P = X−1, então δ ≥ [ϖw(α)T ]P[ϖw(α)] e consequentemente ϖw(α) ∈ E (P,δ )

qualquer que seja ϖw(α) ∈ X. Portanto X⊂ E (P,δ ).

Nas implementações práticas, os controladores podem apresentar valores elevados de

ganhos e inviabilizar a realização das implementações pois estes valores elevados resultam

em sinais de controle grandes. Tendo em vista essa problemática, os valores elevados

para os ganhos são evitados inserindo a restrição E (P,ν) ⊂ L (K j). O Teorema 4 impõe

condições para que E (P,ν)⊂ L (K j) seja garantido.

Teorema 4. (HU; LIN; CHEN, 2002; OLIVEIRA et al., 2018) Seja o conjunto E (P,ν)

(15), X = P−1 > 0 e um escalar ν > 0. A condição E (P,ν)⊂L (K j) é imposta se as LMIs







ρ2
l ν−1 Ml j

Ml j
T X






≥ 0, (46)

forem fact́ıveis para todo j ∈Knr
e l ∈Knu

. Observe que L (K j) é similar a L (Hk) (14).
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Demonstração. A prova deste teorema é similar à prova do Lema 1.

3.2 CONTROLE DE GANHO ÚNICO E CHAVEADO COM CUSTO GARANTIDO PARA
SISTEMAS NÃO LINEARES DESCRITO POR MODELOS FUZZY TS SUJEITO À
SATURAÇÃO DOS ATUADORES

Nesta seção, inclui-se o custo garantido (7) ao projeto do sistema de controle. Este

ı́ndice é minimizado no projeto dos controladores para sistemas fuzzy TS (12) incertos

sujeitos à saturação dos atuadores com lei de chaveamento (29) e controle (30). Neste

trabalho, é proposto o Teorema 5 com condições para estabilidade assintótica da origem

com minimização do limite superior β do ı́ndice J (7) e taxa de decaimento γ.

Teorema 5. Considere um sistema não linear incerto sujeito a saturação dos atuadores

descrito por modelos fuzzy TS (12) em uma região de operação X (5) e o ı́ndice de

performance J (7). Sejam ρl ∈R
nu, φh ∈R

np, N ∈R
np×nx e R ∈R

ny×ny conhecidos e a faixa

de valores dos parâmetros incertos também conhecida. Suponha a existência de matrizes

simétricas X > 0, Qi e Zi ∈ R
nx×nx, matrizes G j e Mi ∈ R

nu×nx e escalares β̄ = β−1 > 0 e

γ ≥ 0 tais que as seguintes LMIs

maximize
X ,Mi,Gi,Qi,Zi

β̄

su jeito a

Bi

[

−DsM j +D−
s G j

]

+
[

−DsM j +D−
s G j

]T
BT

i −Zi −Q j ≤ 0, (47)






XAT
i +AiX +2γX +Qi +Zi XCT

CX −R−1






< 0, (48)







ρ2
l β̄ Gl j

Gl j
T X






≥ 0,







φ 2
h β̄ NhX

XNT
h X






≥ 0, (49)







β̄ β̄xT
k (0)

xk(0)β̄ X






≥ 0, (50)

sejam fact́ıveis para todo i e j ∈ Knr
, l ∈ Knu

, h ∈ Knp
, k ∈ Knx0

, s ∈ K2nu , Ds ∈ D e

D−
s = I−Ds. Então a lei de controle chaveada (30) torna a origem um ponto de equiĺıbrio
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assintoticamente estável do sistema não linear incerto (12) com taxa de decaimento maior

ou igual a γ assegurando o ı́ndice de performance J < β para todo x(0) pertencente ao

conjunto convexo x0 (8). Q̄i = X−1QiX
−1 e os ganhos dos controladores são Ki = MiX

−1.

Então todas as trajetórias de x(t), para t > 0, permanece dentro da região de atração

E (P,β ).

Demonstração. Considere como candidata a função de Lyapunov (28), sendo P = PT ∈

R
nx×nx e P > 0. A partir do sistema (12) e da lei de controle (30), tem-se

V̇ (x) = ẋT (t)Px(t)+ xT(t)Pẋ(t) = xT (t)
[

A(α)T P+PA(α)
]

x(t)

+sat(−Kσ x(t))T B(α)T Px(t)+ xT (t)PB(α)sat(−Kσ x(t)). (51)

Se x(t) ∈ L (Hk) (14), k ∈Knr
, então x(t) ∈ L (Hσ ) e sat(−Kσ x(t)) pode ser reescrito

a seguir (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003)

sat(−Kσ x(t)) =
2nu

∑
s=1

λs

[

Ds(−Kσ x(t))+D−
s (Hσ x(t))

]

, (52)

em que σ ∈ Knr
, Ds ∈ D , D−

s = Inu
−Ds, e λs ≥ 0, ∑2nu

s=1 λs = 1. A partir de (51) e (52),

tem-se

V̇ (x) = xT (t){A(α)T P+PA(α)}x(t)

+
{

∑2nu

s=1λs

[

Ds(−Kσ x(t))+D−
s (Hσ x(t))

]T
B(α)T P

}

x(t)

+ xT (t)
{

PB(α)∑2nu

s=1 λs

[

Ds(−Kσ x(t))+D−
s (Hσ x(t))

]

}

.

(53)

Supondo que as condições do Teorema 5 sejam satisfeitas e aplicando o complemento

de Schur em (48), tem-se

XAT
i +AiX +2γX +Q j +Zi +XCT RCX < 0. (54)

Pré e pós multiplicando (54) por P = X−1 e fazendo as mudanças de variáveis (39).

Multiplicando por ∑
nr

1 αi e fazendo o somatório de i = 1 a nr, tem-se

A(α)T P+PA(α)+2γP+Q(α)+Z(α)+CT RC < 0. (55)

Pré e pós multiplicando (47) por P = X−1 e fazendo as mudanças de variáveis (39).



38

Multiplicando por ∑
nr

1 αi, fazendo o somatório de i = 1 a nr e considerando j = σ , tem-se

PB(α)
[

−DsKσ +D−
s Hσ

]

+
[

−DsKσ +D−
s Hσ

]T
B(α)T P−Z(α)−Qσ ≤ 0. (56)

Multiplicando (56) por λs, λs ≥ 0 e ∑2nu

s=1 λs = 1, tem-se

2nu

∑
s=1

λs

{

[

−DsKσ +D−
s Hσ

]T
B(α)T P+PB(α)

[

−DsKσ +D−
s Hσ

]

}

≤ Z(α)+Qσ . (57)

A partir da lei de chaveamento (29) e sabendo que o mı́nimo de um conjunto convexo

de números reais é menor ou igual que a combinação dos elementos do próprio conjunto

(ALVES, 2017), tem-se

xT (t)Q̄σx(t) = min
i∈Kr

{

xT (t)Q̄ix(t)
}

≤
nr

∑
i=1

αi(z)x
T (t)Q̄ix(t) = xT (t)Q̄(α)x(t). (58)

A partir de (53), (57) e (58), tem-se

V̇ (x)≤ xT (t)
{

A(α)T P+PA(α)+Z(α)+Q(α)
}

x(t). (59)

Considerando (55) e (59), tem-se

V̇ (x)+2γV (x)<−xT (t)CT RCx(t). (60)

De (60), tem-se V̇ (x)+2γV (x)< 0. Esta é uma condição suficiente para a estabilidade

assintótica da origem do sistema (12) com lei de controle (30) e taxa de decaimento maior

ou igual a γ (BOYD et al., 1994). Sabendo que P > 0, tem-se V̇ (x) < −xT (t)CT RCx(t).

Integrando ambos os lados de 0 a ∞ e considerando J (7), tem-se

J <V (0) = xT (0)Px(0). (61)

Pré e pós multiplicando (50) por diag{β , I}, multiplicando por ∑
nx0
1 λk, fazendo a

somatória de k = 1 a nx0, aplicando o complemento de Schur e considerando o conjunto

de condições iniciais x0 (8), tem-se

β ≥ xT (0)Px(0) =Vσ (0)> J. (62)

Então, tem-se J < β para todo x(0) pertencente ao conjunto x0 (8).
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A partir do Lema 1, a primeira restrição de (49) assegura E (P,β ) ⊂ L (Hk). Logo

para todo x(0) ∈ E (P,β ) tem-se x(0) ∈ L (Hk) e a descrição da função saturação em uma

combinação convexa (20) pode ser usada (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO; LIN, 2003; AL-

VES et al., 2016). Seguindo passos análogos à prova do Lema 1, a segunda restrição de

(49) garante E (P,β ) ⊂ X e o sistema não linear sujeito a saturação do atuador pode

ser exatamente descrito por (12). As restrições (47) e (48) asseguram que E (P,β ) é um

conjunto positivamente invariante (BLANCHINI, 1999) para o sistema em malha fechada

(12) com lei de chaveamento (29) e controle (30). Estas restrições são suficientes para que

toda trajetória iniciada com x(0) ∈ E (P,β ) permaneça em X para todo t > 0 (KLUG;

CASTELAN; COUTINHO, 2015). Durante a trajetória de estado do sistema V (x) ≤ β ,

para t ≥ 0, ou seja, não deixa o conjunto E (P,β )⊂ X .

Se os ganhos dos controladores possúırem valores elevados, as implementações práticas

podem ser inviabilizadas. Na face deste problema, os valores elevados para os ganhos dos

controladores podem ser evitados inserindo a restrição E (P,ν) ⊂ L (K j). Para tanto, a

LMI (46) do Teorema 4 pode ser adicionada às LMIs do Teorema 5 para inserir a restrição

E (P,ν)⊂ L (K j) e, consequentemente, diminuir a norma dos ganhos dos controladores.

Além de ser proposto o projeto de controle chaveado para estabilidade assintótica de

sistemas não lineares incertos sujeitos à saturação dos atuadores descritos por modelos

fuzzy TS (12) com minimização do custo garantido quadrático J (7). Também é proposto

o projeto para o controle robusto de ganho único (9). O Teorema 6 propõe tais condições

para projeto dos controladores aplicáveis ao sistema (12) com ı́ndice de performance J e

taxa de decaimento γ.

Teorema 6. Considere um sistema não linear incerto sujeito a saturação do atuador des-

crito por modelos fuzzy TS (12) em uma região de operação X (5) e o ı́ndice de perfor-

mance J (7). Sejam ρl ∈ R
nu, φh ∈ R

np, N ∈ R
np×nx e R ∈ R

ny×ny conhecidos e a faixa de

valores dos parâmetros incertos também conhecida. Suponha a existência de uma matriz

simétrica X > 0 ∈ R
nx×nx, matrizes G e M ∈ R

nu×nx e escalares β > 0 e γ ≥ 0 tais que as
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seguintes LMIs

maximize
X ,M,G

β̄

su jeito a






ϑ XCT

CX −R−1






< 0, (63)







ρ2
l β̄ Gl

GT
l X






≥ 0,







φ 2
h β̄ NhX

XNT
h X






≥ 0, (64)







β̄ β̄xT
k (0)

xk(0)β̄ X






≥ 0, (65)

em que ϑ = XAT
i +AiX +2γX +Bi

[

−DsM+D−
s G

]

+
[

−DsM +D−
s G

]T
BT

i sejam fact́ıveis

para todo i ∈ Knr
, l ∈ Knu

, h ∈ Knp
, k ∈ Kn0 , s ∈ K2nu , Ds ∈ D e D−

s = Inu
−Ds. Então a

lei de controle de ganho único (9) torna a origem um ponto de equiĺıbrio assintoticamente

estável do sistema não linear incerto (12) com taxa de decaimento maior ou igual a γ

assegurando que J < β para todo x(0) pertencente ao conjunto convexo x0 (8). O ganho

do controlador é K = MX−1. Então todas as trajetórias de x(t), para t > 0, permanece

dentro da região de atração E (P,β ).

Demonstração. Similar à prova do Teorema 5.

3.2.1 Implementação dos Controladores Robusto de Ganho Único e Chaveado Sujeito à
Saturação dos Atuadores com Custo Garantido na Suspensão Ativa de Bancada

A implementação dos controladores robusto de ganho único e chaveado sujeitos à

saturação dos atuadores e ı́ndice de performance J (7) são realizadas na suspensão ativa

de bancada (QUANSER, 2010). Uma não linearidade da constante da mola (ONAT et

al., 2009) é considerada. Além das implementações práticas, uma comparação numérica

também é apresentada. Esta comparação relaciona os valores de β (limite superior da

função de custo garantido) com o incremento de falha nos atuadores. Comparações entre

o controle robusto de ganho único (9) e o controle chaveado (30) são apresentadas para
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verificação do desempenho de cada um dos controladores ao utilizar mesmos parâmetros de

projeto. O sistema de suspensão ativa de bancada produzido pela Quanserr (QUANSER,

2010) é representado pelo modelo esquemático da Figura 3.

A proposta do sistema de suspensão ativa é diminuir as oscilações e o desconforto

sentido pelos passageiros. O sistema consiste em um conjunto de duas massas, denotadas

por Ms e Mus. A massa Ms representa 1/4 da massa total de um véıculo e é suportada por

uma mola com constante ks e um amortecedor bs. A massa Mus corresponde a massa do

pneu e é suportada por uma mola de constante kus e um amortecedor bus. As vibrações

causadas pelas irregularidades da pista zr(t) podem ser atenuadas pelo sistema de suspen-

são ativa, que é composto por um motor conectado entre as massas Ms e Mus e controlado

por uma força Fc (OLIVEIRA et al., 2018).

Figura 3 - Sistema de suspensão ativa de bancada.

bsks

Ms →
1
4
da massa do véıculo

zr(t)

(Pista)

kus bus

zs(t)

zus(t)

Suspensão ativa

Pneu

Fc

Mus → Massa do conjunto do pneu

Fonte: (OLIVEIRA et al., 2018)

De acordo com Onat et al. (2009), a constante da mola possui comportamento não

linear próximo ao final da mesma. Portanto é adotado um modelo matemático não linear

simplificado para a suspensão ativa de bancada considerando a não linearidade da mola

(OLIVEIRA et al., 2018). A não linearidade da mola é representada a seguir

kus(zus− zr,∆kus) = kus0(1+∆kus|zus− zr|). (66)

Além disso, é considerada falha no atuador resultando em perda de potência. Esta

perda de potência é representada por k f alha(t) e a falha no atuador pode ser considerada
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como incerteza politópica. Supondo a falha no sinal de controle, tem-se

u(t) f alha = k f alha(t)u(t), u(t) = Fc(t). (67)

No modelo f́ısico da suspensão ativa, a massa Ms pode assumir valores entre 1,455 kg e

2,45 kg. Portanto a massa Ms é considerada como uma incerteza paramétrica pertencente

ao intervalo 1,455 ≤ Ms ≤ 2,45 kg. Considerando a modelagem apresentada em Quanser

(2010) e as informações contidas em (66) e (67), o modelo dinâmico da suspensão ativa

de bancada é

ẋ(t) =





















0 1 0 −1
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0
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0 0 0 1
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f43(z) −(bs +bus)
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






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y(t) =Cx(t) =






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0 0 1 0






x(t), f43(z(t)) =−kus0(1+∆kus|zus − zr|)

Mus
, (68)

em que o vetor de estados é x(t) =

[

zs(t)− zus(t) żs(t) zus(t)− zr(t) żus(t)

]T

.

Os valores dos parâmetros da suspensão ativa são apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 - Parâmetros da suspensão ativa de bancada.

Parâmetros Simbolo Valor

Massa de 1/4 do véıculo (kg) Ms 1,455−2,45
Massa do conjunto do pneu (kg) Mus 1
Constante da mola (N/m) ks 900
Constante da mola (N/m) kus0 2500
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bs 7,5
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bus 5

Parâmetro da mola (m−1) ∆kus0 5,71

Fonte: (OLIVEIRA et al., 2018)

A metodologia proposta em Santim et al. (2012) é usada para encontrar os modelos

locais. Considerando que a falha do atuador pode ser de 0% a 30% de sua potência tem-se

0,7 ≤ k f alha ≤ 1. A mola da suspensão ativa possui limite f́ısico de comprimento, logo as

variáveis de estado x1(t) e x3(t) são limitadas ao intervalo −0,035≤ x1(t),x3(t)≤ 0,035 m.

Sabendo das informações anteriores, tem-se o seguinte domı́nio D de variáveis premissas
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D= {z(t) = [xT ∆kus Ms]
T ∈ R

6 :−0,035 ≤ x1(t),x3(t)≤ 0,035,

0 ≤ ∆kus ≤ 5,71, 1,455 ≤ Ms ≤ 2,45}.
(69)

Os valores máximos e mı́nimos da função f43(z(t)), dada em (68), considerando o

domı́nio D são

max
z(t)∈D

{ f43(z(t))}=−2500, min
z(t)∈D

{ f43(z(t))}=−3000. (70)

A partir de (68)-(70) e da Tabela 1, os modelos locais da suspensão ativa são
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.

Os parâmetros para projeto dos controladores usados na simulação e implementações

são ρ = 39,2, φ =
[

0,35 0,35
]T
, N1 =

[

1 0 0 0
]

, N2 =
[

0 0 1 0
]

, ν−1 = 50000, R = I2×2,

γ = 0 e x0 formado considerando os intervalos −0,02 ≤ x1(0)≤ 0,02, −0,02 ≤ x3(0)≤ 0,02

e x2(0) = x4(0) = 0. É apresentado na Figura 4 um teste de factibilidade no qual os

Teoremas 5 e 6 são comparados e usados juntamente com o Teorema 4.
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O limite superior β para a função de custo garantido J com controle chaveado é menor

do que com controle robusto de ganho único à medida que o valor da falha aumenta no

atuador. Tal problema torna-se infact́ıvel para valores maiores que 68% de falha usando

controle de ganho único e 73% de falha usando controle chaveado. Portanto, além do

controle chaveado apresentar β menor para o ı́ndice de performance do custo garantido

J, ele também apresenta maior factibilidade em relação ao controle de ganho único.

Figura 4 - Limite superior β da função de custo garantido J em relação à falha do atua-
dor aplicado ao sistema de suspensão ativa.
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Fonte: Próprio autor.

As implementações apresentadas nessa seção possuem intervalo de operação entre 0

e 18 segundos e massa Ms = 2,45 kg. Para o intervalo de [0, 6) segundos, o sistema está

em malha aberta. Para [6, 12) segundos, o sistema está em malha fechada e sem falha

no atuador com lei de controle (9) para o controle robusto de ganho único e (30) para o

controle chaveado. Por fim, entre [12, 18] segundos, uma falha de 30% é inserida no sinal

de controle. A referência zr(t) produz um sinal de onda quadrada com amplitude 0,02 m,

frequência 1/3 Hz e largura de pulso de 50%.

A implementação do controlador robusto de ganho único é a primeira a ser realizada

e é considerado falha no atuador de 0% até 30%. Os Teoremas 4 e 6 são usados para o

projeto do controlador. A solução encontrada é β = 2,1160×10−4 com o seguinte ganho

K =

[

830,774 95,510 −81,668 −49,313

]

. (72)

As posições relativas zs(t) e zus(t) das massas Ms e Mus e o sinal de controle u(t)

para o controlador robusto de ganho único são apresentados na Figura 5. O sistema em
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malha aberta é estável porém apresenta uma amplitude de oscilações alta provocando

desconforto para os ocupantes do véıculo e estresse mecânico. Já quando o controle é

acionado, o sistema de suspensão ativa diminui as oscilações causadas pela superf́ıcie da

pista zr(t)mostrando a eficácia do controle utilizado com o ı́ndice de performance de custo

garantido J (7) considerado no projeto. Ao inserir a falha de 30% no sinal de controle, o

sistema apresenta um aumento das oscilações, todavia trata-se de um aumento pequeno

comparado com o sistema em malha aberta.

Figura 5 - Controle de ganho único projetado com os Teoremas 4 e 6 aplicado no sis-
tema de suspensão ativa.
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Posteriormente, a implementação do controlador chaveado (30) sujeito a saturação

(13) dos atuadores aplicáveis a sistemas não lineares incertos descritos por modelos fuzzy

TS (12) com lei de chaveamento (29) é realizada. Os mesmos parâmetros de projeto

do controlador robusto de ganho único e condições de implementação são usados para

o projeto do controlador chaveado. Os Teoremas 4 e 5 foram usados para o projeto do

controlador. A solução encontrada é β = 1,3007×10−4 com os ganhos

K1 =

[

1094,582 89,234 165,869 −42,256

]

,

K2 =

[

1042,260 89,071 −18,835 −43,725

]

,

K3 =

[

997,004 87,989 −49,455 −44,913

]

,
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K4 =

[

896,700 85,966 −385,574 −49,333

]

, (73)

K5 =

[

712,390 85,543 −73,171 −47,118

]

,

K6 =

[

712,390 85,543 −73,171− 47,118

]

,

K7 =

[

654,378 83,233 −250,106 −49,362

]

,

K8 =

[

654,378 83,233 −250,106 −49,362

]

.

Os mesmos tempos de operação em malha aberta, malha fechada sem falha no atuador

e com falha de 30% são usados. A referência zr(t) é escolhida para produzir o mesmo sinal

de onda quadrada usada na implementação do controle robusto de ganho único. As

posições relativas zs e zus das massas Ms e Mus, o sinal de controle uσ (t) e o ı́ndice de

chaveamento σ(t) são apresentados na Figura 6.

Figura 6 - Controle chaveado projetado com os Teoremas 4 e 5 aplicado no sistema de
suspensão ativa.
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Fonte: Próprio autor.

O controlador chaveado, além de apresentar diminuição das oscilações causadas pela

superf́ıcie da pista zr(t), mostra ser melhor que o controlador robusto de ganho único pois
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a diminuição das oscilações foi maior mesmo para o caso de 30% de falha no atuador.

O valor do limitando superior β do ı́ndice de performance J é menor para o controle

chaveado. O sinal de controle chaveado é maior que o controle de ganho único, porém

não assume valores excessivamente altos e nem ocorre a saturação. Logo o controlador

chaveado também se mostra eficaz para o uso do ı́ndice de performance de custo garantido

J (7) inserido no projeto de controle.

A função de custo garantido J (7) busca diminuir a diferença entre as posições zs e

zus e entre as posições zus e zr. Sabendo que a matriz de leitura de sáıda do sistema C

é dado em (68) e a matriz R é uma matriz identidade. Então a tendência deste sistema

é também diminuir as oscilações da posição zus e consequentemente de zs. Durante os

transitórios, o controle chaveado possui um bom chaveamento entre os ganhos a fim de

obter uma minimização da derivada da função de Lyapunov (28). A saturação do sinal

de controle não ocorreu, porém ela é considerada no projeto de controle assegurando a

estabilidade do sistema caso ela ocorra durante as implementações.

3.3 CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste caṕıtulo, foram propostas diversas técnicas para projeto de controladores ro-

bustos de ganho único e chaveados aplicáveis a sistemas não lineares incertos descritos

por modelos fuzzy TS. O controle chaveado apresenta maior factibilidade e, consequente-

mente, melhor desempenho em relação ao controle robusto de ganho único ao considerar

saturação dos atuadores e função de custo garantido J no projeto dos controladores. Os

resultados contidos na Seção 3.2 foram publicados e apresentados no IFAC World Con-

gress 2020 (IFAC - International Federation of Automatic Control) considerado um dos

maiores congressos internacionais na área de controle automático. O congresso foi reali-

zado em Berlim - Alemanha, no peŕıodo de 11 a 17 de julho de 2020 e as apresentações

dos trabalhos foram realizadas remotamente. Foi o primeiro congresso realizado de forma

totalmente virtual, denominado 1st Virtual IFAC World Congress (IFAC-V 2020). O

trabalho publicado é Silva et al. (2020a).
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4 MODELAGEM E IMPLEMENTAÇÃO DO SISTEMA AEROPÊNDULO

A implementação no sistema aeropêndulo dos controladores robustos de ganho único

e chaveados apresentados anteriormente é um dos principais objetivos deste trabalho.

Logo, para isso, é necessário descrever e identificar o sistema aeropêndulo, projetar os

controladores e implementá-los no sistema. O sistema aeropêndulo foi constrúıdo no

Laboratório de Pesquisa em Controle (LPC) da Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira

(FEIS) da Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho” (UNESP). Todos os

controladores citados nos caṕıtulos anteriores serão implementados para fins de análise

e comparação dos resultados. Deseja-se que o aeropêndulo se estabilize em pontos de

operações diferentes da origem para cada instante a depender dos objetivos do projetista.

Além da descrição do sistema e da apresentação do método utilizado para obter os modelos

locais do aeropêndulo. O uso de integradores também é usado, portanto é inserido uma

nova variável de estado ao sistema. Tal método soluciona o problema de erro em regime

permanente e melhora os resultados.

4.1 DESCRIÇÃO E MODELAGEM DO SISTEMA AEROPÊNDULO

O sistema aeropêndulo (VEIGA, 2016) apresentado na Figura 7 é composto por uma

haste fixa com movimento rotacional em torno de uma articulação central (pivô) na qual

existe um potenciômetro linear usado como sensor para fornecimento da posição angular.

A haste do aeropêndulo é feita de alumı́nio e possui 1 metro de comprimento. O pivô

é posicionado 0,6 metros de distância do propulsor e 0,4 metros de distância da outra

extremidade. Essa assimetria cria um centro de massa não coincidente com a posição do

pivô. Na extremidade direita há um propulsor (composto por um motor brushless e uma

hélice) de modo a atingir uma posição angular desejada para o sistema aeropêndulo. Na

outra extremidade há um contrapeso com posição e massa variáveis que permitem alterar
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o centro de massa do sistema aumentando ou diminuindo o torque produzido.

Figura 7 - Sistema aeropêndulo produzido no Laboratório de Pesquisa em Controle
(LPC) da FEIS-UNESP.
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Fonte: Próprio autor.

A faixa de operação f́ısica do sistema é aproximadamente 90o. E o potenciômetro

está ligado a um sistema de engrenagens que melhora a relação mecânica e aumenta a

sensibilidade de leitura. A amplitude de rotação passa de 90o para 300o. A posição do

sistema inerte é considerada como ponto de referência, ou seja, 0o é a posição do sistema

parado. O motor do aeropêndulo é usado em véıculos aéreos não tripulados pois ele fornece

alta potência utilizando pouco volume e peso. Tal motor possui apenas um sentido de

rotação e é acionado por um driver Controlador Eletrônico de Velocidade - Electronic

Speed Controller (ESC) posicionado no interior da haste e alimentado por uma fonte CC.

O ESC converte o sinal CC em alternado a fim de alimentar o motor. O sinal de controle

ut(t) fornecido para alimentar o ESC é um sinal pulse width modulation (PWM) com 5 V

modulado por largura de pulso entre 1000 µs e 1800 µs e frequência de 500 Hz. O controle

em tempo real e a comunicação entre equipamento e microcomputador é feita por uma

placa de aquisição de dados Q2-USB. O uso desta placa permite a comunicação do sistema

aeropêndulo com o software Simulink do MatLabr. Mais informações sobre a construção

do sistema aeropêndulo da Figura 7 são apresentadas em Veiga (2016).

O sistema aeropêndulo pode ser representada por um sistema não linear de segunda

ordem como apresentado em Job e Jose (2015). Todavia a modelagem apresentada em



50

Job e Jose (2015) não pode ser usada pois os parâmetros do sistema usado neste trabalho

diferem dos parâmetros considerados em Job e Jose (2015). O projeto dos controladores

robustos de ganho único e chaveados apresentados nos caṕıtulos anteriores são calculados

por meio de LMIs. Visto que os parâmetros do sistema são desconhecidos e consequente-

mente o modelo em espaço de estados também, pretende-se encontrar modelos em espaço

de estados que permitem o projeto dos controladores. Para isso, são feitos alguns experi-

mentos e o software MatLabr é usado para identificar o sistema aeropêndulo. Em Job e

Jose (2015), tem-se o seguinte modelo não linear em espaço de estados


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u(t), (74)

em que m é o peso do pêndulo (kg), l é o comprimento do pêndulo (m), d é a distância do

pivô ao centro de massa (m), c é o coeficiente de amortecimento viscoso (Nms/rad), J é

momento de inércia (kgm2), g é aceleração da gravidade (m/s2), Km é o ganho do propulsor

(Nm/µs), u(t) é a entrada do sistema aeropêndulo (µs), θ(t) e θ̇(t) são as variáveis de

estado deslocamento angular (graus) e velocidade angular (graus/s), respectivamente.

Seja o sistema linearizado em torno do ponto de equiĺıbrio e representado pela função

de transferência correspondente

Θ(s)

U(s)
=

Km/J

s2 +(c/J)s+(ml gd)/J
. (75)

Os parâmetros da função de transferência são desconhecidos e simplificados pelos

coeficientes a21 = (ml gd)/J, a22 = c/J e b21 =Km/J. Estes coeficientes são estimados pelo

software MatLabr considerando entradas do tipo rampa no sistema em malha aberta, veja

Figura 10. Além do sistema não ser modelado, ele também possui uma zona morta, ou

seja, são requeridos entrada inicial u0 para retirar o sistema do repouso e tratamento dos

dados obtidos. Para os mesmos valores de entrada, foram identificados valores diferentes

que retiram o sistema da zona morta. O primeiro passo da identificação é determinar

o instante e o valor u0 necessário para retirar o sistema da zona morta. Na Figura 9 é

mostrado como tal instante é determinado e, sabendo disto, o valor de u0 é encontrado por
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meio da Figura 8. As linhas tracejadas das Figuras 8 e 9 indicam o instante e o valor de

u0 encontrados, portanto ocorre um deslocamento no tempo e uma mudança referencial

respeitando as linhas tracejadas obtendo os dados das Figuras 10 e 11 que são usados na

identificação. A entrada usada na identificação é u(t) = ut(t)−u0, em que ut(t) é a entrada

total que inclui a entrada inicial u0 necessária para retirar o sistema da zona morta. Na

Figura 10 são apresentados os dados de entrada u(t) repetidos para um mesmo valor de

ut(t) e na Figura 11 são apresentados os dados de sáıda do sistema aeropêndulo para cada

entrada correspondente.

Figura 8 - Entrada ut(t) = 1160µs para o sistema em malha aberta.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 9 - Sáıda θt(t) em malha aberta com ut(t) = 1160µs.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 10 - Entradas u(t) = ut(t)− u0 usada para identificação do sistema com ut(t) =
1160 µs.
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Figura 11 - Sáıdas θ(t) usada para identificação do sistema com ut(t) = 1160µs.
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O procedimento citado acima para obtenção dos dados de entrada e sáıda do sistema

usados na identificação é repetido para outros valores de ut(t) respeitando as limitações

f́ısicas do sistema. Consequentemente o número de pontos de operações identificados

é grande. Os valores de entrada para o sinal de controle ut(t) variam entre 1145 µs e

1162 µs. Os coeficientes da função de transferência (75) são identificados para todas as

curvas similares às Figuras 10 e 11. Entre todos os coeficientes obtidos na identificação,

selecionam-se os respectivos valores de máximos e mı́nimos para cada coeficiente. Os

resultados encontrados são

a211 = 2,9138, a221 = 1,9776, b211 = 0,0481,

a212 = 1,6243, a222 = 0,8289, b212 = 0,1076. (76)

Os valores máximos e mı́nimos dos coeficientes são combinados a fim de obter funções

de transferência. Em seguida, transforma-se essas funções de transferência, por meio

da realização na forma canônica controlável, em espaço de estados. Desta forma é obtido

modelos locais lineares de um sistema fuzzy TS com nr = 23 regras considerando o número

de combinações posśıveis entre os máximos e mı́nimos apresentados em (76). As matrizes

Ai e Bi, para i ∈Knr
, encontrados para cada modelo local do sistema aeropêndulo são

A1 =







0 1

−2,9138 −1,9776






, A3 =







0 1

−2,9138 −0,1076






, B1 =







0

0,0481







T

,

A5 =







0 1

−1,6243 −1,9776






, A7 =







0 1

−1,6243 −0,1076






, B2 =







0

0,1076







T

, (77)
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A1 = A2, A3 =A4, A5 = A6, A7 = A8,

B1 = B3 = B5 =B7, B2 = B4 = B6 = B8.

Cada modelo local do sistema aeropêndulo é descrito a seguir

ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t), (78)

em que o vetor de estados é x(t) = [θ(t) θ̇ (t)]T e a entrada de controle é ut(t).

As matrizes apresentadas em (77) são usadas nas implementações do sistema aeropên-

dulo para os casos em que o integrador não é considerado na planta. A seguir, respeitando

a teoria apresentada na Seção 2.4, são apresentadas as matrizes dos modelos locais line-

ares Āi e B̄i, para i ∈ Knr
para um sistema aumentado (25), neste caso, é considerada a

inserção de uma nova variável de estado ξ (t) ao sistema

Ā1 =













0 1 0

−2,9138 −1,9776 0

1 0 0













, Ā3 =













0 1 0

−2,9138 −0,1076 0

1 0 0













, B̄1 =













0

0,0481

0













T

,

Ā5 =













0 1 0

−1,6243 −1,9776 0

1 0 0













, Ā7 =













0 1 0

−1,6243 −0,1076 0

1 0 0













, B̄2 =













0

0,1076

0













T

,

Ā1 = Ā2, Ā3 =Ā4, Ā5 = Ā6, Ā7 = Ā8, (79)

B̄1 = B̄3 = B̄5 =B̄7, B̄2 = B̄4 = B̄6 = B̄8.

Cada modelo local do sistema aeropêndulo aumentado é descrito a seguir

˙̂x(t) = Āix̂(t)+ B̄iû(t)+

[

0 0 −1

]T

r0, (80)

em que o vetor de estados é x̂(t) = [θ(t) θ̇(t) ξ (t)]T e a entrada de controle é ût(t) (26).

Na próxima seção, são apresentadas as implementações dos controladores robustos

de ganho único e chaveados no sistema aeropêndulo. A identificação mostrada nesta

seção e as leis de controle robusto de ganho único (9) e chaveado (30) são utilizadas.
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Na maior parte das implementações os controladores estão sujeitos à saturação (13) dos

atuadores e são usados os modelos tanto com integrador (aumentado) (80) quanto sem

integrador (original) (78) para o sistema aeropêndulo. As informações de cada uma das

implementação antecedem a apresentação dos resultados.

4.2 PROJETO E IMPLEMENTAÇÕES PRÁTICAS DOS CONTROLADORES

As implementações apresentadas nesta seção seguem a seguinte ordem: A primeira

delas utiliza controle robusto de ganho único para os sistemas aeropêndulo original (78) e

aumentado (80), em seguida, é feito a implementação do controle chaveado considerando

que os atuadores estão sujeitos à saturação (31) para os sistemas aeropêndulo original e

aumentado também, por fim, é apresentada a implementação com controladores robusto

de ganho único e chaveado apenas para o sistema aumentado (80) considerando o ı́ndice

de performance J (7) e saturação dos atuados (13). Após as implementações, é posśıvel

analisar e comparar os resultados de cada tipo de controle identificando as vantagens e

desvantagens, seja usando o sistema aeropêndulo original (78) ou aumentado (80).

Em todas as implementações é usado u0 = 1136µs, ou seja, este valor é aplicado como

entrada inicial durante todo o tempo de implementação, pois tal valor retira o sistema

da zona morta. Sendo essa zona morta, portanto, desconsiderada. Além do valor inicial

u0, o sistema é bem senśıvel ao sinal de controle e é necessária uma baixa amplitude do

sinal para trabalhar na região de operação. Neste caso, será considerado ±40µs como um

limitante de saturação para o sinal de controle. Logo o intervalo de variação considerado

nas implementações é 1096µs ≤ ut(t) ≤ 1076µs. O sinal de controle a ser aplicado ao

sistema é, então, ut(t) = u0 + u(t), em que u(t) = −Kσ x(t) para o controle chaveado e

u(t) =−Kx(t) para o controle robusto de ganho único.

O projeto do controlador robusto de ganho único é obtido por meio do Teorema 1.

Os modelos locais (77) e γ = 0,7 são usados para o projeto utilizando o sistema original

(78). No sistema aumentado (80) é usado os modelos locais (79) e γ = 0,2. As taxas de

decaimento foram escolhidas de modo a atingir o melhor resultado posśıvel para cada um
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dos sistemas considerados. De modo que para o sistema original ocorresse o menor erro

em regime permanente. Os ganhos obtidos para cada um dos projetos do sistema original

(78) e aumentado (80) são K e K̂, respectivamente.

K =

[

434,4461 195,3918

]

, (81)

K̂ =

[

233,9010 106,1369 148,2086

]

. (82)

Na Figura 12, são apresentados o deslocamento angular θ(t), a diferença entre posições

medida e desejada θ̄(t) e o sinal de controle ut(t) aplicado ao sistema original utilizando

o ganho K (81). As mesmas respostas para o sistema aumentado são apresentados na

Figura 13 e é utilizado o ganho K̂ (82). O sistema aumentado (80) elimina o erro em

regime permanente observado na implementação do sistema original (78).

Figura 12 - θ(t), θ̄(t) e ut(t) para o controle de ganho único projetado com o Teorema 1
aplicado ao sistema original (78).
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Fonte: Próprio autor.

É visto nas Figuras 12 e 13 que ocorre, em alguns momentos, a saturação dos atua-

dores. Devido tal existência, é considerada a partir de agora no projeto dos controladores

a saturação dos atuadores. O próximo projeto é o controle chaveado sujeito à saturação

dos atuadores, o controle chaveado seleciona o melhor ganho entre um conjunto de ganhos



56

pré calculados a fim de minimizar a derivada da função de Lyapunov. As implementações

são feitas tanto para o sistema original (78) quanto para o sistema aumentado (80). Para

tal projeto, o Teorema 2 é utilizado em ambos os sistemas com os mesmos parâmetros

exceto o valor da taxa de decaimento γ que foi escolhida o máximo valor de modo a atingir

ϖ ≈ 1. Nas implementações, além do Teorema 2, são utilizados os Teoremas 3 e 4 que in-

sere restrições sobre o conjunto de condições iniciais e sobre a norma dos controladores. O

Teorema 3 garante que o sistema permanecerá na região de operação, ou seja, as condições

iniciais pertencem à região de atração E (P,δ ). E o Teorema 4 assegura E (P,ν)⊂ L (K j),

esta condição diminui a norma dos controladores.

Figura 13 - θ(t), θ̄(t) e ût(t) para o controle de ganho único projetado com o Teorema 1
aplicado ao sistema aumentado (80).
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Fonte: Próprio autor.

Os parâmetros usados no projeto do controlador chaveado sujeito à saturação dos

atuadores para o sistema aeropêndulo original (78) são ρ = 40, φ = [70 60]T , N = I2×2,

ν−1 = 15, δ = 0,35, w1 = [20 1], w2 = [−20 1], w3 = [20 − 1], w4 = [−20 − 1] e γ =

2. Utiliza-se também os modelos locais (77). Os resultados encontrados no projeto de

controle são ϖ = 0,9896 e os ganhos
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K1 =

[

291,3090 146,6395

]

, K5 =

[

272,7155 146,7496

]

,

K2 =

[

294,3387 145,4108

]

, K6 =

[

276,5649 145,3070

]

,

K3 =

[

323,2193 146,6156

]

, K7 =

[

305,0972 146,2007

]

,

K4 =

[

329,1714 146,3470

]

, K8 =

[

307,5745 145,2595

]

.

(83)

As Figuras 14 e 15 apresentam o deslocamento angular θ(t), a diferença entre posições

medida e desejada ¯θ(t), o sinal de controle uσ t(t) e o ı́ndice de chaveamento σ(t) da

implementação do controlador chaveado sujeito à saturação dos atuadores no sistema

aeropêndulo original (78) com ganhos (83). Um erro em regime permanente na sáıda

do sistema é observado. A saturação para este caso também ocorre em determinados

momentos, Figura 15, o que não é um problema agravante uma vez que ela é prevista no

projeto de controle e a estabilidade local do sistema é garantida mesmo com a ocorrência

da saturação dos atuadores.

Figura 14 - θ(t) e θ̄(t) para o controle chaveado projetado com os Teoremas 2, 3 e 4
aplicado ao sistema original (78).
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Fonte: Próprio autor.

Para o sistema aeropêndulo aumentado (80), os mesmos Teoremas 2, 3 e 4 são uti-

lizados. Utiliza-se também os modelos locais (79) os seguintes parâmetros ρ = 40, φ =

[70 60 20]T , N = I3×3, ν−1 = 15, δ = 0,35, w1 = [20 1 0], w2 = [−20 1 0], w3 = [20 −1 0],

w4 = [−20 − 1 0] e γ = 1,2. Os resultados obtidos no projeto do controlador chaveado
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sujeito à saturação dos atuadores são ϖ = 0,9946 e os ganhos

K̂1 =

[

337,7367 128,5171 356,5501

]

, K̂5 =

[

321,1317 129,1110 359,0777

]

,

K̂2 =

[

323,2072 129,3504 340,0359

]

, K̂6 =

[

303,3954 128,9797 338,9064

]

,

K̂3 =

[

355,6059 126,0455 375,4061

]

, K̂7 =

[

341,6542 127,6322 380,5908

]

,

K̂4 =

[

369,8112 125,2588 392,0292

]

, K̂8 =

[

357,2668 127,3879 397,7808

]

.

(84)

Figura 15 - uσ t(t) e σ(t) para o controle chaveado projetado com os Teoremas 2, 3 e 4
aplicado ao sistema original (78).

0 5 10 15 20 25 30 35 40

1120

1140

1160

1180

0 5 10 15 20 25 30 35 40

2

4

6

8

σ
(t
)

Tempo (s)

Tempo (s)

u
σ

t(
t)

(µ
s)

Fonte: Próprio autor.

As Figuras 16 e 17 apresentam os resultados da implementação do controlador cha-

veado para o sistema aumentado (80) com os ganhos (84). O erro em regime permanente

é nulo devido a inserção do integrador ao sistema. Neste caso a saturação dos atuadores

ocorre mais vezes do que para o sistema original (78), porém, como dito anteriormente,

ela é considerada no projeto de controle. O chaveamento ocorre entre todos os ganhos

dispońıveis na implementação, fato que não é observado no caso anterior.

O erro em regime permanente para o controle robusto é menor que o erro para o

controle chaveado, todavia não foram usadas as mesmas condições de projeto e esta com-

paração não é fiel. O controlador chaveado com saturação dos atuadores possui mais

restrições de projeto que o controlador robusto de ganho único. Além disso, o controlador

chaveado considera saturação dos atuadores enquanto o robusto de ganho único não faz

essa consideração.
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Figura 16 - θ(t) e θ̄(t) para o controle chaveado projetado com os Teoremas 2, 3 e 4
aplicado ao sistema aumentado (80).
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Fonte: Próprio autor.

Figura 17 - ûσt(t) e σ(t) para o controle chaveado projetado com os Teoremas 2, 3 e 4
aplicado ao sistema aumentado (80).
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Posteriormente, duas implementações nas quais são consideradas as mesmas condi-

ções e parâmetros de projeto tanto para o controle robusto de ganho único quanto para

o controle chaveado são apresentadas, em ambos os casos os controladores estão sujeito à

saturação dos atuadores e consideram o ı́ndice de performance de custo garantido J (7).

Neste caso a comparação entre tais controladores é válida. Sabendo que o uso de integra-

dores resolve o problema do erro em regime permanente observado nas implementações

anteriores, apenas o sistema aumentado (80) é utilizado nestas duas últimas implemen-

tações. No caso do controle de ganho único, o Teorema 6 é utilizado juntamente com

o Teorema 4 que restringe a norma dos controladores. E, no caso do controle chave-

ado, são usados os Teorema 4 e 5. Os valores dos parâmetros utilizados nos projetos são
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ρ = 40, φ = [70 60 20]T , N = I3×3, ν−1 = 150, R = 1, x1(0) = [20 1 0], x2(0) = [−20 1 0],

x3(0) = [20 −1 0], x4(0) = [−20 −1 0] e γ = 0.

Os resultados obtidos no projeto do controlador robusto de ganho único sujeito à

saturação dos atuadores com ı́ndice de performance J são β = 0,0850 e o ganho

K̂ =

[

224,0959 157,5277 222,5815

]

. (85)

A Figura 18 apresenta os resultados da implementação do controlador robusto de ga-

nho único sujeito à saturação dos atuadores com custo garantido J no sistema aeropêndulo

aumentado (80) e os ganhos (85). O erro em regime permanente, como esperado, é nulo

pois é utilizado o novo estado ξ (t) no sistema. O tempo de estabelecimento não é menor

que nos casos anteriores porém o sistema torna-se menos oscilatório uma vez que é dese-

jado a minimização da função de custo garantido J relacionado com a sáıda do sistema

y(t) = θ̄ (t). Durante um curt́ıssimo intervalo de tempo é observado a saturação do sinal

de controle, todavia a estabilidade está garantida pois a saturação é prevista no projeto.

Figura 18 - θ(t), θ̄(t) e ût(t) para o controle de ganho único projetado com os Teoremas
4 e 6 aplicado ao sistema aumentado (80).
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Fonte: Próprio autor.

Os resultados obtidos no projeto do controlador chaveado sujeito à saturação dos

atuadores com ı́ndice de performance J são β = 0,0740 e os ganhos



61

K̂1 =

[

225,6284 143,5257 186,0325

]

, K̂5 =

[

209,2066 144,0358 187,7801

]

,

K̂2 =

[

189,9319 145,0246 185,5814

]

, K̂6 =

[

174,1391 146,9429 187,2699

]

,

K̂3 =

[

203,7920 143,1253 201,8491

]

, K̂7 =

[

189,7412 145,5897 205,9873

]

,

K̂4 =

[

239,0623 140,6468 202,8638

]

, K̂8 =

[

222,4327 142,1776 203,6705

]

. (86)

As Figuras 19 e 20 apresentam os resultados da implementação do controlador cha-

veado sujeito a saturação dos atuadores com custo garantido J no sistema aeropêndulo

aumentado (80) e os ganhos (86). A sáıda y(t) = θ̄(t) é menos oscilatória do que a sáıda

da Figura 18 pois o valor encontrado para β (limitante superior de função de custo garan-

tido J) é menor para o controlador chaveado. Tal resultado confirma que o controlador

chaveado é mais fact́ıvel que o controlador robusto de ganho único como é observado na

simulação da Figura 4. A saturação do sinal de controle também ocorre neste caso, mas a

estabilidade está garantida pois ela é prevista no projeto. Durante os transitórios, ocorre

o chaveamento entre quase todos os ganhos dispońıveis na implementação.

Figura 19 - θ(t) e θ̄(t) para o controle chaveado projetado com os Teoremas 4 e 5 apli-
cado ao sistema aumentado (80).
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Figura 20 - ûσt(t) e σ(t) para o chaveado projetado com os Teoremas 4 e 5 aplicado ao
sistema aumentado (80).
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4.3 CONCLUSÕES PARCIAIS

A descrição do sistema aeropêndulo é apresentada a fim de entender o funcionamento

do sistema e o método usado para identificação. O método mostra ser eficaz para o pro-

jeto de controle e implementação do sistema aeropêndulo. As implementações apresentam

boas respostas de controle estabilizando o sistema em um ponto próximo da posição dese-

jada para o sistema original e exatamente na posição desejada para o sistema aumentado.

A inserção da nova variável de estado ξ (t) ao sistema melhora significativamente as im-

plementações eliminando o erro em regime permanente. O projeto e implementação dos

controladores nos quais consideram saturação dos atuadores com custo garantido diminui

as oscilações da sáıda. O controle chaveado apresenta maior região de factibilidade em

função do tamanho da falha no atuador do que o controle robusto de ganho único. Em

alguns casos, o sinal de controle satura, portanto é necessário considerar a saturação no

projeto dos controladores para garantir a estabilidade do sistema caso a saturação ocorra.

O método de identificação contido na Seção 4.1 foi publicado e apresentado no CBA 2020

(CBA - Congresso Brasileiro de Automática) e é o maior congresso na área de Engenharia

Elétrica do Brasil. O congresso foi realizado na modalidade de evento virtual, no peŕıodo

de 23 a 26 de novembro de 2020. O trabalho publicado é Silva et al. (2020b).
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5 CONCLUSÕES

Desafios pertinentes ao controle robusto de ganho único e chaveado são abordados

neste trabalho. Tais desafios são a identificação de sistemas, a saturação dos atuadores, o

controle de servo sistemas e a adição do ı́ndice de desempenho com função de custo garan-

tido quadrática relacionada com a sáıda do sistema. Todos esses desafios são discutidos

e implementados no trabalho. Aspectos f́ısicos do sistema aeropêndulo, funcionamento e

identificação são apresentados. A identificação utilizada na obtenção dos modelos locais

do sistema para projeto dos controladores permite que o sistema em malha fechada seja

estável, todavia um erro em regime permanente é observado. Para eliminação do erro

em regime permanente, uma nova variável de estado é inserida ao sistema. Tal variável é

constrúıda a partir da integral da diferença entre posições desejada e medida.

A progressão das implementações permite entender a influência de cada tipo de con-

trole e dos parâmetros de projeto no sistema de controle. Portanto são propostas novas

condições para o projeto dos controladores nos Teoremas 5 e 6. Algumas condições de

projeto melhoram os resultados obtidos durante as implementações como a restrição da

norma dos controladores, a saturação dos atuadores e a inserção do ı́ndice de desempenho

com custo garantido quadrático relacionado com a energia de sáıda do sistema que diminui

as oscilações durante os transitórios. O projeto de controle chaveado apresenta ter região

de factibilidade maior do que o controle robusto de ganho único em função do tamanho

da falha no atuador. Os resultados obtidos mostram ser eficazes e satisfatórios para o

controle do sistema aeropêndulo e da suspensão ativa de bancada tanto para o controle

robusto de ganho único quanto para o controle chaveado.

A partir da pesquisa realizada, originaram-se diretamente os trabalhos Silva et al.

(2020a) e Silva et al. (2020b) que foram publicados em anais de congressos.
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5.1 SUGESTÕES DE TRABALHOS FUTUROS

• Estudar outras metodologias de identificação para o sistema aeropêndulo.

• Determinar os valores dos parâmetros f́ısicos do sistema para serem utilizados nos

modelos apresentados por outros autores.

• Provar que a inserção da integral da diferença entre sáıda medida e desejada como

nova variável de estado ao sistema descrito por modelos fuzzy Takagi-Sugeno pode

ser utilizada no projeto dos controladores.

• Considerar no projeto dos controladores a zona morta.
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REFERÊNCIAS
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SUNÇÃO, E.; SOUZA, W. A. Smoothing switched control laws for uncertain nonlinear
systems subject to actuator saturation. International Journal of Adaptive Control and
Signal Processing, Hoboken, v. 30, n. 8-10, p. 1408–1433, 2016.

BLANCHINI, F. Set invariance in control. Automatica, Kidlington, v. 35, n. 11, p. 1747–
1767, 1999.

BOYD, S.; GHAOUI, L. E.; FERON, E.; BALAKRISHNAN, V. Linear matrix inequalities
in system and control theory. Philadelphia: SIAM, 1994.

CAO, Y.-Y.; LIN, Z. Robust stability analysis and fuzzy-scheduling control for nonlinear
systems subject to actuator saturation. IEEE Transactions on Fuzzy Systems, Piscataway,
v. 11, n. 1, p. 57–67, 2003.
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