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Resumo

A conversao direta de energia solar em elétrica é feita através da radiagao sobre deter-
minados materiais fotovoltaicos, onde os fétons contidos na luz solar sdo convertidos em
energia elétrica através do uso de células solares. A radiacdo solar é a energia radiante
emitida pelo sol, em particular aquela que é transmitida sob a forma da radiacao eletro-
magnética, onde as matérias fotovoltaicos estao ligados diretamente. Existem diversas
variaveis que influenciam para a quantidade de energia gerada ao longo do dia, como a
nebulosidade, temperatura, entre outros. O tema abordado no trabalho aqui presente é
a criacao de modelos probabilisticos que ajustam a energia solar gerada por placas foto-
voltaicas levando em consideracao dados historicos de geracao de energia solar, sugerindo
dependéncia ao longo do tempo utilizando um processo de Markov. Neste trabalho o
objetivo foi o de construir modelos usando diferentes fungoes de distribuicao de proba-
bilidade e verificar qual obteve o melhor resultado perante os dados. A base de dados
é composta por dados de energia solar gerada por placas fotovoltaicas da cidade de Sao
José do Rio Preto-SP no periodo de Fev/2019 a Jul/2020, sem utilizar as covariaveis, e
como resultado, o Modelo Markoviano Weibull via a Distribuicao Weibull Bivariada de
Marshall e Olkin, foi o que apresentou o melhor resultado.

Palavras-Chave: Modelagem FEstatistica, Distribuicao Bivariada, Modelos markovia-
nos, Energia Limpa, Energia Fotovoltaicas.






Abstract

The direct conversion of solar energy into electricity is done through radiation on
certain photovoltaic materials, where the photons contained in sunlight are converted
into electrical energy through the use of solar cells. Solar radiation is the radiant energy
emitted by the sun which is transmitted in the form of electromagnetic radiation, where
photovoltaic materials are directly attached. Several variables influence the amount of
energy generated throughout the day, such as cloudiness, temperature, rain, among others.
In the present work, is the creation of probabilistic models that adjust the solar energy
generated by photovoltaic plates will be approached taking into account historical data of
solar energy generation, suggesting dependence over time using a Markov process. In this
work, the objective was to build models using different probability distribution functions
and verify which one obtained the best result in the face of the data. The database consists
of solar energy data generated by photovoltaic plates from the city of Sao José do Rio
Preto-SP in the period from Feb / 2019 to Jul / 2020, without using the covariates, and
as a result, the Markoviano Weibull Model via the Marshall and Olkin Bivariate Weibull
Distribution, was the one that presented the best result.

Keywords: Statistical Modeling, Bivariate Distribution, Markovian Models, Clean
Energy, Photovoltaic Energy.
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CAPITULO

1

Introducao

Atualmente é impossivel viver sem o uso da energia elétrica, mas tamanha necessidade
também traz imensos impactos ambientais e financeiros, pois existem diversas maneiras
de se gerar energia, cada uma trazendo vantagens e desvantagens. Chamamos de Energia
limpa, as fontes que sao renovaveis e que para sua geragao nao lancam poluentes (gases
do efeito estufa) na atmosfera, causando impactos reduzidos na natureza. As energias que
se enquadram nessas condigoes sdo: Energia eolica (gerada a partir da forga do vento),
Energia maremotriz (gerada a partir das ondas dos mares), Energia geotérmica (gerada a
partir do calor da terra), Energia termoelétrica que é toda energia gerada a partir de ge-
racoes de calor resultante da queima de combustiveis solidos, liquidos ou gasosos, Energia
gerada pelas usinas hidrelétricas(gerada a partir de um potencial hidraulico de um rio)
e Energia solar. A Energia Solar tem por caracteristica inica como o préprio nome diz,
transformar as luzes dos raios solar em eletricidade, trazendo consigo um baixo impacto
ambiental, dependendo apenas do clima da regiao onde esté localizado.(Pitsica, 2015) [26]

O sol transmite sua energia gerada para o espago através de ondas eletromagnéticas
de amplo espectro de frequéncias. A distribuicao da energia pelas diferentes frequéncias
apresenta um ponto méximo, que depende da temperatura do sol. A terra é um planeta
que orbita o sol e gira ao redor do eixo definido pelos polos Norte e Sul. Os movimentos
da terra sao: Rotacao, Translagao, Precessao, Nutagao e Movimento no espago. O con-
junto destes movimentos afeta a energia recebida na terra como um todo e nos pontos
especificos da superficie. Portanto, conhecé-los é indispensaveis para projetar usinas de
energia solar. A energia solar recebida na terra depende da distancia entre o sol e a terra
e da 4rea da terra exposta ao sol. Pode-se observar na Figura (1.1), diferentes estacoes
do ano e a distancia que a terra fica do sol.(Garcia, 2018) [14]
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Figura 1.1: Processo de Translagao
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Fonte: (Garcia, Geracao de energia elétrica. 2018) [14]

O nivel de radiacao na atmosfera é uma variavel importante quando se fala em gera-
cao de energia solar, uma vez que, caso tenha um obstaculo entre o raio e as placas, a
quantidade de energia gerada sera menor. Radiacao solar é a designacao dada a energia
radiante emitida pelo sol, sendo que existe trés tipos: direta, difusa e refletida/Albedo.
A direta é quando os raios refletidos nas placas solares sao paralelos e vem diretamente
do sol, a difusa sao raios espalhados pela atmosfera terrestre reproduzido pelas nuvens
e a Albedo sao raios refletidos pelas superficies adjacentes terrestres, tais como prédios,
arvores, solos ou qualquer outro obstaculo. (Magarreiro, 2014) [20]

Além dos tipos de radiagao, o clima e a localidade das placas também sao fatores de
grande relevancia para se poder estimar a quantidade de energia solar gerada. Nesse con-
texto, tendo em maos as informagoes dos dados histéricos de energia solar é possivel criar
modelos estatisticos que ajustam a quantidade de energia que uma placa vai gerar. No
entanto, para que isso seja possivel é de grande importancia, através de distribuicoes de
probabilidades, enxergar como estao se comportando os dados ao longo do tempo, além de
permitir uma perspectiva razoavel do comportamento de geracoes de energia fotovoltaicas
de uma regiao, configurando assim uma ferramenta de grande valor para o planejamento e
gestao de inameras atividades, até mesmo para o Governo (Santos, 2020) [32]. A criacao
de modelos através dessas funcoes de distribuicao de probabilidade é muito importante
para que se possa melhor explicar a geracao de energia, como forma de planejamento para
se investir em placas solares, levando em consideragao que seu uso é caro comparado com
outras fontes de energia.

A utilizacao de modelos estatisticos permite além de realizar previsoes, realizar o es-
tudo da dependéncia entre os tempos, ou seja, é possivel observar se existe algum tipo
de dependéncia entre os tempos com as variaveis de interesse. Diversas possibilidades
de construcao de modelos com estas caracteristicas podem ser consideradas. Uma das
suposicoes utilizadas nesse estudo, foi construcao dos modelos através de um processo de
Markov, ou seja, cada tempo observado depende somente do anterior. Para a construcao
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destes modelos foi necessario escolher as fungoes de distribuigoes de probabilidade que
melhor se ajustam a dados de energia solar gerada por placas fotovoltaicas e essa escolha
foi baseada em um estudo teste realizado por, Santos(2020) [32], onde foram constatados
que as distribuicées Weibull e Normal, apresentaram melhor ajuste aos dados. A partir
dos possiveis modelos iniciais foi realizado estudos de distribuicoes bivariadas afim de
comparar os modelos independentes e os markovianos.

A aplicacao dos modelos foi realizada com base em um conjunto de dados da cidade
de Sao José do Rio Preto-SP disponibilizada pela empresa (Estilo Solar) [2] detentora da
quantidade de energia solar gerada por placas fotovoltaicas no periodo de Janeiro/2019 a
Julho/2020. A comparacdo dos modelos pode ser feita através de analises graficas ou por
meio de estatisticas que podem ser utilizadas, entre elas os métodos de AIC, AICc e BIC.

Este trabalho esté estruturado da seguinte forma: no capitulo 2 sao apresentadas as
revisoes de conceitos bésicos que sao explorados ao longo do trabalho, no capitulo 3 é
apresentada a descricao dos problemas, o conjunto de dados e o objetivo do trabalho,
no capitulo 4 é estudada a imputacao de dados, pois foi possivel verificar anteriormente
que ha presenca de dados faltantes no conjunto de dados, no capitulo 5 a construcao de
modelos univariados e analise grafica com os dados ajustados. A seguir é dado o inicio
do estudo de modelos markovianos Weibull e no capitulo 6 é apresentado a construcao
dos modelos markovianos baseados em distribuicoes bivariadas sendo elas a distribuicao
Weibull bivariada de Freund, a distribuicao Weibull bivariada de Marshall e Olkin, e a
distribuicao Bivariada Weibull Exponenciada Kumaraswamy, ambos com a apresentacao
das estimacoes dos parametros e a anélise grafica. No capitulo 7 por fim sao apresentados
as consideracoes finais.

Tem-se como perspectivas futuras, a realizacao de analises com dados de outras regides
do estado ou do pais com o objetivo de realizar comparacoes e a inclusao de covariaveis
que posam ser utilizadas para capturar diferencas ao longo do tempo.






CAPITULO

2

Conceltos Basicos

Este capitulo tem a funcdo de mostrar uma breve explicacao de alguns conceitos
explorados ao longo da pesquisa.

2.1 Radiacao Solar

Quase toda a luz que ilumina o nosso planeta vem direta ou indiretamente do sol. A
luz do dia e a iluminacao natural sao radiacoes eletromagnéticas e a radiagao solar pode
ser aproveitada para produzir eletricidade e alimentar o mundo em que vivemos. Ela se
divide em trés componentes principais, com caracteristicas diferentes:

e A radiacao direta (que projeta sombras) vem diretamente da dire¢ao do disco solar;

e A radiacao difusa (que inclui a radiagao solar de todas as dire¢oes do céu, com a
excecao do disco solar)

e aradiacdo refletida (que resulta da reflexdo da radiagao solar na superficie), também
denominada Albedo.

Na Figura (2.1) podemos observar como é cada representagao.
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Figura 2.1: Tipos de Radiagao

Radiagao difusa de Radiagao difusa
fundo (isotropica) - - circumsolar

Radiacao
direta

Radiacao refletida
pelo solo (especular)

Fonte: (Magarreiro, Radiagao e energia solar. 2014) [20]

Essas caracteristicas influenciam no potencial de energia solar fotovoltaica numa de-
terminada regiao ou cidade em determinados instantes, além que os efeitos dos processos
atmosféricos de absorcao e dispersao da luz solar também dependem de condigoes mete-
orologicas. (Magarreiro, 2014) [20]

2.2 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Este método possibilita a obtencao de estimadores a partir da maximizacao da funcao
de verossimilhanga. A definicdo ¢ dada por: Sejam X, ..., X,, uma amostra aleatoria de
tamanho n da variavel aleatoria X com fungao de densidade (ou de probabilidade) f(z|0),
com 0 € ©. A funcao de verossimilhanca de 6 corresponde a amostra aleatoria observada,
a qual ¢ dada por:

n

L(0;x) = [ [ f(x:16). (2.1)

=1

O estimador de maxima verossimilhanca de 6 é o valor hco que maximiza a funcao
de verossimilhanca L(0;x).

A funcao logaritmica é uma funcdo monotona estritamente crescente e sendo assim,
afim de facilitar o processo de obtencao dos estimadores de méaxima verossimilhanca
(EMV), ela pode-se substituir pelo logaritmo da funcao verossimilhanga de 6, que é de-
notado por:

1(0;2) =InL(0;x) = Zlnf(xi\e). (2.2)
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Desta forma a funcao score é dada por:

01(0;z)
00

E possivel verificar que o valor de § que maximiza a funcio [(6;x) ¢ o mesmo valor
que maximiza a funcdo L(60;x).

1(0;x) = = 0. (2.3)

O EMV gpode ser encontrado como a raiz da equagao de verossimilhanga.(Bolfarine,
et al. 2010) [7]

2.3 Modelos de Markov

O estudo de Modelos Markovianos parte da teoria de cadeias de Markov que é um
processo estocéstico caracterizado por dependéncia entre os estados onde o futuro depende
do seu estado atual. A garantia da existéncia da uma cadeia de markov, tem-se na
construcao de um espaco de probabilidade para tal processo estocastico.

Seja um vetor de variaveis aleatorias T' = (T3, Ts, ..., T,), sendo que T}, T, ..., T, sdo
varidveis aleatorias dependentes, ou seja, a ocorréncia de T;,; é dependente da ocorréncia
de T;, assim existe probabilidade de transicao entre as varidveis. Logo, é possivel ser
representada pela probabilidade condicionada.

P<E+17 CT’Z)

ou seja,

P(Ti1, Ty) = P(Tia[T3) P(T5).

Portando como é conhecida a probabilidade de transicao de um estado para outro,
define a probabilidade sobre o vetor aleatério como: (Chung, 1960) [9]

P(Th =i, T =1t9,..., T, =1i,) = P(T1 = i1)P(Ty = is|Th = 11) ... P(Ty, = in|Tyi1 = ip1).

Para as realizacoes de inferéncias estatisticas em modelos markovianos a ideia segue
sendo a mesma, seja T;, ¢+ = 1, 2, ... , n, variaveis aleatorias dependentes, a funcao de
verosimilhanca fica da seguinte forma:

L(0,t) = f(t1) f(ta/t1) f(ts/t1,t2) ... f(tn/t1, b2, .. tne1)

e por seguir um processo de Markov, a funcao de verossimilhanca é dada por:
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1(6:6) = ) [T /1), (2.4)

No Capitulo 6 sera introduzido a construcao de distribui¢oes bivariada que segue o
um processo de Markov.

2.4 Correlacao entre variaveis

Quando se fala em dependéncia entre duas variaveis, se supoe que ambas estao corre-
lacionadas entre si, ou seja, uma interfere no desenvolvimento da outra. Existem métodos
para que se possa mensurar o quao dependente uma variavel esta da outra, e eles sao cha-
mados de coeficiente de correlagao. Um coeficiente de correlagao mede o grau pelo qual
duas variaveis tendem a mudar juntas, além de precisar a direcao e a forca da relacao
entre as variaveis. Existem diferentes tipos de correlacao, algumas delas sao apresentadas
a seguir.

2.4.1 Coeficiente de correlacao de Pearson

O coeficiente de correlacao de Pearson avalia a relagao linear entre duas variaveis con-
tinuas, ou seja, verificar se o aumento ou o decréscimo de algum valor X é associado a
um aumento ou o decréscimo de algum valor Y. O coeficiente de correlacao de Pearson
é representado pela letra p e assume valores de —1 a 1. Quando p = 1, representa a
correlacao perfeita e positiva entre duas variaveis, quando p = —1, representa correlagao
perfeita negativa entre duas varidveis, ou seja, enquanto uma aumenta a outra diminui, a
medida que se aproxima do 1 vai ficando perfeita a correlacao e quando p = 0 nao existe
correlagao entre as variaveis. Assim, p ¢ dada pela expressao (2.5) (Rufato, et al. 2010) [29]

_ Yoy (T —T)(yi — )
Vi @i =)/ (i — 1)

p (2.5)

onde x; e y; podem ser qualquer variavel aleatoria continua, (=1,2....,n.

2.4.2 Coeficiente de correlacao de Spearman

O coeficiente de correlagao de Spearman é conhecido como coeficiente de correlacao
por postos de Sperman, por calcular as correlagoes entre variaveis mensuradas em ni-
vel ordinal. Inicialmente as correlagoes ordinais nao mostram necessariamente tendéncia
linear, mas podem ser consideradas como indices de monotonicidade, ou seja, para au-
mentos positivos da correlacao, aumentos no valor de X correspondem a aumentos no
valor de Y, e para coeficientes negativos ocorre o oposto (Bunchaft e Kellner, 1999) [8].
O coeficiente de correlagao de Spearman é representado pela letra p, e é dada da seguinte
expressao derivada de Pearson (Neto e Lira, 2006) [24]

65" d?
_ Z’LZl 7 (26)

s:1 )
P n(n? —1)
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onde, d; é a diferenca entre as ordenacoes de x; e y; e n é o nimero de pares de
ordenacgoes. Este coeficiente também assume valores de —1 a 1, para detectar a
correlacao.

2.4.3 Coeficiente de correlacao de Kendall

O coeficiente de correlacao de Kendall, semelhante ao de Spearman, também utiliza os
dados ordenados em postos, porém possui interpretacoes diferentes. Enquanto Kendall,
representa uma probabilidade, em que as variaveis ordenadas estao na mesma ordem,
Spearman nos mostra a proporcao da variancia explicada. Assim p, é dada pela seguinte
expressao:

Z 2sign(x; — x;)sign(y; — y;)

n(n?—1) ’ (27)

Pk =

pares(i,j),i<j

onde sign(.) representa o sinal da diferenca entre as ordenadas, quando x; > z;
sign(x; — z;) = +1 e quando z; < x; sign(x; — x;) = —1, 0 n é o nimero de pares de
ordenagoes. (Origuela, 2018) [25]

2.5 Meétodo de Selecao de modelos

Utilizar critérios que nos ajude na comparacao e selecao de modelos estatisticos é de
estrema importancia em uma anéalise de dados. Existem diversas maneiras que nos auxilia
para tal escolha, a seguir serao apresentados alguns critérios de comparacao.

O primeiro é o Critério de Informagao Akaike(AIC)(Akaike, 1974) [3]. Este critério
propoe um método baseado na distancia de Kullback-Leibler (a informagao de Kullback-
Leiber é considerada como uma medida de discriminagao entre o modelo proposto g(z) e
o modelo verdadeiro f(x)). AssAim, seja k o nimero de parametros a serem estimados, n o

ntumero de observacoes de x e  um critério de informacao de 0. O critério de informacao
de Akaike(AIC) ¢ dado por:

AIC = —2In(L(0; z)) + 2k. (2.8)

Dado um conjunto de modelos candidatos para x, com os dados ajustados, o melhor
modelo serd aquele que fornecer o menor AIC. Além de selecionar um 6timo ajuste, o
critério penaliza a adicao de parametros, nao permitindo assim overfitting, ou seja, a
selecao de um modelo que se adapta muito bem aos dados com os quais estd sendo
treinado.

O Critério de Informagao de Akaike Corrigido (AICc) pode ser usado quando o numero
do parametro k é grande em relagao ao tamanho da amostra n, situacao em que os
resultados que proporciona AIC podem ser ruins. Neste contexto, deve-se utilizar o critério
de segunda ordem, a menos que 7 > 40 aproximadamente. Como o AICc converge para
o AIC, quando n é grande, na pratica, deve ser usado o AICc¢ que é dado por:

" 2k(k +1)

AICc= —21In(L 2 : 2.
Cec n(L(0)) + k+n—k—l (2.9)
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O Critério de Informagao Bayesiana (BIC), foi desenvolvido por Schwarz(1978) [33].
Este critério possui estrutura semelhante ao AIC, mas é adotado sobre o método Baye-
siano. O BIC ¢ obtido através de resultados assintoticos e da suposicao de que os dados
pertencem a familia exponencial. A equacao é dada por:

BIC = —2In(L(6; z)) + kIn(n). (2.10)

Semelhante ao AIC, o critério penaliza a adicao de parametros. Dos modelos candi-
datos, o adequado sera o que possuir o menor BIC.



CAPITULO

3

Descricao do Problema

Atualmente, um dos assuntos que necessitam de visibilidade em debates é o da energia
limpa, que com o aumento do aquecimento global seu uso é de extrema importancia, pois
em geral possui um baixo impacto ambiental, uma vez que nao produzem diéxido de car-
bono ou outros gases com efeito de estufa. Constituem energias renovaveis, por exemplo,
a solar, a edlica, as maremotriz e a hidraulica. Todas elas, para além da sua presenca
ilimitada sobre a terra e da sua inocuidade ao meio ambiente, tém uma origem comum: o
sol. Ele é o responsavel direto pela energia solar, mas esta também na origem da energia
edlica, ao provocar as diferencas de pressao que dao origem ao vento e & energia das ondas.
Pensando na energia solar, os fatores climéaticos sao covariaveis que implicam diretamente
no desempenho da energia gerada, além dos locais e inclinacao de instalacoes das placas
fotovoltaicas. Levando em consideracao o teor de comparacgao, placas instaladas em duas
regioes tropicais, mas uma com muitos obstaculos para o contato do sol, como prédios,
arvores, entre outros e a outra sem nenhum obstéculo, é de se esperar que a segunda
tenha uma maior quantidade de energia gerada ao longo do tempo. Regioes com um nivel
baixo de radiacao ou muitas nuvens também tende a ter um baixo desempenho de energia
gerada. Segundo o sistema de classificacao climatica "SCC"de Koppen e Geiger (Koppen,
et al.1928) [16], o clima de Sao José do Rio Preto é caracterizado como tropical chuvoso,
com verdes chuvosos e quentes, invernos secos e mais frios, sendo a temperatura média
normal do més mais quente (>= 22.8°C) (Rolim, et al. 2007) [28].

Construcao de modelos podem ajudar a entender o consumo de energia. Ou seja, ela
pode explicar a relacao entre a geracao de energia solar em tais localidades e os problemas
gerados por fenémenos naturais, como altas temperaturas, ondas de calor, ou mudancas
de temperatura em determinadas épocas. Pode também direcionar formas de se gerar
energia limpa com um menor custo financeiro e ambiental, proporcionando bom proveito
a sociedade.

Para este trabalho tem-se em maos um conjunto de dados de energia solar, fornecida
pela empresa (estilo Solar) [2] localizada na cidade de Sdo José do Rio Preto-SP. No
conjunto de dados, sao fornecidos a quantidade de energia gerada pelas placas solares
em determinadas residéncias em tempo real, através do sistema APsystems Altergy
power [1]. O sistema nos mostra a quantidade de placas que tem uma residéncia, que
é um fator importante para a estimagao de energia. Pode-se também realizar filtros de
interesse para visualizagao dos dados, sendo eles a quantidade de energia gerada por hora,
por dia, semana, més ou ano. A Figura (3.1) nos mostra uma tabela que contém uma
exemplificacao de como estao armazenados os dados filtrados em relacao a quantidade de
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energia gerada em cada dia dos meses de analise. (Nesse caso a residéncia é localizada na,
cidade de Sao José do Rio Preto-SP, onde se encontra 6 placas fotovoltaicas e os dados
sao fornecidos pela empresa Estilo Solar Engenharia.) [2]

O estudo sera feito a partir do dia 21 de Fevereiro de 2019 até o final de Julho 2020,

com o interesse de criar um modelo que nos dé a quantidade de energia solar que pode
ser gerada por placas fotovoltaicas com diferentes estacoes e climas do ano.

Figura 3.1: Energia gerada pelas placas fotovoltaicas

1 Data enaergiaknWwH Dria

2 Fewvereiro 0,18 21
3 Fewvereiro 9,69 22
4 | Fewvereiro 9.98 23
5 Fewvereiro 9,30 24
L Fewvereiro 11,06 25
T | Fewvereiro 7,03 26
a8 Fewvereiro 8,00 27
9 Fewvereiro .11 28
10 | Marco 6.50 1
11 |mMarco 5. 62 2
12 |Marco 9,30 3
13 Marco 6.79 4
14 |Marco 8,23 5
15 |Marco 10,73 5
16 Marco 10,65 i
17 |Marco 11,65 a8
18 |Marco ¥.,80 9
19 Marco .19 10
20 Marco 6,06 11
21 Marco 10,83 12
22 Marco 9,55 13
23 Marco 6,66 14
24 Marco 8,84 15
25 Marco 9,40 16
26 Marco - 17
27 |Marco F.10 18

Fonte: (Estilo Solar Engenharia. Sao José do Rio Preto-SP 2019) [2]

E possivel apresentar uma serie temporal da quantidade de Energia gerada no pe-
rfodo de Fev/2019 até Jul/2020 do conjunto de dados usado. Podendo ser observadas as
oscilagoes ao longo do tempo.
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Figura 3.2: Grafico de linha da Energia Solar em KWH
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Fonte: (Estilo Solar Engenharia. Sao José do Rio Preto-SP 2020) 2]

O gréfico apresentado na Figura (3.2) é uma forma de se visualizar ao longo do tempo
como ¢é a quantidade de energia solar por residéncia.

Também ¢ possivel verificar alguns resultados em que houve sequéncias de dias com
uma quantidade quase zero de energia gerada. Isso pode ter ocorrido por problemas
técnicos envolvendo a medigao de energia solar naquele dia, ou problemas com o aparelho.
Nesta situacao pode ser sugerido uma técnica de imputagao de dados para substituir essas
falhas, para que assim na hora da estimacao dos modelos nao se tenha problemas com
as observacoes com valores de medicoes faltantes. Ao longo do estudo, esta técnica sera
apresentada em detalhes.






CAPITULO

z

Imputacao de Dados

Neste capitulo serd apresentado métodos de imputacao para as informacoes faltantes
no conjunto de dados, onde também é discutido quais critérios que se devem levar em
consideracao para a utilizacao de diferentes técnicas. Apoés as devidas andlises para o
conjunto de dados de energia solar gerada por placas fotovoltaicas da cidade se Sao José
do Rio Preto optou-se por utilizar a imputacao tnica, utilizando o método de médias con-
dicionadas. Como j4 mencionado no capitulo anterior ao longo das medigoes foi possivel
observar falhas, onde nao é possivel ter a quantidade exata de energia gerada em alguns
dias, portanto os dados faltantes serao preenchidos por meio de imputacao para que assim
se possa construir os modelos.

4.1 Meétodos de abordagem a dados faltantes

Quando trabalhamos com conjunto de dados reais, inicialmente é necessario verificar a
consisténcia dos dados. Em algumas situagoes é necessario fazer a limpeza dos dado, em
outras é necessario tratar os casos com dados faltantes. Quando uma informacao de uma
variavel estd vazia ou incompleta, ela acaba por se tornar um dado faltante. Isso pode
ocorrer por alguma razao em que fez-se nao possivel inclui-la. Essa informacao de algum
modo deveria estar presente na varidvel, mas por algum motivo nao foi possivel inclui-la,
e consequentemente quando nao se tem uma informacao completa o resultado que espe-
ramos dessa variavel ou conjunto de dados acaba sendo comprometido comparado com o
que diria se tivesse com as informacoes completas. Dados faltantes também podem ser
classificados por dados ruidosos, que sao aqueles que apresentam um desvio significativo
do valor real, representando uma inconsisténcia na informagao. (Myrtveit et al., 2001) [23]

E importante saber o mecanismo que gerou a omissao dos dados, pois esse conheci-
mento auxilia na escolha do melhor tratamento dos dados faltantes. Existem trés princi-

pais tipos de mecanismos que sao:

MCAR (missing completely at random): ocorre quando a causa que gerou os
dados faltantes é um evento completamente aleatorio. (Veroneze, 2011) [35]

MAR (missing at random): ocorre quando os dados faltantes presentes em uma
atributo dependem dos valores observados em outro(s) atributo(s). (Veroneze, 2011) [35]
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MNAR (missing not at random): ocorre quando os dados faltantes presentes
em um atributo dependem de seu proprio valor. (Veroneze, 2011) [35]

No presente trabalho trata-se do mecanismo MCAR, pelo fato das observacoes faltan-
tes estarem sendo apresentadas de forma aleatéria, assim o proximo passo é discutir as
técnicas a serem utilizadas em diferentes comportamentos de dados faltantes. Existem
diversos métodos para se trabalhar com essas informacoes, porém a seguir serao apresen-
tadas as duas mais comuns e importantes na literatura, sendo elas Imputacio Unica (IU)
e Imputacao Multipla (IM)

4.2 Imputacao Unica

O método de IU consiste em apenas preencher cada dado faltante do conjunto de
dados e realizar as anélises desejaveis. Portanto na etapa de IU, o tdnico interesse é em
predizer os valores faltantes. Existem diversas técnicas dentro do método de TU. A seguir
serao apresentados algumas deles:

4.2.1 Imputacao por constantes

A imputacgao por constantes sao as mais comuns e simples quando se fala em IU, pois
se trata apenas de substituir os atributos faltantes por uma tnica informacao, sendo ela
considerada uma constante. Os valores mais utilizados neste método é a imputacao por
zeros, média ou mediana. (Veroneze, 2011) [35]

Quando se fala em imputacao de zeros se deve tomar alguns cuidados, pois esse mé-
todo s6 é recomendavel quando nosso conjunto de dados tem valores préximos a zero e
esse niumero represente de alguma forma falhas ou maus resultados. Outra questao muito
importante é o nimero de dados faltantes em uma varidvel, pois com esse valor muito
elevado a imputacao de zeros, pode gerar resultados contraditérios com a verdade.

A imputagdo da média é o método mais comum se falando de TU, pois além de ser
de facil implementacao apresenta resultados bons nas analises. Porém deve-se tomar cui-
dado novamente com a quantidade de dados faltantes presentes no conjunto de dados,
pois com um nimero grande a média pode gerar a perda de variabilidade nas variaveis.
Essa imputagao apresenta bons resultados em variaveis que sao normalmente distribuidas.

Na imputacao da mediana, segue um procedimento semelhante a imputagao da mé-
dia, a tinica diferenca é que ela apresenta um melhor desempenho em distribuicoes que
nao sao normalmente distribuidas, pois a mediana tem melhor tendéncia central de uma
distribui¢do que possui grandes desvios da distribui¢do normal (Veroneze, 2011) [35]

4.2.2 Imputacao de médias condicionadas

A imputagao de médias condicionadas ou CMI (Conditional Mean Imputation), dife-
rentemente da imputacao de médias, ao invés de substituir todos os dados faltantes por
uma constante, ela adiciona cada informacao da média em diferentes grupos, de acordo
com a escolha do pesquisador. Por exemplo, em um conjunto de dados que contém uma
variavel "Estado Civil"e tem-se um dado faltante para uma pessoa solteira, este sera subs-
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tituido pela média calculada dentro do grupo de pessoas solteiras. (Veroneze, 2011) [35]

[U apresenta outros métodos de imputagao, como Hot Deck, Cold Deck, NVCB(Value
Carried Backward), LVCF (Last Value Carried Forward) entre outros, cada um apresen-
tando suas vantagens e desvantagens. Cabe ao pesquisador se atentar a todas elas e
escolher a que melhor se encaixe ao seu conjunto de dados e sua necessidade.

4.3 Imputacao Miltipla

Os métodos de IM foram propostos com o intuito de ser uma alternativa em relagao
ao métodos de imputagao por Méxima Verossimilhanga, (que visa realizar imputacao nos
dados faltantes tendo como o objetivo, a estimacao dos parametros da funcao de verossi-
milhanca. Assim seu objetivo nao ¢ predizer os valores faltantes (Allison, 2001) [4]), para
uma grande demandada de problemas envolvendo os dados faltantes.

IM apresenta diversas vantagens em relagao aos outros métodos de imputacao. Entre
todas as estimativas dos dados faltantes, é a mais utilizada, pois sao mais confidveis que os
demais métodos, e pode ser aplicado em diferentes situacoes de dados faltantes (Veroneze,
2011) [35]. Uma das principais diferencas entre IU e IM ¢é que ao invés de substituir os
dados faltantes por um tnico valor, como é feito em IU, nos métodos de IM os atributos
faltantes recebem x valores, x > 2. Assim sao formados x bases de dados completas, que
podem ser analisadas e seus resultados sao ligados uns nos outros formando no fim valores
que preenchem os dados faltantes. (Veroneze, 2011) [35]

Como acontece em métodos de IU, dentro de IM existem diversos métodos que sao
adequados para diferentes tipos de dados, assim deve-se se atentar na melhor escolha do
método a ser utilizado. Existem etapas para a realizacao da técnicas de IM, que podem
ser divididas em : Imputagao, Andlise, Agregacao dos resultados e Célculo da informacao
faltante. Em (Veroneze, 2011) é possivel ter mais detalhas sobre cada uma dessas etapas
que sao de extrema importancia para a construcao dos métodos de IM.

4.4 Selecao e aplicacao do método de imputacao apro-
priado

Antes de realizar a imputagao no seu conjunto de dados, deve-se saber quais métodos
serao utilizados, para que os resultados obtidos sejam os melhores possiveis. Como ja foi
mostrado neste capitulo ha diferencas significativas entre cada técnica de imputacao, as-
sim a escolha do melhor método de imputacao de dados, neste estudo baseia-se na técnica
sugerida por (Frank, 2001) [12], onde ele utiliza os seguintes critérios para a escolha dos
métodos:

- Quando a proporcao de dados faltantes ¢ menor que 0,05 aplica-se a IU ou apenas
analisa os dados completos;

- Quando a proporcao de dados faltantes esta entre 0,05 e 0,15, pode-se utilizar a IU,
mas é recomendavel utilizar a IM;
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- Quando a proporc¢ao de dados faltantes ¢ maior que > 0,15: aplica-se a IM na grande
maioria dos casos.

No conjunto de dados desta pesquisa, a proporcao de dados faltantes ¢ 0,039, assim
seguindo o que sugere (Frank, 2001), sera utilizado o método de TU. Como j4 foi mostrado
existem diversas técnicas de imputacao dentro no método de IU. Nesse caso a escolha é
pelo método de imputagao de médias condicionadas.

Na Figura (3.2) é possivel observar como estao esses dados e visualizar onde estao as
informacoes dadas como faltantes, sendo elas aquelas que apresentaram valores de geracao
de energia 0 KWHs ou um valor bem proximo. Os critérios escolhidos sao da seguinte
forma:

- A média de sete dias anterior a ocorréncia dos dados faltantes;
- Essas médias serao preenchidas de acordo com o dia que contém dados faltantes, ou
seja, se um dia tem um dado faltante, ele é preenchido pela média dos sete dias anteriores

a ele;

- Como a primeira informacao do conjunto de dados esta sem preenchimento, ele sera
substituido pela média dos sete dias posteriores a ele.

Na Figura (4.1) é possivel verificar como estao distribuidos o conjunto de dados apos
a realizacao de da imputacao dos dados.

Figura 4.1: Grafico de linha da Energia solar em KWHs. Dados Imputados
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Fonte: (Estilo Solar Engenharia. Sao José do Rio Preto-SP 2020)) [2]

Assim, com o processo de imputacao de dados realizado, nos préoximos capitulos tere-
mos o inicio da construgao de modelos que ajustem esses dados.



CAPITULO

5

Modelos Univariados

Antes de apresentar a construcao das distribuicoes bivariadas foi necessério escolher as
funcoes de distribuicoes de probabilidade que melhor se ajustam a dados de energia solar
gerada por placas fotovoltaicas. Essa escolha se deu a partir de em um estudo realizado
em (Santos, 2020) [32]. Neste capitulo serd apresentado um estudo mais aprofundado
sobre essas distribuigoes e como elas se ajustaram em relacao aos dados da cidade de Sao
José do Rio Preto-SP.

5.1 Distribuicao Weibull Univariada

A distribuicao Weibull teve um inicio remoto em meados dos anos de 1920 proposta
por Waloddi Weibull, onde ele realizou uma ampla aplicabilidade para a comunidade
cientifica. Em 1951, ele realizou estudos relacionados ao tempo de falha devido a fa-
diga de metais, onde marcou o inicio do progresso triunfante desta distribuicao na teoria
estatistica, bem como na estatistica aplicada. Isso aconteceu por ela ter uma imensa va-
riabilidade de formas, ambas com propriedades basicas, por exemplo, a sua taxa de falha
é monotona, isto é, ela é estritamente crescente, decrescente ou constante. Grande parte
das aplicacoes da distribuicao Weibull se refere a dados da vida util de unidades técnicas
ou biologicas. No presente estudo a distribuicao Weibull sera ajustada a dados de energia
solar, onde T;, com ¢ = 1,2, ...,n denota a quantidade de energia solar gerada em cada
dia i. A principio neste capitulo foi considerado independéncia entre as observacoes T},
i=1,2,....,n. A distribuicao Weibull(a, 8), tem sua fun¢ao densidade de probabilidade
dada por:

f(t) = %t“l exp {— (%)a} >0, (5.1)

onde o > 0 é o parametro de forma e § > 0 o parametro de escala. A sua fun¢ao
distribuicao acumulada é dada por:

F(t) =1 — exp {— (%)a} (5.2)

parat >0, a e > 0. A funcdo de sobrevivéncia e de risco sao, respectivamente, dadas
por:

37
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parat >0, ae > 0.

Caso se tenha o interesse em obter as expressoes da média e variancia da Weibull,
deve-se trabalhar com a funcao gama, pelo fato que:

E(T) = 8T {1+ ﬂ ,

Var(T) = o?

Y

rfped]-rfed]

sendo a fungdo gama, I'(r), definida por I'(k) = [ 2! exp{—z}dz.

0

Na Figura (5.1) sdo apresentadas as formas da fun¢ao de densidade de probabilidade
e da distribui¢do acumulada, com diferentes valores de « e .

Figura 5.1: Formas tipica da fungdao de densidade de probabilidade e da distribuig¢ao
acumulada, da distribuicao Weibull para alguns valores dos parametros a e 3
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Em seguida sera realizada a estimagao dos parametros da distribuicao Weibull, afim
de comparar com outras distribuicoes se realmente ela apresenta um melhor ajuste para
que se tenha assim a mais perfeita explicacido dos dados T; (Quantidade de Energia solar
gerada por placas fotovoltaicas de Sao José do Rio Preto).
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5.1.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da distribuicao Wei-
bull univariada

O Estimador de Méxima Verossimilhan¢a(EMV) como introduzido na se¢do (2.2),
trata do problema de estimacao dos parametros a partir de resultados de uma amostra,
escolhendo os estimadores que melhor explique a amostra observada. E possivel obter
esse resultado para dados de energia solar resultante da distribuicao Weibull substituindo
a expressao (5.1) em (2.1).

Aplicando o logaritmo na funcao para facilitar os calculos temos:

st =n [ (3]
= ;ln(a) - ialn(ﬁ) +(a—1) Zzn;ln(ti) - it? (5.6)
= nln(a) — naln(B) + (a — 1) Zln i(;)a

=1

Agora, fazendo as derivadas parciais da expressao In(L(«, 3)) em relagdo aos parame-
tros a e (§ e igualando o resultado a zero, se tem os seguintes sistemas de equagoes:

LB _ L _ (s +Zln z(;) m(%):o (5.7)

dn(L(a.B) _ 1 S~ (1) _
= 3+; £ <3) 0. (5.8)

Os estimadores de méaxima verossimilhanca sdo os valores de a e B\ que satisfazem
as equacoes (5.7) e (5.8) respectivamente ou equivalentemente maximizam o logaritmo
da fungdo de verossimilhanca. Para concluir que as solucoes das equagoes (5.7) e (5.8)
sao pontos de maximo, tem-se que verificar se o sinal da segunda derivada das mesmas é
positivo. A solucao destas equacoes para o conjunto de dados nao possui forma fechada,
entao pode ser obtida por meio de um método numérico iterativo, como por exemplo, os
de Quase Newton, Newton-Raphson entre outros. O programa R tem o pacote Optim que
minimiza uma fungao. Para o seu uso, temos que declarar como fun¢ao objetivo o nega-
tivo do logaritmo da funcao de verossimilhanca e especificar qual método utilizar. Neste
caso utilizamos o método de Quase Newton. Pode-se ver os resultados obtidos na Tabela



5. Modelos Univariados 40

(5.1) juntamente com as estimagcoes dos parametros de outras fung¢oes de distribuigao de
probabilidade e logo em seguida a partir da Figura (5.9) tem-se as comparagoes de qual
modelo univariado obteve o melhor ajuste ao nosso conjunto de dados.

5.2 Distribuicao Gama Univariada

A distribuicdo Gama usada por Brown e Flood(1947) é bastante utilizada para dados
de sobrevivéncia. Seja T' com distribuicado Gama(a, 8), onde o > 0 é chamado parametro
de forma e 8 > 0 de escala, e a sua funcao de densidade de probabilidade é dada por:

apa—1

[(a)

exp{—pt},t >0, (5.9)

© _a—1

onde a fungéo gama, ¢ definida por I'(a) = [~ 2 ' exp{—z}dz. A fungdo distribuicéo
acumulada é dada por:

F(t) = (5.10)

parat >0, a >0, 5 >0, onde y(a,t5) é uma funcao gama incompleta e tem a forma
dada por y(a,t8) = fOt’B 2 Lexp{—xr}dz. As fungoes de sobrevivéncia e de risco da
distribuicao Gama sao dadas, respectivamente, por:

S(t)=1— %, (5.11)

_ Bt exp{—p3t}

M = ) (o)

(5.12)

parat >0, a >0, 5> 0.

E possivel observar algumas formas da funcdo de densidade de probabilidade e da
distribui¢ao acumulada, de uma variavel T com distribuigdo Gama na Figura (5.2) com
diferentes valores de « e [3.

A expressao da média e variancia da distribuicao Gama é dada por:

E(T) = %; Var(T) = %
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Figura 5.2: Formas tipica da fungdo de densidade de probabilidade e da distribuicao
acumulada, da distribui¢do Gama para alguns valores dos parametros a e
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A seguir sera realizado a estimagao dos parametros da distribuicao Gama pelo EMV
com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas fotovoltaicas de Sao José
do Rio Preto.

5.2.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da distribuicao Gama
univariada

Para esta distribuicdo de probabilidade, substituindo a expressao (5.9) em (2.1), a
funcao de verossimilhanca pode ser escrita como:

—.

N
Il
—

L(a, 8) = [1f (t:: . B)]

0.13
{ﬂatf‘l o1
['(«)

I

@
Il
—

—

Aplicando o logaritmo na funcao para facilitar os calculos temos:

In(L(a, B)) = 1In [H peti exp{—[t; }]
= Z aln(B) + (o —1) Zln(ti) - ilnf(a) - 5&@- (5.14)
=naln(f) + (a — 1) Zln ) —n(Inl(« ﬂZt
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Agora fazendo as derivadas parciais da expressao In(L(«, 5)) em relagao aos parame-
tros a e (3 e igualando o resultado a zero, se tem os seguintes sistemas de equagoes:

AT — inge+ 3ty - £ = (5,19

(5.16)

Os estimadores de maxima verossimilhanga da distribuicao Gama sao os valores de
a e 8 que satisfazem as equacgoes (5.15) e (5.16), respectivamente, ou equivalentemente
maximizam o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca. Para concluir que as solucoes das
equagdes (5.15) e (5.16) sdo pontos de maximo, tem-se que verificar se o sinal da segunda,
derivada das mesmas é positivo. A solucao destas equacoes para o conjunto de dados
nao possui forma fechada, entao pode ser obtida por meio de um método numérico ite-
rativo. O programa R tem o pacote Optim que minimiza uma funcao. Para seu uso,
temos que declarar como func¢ao objetivo o negativo do logaritmo da funcao de verossi-
milhanca e especificar qual método utilizar. Neste caso, utilizamos o método de Quase
Newton. Pode-se, ver os resultados obtidos na Tabela (5.1) juntamente com as estimagoes
dos parametros de outras funcoes de distribuicao de probabilidade e a partir da Figura
(5.9) tem-se as comparacoes de qual modelo univariado obteve o melhor ajuste ao nosso
conjunto de dados.

5.3 Distribuicao Exponencial Generalizada Univariada

Outra distribuicao muito utilizada em dados de sobrevivéncia é a Exponencial Ge-
neralizada estudada por Gupta e Kundu (1999) [15]. Ela é uma alternativa ao uso das
distribuicoes Weibull e Gama. Muitas vezes é a partir da distribuicao Exponencial Ge-
neralizada Bivariada que temos construcoes de modelos Weibull bivariados, vamos ver
melhor nos proximos capitulos.

No caso univariado, seja T com distribuigao GE(a, ), onde o > 0 é chamado para-
metro de forma e > 0 de escala. A sua funcao de densidade de probabilidade é dado por:

F() = aB(1 — exp{ —tB})* exp{—tf},t > 0. (5.17)

Se o = 1 na expressao (5.17), temos a distribui¢do exponencial com parametro f. A
funcao distribuicao acumulada é dada por:

F(t) = (1 —exp{—tp})*,t > 0. (5.18)
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As fungdes de sobrevivéncia e de risco da distribuicdo Exponencial Generalizada sao
dadas, respectivamente, por:

S(t) =1— (1 — exp{—tB})°, (5.19)

_ af(1 —exp{ts})*! exp{—tﬁ}.

MO = T 0 e aB)

(5.20)

parat>0,a>0,3>0.

Se tem o interesse em obter as expressoes da média e variancia da Exponencial Gene-
ralizada, deve-se trabalhar com a fun¢ao gama, pelo fato que:

Euvzéwm+nme

1.

Var(T) = =¥ (1) — 20/(04 + 1)},

onde t(.) é uma funcéo digamma dada por ¥(z) = -Linl'(z) e I'(z) é a fun¢io gama.

(Boleta, 2012) [6] ’

E possivel observar algumas formas da funcdo de densidade de probabilidade e da
distribuicao acumulada, de uma varidvel 7" com distribuicao Exponencial Generalizada
na Figura (5.3) com diferentes valores de a e f.
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Figura 5.3: Formas tipica da fungdo de densidade de probabilidade e da distribuicao
acumulada, da distribuicao Exponencial Generalizada para alguns valores dos parametros
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A seguir seré realizado a estimagao dos parametros da distribuicao Exponencial Ge-
neralizada pelo EMV com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas
fotovoltaicas de Sao José do Rio Preto.

5.3.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da distribuicao Ex-
ponencial Generalizada univariada

Para esta distribui¢do de probabilidade, substituindo a expressao (5.17) em (2.1), a
funcao de verossimilhanca pode ser escrita como:

L(, B) = [ [1f(ti; @, B)]
— (5.21)
= [JleB(1 — exp{ —t;8})*" exp{—t:5}].
i=1
Aplicando o logaritmo na funcao para facilitar os calculos temos:
In(Z(a, 8)) = Wn[] [aB(1 — exp{ —t:3})*" exp{—t:5}]
i=1
= "In(a) + > In(B)+ (a—1)Y In(l—exp{—t:;3}) = > B (5.22)
i=1 i=1 i=1 i=1

= nln(a) + nin(B) + (o — 1) Zln(l — exp{—t;}) — th’"
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Agora fazendo as derivadas parciais da expressao In(L(«, 3)) em relagao aos parame-
tros « e f e igualando o resultado a zero, se tem os seguintes sistemas de equagoes:

I(In(L(e, B)))
Oa

— % + ;ln(l —exp{—t;3}) =0 (5.23)

OIn(L(a,B) n . =, exp{-tB) o,
33 3 +@-1) ;til ol 0] ;t =0 (5.24)

Os estimadores de méxima verossimilhanga da distribui¢ao Exponencial Generalizada
sao os valores de @ e [ que satisfazem as equacgoes (5.23) e (5.24) respectivamente ou
equivalentemente maximizam o logaritmo da funcao de verossimilhanca. Para concluir
que as solugoes das equagoes (5.23) e (5.24) sdo pontos de maximo, tem-se que verificar
se o sinal da segunda derivada das mesmas é positivo. A solucao destas equacoes para
o conjunto de dados nao possui forma fechada, entao pode ser obtida por meio de um
método numeérico iterativo. O programa R tem o pacote Optim que minimiza uma fun-
cao. Para o seu uso, temos que declarar como funcao objetivo o negativo do logaritmo
da funcao de verossimilhanca e especificar qual método utilizar. Neste caso, utilizamos o
método de Quase Newton. Pode-se ver os resultados obtidos na Tabela (5.1) juntamente
com as estimacoes dos parametros de outras fungoes de distribuicao de probabilidade e a
partir da Figura (5.9) tem-se as comparagoes de qual modelo univariado obteve o melhor
ajuste ao nosso conjunto de dados.

5.4 Distribuicao Normal Univariada

A distribuicao Normal em sua forma usual foi introduzida por De Moivre em um artigo
em 1733, mais tarde em 1812 seu resultado foi estendido por Laplace, também tivemos
Legendre em 1805 e Gauss em 1809 utilizando a distribuicao desde os principios.

No caso univariado seja 1" com distribuicao N (i, 0?), onde —oo < pu < 00 é 0 pa-
rametro de localizagao e o > 0 parametro de forma, e a sua funcao de densidade de
probabilidade é dada por:

f(t) = 217ra exp {—% <t ;HJ) } ,te R (5.25)

A expressao da média e variancia da distribuicao Normal é dada por:

E(T) = p



5. Modelos Univariados 46

Var(T) = o°.

E possivel observar algumas formas da funcdo de densidade de probabilidade e da
distribui¢ao acumulada, de uma variavel 7' com distribui¢ado Normal na Figura (5.4) com
diferentes valores de p e 0. O espago amostral da distribuicao Normal é —oco < ¢t < o0,
no entanto, a escolha de alguns parametros particulares, obtemos P(7T < 0) = 0. Deve-se
tomar cuidado se a opcao for a escolha desta distribuicao. Por esse motivo, nao é comum
sua utilizacao para dados de tempos de vida.

Figura 5.4: Formas tipica da funcdo de densidade de probabilidade e da distribuicao
acumulada, da distribuicao Normal para alguns valores dos parametros u e o
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A seguir serd realizado a estimacao dos parametros da distribuicao Normal pelo EMV
com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas fotovoltaicas de Sao José
do Rio Preto.

5.4.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da distribuicao Nor-
mal univariada

Para esta distribui¢do de probabilidade, substituindo a expressao (5.25) em (2.1), a
funcao de verossimilhanca pode ser escrita como:.
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(5.26)

Agora fazendo as derivadas parciais da expressao In(L(u, 0?)) em relagao aos parame-
tros p e o2 e igualando o resultado a zero, se tem os seguintes sistemas de equagcoes:

(L o)) _§~ti—

&2 (=)= (5.28)

do? 202 T\ o2
PR o Uit D A;‘) —0 (5.29)
=1 9
= (n—1)s?
n )

t:—11)2 . L, . . . . . .~
onde s =3 ", (n+1) Os estimadores de maxima verossimilhanca da distribuicao

Normal sdo os valores de 7i e 02 que satisfazem as equacdes (5.28) e (5.29),
respectivamente, ou equivalentemente maximizam o logaritmo da funcao de
verossimilhanca.
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5.5 Distribuicao Weibull Exponenciada

A distribui¢do Weibull Exponenciada (EW) foi introduzida por Mudholkar e Srivas-
tava (1993) [22] ela possui um parametro de escala e dois pardmetros de forma. Na
distribuicao EW & diversas propriedades que sao semelhantes as da familia Weibull ou
gama, assim, ela pode ser usada como uma alternativa a uma distribuicao Weibull ou

gama.(Woo. et al, 2003) [36]

Seja T' com distribuicao EW (a, ,a), onde § > 0 é o parametro de escala e o > 0 e
a > 0 os parametros de forma, sua funcao de densidade de probabilidade é dada por:

«@ ata—1
flt)= a%t“l exp {—%} [1 —exp {—%} ] .t > 0. (5.30)

A sua Funcao distribui¢ao acumulada é dada por:

F(t) = {1 — exp {—%}a] ' > 0. (5.31)

E possivel observar algumas formas da funcdo de densidade de probabilidade e da
distribuicao acumulada, de uma variavel T com distribuicdo EW na Figura (5.5) com
diferentes valores de o, J e a

Figura 5.5: Formas tipica da funcdo de densidade de probabilidade e da distribuicao
acumulada, da distribuicao Weibull Exponenciada para alguns valores dos parametros a,
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A seguir sera realizado a estimacgao dos parametros da distribuicaio EW pelo EMV
com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas fotovoltaicas de Sao José
do Rio Preto.
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5.5.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da distribuicao Wei-
bull Exponenciada

O método de EMV como ja foi introduzido na se¢ao (2.2) trata do problema de estima-
cao dos parametros a partir de resultados de uma amostra, escolhendo os estimadores que
melhor explique a amostra observada. E possivel de se obter esse resultado para dados
de energia solar resultante da distribuicao EW substituindo a expressao (5.30) em (2.1).

Aplicando o logaritmo na fungao para facilitar os calculos temos:
n

it [l e 16@{_} oo {4} T7]

= nln(a) + nln(a) — naln(f) + (a — 1 En:m (t:) (5.33)
_g <Z>a+ (a— 1);:111 [1 —exp{—g}a} .

Para encontrar os devidos resultados dos estimadores sera usado o programa R que
tem o pacote Optim que minimiza uma funcao, entao temos que declarar como fung¢ao
objetivo o negativo do logaritmo da funcao de verossimilhanca e especificar qual método
utilizar. Neste caso, utilizamos o método de Quase Newton. Pode-se ver os resultados
obtidos na Tabela (5 1) juntamente com as estimacoes dos parametros de outras fungoes
de distribui¢ao de probabilidade e a partir da Figura (5.9) tem-se as comparagoes de qual
modelo univariado obteve o melhor ajuste ao nosso conjunto de dados.

5.6 Generalizacoes da Distribuicao Kumaraswamy

Além das diversas distribuicoes usuais que podem ser vista com grande frequéncia em
sala de aula ou em literaturas, existem novas distribuicoes que sao generalizadas de outras
distribuicoes que também nos apresentam resultados muito interessante ao se ajustar a
dados reais. Muitos pesquisadores nos oferecem caminhos diferentes para que possamos
ainda mais aperfeicoar o estudo aos dados. Uma delas é generalizar distribuicao a Ku-
maraswamy proposta por Kumaraswamy (1980) [17] com distribui¢bes ja conhecida por
muitos como por exemplo a Exponencial e a Weibull.

Kumaraswamy introduziu uma distribuicao de probabilidade para processos aleato-
rios de dupla ligacao que tem aplicacoes com hidrologia e areas relacionadas. Como ja
foi dito, utilizando uma distribuicao continua é capaz de descrever uma nova familia de
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distribuigoes generalizadas(denotadas com o prefixo "Kw") para estender as distribuicoes
como a Weibull, Exponencial, entre varias distribui¢bes conhecidas (Das, 2015) [11]. Sua
fungao de distribuicao acumulada com os parametros Kw(«, 3) é dada por:

Fr(t)=1—(1 -t te(0,1), (5.34)

onde a > 0 e f > 0 que sao parametros de forma. Sua funcao densidade de
probabilidade é dada por:

fr(t) = aft* 1 (1 —t*)%1 t € (0,1). (5.35)

A distribuicao K como é chamada é muito usada em aplicagoes hidrolégicas e muitos
autores dizem que ela é uma boa alternativa em relacao a distribuicao Beta. As seguir
serao apresentadas algumas generalizacao da distribuicao K e aplica-las referente aos
dados da presente pesquisa

5.6.1 Distribuicao Weibull Kumaraswamy

A partir da apresentacao da distribuicao de Kumaraswamy, temos as suas generaliza-
¢oes, a primeira que serd mostrada ¢ a Weibull Kumaraswamy (KwW), onde Cordeiro e
Castro (2009) [10] apresentam sua construcao.

Seja uma variavel aleatoria 7' com distribuicio KwW («, 5, a,b), onde o > 0, a > 0 e
b > 0 sao parametros de forma e 5 > 0 o parametro de escala. Sua funcao de densidade
de probabilidade é dada por:

ATRPLTS A  FRY g P PR A S

A sua funcao distribuicao acumulada é dada por:

F(t)zl—{l— [1_exp{_%}ar}b,t>o. (5.37)

E possivel observar algumas formas da funcdo de densidade de probabilidade e da
distribuicao acumulada, de uma variavel T' com distribuicido KwW na Figura (5.6) com
diferentes valores de «, 3, a e b.
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Figura 5.6: Formas tipica da fungdo de densidade de probabilidade e da distribuicao
acumulada, da distribuicao Weibull Kumaraswamy para alguns valores dos parametros «,
B,aeb
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A seguir serd realizado a estimacdo dos parametros da distribuicao KwW pelo EMV
com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas fotovoltaicas de Sao José
do Rio Preto.

5.6.1.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da Distribuicao Weibull Ku-
maraswamy

Para esta distribui¢ao de probabilidade, substituindo a expressao (5.36) em (2.1), a
funcao de verossimilhanca pode ser escrita como:

L(a, B,a,b) = H[f(tu a, 3,a,Db)]

=
—_

n

=

Aplicando o logaritmo na fun¢ao para facilitar os célculos temos:

I I RS (R ey
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el 4] ool 3f ] e b T

=nln(a) + nln(b) + nln(a) — naln(B) + (o — 1) Z In(t;)

_E (Z>a+(a—1)§ln {1_exp{_g}a] +<b_1>ﬁ:1n{1_ {1_exp{_g}ar}

= (5.39)

n

In(L(o,a,a,b)) =1n [H

i=1

Para encontrar os devidos resultados dos estimadores serda usado o programa R que
tem o pacote Optim que minimiza uma funcdo entdao temos que declarar como func¢ao
objetivo o negativo do logaritmo da funcao de verossimilhanca e especificar qual método
utilizar. Neste caso utilizamos o método de Quase Newton. Pode-se ver os resultados
obtidos na Tabela (5.1) juntamente com as estimacoes dos parametros de outras fungoes
de distribui¢ao de probabilidade e a partir da Figura (5.9) tem-se as comparagoes de qual
modelo univariado obteve o melhor ajuste ao nosso conjunto de dados.

5.6.2 Distribuicao Log-exponenciada Kumaraswamy

A proxima distribuigdo apresentada é a log-exponenciada Kumaraswamy (log-EK),
onde Lemonte, et al. (2013) [18] apresenta sua construgido. Antes de apresentar a distri-
buicao log-EK é preciso ter a construgao da exponenciada Kumaraswamy(EK) e segundo
(Lemonte) a construcao da distribui¢ao EK se baseia na observacao de que elevando uma
fungdo de densidade acumulada G(z) para um poder arbitrario v > 0 tem-se uma nova
fungdo de densidade cumulada, onde F'(x) = G(z)" nos sugerindo como um parametro
adicional, onde v ¢ o parametro de assimetria, curtose e cauda da distribuicao F. Na
construcao da exponenciada G(x) se caracteriza como a distribuicao da linha de base e
F(x) pode ser referido como a distribui¢ao G exponenciada.

Assim seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo EK («, 8,7), onde a >0, 5> 0
e v > 0, sua funcao de densidade de probabilidade é dada por:

fer(x) = afyr® (1 — )71 — (1 — 2P~ 2 € (0,1). (5.40)

E possivel observar que se v = 1 temos a distribuicdo Kw com parametros o e 5. A
funcao distribuicao acumulada de EK é dada por:

For(z) = [1 — (1 —2%)°]", 2 € (0,1). (5.41)

Percebe-se que a distribuigao (5.40) se restringe em valores no intervalo de (0, 1), assim
nao se ajusta aos dados da pesquisa, portanto tem-se logo em seguida a transformacgao
para transformacao para log-EK.

A distribuicao log-EK é bem 1til para modelar dados da vida ttil. Seja uma variavel
X com distribuicao FK(«, 5,7), pode-se definir a distribuicao log-EK padrao fazendo
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Y = —log(1 — X). Pode-se também adicionar um parametro de escala ¢ > 0 utilizando
a transformacao de escala T = oY, assim tem-se que T é uma varidvel com distribuicao
log-EK (0, a, 8,7) Lemonte, et al. (2013) [18]. Sua fun¢ao de densidade de probabilidade
é dada por:

afyexp{—L1}(1 —exp{—L})* 11 — (1 — exp{—L})*]""!
o {1 — [1 — (1 — exp{—g})a]/ﬁ}l—’y

fiog-pK(t) = >0, (5.42)

A funcao distribuicao acumulada é dada por:

Flog_ (1) = {1 _ {1 _ (1 —exp {_g})ar}v 0. (5.43)

A distribuicao log-EK pode ser reduzida a uma distribuicao GE, quando v = 1 tem-
se uma GE(c™!, af), quando 8 = 1 tem-se GE(c~!,va) e quando 8 = v = 1 tem-se
GE(oc7 !, a).

E possivel observar algumas formas da funcio de densidade de probabilidade e da
distribui¢ao acumulada, de uma variavel T' com distribuigao log-EK na Figura (5.7) com
diferentes valores de «, 3, v e 0.

Figura 5.7: Formas tipica da funcao de densidade de probabilidade e da distribuicao
acumulada, da distribui¢ao log-EK com diferentes valores de o, 5, vy e o
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A seguir sera realizado a estimagao dos parametros da distribuicao log-EK pelo EMV
com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas fotovoltaicas de Sao José
do Rio Preto.
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5.6.2.1 Estimacao de Maxima Verossimilhancga da Distribui¢ao Log-exponenciada
de Kumaraswamy

O método de EMV como ja foi introduzido na se¢ao(2.2) trata do problema de estima-
cao dos parametros a partir de resultados de uma amostra, escolhendo os estimadores que
melhor explique a amostra observada. E possivel de se obter esse resultado para dados
de energia solar resultante da distribuigao log-EK substituindo a expressdo (5.42) em (2.1).

L(o,a, 8,7) = | [[f(ti; 0,0, 8,7)]
i:bl t t 1 t 1 (5'44)
1] [aﬁvexp{—; (1 —exp{—2})*"[1 - (1 —exp{—2}))"" } |
Lo {1-[1—(1—exp{—2}))P}~

Aplicando o logaritmo na funcao para facilitar os calculos temos:

o {1 — [1 — (1 — eXP{—ﬁ )a]ﬁ}l—y

=nn(a) + nln(B) +nln(y) — nln(o) — %i“* (o= 1);”;1“ (1 _exp{_%})

e 1>gln (1_ (1_exp{_g})“)
+(7—1);ln{1— (1— (l—exp{—%}) ) }

" TaBvyexpi—t4(1 —exp{—LtV)> 11 — (1 — exp{—L1)*]P-1
In(L(c, , 5,7)) = In [H[ By exp{—_}(1 —exp{—2})*""[1 — (1 —exp{—>})] H

=1

(5.45)

Para encontrar os devidos resultados dos estimadores serd usado o programa R que
tem o pacote Optim que minimiza uma funcao entao temos que declarar como funcao
objetivo o negativo do logaritmo da funcao de verossimilhanca e especificar qual método
utilizar. Neste caso, utilizamos o método de Quase Newton. Pode-se ver os resultados
obtidos na Tabela (5.1) juntamente com as estimagoes dos parametros de outras fungoes
de distribuigao de probabilidade e a partir da Figura (5.9) tem-se as comparacoes de qual
modelo univariado obteve o melhor ajuste ao nosso conjunto de dados.

5.6.3 Distribuicao Weibull Exponenciada Kumaraswamy

Em Silva, et al. (2019) [34] é apresentada a Distribui¢do Weibull exponenciada Kuma-
raswamy (EKwW) com a proposta de melhor o ajuste que a distribuicao Weibull e outras
distribuicdo generalizadas dela. Silva, et al. (2019) diz que a partir da funcdo distribuigao
acumulada da Weibull dada na expressao (5.2) uma variavel aleatoria T com distribuigao
EKwW (a,b,c,a, ) onde a >0, a > 0,b>0e c> 0 sdo parametros de formae 5> 0o
parametro de escala, pode ser apresentada como:
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ponanto = {1 [~ (en{ VT o0 o

Assim a funcao densidade de probabilidade pode ser expressa por:

“ aja—l aqay b—1
el [T o 41T
1

(5.47)

A distribuicio EKwW pode ser reduzida a uma distribuicao KwW, quando ¢ = 1. Ela
também pode ser reduzida a uma distribuicao EW quando b =c=1

E possivel observar algumas formas da funcdo de densidade de probabilidade e da
distribui¢ao acumulada, de uma variavel T com distribuicdo EKwW na Figura (5.8) com
diferentes valores de «, (5, a, b e c

Figura 5.8: Forma tipica da funcao de densidade de probabilidade e da distribuicao acu-
mulada, da distribui¢ao Weibull exponenciada Kumaraswamy com diferentes valores de
a, B,a,bec
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A seguir sera realizado a estimagao dos parametros da distribuicio EKwW pelo EMV
com os dados da Quantidade de Energia solar gerada por placas fotovoltaicas de Sao José
do Rio Preto.
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5.6.3.1 Estimacao de Maxima Verossimilhanca da Distribuicao Weibull Ex-
ponenciada Kumaraswamy

O método de EMV como ja foi introduzido na se¢ao(2.2) trata do problema de estima-
cao dos parametros a partir de resultados de uma amostra, escolhendo os estimadores que
melhor explique a amostra observada. E possivel de se obter esse resultado para dados de
energia solar resultante da distribuicdo EKwW substituindo a expressao (5.47) em (2.1).

L(a, B,a,b,c) = f[[f(t27 @, B,a,b,c)]
i=1

flowse e 2 ponf 4T 0 poenf 41T

c—1

{ bS]

(5.48)

Aplicando o logaritmo na funcao para facilitar os calculos temos:

n

In(L(o,,a,b,c)) = ln[l_[[czl)c;—(y
i=1

x {1-[1—(1- exp{—%m“]b}ﬂn

t?*exp{—%}au - exp{—%m“*l{l . exp{—%}ﬂa}b*

=nln(a) + nln(b) + nln(c) + nln(a) — naln(B) + (o — 1) iln(ti)
_z (;) T(a- 1>§1n [1 _p{_;H (- 1>§m{1 - [1 _p{_;}”

e gonfo- (o 1T}

(5.49)

Para encontrar os devidos resultados dos estimadores serd usado o programa R que
tem o pacote Optim que minimiza uma fun¢ao entao temos que declarar como funcao
objetivo o negativo do logaritmo da funcao de verossimilhanca e especificar qual método
utilizar. Neste caso, utilizamos o método de Quase Newton. Pode-se ver os resultados
obtidos na Tabela (5.1) juntamente com as estimagoes dos parametros de outras fungoes
de distribui¢ao de probabilidade e a partir da Figura (5.9) tem-se as comparagoes de qual
modelo univariado obteve o melhor ajuste ao nosso conjunto de dados.

5.7 Resultado e discussao dos modelos univariados

Como ja foi visto anteriormente o programa R possui o pacote Optim que pode ser
utilizado para minimizar uma funcao. Para sua utilizacao devemos declarar como funcao



5. Modelos Univariados 57

objetivo, o negativo do logaritmo da fungao de verossimilhanca e especificar qual método
a ser utilizado. O método numérico foi o de Quase Newton. Na Tabela (5.1) tem-se os
resultados dos valores dos parametros estimados para os modelos univariados com seus
respectivos Erros Padroes nos indicando a precisao do estimador:

Tabela 5.1: Parametros estimados pelo EMV para cada distribuicao univariada

Distribuicao Parametros
Weibull &=5394 [=09081 — — —
(Erro Padrao) (0.186) (0.076) — - -
Gama & =15.340 3 =1.830 - - -
(Erro Padrao)  (0.934) (0.113) — — —
EG & =22487 3 =0.429 — — —
(Erro Padrao) (2.130) (0.013) — - -
Normal i = 8.381 o = 1.861 — — —
(Erro Padrao)  (0.081) (0.057) — - —
EW G=2856 [B=4240 a="77.876 — —
(Erro Padrao)  (5.873) (0.078) (0.097) — —
KwW a=1130 [=7241 a=11.040 b=22.678 —
(Erro Padrio)  (0.334) (0.847) (0.011) (0.117) —
log-EK a=15871 [=107.912 4 =0474 & =T7.298 —
(Erro Padrio)  (0.058) (0.027) (0.079) (8.430) —
EKwW a=1270 [(=6424 a=23304 b=30.811 ¢=0.424
(Erro Padrio)  (0.005) (0.010) (0.019) (0.005) (0.005)

Com os valores dos estimadores de cada distribuicao é possivel entao realizar os ajuste
e verificar qual distribuicao se ajustou melhor aos dados de energia solar gerada por placas
fotovoltaicas, na cidade de Sao José do Rio Preto-SP.

As analises graficas propostas para verificar o melhor ajuste foram as curva da den-
sidade e distribuicao acumulada de cada distribuicao univariada em relacao a curva em-
pirica. Nas Figura (5.9) até (5.12) tem-se os quatro graficos das curvas das fungoes de
densidade versus suas empiricas, onde ja é possivel de se observar que a distribuicao Wei-
bull e a Weibull Exponenciada Kumaraswamy obtiveram um melhor ajuste comparado
com as demais distribuigoes.
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Figura 5.9: Curva das fungoes de densidade da Weibull e Gama versus a curva de suas
funcoes de distribuicbes Empirica para seus respectivos parametros estimados
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Figura 5.10: Curva das funcgoes de densidade da Exponencial Generalizada e Normal
versus a curva de suas funcoes de distribui¢oes Empirica para seus respectivos parametros

estimados
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Figura 5.11: Curva das fungoes de densidade da Weibull Exponenciada e Weibull Kuma-
raswamy versus a curva de suas fungoes de distribuicoes Empirica para seus respectivos
parametros estimados
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Figura 5.12: Curva das funcoes de densidade da Log-exponenciada de Kumaraswamy
e Weibull Exponenciada Kumaraswamy versus a curva de suas funcoes de distribuicoes
Empirica para seus respectivos parametros estimados
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Nas Figuras (5.13) até (5.16) tem-se os plot de 4 graficos das curvas da funcdo dis-
tribuicao acumulada versus suas empiricas. Em todas as visualizagoes graficas tem-se
uma predominancia das distribuicoes Weibull, Weibull Exponenciada Kumaraswamy e
Log-exponenciada de Kumaraswamy sendo assim as melhores alternativas em se estudar
os dados mais afundo.
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Figura 5.13: Curva das funcoes de distribui¢oes acumuladas da Weibull e Gama ver-
sus a curva de suas funcoes de distribuicoes acumuladas Empirica para seus respectivos

parametros estimados
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Figura 5.14: Curva das fungoes de distribui¢oes acumuladas da Exponencial Generalizada
e Normal versus a curva de suas funcoes de distribui¢oes acumuladas Empirica para seus
respectivos parametros estimados
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Figura 5.15: Curva das funcoes de distribui¢coes acumuladas da Weibull Exponenciada
e Weibull Kumaraswamy versus a curva de suas funcoes de distribui¢oes acumuladas
Empirica para seus respectivos parametros estimados
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Figura 5.16: Curva das funcoes de distribui¢oes acumuladas da Log-exponenciada de
Kumaraswamy e Weibull Exponenciada Kumaraswamy versus a curva de suas funcgoes de
distribuicoes acumuladas Empirica para seus respectivos parametros estimados
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Graficamente é possivel verificar que os melhores ajustes foram visto na sequéncia
pelas distribuicoes EKwW, Weibull, Log-EK, Normal e KwW. As outras trés nao citadas,
Gama, EG e EW nao tiveram bons resultados comparados com as demais. Este resultado
sera confirmado no proximo capitulo com a apresentacao dos critérios de selecao de mo-
delos.
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Sera feito no proximo capitulo a suposicao de dependéncia entre os tempos de geracoes
de energia solar.



CAPITULO

6

Modelos Markovianos baseados em
distribuicoes Bivariadas

No ajuste de modelos univariados, houve a suposicao de independéncia entre as ob-
servacoes. No entanto, em se tratando de observacoes sequenciais, esta suposicao nem
sempre é valida. Portanto, neste capitulo, serd construido modelos sob a suposicao mar-
koviana, ou seja, a distribuicao 7;,, depende somente do valor de 7T;. Desta forma, a
funcao de verossimilhanca pode ser construida baseando-se em dados condicionais.

6.1 Modelo Markoviano Weibull via Distribuicao Biva-
riada Weibull de Freund

E necessario definir a funcio de densidade conjunta de 7T} e T}, ;, para isso foram estu-
dadas trés formulagoes de modelos Weibull Bivariados, sendo eles de Freund (1961) [13],
Marshall e Olkin (1967) [21] e Ryu (1993) [30]. O modelo de Ryu foi descartado, pelo fato
de nao se encaixar aos dados de estudo, pois € um modelo absolutamente continuo e assim
nao permite que P(7; = T;41) > 0. Por exemplo, pode-se ter sequéncias de dias com uma,
mesma quantidade de energia gerada, pois a temperatura estd muito alta ou muito baixa
e assim a chance dessa probabilidade acontecer é alta. Portanto, o estudo seguiu com as
outras duas formulacoes que serao apresentadas a seguir com intuido de comparar qual
apresentou um melhor ajuste aos dados de interesse. As distribuicoes bivariadas Weibull
(DBW) a seguir sdo todas obtidas de uma distribui¢do exponencial bivariada (DEB).

Antes de se iniciar a construcao das distribuicoes bivariadas com um processo de Mar-
kov é interessante verificar se realmente existe dependéncia entre os tempos T; e T;y;.
Assim na Tabela (6.1) é apresentada algumas medidas de dependéncia para os dados

(Quantidade de energia solar gerada por placas fotovoltaicas na cidade de Sao José do
Rio Preto -SP) T; e T;4;.

Observa-se na Tabela (6.1) que existe uma dependéncia aceitavel entre os tempos,
assim é uma boa alternativa a criacao de modelos markovianos.

63
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Tabela 6.1: Medidas de dependéncia para os tempos T; e T;;

Método  Correlagao

Pearson 0.4127

Kendall 0.3433
Spearman 0.4704

6.1.1 Distribuicao Weibull Bivariada de Freund

Distribui¢do Weibull Bivariada (DBW) de Freund foi proposta por Freund (1961) [13]
com a suposicao que o mecanismo de falha de um sistema de dois componentes inicialmente
tém taxas de falha constantes, A\; e Ay, com fungoes de densidades independentes quando
ambos estao em operacao:

Neste modelo, os tempos T; e T, sao dependentes porque uma falha de um componente
nao resulta em uma substituicao, mas altera o parametro da distribuicao da vida 1til do
outro componente para A}, principalmente para A\ > \; pois o componente sem falha tem
uma carga de trabalho maior.

O tempo até a primeira falha é distribuido exponencialmente com o parametro:

A=A+ Ao (6.2)

Levando assim a consideracao de dependéncia, e a probabilidade de que o componente

¢t seja o primeiro a falhar é %, sempre que ocorrer a primeira falha. A distribuicao do

tempo da primeira falha a falha do outro componente é, portanto, uma mistura de duas

distribui¢oes exponenciais com os parametros A} ou A3 nas propor¢oes ’\72 e % , respecti-
vamente. E assim, a funcao distribuicao 77 e 75 é dada por:
f (t " ) B fl(t1|/\1>52(t1|/\2>f2(t2 — t1|>\;) para 0< t1 < to (6 3)
1,2(l1,12) = « .
f2(t2’)\2)51(t2’)\1)f1(t1 — t2|)\1) para 0<ty < t1,
ou seja,
)\1/\; exp{—)\ztg - (—)\1 + /\2 - A;)tl} para 0 S tl < tz
f1,2(t17t2> = * * * (64)
)\2)\1 eXp{—Altz — (—)\1 + Ay — )\1>t2} para 0<ty < ti,

onde:

Esta fungao bivariada é absolutamente continua, pois P(T; = Ty) > 0
A funcao de distribuicao acumulada conjunta é dada por:
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1 *
g el e = A0 = Nt}
A A+ o)t 0<t <t2
Fia(t,t2) = ) (A2 = A3) exp{—(A1 + Ao)ta}t]para 0 <14
oy o et A = At = Ao}
\ (A2 — A3) exp{—(A1 + \o)to}para 0 <t; < 2.

(6.5)

Desde que \; + Ay # A}, a marginal da funcao densidade de ¢; é:

1

filti) = m{(% = A (A1 4 A2) exp{—(A1 + A)ti} + Aj Az exp{—=Ajt;}}. (6.6)

Desta forma, para a obtencao da distribuicao Weibull Bivariada, considere a distribui-
cao Weibull sob a seguinte parametrizacao:

fl(tz|az, )\7,) = ai)\i()\iti)o‘i_l exp{—(/\,tl)o”}, tz Z 0, /\ia a; > 072 = ]_, 2 (67)

Quando um componente falha, a vida util restante do outro componente ainda é Wei-
bull, mas com os parametros possivelmente alterados A’ e a*. O tempo é redefinido no
componente sobrevivente. O parametro de forma o pode ser igual a a;, mas o parametro
de escala A7 nao é igual a \; em geral, o que faz com que a taxa de risco do componente
nao seja alterada com a falha.

Como o tempo ¢é redefinido no componente sobrevivente, ele tem uma distribuicao
Weibull deslocada e (6.3) pode ser escrito como:

fl(t1’061, )\1)52@1‘052, )\2)f2(t2 — tl‘Oé;, )\;) para 0 S tl < t2
f172(t17t2) = * * (68)
fata]aa, A2)Sh(ta]o, A1) f1(th — to|al, AT) para 0 <ty <ty
ou seja,
Oél)\l()\ tl)al ! exp{ ()\1751) }exp{ ()\2t1>a2}
asA5[A5(te — tl)]a2 exp{—[ 5(te — tl)]a*} para 0 <t; <t
fi2(t1,t2) = as—1 az
OéQ)\Q()\QtQ) exp{ ()\th) }exp{ ()\1752) }
NNty — )] Teap{— [\ (t1 — t2)]*T} para 0 <ty < ti.

(6.9)
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Contudo em Lu (1989) [19] é mostrado que a extensao Weibull de Freund n&o é igual
a um modelo Weibull bivariada obtido usando uma transformacao de poténcia direta das
marginais de Freund, resultando uma nova transformacao em:

fl(t1|061, )\I)Sl(tll()\Q — )\;), Oél)fg(tgp\;, 042) para 0< t?l < tgz

6.10
fg(t2|0é2, AQ)SQ(th()\l — )\T),ag)fl(tﬂ)\’{,al) para 0 S tg2 < t?l. ( )

fik,Q(tla t2) = {

Tem-se assim a DWB de Freund, mais detalhes pode ser encontrado em Rinne (2009)
[27]. A seguir temos a construgao do modelo Markoviano Weibull para que posteriormente
se tenha a estimacao dos parametros.

6.1.2 Modelo Markoviano Weibull via a Distribuicao Weibull Bi-
variada de Freund

O primeiro passo para definir a fungao de densidade condicional de T;,; dado T; sera
utilizar o resultado da equagao (6.10), assim temos:

041)\1()\1751)0“71 exp{—(Mt1)™ fexp{—[(A3" — A"t ]} x
bt = J NI e {~(0512)") bara 0 < <15
1,2\, L2) — 042)\2()\2752)04271 exp{—(/\2t2)a2}eXp{_[<)\?2 - )‘TOQ)tSZ]}X
XA exp{— (A1)} para 0 < f3* <1
(6.11)

que pode ser reduzido em:

ar Ar(Arty) M NSNS Ea] 27 x

expl—(nt)™ — (08" — X)) — (3t2)™) para 0< £ < 657

Ao (Aata) 2 Af NGt ! x

exp{—(Nat2)™ — [(A[2 — A\[*?)15%] — (\[t1)*'} para 0 <152 < (.
(6.12)

fia(tist) =

Além da equacao (6.12) considere as seguintes reparametrizacoes: A\; = %, Ao = %,

A = i e = é , com isso tem-se a func¢ao de densidade conjunta de (7;41,7;), dada por:
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( 1 1 04171 1 1 azfl
a1 — —tl> OZQ_* |:—*lfZ :| X
By (ﬁl B g5
1o\™ 11 L, 1]
expq — Eti - ezl A ?tzﬁrl para
f(titiya) = 2 ; ?

1 /1 -l et
oag— | —1; 1) a1 —— [th] X
B2 (ﬁz * BT LB

que é equivalente a:

( al tal—l OfQ tOtQ—l
a1 1 *xag “i+1
1 2

0 <8 <3y

1 . 1 1 . I s a1
expq — 5—751-“ — oz — oz ) tisa| — §t¢ para 0 <t7, <t
\ 2 1 1 1

(6.13)

exp {— (E)al _ ((tL) " (ﬁ) al) _ {tleQ} para 0 <t <
* * — " i+1
f(titiv1) = - pr b g

a? ta2 —1 al tal —1
Bag 1+1 /B*Oq )
2 1

o (5) (5 - (5) ) [5] ve
B2 A i B

Ve

0 <92, <t

(6.14)

Portanto a funcao de densidade condicional de T, dado T; é dada pela expressao:

f(titiv)

[(tis1/t;) = i)

e pelas equagoes (5.1) e (6.14) tem-se o seguinte resultado para a densidade condicional:

-1
(6%5) . 1 1
f(ti+1/ti) = Bgzz t?—f-l ' 0] <0t1> X

1 1

A2 qy—1 t; o t; o tit1 s a1 asg
ﬁ;ﬂQtiJrl exp s — @ — ﬁ—; —[ﬁ;] para 0 <" <t

(i T (i T (") [T [ ar o
exp{ (ﬁg) <<51> <5ik) ) {5{} +{51} } para 0 <72, <.

(6.15)

A funcao de distribuicao acumulada condicional 7}, dado T; é dada pela expressao:

tit1

F(tigi/ti) = ; ftiva/ti)dtin
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tit1 o9 1 Qg [e3] 41 a2
"2 o Xp{(<) () )[ } }dt;1 para 0< 11 < 32
/O 62a2 i+1 62 B; 55 i+ 7 i+1
00 —1
(65) _ 1 1
F(tiya/t) = o torl | ey (m) X
tir1 M2 1 1
) () -(5%)) - -B]) s
{ (52 By B B br o R

ti)al (ti)al>}/ti+l as 4,1 { i1
exp | — e =\ o vasticl €Xpq —l—;
(G B o B s

oo~ 5] +[5] )

1 7 i
= exXp § — o + | = X

o= 5] 5

oo

(o2 _ 1 1 1
/ 5o £z exp {— (0/2 Zaz *()/2) t?ﬁ1} dtit1
tit1 M2 1 2 1

a2} dti+1 para 0< t;—ll < t?ﬁl

para 0 <77, <t

Assim para 0 < ¢ < ¢, temos uma integral conhecida, sendo a acumulada da dis-

tribuicao Weibull

(G -G) {5 )
exp 4 — — —| = —expy — " para <t :
62 /82 52 i i+1
o t; 1™ t; 1
7 (2
v 505 €XP Y — | 5% + |::| } X
) BB { {Ef] B1
B © /1 1 1\ '/ 1 1 .
/ ( Qs Qa3 | p¥Qa ) ( o as | pgkas ) O‘?t?ﬁl X
tig1 1 2 1 1 2 1
1 1 1 o a @
expq — | za oy — awas | tite ¢ Attt para 0 <72, <&
1 2 1
w) )l [5] ) P
exp 4 — — — ()™ 1—expq— - para 0 <t <t2
{ <<62 (62 ) 62 [ 41

e (rrmam) =l ]
= \ Graigaz | pa Daz T pEan XPY T | ax o
/81 1622 12 22 12 ﬁl ﬁl
e 1 1 1 o1 1 1 1
205 T Zaz — ras ) @2tifs €XP Y\~ | Zaz T Zas — Zvas
it 1 2 1 1 2 1

Novamente apos algumas transformacoes, para 0 < ',

) t?jl} dti+1 para 0 < t?jl < t?l.

<t a integral é conhecida,

sendo a acumulada da distribuicao Weibull, portando a func¢ao acumulada condicional de

T;+1 dado T; é dada por:
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ol () oo (5] v
a1 1 1 1 —1 t, @ t: aq

F(tig1/t) = 1 - — = —

i =) g (o ) ool-[w) <[5 b

1 1 1
|:1 — €xXp {_ ( o + oz *Otz) ﬁ?jl}:l para 0 < terl < tzal
1 2 1

(6.16)

Com as fungoes definidas tem-se a seguir as estimacoes de seus devidos parametros

6.1.3 Estimacao de Maxima Verossimilhanca do Modelo Mar-
koviano Weibull via a Distribuicao Weibull Bivariada de
Freund

Com a suposicao de que os tempos seguem um processo de Markov, o que indica que
a funcao de verossimilhancga é apresentada de uma maneira diferente do que a vista no
capitulo 5, pois agora T;, i = 1,2, ...,n, sao dependentes. Assim, a expressao (2.4) para
um processo de Markov, pode ser escrita como:

L(O;T) = f(t,) Hf tiy1/ti]0). (6.17)

Assim substituindo as expressoes (5.1) e (6.15), em (6.17), temos a funcao de verossi-
milhanga dado por 8 = (a1, oz, b1, B2, 7, 53):

az—1 ti e ti o ti+1 g aq (e}
H 5*02 tii, expq — B - 75 | 5 ] para 0 <" <t
X a2 12— 1 1 -

H 5(12 7,+1 B*ul B(T] X

2 1

w) () () ) -l ”“
exp d — — — — | = + |—= para 0 <2, <t

p{ ( 8 B A B By S

Aplicando o logaritmo na funcao acima para facilitar os calculos temos:

In(L(8)) = In(as) — o In(8) + (a1 — D ln(ty) - <;_) E
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n—1 n—1
Zln (cvg) Z () In(B3) + Z(Q{Q —1)In(tiy1) para 0 <" <t
+ =1 =1 .
Zln as) + Z ay — 1) In(tip1) — ) (2)In(By) para 0 <877, <t
=1
n—1 ¢ g ¢ ¢ 1 (e}
_ i AR YT T B s < 401 az
> () -a)-15]]
n—1 n—1
+9> () n(Br) = > (1) In(B7)+
=1 =1
n—1 (e Qg ag 3]
_(tina o (tinr e AT N N L < o2 a1
Z[ (ﬁz ) (( 5, ) Car ) [ﬁi‘} ’ [6] } para 05 tify B
Simplificando a expressao do logaritmo na funcao temos a seguinte equagao
1\
In(£(6)) = Inen) = e () + (o~ Dhn(e) = () 4
1
n—1
(n—1)In(ag) — (n — 1)(ce) In(B3) + (g — 1) Zln(ti+1) para 0 <" <t
: 5
(n—1)In(az) = (n — 1)(az) In(By) + (a2 = 1) Y Inft;y1) para 0 < &2 < £
i=1

3
A L
|
VR
7~ N
(V)
~__
2
|
N
N

)“) {tmr} 0<t <
— — " para <t
B

n—1)(o1)In(B) — (n — 1)(ay) In(8)+

-.
Il

_|_

(6.18)

Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga para (oq, as, 81, 52, 57, 53),
serd usado o programa R com a utilizacao do pacote Optim. Pode-se ver os resultados
obtidos na Tabela (6.2) e na Figura (6.1) tem-se o ajuste da fun¢do acumulada ao con-
junto de dados.

n—1 r (o) as as o o
_ Liv1 B tiv1 B tiv1 B t_z E
Z <5) <(B> (ﬁf) ) M *M ] para 0 < #%, <

a2
tl+1

aq
o,
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Tabela 6.2: Parametros estimados pelo EMV para os parametros do Modelo markoviano
via a distribuigao bivariada Weibull de Freund

Parametros aq Qlp 61 BQ 31‘ B;
EMV 5.071 5.922 8.751 8.911 8.750 8.913
(Erro Padrao) (1.246) (0.071) (0.084) (0.004) (0.041) (0.106)

Apos a obtencao dos estimadores e dos seus respectivos Erros Padroes, é possivel entao
verificar o ajuste do modelo comparando se a funcao acumulada do modelo e os dados
empiricos. Estas curvas sdo apresentadas na Figura (6.1).

Pela andalise grafica é possivel observar que a EMV obteve um bom resultado para os
parametros da funcao de distribuicao acumulada no Modelo markoviano via a distribuicao
bivariada Weibull de Freund, resultando assim em um ajuste satisfatorio aos dados reais.

Figura 6.1: Curva da funcdo de distribuicao acumulada do Modelo markoviano via a
distribuicao bivariada Weibull de Freund versus a curva de sua funcao de distribuicao
acumulada Empirica para seu respectivos parametros estimados

O | e o
[on]
g
o —— Freund
= o |
—l
T
=i _— Empirica
(TR
(e ]
o™~
o
<= |
(e ]
T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
KWh

Posteriormente serd apresentado os resultados de AIC, BIC e AICc, confirmando se
realmente esse ajuste foi bom e qual modelo é o melhor a se utilizar para os dados em

questao.

Outro resultado possivel de se obter é a estimacao da média esperada de energia solar
gerada por placas fotovoltaicas nos proximos dias em fun¢ao do nimero observado entre
o dia anterior e o dia atual, isto é, a esperanca de T;,; dado T; = t;.

BT /T, = t;] = / e[ (tia 1010t
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oot g jaz=1 £\ £\ Lit1 10 d < o o
i+1owag bit1 ©XP | — E — E — [ ﬂ* } ti+1 para 0 t < tl—l—l
0 2 2 2 2
oo —1
_ 9 1 1 1
- /O tl-‘rl /36!2 t?jl 6*041 ( ixl ) X

1 oz 1 1 o 1 o o o
exXp § — Etl_i_l — @ — ? ti-‘,—l — Etl dtl_t'_l para 0 S ti-‘rl < t?,

/3*“%@‘”‘1’{ { ] {t} }
1 2 1
0 1112 *Olz ﬂilz Taz 7+1

1 2 1

€xXp {_ <(ﬁ ) ( ) )} *(12 z+1 528 p{ |:tlﬁgl:| }dti-l-l para 0 < tial < t?jl

1
exp { <a2 —+ T2 — *O¢2> 7,+1} dt1+1 para 0 S t;l_il < t?l

Pode-se observar que quando ;' < 7, temos uma esperanca conhecida da distribui-

¢ao Weibull. Assim tem-se o seguinte resultado:

H(“)
exp

Grrm-am) =[5+ [5]}
5 o v PU LB B

a2
bifa X

% + ,BL - 5*1(12 )71)&2

i/(L + 57— o))

1 2

t’i o * 1 ai as
(/32) )}Bgf(1+(a—2)) para 0 < 191 < 122,

t:
exp 4 ( - )% pdtivy para 0 <77, <t

Agora também é possivel observar que quando < ¢77, < ¢ também temos uma espe-

ranga conhecida da distribuicao Weibull. Assim tem-se o seguinte resultado:

ti o t’L o * 1 @ @
exp{ ((52> - <ﬁ2) )}@m (o) para <18 < (02,
= *Qq Qo a az | gFa X | A% n .
61 lﬁg 2 0 2 5 2 . 2 p 61 61 (6 19)
1 1 1 1
“ ( Qi + s | p¥ag )_1F(1 + (7)) para 0 < t?jl < tial'
1 2 1 &%)

Portanto conhecendo os parametros pela estimacao feita, pode-se calcular essas es-
perancas. Na proxima secao serd construido um novo modelo markoviano, considerando

distribuicao bivariada Weibull de Marshal-Olkin.
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6.2 Modelo Markoviano Weibull via Distribuicao Biva-
riada Weibull de Marshall-Olkin

O proximo modelo a ser construido é o modelo markoviano Weibull, construido a partir
da distribuigdo bivariada Weibull proposta por Marshall e Olkin (1967) [21]. Serd man-
tida a suposicao de que os dados de geracao de energia solar por placas fotovoltaica sao
identicamente distribuidos com distribuigao Weibull(«, [3), e sob a suposicao de que eles
seguem um processo de Markov, ou seja, é proposto a criacao de funcoes de densidades
condicionais de T;,; dado T;. A construcao a seguir é baseada na formulagao do modelo
Weibull Bivariado de Marshall e Olkin visto em Alvaro (2019) [5].

6.2.1 Distribuicao Weibull Bivariada de Marshall-Olkin

A DBW de Marshall e Olkin é obtida por meio de uma transformacao de varidveis
da DEB, onde esta distribuigdo ndo é absolutamente continua sendo P(T) = T3) > 0,
ou seja, a ocorréncia do evento de interesse T;1 e T; pode ser por causas simultaneas.
Primeiramente na construcao desta distribuigao bivariada exponencial, Marshall e Olkin
(1967) consideram um modelo de choque fatal e outro de choque nao fatal. No caso do
modelo de choque fatal, suponha que os componentes de um sistema com dois componen-
tes falham apos receber um choque que é sempre fatal. Suponha ainda que processos de
Poisson independentes Z (t; A\1); Za(t; A2) e Z1a(t; A\12) governam a ocorréncia de choques,
onde Z(t;\) = {z(t) > 0, A} representa um processo de Poisson homogéneo com para-
metro A. Os eventos no processo Zi(t; A1) sdo os choques no componente 1, eventos no
processo Zs(t; A2) sao os choques no componente 2 e Z15(t; A12) sdo os choques em ambos
os componentes. Portanto, se 71 e T, denotam as variaveis aleatorias que representam os
tempos de vida do primeiro e do segundo componentes, respectivamente, e levando em
consideracao que Z1(t; A\1); Za(t; Na) e Z1a(t; A12) sdo independentes, a func¢ao de sobrevi-
véncia conjunta entre 77 e T é dada como:

S(tl, tz) = P(Tl > tl, T2 > tz) = P{Zl(S, )\1) = O, ZQ(t, )\2) = 0, Zlg(mazv(s, t), )\12) = O},
= P{Zl(S7 )\1) = 0}{Zg(t, /\2) = 0}{Zlg(ma$(s,t) = O)},
= exp{—)\ltl — )\2t2 — )\lgmax(tl, tz)}

No segundo caso, no modelo de choque nao fatal, considere novamente trés processos de
Poisson independentes, Z1(t; 01); Zs(t; 02) € Z12(t; 612), governando a ocorréncia de choques
com a modificacao de que estes choques nao necessitam ser fatais. Os estados dos sistemas
podem ser descritos pelos pares ordenados, (0,0);(0,1);(1,0) e (1,1), onde 1 no primeiro
elemento do par ordenado indica que o componente esté operante e 0 que ele ja falhou, e
analogamente para o segundo elemento do par ordenado. Os eventos no processo Z(t; 1)
sao choques no primeiro componente que causam uma transigao do estado (1, 1) para (0, 1)
com probabilidade p; e de (1,1) para (1,1) com probabilidade (1 — p;). Similarmente,
0s eventos no processo Zo(t;dy) causam uma transicdo do estado (1,1) para (0,1) ou
(1,1) com probabilidades py e (1 — pg), respectivamente. Eventos no processo Zis(t; 012)
causam uma transicao do estado (1, 1) para (0,0); (1,0); (0, 1) ou (1, 1) com probabilidades
Poo; P1o; Po1 € p11 respectivamente. Como Zy(t;01); Zo(t; 92) € Z15(t; 012) sdo independentes
e com incrementos independentes, para to > t; > 0, a funcao de sobrevivéncia conjunta
pode ser escrita como:
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S(tl,tg) = P(Tl > tl,TQ > tz) = P{Zl(Sél) = O Zg(t 52) = O,Z12(mafl§'($,t);512) = 0},

—{Z o O] }{Z el

{Z Z[e—&zn %(pn)k][6—612(152—751)(512@2”—!_751))71(])11 + p01)k]}

n=0 m=0

= exp{—t1[d1p1 + d12p01] — t2[d2p2 + d12(1 — p11 — po1)] }

por simetria, para t; > t5 > 0

S(ti,ta) = P(Th > t1,Th > ty) = exp{—t1[01p1 + 012(1 — p11 — p10)] — t2[02p2 + S12p10] }

Portanto: S(tl, tg) = exp{—)\ltl — /\th — /\12ma5(](t17 tg)},

onde: A\ = 01p1 + 012P01, A2 = dap2 + 012010 € A12 = d12P00-

As fungoes de sobrevivéncia marginais de 77 e de 75 sao dadas por:
St (t1) = exp{—(A1 + Aiat1)} e Sp,(t2) = exp{—(A2 + A1at2) },
a funcao de densidade da DEB é:

825(751, tg) ()\1 + )\12))\2 exp —(>\1 -+ )\12>t1 — )\th, para tl 2 t2
fltty) = ———— =

81518152 (/\2 + )\12)/\2 exp —/\1t1 — ()\2 -+ Alg)tg, para tl < tQ,

e as densidades marginais exponenciais sao: fr, (t1) = (A + A2) exp{—(\; + A\12t1)} e
ng (tg) = ()\2 + )\12) exp{—()\g + /\12t2>}

Esta distribuicao nao é absolutamente continua, ou seja, sua funcao de sobrevivéncia
pode ser decomposta em uma parte singular e a outra parte absolutamente continua.

Seja T' com distribuicado Weibull dada pela seguinte forma:

ft;a, \) = axt* Fexp{—At*}.
A construcao do modelo Weibull bivaridada de Marshall e Olkin é obtida por meio de
1 1

uma transformacio de variaveis, ou seja se (T, Ty) é DEB entdo (77", Ty ) é uma DBW.

Assim a funcao de densidade de probabilidade é dada por:

f(t ¢ ) _ (Al + )\12))\2041t1 042ta2 ! exp{_(Al + )\12)t?1 — )\27552}, para t?l > tgz
v (A + M)At T anty> Lexp{—(Na + A\i2)t5? — M1}, para 19 < 5.
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Para facilitar o uso deste ultimo resultado temos:

(A1 + A2) Aot gty exp{— (A1 + M)t — Aoto?}, para 152 < ¢,
(6.20)
Desta forma, a equagdo (6.20) ¢ a DWB de Marshall e Olkin. A seguir temos a
construcao do modelo Markoviano Weibull para que posteriormente se tenha a estimacao
dos parametros.

f(t ¢ ) {()\2 + /\12))\1041251 a2ta2 lexp{—(/\2 + )\12)1532 _ Alt?1}7 para t22 > tal
2,01) =

6.2.2 Modelo Markoviano Weibull via a Distribuicao Weibull Bi-
variada de Marshall e Olkin

O primeiro passo para definir a funcao de densidade condicional de T;,; dado T; é uti-
lizar o resultado da equagao (6.20), assim serd considerada a seguinte reparametrizagao:
)\1 al, /\2 a2 € /\12 67 assim:

1 1 1 1
(az + 9) ozztlH 5o aqtit” Lexp {— ittt — ( = + 9) 1+1} para 137, >t
2 1 2

1 1 1 1

< = + 0> alt?1—1 “2 exp { = t;’jl <a1 + 0> t?l} , para t?_ﬁl <t
1 By* B3 By

(6.21)

f(tiva,ti) =

Portanto a funcao de densidade condicional de T;,; dado T; ¢ dada pela expressao:

f(tiva/t;) = )

e pelas equagoes (5.1) e (6.21) tem-se o seguinte resultado para a densidade condicional:

( 1!2 + 0) ot exp {— ( L + 9) tf‘ﬁl} : para ti7, >t
[/t =1 " ) Y N
< ot 9) —— ot exp {— o tics — Qtf‘l} ( al) , para t;7, <t
1 2 2 1 (6.22)

A funcao de distribui¢cao acumulada condicional T;,; dado T; é dada pela expressao:

tit1

Ftia/ti) = f(tipa/ti)dti

0
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tit1 1 1

/ ( oz ) oty exp {_ ( oz ) t?fl} dtiya, para 1 >t
0 2 2
S 1 ) 1 1\

/ ( - ) —a5 ot 1exp{ —aztits — 915&1} < al) dliy1, para 173 <7t
tit1 1 2 2 1

Assim para 77, > ti"* temos uma integral conhecida, sendo a acumulada da distribui-
¢cao Weibull,

1
1 —exp {— ( = ) tf‘jl} para 17 > 4"
2

1 * 1 ti\"
( o+ 9) exp { =0t} BT —— ot exp {— ( H) } dtiv1, para 177, <7
1 t7+1 /6 BQ

F(tip1/t;) =

Assim para ti7, < ;' uma integral conhecida, sendo a acumulada da distribui¢ao
Weibull, portando a fun¢ao acumulada condicional de T;,; dado T; é dada por:

1
1—exp{—< ) H—l} para ta2 >t
o

1 i

(5 +0) e ooy o (1-em {0} pan gy <
1 2

(6.23)

Ftip1/ti) =

Com a funcoes definidas tem-se a seguir as estimagoes de seus devidos parametros.

6.2.3 Estimacao de Maxima Verossimilhanca do Modelo Mar-
koviano Weibull via a Distribuicao Weibull Bivariada de
Marshall e Olkin

Com a suposicao de que os tempos seguem um processo de Markov o que indica que
o tempo atual s6 depende do anterior portanto 7;, i = 1,2, ...,n sao dependentes. Assim,
tem-se que a expressao (2.4) para um processo de Markov, a fun¢do de verosimilhanca
pode ser escrita como:

n—1

L(0:;T) = f(tr) [ | f(ti1/til6). (6.24)

i=1

Assim substituindo as expressoes (5.1) e (6.22), em (6.24,) temos a fun¢ao de verossi-
milhanca dado por 6 = (a1, o, b1, fa, 57, 53):
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L(O) = gt exp {— <%>m}ﬁ[f(ti+1/til9)]

=1

a1 L aq—1 tl o
=t (5) )
o B

n—1

1 _ 1
| | ( — T 9) ot exp {— ( = T 9) t?jl} : para t37, >t
- 2

2

=1
n—1 —1
1 1 1 1
[] ( — +9) — st exp {— 102 — et;“} < al) , para 92 < (9

i—1 \M1 2 2 1

Simplificando a expressao do logaritmo na funcao temos a seguinte equacao:

In(L(0)) = In(a1) — a1 In(By) + (a1 — 1) In(t1) — (%)m !

(n—1)In ( L 9) +(n—1)In(as) + (as — 1) iln(tiﬂ)—i—

2
n—1 1

Z <_ ( o] + 6) t?—?—l) ) para t?—il Z t;'ll
4+ { =1 2

(n—1)In < (111 + 6’) — (n—1)(ag) In(B2) + (n — 1) In(ag)+

1

n—1 n—1
1
(00 = 1) 3 tuisn) + (0= Do hu(5n) 4 3 (=gt = 00 ) para 157, < 2"
L i=1 i=1

2 (6.25)

Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga para (aq, ag, 51,2 e 0),
serd usado o programa R com a utilizacao do pacote Optim. Pode-se ver os resultados
obtidos na Tabela (6.3) e na Figura (6.2) tem-se o ajuste da fun¢ao acumulada ao nosso
conjunto de dados.
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Tabela 6.3: Parametros estimados pelo EMV para os parametros do Modelo markoviano
via a distribuicao bivariada Weibull de Marshall e Olkin

~

Parametros aq Oy 61 BQ 0
EMV 0.094 5.310 11.409 11.476 6.03 % 107°
(Erro Padrao) (0.046) (0.041) (0.144) (0.457)  (0.001)

Apos a obtencao dos estimadores é possivel entao verificar o ajuste do modelo com-
parando se a funcao acumulada do modelo e os dados empiricos. Estas curvas sao apre-
sentadas na Figura (6.2).

Pela analise grafica é possivel observar que a EMV obteve um bom resultado para os
parametros da funcao de distribuicao acumulada no Modelo markoviano via a distribuicao
bivariada Weibull de Marshall e Olkin, resultando assim em um bom ajuste aos dados

reais.

Figura 6.2: Curva da fun¢ao de distribui¢ao acumulada do Modelo markoviano via a distri-
bui¢ao bivariada Weibull de Marshall e Olkin versus a curva de sua funcao de distribuicao
acumulada Empirica para seu respectivos parametros estimados

Qe e
(sa)
©
© — Marshall e Oklin
= o 7|
I
=
T _— Empirica
[ral
o
o~
o
@ -
o
T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
KWh

Outro resultado possivel de se obter é a estimacao da média esperada de energia solar
gerada por placas fotovoltaicas nos proximos dias em funcao do niimero observado entre
o dia anterior e o dia atual, isto é, a esperanca de T;; dado T; = ;.

BT /T, = 1] = / o[ (ti 1110))dE 0

o 1 1
/ ti+1 (_az + 9) Oégt?_ifl exp {— (—O[2 + 0) tzajl} dti+1 para t?_ﬁl Z t?l
0 2 2

> 1 1 1 1\
/ it (—al + 9) — st exp {— ottt — Htf”} < a1> dtiy1 para t7, <t
0

1 2 2 1
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a2

oo
tit1
/ - 92 exp { — 1Z+ - dtiy1  para t92, >t
70 (5% ®/ (5= +0)”

2 2

1 tir1 ™
(ﬁ o —|—9) exp{—0t;*} B / o o exp{ (ﬁj) }dtiﬂ para 177, <t

Pode-se observar que em ambas as expressoes tem-se uma esperanca conhecida da
distribuicdo Weibull. Assim o resultado é dado por:

1 1
im0 (146 para. {52, > £
2 o5

(6.26)

1 1
( o T 9) exp{—0t{} 87 BT <1 + (—)) para t7, <t
6%)]

1

Portanto conhecendo os parametros pela estimagao feita, pode-se calcular essas espe-
rancas.

6.3 Modelo Markoviano Weibull via Distribuicao Biva-
riada Weibull Exponenciada Kumaraswamy

O terceiro modelo markoviano Weibull a ser construido é a partir da distribuicao bi-
variada Weibull Exponenciada Kumaraswamy apresentada em Saboor, et al. (2016) [31].

6.3.1 Bivariada Weibull Exponenciada Kumaraswamy

Em Saboor, et al.(2016) a construgao é feita diferente do que vimos em Freund e
Marshall-Olklin, aqui sao definidas trés distribuicoes EKwW independentes, onde que a
partir delas é usadas as definicoes de maximo e minimo para que se possa encontrar a fun-
¢ao acumulada conjunta. Assim, seja U; ~ EKwW(«, 5,a,b,¢1), Uy ~ EKwW(a, 5, a,b, cs),
e U3 ~ EKwW(a, 3, a, b, c3) identicamente distribuidas, definimos: Y; = maxz(Uy,Us) e
Yo = maxz(Us, Us). Portanto um vetor bivariado de (Y, Y2) ~ EKwW(«, 3, a, b, ¢, ¢z, ¢3)

Com base nos resultados apresentados, seguindo a suposicao que U;,© = 1,2,3 sao
independentes, logo:

F(y1,y2) = P(Y1 <y, Ya < ya)
(max(Uy, Us) < y1, maz(Us, Us) < ys)
(U <y1,Us < y1,Us < yo, Us, < min(yr, y2))

P
P
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Como U;,i = 1,2,3 sao independentes e pela equagao (5.46) segue entao:

F(y1,y2) = (U1 < y1, Uz < 2, Us, < min(y1, y2))
:F(Oé,ﬁ,a,lL Cl)F(C@ﬁ,a,b,Cg)F(Z,Oé,67a,b, C3)

—{1-[-(- exp{f%}amb}“{l —[-(1- exp{f%}amb}@{l —[-(1- exp{fg}%“]b}cs
onde z = min(yy, ys).

Combinando o resultado de (5.46), com o obtido na expressao a cima tem-se a Fungao
acumulada conjunta de EKwW dada por:

L= [1= (1= exp{= )yt

1—[1—(1- exp{—%}%a]b}@para <
Flyy) =4 1-[1—(1- exp{—%}%a]b}(mcﬂx (6.27)

1—-[1—(1- exp{—%}o‘)“]b}“pam Y2 < Y1

L= (= esp{ =5 ) para g =,

\

Com a Func¢do Acumulada dada na equagao (6.27) é possivel obter a densidade con-
junta de EKwW, realizando as derivadas parciais de segunda ordem.

_ 82F(y1,y2)
f(y17y2) - 8y18y2
( B0t a W eer + es) expl =T} exp{= 21 () x
Y2ya—1 _ _& aya—1/1 _@ aya—1
(507710 = expf =) (1= exp{ =) x
(1—(1- exp{—%}%“)b—l(l —(1- exp{—%}“)“)b—lx

(1-(1—(1- exp{—%}av)b)@—l(l —(1-(- exp{—%}%%b)w—lpma v < s
B72a2a’b? ey (ca + ¢3) exp{f%}o‘ exp{f%}a(%)a_l X

()70 = expf =) (1= exp{= )" x

(1= (1= exp{=21)")" (1= (1 - ep{= 1))
(1—(1-(1- exp{—%}%“)bfﬂu —(1-(1- exp{—%}aw)b)@*%*paw v <

ab@,ﬁ%ya* exp{—%}u = exp{—%}a]a*1 x

(1-(Q1- exp{—%}“)“)”’l(l -(1-(1- exp{—%}“)“)”)““2“3’1para Y2 = Y1
(6.28)

fy1,y2) =
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Assim, a equagao (6.28) é a Distribuicao Bivariada Weibull Exponenciada Kuma-
raswamy. A seguir temos a constru¢ao do modelo Markoviano Weibull para que posteri-
ormente se tenha a estimacao dos parametros.

6.3.2 Modelo Markoviano Weibull via a Distribuicao Bivariada
Weibull Exponenciada Kumaraswamy

O primeiro passo para a definicado da fungao de densidade condicional de T;,; dado
T; é utilizar o resultado da equagao (6.28), assim sera considerada a reparametrizagao
substituindo ¥, e y, para T e T;,; respectivamente.

“20202b2¢o (¢ + ¢3) exp{— 1% expd — Ly Ziya—1y

tiiafl —ex 7&04(171 —ex 7ti+1 aya—1
(ﬂ) (1 — exp{ 6}) (1 — exp{ ﬂ}) X

(1= (1= exp{= ") (1= (1 = exp{—E1)))

(1—(1—(1- exp{—%}%“)b)@-l(l —(-(- exp{—%}“w)b)“*%-lpara b <t

tit14a tiva, titlya—
“2a2a?b? ey (co + c3) exp{— ;1} exp{—g} ( ;1) Ix

f(ti?tiJrl) B ti a—1 Lit1 aya—1 L aya—1
(57— exp{ =) (1 exp{ =)
(1= (1= exp{="511))" 1 (1= (1= exp{=5))")"
(1—(1—(1— exp{—%}“w)brl-l(l —(-(- exp{—%}“)%b)@*wlpma for <t

gt('x—l tl

=t exp{—g}u—exp{—%}a]a—lx

abcs

(1-(1- exp{—%}%“)b*(l (- exp{—%}%“)b)ﬂ*%“g*lpara —
(6.29)

Portanto a funcao de densidade condicional de T;,; dado T; é dada pela expressao:

fltipa/ti) = )

e pelas equagoes (5.47) e (6.29) tem-se o seguinte resultado para a densidade condicional:
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’ 5 aabes(1 + ca)expl =T () (B

(1= exp{ =51 = (1 = exp{= 51y

(1-(1-(1- exp{—%l}“)“)b)@-l(l —(1-(- exp{—%}%a)”)%para b< i
ftiq/t:) = ' ‘

BLaab(cs + c3) eXp{—tgl }a(%l)al(%)al <

(1- exp{—%l}a)a-la (- exp{—“;l J)e)x
\ (1-(1-(1- exp{—%}a)“)b)cﬁcg’_lpara b <1,

(6.30)

A funcao de distribuicao acumulada condicional T, dado T; é dada pela expressao:

tit1
F(tiv1/ti) = f(tis [ti)dti
0
(1 (1—(1- exp{—g}aw)b)%(l T c3><;>a—1x
[ s et e 0 o1 — expf= Ty 1 (1 expf- e
) fa it 3 3 3
1-01-(01- exp{—lfi;l}a)a)b)cz_ldti_;,_l para t; <141
|G
tit1 b o t; o t; aNa— t; aya\b—
/0 %( + )ty exp{—%} 1- exp{—%} )1 - (1— exp{—%} )Pt
(1-01-01- eXP{—tZ;l}a)a)b)cz+c3_1dtz‘+1 para  tip1 <t

Como as integrais sao conhecidas temos que a Funcao Acumulada condicional de T},
dado T; é dada por:

(

_ _ — ex _Eaabcg c la_1x
(1-(1-( p{ ﬁ}))) (1+ 3)(ﬁ)
Ftipg/ti) = (1 —(1—-(1- eXp{_t%l}a)a)b)@ para t; <1 (6.31)
\(%)a_l(l —(1-(1- eXp{_tigl Joye)ryeetes para tiy1 <1,

Com as fungoes definidas tem-se a seguir as estimacoes de seus devidos parametros.
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6.3.3 Estimacao de Maxima Verossimilhan¢ca do Modelo Marko-
viano Weibull via a Distribuicao Bivariada Weibull Expo-
nenciada Kumaraswamy

Com a suposicao de que os tempos seguem um processo de Markov o que indica que

o tempo atual s6 depende do anterior portanto T;, i = 1,2, ...,n sao dependentes. Assim

tem-se que da expressao (2.4) para um processo de Markov, a fun¢do de verosimilhancga
pode ser escrita como:

n—1

L(6;T) = f(t1) | | f(ti1/t10). (6.32)

i=1

Assim substituindo as expressoes (5.47) e (6.30), em (6.32) temos a funcdo de veros-
similhanca dado por 8 = («, 5,a,b,c3 e c3):

L(0) = f(t1) H[f(tm/tz'w)]
= abe gt exp{=3 (1 — exp{—} P {1 = [1 — exp{ =5}

X {1 — [1 — (1 — eXp{—%}a)“]b}Cl

( n—1
t;

H B raabey (1 4 c3) exp{— gl F(

Ot—l(t’i+1 )a—l %

1
2)
P B B

(1- exp{—%“}a)“(l — - exp{—%}aw)“x

1-01-0- eXp{—ti+1 FOne 1 - (1= (1 eXp{—%}a)“)b)CS para  t; < i

X p
T lit1 titi g1, Llig
Hﬁ*laab(@—i—cg) exp{— E }a<7>a 1(B>a 1y
i=1
(1 — eXp{—%}a)“_l(l — (1 - exp{_%}a)a)b—lx
(1= (1= (1= exp{~ oyttt para fn <1

Simplificando a expressao do logaritmo na fun¢ao temos a seguinte equacao:

In(L(0)) = In(a) + In(b) + In(c1) + In(a) — aIn(B) + (o — 1) In(ty)
— (57 (= Dl —exp{= ]+ (b= D {1 = [1 - exp{~}7]"}

=D n{l = (1= (1 = exp{=F}")""}
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(n—1)(=f+a+a+b+c+(1+c3)—(a—1)p5)

S - Y

p B
(a—1) 2111(1 - exp{—t%l}a) L (b-1) jzz;lln(l - exp{—tlgl 1))
+(ca—1) iln(l —(1-01- exp{—%}a)a)b)—k
+4 + cgiln(l —(1-(1- exp{—%}a)a)b) para t; <ty

m—1)(-F+a+a+b+ (ca+c3)— (a—1)p)

S o) Y ()

B 5
(a—1) 2571(1 - eXp{—tigl}a) +(b-1) iln(l —(1- exp{_t%l}a)a)
(ca+c3—1) iln(l —(1—-(1- exp{—t%l}“)“)b) para t; 1 <t

=1

Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga para («, 3, a, b, ¢ € c3), sera
usado o programa R com a utilizacdo do pacote Optim. Pode-se ver os resultados obtidos

na Tabela (6.4) e na Figura (6.3) tem-se o ajuste da fun¢ao acumulada ao nosso conjunto
de dados.

Tabela 6.4: Parametros estimados pelo EMV para os parametros do Modelo markoviano
via a Distribuicao Bivariada Weibull Exponenciada Kumaraswamy

~ =

Parametros Qa I} a b Co C3
EMV 0.095 0.509 7.276  7.734 2202  0.872
(Erro Padrao) (0.874) (0.005) (0.779) (0.044) (0.061) (0.006)

Apobs a obtencao dos estimadores é possivel entao verificar o ajuste do modelo compa-
rando a funcao acumulada do modelo e os dados empiricos. Estas curvas sao apresentadas
na Figura (6.3).

Pela analise grafica é possivel observar que a EMV obteve um bom resultado para os
parametros da funcao de distribui¢ao acumulada no Modelo markoviano via a distribui¢ao
Bivariada Weibull Exponenciada Kumaraswamy, resultando assim em um bom ajuste aos
dados reais.
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Figura 6.3: Curva da funcdo de distribuicao acumulada do Modelo markoviano via a
Distribuicao Bivariada Weibull Exponenciada Kumaraswamy versus a curva de sua funcao
de distribuicao acumulada Empirica para seu respectivos parametros estimados
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Na tabela (6.5) serdo apresentados os resultados de AIC, BIC e AICc, confirmando
se realmente esse ajuste foi bom e qual modelo é o melhor a se utilizar para os dados da
pesquisa.

6.4 Comparacao dos modelos univariados e markovia-
nos Weibull via as distribuicoes bivariada Weibull
de Freund, Marshall-Olkin e Weibull Exponenciada

Kumaraswamy

Nesta secao serao apresentados os valores de AIC, AICc e BIC, onde, como ja visto no
capitulo 2 eles apresentam critérios que nos auxiliam na comparacao e sele¢cao de modelos
estatisticos. Ao se utilizar a fungdo optim do R eles nos fornecem o valor do logaritmo
da funcado de verossimilhanca e assim dadas as expressoes (2.8), (2.9) e (2.10), tem-se os
respectivos valores de AIC, AICc e BIC. A escolha do melhor modelo é feita a partir do
menor valor encontrado nas trés expressoes. Na Tabela (6.5) é apresentado os resultados.
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Tabela 6.5: Selecao dos modelos

Distribuicao AIC AlCc BIC
Weibull 2130.887 2130.909 2139.422
Gama 2278.409 2278.431  2286.943
EG 2412.200 2412.222  2420.734
Normal 2154.363 2154.385  2162.898
EW 2463.693 2463.738  2476.495
KwW 2181.697 2181.773  2198.766
log-EK 2146.546 2146.661 2163.615
EKwW 2101.399 2101.560 2122.735
Distribuicao bivariada Weibull Freund 1302.423 1302.584 1340.0253
Distribuicao bivariada Weibull de Marshall-Olkin  1098.851 1099.006 1130.187
Distribuicao EKwWB 1105.241 1109.455 1130.843

Analisando a Tabela (6.5), tem-se que pelos os critérios estudados os melhores modelos
a serem escolhidos sao os modelos markovianos, onde a bivariada Weibull de Marshall-
Olkin se destacou comparado aos outros modelos seguido pela Bivariada Weibull Expo-
nenciada Kumaraswamy e bivariada Weibull Freund. Os modelos univariados ficaram
com resultados de ajuste inferior a esses trés modelos markovianos, apresentando uma
sequencia de bons resultados as distribuigoes EKwW, Weibull, Log-EK, Normal e KwW
respectivamente. As outras trés nao citadas, Gama, EG e EW nao tiveram bons resul-
tados comparados com as outras. Este resultado confirma o que ja foi visto na anélise
grafica nos capitulos 5 e 6.

6.5 Escolha do melhor modelo

Como ja foi dito anteriormente, ap6s os ajustes dos modelos tanto no caso univariado,
como no caso markoviano é possivel verificar graficamente que os dois melhores modelos
para o conjunto de dados da pesquisa sao o Markoviano via a Distribuicao Bivariada
Weibull Exponenciada Kumaraswamy e o Modelo Markoviano Weibull via a Distribui¢ao
Weibull Bivariada de Marshall e Olkin. Na presente pesquisa os dois modelos tiveram
melhores resultados e assim é de escolha do pesquisador qual modelo seria mais ttil.

Quando a escolha é feita utilizando os critérios de selecao dos modelos AIC, AICc e
BIC, o resultado se confirma no que foi visto na analise grafica. Porém, no BIC a diferenca
entre esses dois modelos é tdo pequena que fica dificil a escolha. Assim, entre as duas
opcoes qual é o melhor para o estudo de energia solar gerada por placas fotovoltaicas da
cidade de Sao José do Rio Preto?

Quando analisamos os graficos (6.2) e (6.3) em determinados momentos é possivel
observar uma falta significativa de ajustes, principalmente nos valores baixos em KWh de
energia, esses valores sao os que apresentam uma menor frequéncia no conjunto de dados,
assim nao seria um peso grande para a escolha de um melhor modelo. J4 um fator muito
importante que justifica a escolha de um determinado modelo levando em consideragao
todas essas situagoes impostas é o numero de parametros que cada um tem que estimar.

O modelo de Marshall e Olkin tem 5 parametros a serem estimados, um a menos em
relacao ao Weibull Exponenciada Kumaraswamy. Isso implica no tempo de execucao do
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programa, onde que um modelo com um ntimero menor de parametros é mais rapido e
eficiente em relacao a performance a execugao, assim com menos possibilidades de erros.
Portanto, a escolha do modelo para a pesquisa é o Markoviano Weibull via a Distribuicao
Weibull Bivariada de Marshall e Olkin.

Com a escolha do modelo como ji foi dito anteriormente é possivel de se obter a
estimacao da média esperada de energia solar gerada por placas fotovoltaicas nos proximos
dias em fun¢ao do nimero observado entre o dia anterior e o dia atual, isto é, a esperanca
de T;y, dado T; = t;, pois temos os valores dos parametros estimados. O resultado é
apresentado na Tabela (6.6), com os valores obtidos pela equagao (6.26)

Tabela 6.6: Estimativa da média esperada de energia solar gerada por placas fotovoltaicas
nos proximos dias em funcao do ntiimero observado entre o dia anterior e o dia atual

T, =t 1 2 3 1 .. 526
E[T;1/T, =t;] 8325 8325 8325 8325 .. 8325

Na Tabela (6.6) podemos observar que mesmo conforme o tempo vai passando a média
de energia solar é constante, pois nas condigées impostas na equagao (6.26) ndo mudamos
a expressao para se calcular a média, assim o valor médio de energia solar gerada por
placas fotovoltaicas ao longo desse periodo fica em 8.325 KWh.






CAPITULO

/

Consideracoes Finais

O objetivo nesta dissertacao foi a construcao de modelos que poderiam ser utilizados
para a estimacao de energia solar gerada por placas fotovoltaicas. A escolha dos devidos
modelos para o estudo teve como base as distribuicoes de probabilidades continuas como
por exemplo a Weibull, Gama e Normal, além das distribuicoes da familia Kumaraswamy.
Também foram considerados modelos markovianos para a construcao da funcao de veros-
similhanca levando em consideracao que a quantidade de energia gerada pelas placas
podem apresentar dependéncia entre as observacoes. Foi utilizado trés modelos para a
construcao markoviana, sendo eles o Weibull bivariado de Freund, Weibull bivariado de
Marshall e Olkin e bivarida Weibull Exponenciada Kumaraswamy.

Tanto na analise grafica de ajuste do melhor modelo e nos critérios de selecao AIC,
AlICc e BIC tem-se que os modelos markovianos foram melhores que os modelos univari-
ados e entre eles o0 modelo markoviano via distribuicao Weibull bivariada de Marshall e
Olkin foi o escolhido para o conjunto de dados da pesquisa. Com a escolha de modelos
que assumem dependéncia entre as variaveis de estudo é possivel obter resultados bastante
interessantes, um deles como foi mostrado no capitulo 6, ¢ a média esperada dos valores
de energia gerada em relacao ao valor observado no dia anterior, além de outros resultados
como a probabilidade de se obter uma quantidade "z" de energia em KWh dado o valor
obtido no dia anterior.

Os resultados nos mostra que em alguns casos existem vantagens em construir modelos
que exijam a dependéncia entre as observacoes que sao sequenciais, neste caso modelos
markovianos, onde assim é possivel extrair mais informagoes que podem gerar insumos
para empresas, 6rgaos piblicos ou pesquisadores. Nem sempre essa construcao ¢ simples,
porém os resultados alcancados valem o esfor¢o do pesquisador.

89
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7.1 Perspectivas futuras

- Realizagao de andlises com dados de outras regioes do estado ou pais, com o objetivo

de realizar comparacoes;

- Inclusao de covariaveis que possam ser utilizadas para capturar diferencas ao longo

do tempo.
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