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Resumo

Nesta dissertacao, investigamos propriedades estatisticas de alguns sistemas
dinamicos descritos por mapeamentos discretos nas proximidades de duas transigoes:
(i) integrabilidade para nao integrabilidade e; (i) crescimento limitado de energia
para crescimento ilimitado de energia (aceleragao de Fermi). O foco principal esta na
descrigao do comportamento da distribuigao de probabilidade da velocidade/energia
das particulas em dinamica cadtica. A quebra de simetria da distribuicao de
probabilidade leva a uma escala adicional aquelas ji conhecidas na literatura e,
com este estudo, acreditamos que a quebra de simetria também possa explicar um
fenomeno que ja vem sendo observado em mapeamentos discretos. Fenomeno este,
até entao descrito apenas fenomenologicamente, teve sua primeira observagao na
publicagao seminal de investigacao de leis de escala em mapeamentos discretos no
periddico Phys. Rev. Let. 93, 014101 (2004), de Edson D. Leonel, Peter V. E.
McClintock e Jafferson K. L. Silva. Nossa contribuicao para o problema estd no
desenvolvimento de descri¢oes analiticas e verificagoes numéricas, baseadas em um
estudo sistematico do comportamento difusivo das trajetérias cadticas no espago de
fases dos sistemas dinamicos de interesse.

Palavras-chave: Caos; Difusao; Mapeamentos discretos



Abstract

In this dissertation, we investigate statistical properties of some dynamical
systems described by discrete mappings mnear two types of transitions: (i)
integrability to non-integrability; (ii) limited to unlimited diffusion in energy (Fermi
acceleration). The main goal is to describe the behaviour of the probability density of
the velocity/energy for a set of particles moving in a chaotic dynamics. The break of
symmetry in the probability distribution leads to an additional scaling to those are
already known in the literature and, with this study, we believe that the symmetry
break might also explain a well-known phenomenon observed for discrete mappings.
This phenomenon, it has been reported so far phenomenologically. A first observation
i an area-preserving mapping was in a letter published in Phys. Rev. Let. 93,
014101 (2004), authored by Edson D. Leonel, Peter V. E. McClintock and Jafferson
K. L. Silva. Our contribution to the problem is on the development of an analytical
approach and numerical verifications, based essentially on a systematic study of the
diffusive behaviour of chaotic trajectories on the phase space of dynamical systems
of interest.

Keywords: Chaos; Diffusion; Discrete mappings
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Contextualizacao

Em 1855 o médico alemao Adolf Eugen Fick apresentou a comunidade cientifica
uma lei que descreve processos de difusao de matéria ou energia, hoje conhecida
conhecida como a primeira lei de Fick. Pouco mais de um século depois, o
matematico polonés Stanislaw Ulam, juntamente ao famoso fisico italiano Enrico
Fermi, propuseram um sistema dinamico com intuito de investigar as altas energias
de raios césmicos, conhecido como o modelo Fermi-Ulam. A principio, dois estudos

distintos com nenhuma conexao aparente.

Neste projeto, nos baseamos em uma investigagao feita para o modelo Fermi-
Ulam publicada em 2004, Phys. Rev. Let. 93, 014101, mas apresentando uma nova
abordagem tedrica fundamentada principalmente no conceito abstraido de difusao.
Nossos estudos mostram que, de fato, existe uma conexao entre modelos de sistemas
dinamicos, em especial os que podem ser descritos por mapeamentos discretos, e

processos difusivos governados pela lei de Fick.

Esta dissertacao foi organizada em cinco capitulos onde apresentamos uma
descricao completa de nossos estudos. Primeiramente, no capitulo 1 reunimos pontos
importantes da literatura em uma revisao bibliografica. No capitulo 2 descrevemos
os modelos utilizados na investigacao da quebra de simetria da densidade de
probabilidade. J& no capitulo 3 comecamos a apresentacao da nossa contribuicao
para o problema, com uma descricao completa da teoria e da conexao com os
modelos de interesse e, no capitulo 4, apresentamos os resultados e discussoes sobre
essa conexao. Por fim, o capitulo 5 é dedicado as consideracoes finais, concluindo

entao este estudo.
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CAPITULO

Revisao Bibliografica

Neste primeiro capitulo, apresentamos uma revisao de pontos importantes da
literatura para o nosso estudo. Na primeira secao, abordamos aspectos gerais e
historicos do estudo de sistemas dinamicos, discutindo também a importancia da
descricao da dinamica pelo formalismo de mapeamentos discretos. Ja na segunda
secao, apresentamos uma introducao geral sobre o conceito de difusao, a defini¢ao
matematica com a equacao da difusao e sua importancia para a probleméatica do
projeto. Por fim, na terceira secao discutimos aspectos ja conhecidos na literatura

moderna que compoem o estado da arte do projeto.

1.1 Sistemas dinamicos

O conceito de sistemas dindmico tem sua origem na mecanica Newtoniana [1]. L, como
qualquer outra ciéncia natural, a evolucao dinamica consiste em uma relacao implicita que
fornece o estado de um sistema em algum breve momento no futuro. O estudo da teoria
envolvendo sistemas dinamicos tem aplicagoes importantes nao s6 na fisica [2]|, mas também nos
mais variados campos da ciéncia, incluindo biologia [3], quimica [4], engenharia [5] e medicina
[6].

Modelar a natureza, exatamente como ela é, é um grande desafio. Quanto mais perto
chegamos de um modelo perfeito, considerando todas suas nuancas e particularidades, ficamos
muito mais longe de uma matematica simples, adentrando em um mundo complexo de relagoes
nao lineares. Sistemas com essas caracteristicas sao chamados de sistemas dinamicos nao lineares
e, até mesmo os mais simples exemplos, frequentemente exibem comportamentos imprevisiveis
e aparentemente aleatorios. Estes comportamentos tém sido os principais objetos de estudo da

teoria do caos [7, 8.

11



1.1 Sistemas dinamicos 12

O caos acontece em sistemas que deveriam ser governados por leis naturais bem definidas.
Sistemas como estes, regidos por leis fisicas bem definidas e cujo comportamento poderia
ser, em principio, previsto, sao chamados sistemas deterministicos. O caos deterministico
¢ essencialmente devido a dependéncia sensitiva as condigoes iniciais [9]. Essa dependéncia
sensitiva, quando existe, é proveniente das nao linearidades presentes no sistema, as quais
amplificam exponencialmente pequenas diferencas das condicoes iniciais evoluidas no tempo.
Por isso, evolugoes dinamicas de sistemas deterministicos podem levar a comportamentos
caoticos, inclusive na auséncia de ruido ou flutuacoes externas.

A caracterizacao do caos deterministico observado em experimentos é um dos problemas
centrais da teoria do caos. Métodos matematicos classicos, como transformada de Fourier e
funcoes de autocorrelacao nao permitem a distincao entre caos e white noise'. No entanto, a
utilizacao de secoes de Poincaré e andlises de espaco de fases? sao 1teis para sistemas de N < 2
dimensoes. Outro ponto interessante no estudo de sistemas cadticos é a descrigao da dinamica

utilizando o formalismo de mapeamentos em tempo discreto.

Mapeamentos discretos

Muitos sistemas dinamicos nao lineares podem ser descritos por mapeamentos discretos.
Um mapeamento discreto ¢ a descricao da dinamica de um sistema de interesse por tempos
discretizados, ou seja, a partir do conhecimento de um determinado estado do movimento na
iteragao n de um mapa de equacoes dinamicas, é possivel determinar o novo estado na iteracao
subsequente (n + 1).

Em um ponto de vista matematico e computacional, a descricao por mapeamentos
discretos pode simplificar, mas ao mesmo tempo manter a fisica fundamental do sistema
em analise. Assim, a descricao de sistemas dinamicos, em especial pelo formalismo de
mapeamentos discretos, é algo de interesse cientifico e tem sido amplamente estudado nas
ultimas décadas [11, 12, 13]. Particularmente, para sistemas que apresentam mais graus de
liberdade, correspondentes por exemplo, a perturbacoes temporais em um sistema descrito por
um Hamiltoniano 1-D, o formalismo conduz, muitas vezes, a uma descricao por mapeamentos
discretos bidimensionais.

Dentro do formalismo de mapeamentos discretos bidimensionais, existe ainda uma
categoria especifica para os que também preservam a drea no espaco de fases. Exemplos de
mapeamentos discretos 2-D que preservam a drea no espaco de fases apresentam um grande

nimero de aplicagdes como por exemplo no estudo de plasmas (tokamaks) [14, 15, 16], guia

'Em processamento de sinal, o ruido branco é um sinal aleatério com igual intensidade em diferentes
frequéncias, fornecendo uma densidade espectral de poténcia constante [10].

2Consideramos que, em determinado instante, o estado do sistema seja descrito por uma par de varidveis
relevantes, por exemplo acdo/angulo. A medida que a dinadmica evolui, a sequéncia de estados em distintos
instantes geram uma 6rbita. Definimos espago de fases como o conjunto de todas as érbitas e por consequéncia,
todos os estados possiveis de um sistema.
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de ondas [17, 18], bilhares cldssicos [19, 20], aceleracao de Fermi [21] e outras generalizagoes
22, 23].
Em nossos estudos, consideramos uma classe de sistemas que podem ser descritos por

um Hamiltoniano do tipo

p2

2m

H(z,p,t) = + V(x,t), (1.1)

onde V (z,t) = Vo(x)+Vi(z,t). O termo Vy(z) fornece o potencial da parte integrével do sistema,
ja Vi(x,t) fornece o potencial da parte nao integréavel.

Sistemas conhecidos como bilhares também sao enquadrados neste tipo de Hamiltoniano.
Em uma definicao simples, um bilhar consiste em uma regiao fechada delimitada por fronteiras
rigidas, onde uma particula, ou um conjunto de particulas, se movem no interior dessa regiao
sofrendo sucessivas colisoes com as fronteiras. Ao colidir com a fronteira, a particula sofre uma
reflexao especular, no sentido de que o angulo de entrada ¢ igual ao de saida. Se a fronteira de
um bilhar for considerada em um regime estético, a parte V;(z,t) = 0 e V4 é nulo no interior
da fronteira, mas infinito fora da mesma.

A dinamica de sistemas Hamiltonianos ¢, em geral, nao integravel e nao ergédica®
[24]. Esse comportamento compde espacos de fases mistos, contendo mares de caos, toros
invariantes e ilhas Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) [11]. Sistemas fortemente cadticos exibem
um comportamento difusivo normal, equivalente a particulas movendo-se aleatoriamente pelo
espago de fases, analogo a um movimento Browniano. Em sistemas quase-integraveis, uma
condigao inicial tomada ao redor de estruturas estaveis, como ilhas KAM, pode exibir um
comportamento difusivo muito complicado. Estruturas de estabilidade influenciam diretamente
a dinamica, gerando efeitos difusivos anémalos para uma 6rbita cadtica [13].

Na maioria dos casos, nao estamos interessados no comportamento individual de uma
condicao inicial ou de uma tunica particula, mas sim em propriedades médias do sistema,
especialmente quando levamos em consideracio um ensemble* de particulas [25]. Esta é a
principal razao para considerarmos técnicas estatisticas na evolucao de fenémenos dinamicos
26, 27, 28, 29]. Fazendo a conexao com o conceito de difusdo, um exemplo intuitivo seria pingar
uma gota de tinta colorida em um recipiente com dgua, observando entao como as particulas
de tinta se movem e se afastam uma das outras na regiao delimitada pelo recipiente com agua.

Este processo é diretamente associado com processos de difusao na fisica.

3Na fisica, um sistema com dindmica ergddica é um certo sistema que, dado tempo suficiente para sua
evolugao, eventualmente voltara a um estado experienciado previamente.

4Em fisica estatistica, a palavra francesa ensemble refere-se & um conjunto cujos elementos sao sistemas de
particulas que servem para descrever um unico sistema dado. Foi inicialmente proposto como uma maneira de
se obter o valor médio no tempo do sistema tomando-se a média dos elementos do ensemble num determinado
tempo.
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1.2  Difusao

Difusao é um fenomeno amplamente estudado e observado em muitas areas da ciéncia
[30, 31, 32, 33, 34]. E um processo descrito por uma equagao diferencial parcial, no tempo e
espaco, que descreve flutuagoes na densidade de um observavel em questao.

A equacao

- T = 1.2
V- T=0. (1.2)

onde p = p(7,t) é a densidade do observavel e .J é o fluxo de difusdo, é conhecida como a
equacao da continuidade para uma quantidade conservada. Esta equacao afirma que mudancas
na densidade de um sistema ocorrem devido a fluxos de entrada e/ou saida de material /energia.

A equagao da difusao pode ser obtida a partir da equacao da continuidade, considerando
a primeira lei de Fick, uma lei fenomenolégica que afirma que o fluxo de material/energia
sofrendo difusao em qualquer parte do sistema é proporcional ao gradiente local da densidade.

Em termos mateméaticos

J = —DVp(F 1), (1.3)

onde D é definido como o coeficiente de difusao.
Assim, combinando as equagoes Egs. (1.2), (1.3), obtemos a equagao da difusao como
Oplrt) _ DV?p(7)t) . (1.4)
ot
Considerando o processo de difusao somente em uma dimensao e que, inicialmente, a
distribuicao é centrada em uma posicao arbitraria g, a densidade inicial pode ser representada
por p(x,0) = d(x — xp), onde §(z — ) é a funcdo delta de Dirac centrada em xy. Neste caso,

a solucgao tipica para a equacgao da difusao é dada por

1 ~(z—q)?
p(;g’t) = \/me 4Dt

Essa solugao tem como representagao grafica uma gaussiana. Distribuicoes gaussianas

(1.5)

sao muito conhecidas e aplicadas em diferentes areas da fisica geral. Especialmente, em
fisica estatistica, distribuicoes gaussianas associadas a uma variavel aleatéria, no caso x, sao
caracterizadas também por duas medidas elementares: a média, definida por p = (z) e a
variancia, definida por o = (2?%) — (z)2.
O coeficiente de difusao ¢ definido também em termos da derivada temporal da variancia,
de modo que
1do?

2
_ -4, 2 _9pt,
2 dt g
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Tendo em vista essas defini¢es, a solugao tipica para a equagao da difusao em uma
dimensao pode ser escrita também em termos das medidas estatisticas 1 e 02, como segue
1 —(e—p)?

pla;p,0%) = == 2> | (1.6)

vV 2mo?

O conhecimento da fungao densidade de probabilidade p(z,t) é de grande importancia
para mecanica estatistica do problema, pois a partir dela varios observaveis podem ser obtidos,

como por exemplo o deslocamento médio, definido como

(z) = /OO pda (1.7)

—o0

Toda a discussao sobre o conceito e a matematica de processos difusivos sao pertinentes
para a problematica do projeto pois, como citado anteriormente, podemos analisar a difusao no
espaco de fases da dinamica de qualquer sistema de interesse. E importante apontar também
que essa difusao nao acontece em um espaco fisico, mas sim no espaco matematico definido

como o conjunto de todos os estados possiveis do sistema.

1.3 Estado da arte

Na descricao de sistemas, as equacgoes da dinamica estao sempre vinculadas a parametros
de controle, que controlam algumas transicoes. Para um mapeamento discreto bidimensional, as
propriedades do espago de fases dependem de duas coisas: (i) da nao linearidade envolvida e; (4i)
da lei que descreve o comportamento do argumento da fun¢ao nao linear. Para uma combinacao
especifica delas, o tamanho do mar de caos depende explicitamente do parametro de controle
do mapa. Assim, quando o parametro de controle, que rege a amplitude da nao linearidade vai
a zero continuamente, o mar de caos segue também a mesma tendéncia, caracterizando assim
uma transi¢ao analoga a uma transicao de fase continua.

O comportamento de observaveis médios ao longo do mar de caos depende também
da condicao inicial. Sabemos pela literatura que uma escala adicional aparece quando a acao
(velocidade ou energia) inicial nao é desprezivel. A primeira observacao desse fenomeno foi
relatada na Ref.[35]. Nos anos subsequentes, resultados envolvendo o mesmo fenomeno também
foram foram observados em outros modelos, inclusive em bilhares dissipativos [36]. Nossa
contribuicao é na caracterizacao da escala adicional usando a quebra de simetria da funcao
distribuicao de probabilidade do observavel em questao. Essa funcao sera fornecida pela solucao
da equacao da difusao no espaco de fases quando consideramos condigoes de contorno dos
sistemas de interesse.

Neste projeto, investigamos a dinamica de alguns sistemas descritos por mapeamentos
discretos bidimensionais nas proximidades de duas transigoes: (i) integrabilidade para nao

integrabilidade e; (i) crescimento limitado de energia para crescimento ilimitado de energia
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(aceleragao de Fermi).

As duas transigoes mencionadas acima ji sdo conhecidas na literatura [35, 37]. Para
a transicao de integrabilidade para nao integrabilidade®, sabemos que o principal fator para
determinar os expoentes criticos é a forma da funcao que define o argumento da nao linearidade.

Para uma familia de mapeamentos descritos nas variaveis acao-angulo [38], a organizacao
do espaco de fases depende do comportamento da funcao que descreve a variavel angulo. Se,
por exemplo, a fungdo é escrita como 1/I7, com v > 0, claramente existe uma divergéncia no
limite em que I — 0. Essa divergéncia acarreta na auséncia de correlagao nas variaveis 0,1 e
0, (varidveis angulo no instante n e n + 1 respectivamente). Portanto ocorre uma difusao na
varidvel agao [39]. Entretanto quando I cresce, surgem correlagoes com a variavel 6 que trazem
regularidade no sistema criando um conjunto de curvas invariantes do tipo spanning no espago
de fases, estas impedem o fluxo de particulas e dao origem as escalas e aos expoentes criticos
38].

Nossa contribuicao fundamental para compreensao das propriedades dos sistemas de
interesse consiste na investigacao da dinamica quando a agao inicial € maior que zero, nao sendo
portanto desprezivel, mas ao mesmo tempo, menor que o valor da acao obtido para a curva
invariante spanning mais baixa. Na evolucao da dinamica ocorre difusao na acao, parte de um
conjunto de particulas poderd exibir crescimento na agao (com probabilidade p) e parte exibird
decréscimo na acao (com probabilidade ¢ = 1 — p). Quando a distribui¢ao de probabilidade for
simétrica, a curva da agao média devera permanecer constante. Entretanto quando a simetria
da distribuicao de probabilidade for quebrada, a acao média nao serd mais constante, gerando
assim uma escala adicional. Este é o fenomeno que queremos investigar neste estudo.

Dois exemplos conhecidos na literatura para familia de mapeamentos citada acima sao o
modelo Fermi-Ulam [40] e o modelo bouncer [41]. Esses dois modelos foram escolhidos para
investigagdo em mnossos estudos nesta dissertagao. Apresentaremos uma descricao completa

desses modelos no préoximo capitulo.

5Esta transicio é de fato andloga & uma transicdo de fase continua, pois a amplitude do mar de caos vai
continuamente a zero a medida que o parametro de controle é também reduzido a zero.



CAPITULO

2

Descricao dos modelos

Este segundo capitulo é dedicado a apresentacao e discussao dos modelos de
interesse para o estudo da quebra de simetria da densidade de probabilidade. As
préoximas segoes tratam separadamente cada modelo, entretanto, primeiramente
apresentamos a familia de mapeamentos bidimensionais que também recupera esses
modelos. Em seguida, a segunda e a terceira segoes sao dedicadas para os modelos

Fermi-Ulam e bouncer respectivamente.

2.1 Familia de mapeamentos

Considerando inicialmente um Hamiltoniano do tipo

H(I,15,601,05) = Hyo(I1, I2) + €H1 (11, I5,01,05) , (2.1)

onde as variaveis I; e 6; com ¢ = 1, 2 correspondem respectivamente a acao e angulo do sistema.

O parametro de controle € define a magnitude do acoplamento entre Hy e H;. Se € = 0
o sistema ¢é integravel, entretanto para € # 0 o sistema nao é integravel. Temos, entao, um
regime envolvendo uma transicao de integrabilidade para nao integrabilidade. A caracterizagao
da dinamica em termos de um mapeamento discreto acontece quando se introduz uma secao
de Poincaré definida pelo plano I; x 6y, assumindo que #, é constante. Um mapeamento

bidimensional [11] que descreve o comportamento do Hamiltoniano considerado na Eq. (2.1) é

- { Ligi =1, + €h(0, Lys1) , (2.2)

Opnt1 = [Qn + K (Iny1) + ep(On, ]n-i-l)] mod(27)

onde h, K e p sao fungoes nao lineares de suas variaveis. O indice n denota a enésima iteragao

do mapeamento.

17
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Para que o mapa dado na Eq. (2.2) preserve a drea do espago de fases, as expressoes de

h(0n, Ii1) € p(On, I,+1) devem ser relacionadas como

ap(ena In—i—l) + 8h(9n, [n—‘rl)

=0. 2.3
88n 8-[71—‘,-1 ( )
Agora, consideramos o caso particular em que p(6,,I,11) = 0 e h(0,,I,11) = sinb,.

Assim, o mapeamento resultante é do tipo

T { I =1, + esin(6,) (2.4)

Oni1 = [0 + K(I,41)] mod(27)

Entao, a forma da fungao K(I,.;) determina o modelo que o mapeamento explicitado

na Eq. (2.4) descreve. Alguns exemplos sio:

o K(I,y1) = I,41 recuperamos o mapa de Taylor-Chirikov, conhecido como mapa padrao
[42].
o K(I,11) = 2/I,41, recuperamos a versao simplificada do modelo unidimensional do

acelerador de Fermi, conhecido como Fermi-Ulam [40].

e K(I,11)= (I, 1, assumindo ¢ constante, recuperamos o modelo bouncer [41].

43 (s =B = &) se Ly >
o K(I,11) = ¢ ! Kan B assumindo (¢ constante,

)
4P 41, se I < %

recuperamos o modelo hibrido Fermi-Ulam-bouncer [43].

Como foi explicado anteriormente, vamos nos concentrar nos dois exemplos do modelo

do acelerador de Fermi, o modelo Fermi-Ulam e o modelo bouncer.

2.2 O modelo Fermi-Ulam

Esse modelo é uma versao do acelerador de Fermi, o qual foi introduzido em 1949 por
Enrico Fermi [44], como uma tentativa para explicar as altas energias e acelera¢ao de particulas
cHésmicas do meio interestelar. Essas particulas césmicas estao frequentemente interagindo com
campos magnéticos oscilantes, provenientes de estrelas e até mesmo galaxias. O mecanismo
do acelerador consiste basicamente em uma particula carregada sofrendo repulsoes por fortes
campos magnéticos oscilantes, entretanto, esse mecanismo pode ser diretamente relacionado
com uma particula classica sofrendo colisoes com uma parede rigida.

O modelo Fermi-Ulam (FUM) consiste em uma particula de massa unitdria, sofrendo
sucessivas colisoes em uma regiao delimitada por duas paredes rigidas, uma oscilante e a outra

fixa. A Fig.2.1 é um exemplo esquematico do FUM.
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V<0 V>0

e

EZ(t)

Figura 2.1: Ilustra¢ao do modelo Fermi-Ulam. O parametro geométrico { equivale a distancia
entre as duas paredes e as direcoes dos vetores denotam o sinal da velocidade da particula.
Normalmente, a fun¢ao dependente do tempo Z(t) € escolhida como cos(wt), com w sendo a
frequéncia e € a amplitude de de oscilagao.

Este sistema pode ser descrito utilizando o formalismo de mapeamentos discretos.
A velocidade da particula é equivalente a varidvel acao e a fase, relacionada com parede
oscilante, corresponde a variavel angulo. Considerando que o valor absoluto da velocidade muda
exatamente no momento da colisao, o modelo simplificado! para o FUM ¢é descrito como o

mapeamento a seguir

Va1 = Vi — 2esin(¢pa1)|

O termo Vl corresponde ao tempo entre colisdes e o termo —2e sin(¢,,1) fornece o ganho

ou a perda de velocidade em cada colisao.

(2.5)

2.3 O modelo bouncer

O modelo bouncer também pode ser interpretado como uma versao do acelerador de
Fermi discutido anteriormente. O modelo consiste basicamente em uma particula cldssica de
massa m, sob a influéncia de um campo gravitacional constante g, que sofre colisoes com uma
parede moével. A Fig.2.2 ilustra o esquema do modelo.

Analogamente ao FUM, escolhemos aqui a versao simplificada do modelo, considerando
que a parede estd parada no momento da colisao com a particula, mas existe troca de
momentum, como se a parede estivesse em movimento. Assim, descrevemos o sistema
utilizando um mapeamento bidimensional nas varidveis (vy,t,), onde v, e t, correspondem
respectivamente a velocidade e o tempo da particula na enésima colisao com a parede mével.
Supondo que no tempo t = t,,, a particula esta na posicao y = 0, com velocidade v = v,, > 0,

seu tempo de subida é calculado como

I Assumimos que ambas as paredes sdo fixas, entretanto quando a particula sofre a colisdo, existe troca
de momentum como se a parede estivesse em movimento. O modelo simplificado é de fato valido quando o
parametro de nao linearidade € é relativamente pequeno.
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Eiscos (ot)

Figura 2.2: [llustragao do modelo bouncer. O campo gravitacional constante g influenciando o
movimento da particula puntual, levando a zona de colisoes delimitada pela regiao tracejada. A
parede rigida oscila com uma fungdo € cos(wt), onde € e w sao respectivamente a amplitude e
frequéncia de oscilacgao.

v
ty=—, (2.6)
g
e seu tempo de descida como
v
tyg=— . (2.7)
g

Temos entao, que o tempo entre as colisoes é dado por, t; = t, + t4, assim

Un
t, =22 2.8
t P (2.8)

Agora, fazendo uma mudanga para varidveis adimensionais, V;, = (v,w)/g e € = (ew?)/g
e medindo o tempo como ¢, = wt,, obtemos o mapeamento para a versao simplificada dado

por

{ Vi1 = Vo — esin(¢ni1)| (2.9)

Gni1 = [On + 2V, mod(27)

No modelo simplificado, velocidades negativas sao proibidas, pois a particula se moveria
além da parede. Para evitar esse tipo de problema, se depois de cada colisao a particula
apresentar uma velocidade negativa, ela é reinjetada de volta com a mesma velocidade.

E importante ressaltar também que o valor do campo gravitacional g esta implicito nas
expressoes de V,, e e, conforme a mudanca para variaveis adimensionais. Assim, o parametro de
controle e de nao linearidade € também traz informagoes sobre o valor do campo gravitacional

do modelo.



CAPITULO

3

Descricao da teoria

Este capitulo é dedicado a descricao do procedimento tedrico adotado no estudo
da quebra de simetria da distribuicao da densidade de probabilidade. A quebra de
simetria acarreta em uma mudanca no comportamento da velocidade média para os
modelos anteriormente discutidos. O procedimento tedrico é baseado essencialmente
na solucao analitica da equacao da difusao com certas condigoes de contorno,
considerando a difusao da varidvel agao (velocidades) que ocorre no espago de fases

dos modelos FUM e bouncer.

3.1 Solucgao fundamental para a equacao da difusao

Como ja introduzido no primeiro capitulo, a equagao da difusao fornece uma nova anélise
de propriedades dinamicas para sistemas descritos por mapeamentos discretos. Mas antes de
fazer a real conexao com os modelos de interesse, apresentamos nestas secoes uma discussao
sobre a solucao da equacao da difusao. E interessante lembrar que a equacao da difusao na

auséncia de campos externos e em uma dimensao e dada por

Opla.t) _  Pplat)
ot ox?

onde z é uma variavel aleatéria em um processo difusivo e D o coeficiente de difusao.

(3.1)

A solugao dessa equagcao fornece p(x,t) que é a densidade de probabilidade de encontrar
uma particula em uma certa posicao z, no tempo t. Consideramos como a solugao fundamental
quando exite uma difusao em um meio infinito —co < x < 0o, portanto nao existem barreiras
e o tempo t é evoluido normalmente a partir de ty = 0. Tomando uma distribuicao inicial

p(x,0) = 6(x — x0), este problema se torna um caracteristico problema de valor inicial, o qual

21
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pode ser resolvido analiticamente com dois tipos de transformadas. Primeiramente, podemos

fazer uma transformada de Laplace com respeito a t, ja que 0 < t < oo.

Llo(et)] = plas) L {@pgj; “] — o) — pla,0)

Assim, a Eq.(3.1) é reescrita como
sp(x,s) — p(x,0) = DO;p(,s) , (3.2)
com 02 = 63—;. Entao, ¢ direto que
(s — DO2) p(z, s) = p(x,0) = d(z — xo) . (3.3)

Agora podemos fazer uma transformada de Fourier com respeito a x,

Fla(a,s)] = f(k,s) .

Sabendo que

Bz, ) = % /_ Tk etk — 025(x,8) = (ik)25(x, 5) = —K2p(x, 5) |

entao
(s + Dx?) f(k,s) = Flo(x — x0)] - (3.4)
Entretanto, ¢ conhecido que F[§(z — z¢)] = e **. Entao, implicamos imediatamente
que
N . efik:co 5
f( ) ) S+Dk2 ( 5)

Agora o trabalho estd somente na inversao das transformadas. E interessante inverter

primeiramente a transformada de Laplace, lembrando que £~} [Sfa] =e

e—ik::po

‘C_l[f(k’t)] = f(k’,t) = E_l {m} N f(k‘,t) — 6—(ikxo+dk2t) ]

E entao, a transformada inversa de Fourier

1 S ' ,
fﬁl[f(k,t)] = p(q;)t) — %/ e’lkfbef(lkx(H»dk t) ’

—00

levando a
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plx,t) = i/ G_Dt<k2_W) |
21 J_ oo

Completando quadrados no argumento da funcao exponencial,

K2 ik(‘”D—t z0) (i(ffzz):“o))Q - <%)2 _ (k - ik(a;l;txo))Q - (%)2 |

implica o seguinte

_ 2
o ie—2g))? omag\2 ~Dt(*pe)" oo ie—2g))?
plo,t) = — / P Em) (s g = € / =) g
2r J_ o 2m oo
_ 77L(a:71 ) 2
Mas, ffooo e Dt(k Dt ) dk é um perfeito exemplo de uma integral Gaussiana, calculada

—a(z+b)?

o . ~
como ffoo e dr = \/g . Portanto, finalmente obtemos a seguinte expressao

1 T—x 2
,O(J,’,t) = \/me_( 4D(2) ) (36)

que é de fato a solucao fundamental para a equacao da difusao.

Em termos do valor médio e da variancia, a expressao mostrada anteriormente na Eq.(1.6)

é recuperada.

3.2 Solucgoes particulares para a equacao da difusao

Geralmente, a maioria dos problemas fisicos nao apresentam uma matemadtica tao
amigavel quando consideramos suas particularidades. Para isso, é necessario levar em
consideracao as condicoes de contorno dos sistemas em questao.

Discutimos aqui duas solucoes particulares para a equagao da difusao. Primeiramente a
solucao considerando a difusao em um espago semi infinito 0 < z < oo, ou seja, existe uma
barreira em = = 0 onde nao ha fluxo, o que em termos matematicos equivale a % =0,Vt > 0.
Esta solucao serd utilizada para a andlise do modelo bouncer. Depois, a solugao considerando
a difusdao em um espacgo finito e também sem fluxo nas barreiras. Em termos matematicos
9p(0,t) __ 9p(L;t)

== =0,Vt>0,0onde x € [0,L] com x =0 ex = L as posigoes das barreiras. J& esta

solucao esta conectada com o modelo Fermi-Ulam.

Difusao semi infinita 0 < z < o0

Para resolver a equagao da difusdo, dada pela Eq.(3.1) considerando uma barreira em

x = 0 onde nao ha fluxo, % = 0 e distribuicao inicial p(x,0) = 0(z — o) ¢é interessante

utilizar um método muito conhecido na resolugao de problemas de eletromagnetismo, o chamado
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método das imagens.

O método das imagens consiste basicamente na substituicao de alguns elementos do
problema original por uma densidade localizada em uma posicao especifica, respeitando as
condicoes de contorno impostas inicialmente. No caso de uma unica distribuicao inicial centrada

em x = T e uma barreira refletora!, uma combinacao linear das solucoes com distribuicoes

iniciais em = = xg e x = —xy deve também ser solugao do problema, de tal modo que
1 —(z — x0)? —(z + x0)?
t) = _ _ ) 3.7
p(,t) NPT [exp( 1Dt Fexp | — (3.7)
Aplicando a condicao de contorno, temos que de fato %?f) = 0. Entao, em termos da

2

média p e da variancia o°, a solugao para o caso de uma difusao semi infinita com barreira

refletora é dada por

o 1, 02) = —— {exp (_(3“"—_”)2) +exp (_@3—*“)2)} | (3.9)

Qo2 202 202

Essa solugao é conhecida como Folded Normal Distribution [45]. Nos preparando para a

conexao com o modelo bouncer, calculamos, por defini¢ao, o valor médio de deslocamento como

() = / " (e 0?)da | (3.9)

o qual seré analogo ao valor da velocidade média das particulas no modelo bouncer. Substituindo

a Eq.(3.8) na integral, temos como resultado

(z) = \/?exp (%f) — perf (%) , (3.10)

onde erf(arg) é a funcao erro definida por erf(arg) = \/%T fomg et dt.

Por fim, analisando a funcao anterior, é interessante definir uma variavel auxiliar de

modo que z = \/;% Portanto, a solucao final pode ser convenientemente reescrita como
g

(x) = 0 (z;%e—zz + erf(z)) . (3.11)

Difusdo finita = € [0, L]

Analogamente, a solucao para a equacao da difusao considerando a mesma distribuicao
inicial p(z,0) = 6(x — ), mas agora em uma regiao delimitada por duas barreiras, uma em
xr = 0 e outra em x = L, com condigao de contorno % = W = 0,Vt > 0, também pode
ser obtida via método das imagens.

Nesse caso, a contribuicao da densidade imagem deve ser somada infinitas vezes, pois

'E definida refletora, pois ndo hé fluxo através da barreira, entdo todos os observéveis permanecem no espaco
semi infinito definido. Nao hé perda na densidade.



3.2 Solugoes particulares para a equacao da difusao 25

A

:
:

T o < t &
H image 2 x=a é image | image
1 1

x=0 actual x=L

release

Figura 3.1: llustracdo do método das imagens para o caso de uma difusdo em uma regiao finita.
Aqui a condigdo inicial € arbitrdria em x = a, dentro do intervalo [0, L]. Figura retirada do
livro The Mathematics of Diffusion, de J. Crank.

sempre existird mais uma imagem devido a outra barreira refletora. Assim, é razoavel assumir
que a solucao serd uma somatdria de infinitas solugoes Gaussianas centradas em x, determinada

pela distribuigao inicial e a distancia entre as barreiras, de modo que

p(x,t)_\/;_m i [eXp<_($_24ﬂ;f_xo)2>—|—exp(_($_24ﬂgf+x0)2>]  (3.12)

m=—0oQ

Em termos da média u e da variancia 02 a expressao é reescrita como

[e.9]

p(x;ﬂ,&):\/% 3 [exp(_(x_ZZL_“)Q)+exp(_(x_22?2L+“)2)] . (3.13)

m=—0o0

Entretanto, a solucao apresentada na Eq.(3.13) nao estd normalizada para o espago
definido z € [0, L]. Para garantir uma solugdo devidamente normalizada, é necessario que
A fOL p(z;p,0%)dr = 1, com A sendo uma constante de normalizagao. Resolvendo para A

temos

1 - _ n— n+L—p\ n+ pu n+L+p
a3 3 ot () ot () -t () + o (o)

n=-—oo

definindo n = 2mL e considerando a propriedade da fungao erro erf(—x) = —erf(z), a constante

de normalizacao pode ser convenientemente reescrita como

15 (5] (k) () ()]

n=—oo

Assim, a solucao para este caso particular da difusato em um meio finito, agora

devidamente normalizada é dada por
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] 50 exp< (@—n—p)? >+6Xp< (a— n;ru)2>
pasp,0%) = —— 2GL " & ooy (315)
2V2mo® T erf (\%—%) —erf (%) —erf (%) + erf (/ﬁ)

Agora, como no caso anterior, é interessante calcular o valor do deslocamento médio neste

espago delimitado pelas barreiras em z = 0 e x = L. Para isso, obtemos através da defini¢ao

(x) = /0 zp(x; p, 0?)dz . (3.16)

Por ser um problema nao simétrico, os calculos algébricos sao extensos e arduos, no

entanto é possivel obter a seguinte solugao analitica

1 >0 V202(AWexp + APexp) + /7 [(n — p)AWerf + (n + p) A®erf]

T T () - () - (23) o (557)

, (3.17)

onde

2 2
— — L
ston = o () (- ()
o o
A® (u+n>2 (u—l—n—L)2
exp = exp|— —exp | — (| ——— ,
P P 202 P 202
—n—L nw—n
AWerf = erf (&) —erf (—) ,
V202 V2072

+n pw+mn—+L
A@erf = erf (M—) —erf <—) .
V202 202

Aqui também é interessante utilizar a varidavel auxiliar anteriormente definida como z =

\/2—2, assim reescrevemos a solucao

(z) = 1% D oo ﬁ;(A( exp + A®exp) + L [(n — W) AOerf 4 (n + ) APerf]
2 Do erf <;> —erf (M) — erf ( pin ) + erf (“*”") ’
e AVt V2o V2o Va0

(3.18)

agora com,
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2
AWexp = e — ( -z )
Xp XP ( =

APexp = exp (—

+ L
AWerf = erf (z — n_) —erf(z— —) ,
V202 202
A@erf = erf (z + L) —erf (z + n_) )
V202 V202

E interessante agora fazer um teste com essa expressao. Quando tomamos o limite onde
L — oo en =0, ou seja, em um espaco semi infinito onde nao existem multiplas imagens, a

soluc@o particular apresentada na Eq.(3.11) deve ser recuperada

lim (2o = o (

1 2
—z
e +erf(z
L—oo Z\/E ( ) ’
isso de fato acontece, mostrando que a solu¢ao é no minimo encorajadora.
Finalmente, ainda sobre a solu¢do apresentada na Eq.(3.18) é interessante analisar

também o limite quando o0 — 00, 0 que é equivalente a t — oo

=g

o que é de fato esperado para um processo difusivo em um espacgo finito de comprimento L.

Esse resultado analitico explica exatamente o plato de saturacao para as velocidades médias do
FUM.

3.3 Conexao com os modelos

As solucgoes particulares discutidas na secao anterior, especificamente as expressoes para
o valor do deslocamento médio apresentadas nas Eqs.(3.11) e (3.18) sao de grande importancia
para a problematica do projeto. A difusao que acontece no espaco de fases para variavel acao, ou

seja, na velocidade para os modelos bouncer e Fermi-Ulam pode ser descrita por essas solucoes.

Conexao com o modelo bouncer

Primeiramente, é importante enfatizar que a seguinte andlise nao é feita no espaco
fisico do sistema. Sabemos que o modelo bouncer, por sua descricao, considera a agao de
um campo gravitacional que garante o retorno das particulas para a zona de colisao com a
barreira oscilante. Assim, é esperado que uma anélise de difusao para esse sistema considerasse a
equagao da difusao na presenca de campos externos, a qual adicionaria dois temos nesta equacao

diferencial. Entretanto, toda a conexao da solugao da equacao da difusao com o modelo bouncer
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acontece quando analisamos o conceito abstraido da difusao que ocorre espago de fases, um
espaco matematico composto por todas as érbitas possiveis da dinamica do sistema. Portanto,
particularmente para esta analise, nao é necessario considerar a equacao da difusao na presenca
de campos externos.

O espaco de fases caracteristico para o modelo bouncer dado por V' x ¢ é classificado como
um espaco de fases misto, composto por mar de caos e ilhas de estabilidade. Como discutimos
anteriormente, espaco de fases reflete o comportamento da dinamica e, a dinamica é fortemente
dependente do parametro de controle €, por isso a composicao do espaco de fases depende do
valor desse parametro. Para valores especificos de € o espaco de fases pode ser composto somente
pelo mar de caos.

Analisando o mapeamento mostrado na Eq.(2.9) é possivel perceber que a medida que
V' cresce, em teoria um crescimento ilimitado, diminui as correlacoes entre V' e ¢, garantindo
sempre a existéncia de caos no espaco de fases. Mais ainda, por considerar somente o valor
absoluto de V, temos um espaco de fases em perfeita analogia com um espago semi infinito,
onde agora a densidade de probabilidade, relacionada as velocidades das particulas, descreve
um processo difusivo em uma regiao 0 <V < oc.

Como estamos interessados na difusao da velocidade no espaco de fases, tomamos

inicialmente a equagao de recorréncia da velocidade no mapeamento, que é a seguinte

Vi1 = |Vi — esin(@p41)] - (3.19)

Mas, por definicao, podemos calcular o valor médio na enésima mais uma iteragao do
mapa como fi,11 = (Vii1).

Aplicando a média na expressao (3.19), temos que

oy = (Vo) — fng1 = i -

J4 o calculo da variancia é diferente, pois (sin*(¢,41)) # 0, entdo partindo de 0% =
(V2) — (V)2 temos que

1
(V2a) = (V) + 3¢

E assim a variancia calculada na enésima mais uma iteracao do mapa pode ser escrita
como
1, L,

O = (V2 = Va)? = (V2) = 5@ = (V) — o2, =02+ e

E interessante saber como essas medidas estatisticas variam em funcao do ntmero de

iteracoes? m, o qual é relacionado ao tempo de simulacdo dos sistemas. O valor médio u é

20 ntmero de iteracdo também é o ntimero de colisdes de uma particula com a fronteira oscilante do modelo.
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constante, isso implica que p é na verdade o valor da velocidade inicial da particula, ou seja
1= po = Vo. Entretanto, a variancia nao é constante, assim é uma funcao de n, consideramos
entdo, a teoria de equagoes de diferenga [46] que afirma que, para suficiente iteragoes n — oo,
é possivel escrever
2
ol — 0= Cilin — o*(n) :08+%ezn :

com isso, saimos do dominio de tempo discreto e entramos no dominio de tempo continuo,
possibilitando assim a conexao com a solucao da equacao da difusao. Nao obstante, o valor da
variancia inicial og é de fato nulo para uma distribuigao inicial perfeita delta de Dirac.

E agora, trazendo a definicao da varidavel auxiliar z feita anteriormente, substituindo

1.2

os valores das medidas estatisticas u = Vj e 0® = 0%(n) = 3€°n, computadas para o modelo

bouncer, temos z em funcao do nimero de iteragoes n

1%
=t 2(n) = —

V20 (n) evn

Por fim, substituindo a Eq.(3.20) na Eq.(3.11), obtemos pela primeira vez uma funcao

(3.20)

analitica que determina o comportamento das velocidades médias das particulas no modelo

bouncer em funcao do niimero de iteragoes do mapeamento, dada por

1
2T

(V) = v0< e —|—erf(z)> : (3.21)

com z = z(n) = %

Conexao com o modelo Fermi-Ulam

Diferente do modelo bouncer discutido anteriormente, o modelo Fermi-Ulam nao
apresenta forcas externas em sua descricao. Entretanto, continuamos a analise da difusao que
ocorre no espaco de fases, nao no espaco fisico do sistema, exatamente como foi feito para o
modelo bouncer.

O espaco de fases caracteristico do FUM também é classificado como um espaco de fases
misto, composto por ilhas KAM e mar de caos. A maior diferenca em relacao ao modelo bouncer
é a presenca de uma curva invariante do tipo spanning, a qual delimita o espaco de fases.

A primeira curva invariante spanning (Vrrsc) se comporta analogamente a uma barreira
no espaco de fases. Uma curva invariante do tipo spanning é invariante ao niimero de iteradas,
ou seja, orbitas acima da curva Vprge nunca visitarao regioes abaixo de Verse e vice e versa,
nao importa quanto tempo a érbita for iterada. Outra caracteristica é que uma érbita com
velocidade inicial exatamente igual a Vrrge, sempre permanecera na primeira curva invariante
spanning, nunca visitara outras regioes do espaco de fases.

Considerando a dinamica do FUM descrita pelo mapeamento apresentado na Eq.(2.5),
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a posicao da primeira curva invariante do tipo spanning pode ser aproximadamente® calculada
conforme discutido na Ref.[39] por Vrrsc & 2v/c. Entao, conectando com a solugao particular
discutida anteriormente, difusdo em um espaco finito z € [0, L], a posi¢do da barreira L é
exatamente a posicao da primeira curva invariante spanning, ou seja L = Vprso ~ 24/€.
Agora, do mesmo modo que foi feito para o modelo bouncer, sabemos que a difusao
ocorre na variavel agao (velocidade) do espaco de fases. Portanto, a equacao do deslocamento
médio apresentada na Eq.(3.18) deve descrever todo o comportamento da velocidade média das
particulas no FUM, mas com V no lugar de x, Vr;sc no lugar de L, pois a difusao acontece em

V € [0, Vrrsc] e, por definigdo p = V. Obtemos entao

Ve s (A0exp + AClexp) + i [(7 — Vo)AWert + (j + Vo) APex]

V 3.22
V) 2 Yo _seerf(z —j) —erf(z — 0 — j) —erf(z + j) +erf(z + 0 + j) - 32
definindo o novo indice de somatorio j = \2/’;%, 0 novo parametro v = 2L,72 = ‘%%20 e, com
AWexp = (2= _ e*(Z*J'Jrﬁ)Q7

A@exp = (=4 _ o~(+i=0)",

AWerf = erf(z—j+0) —erf(z — j),
APerf = erf(z+j) —erf(z+j+7).

Onde z é novamente a importante variavel auxiliar definida por z = —\/% Essa variavel
é significativa, pois carrega a conexao com o mapeamento do FUM, a partir do valor médio
1 = Vy, conectado com a velocidade inicial e, da variancia, que serd funcao de € e n como no
caso anterior, quando calculada por sua defini¢ao 0% = (V?) — (V)2. Considerando a expressao

para velocidade do mapa do FUM, que é

Vit = |V, — 2e8in(dni1)| - (3.23)

Calculando a média temos que

(V2,) = (V2) + 2%, (3.24)

n

Com isso, podemos calcular a variancia na iteragao (n + 1) como

oy = (V2 — (V)P = (VA + 22 = (V) — o2, =00 +2° .

n

3Essa aproximacdo é baseada na analogia com o modelo padrio e é de fato uma aproximacao razodvel quando
consideramos valores relativamente pequenos de e.
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Utilizando novamente a teoria de equagoes de diferenga para n — oo, temos que

2 2_d02 = o¥(n) = 02 + 22
Tni1 an—d o°(n) = oy + 2e°n
n
e novamente oy é nulo pois a distribuicao inicial é um delta de Dirac.

Assim, temos z em funcao do nimero de iteracao do mapeamento do FUM, dado por

z:L%z() Yo

V20 (n) "= 2e/n

Finalmente, tomando a expressao anterior (3.25) e substituindo na Eq.(3.22), obtemos

(3.25)

pela primeira vez uma funcao que descreve o comportamento da velocidade média das particulas
da dinamica do modelo Fermi-Ulam.

O que nos resta agora ¢é testar se as fungoes obtidas por esta teoria realmente descrevem
completamente o comportamento das velocidades médias para a dinamica das particulas dos
modelos bouncer e Fermi-Ulam. Ou seja, serd que a abordagem analitica é coerente com a
simulagao numérica dos modelos? O préximo capitulo é dedicado a apresentacao dos resultados

e na discussao dessa pergunta.



CAPITULO

4

Resultados e discussoes

Este capitulo é dedicado a discussoes e apresentacao de resultados, tanto
analiticos quanto numéricos, para os modelos bouncer e Fermi-Ulam. Na primeira
secao mostramos resultados de simulacoes computacionais do FUM, 14 evidenciamos
o processo de difusao ao longo do espago de fases V x ¢ através a observacao
da evolugao de uma densidade de probabilidade localizada. Na segunda secao
apresentamos implicacoes analiticas diretas das solucoes descritas anteriormente.
Por fim, na terceira secao é dedicada para comparacao entre a abordagem tedrica
analitica e resultados das simulagoes numéricas tanto para o FUM, quando para o

modelo bouncer.

4.1 Difusao ao longo do espaco de fases

Durante toda a descrigao da teoria no capitulo anterior, mencionamos varias vezes que
a difusao ao longo do espago de fases, construido por V X ¢, ocorre somente na variavel acao
(velocidade). Isso pressupoe que nao existe difusdo na varidavel angulo (fase), ou seja, essa
variavel é uniformemente distribuida durante toda a dinamica, sendo assim um processo difusivo
em somente uma dimensao, no eixo das velocidades. Mas isso é uma suposicao e pode nao
ser necessariamente verdadeira para toda extensao do espaco de fases. As figuras 4.1 e 4.2
investigam isso.

Tanto a Fig.4.1, quanto a Fig.4.2 foram construidas a partir de um espaco de fases com
parametros especificos para o modelo Fermi-Ulam. No caso, escolhemos ¢ = 0,001 para que
exista uma boa regiao do espago de fases preenchida somente pelo mar de caos, mas, para
velocidades um pouco mais altas, as ilhas e estruturas de estabilidade também existam. A ideia
¢ verificar como o processo de difusao, marcado pela densidade de probabilidade, acontece para

essas duas diferentes regioes do espaco de fases.

32
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Figura 4.1: Comportamento da difusao, marcada pela densidade de probabilidade, em uma regiao
cadtica do espago de fases para o modelo Fermi-Ulam. A escala de cores mostra o qudao provdvel
¢ encontrar uma orbita naqueles pontos do espago de fases. Em (a) temos a distribuicdo inicial
centrada em Vo = 0,01 e ¢pg = w. Em (b), a distribui¢do da densidade de probabilidade resultante
apds a primeira iteragao do mapa. Por fim, em (c) a distribuicao resultante para 10 iteragoes
e em (d) para 100 iteragées do mapeamento.

Na Fig.4.1 podemos observar o comportamento difusivo normal da densidade de
probabilidade, considerando, inicialmente, uma distribuicao gaussiana localizada em uma regiao
especifica ao longo do mar de caos. A distribuicao inicial esté representada em (a), considerando
a escala de cores, onde quanto mais quente a cor, maior é a probabilidade de encontrar uma
orbita de uma particula com aquele determinado valor de velocidade no espago de fases. Fizemos
também com que a distribuicao inicial, ou seja, a gaussiana estivesse centrada em um ponto

especifico (Vp, ¢p), tomamos entao Vy = 0,01 e ¢y = .
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Em (b), temos o comportamento subsequente daquela distribuicao inicial ap6s somente
uma iterada do mapa. Podemos perceber que ja para a primeira iteragao, a distribuicao de
probabilidade é uniforme em relagao ao eixo ¢, ou seja, a variavel fase é uniformemente
distribuida nessa regiao. Em (c), mostramos como vai acontecendo a difusao na variavel acao
(velocidade), isso ap6s somente 10 iteragdes do mapa dado pela Eq.(2.5). Por fim, em (d),

observamos como aconteceu a difusao em V' apds 100 iteracoes do mapeamento.

a) b)

0.07 0.07
(0] (0]
0.06 I 0.06 k]
Rl T
3 3
© ©
0.05 -S 0.05 -8
> s > s
0.04 2 0.04 K%
© &
ke ke
2 2
0.03 3 0.03 3

0.02 0.02

¢
c) d)
n=100

0.07 0.07
(0] (0]
0.06 3 0.06 T
he! he!
3 3
© ©
0.05 -g 0.05 = -8
> s > s
0.04 8 0.04 e
© &
S =]
2 2
0.03 3 0.03 g

0.02 0.02

¢ ¢

Figura 4.2: Comportamento da difusao, marcada pela densidade de probabilidade, em uma regiao
mista, com caos e estruturas de periodicidade, do espaco de fases para o modelo Fermi-Ulam.
A escala de cores mostra o quao provdavel € encontrar uma orbita naqueles pontos do espaco
de fases. Em (a) temos a distribui¢do inicial centrada em Vo = 0,05 e ¢g = w. Em (b), a
distribuicao da densidade de probabilidade resultante apos somente uma iteracao do mapa. Por
fim, em (c) a distribui¢ao resultante para 10 iteragcées e em (d) para 100 iteragoes.

Agora, a construgao da Fig.4.2 é analoga a da 4.1, entretanto escolhemos uma regiao
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mista do espaco de fases para modelo Fermi-Ulam. Uma regiao mista é reconhecida por
apresentar regioes cadticas, mas também estruturas de periodicidade como as ilhas de
estabilidade. Entao, a distribuicao inicial deve ser centrada em valores maiores de velocidades,
portanto tomamos V5 = 0,05 e ¢y = m, como pode ser observado na Fig.4.2(a). J4 em (b),
temos como fica a distribuicao apds somente uma iterada do mapa. Ja é notavel a diferenca
entre a distribui¢do somente ao longo do mar de caos. Em (c), observamos que, de fato, nesta
regiao a distribuicao ao longo do eixo das fases nao ¢ uniforme, como consequéncia a difusao
nao ocorre somente na variavel agao, conforme a suposigao inicial. Por fim, em (d) observamos
como ocorreu a difusao nesta regiao mista apds 100 iteragoes do mapeamento.

Concluimos entao que, a suposicao de que a fase é uniformemente distribuida, ao longo
da simulagao da dinamica, é valida para valores baixos de velocidade. A difusao é um processo
dificil de ser analisado quando acontece em uma regiao que apresenta caos e estruturas estaveis.
No entanto, como estamos interessados na quebra de simetria da distribuicao de densidade de
probabilidade, devemos considerar velocidades iniciais maiores que zero, mas menores do que
os valores tomados nas simulagoes da Fig.4.2. Portanto, na regiao cadtica, a qual nos interessa,

a teoria descrita anteriormente deve funcionar bem.

4.2  Resultados analiticos

Nesta secao vamos analisar cuidadosamente as fungoes que descrevem o comportamento
das velocidades médias para os modelos Fermi-Ulam e bouncer, apresentando as implicagoes

analiticas de cada caso.

Analise para o modelo Fermi-Ulam

A funcao que descreve o comportamento das velocidades médias em funcao do nimero

de iteracao para o FUM ¢é dada por

Ve 2 (AWexp + Aexp) + & [( — Vo) Aerf + (j + Vo) APler]

% 4.1
V) 2 > e erf(z —j) —erf(z — 0 — j) —erf(z + j) +erf(z + 0 + j) o (40
onde o indice de somatorio j = \2/%, 0 novo parametro v = \/2%? = VF#%, com
AWexp = (=) _ 6—(z—j+73)27
A@exp = ) _ o=(Hi=0)

AWerf = erf(z —j +0) —erf(z — ),
APerf = erf(z+j) —erf(z+j+17),
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e conectado com o mapeamento e nimero de iteracoes por

Vo
2e\/n

A expressao de (V), fornecida pela Eq.(4.1) é uma competicao continua entre a funcdo

(4.2)

z=2z(n)=

exponencial e a funcao erro. Assim, é interessante estudar os argumentos dessas funcoes.
Apdés uma andlise grafica, é possivel concluir que existem duas mudancas significativas de
comportamento, uma quando z = 1 e a outra quando v = 1. Tomando primeiramente z = 1

para anélise temos,

1% Vo V2
=15 ——=1 3 n=(—) = n=-"1,
2e\/n 2e 4e?

mas nesse caso n = n, marcando o primeiro nimero de crossover'. Assim

‘/02
,=—0 . 4.3
E entao, tomando v = 1 para anélise
1% N 1
F=1 - —15¢ 21 5 na LE - ns -,
2e\/n 2e 5
mas agora, n = n,, marcando o segundo crossover. Assim
1
n o~ = . 4.4
L (4.4
Outro resultado importante é quando tomamos o seguinte limite
. : Vrisc
lim (V) = lim (V) = ~ e . (4.5)

o—00 n—o00 2
Ressaltamos agora que as Eqs.(4.3), (4.4) e (4.5) sao, pela primeira vez, predigdes
analiticas para o modelo Fermi-Ulam, as quais concordam completamente com o que foi
proposto em Phys. Rev. Let. 93, 014101 (2004).

Anélise para o modelo bouncer

Para o modelo bouncer, a funcao que descreve o comportamento das velocidades médias
em funcao da velocidade inicial V;, o parametro de controle € e o nimero de iteragoes n é dada

por

O ntimero de crossover é um valor especifico de iteracoes em que existe uma mudanca significativa
no comportamento da velocidade média. Em um grafico (V) x n, o n, denota a primeira mudanca de
comportamento, ou seja o primeiro crossover e n!, denota a segunda mudanga de comportamento, o segundo
nimero de crossover. Mais detalhes podem ser encontrados na Ref.[16]
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z

(V) = v0< 17Tez2 —i—erf(z)) , (4.6)

_ _ W
com z = z(n) = o
Uma primeira andlise que pode ser feita é quando tomamos o limite assintotico. Fazendo

entao uma expansao em série em torno de n = oo, temos que

2 2
2y W0t %
VLS 2e\/T
Obtemos entao um resultado importante, conhecido anteriormente s6 por uma

abordagem empirica em [47], o expoente de crescimento de (V) em relacdo a n ¢ de fato 3

como previsto, concordando também com o fato de ser uma evolugao temporal de uma difusao

Njw

(V) = (n)"% +O(n)~

normal, a qual é mercada pelo expoente de crescimento %
Como foi feito anteriormente para o FUM, através de uma analise grafica é possivel
determinar pontos nos quais ocorrem uma mudanca no comportamento da funcgao, a qual

~#* ¢ a funcdo erro erf(z). No

também é uma competicdo entre a funcio exponencial —=e
2y/m
caso do modelo bouncer, z = 1 marca uma mudanca de comportamento. Tomamos entao para
andlise
Vo
=1 — ———— =1 — V@& =200 +4e’n,

V203 + 4€*n

mas neste caso de mudanca de comportamento, n = n, e portanto

Ve 203
4€2

A Eq.(4.7) fornece uma expressao analitica para a obtencao do numero de crossover n,,

(4.7)

Ny =

em funcao somente da velocidade inicial V; da particula e do parametro de controle e.
Enfatizamos que, pela primeira vez, obtivemos resultados analiticos que concordam

completamente com o que ja foi verificado empiricamente para o modelo bouncer{47].

Leis de escala

Leis de escala sao ferramentas fornecidas pela analise de propriedades estatisticas de um
sistema de interesse [48]. Uma lei de escala sempre esta associada a hipdteses de escala, as quais
introduzem também o conceito de expoentes criticos.

Mostraremos agora que os resultados analiticos discutidos anteriormente concordam
completamente com andlises de escala ja feitas na literatura tanto para o modelo Fermi-Ulam
quando para o bouncer.

Primeiramente, a andlise de escala feita para o modelo Fermi-Ulam na Ref.[35] forneceu

as seguintes hipdteses de escala:
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1. O crescimento da velocidade média é proporcional ao nimero de iteracoes elevado a um

expoente critico de crescimento 3, portanto

(V) ocn?. (4.8)

2. O regime de saturacao da velocidade média é proporcional ao parametro de controle e

elevado a um expoente critico de saturacao «, portanto

VSAT x &% . (49)

3. O numero de iteragdo que marca a mudanga de crescimento para saturagao, ou seja, o
segundo nimero de crossover é proporcional ao parametro de controle ¢ elevado a um

expoente critico de escala z, portanto

nl, o e* . (4.10)

Com essas trés hipoteses de escala, é possivel descrever o comportamento da velocidade
média do FUM com uma funcao homogénea generalizada. Este procedimento é utilizado e

descrito em vérias referéncias [35, 39, 47] e, através dele, podemos obter a seguinte lei de escala
para o FUM

z:%—2. (4.11)

Comparando rapidamente com os resultados analiticos anteriores, o expoente de
crescimento é, de fato, f = % e o regime de saturagao Vgar € associado com o limite feito
na Eq.(4.5), fornecendo entdo o expoente de saturagdo o = % Portanto, pela lei de escala
apresentada na Eq.(4.11) temos que o expoente de escala z = —1, resultado que também foi
previamente obtido na Eq.(4.4).

Nao obstante, quando analisamos o caso em que a velocidade inicial nao é desprezivel,
ainda temos a escala adicional marcada pelo primeiro nimero de crossover n,, o qual também
segue o que foi evidenciado na literatura n, o (%)2 que pela Eq.(4.3) confirmamos este fato.

Por fim, as andlises de escala para o modelo bouncer sao diretamente associadas ao
procedimento adotado para o FUM. O expoente de crescimento %, fornecido pela expansao em
série da funcdo (V') e os expoentes de escala do nimero de crossover n,, dada pela equagao
Eq.(4.7) também concordam completamente com o que foi verificado na Ref.[47], seguindo as

leis escala estabelecidas.
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4.3 Simulacao numérica X Abordagem analitica

Enfim, esta secao é dedicada exclusivamente para a comparacao entre os resultados
obtidos por simulagoes computacionais das dinamicas dos modelos Fermi-Ulam e bouncer e a

teoria analitica desenvolvida neste projeto.

10-1 IR L I — T
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—— Abordagem Analitica
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Figura 4.3: Comparacao entre os dados da simulagao numérica e o procedimento analitico para o
FUM. Consideramos um ensemble de 10° particulas, todas com velocidade inicial Vo = 2 x 1073
iteradas até 10° colisoes. O parametro de controle foi adotado € = 4 x 10~*. As linhas tracejadas
correspondem ao valor calculado analiticamente para n,, n., mostrando também o plato de
saturagdo em /e.

A primeira comparacao entre os dados obtidos via simulagao numérica e a abordagem
analitica feita para o FUM é mostrada na Fig.4.3. O grafico mostra a velocidade média para um
ensemble de 10? particulas, todas com velocidade inicial V; = 2 x 10~ e fase inicial escolhida no
intervalo ¢g € [0, 27]. As predigdes analiticas para o primeiro crossover n,, dada pela Eq.(4.3),
para o segundo crossover nl, dada pela Eq.(4.4) e para o platd de saturacdo, fornecida pela
Eq.(4.5) sao apresentadas no mesmo grafico pelas linhas tracejadas.

A predicao analitica do comportamento da velocidade média para o FUM, dada pela
Eq.(4.1) claramente mostra um bom ajuste com os dados da simulagao. De fato, o ajuste poderia
ser melhor se nao fosse pelos efeitos da difusao andmala para valores maiores de velocidades.
Nessa regiao do espaco de fases a densidade de probabilidade nao sofre uma difusao normal,

apresentando um comportamento complicado, como evidenciado na Fig.4.3. Esse fenomeno
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também explica as flutuagoes na regiao n > n!. Outro fator que corrobora com o erro no
ajuste dos dados numéricos é a aproximagao para o valor da primeira curva invariante spanning
Virsc = 24/¢, a qual nao é perfeitamente elaborada para o FUM.

No entanto, quando consideramos um ensemble maior, ou seja, mais particulas no FUM
para uma melhor estatistica, o ajuste se torna cada vez melhor. Isso pode ser evidenciado na
Fig.4.4, onde mostramos mais comparacoes entre dados de simulacao e a abordagem analitica,

agora com trés diferentes valores de velocidade inicial Vj e parametro de controle e.
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Figura 4.4: Comparacao entre os dados da simula¢ao numérica e o processo analitico para trés
diferentes wvalores de velocidade inicial Vi e parametro de controle € do FUM. Os simbolos
representam os dados da simulacao computacional e as linhas tracejadas correspondem a
predicio analitica. Consideramos um ensemble de 10* iteradas até 107 colisoes.

Podemos observar que a abordagem analitica definitivamente concorda com os dados
numéricos provenientes da simulacao da dinamica do modelo Fermi-Ulam. Concordando até
mesmo para valores relativamente altos de €, onde é de se esperar um erro devido a aproximacao
da posicao da primeira curva invariante.

Agora apresentamos as mesmas comparagoes para o modelo bouncer. A Fig.4.5 mostra o
comportamento do valor médio das velocidades em funcao do nimero de iteragoes. Escolhemos
um valor especifico para o parametro de controle e = 10, para o qual o espaco de fases da
dinamica seja composto essencialmente pelo mar de caos.

Analisando a Fig.4.5, podemos perceber rapidamente que a abordagem analitica prediz
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Figura 4.5: Comportamento do valor médio das velocidades em funcdo numero de iteragoes
para o modelo bouncer. A curva preta mostra os dados obtidos pela simulag¢ao numérica da
dinamica, jd a vermelha tracejada equivale a predi¢ao analitica. Consideramos um ensemble de
10® iteradas até 10* colisoes.

muito bem a simula¢do numérica. O numero de crossover n, foi calculado pela Eq.(4.7)
resultando em n, = 24,9, marcando a linha tracejada. E, de fato, esse valor marca a mudanca
de comportamento do valor médio de velocidades, caracterizada pela quebra de simetria da
distribuicao das densidades de probabilidade.

A predig¢ao analitica para o modelo bouncer é muito melhor comparada com o modelo
Fermi-Ulam. O ajuste é praticamente perfeito. Isso ocorre pois o espago de fases da dinamica

do bouncer é composto essencialmente pelo mar de caos, permitindo que a densidade de

1
2

temporal. Esse comportamento é analogo ao que ocorre na regiao de baixas velocidades do FUM,

probabilidade sofra uma difusao normal, marcada pelo expoente caracteristico = na sua evolucao
evidenciado na Fig.4.1.

Exatamente como apresentamos para o FUM, a Fig.4.6 mostra mais comparacoes entre
dados das simulagoes e a abordagem analitica, agora com trés diferentes valores de velocidade
inicial V; e parametro de controle e, para um ensemble ainda maior, obtendo assim uma
melhor estatistica. E interessante ressaltar que através da Eq.(4.7), dos valores das velocidades
iniciais V{ e dos valores dos parametros €, podemos obter analiticamente para cada caso o

primeiro nimero de crossover, sabendo entao de antemao quantas iteracoes do mapeamento sao
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Figura 4.6: Comparacao entre os dados da simula¢ao numérica e o processo analitico para trés
diferentes valores de velocidade inicial Viy e parametro de controle € para o modelo bouncer. Os
stmbolos representam os dados da simulacdo e as linhas tracejadas correspondem a predicdao
analitica. Consideramos um ensemble de 10° iteradas até 10* colisoes.

necessarias para a quebra de simetria acontecer e observamos somente o crescimento ilimitado
de velocidade.

O crescimento ilimitado de velocidade, ou em outros termos, a difusao ilimitada de
energia ¢é caracteristica do fendmeno conhecido como aceleragao de Fermi. E possivel observar
esse fenomeno no modelo bouncer pois nao consideramos dissipagao. Entretanto, como estamos
interessados nos processos difusivos em regioes cadticas do espaco de fases, o modelo bouncer
nao dissipativo fornece perfeitamente a conexao entre estudos de difusao e sistemas dinamicos.

O resultado mostrado na Fig.4.6 é mais uma prova de que a teoria da difusao
pode ser abstraida para analisar a densidade de probabilidade em um espago matematico
composto por todos os estados possiveis de um sistema dinamico, descrevendo completamente o
comportamento de um observavel fisico. No nosso caso, além de descrever o comportamento das
velocidade médias para os modelos Fermi-Ulam e bouncer, a abordagem analitica baseada na
solucao da equacao da difusao fornece também predicoes analiticas para o primeiro e segundo

nimero de crossover e para o plato de saturacao no cado do modelo Fermi-Ulam.



CAPITULO

5

Consideracoes Finais

Este capitulo final é dedicado as consideracoes finais do trabalho. A primeira
secao fornece as conclusoes finais para o estudo dos modelos Fermi-Ulam e bouncer
através da analise de difusao no espago de fases dos sistemas. Ja a segunda secao
¢é dedicada a apresentacao de perspectivas para investigacoes futuras baseadas no

estudo da presente dissertacao.

5.1 Conclusoes

Este trabalho é uma combinacao entre sistemas dinamicos descritos por mapeamentos
discretos nao lineares e a teoria de processos de difusao.

Nosso estudo se baseou inicialmente em uma familia de mapeamento bidimensionais, a
qual recupera dois modelos do acelerador de Fermi, o modelo bouncer e o modelo Fermi-Ulam.
Propomos uma abordagem analitica original, baseada na solucao da equacao da difusao para
o espaco de fases dos modelos, no intuito de descrever o comportamento de observaveis dos
sistemas. O observavel de nosso interesse nesses modelos é a velocidade média das particulas,
a qual apresenta certas mudancas de comportamento durante a dinamica, mudangas que
acontecem devido a quebra de simetria da distribuicao da densidade de probabilidade.

Supusemos inicialmente que a difusao no espaco de fases ocorre somente ao longo variavel
acao, associada as velocidades das particulas. Mostramos que essa suposicao é realmente valida
para a regiao de nosso interesse.

Comparamos a abordagem analitica com as simulagdes numéricas computacionais dos
modelos Fermi-Ulam e bouncer e verificamos que, de fato, a teoria e a conexao descrita neste
estudo sao adequadas para o problema proposto.

Por fim, todas as predicoes analiticas feitas tanto para o modelo bouncer, quando para

o Fermi-Ulam concordam perfeitamente com o que foi previamente verificado na literatura.
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Nossas predigoes analiticas também seguem rigorosamente as leis de escala apresentadas em

outras pesquisas para esses modelos.

5.2 Perspectivas

No decorrer de nossos estudos, observamos e verificamos que o formalismo teérico e
analitico fornecido pela equacao da difusao pode ser utilizada na descricao de muitos processos
de interesse no estudo de sistemas dinamicos em geral.

Acreditamos que, uma vez estabelecida esta abstracao do conceito de difusao para
analise em um espago matematico como o espago de fases, podemos imaginar e investigar
novas analogias com outras areas da fisica e da ciéncia em geral.

Finalmente, temos como perspectiva explorar ainda mais a teoria de processos difusivos
para modelos similares ao Fermi-Ulam e bouncer. A conexao com o estudo de bilhares, em
particular os que apresentam fronteiras oscilantes, é eminente, uma vez que esses bilhares

apresentam fenomenos semelhantes aos ja estudados nesta pesquisa.
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