AVA
AVAVAVY

unesp ™

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

PROGRAMA DE

PéS-(%F\U}QU/A(;AO

AREA DE CONCENTR[CAO EM FiSICA APLICADA

PROPRIEDADES DE TRANSPORTE CAOTICO EM
MAPEAENTOS HAMILTONIANOS NAO LINEARES

Laura Helena Pozzo

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS ECIENCIAS EXATAS
RIO CLARO



‘@
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”

Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Campus de Rio Claro

D
b

Propriedades de Transporte Cadtico
em Mapeamentos Hamiltonianos Nao
Lineares

Laura Helena Pozzo

Dissertacao apresentada ao Instituto
de Geociéncias e Ciéncias Exatas do
Campus de Rio Claro, da Universi-
dade Estadual Paulista “Julio de Mes-
quita Filho”, como parte dos requisitos
para a obtengao do titulo de Mestre em
Fisica.

Orientador
Prof. Dr. Edson Denis Leonel

Rio Claro - 2020



Pozzo, Laura Helena
Propriedades de Transporte Cadtico em Mapeamentos
Hamiltonianos N&o Lineares / Laura Helena Pozzo. -- Rio Claro, 2020
42 p. : il., tabs.

P894p

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro
Orientador: Edson Denis Leonel

1. Transporte caético. 2. Sistema Hamiltoniano. 3. Histogramas. 4.
Probabilidade de sobrevivéncia. 5. Expoentes dindmicos. I. Titulo.

Sistema de geracdo automatica de fichas catalograficas da Unesp. Biblioteca do Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Campus de Rio Claro

Laura Helena Pozzo

Propriedades de Transporte Cadtico
em mapeamentos Hamiltonianos Nao
Lineares

Dissertacao apresentada ao Instituto
de Geociéncias e Ciéncias Exatas do
Campus de Rio Claro, da Universi-
dade Estadual Paulista “Julio de Mes-
quita Filho” | como parte dos requisitos
para a obtencao do titulo de Mestre em
Fisica.

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Edson Denis Leonel
Prof. Dr. Antonio Marcos Batista
Prof. Dr. Juliano Antdnio de Oliveira

Conceito: Aprovada

Rio Claro/SP, 27 de Fevereiro de 2020



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a minha familia, especialmente aos
meus pais e minha irma, por todo carinho, apoio e compreensao
no decorrer desses anos. Obrigada por sempre acreditarem em
mim.

Ao meu amigo e orientador Prof. Dr. Edson Denis Leonel, por
toda a dedicacao, pelas licoes académicas e de vida, pela compre-
ensao e principalmente por ter me aceitado como orientanda. O
seu entusiasmo nos faz querer ser sempre pessoas e pesquisadores
melhores.

Ao meu melhor amigo e companheiro Henrique Reatto Porcel,
uma pessoa muito especial em minha vida, em todos os momentos
me apoiou, me incentivou e me encorajou a seguir em frente.

Aos amigos que conheci durante a graduacao: Patricia, Luiza,
Laura, Gustavo, Danilo, Murilo, Tardivo, Toso, Rodrigo e José.
Obrigada pelos momentos de descontracao, alegria e também pelo
apoio durante todos esses anos.

Aos amigos do Laboratério de Dinamica Nao-Linear. Célia
Kuwana, Anderson Silva, Dr. Diogo Costa e a todos os demais
colegas, obrigada pela amizade e pelas conversas e debates sobre
nossa pesquisa, aprendi muito com todos voces.

Agradego ao Departamento de Fisica da Unesp de Rio Claro, a
todos os professores e funcionarios, pela paciéncia e por partilhar
os conhecimentos que levaremos para toda a vida.

O presente trabalho foi realizado com o apoio da Coordenagao
de Aperfeigopamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CA-
PES) - Cédigo de Financiamento 001.

A todos aqueles que de alguma forma estiveram e estao
préoximos de mim, muito obrigada.



Resumo

O tema principal deste trabalho é o estudo de algumas propri-
edades de transporte cadtico presentes em mapeamentos Hamil-
tonianos nao lineares. O mapeamento discreto de investigacao é
descrito por duas equacoes de recorréncia, a primeira referente a
coordenada agao, J, e a segunda a coordenada angulo, 6. O sis-
tema tem dois parametros de controle, € que controla a transicao
de integravel, quando € = 0, para nao integravel, quando € # 0 ;
e v que fornece a forma da divergéncia da variavel 6. Particulas
presentes na regiao de caos nao podem adentrar a regiao das ilhas
de estabilidade, do mesmo modo que nao podem cruzar as curvas
invariantes, o que acarretaria na violagao do teorema de Liouville.
Entretanto, quando as particulas passam proximas as ilhas de es-
tabilidade assim como proximas as curvas invariantes elas podem
ficar aprisionadas temporariamente afetando as propriedades de
transporte ao longo do caos. Investigaremos como ocorre o trans-
porte de particulas em diferentes regices do caos e a influéncia
das ilhas de estabilidade em tal transporte.

Palavras-chave: Transporte cadético, Sistema Hamiltoni-
ano, Histogramas, Probabilidade de sobrevivéncia, Ex-
poentes dinamicos.



Abstract

The main theme of this work is the study of some chaotic trans-
port properties present in nonlinear Hamiltonian mappings. The
discrete investigation mapping is described by two recurrence equa-
tions, the first one for the action coordinate, J, and the second
for the angle coordinate, 8. The system has two control parame-
ters, € which controls the transition from integrable when ¢ = 0
to non-integrable when ¢ # 0; and ~ which gives the divergence
form of the 0 variable. Particles present in the region of chaos
can not enter the region of the periodic islands as well as can not
cross invariant curves, resulting in violation of Liouville’s theo-
rem. However when particles pass close to the islands of stability
as well as near invariant curves they can be temporarily trapped
affecting the transport properties along the chaos. We will inves-
tigate how the particle’s transport occurs in different regions of
chaos such as the influence of stability islands on such transport.

Keywords: Chaotic transport, Hamiltonian system, His-
tograms, Probability of survival, Dynamical exponents.
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Introducao

Um sistema dinamico nao linear deterministico, pode apresentar sensi-
bilidade a pequenas mudancas de condic¢oes iniciais. Esta sensabilidade as
condicoes iniciais caracteriza um comportamento imprevisivel e aperiédico e
que aparenta ser aleatério. Tal comportamento é denominado cadtico e sera
o objeto de estudo de nosso trabalho [1].

E importante destacar a diferenca entre sistemas denominados cadticos de
sistemas aleatorios, estocdsticos. Um sistema cadtico tem como caracteristica
ser deterministico, as diretrizes que regem o sistema sao conhecidas. Uma
particularidade desse sistema é que ao analisarmos duas condicoes iniciais
préximas evoluindo exponencialmente com o tempo, observamos que quando
afastadas, a dinamica do estado de uma das condi¢oes nao pode dizer nada
sobre a outra. Isso demonstra a nao linearidade das equacoes e a sensibilidade
a pequenas condicoes iniciais. Sistemas cadticos sao implementados em diver-
sos estudos e pesquisas, como: mercado financeiro, telecomunicacao, estudo
da genética, aplicacoes em medicina, em estudos metereologicos e geolégicos,
entre outros casos [2, 3]. J4 um comportamento aleatério se caracteriza por
ser nao deterministico, ou seja, o sistema evolui de forma totalmente im-
previsivel, nao havendo equacoes ou um conjunto de sistemas que regem o
movimento. O comportamento aleatorio é estudado em fisica estatistica e
como ferramenta para calcular a probabilidade de fenomenos ocorrerem [4].

No decorrer da histéria sobre o estudo de sistemas dinamicos nao lineares,
alguns dos pioneiros a estudar essas dinamicas foram Jules Henri Poincaré e
Edward Lorenz. Poincaré, por volta de 1880, foi o primeiro cientista a consi-
derar a possibilidade de um comportamento caético em sistemas dinamicos
deterministicos, em seus estudos sobre drbitas planetarias [5].

Poincaré pesquisava um problema dinamico envolvendo trés corpos, até
o momento a dinamica para o caso de dois corpos ja havia sido resolvida
por Isaac Newton, Poincaré considerou em suas andlises a introducao de
massa gravitacional num sistema duplo. Logo percebeu que sua dinamica
envolvendo trés corpos nao era integravel e que se tratava de um sistema nao-
linear, pois o nimero de equagoes trabalhadas era insuficiente para explicar o



sistema. Ele percebeu em seus estudos a sensibilidade do sistema as condigoes
iniciais, suas analises sobre o tema eram préximas ao que denominamos hoje
de um comportamento cadtico.

Outro importante pesquisador a estudar o comportamento cadtico de sis-
temas dinamicos nao lineares foi Edward Lorenz [6, 7], a partir de seus traba-
lhos com metereologia. Na época, calculava-se a previsao metereologica por
métodos lineares, utilizando dados experimentais colhidos durante os dias,
como a velocidade do vento, a temperatura, a umidade relativa do ar, en-
tre outros parametros. Acreditava-se que o método linear para estudar as
previsoes do tempo eram suficientes para entender e formular solugoes da
metereologia. Lorenz estava hesitante quanto essas suposicoes, em 1956, de-
cidiu selecionar um sistema de equacoes diferenciais nao lineares para avaliar
a validagao do método linear. As equacoes que descreveram a dinamica dos
processos atmosféricos foram: A equacdo de Navier-Stokes, a equagao de
conducao de calor e a equagao de conservacao da massa.

Com isso, Lorenz utilizou calculos numéricos para gerar os dados de suas
equacgoes. Nas simulagoes, imaginava-se que quando ocorressem pequenas al-
teragoes nas condigoes iniciais, as mudancas seriam muito pequenas. Mas o
que Lorenz obteve foi o contrario, as pequenas modificagoes nas condigoes ini-
ciais provocaram efeitos desproporcionais em suas medidas. Lorenz verificou
que para intervalos curtos, no caso do experimento refere-se a alguns dias, os
efeitos produzidos eram insignificantes, mas para intervalos longos de tempo,
no decorrer de um mes, os efeitos produziam resultados completamente di-
ferentes. Chegou-se a essa conclusao apds digitar seus dados com algumas
casas decimais a menos, esperava-se que o resultado nao tivesse muitas al-
teracoes, mas a pequena alteracao de casas decimais provocou uma grande
mudanca. Com o decorrer dos anos, cientistas verificaram que a mesma im-
previsibilidade que Lorenz obteve em suas simulacoes eram encontradas em
muitos estudos tedricos e experimentais [8, 9, 10].

Assim, no contexto do estudo de sistemas cadticos, nesta dissertagao te-
mos por objetivo o estudo de transporte cadtico de particulas transitando
entre regioes predeterminadas do espaco de fases.

No Capitulo 1, descreveremos sobre o Sistema Hamiltoniano de estudo,
falaremos sobre pontos fixos e suas classificacoes, que serao importantes para
a abordagem do transporte proximas as regioes de estabilidade no espaco
de fases. Descreveremos também sobre a localizacao das curvas invariantes
spanning, elas delimitam a amplitude do mar de caos, confinando-o, e serao
de extrema importancia para o estudo de transporte quando considerarmos
as janelas distantes das ilhas de movimento regular.



O Capitulo 2 abordara os resultados obtidos durante a realizacao do mes-
trado, analisamos o transporte cadtico através de histogramas e pela pro-
babilidade de sobrevivéncia, variando inicialmente apenas o parametro de
perturbacao € e posteriormente variando também o parametro v do nosso
mapeamento. Vamos discutir a relacao da variacao dos parametros no trans-
porte cadtico das particulas.

O Capitulo 3, sera dedicado as conclusoes do trabalho e perspectivas para
a continuacgao dos estudos de transportes referentes a esse mapeamento.
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Capitulo 1

O modelo

Neste Capitulo apresentaremos o modelo do mapeamento que sera objeto
de estudo desta dissertacao. Descreveremos sobre a conservacao de area no
espago de fases a partir do determinante da matriz Jacobiana. Obteremos os
pontos fixos e a descricao da curva invariante spanning.

1.1 Mapeamento

Para realizarmos a construgao do mapeamento discreto consideraremos a
hamiltoniana da forma

H(J1, Ja,61,02) = Ho(J1, J2) + eHi (1, J2, 01, 02), (1.1)

onde J; corresponde a variavel acao e #; a variavel angular, sendo ¢ = 1, 2.
Podemos observar que o parametro de controle € define a magnitude do aco-
plamento entre Hy e H; assim como controla a transicao de um sistema
integrdvel para nao integravel [11]. Um sistema integrdvel é aquele que
apresenta o mesmo numero de graus de liberdade no sistema em relacao
ao numero de constantes de movimento, caso a igualdade seja satisfeita, o
espaco de fases apresenta uma dinamica regular e esta confinado a superficies
toroidais. Quando a igualdade nao é valida, o sistema passa a ser nao in-
tegravel, as superficies toroidais sao aniquiladas no espaco de fases e comecam
a coexistir ilhas periddicas e regioes de mar de caos. Consideraremos um sis-
tema Hamiltoniano autonomo de dois graus de liberdade. Se este sistema
for integravel, a sua Hamiltoniana H pode ser escrita nas variaveis de acgao-
angulo Jy, Jo, 01, 5. Assim, sendo a energia do sistema constante, a primeira
integral de movimento do sistema, a dimensao do espago de fases é reduzida
de quatro para trés variaveis dinamicas. Pode-se entao isolar a variavel J; e
reescrever a hamiltoniana sem esta variavel.
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Espaco de fases sera definido neste trabalho como a representacao de
todos os estados possiveis do sistema dinamico, seu resultado é o conjunto
de todas as érbitas do sistema. A sequéncia cronoldgica de um determinado
estado inicial que evolui para uma dinamica que fornece o conjunto de estados
seguintes ¢ denominado érbita [12, 4].

Introduziremos uma secao de Poincaré definida pelo plano .J; x 6; e assu-
miremos que 6, é constante (mod 27). Um mapeamento bidimensional que
descreve qualitativamente o comportamento da Eq. (1.1) é

. { Jni1 = Jn + (O, Jui1) (1.2)

Opi1 = 00 + F(Jpg1) +ep(bn, Jni1)] mod (27)

sendo que h, F' e p sao fungoes nao lineares de suas variaveis e o indice n
retrata a enésima iteracao do mapeamento. Para que o mapeamento dado
na Eq. (1.2) preserve a drea no espago de fases, as expressoes de h(6,,, J,11)
e p(0yn, Jnt1) devem ser relacionadas como

8p(9n7 JnJrl) + ah(@n, Jn+1>

i =0 (1.3)

A escolha das fungoes F', h e p pode ser feita conforme o modelo a ser
investigado. Escolheremos h = sen(6,) e p = 0. Parao casode F' = 1/|J,.1|"
sendo v > 0 um parametro arbitrario, é conhecido na literatura que para
e = 0, o sistema é integravel ao passo que € # 0 o sistema exibe espaco de
fases misto [13, 14]. Fazendo-se essas consideragoes o mapeamento ¢ escrito

da forma
Jni1 = Jp + esenby,

T:
Oni1 = {(9“ + ﬁ} mod (27).

(1.4)

Este mapeamento sera objeto de investigacao no decorrer deste traba-
1

lho. No limite em que J,,; é suficientemente pequeno, a razao Tl fica
grande fazendo com que a variavel angular 6, fique descorrelacionada com
a variavel 6,. Entretanto, quando a agao J,.1 cresce, a razao m fica pe-
quena produzindo correlagao entre as variaveis angulares. A existéncia dessa
correlagao leva a regularidade no espago de fases criando as ilhas de estabi-
lidade, assim como as curvas invariantes spanning. A Figura 1.1 apresenta o
espago de fases para o mapeamento discreto dado pela Eq. (1.4). A Figura
1.1 (a) possui o parametro de controle e = 0, observa-se que o sistema é
regular, a coordenada acao J é constante enquanto a coordenada angular 6
estd igualmente distribuida ao longo do intervalo de [0, 27). As imagens se-

guintes, Figuras 1.1 (b) e (c¢) demonstram os espagos de fases para valores de

12



parametro de controle ¢ = 1073 e ¢ = 1072, respectivamente, ambos apresen-
tam um espago de fases misto em que ha ilhas de periodicidade coexistindo
com mares de caos. Em todos os casos considerou-se v = 1. Nas figuras que
exibem uma forma mista, pode-se notar curvas tracadas em vermelho que
representam as curvas invariantes spanning. Tais curvas delimitam a regiao
do mar de caos no espaco de fases.

=0
T

0.2

0.1

-0.1

-0.2

]
456 012345606

23
0 ® "9

01
(a)

Figura 1.1: Os espacos de fases ilustram a transicao de um sistema integravel,
referente ao parametro de controle € = 0, para um sistema nao integravel,
para valores de € # 0, as curvas em vermelho representam as curvas invari-
antes spanning.

Pelo Teorema de Liouville '[15], pode-se determinar se o espaco de
fases apresenta ou nao preservagao de area. Podemos determind-lo através
do determinante da matriz Jacobiana, onde,

0Jnt1 O0Jny1

— 0Jn 00,
J - 8077,«&»1 8077,+1 ’ (15>
0Jn 00

L Teorema de Liouville: € o efeito da evolucdo temporal de condicdes iniciais em um
sistema mecanico Hamiltoniano, independentemente de sua dinamica expandir ou contrair
no espaco de fases, o sistema serd invariante em seu volume.
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e os coeficientes sao dados por

o Mot _ 1,

0Jn
8Jn+1 _
o it =ecos(fy),
° 00n+t1 — 9l
0Jn [Jnr[7TE7
° 00p1 1 — ~e cos(6n)
8971 - |Jn+1|’y+1 ’
Logo,

aJn-H Qn-f—l aJn—l—l en—i-l
detJ = — . 1.
=, 6, o6, oJ, 0

Fazendo a substituicao dos coeficientes na Eq. (1.6), obtemos

2 g
detJ =1— ma cos(6,) + ma cos(6,,),

detJ = 1. (1.7)

Pelo Teorema de Liouville, quando detJ = 1 temos a preservacao da area
no espaco de fases. Isso revela que, independente das mudancas que ocorrem
no espaco de fases, quando variamos os parametros de controle, a area é
preservada.

1.2 Pontos fixos

O mapeamento discreto de investigacao é dado pela Eq. (1.4). A condigao
para se obter pontos fixos de perfodo 1 é [16]:

{ Jn+1:Jn:J7

Opir = 0+ 2mm, (1.8)

sendo m = 1,2, 3..., lembrando que a equacao em 6 do mapeamento é modu-
lada em 27, devemos acrescentar o termo 2msr.
Pela primeira equacao do mapa (1.4) e utilizando a primeira relacao da
Eq. (1.8), temos
J = J + esen(h). (1.9)

14



Logo,
0
Q—mﬁ—{ﬁ. (1.10)

Pela segunda equagao (1.4) e utilizando a segunda relagao de (1.8) en-
contramos

Oni1 :8—1-#:9—1—2”1%7 (1.11)
LI — (1.12)
|
Assim, teremos que
J=x (L) (1.13)
2mm

1.2.1 Classificagcao dos pontos fixos

Faremos a classificacao dos ponto fixos pelos autovalores da matriz Jacobi-
ana det(J — AI) =0 [17]. A matriz Jacobiana e seus respectivos coeficientes
foram dados a partir da Eq. (1.5). Dessa maneira, o det(J — \I) = 0 ser4,

1—A e cos (0)

det = =0. 1.14
€ [—# 1—#5008(9)—)\1 (1.14)
Assim,
~ve cos (6) e cos (6) [~e cos (0)
Ap=1————-+ — 4. 1.15
== e \/ Y Ve —
Faremos a seguinte consideracao:
J, seJ>0
/1= { —J, se J<0 ° (1.16)
Para 0 = 0 ¢ |J| positivo
e cos ()
o que conduz a,
1 [ 4\7
<—|— . 1.18
"o (76) (118)



Nestas condigoes temos um ponto fixo eliptico.

Para 6 = 0 e |J| negativo

[7—5 — 4 >0, (1.19)

|(]|v+1

0 que nos leva a
1[4\
m>— — (-) o (1.20)

21 \ e

Sabendo-se da relagao de valores que m pode assumir, temos neste caso
um ponto fixo hiperbdlico.

Para 0 = 7 e |J| positivo
{L + 4} >0, (1.21)
o que resulta em

mo_ L (i)”“_ (122

Assim, nestas circunstancia temos um ponto fixo hiperbdlico.

Para 0 = 7 e |J| negativo

ve
{W + 4} <0, (1.23)
de onde concluimos que,
1 [/ 4\t
el () as
T\ Ve

Nestas condigoes temos um ponto fixo eliptico.
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1.3 Localizacao da primeira curva invariante
spanning

Para localizar Jy;s., sendo fisc 2, o termo utilizado para identificar [18]
a primeira curva invariante spanning, faremos uma conexao com o mapa
padrao. De acordo com a referéncia [18], no mapa padrao (Chirikov-Taylor)
existe um valor K. = 0,9716.. onde o sistema exibe uma transicao de caos
local para caos global [19, 20]. O mapeamento ¢ dado por

T { Jni1 = J, + Ksenf,

1.2
Op+1 = [0n + Jny1] mod (27). (1.25)

Podemos observar pela Figura 1.2 que para valores de K < K, Figuras
1.2 (a) e (b), o espago de fases é misto e o mar de caos estd confinado por
curvas invariantes spanning, enquanto que para K > K., Figura 1.2 (c¢), as
curvas invariantes spanning sao destruidas e o mar de caos deixa de ser local
e passa a ser global no sistema, onde teremos difusao ao longo de J.

Utilizaremos essa propriedade em K = K. para descrever localmente a
posicao de Jy;s.. Assumindo que Jy;s. possa ser escrito como Jyiee = J*+AJ
a variavel dinamica J,41 ao longo do Jyjsc € Jpp1 = J* + Adpqg.

Podemos reescrever o mapeamento (1.25) como:

Adpyr = AJ, +esen(f,)

B , . (1.26)
9n+1 — en + (J*+AJn+1)71

Considerando, J,;1 > 0, podemos reescrever a segunda equacao do ma-
peamento da forma

1 AJn—f—l -
O = On + (1 + J—) . (1.27)

Expandindo em série de Taylor, considerando apenas os termos de 1 or-
dem e admitindo que % < 1, temos

1 AJ,i
Nomearemos J,11 como
1 AJnJrl

2fisc: first invariant spanning curve.
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K =0,97

T LR,

;.. .

Figura 1.2: Espagos de fases referentes ao mapa padrao para diferentes valo-
res do parametro de controle K.

Logo, as duas equacoes resultantes da aproximagao ficam escritas como

{ Adpiy = AJ, + esen(6,) (1.30)

en—i-l = en + Jn—l—l

Para que a primeira equacao do mapeamento fique na forma do modelo

~ . . ~ 74/ 1 .
padrao multiplicaremos tal equagdo por =47 € somaremos com ;- assim,

€
g+

Jpi1 = Jp sen(fy). (1.31)

Nomearemos o parametro Kyeivo como Koy = JVT‘EH Para eliminarmos

o sinal negativo da equagao, definiremos a variavel 8,, = ¢,, + w. Portanto,

| Jup1 = I+ Kepsen(¢n)
T { Pnt1 = On + i ’ (1.32)

18



e a posicao da curva invariante é obtida quando

Kef = < 220,9716... (1.33)
isto é,
1
ve |7
J* = { ] ) (1.34)
K.y
Se a variagao AJ for pequena, Jy;sc = J*, logo
~ e 71

Esta solugao é decisiva para o estudo de transporte cadtico (conceito
sobre transporte serd definido no préximo capitulo), pois a curva invari-
ante descreve a amplitude do mar de caos e deve estar sempre confinada a
Jeaos € (—Jfises +Jisc). Utilizaremos essas andlises para o estudo de trans-
porte cadtico que sera apresentado no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Transporte caodtico

Neste Capitulo estudaremos sobre as propriedades do transporte cadtico,
por meio de histogramas e probabilidades de sobrevivéncia. Faremos uma
discussao sobre a influéncia dos parametros de controle no transporte.

2.1 Conceito e metodologia

O transporte é o processo pelo qual as 6rbitas inicialmente localizadas em
uma regiao (janela) de origem evoluem para uma regiao (janela) de destino
[21]. Para estudarmos as propriedades de transporte serd necessario locali-
zarmos no espaco de fase a primeira curva invariante spanning, que obtivemos
analiticamente pela Equacao (1.35). Tal curva descreve a amplitude do mar
de caos confinado em Jegos € (—Jfise, +Jfisc). O mapeamento discreto de in-
vestigagao, Eq.(1.25) é descrito por duas equagoes de recorréncia, a primeira
referente a coordenada acao J e a segunda a coordenada angulo §. O sistema
apresenta dois parametros de controle, sendo eles € que controla a transicao
de integravel para nao integravel e v que fornece a forma da divergéncia da
variavel 6.

Este capitulo tem por objetivo o estudo de transporte de orbitas cadticas,
que ¢ investigado em termos do histograma de transporte e da probabilidade
de sobrevivéncia. O histograma fornece a frequéncia com que ocorre trans-
porte até a janela de destino em um determinado instante n. A probabilidade
de sobrevivéncia fornece a frequéncia com que as 6rbitas nao adentram a ja-
nela de destino.

Consideramos para a realizacao das simulagos a janela de origem como
sendo aproximadamente igual a zero na coordenada J. Em relacao a coor-
denada angular ¢ sua variacao ocorre de 0 a 2w, percorrendo todo o eixo
horizontal do espago de fases. No que se refere a janela de destino, em todos

20



os casos, sua localizacao estara abaixo da posicao média da curva invariante
spanning, Jgise, € acima da linha onde J = £Jf;,. X 0, 75.

2.1.1 Histogramas

O histograma H (n) fornece o nimero de drbitas que atingem a regiao de
destino na iteragao n [22]. Antes de iniciar o processo iterativo das condigoes
iniciais (CIs), H é definido como zero em todas as componentes. Em seguida,
0 processo iterativo ¢é iniciado. Se a orbita de uma CI chegar na regiao de
destino entao a componente da iterada de H é aumentada pela unidade e a
outra o6rbita é iniciada. H(n) depende do tamanho M do conjunto de Cls.
Neste trabalho para todos os casos M = 108 Cls, o histograma normalizado
de transporte é dado por:

h(n) = 7 (2.1)

Pela equacao do histograma podemos observar que, no inicio, todas as
condicoes iniciais estarao na janela de origem, logo, o niimero de 6rbitas que
atingem a regiao de destino é nula, mas conforme as iteragoes ocorrem cada
vez mais particulas atingem a regiao de destino. O estudo dessa propriedade
sera abordado na proxima secao.

2.1.2 Probabilidade de Sobrevivéncia

O segundo estudo de transporte cadtico é realizado através da probabilidade
de sobrevivéncia. Esta fornece a frequéncia com que as érbitas nao adentram
a janela de destino em um determinado instante n [23]. Antes de iniciar o
processo iterativo das condigoes iniciais (Cls), N é definido como zero em
todas as componentes. Em seguida, o processo iterativo das Cls ¢ iniciado.
Se a drbita de uma CI chegar na regiao de destino, armazenaremos o valor
da uiltima iteracao sem alcancar a janela de destino e outra érbita é iniciada.
A probabilidade de sobrevivéncia normalizada é dada por:

(2.2)

Pode-se observar que esta propriedade é oposta ao estudo de histogramas.
Enquanto os histogramas fornecem a frequéncia com que as 6rbitas adentram
as janelas de destino, a probabilidade fornece a frequéncia com que as 6rbitas
sobrevivem a janela de destino. Agora, quando analisamos a probabilidade
de sobrevivéncia nos instantes iniciais, o seu valor serd maximo, pois todas
as condicoes iniciais sobreviverao no espacgo de fases. Conforme as iteracoes
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ocorrem obervamos um decaimento dessa probabilidade, este decaimento sera
nosso objeto de estudo.

2.2 Janelas de origem distantes das ilhas de
periodicidade

Com a descricao da curva invariante spanning, podemos estudar o trans-
porte cadtico. Consideramos as janelas de origem distantes das regioes de
movimento regular, as janelas de destino serao definidas como uma regiao
do mar de caos localizada no espaco de fase em relacao a posicao média da
curva invariante spanning.

221 Ocasovy=1

Quando consideramos 7 = 1 obtemos os espacos de fases da Figura 1.1. A
Figura 2.1 ilustra o histograma h(n) para seis valores diferentes do parametro
e, conforme é demonstrado na legenda da Figura 2.1. Para cada curva de
h(n) observamos uma fungao crescente para n suficientemente pequeno, mas
conforme as iteragoes prosseguem, mais orbitas alcancam a janela de destino.
Observamos que cada curva de h(n) atinge um valor méximo e depois se torna
uma funcao decrescente.

Vamos estabelecer h,q, como o valor maximo de cada curva h(n) e n,
como o valor de n tal que h(n,) = hpq,. Nas vizinhangas de n,, as curvas de
h(n) sao descritas por uma fungao quadratica com boa aproximagao. Assim,
com os parametros de ajuste dessa funcao quadratica, obtemos as coorde-
nadas (1, Amae,) da transicdo do regime de crescimento para decaimento de
cada h(n).

A tabela 2.1 refere-se aos valores de n, € Ay, para todos os valores de
parametro de controle £ estudados.

A partir dos dados obtidos na tabela 2.1, pode-se realizar os gréaficos das
Figuras 2.2(a) e (b). A Figura 2.2(a) exibe o grafico de n, em fungao de
e e a Figura 2.2(b) o grafico de hp., em funcao de e. Observamos que as
grandezas Ny,q, € 1, dependem de €. Quando aumentamos o parametro ¢,
Nmae aumenta enquanto n, diminui.

Pelas Figuras 2.2(a) e (b) pode-se fazer um melhor ajuste dos dados
numeéricos, em lei de poténcia, para n, o " com o expoente negativo for-
nece n = —0,99 £ 0,05 e para hy,q < €° com o expoente positivo fornece
£ = 0,96 + 0,03. Com essas novas informacoes, pode-se apresentar uma
descricao de escala de h(n) [15, 24]. Os dados numéricos propoem que o
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Figura 2.1: Histogramas de transporte para diferentes valores de €, conside-
rando M = 108 ClIs.

histograma normalizado serd descrito por
h(n,e) = Ih(1°n, 1%) (2.3)

sendo [ o fator de escala e a e b os expoentes de escala. Como [ é um fator
de escala podemos escolhé-lo como [’c = 1, assim

| =10, (2.4)
A expressao pode ser reescrita como
h(n,e) = eV R(17/%p, 1), (2.5)

para n~n, temos que h~h,,,,;. Comparando este resultado com hy,q,; eh
temos

hmax X gil/ba (26)
0 que nos leva a concluir que

B=—-:. (2.7)
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Tabela 2.1: Valores de n, e hpq, para cada parametro de controle e.

Valores de e n, R
1x1072 80 0,00224807
9x10~3 96 0,00191833
8x10~3 143 0,00108142
7x1073 175 0,000952815
6x1073 281  0,000378055
5x1073 889 8,04287x107°
4%1073 287  0,000558336
3x1073 245  0,000871362
2x1073 387  0,000558254
1x1073 1385  0,00012818
9x1074 1747 0,0000813318
8x1074 1287  0,000142333
7x10~* 1166  0,000167164
6x1074 1324 0,000152871
5x1074 2148 8,28344x107°
4x10~* 2489  7,06622x107°
3x10~* 2807 6,79426x107°
2x1074 5000 3,37145x107°
1x10~* 7749 2,5629x107°

O préximo passo sera escolher [*n = 1, de modo que
| =nY9), (2.8)
A expressao pode ser reescrita como
h(n,e) = n"YDh(1,17%%), (2.9)

quando h=xh,,,, temos n~n,. Comparando este resultado com hy,q, o e? e
n, o " encontramos

g~ Vb = g=nle, (2.10)

o que conduz a
a

=-. 2.11
n= (2.11)
Com essas relagoes, podemos realizar as transformacoes de variaveis

h— h/eVY 5 p/ef (2.12)
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Figura 2.2: A Figura (a) representa n, em funcao de ¢, (b) representa os
valores de h,,q, em funcao de ¢.

n — ne=4Y 5 n /et
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Com as transformacoes de varidveis h — h/e’® e n — n/e", podemos
reconstruir a Figura 2.1 e observamos a sobreposicao das curvas de h(n), em
uma Unica curva universal, mostrando uma invariancia de escala em relacao
a h(n) conforme mostrado na Figura 2.3. O sistema ter a caracteristica
de ser uma invariancia de escala, expressa que independente das mudancas
dos parametros de controle, as curvas sempre terao como resultado a sua
sobreposicao.

10 E ‘ T T TTTITT ‘ T T TTTTTT ‘ T T TTTTI E
- ooe—1x10 |
10'E e=9x10"°| =
- oog=2x107| 3
@ i e=7x10" ]
\glo,z_ cee=5x10" |
£ F 3
10°F 4
-4 | RN RN
10 :
10° 10° 10° 10*

n /e’
p

Figura 2.3: Sobreposicao das curvas dos histogramas para valores diferentes
de e.

A probabilidade de sobrevivéncia, P(n), é a probabilidade da particula
sobreviver no espago de fases sem adentrar a janela de destino. Na Figura
2.4, para 7 = 1, analisamos o transporte para cinco valores diferentes do
parametro €.

Observamos que inicialmente, para todas as curvas, a probabilidade é
igual a 1. Com o decorrer das iteragoes a probabilidade de sobrevivéncia
comeca a decair, pois cada vez mais condicoes iniciais chegam a janela de
destino. Esse decaimento, para valores pequenos de n, é descrito por decai-
mentos exponenciais, como observado na Figura 2.5.

Sabendo-se que para valores pequenos de n as curvas se comportam como
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Figura 2.4: Probabilidade de sobrevivéncia para diferentes valores de ¢.
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Figura 2.5: Decaimento exponencial da probabilidade de sobrevivéncia para
valores pequenos de n
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decaimentos exponenciais, a equacao que descreve esse comportamento é

dada por P(n) = Ae*" [25].

Tabela 2.2: Tabela contendo os valores de « e o erro para cada coeficiente

encontrado para parametro de controle €.

Valores de ¢ o Erro
1x1072 0,0025198  3,98x107©
9x10~3 0,0021756  7,46x1076
8x10~3 0,0012166 2,13x10°¢
7x1073 0,0011087 1,76x1076
6x1073 0,00040776  3,60x10~7
5x1073 8,39x107° 1,47x1077
4%1073 0,00063851 1,06x107°
3x1073 0,0010389 2,31x107¢
2x1073 0,00066964 8,75x10~7
1x1073 0,00014642 1,88x107"7
9x10~* 8,97x107° 2,23x1077
8x10~* 0,00016216 8,46x10~7
7x1074 0,00019333 8,53x1077
6x10* 0,00018003 4,33x10~7
5x107* 9,54x107° 2,49x1077
4%x1074 8,12x107° 1,26x1077
3x10~* 7,90x107° 1,94x1077
2x10~* 3,87x107°  9,19x10~7
1x10~* 3,02x107° 5201077

Na tabela 2.2 descrevemos o comportamento do decaimento exponencial
para diferentes valores do parametro de contrelo €. Pode-se realizar um
grafico do parametro de decaimento o em funcao de € com os dados numéricos
de cada curva e fazer um melhor ajuste em lei de poténcia desses dados
[26, 27], como mostrado na Figura 2.6.

Com essas informacoes, reescalamos o grafico da probabilidade de sobre-
vivéncia n — ne* e obtemos a sobreposicao das curvas de P(n) para valores
pequenos de n, Figura 2.7.

Para valores grandes de n nao foi possivel encontrar uma curva universal
entre elas, pois se observamos as curvas das probabilidades, elas deixam de
ser o decaimento exponencial e passam a se comportar como um decaimento
em lei de poténcia ou uma exponencial esticada. Essa mudanca de comporta-
mento de um decaimento exponencial para um decaimento em lei de poténcia
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valores pequenos de n.
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ou uma exponencial esticada se deve ao fato da existéncia de regioes de peri-
odicidade nos espagos de fases, essa reducao da velocidade da probabilidade
de sobrevivéncia esta associada ao fenéomeno de aprisionamento denominado
stickiness.

Stickiness é o efeito de aprisionamento das particulas em regioes de es-
tabilidade no espaco de fases. Quando uma condicao inicial é iterada no
mapa, ela pode ficar confinada por um tempo préximas as ilhas de periodi-
cidade. Esse efeito de aprisionamento é motivo da mudanga do decaimento
da probabilidade de sobrevivéncia [26].

2.2.2 O caso v =3/2

Para o estudo de transporte com v = 3/2 realizamos o estudo por meio
dos histogramas e das probabilidades de sobrevivéncia, assim como fizemos
para v = 1. Os espacos de fases da Figura 2.8 descrevem o comportamento
do mapeamento quando mudamos o parametro €.

e=10" e=10"
004 c 1o 0'1L'\'\‘I‘_\‘\'H

0.02

J 0
-0.02
g il P S P P . ] P i I |
0'040123456 0'10123456
(a) 9 (b) 0
Figura 2.8: Espacos de fases para v = 3/2 com diferentes valores de

parametro de controle .

Podemos alegar que os espacos de fases permanecem mistos, com ilhas de
estabilidade coexistindo com o mar de caos, as curvas em vermelho represen-
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Figura 2.10: Probabilidade de sobrevivéncia, com v = 3/2, para diferentes
valores de parametro de controle ¢.
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tam as curvas invariantes spanning de menor energia, que serao importantes
para o estudo de transporte. Pode-se observar que conforme o parametro e
aumenta, ocorre um aumento do mar de caos no espaco de fases em relacao
a coordenada J e uma diminuicao das ilhas de periodicidade, essa mudanca
nos espacos de fases estd relacionada com a dinamica do estudo de trans-
porte cadtico. A Figura 2.9, descreve o comportamento dos histogramas
para diferentes valores de €.

Da mesmo forma que no caso anterior, incialmente a funcao é crescente,
com o desenvolvimento das iteragoes a fungao tem um méximo e comega a
decrescer. Quanto menor o valor de £ mais iteracoes sao necessarias para que
as condigoes iniciais alcancem a janela de destino, isso estd relacionado com
a quantidade de ilhas presentes no espago de fases.

De forma analoga estudamos a probabilidade de sobrevivéncia para dife-
rentes valores do parametro de controle €, com v = 3/2. Podemos observar
pela Figura 2.10 que inicialmente o decaimento ocorre exponencialmente para
valores curtos de n e posteriormente ela deixa de descrever um decaimento
exponencial passando a ser um decaimento exponencial mais lento podendo
ser uma lei de poténcia ou um exponencial esticada. Pode-se observar que
conforme diminuimos o parametro € surgem mais ilhas de periocidade nos
espagos de fases, esse aumento de ilhas faz com que as condicoes iniciais so-
brevivam por muito mais tempo sem adentrar as janelas de destino, sendo
necessarias mais iteracoes para que a probabilidade de sobrevivéncia decresga.

2.2.3 O casovy=2

Para v = 2, encontramos os espacos de fases para valores diferentes de ¢,
representados pela Figura 2.11. Observa-se que para o valor de ¢ = 107 a
regiao do mar de caos é muito pequena quando comparada com a regiao de
e = 1072, mas quanto menor o valor de ¢ mais ilhas de periodicidade h4 no
sistema, a dinamica dos espagos de fases sao equivalentes ao dos casos v = 1
ey=23/2

As analises dos histogramas e das probabilidades de sobrevivéncia foram
equivalentes aos anteriores. Logo, a Figura 2.12, descreve o comportamento
do transporte analisado por histogramas.

A Figura 2.12 representa a frequéncia com que as condigoes iniciais atin-
giram a janela de destino, para diferentes valores de parametros de controle.
Da mesma forma, a Figura 2.13, descreve o comportamento do transporte
analisado através da probabilidade de sobrevivéncia.

Observamos que quando fixamos o valor de parametro v, os espagos de
fase e o transporte variam de acordo com o parametro de perturbacao €. Nos
histogramas vimos que quanto maior o parametro de perturbacao menor é o
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Figura 2.11: Espagos de fases para v = 2 com diferentes valores de parametro
de controle €.

nimero de iteragoes necessarias para que as particulas alcancem as janelas
de destino. Quanto menor o parametro £, consequentemente, maior o tempo
necessario para que as particulas atinjam a janela de destino e menor o pico
entre a frequéncia da funcao crescente para decrescente. Isso é analisado a
partir dos espagos de fase, pois quanto menor o parametro € mais regular é
o espaco de fase e mais ilhas de estabilidade se apresentam nele.

Nas probabilidades de sobrevivéncia a andlise dos espacos de fase em
relacao a variacao do parametro € também ¢é valida. Quanto menor o parametro,
maior é tempo que as particulas sobrevivem no espaco de fases sem alcancar
as janelas de destino.
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Figura 2.13: Probabilidade de sobrevivéncia, com v = 2, para diferentes
valores de parametro de controle €.
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2.2.4 Comparacao entre valores diferentes de -y

Sabendo-se os resultados para cada valor de v, podemos analisar a com-
paracao entre o estudo de transporte cadtico quando mantemos fixo o valor
do parametro de controle € e variamos o parametro . A Figura 2.14, des-
creve os histogramas para e = 107 e ¢ = 1072, para valores de v = 1,3/2 e
2.

10— Ean Eatu ——r

s °—°£:1072,y:1 i

5 e=107,y=32] |

10 F 3 a=1072,y=2 E

i \ °—°e=10_3,y=1

i : oop=10",y=372| |

h1074? cog=10",y=2 E

10°F E

-6 Lo | |
1000 10° 10" 10°

Figura 2.14: Histogramas com diferentes valores de v para valores fixos do
parametro de controle ¢.

Observa-se que quando fixamos o parametro € e variamos o parametro
v, a dinamica do transporte se define por 7, quanto maior seu valor, mais
iteracoes sao necessarias para que as condicoes iniciais alcancem a janela de
destino. Isso se deve pelo efeito do aumento do parametro v no mapeamento
de discussao.

Quando analisamos o comportamento da probabilidade de sobrevivéncia
em relacao a variagao do parametro v, Figura 2.15, observamos a frequéncia
com que as condigoes iniciais sobrevivem no espago de fase sem adentrar as
janelas de destino.

Quanto maior o valor de 7, maior é o nimero de iteragoes para que
possamos observar o decrescimento da probabilidade de sobrevivéncia. Como
no caso anterior, isso se deve a menor interacao das variaveis angulo-acao. As
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Figura 2.15: Probabilidades de sobrevivéncia para diferentes valores de v
com valores fixos do parametro de controle ¢.

Figuras 2.16 e 2.17, demonstram os espacos de fase parae = 103 e e = 1072,
respectivamente.

Pelos espacos de fase, pode-se determinar que quanto maior o valor de 7,
mais rapido as condigoes iniciais do sistema se dinfudem no espaco de fases.
Para ¢ = 1073, v = 1 as curvas invariantes spanning estao estimadas em
Jise = £0,03 enquanto que para v = 2, Jyi,c = £0,12. Quando analisamos
a Figura 2.17, para e = 1072, as curvas invariantes spanning de menor energia
para v =1 é Jyise = £0,1 enquanto que para v = 2, Jy;sc = £0, 30.

Observamos que conforme aumentamos o valor de 7, com ¢ fixo, as
condicoes iniciais do sistema se difundem mais rapido, obtendo um espago
de fases com a varidvel acao crescente e com aumento de ilhas no sistema.
Isso esta conectado com o estudo de transporte cadtico, pois quanto maior
o valor de =, mais ilhas sao observadas e maior é o intervalo do mar de caos
no espaco de fases. As particulas levam um tempo maior para alcancarem as
janelas de destino, como vimos no histograma da Figura 2.14, e a probabi-
lidade de sobrevivéncia comega a decair com valores maiores de iteragoes se
compararmos a variagao do parametro v, como vimos na Figura 2.15, pas-
sando de um decaimento exponencial para um decaimento em lei de poténcia
ou uma exponencial esticada, devido ao fenomeno de stickiness.
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Figura 2.17: Espacos de fases com € = 1072 para diferentes valores de .
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Capitulo 3

Conclusao

Neste trabalho estudamos, a partir de um sistema Hamiltoniano nao
linear, a investigagao do transporte cadtico por meio de histogramas e pela
probabilidade de sobrevivéncia.

A partir da conexao do mapeamento de estudo com o mapa padrao foi
possivel obter a localizacao da primeira curva invariante spanning. Pode-se
definir regides no espaco de fase para o estudo do transporte caético. Quando
consideramos as janelas de origem distantes das regioes de movimento regular
e as janelas de destino como sendo a posicao média da curva invariante
spanning. Encontramos algumas caracteristicas no estudo de transporte.

Quando fixamos o parametro v e variamos o parametro de controle €, ob-
servamos que o histograma normalizado h(n) é uma funcao crescente para n
suficientemente pequeno, pois a maioria das érbitas ainda estao proximas da
janela de origem. Cada curva atinge um valor maximo e depois se torna uma
funcao decrescente. Isto é esperado, pois conforme as iteracoes prosseguem,
mais érbitas atingem a janela de destino e menos érbitas ficam remanes-
centes. Observamos também pela andlise dos histogramas que as grandezas
hmaz € 1y, obtidas pela aproximacao por uma fungao quadrética, dependem
de €. Quando aumentamos o parametro €, hy,q, aumenta enquanto n, dimi-
nui. Mostramos, apds consideracoes de escala, que o histograma apresenta
um comportamento universal para diferentes valores de ¢.

Ja a probabilidade de sobrevivéncia descreve um comportamento de de-
caimento exponencial para valores pequenos de n. Observamos que para va-
lores grandes de n o decaimento passa ser um decaimento de lei de poténcia
ou uma exponencial esticada, devido ao fenomeno de aprisionamento deno-
minado stickiness.

Quando fixamos o valor do parametro de controle € e variamos o parametro
v, foi notado que quanto maior o valor de v mais rapido as condigoes ini-
ciais do sistema se difundem no espago de fases. Essa relagao foi percebida
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ao analisar o transporte cadtico, quanto maior o valor de v, mais ilhas sao
observadas e maior ¢ o intervalo do mar de caos no espago de fases. Logo,
vimos que as particulas levaram um tempo maior para alcancarem as janelas
de destino e a probabilidade de sobrevivéncia comega a decair com valores
maiores de iteragoes.

Como perspectivas para esse trabalho, estudaremos o transporte cadtico
proximo das regioes de movimento regular, aproximando as ilhas de estabili-
dade por elipses inclinadas descritas em coordenadas polares. Analisaremos
o comportamento das probabilidades de sobrevivéncia e posteriormente o
processo de difusao préoximo e distante das ilhas de movimento regular.
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