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Resumo

Neste trabalho, os fundamentos teéricos e a implementacao computacional dos
principais métodos iterativos e técnicas de pré-condicionamento para solucao
de sistemas matriciais lineares nao-simétricos e esparsos sao discutidos. Sao
também apresentados resultados numéricos da aplicacao de tais métodos a

solugao do problema do fluxo magnetohidrodindmico (MHD) em canais.

Palavras-chave: Métodos iterativos, Pré-condicionadores, Matrizes esparsas,

Subespaco de Krylov.
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Abstract

In this work, we study iterative methods and preconditioning technics for
the solution of sparse unsymmetric linear systems, and we discuss their com-
putational implementation. Such methods are applied to the solution mag-
netohydrodynamics (MHD) channel flow, and related numerical results are

presented.

Keywords: Iterative methods, Preconditioning, Sparse matrix, Krylov

subspace.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Ao longo de todo este trabalho, serao discutidos formas eficientes de resolver
um sistema de equagoes lineares. Matematicamente, trata-se de um problema
relativamente simples, que pode ser posto como: dado uma matriz quadrada

A de ordem n e um vetor b de mesma ordem, encontrar um vetor x tal que
Az =b (1.1)

Porém, do ponto de vista computacional, especialmente em funcao das
limitacoes de memoria, esse problema pode se tornar muito complicado e,
em alguns casos, até mesmo impossivel.

Segundo Van der Vorst [34] a maior parte do tempo gasto em computa-
¢ao cientifica é destinado a solucdo de sistemas de equacoes lineares. Esses
sistemas em geral sdo muito grandes e exigem realmente um grande esforgo
computacional para serem resolvidos. Sendo assim, a tarefa de escolher uma
ferramenta adequada para auxiliar na solucao desses sistemas deve ser levada
a sério.

Nesse sentido, existem duas opcoes: escolher um método direto ou utilizar

uma técnica iterativa.
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1.2 A opcao pelos métodos iterativos

Imaginemos uma situagao comum em problemas realisticos onde precisamos
discretizar, através do uso de elementos (volumes) finitos, uma equagio
diferencial parcial em um dominio irregular. Suponha ainda que existem pon-
tos deste dominio onde a solucao apresenta grandes variacoes, exigindo por
isso uma forte discretizacao. Esta situacao surge naturalmente em um grande
numero de aplicacoes reais.

Uma vez que o namero de pontos (vértices dos elementos) da discretizagiao
determinara a dimensao do sistema linear, poderemos obter sistemas lineares
muito grandes impedindo o uso de métodos de solucao direta baseadas em
eliminacao Gaussiana, em funcao das limitacoes de memoria computacional.
Note que com a aplicacao do processo de eliminacao de Gauss, uma matriz
que era originalmente esparsa, como é o caso das matrizes que surgem desses
problemas, acaba se tornando praticamente densa. *

A alternativa entdo é partir para o uso dos métodos iterativos. Na pratica

isso precisa ser feito com a ajuda de uma técnica de pré-condicionamento como

veremos a seguir.

1.3 A necessidade de pré-condicionamento

Além de normalmente serem muito grandes, outra caracteristica das matrizes
que surgem de problemas reais é o fato de serem muito mal condicionadas. Co-
mo exemplo, podemos citar as matrizes que surgem de aplicacoes da dinamica
de fluidos computacional, como discretizagoes por elementos (volumes) finitos
das equagoes de Navier-Stokes em dominios irregulares [36].

Nessas matrizes, as propriedades espectrais nao favorecem a convergéncia

dos métodos iterativos, pois os autovalores se distribuem num intervalo mui-

*Durante o processo de eliminagdo Gaussiana posig¢oes que eram nulas podem passar a

ocupar elementos diferentes de zero. Na literatura, isto é conhecido como "fill-in".
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to grande ou alguns deles sao muito proximos de zero. Como resultado, os
métodos iterativos convergem muito lentamente e, muitas vezes divergem.

Uma saida para essa dificuldade é aplicar uma transformacao linear
adequada no sistema original para obter um sistema equivalente que pos-
sua propriedades espectrais mais favoraveis ao bom desempenho dos métodos
iterativos. Na pratica, pode ser comprovado que a aplicacao de uma técnica
adequada de pré-condicionamento melhora substancialmente a convergéncia de
um método iterativo. Atualmente existem duas classes de pré-condicionadores,
os implicitos e os explicitos.

Os pré-condicionadores chamados implicitos sao baseados em técnicas de
fatorizacao realizadas de forma incompleta, e aproximam diretamente a matriz
original do sistema. Para serem aplicados, esses pré-condicionadores exigem a
solugao de sistemas triangulares envolvendo os fatores calculados. Estes sao os
pré-condicionadores mais populares [26].

Os pré-condicionadores explicitos sao um pouco mais recentes e ainda nao
tao conhecidos e utilizados. Sao baseados na aproximacao direta da inversa
da matriz original e, por isso, sua aplicacao é reduzida a realizacao de um
simples produto matriz vetor. Essa classe de pré-condicionadores ¢ interessante
pelo fato de nao sofrer dos problemas tipicos dos métodos de fatorizacao que
geram os pré-condicionadores implicitos, como o caso de encontrar pivo nulo
durante a fatorizagdo LU. Além disso, a forma como sao construidos facilita
enormemente a utilizacao de arquiteturas em paralelo. Essas duas classes de

pré-condicionadores serao tratadas neste trabalho.

1.4 Um panorama dos métodos iterativos

Os métodos iterativos foram inicialmente desenvolvidos para resolverem gran-
des sistemas lineares com a matriz dos coeficientes diagonalmente dominante.
Nestas situagoes, esses métodos sempre foram amplamente utilizados, princi-

palmente em func¢do da pouca quantidade de memoria exigida por eles [26].



Introducao 4

Porém, a medida que os problemas se tornaram mais complexos, como
por exemplo, aqueles que surgem da aplicacao da técnica de elementos finitos,
os métodos iterativos eram praticamente abandonados. De acordo com Saad
|26], até o final dos anos 80 quase nenhum dos grandes pacotes comerciais
para problemas com elementos finitos incluiam métodos iterativos. Nesses
casos predominavam o uso dos métodos diretos.

Essa situagao comecou a mudar a partir do surgimento de técnicas itera-
tivas mais poderosas para solucao de grandes sistemas lineares. Na pratica,
o desenvolvimento dessas técnicas estd apoiado em trabalhos que surgiram a
partir dos anos 50.

Os métodos baseados em relaxacao, por exemplo, ganharam grande popu-
laridade e produziram uma rica teoria para os métodos iterativos [1]. Porém,
foi apenas a partir da criagao do método do Gradiente Conjugado por Heste-
nes e Stiefel [28] e do algoritmo de Lanczos para sistemas lineares [13] que os
métodos iterativos realmente comecaram a ganhar forga.

Definidas apenas para sistemas simétricos essas técnicas iterativas obtive-
ram grande sucesso e motivaram a criacao de outros métodos iterativos para
casos ndo simétricos. Nessa tendéncia, surgiram os trabalhos de Lanczos [19]
e de Arnoldi [23] que vieram completar a base dos atuais métodos iterativos
no subespago de Krylov T[23].

Neste trabalho abordaremos os principais métodos no subespago de Krylov
disponiveis na literatura especializada. Além do método dos Gradientes Con-
jugados, desenvolvidos para matrizes Simétricas Definidas Positivas (SDP),
abordaremos diversos métodos para casos nao simétricos, como, por exem-
plo, os métodos BiCG ("Bi-Conjugate Gradient”), CGS ("Conjugate Gradi-
ent Squared"), GPBICG ("Generalized Product Type Methods based BICG"),
GMRES ("Generalized Minimal Residual"), DQGMRES ("Direct Quase GM-

RES"), além de uma versdao do método BiCG sem o uso da matriz transposta,

'E o subespaco gerado por um vetor v; e sucesivas poténcias da matriz A aplicadas a

esse vetor.
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chamado TFBICG.
Atualmente, com o desenvolvimento de técnicas de pré-condicionamento,
os métodos iterativos ampliaram seu espaco e passaram a ser utilizados em um

numero bem maior de situagoes [26].

1.5 Os testes numeéricos

Todos os métodos iterativos e as técnicas de pré-condicionamento apresentadas
neste trabalho foram submetidos a testes praticos. Esses testes foram divididos
em duas etapas. A primeira corresponde a validacao dos cédigos implemen-
tados selecionando-se matrizes esparsas da colecdo "Matrix Market *"[21], e
os resultados obtidos foram comparados com outros resultados conhecidos em
trabalhos disponiveis na literatura.

Na segunda etapa, os métodos foram aplicados a um problema real obtido
de uma formulagao de Elementos Finitos Estabilizados do fluxo magnetohidro-

dindmico (MHD).

1.6 Notacao utilizada

Como é usual, letras maitsculas do alfabeto portugués representam matrizes
e letras minusculas representam vetores.

As letras gregas minusculas serao usadas para denotar escalares, e letras
gregas maiusculas, acompanhadas ou nao de uma variavel entre parénteses,

denotarao polindémios. Assim,
®; = ®,(t) = polinémio e o = escalar.

Quando aparecer ®;(A) entenda-se um polindmio na matriz A. O indice que

acompanha o polindmio sempre representa o grau deste polinémio.

!Trata-se de uma base de dados testes para uso em estudos comparativos de algoritmos

para algebra linear numérica.
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AT ¢ a transposta da matriz A e 27 é o vetor linha, transposto de z.
I representa a matriz identidade, isto é, uma matriz cujos elementos sao
tais que

aij:O € CLZZ:1

I,, é a matriz identidade de ordem n e e; é j-ésima coluna da matriz identidade.

Em geral, um polinémio aplicado a um vetor serd tratado como um vetor, e
expressoes que se reduzem a um escalar serao tratados com um escalar. Dessa
forma, IL;(A)r = vetor, e 27y = escalar.

(u,v) denota o produto escalar entre dois vetores,

(u,v) = Zuzvz (1.2)

O indice acompanhando um vetor ou um escalar geralmente denota o passo
do processo iterativo.

O simbolo B é usado para indicar o final da demonstragao de um teorema
ou da prova de uma proposigao.

Letras caligraficas representam subespacos vetoriais e o indice que as acom-
panha representa a dimensao do subespago.

Por fim, Span{vi,ve,...,v,} denota espago gerado pelos vetores

{’Ul,’UQ, .. .,Un}.

1.7 Organizacao da dissertacao

Esta dissertagao esta dividida em oito capitulos. No primeiro capitulo é apre-
sentado um panorama geral dos métodos iterativos, e a motivagao para o estu-
do e aplicacao desses métodos associados as técnicas de pré-condicionamento.
No capitulo 2 sao tratadas as técnicas de projecao, um pré requisito basico pa-
ra o estudo teorico dos métodos iterativos feito nos capitulos 3 e 4. As técnicas
de pré-condicionamento utilizadas sao tratadas no capitulo 5.

A parte pratica é abordada em dois capitulos. No capitulo 6 sao descritos

os aspectos gerais da implementacao computacional dos métodos apresentados
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nos capitulos anteriores, e os resultados dos testes numéricos sao apresentados
no capitulo 7.
Por fim, no dltimo capitulo, sao descritas as conclusées obtidas com a

realizagao deste trabalho.



Capitulo 2

Os métodos 1terativos e a técnica

das projecoes

A maioria das técnicas iterativas existentes para solugdo de grandes sistemas
de equagoes lineares utilizam um processo de projecao em sua formulacao
[23]. Um processo de projegdo representa uma forma canonica de obter uma
aproximacao para a solucao de um sistema de equacgoes lineares.

Considere o sistema linear

Ax =0 (2.1)

onde A é uma matriz real n x n. A idéia principal das técnicas de projecao
é extrair de um subespaco do IR"™ uma solucao aproximada para o problema
(2.1).

No contexto dos métodos iterativos isso significa resolver um sistema sim-
plificado Kxzy = b, onde K é uma matriz que aproxima a matriz A, e entao
tomar xy como uma aproximacao para x. O processo iterativo surge na medida

em que se deseja buscar uma correcao z que satisfacga
A(zg+2) =b. (2.2)

Isto fornece um novo sistema linear Az = b — Az, que novamente é resolvido
aproximadamente usando a matriz K. Este processo corresponde aos sucessi-

vos passos de um método de projecao ([23],[34]).

8
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Se K é este subespaco, chamado de subespaco das possiveis aproximacoes
ou subespaco de busca, e se m é sua dimensao, entao, em geral, m restrigoes
precisam ser impostas para que seja possivel extrair uma aproximacao. Uma
maneira tipica de descrever essas restri¢des é impor m (independentes) condi-
¢oes de ortogonalidade. Especificamente, o vetor residuo b— Az é condicionado
a ser ortogonal a m vetores linearmente independentes. Estas restri¢oes defi-
nem um outro subespaco £, também de dimensao m, chamado subespago das
restricoes.

A conexao entre a técnica de projecdo e os métodos iterativos é clara.
Quando resolvemos o sistema aproximado Kz, = b e tomamos zy como uma
solugao aproximada para o sistema original, estamos buscando uma solugao
aproximada no subespaco gerado pela matriz K. Além disso, nao basta bus-
carmos qualquer vetor z, pertencente & imagem da matriz K, é preciso impor
restricoes a solucao aproximada de forma que a cada passo do processo essa

solucao esteja, em algum sentido, mais proxima da solucao exata.

2.1 Meétodo de Projecao geral

Seja A uma matriz real de dimensao n e KC, £ dois subespagos do IR™ ambos
com dimensao m. Uma técnica de projecao sobre o subespago K e ortogonal
a L é um processo pelo qual se encontra uma solucao aproximada T para o
problema (2.1) impondo como condigdo que Z pertenca a K e que o novo vetor
residuo seja ortogonal a L, ou seja:

encontrar = € IC, tal que
b—Ar L L (2.3)

Se uma estimativa inicial zy para solucao é utilizada, deve-se buscar uma
aproximagcao no subespaco afim zy+ K e nao mais no subespago K. Isto requer
uma ligeira modificagdo da formulagio (2.3). O problema aproximado deve ser

redefinido como,
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encontrar T € xy + IC, tal que
b— Az L L. (2.4)

Note que se T é escrito na forma z = z¢ + d, e o vetor residuo inicial ry é
definido como

ro=0b— Az (2.5)
entdo a equacdo (2.4) torna-se:
b— AT =b— A(zg+0) L L

ou

TO—AéJ_ﬁ

Em outras palavras, a solucao aproximada pode ser definida como
T=x0+0, 6 €K (2.6)

(ro — Ad, w) =0, YweL. (2.7)

Este é um passo de projecao bésico, na sua forma mais geral. Grande parte
das técnicas padroes usam uma sucessao dessas projecoes. Nessa sucessao,
normalmente um novo passo de projecao usa um novo par de subespacgos IC
e L, e uma estimativa inicial xy igual & aproximacao mais recente obtida do

passo de projecao anterior.

2.2 Identificando o subespaco das solucoes apro-

ximadas

Estabelecida uma conexao entre os métodos iterativos e a técnica das pro-
jecoes o proximo passo é identificar o subespaco onde as sucessivas solugoes

aproximadas estao localizadas.
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Para isso, retomamos o sistema linear definido pela relacdo (2.2) e o re-
solvemos aproximadamente usando novamente a matriz K. Obtemos assim o
sistema linear aproximado

KZ() =b-— ASE(), (28)

que fornece a nova aproxima(;éo
X1 = Zo + 2. (29)

Repetindo esse procedimento para x; cria-se um processo iterativo que estabe-

lece as seguintes iteragoes bésicas,

Tit1 = Tit 2

= z;4+b— Az, (2.10)

onde b é o vetor obtido resolvendo Kb = b, e A a matriz que resolve KA = A.
A formulacdo (2.10) pode ser vista como as iteracoes basicas para o sistema
linear pré-condicionado

Az =, (2.11)

com aproximagdo K = I para A = K~'A [34].
Entdo, substituindo A por A, e b por b, por simplicidade, obtemos de
(2.10)

Tip1 = b —+ T; — A.Tz

onde foi usado que r; = b — Ax;.
Se este processo é repetido i + 1 vezes nés podemos observar que (2.12)
produzira

$i+1:.’11'0+7"0+7'1+7'2+...+7'i. (213)
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Além disso, multiplicando (2.12) por —A e somando b obtemos

b—A.T,'_H :b—ALE‘Z —A’f‘i, (214)
ou, equivalentemente
Tig1 = 13— Ar (2.15)
= (I—-A)r (2.16)
= (I-A){I—-Ar; (2.17)
= (I—-A4)"r (2.18)
= ®;1(A)ro, (2.19)

onde ®;,; é um polindémio de grau i + 1 tal que ®;;,(0) = 1.
Assim, supondo zy = 0 e usando as relages (2.13) e (2.16), obtemos uma

nova aproximagao no passo ¢ + 1

Ti+1 — ro+7mr+ro+...+71; (220)
= ) (I - A)yr (2.21)

§=0
€ Span{ry, Arg, ..., Ay} = Kit1(A4, o). (2.22)

Podemos concluir entao que a solucao aproximada ;1 esta no subespaco
Kiv1(A, o). Este tipo de subespago, gerado por um vetor, ro neste caso, e su-
cessivas poténcias de A aplicada a esse vetor, é chamado subespaco de Krylov.
No contexto dos métodos iterativos basicos a matriz K usada para resolver
o sistema aproximadamente é aquela cujas colunas formam uma base para o

subespaco de Krylov envolvido.

2.3 Resultados de otimalidade

Em um processo de projecao existem varias possibilidades de escolha para o

subespacgo das restrigoes £. Quando £ = K temos um processo de projecao
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ortogonal, pois nesse caso a restri¢do (2.3) imposta ao vetor residuo implica que
ele seja ortogonal ao subespago de busca K. Por outro lado, quando £ # K
essa mesma restricdo produz um vetor residuo ortogonal ao subespago L e,
conseqiientemente, obliquo ao subespaco de busca K. Dessa forma, quando
L # K, tem-se um processo de projecao obliqua sobre o subespaco .

Como veremos no capitulo seguinte, essa variedade na escolha do
subespacgo £ d4 origem a diferentes métodos iterativos, e cada um desses mé-
todos herda as propriedades do processo de projecao no qual se baseia. Dessa
forma, é importante buscar resultados que possam ser usados como ferramen-
tas para analisar a qualidade da aproximacao obtida através de um processo
de projecao.

Existem alguns resultados teéricos gerais que podem ser explorados sem
que se tenha de especificar quais sao os subespacos K e £ que estao sendo
usados.

Um exemplo desses resultados sao as duas propriedades de otimalidade dos
métodos de projecao, que sao satisfeitos pelas solugdes aproximadas em alguns
casos e que serao estabelecidas a seguir.

Consideremos primeiro o caso onde A é simétrica definida positiva.

Proposigao 2.3.1. Assuma que A é SDP e L = K. Entdo, um vetor € o
resultado de um método de projecao ortogonal sobre K com o vetor inicial x
se, e somente se, ele minimiza a A-norma do vetor erro (z, —x) sobre xy+IC,

1sto €, se e somente se

E(@)=_min E(z),

onde

e T, € a solucao ecata.
Consideremos agora o caso onde L é definido por £ = AK.

Proposicao 2.3.2. seja A uma matriz quadrada qualquer e assuma que

L = AK. Entdao o vetor T é o resultado de um método de projecio obliqua
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sobre IC, com o wetor inicial xo, e ortogonalmente a L se, e somente se, ele
minimiza a norma 2 do vetor residuo b — Ax sobre xq + K,i.e., se e somente

s€

R(z) = min R(z),

xr € zo+K

onde R(xz) =|| b— Az ||2 .

As provas para essas duas ultimas proposi¢oes podem ser encontradas em

[23].

2.4 Processos de projecao unidimensional.

Os casos de projecao unidimensional sao definidos quando IC é o subespaco
gerado por um vetor v e L é o subespacgo gerado por um vetor w. Neste caso,
a nova aproximagao toma a forma zx,; = 7, + av, e a restricdo imposta ao

vetor residuo ryy; = b — Axg,q € que
Tk+1 1 w.
Como

Tey1 = b— Az
= b— Az, — cAv

= 1 — aAv, (2.23)

da restricao imposta deduz-se que

(rka w)
(Av,w)

o= (2.24)

As trés escolhas mais populares para os vetores v e w sao consideradas a seguir.

2.4.1 Meétodo da descida maxima

O método de descida méxima é definido para o caso onde a matriz A é SDP.

Este método consiste em tomar em cada passo v = r e w = r, onde r é o vetor
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residuo, produzindo o seguinte algoritmo.

ALGORITMO 2.1:Método da Descida Maxima

1. Até a convergéncia facga:

2. r=b0— Az

3. a=(rr)/(ArT)
4. T=x+ar

5. fim.

Cada passo do algoritmo acima minimiza
fl@) =z — = [i= (Alz — 2.), (& — 2.)),

sobre todos os vetores da forma x + ad, onde d é a direcao oposta ao gradiente
da funcao f, isto é, d = —V f. A direcao oposta ao gradiente é, localmente, a

direcao que produz o mais rapido decréscimo no valor de f.

2.4.2 Método do residuo minimo

Para este método ndo é necessirio que a matriz A seja simétrica mas apenas
definida positiva, isto ¢, é apenas necessario que A + AT seja Simétrica De-
finida Positiva. Com relagdo aos vetores, toma-se v = r e w = Ar em cada
passo do procedimento, produzindo o seguinte algoritmo que minimiza a fun-

¢ao f(z) = ||b — Az ||3 na diregao do vetor .

ALGORITMO 2.2:Método do residuo minimo (MR)

1. Até a convergéncia faca:

2. r=b— Ax
3. a = (Ar,r)/(Ar, Ar)
4. rT=z+ar

5. fim.
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2.4.3 Método do decréscimo maximo da norma do resi-

duo

Este método é uma combinacao dos dois métodos anteriores. Minimiza a
norma do vetor residuo tomando como dire¢cao aquela oposta ao gradiente da
fungao f(z) =|| b — Az ||3.

Em razdo das escolhas feitas para v e w, v = ATr e w = Av, a tnica
exigéncia feita sobre a matriz A é que ela seja nao singular. Estas escolhas

resultam na seguinte seqiiéncia de operagoes:

r = b— Az,

v = Alr,

a = vz /I Av;

r = T+ o (2.25)

onde o « é obtido como em ( 2.24 ).

O algoritmo baseado na seqiiéncia de operagoes acima requer trés produtos
de matriz por vetor o que o deixa com um custo computacional muito elevado.
Porém, uma alteracdo na forma de calcular o residuo permite reduzir para
dois o nimero de produtos de matriz por vetor em cada iteragao, produzindo

o seguinte algoritmo.

ALGORITMO 2.3:Decréscimo maximo da norma do residuo
1. Calculer =b— Az

2. Até a convergéncia faca:

3 v=ATr

4. Calcule Avea=|v|3/| Av |3

) T=x+av

4 r=r—aAv

7

fim.



Capitulo 3

O método GMRES e o método dos

Gradientes Conjugados

Como resultado do que foi exposto no capitulo anterior surgiram véarios mé-
todos iterativos que exploram o subespaco de Krylov na busca de uma boa
solucao aproximada para um sistema de equacoes lineares.

Esses métodos no subespago de Krylov [13] sdo considerados atualmen-
te como algumas das principais técnicas disponiveis para solucao de grandes
sistemas lineares. Esses métodos sao processos de projecao onde a solucao

aproximada z,, do sistema linear
Az = b, (3.1)
é buscada em um subespago de Krylov K,,, gerado pelo conjunto de vetores
{ro, Arg, ..., A™ 1ro},

onde rg = b — Azxy, com xy uma estimativa inicial para solu¢ao do sistema
(3.1).

As diferentes escolhas possiveis para o subespaco L,,, isto é, para as condi-
¢oes usadas para construir a aproximacao, exercem uma importante influéncia
no efeito das técnicas iterativas e dao origem as diferentes versoes de métodos

no subespacgo de Krylov.

17
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Na pratica esses métodos podem ser divididos em trés classes distintas,

assumindo xy = 0, de acordo com a escolha do subespago L, [10].

1. Busca do residuo minimo: Busca uma solucao aproximada z,, para
a qual a norma Euclidiana ||b — Az,,||s ¢ minima sobre K,,(A4, 7). Como es-
tabelecido na proposicao 2.3.2 isto implica na escolha £, = AK,,. Como

exemplo de métodos desta classe podemos citar o GMRES e suas variantes.

2. Condicao de Galerkin: A solucao aproximada é tal que o residuo por ela

gerado é ortogonal ao subespaco de Krylov onde ela esté localizada. Ou seja,

Tm € ’Cm(A, T'())

b— A.Tm 1 }Cm(A,T()).

Em outras palavras, £,, = IC,,,- Nos casos onde a matriz A é simétrica definida
positiva esta escolha de £, minimiza a A—norma do vetor erro, assim como
estabelecido na proposi¢ao 2.3.1, e produz o método dos Gradientes Conjuga-

dos (GC).

3. Condicao de Petrov-Galerkin: Busca uma solugao aproximada z,, €
Km(A, 1), impondo que o vetor residuo b — Az, seja ortogonal a um
outro subespago de Krylov m—dimensional adequado. Ou seja, L, # K.
Na verdade, a escolha usual é £, = K,,(AT,73), onde 7§ é um vetor tal que
(ro,rg) # 0. Desta escolha surgem, por exemplo, os métodos BiCG, CGS,
BiCGSTAB, GPBiCG, e TFBiCG.

Vale lembrar que para tratarmos dos métodos pertencentes a essas classes
necessitamos de bases adequadas para o subespaco de Krylov envolvido. Es-
sas bases podem ser eficientemente construidas através dos procedimentos de

Arnoldi e de Lanczos que serao apresentados em seguida.
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3.1 Procedimento de Arnoldi

O procedimento de Arnoldi é um algoritmo que constréi uma base ortogonal
para o subespago de Krylov K,,. Em sua formulacao podem ser usados os mé-
todos de ortogonalizagao Gram-Schmidt padrao, Gram-Schmidt modificado ou
Householder [23]. Por simplicidade, assumimos aritmética exata e analisamos
o procedimento de Arnoldi com o método de Gram-Schmidt padrao. Porém,
por razoes computacionais, utilizamos na pratica o procedimento de Arnoldi
com o método Gram-Schmidt modificado, que é matematicamente equivalente.

Os algoritmos dessas duas variantes do procedimento de Arnoldi sao dados

a seguir:

ALGORITMO 3.1: Procedimento de Arnoldi com Gram-Schmidt pa-
drao.
1. Escolha um vetor v; de norma 1

2. Para j=1,2,...,m faca:

3. Calcule h;; = (Avj,v;) parai=1,...,7.
J

4. Calcule w; = Av; — Zhijvi
i1

5, hivrg = w; |2

6. Se hji1,; =0, entao pare

7. Virr = wj/hji1,

8. fim.

ALGORITMO 3.2: Procedimento de Arnoldi com Gram-Schmidt modi-
ficado.

1. Escolha um vetor v; de norma 1

2. Para j=1,...,m Faga:

3. Calcule w; = Av;

4. Para:=1,2,..., . faca:

5. hij = (w;, v;)
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6 w; = w; — hi;v;

7. fim

8 hj+1,; =| w; ||2 - Se hjt1,; = 0 pare
9 Vi1 = Wi/ hjt1

10. Fim.

E importante frisar que, do ponto de vista numérico, o algoritmo 3.2 é mais
confiavel. Porém, existem casos onde os cancelamentos realizados durante o
processo de ortogonalizacao sao tao severos que mesmo a escolha deste algorit-
mo torna-se inadequada. Para estes casos pode ser explorada uma formulacao
utilizando o algoritmo de Householder como técnica de ortogonalizacdo (veja
[23]).

Agora, a partir do algoritmo 3.1 alguns resultados muito titeis podem ser

provados.

Proposicao 3.1.1. Assuma que o algoritmo 3.1 nao € interrompido antes do
m-ésimo passo. Entdo os vetores vi,vs,. .., U, formam uma base ortonormal

do subespago de Krylov
Km = Span{vi, Avy, ..., A" 1y, )

Prova:

Os vetores vj, 7 = 1,2,...,m sao ortonormais por construcao. Resta provar
que cada vetor v; é da forma t,_1(A)v; onde 1;_; é um polindémio de grau
j — 1. Por inducao temos:

Para j = 1 o resultado é imediato pois v; = 9(A)v; com 1y(t) = 1. Supo-
nhamos que o resultado é véalido para todo inteiro < j e consideremos v;;.

Das linhas 7 e 4 do algoritmo temos:
J
hjgvin = Avy— Y o,
i=1

J
= ij_l(A)Ul —_ Zhi,jwi—l(A)’Ul- (32)
=1
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o que mostra que v;;; pode ser escrito como 1;(A)v; onde 1; é um polinémio

de grau j o que completa a prova.
[ |

Proposicao 3.1.2. Denotando por V,, a matriz n X m cujas colunas sao
0s vetores vy, Vg, . .., Um, por H, a matriz de Hessenberg (m + 1) X m cujos
elementos h;; nao nulos sao definidos pelo algoritmo 3.1, e por H,, a matriz

obtida de H,, pela eliminacio de sua ltima linha, as sequintes relagoes sdo

vdlidas
AV, = VyHp + wpel (3.3)
== Vm—f—lﬁm) (34)
VAV, = Hp. (3.5)

Prova:

Das linhas 4 e 7 do algoritmo 3.1 temos que,

j
A’Uj = Zhijvi—i-wj (36)
=1
j
= D i+ byt (3.7)
=1
J+1
= Y hiyu; i=1,2,...,m (3.8)
=1

o que prova a relacdo (3.4).

A relagdo (3.3) é uma reformulagdo matricial de ( 3.6). Por fim, multiplicando
ambos os lados de (3.3) por V.I' e explorando a ortogonalidade dos vetores
{v1,.. ., U}

VIAV, =VIV,.H, +Viw,el = H,

obtemos (3.5).
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3.2 O método GMRES

O Método Minimo Residuo Generalizado (GMRES) [25] € um método de pro-
jecao que usa K = K, e L = AK,,, onde K,, é o subespaco de Krylov de
dimensao m com vy = 1o/ || ro ||2. Este método calcula a solu¢do aproximada
da forma x¢ + z que minimiza a norma de residuo sobre z € K,,, usando uma
base gerada pelo método de Arnoldi, Algoritmo 3.2.

Da proposicao 3.1.1 vem que qualquer vetor z em zy+ &C,,, pode ser escrito
€omo

x =9+ Viny, (3.9)

onde y é um vetor de dimensao igual a m.
Definindo
J(y) =[lb— Az || (3.10)

e utilizando a relagao (3.4) e as propriedades de ortogonalidade de V,, obtemos

b—Axr = b— Axg— AVp,y

= To— Vm—l—lﬁmy

= Vm+1(,361 — Hmy), (311)

onde B =|| r¢ ||2, € €1 é a primeira coluna da matriz identidade (m-+1) x (m—+1).

Portanto, visto que os vetores-coluna de V,, 1 sao ortonormais, temos
J(y) =[] b — Az ||2=|| Bey — H,y ll2 - (3.12)

A solugao aproximada obtida pelo método GMRES é o tnico vetor de
zo+ K, que minimiza (3.10). Esta aproximagao pode ser obtida fazendo z,, =
Ty + VinYm onde y,, minimiza a fungdo J(y) =|| b — Az ||o=| Ber — Huy |2,
isto é,

Tm = 2o + VinYm, (3.13)
onde

Ym = arg min || Ber — Hpy |2 - (3.14)
yeR™
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Esta seqiiéncia de operagoes produz o algoritmo do Método GMRES que

esta descrito a seguir.

ALGORITMO 3.3: Método GMRES.
1. Calcule rog =b— Axg, B =| 70 ||2,€ v1 = 10/8

2. Defina a matriz (m + 1) x m H,, = {hij b 1<i<mi1; 1<j<m € faca Hy, = 0
3. Paraj=1,2,...,m Faca:

4 Calcule w; = Av

5 Parai=1,...,5 faca:

6. hij = (w;, v;)

7 w; = w; — hi;v;

8 fim

9 hj+1; =] w; ||2 - Se hjt1,;, =0 faga m = j a va para o passo 12
10. Vi1 = wj/hjy14

11. Fim

12. Calcule y,, que minimiza || Be; — Hpy ||2 € T = 20 + Vi

3.2.1 Aspectos praticos da implementagao do GMRES

A aplicagdo do método GMRES através do algoritmo 3.3 requer, na linha 12,
a solucao de um problema de minimos quadrados. Em razao da estrutura
especial da matriz H,, a solucdo deste problema de minimos quadrados é rela-
tivamente simples. Através do uso de rotagoes planas os elementos subdiago-
nais da matriz H,, sio eliminados, transformando-a em uma forma triangular

superior denotada por R,,. Dessa forma temos
Rm = Qmﬁma

onde (),, denota o produto das sucessivas rotagoes aplicadas & matriz H,, para
eliminar seus elementos h;,;;, para j=1,...,m.
Para uma descri¢ao mais detalhada dessas operacoes, definimos as matrizes

de rotacao,
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Q= - «— linha i (3.15)

\ 1)
com ¢? + s? = 1. Se m passos do algoritmo 3.3 forem realizados entdo essas
matrizes terdo dimensao (m + 1) x (m + 1).

Nas matrizes de rotacao os coeficientes c; e s; devem ser escolhidos de tal
modo que o elemento da posi¢do (i + 1,7), na matriz resultante do produto de
Q; por H,, seja nulo, ou seja, o produto §2;H,, deve eliminar o elemento hiti,

em H,,. Dessa forma, se, por exemplo, i = 1 temos que:

h
—s1h11 + Clhzl =0=s5 = Clﬁ, (316)
hiy
temos ainda
st+c2=1. (3.17)
Assim, substituindo (3.16) em (3.17), obtemos
h h
Sl=—— = —— (3.18)

) 1
Vhi + h3, Vhi + h3,

Portanto, a premultiplicacdo da matriz de Hessenberg H,, e do correspon-
dente vetor do lado direito g, = fe; pelas matrizes de rotacao, produz uma
forma triangular superior de H,, de dimensdo (m + 1) x m. Como exemplo,

se m = 95, n6s teremos
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[ by i his his s ) (5 )
h21 h22 h23 h/24 h’25 O
_ h32 h33 h34 h’35 _ O
H, = R I PECETY
haz has  hgs 0
h54 h55 O

\ w) o)

Entdo, premultiplicando H5 por

(01 S1 \

—S51

com ¢; e s; como em (3.18).

Obtemos a matriz e o vetor do lado direito

(0 AY Al Al A ) af )
By iy kG by 510
O I T N e
haz  has  has 0
hsy  hss 0
\ b )\ 0

Pode-se proceder da mesma forma para eliminar hzs. A premultiplicagao agora
é feita com (2, tomando

hsz hSy

y C1 = .
V (B53)? + b3, (R$5)2 + h2,

Repetindo m vezes este processo de eliminagao transformamos o problema

So =

de minimos quadrados original em um problema envolvendo a matriz e o vetor

do lado direito,
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(1 A A AT A ()
5 5 5 5
Ry hyy hgy RS 7
o h(5) h(5) h(5)
7Y = R T A (3.21)
hyg  hys V4
hgss) Vs

\

0 )

\ 7 /

Generalizando, os escalares ¢; e s; da i-ésima rotacao §2; sao definidos como

hiti, h Y
5 = L L= = . (3.22)
i—1 i—
\/(hgz ))2 +hZ \/(h’z(z ))2 +hi
Definindo @),,, o produto das matrizes de rotacao €2;,
e7
Rp=H"™ = QuHnm (3.24)
gm = Qm(ﬁel) = (Tl, e Tm_|_1)T (325)
temos para o problema original
min | Ber — By [lo= min || Q,, (7 — Fony) 2 (3.26)
Note porém que
(1 \ [
1 1
c —S; G S
QZT Q) =
Si G —S8i G
1 1
1
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/1

ad+s2 0 .
= ) , =In, t=1,...,m,
0 sy +¢;

\ )

onde [, ;1 é a matriz identidade de ordem m + 1.Logo,
Qzﬂan = (QQO—l s QI)T(QQO—l s Ql) = Im+1

e portanto, (), é unitaria. Assim, a solu¢ao do problema de minimos quadrados
acima ¢é obtida simplesmente resolvendo um sistema triangular resultante da
eliminacio da tltima linha da matriz H,, e da tltima componente do vetor do

lado direito g,, em (3.21). Dessa forma a equacdo (3.26) torna-se,

min || fer — Hpy [l2= min || (g,, — Rmy) |2 -

Esta maneira de resolver o problema de minimos quadrados soluciona ain-
da um outro problema de algoritmo 3.3 que é a dificuldade de determinar
quando parar. Observe que o algoritmo nao calcula explicitamente a solucao
aproximada x,, em cada passo. Utilizando, no entanto, as matrizes de rotagao
); para resolver o problema de minimos quadrados temos claramente que, para
a solugao y,, o "residuo" ||Be; — H,,y.|| € nada mais que o tltimo elemento do

vetor do lado direito, isto é, o termo -4 ilustrado em (3.21). Esses resultados

sao formalizados na proposic¢ao abaixo.

Proposicao 3.2.1. Seja €;,1 = 1,...,m as matrizes de rotacao usadas para
transformar H,, em uma forma triangular superior, € Ry, G, = (Y15 -+ Yme1) T
a matriz e o vetor do lado direito resultantes, como definido em (3.24), (3.25).
Denote por R,, a matriz triangular superior m X m obtida de R,, pela elimi-

nacao de sua ultima linha e por g, o vetor de dimensao m obtido de g,, pela
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eliminacao de sua ultima componente. Entao,

1. o posto de AV, € igual ao posto de R,,. Em particular, se Tym = 0 entdo
A ¢ singular.

2. 0 vetor Y, que minimiza ||Be; — Hyyll2 € dado por ym = R gm-

3. o0 vetor residuo no passo m satisfaz

b— Az, = m+1(5€1 - mem) = Vm+1QTTn(7m+16m+1) (3-27)

e como resultado,

||b - Axm”? = |’Ym+1|- (3-28)

A prova desta proposi¢do pode ser encontrada em [23].

Na préatica esse processo é implementado de maneira progressiva, em cada
passo do algoritimo do método GMRES. Assim, o elemento hy; da matriz
de Hessenberg H é eliminado, através da aplicacio da matriz de rotacio €,
imediatamente ap6s a criacio da primeira coluna da matriz H, no passo 1
do algoritmo 3.3. No segundo passo, apds a criacdo da segunda coluna da
matriz H, aplica-se a matriz de rotacdo §2; e posteriormente a rotacdo {2, para
eliminar o elemento hzs. Generalizando, no passo j do algoritmo aplica-se as
rotacoes {21, {)y,...,€2;_; e finalmente a rotagao {); para eliminar o elemento
Rjre

E claro que as rotacdes devem ser aplicadas ao vetor do lado direito, e
isto também é feito progressivamente. Como resultado, o passo 1 produz as

relages apresentadas em (3.20)

nm=cB e y=-s50,

onde ¢y e s; sao os escalares da rotagao €.

Procedendo de forma progressiva, no passo j obtem-se

Vi = GV Vi+1 = —S575-



O método GMRES e o método dos Gradientes Conjugados 29

Assim, a norma do residuo que é dada por |y;41| = |—s;7;| fica disponivel apés
a aplicagao da rotagao §2; em cada passo j do algoritmo 2.3. Em particular, se

s; = 0 entdao a norma do residuo é igual a zero e a solucao é exata nesse passo.

3.2.2 Interrupcao anormal do processo no método GM-

RES ("Breakdowns").

Uma cuidadosa observacao do algoritmo 3.3 nos permite notar que a tnica
possibilidade de ocorrer uma interrup¢ao anormal do processo ("Breakdown")
surge no laco externo, se h;;1; = 0 em um dado passo j. Nesta situagao, o
algoritmo para porque o proéximo vetor nao pode ser gerado. Porém, neste
caso, o vetor residuo é nulo, isto é, o algoritmo encontrard a solucao exata
neste passo. Na verdade, a reciproca também é valida.Ou seja, se o algoritmo

para no passo j, com b — Az; =0, entdo hjiq; = 0.

Proposicao 3.2.2. Seja A uma matriz nao singular. Entdo, o algoritmo
GMRES é€ interrompido no passo j, i.e., hjy1; = 0 se somente se a solucao

aproximada € exata.

Prova:

A condic@o necessaria ¢é satisfeita uma vez que de acordo com (3.22)

. = hjt1, —0
= : =
)
N
entao, das relacoes
Vil =1 =557l e b= Azjlla = |vjml, (3.29)

vem que 7; = 0.
Para a condicdo suficiente usamos novamente as relagoes (3.29). Temos
16— Azjll2 = |yj41] = | = 55|
Logo, se a solucao é exata no passo j e nao no passo j — 1 resulta que s; = 0.

Portanto de (3.22) vem que hjiq; = 0.
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3.3 Variantes do método GMRES

No que diz respeito & memoéria computacional, o algoritmo GMRES requer o
uso de m+ 1 vetores de dimensao n para salvar a matriz V,,,,1 e de seis vetores
adicionais. Sao trés vetores de dimensao n para armazenar o vetor residuo
atual, o vetor do lado direito do sistema original, e o produto da matriz A por
um vetor, e outros trés de dimensao m, para armazenar os escalares ¢; e s; das
rotacoes €2;, e o vetor do lado direito do sistema triangular obtido da matriz
de Hessenberg,
(m+ 1)n+ 3n + 3m.

Além disso, a matriz de Hessenberg H,, deve ser armazenada, ocupando um

espaco de aproximadamente

m2

2

Portanto, a memoria total utilizada pelo GMRES durante seu processo é de
aproximadamente

(m+4)n + %(6 +m).

Como na maioria dos casos m é pequeno com relagao a n, o custo é domi-
nado pelo primeiro termo da equacao acima. Do ponto de vista pratico, este
algoritmo pode se tornar impraticavel & medida que m cresce. Por outro la-
do, para um n muito grande, o valor maximo permitido para m fica muito
limitado. Existem duas solugoes para este problema: a primeira é reiniciar o
algoritmo periodicamente, e a segunda é baseada no truncamento do processo

de ortogonalizagao.

3.3.1 O método GMRES com reinicio

Nesta variacao do método GMRES o valor de m é escolhido de acordo com as
limitacoes de memoria da maquina. O processo entao é realizado normalmente
até que sejam dados m passos. A partir dai o vetor solucao atual z,, é usado

como estimativa inicial e o processo é reiniciado.
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ALGORITMO 3.4: Método GMRES com reinicio.

1. Calcule ro = b— Az, B =|| ro ||2,e v1 =70/

Gere a base de Arnoldi e a matriz H,, usando o algoritmo 3.2
Comece com v,

Calcule y,, que minimiza ||Be; — Hpyllo € Tm = 2o + VinYm

RANE B

Se convergiu entao pare, senao faga xq = x,,, e va para Passo 1.

Observe que todos os detalhes de implementacao discutidos na subsecao
3.2.1 podem ser aplicados aqui, produzindo a norma do vetor residuo em cada
subpasso 7 do processo sem a necessidade de computar a solucao ;.

Uma dificuldade bem conhecida do GMRES com reinicio e que ele pode
ficar estagnado quando a matriz nao é definida positiva. No caso do método
GMRES padrao, algoritmo 3.3, a convergéncia é garantida em no maximo n
passos, o que pode ser impraticavel se n for muito grande. E claro que para
reduzir a quantidade de passos necessarios podem ser usadas algumas técnicas

de pré-condicionamento, que serao vistas mais adiante.

3.3.2 Truncamento do processo de ortogonalizagao

A segunda alternativa para o GMRES ¢é truncar o procedimento de Arnoldi.
Um niimero inteiro k é selecionado e a seguinte ortogonalizagao incompleta é

realizada.

ALGORITMO 3.5: Processo de Ortogonalizagao Incompleto
Para 7 =1,2,...,m Faca:

Calcule w = Av;

1.
2
3. Para i = max{1,j — k+ 1},...,j faca:
4 hij = (w,v;)

)

w :w—hijvi
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6. fim
7. Calcule hj1; =|| wll2 € v = w/hj;
8. Fim.

O namero k, assim como m, é escolhido de acordo com as limitacoes de
memoria computacional.

Note que agora é necessario armazenar somente os k vetores v; anteriores.
Os outros nao sao necessarios no processo e por isso podem ser descartados.
Porém, a dificuldade é que quando a solucao é computada pela formula (3.13)
todos os vetores v;,7 = 1, ..., m sao necessarios. Uma alternativa é desenvolver
uma formulacao através da qual a solucao atual z,, possa ser atualizada através
da solugao anterior x,, | e que utilize um pequeno ntimero de vetores. Isto
é possivel através de uma formulacao progressiva da solugao que fornece um
algoritmo denominado "Direct Quasi GMRES" (DQGMRES)[27]|, que sera

deduzido agora.

3.3.3 O método DQGMRES

A matriz de Hessenberg H,, produzida pelo processo de ortogonalizacio in-
completo tem uma estrutura de banda com k£ + 1 diagonais. Por exemplo,

quando k£ = 2 e m = 5, ela tem forma

\ ( B \
[ iy hoo
0
h21 h22 h23 O
Hf’): hsa hss hss s Go = 0 . (3-30)
h43 h44 h45 0
\ hss s

\ 0
entao a premultiplicacao pelas matrizes de rotacao §2;, como descrito na secao

2.3, além de eliminar os elementos sub-diagonais introduzird uma diagonal

adicional na parte superior da matriz de Hessenberg. Para o caso acima, o
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problema de minimos quadrados resultante é

R5Z/ =05

com,

/7’11 Ti2 T13 \ (’)’1\

Tog To3 To4 Y2

— T33 T34 T35 _ V3
Rs = , g5 = . (3.31)

T44 T45 Y4

T's5 Vs

\ 0 ) \ 7 /

A solugao aproximada é dada por
Ty = To + VmRy_nlgm

onde R,, e g, sdo obtidos eliminando a tltima linha de R, e g,,, respectiva-
mente.

Definindo
entao,

Observe ainda que

Im—1
Im =
Ym
na qual
TYm = Cm'Yﬁnm_l)a

onde ¢, é um dos escalares da rotacao €2, definido como em (3.22), e ~m=1)

é a ultima componente do vetor g,, ;, isto é, o vetor do lado direito antes
de aplicar a m-ésima rotagao. Deste modo, x,, pode ser atualizado em cada

passo, pela relacao

Tm = Tm-1 T YmPm,
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o que produz o seguinte algoritmo

ALGORITMO 3.6: O método DQGMRES

1. Calcule ro = b— Axg,v1 =|| 7o ||2,€ v1 = 1o/

2. Param =1,2,...,até convergéncia faca:
3. Calcule hjy,,i = max{l,m —k+1},...,me
4 Um+1 como nas linhas 2 a 6 do algoritmo 3.5
5 Atualize a fatorizacio QR de H,,, isto &,
6 Aplique €;,i =m — k,...,m — 1 na m—ésima coluna de H,,
7. Calcule os coeficientes de rotacdo c,, e s, por (3.22)
8 Aplique ©Q,, para H,, e g,,,isto é,calcule:
9 Ym+1 = —SmVm
10. Ym = CmTYm
11. ham = CmPomm + SmPm+1,m

m—1
12. P = (U — Z RimPi) [ hnm

i=m—k

13. T = Tn—1 + YmPm
14. se |Ym+1| € pequeno o suficiente entdo pare

15. fim.

Este algoritmo nao minimiza a norma do vetor residuo sobre xy + IC,,,. Na
verdade, ele tenta realizar uma minimizac¢do aproximada. A férmula (3.27)
ainda é valida uma vez que ndo depende da ortogonalidade dos vetores v}s.
Porém, a férmula (3.28) ndo ¢ mais valida. No entanto, os resultados dispo-
niveis na literatura, (veja, por exemplo [23|), indicam que na prética o valor

|¥m+1| permanece como uma boa estimativa para a norma do vetor residuo.
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3.4 O Procedimento de Lanczos simétrico

Quando a matriz A é simétrica o procedimento de Arnoldi, descrito na secao
3.1, pode ser sensivelmente simplificado. Essa simplificacao d4 origem ao cha-
mado algoritmo de Lanczos simétrico que produz uma matriz de Hessenberg

H,, simétrica tridiagonal, como mostra o seguinte teorema extraido de [23].

Teorema 3.1. Assuma que o método de Arnoldi € aplicado a uma matriz

simétrica real A. Entdo os coeficientes hi; gerados pelo algoritmo sao tais que
hij =0, para 1<i<j—1 (3.32)

hjjri=hjpry, J=12,...,m. (3.33)

Em outras palavras, a matriz H,, obtida do processo de Arnoldi ¢ tridiagonal

e simétrica.

Prova:

Sabemos de (3.5) que H,, = V.l AV,, é uma matriz de Hessenberg, isto &,
uma matriz onde os elementos da parte triangular inferior sao nulos, exce-
to aqueles da subdiagonal. Além disso, H,, ¢ uma matriz simétrica pois
H, = (VIAV,)T = VI AV,, = H,,. Portanto, H,, deve ser uma matriz si-

métrica tridiagonal.

[ |
Introduzindo a seguinte notacao
a; = hjj, B = hj1;
e denotando por 7T, a matriz tridiagonal resultante,
ar B \
B2 az B3
T, = . . . , (3.34)

Bm—l Qm—1 5m

\ B
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obtemos o algoritmo de Lanczos, que pode ser visto como um caso parti-
cular do algoritmo de Arnoldi para o caso simétrico. Uma formulacao desse
algoritmo, utilizando o processo de ortogonalizacao Gram-Schmidt modificado

é apresentada a seguir.

ALGORITMO 3.7: Procedimento de Lanczos simétrico.
1. Escolha um vetor inicial v; de norma 1. Atribua 8; =0,v9 =0

2. Para j=1,...,m Faga:

3. Calcule w; = Av; — Bjvj_1

4. a; = (wj,v;)

9. Wi = Wj; — OV

6. Bj+1 =|| w; ||2 - Se Bj+1 = 0 pare
7. Vi1 = w;/Bi

10. Fim.

Na pratica, além da matriz de Hessenberg H,, ser tridiagonal outra im-
portante diferenca entre este algoritmo e o algoritmo de Arnoldi é que apenas
trés vetores precisam ser armazenados, a menos que algum processo de reor-

togonalizagao seja aplicado.

3.5 O método dos Gradientes Conjugados

O método dos Gradientes Conjugados (GC) foi desenvolvido para resolver
sistemas lineares onde a matriz A é simétrica definida positiva (SDP). Trata-
se de uma técnica de projegdo ortogonal na qual £ = K = K,,(A,r) , onde
K. (A, 1g) é o subespago de Kyrlov gerado pelos vetores {rq, Arg, ..., A™ 1ry}

eryg=>b— Axy.
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3.5.1 A deducao do método GC

Aplicando o procedimento de Lanczos para gerar uma base para o subespaco
de Krylov K,,,(A,ry) obtemos as mesmas relagoes (3.4) e (3.5) porém agora

com H,, tridiagonal e denotada por T,,,
AV =V Th (3.35)

Vin AV = T, (3.36)

onde 7}, é a versao tridiagonal de H,,.

Assim, para m-ésima coluna de V,,, temos

AV, = Br1Vms1 + U + Bm—1Vm—1 (3.37)

que é a relagao central do algoritmo 3.7.
Impondo a condicao de Galerkin, o novo vetor residuo r,,, no passo m,

deve ser ortogonal ao subespaco gerado pelos vetores vy, vg,..., Up, isto é,
'm=b—Ax, L Vg, (3.38)
Temos ainda que para z,, € xg + K (A, 7o)
T = To + VinYm (3.39)
onde y,,, ¢ um vetor de dimensao m. Entao substituindo (3.39) em (3.38) vem

= 10— AV L V. (3.40)

que implica

Ve =V AVm (3.41)

Agora, usando vy = o/, com S = ||rg]|2, € a relagdo (3.36), obtemos
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Assim, de (3.42) e (3.39) resulta a forma da solucdo aproximada
T = 20 + Vi T0 ' (Ber) (3.43)

Portanto, através dessa formulacao é possivel encontrar uma solugao apro-
ximada para o sistema linear Az = b onde A é SDP. Note porém, que esta
formulacao apresenta algumas dificuldades: Em primeiro lugar o calculo da
solucao aproximada z,, é dependente de um parametro m que é a dimensao do
subespaco de Krylov. Dessa forma a norma do residuo nao pode ser calculada
em cada iteragao dificultando a escolha do momento de parar o processo. Além
disso, o calculo de z,, através de (3.43) requer o uso de todos os vetores v;,
1 =1, ..., m, muitos dos quais nao foram armazenados pelo algoritmo 3.7. Uma
alternativa entao é explorar a estrutura tridiagonal da matriz 7;,, buscando uma
formulagao progressiva que nao exija o uso de todos os vetores da base V,,, e
que forneca a norma do vetor residuo em cada passo do processo iterativo.

Essa formulagao progressiva tem origem na fatorizagao LU da matriz tri-
diagonal 7,. Em primeiro lugar escreveremos 7;, como 1,, = L,,U,,, onde
L,, é bidiagonal inferior, com elementos iguais a 1 na diagonal principal, e
U,, é bidiagonal superior. Fazendo por exemplo m=5, essa fatorizagdo tem a

seguinte forma

(1 \ (771 67} \

Ay 1 m2e 3
In = A3 1 X ns B (3.44)

)\4 1 T4 ﬂ5

\ % 1)\ ")

Usando (3.44), a equacdo (3.43) torna-se

Ty = 20 + ViU, P L1 (Bey). (3.45)

Entao, tomando

P, =V,U! (3.46)

m
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zm = L' Be (3.47)

obtemos uma nova expressao para I,
T = To + PryZm- (3.48)

Note que agora ¢é possivel explorar a estrutura simples da matriz U, e
calcular facilmente cada coluna p,, da matriz P,, somente em funcao da coluna

anterior p,,—1 e do vetor v,,. Usando (3.46) temos que

m B
ne B3
PoUp =V =1[p1p2 --- Pl =[v; vy ... Up)
Nm—1 ﬂm

- 77m =

que produz, para a coluna p,,
ﬁmpmfl + MmPm = Unm
= P = 0 [Vm — BmPm-1]- (3.49)

De forma anéaloga para z,, fazemos,

Limzm = Per (3.50)
que implica

Cm

o = { -t } (3.52)

onde gm = _/\mCm—l-

Como resultado, uma nova féormula para z,, é dada por

Ty = Tm-1 + Cmpm (353)
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onde p,, é definido como em (3.49).

Nessa formulacao progressiva os coeficientes A, e 7, surgem do processo
de eliminacao de Gauss usado implicitamente na matriz tridiagonal 7},. Na
pratica esse processo é realizado sem pivoteamento e como consequencia pode
ser muito instével em determinados casos, como por exemplo em matrizes com
elementos diagonais muito pequenos.

No entanto, da condicao de Galerkin (3.38) e do fato de v, 41 ser orto-
gonal a V,, resulta que o vetor residuo r,, estd na mesma direcao de v,
e, como consequéncia os vetores residuos 7;’s sao ortogonais. Além disso, a
relagao P, = V,,U,! implica que os vetores auxiliares p; formam um conjunto
A-ortogonal, isto é, (Ap;,p;) = 0 se i # j. De fato, pois com

VT AU, = T, = L, Uy, temos

PrAP, = U."VIAV,U!
= U T,U,}

= U.TL,,

onde U, T = (UL)™*. Como U,," Ly, é triangular inferior e também simétrica,
uma vez que ¢ igual a PLAP,,, vem que PLAP,, ¢ diagonal.

Portanto, podemos abandonar o processo de eliminagdo (Gaussiana e en-
contrar os coeficientes da formulagao progressiva impondo as duas seguintes
condicoes:

1. 0s vetores residuos sao ortogonais e podem substituir os v,,’s;
i1. os vetores auxiliares p;’s sdo A-ortogonais (ou conjugados).

Como consequéncia a formulagao progressiva acima pode ser reformulada
para produzir o algoritmo dos Gradientes Conjugados que a seguir deduzire-
mos.

Nessa nova formulacao, o vetor z;,1 pode ser expressado como

Tjt1 = Tj + Q;p; (3.54)



O método GMRES e o método dos Gradientes Conjugados 41

entao, para 741 temos

riqi=b—Az;n = b— Az; — o;Ap;

Tiv1 = T4 — O!jApj. (355)
Impondo a condigdo (i) obtemos
(rjs1,75) = 0= (rj — a;Apj,7j) = 0

que resulta

;= % (3.56)

Por outro lado, de (3.49) temos
Pj+1 = Tjt1+ Bjp; (3.57)
que implica

(Apj,r5) = (Apj,pj — Bj—1pj-1)
= (Apj,pj) — Bj-1(Apj,pj—1)
= (Apj,p;), (3.58)

onde foi usada a A-ortogonalidade dos vetores p;,s. Entdo (3.56) torna-se

;= %. (3.59)

Além disso, usando a relagdo (3.57) e impondo novamente a condigdo de

A-ortogonalidade dos p;’s (condicdo #7)

0= (Apj,pji+1) = (Apj,rj11 + Bips)

= (Apj,rjs1) + B;(Ap), p;)

obtemos

(Ap;,541)
B = — 2P Tir1), (3.60)
’ (Ap;, p5)
No entanto, temos ainda de (3.55)

Ap; = _;(rj—kl —rj), (3.61)
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que substituindo no numerador da equagao (3.60) fornece uma nova expressao

para [3;

8, 1 ((rje1 —15),mj41)
a; (Apj, p;)
(Apj,pi) |, (1j4157541)
(rj, 7j) (Apj, p))
(Tj+1> Tj-l-l) (3 62)
(rj,75) ’ ‘

onde foi usado o fato de que r;;1 é ortogonal a 7;.
Essas ultimas relagoes podem ser usadas para formar o algoritmo dos Gra-

dientes Conjugados.

ALGORITMO 3.8: O Método dos Gradientes Conjugados

1. Calcule rq = b — Axy, e faga py =g

2. Para 7 =0,1,..., até convergéncia faca:

3. a; = (rj,7;)/(Apj, p;)

4 Tjt1 = Tj + ap;

) Tj41 =Tj — 0jAp;

6. Bi = (rjs1,m541)/ (75, 75)

7 Pj+1 = Tj+1 + B;p;

8. Fim.

Uma outra apresentacao do método dos Gradientes conjugados, através de

uma visdo bem geomeétrica e intuitiva, é apresentada em [28].



Capitulo 4

O Método BiCG e os métodos
tipo-produto

A terceira e ultima classe dos métodos no subespaco de Krylov tratados nes-
se trabalho é baseada na condicao de Petrov-Galerkin. Para esses métodos o
subespago das condigoes L,, é igual ao subespago de Krylov m-dimensional ge-
rado pela matriz AT, isto é, £,,, = K,, (AT, v). Dentro dessa classe de métodos,
o BiCG é visto como um método precursor e a partir dele varias formulacoes
sao desenvolvidas visando eliminar a necessidade, presente no BiCG, de tra-
balhar com a matriz A”. Como veremos, estas formulacoes sio baseadas em
relacoes de recorréncia que envolvem produtos polinomiais, dai serem chama-

dos de métodos tipo-produto.

4.1 O procedimento de bi-ortogonalizacao de
Lanczos

Para podermos dar inicio a dedugao dos métodos dessa classe, precisamos,
como antes, construir bases vetoriais para os subespacos de Krylov envolvidos
nessa formulacdo. Nesse sentido, a presenca da matriz A” cria uma condicao

adequada para a utilizagao do procedimento de bi-ortogonalizagao de Lanczos.

43
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Esse procedimento de bi-ortogonalizacao, proposto por Lanczos em 1952
[26], consiste em construir duas seqiiéncias de vetores bi-ortogonais, ou seja,
vi, t=1,...,m, ew;, j=1,...,m, tais que (v;,w;) =d;;, 4,7 =1,...,m,
onde d;; é a funcao delta de Kronecker. O algoritmo que realiza esse procedi-

mento de bi-ortogonalizacao de Lanczos é apresentado a seguir.

ALGORITMO 4.1: Bi-ortoganalizacao de Lanczos.

1. Escolha dois vetores vy e wy tais que (vy,w;) =1

2 Atribua 1 =61 =0 evg=wy =0

3 Para 7 =1,2,...,m faga:

4 a; = (Avj, w;)

5 Vi1 = Avj — ov; — Bvj—1

6. W1 = ATw; — ajw; — 6w,y

7 §jr1 = |(Dj11,W;11)[/2. Se §;41 = 0 pare
8 Bit1 = (011, Wj41) /0541

9 Wj+1 = Wjt1/ B

10. Viy1 = Vj1/011

11. fim

Neste algoritmo existem muitas possibilidades de escolha para os escalares
dj+1 € Bj+1 nas linhas 7 e 8. Estes dois parametros sao obtidos através dos dois

vetores v;;1 e w41 e podem ser selecionados impondo que

(v, w511) = 1. (4.1)

Note porém, que em fungao das relacoes apresentadas nas linhas 9 e 10 do

algoritmo 4.1, para satisfazer (4.1) basta escolher $;11, d;41 de modo que

Gj+1Bi+1 = (Vj41, Wj41)- (4.2)

Além disso, se B;41,0;41 forem escolhidos como nas linhas 7 e 8 do algoritmo

4.1 entao os d;’s serao positivos e §; = £4;.
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Antes de deduzir métodos iterativos baseados no procedimento de bi-
ortogonalizagao descrito, é conveniente discutir alguns resultados praticos do
algoritmo 4.1. Nesse sentido a proposi¢ao apresentada a seguir, cuja prova

pode ser encontrada em [23|, estabelece importantes resultados.

Proposigao 4.1.1. Se o algoritmo 4.1 nao é interrompido antes do m-ésimo
passo, entao os vetores vy, 1 =1,...,m, ew;,j = 1,...,m, formam um sistema
bi-ortogonal, isto €,

(Ui,wj) = 6i,j7 1 S 7/:.7 S m.
Além disso, {vi}iz12,..m € uma base de IC;,(A,v1) e {wi}iz19,..m € uma base

de Ky (AT wy) e as sequintes relagoes sao vdlidas,

AV = Vin T + Sy 1Ums1er, (4.3)
ATW,, = W TE + B 1Wmsr el (4.4)
WL AV, = Tp, (4.5)

onde T,, denota a matriz tridiagonal

(041 Bo \

0y ,33

5m71 Q-1 Bm

\ .

e os escalares 0;41, Bj11 € qualquer par que satisfaca a relagdo (4.2).

Em primeiro lugar é importante destacar que o método produz uma matriz
tridiagonal 7}, que representa a projecao da matriz A sobre o espaco gerado
pelos vetores v; e ortogonalmente ao espago gerado pelos vetores w;. De forma
semelhante, 7). representa a projegao de A7 sobre o espago gerado pelos w; e
ortogonalmente ao espaco gerado pelos v;.

Além disso, o algoritmo 4.1 é baseado em uma dupla relagao de recorréncia
de dois termos, o que representa uma vantagem do ponto de vista computacio-

nal com relagdo ao método de Arnoldi, uma vez que uma pequena quantidade
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de vetores precisa ser armazenada. Por outro lado, a construcao de duas
seqiiéncias de vetores, {v;};=1,.m € {w;};=1,. m, representa uma clara desvan-
tagem desse procedimento, que é agravada pelo fato de envolver operacoes com
a transposta da matriz original.

Existem ainda outros aspectos importantes: o algoritmo 4.1 é adequado
para o caso onde dois sistemas precisam ser resolvidos, um com a matriz A
e outro com AT, uma vez que isto ja é feito implicitamente pelo método; as
duas seqiiéncias de vetores {v;};—1,..m € {w;j};=1,..m geradas pelo algoritmo
4.1 formam respectivamente, bases para os subespagos de Krylov IC,,,(A, v1) e

Ko (AT, w;), assim como estabelece a proposicao anterior.

4.2 O método BiCG

O método dos Gradientes Bi-conjugados (BiCG) é um processo de projegao

sobre o subespaco de Krylov
K = Span{vy, Avy, ..., A™ v}
ortogonalmente a
L, = Span{wy, ATwy, ..., (AT)™" w,}

tomando, como usual, v; = 7¢/||ro|l2- O vetor w; é arbitrario desde que
(v1,w1) # 0. Porém na prética, se nenhum sistema com a matriz AT pre-
cisa ser resolvido, usa-se freqiientemente w; = v;. Caso contrario, o vetor w;
deve ser obtido como w; = r}/||r§||2, com rf = b* — ATz} onde b* e ) sdo,
respectivamente,o vetor do lado direito e a estimativa inicial para o sistema
com AT,

Temos neste caso, uma situacao muito semelhante aquela obtida com a
aplicacao do algoritmo de Lanczos simétrico, que deu origem ao método dos
Gradientes Conjugados (GC). O algoritmo 4.1 produz uma matriz tridiagonal

e armazena apenas uma parte dos vetores que sao gerados. Devemos entao,
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como antes, buscar uma formulagao progressiva através da fatorizacao LU da

matriz tridiagonal 7;,. Para isso, escrevemos a decomposicao LU da matriz

T,, como

T,, = L, U,, (4.7)
e definimos

P =V, U (4.8)

De forma semelhante definimos a matriz
P: =W,L,T, (4.9)

que é obtida aplicando as relagoes (3.39) a (3.45) no sistema implicito com
AT, Assim, como resultado as relagdes (4.8) e (4.9), temos que os vetores
coluna p;} da matriz P}, e os vetores coluna p; da matriz P, sao A-ortogonais

conjugados), uma vez que

onde foi usada a relagio (4.5). Além disso, como no algoritmo dos Gradientes
Conjugados (GC), os vetores r; e 7} estdo na mesma direcao de v;11 € wjq
respectivamente, formando entao uma seqiiéncia bi-ortogonal.

Podemos portanto utilizar essas informagoes e obter facilmente um algo-

ritmo tipo gradiente conjugado conhecido como Gradiente Bi-conjugado.

ALGORITMO 4.2: Método BiCG.

1. Calcule rp = b — Az para alguma estimativa inicial z5. Escolha rj tal

que (ro,75) # 0

2. Atribua, py = 1o, p§ =14

3. Paraj=0,1,..., até convergéncia, faca:
4. a; = (rj,75)/(Ap;, pj)

5 Tjt1 = Tj + p;

6 Tjt1 =Tj — 0 Ap;
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7. r;.‘ﬂ = r; — ijATp;f

8. Bi = (rj1,7541)/(15,775)
9. Pj+1 = Tj+1 + Bpj

10. Pi1 =Tj + Bip;

11. Fim.

Se um sistema envolvendo a matriz AT e um vetor do lado direito b*
também precisar ser resolvido, entao o residuo rj deve ser definido como
re = b* — ATz} e a solu¢do aproximada para esse sistema atualizada apos

a linha 5 do algoritmo por z7,, = z} + a;p}.

4.2.1 Interrupgao anormal do processo no BiCG ("Bre-

akdowns")

Além das dificuldades comentadas na secao anterior, como a necessidade de
construir bases para dois subespacos de Krylov e o envolvimento de operagoes
com AT o método BiCG apresenta ainda outros problemas que dificultaram
sua aceitagao entre os analistas numeéricos [26]|. Estes problemas estdo concen-
trados principalmente nas varias possibilidades de interrupcao ("breakdowns”)
que o algoritmo 4.1 apresenta. Note que o algoritmo para na linha 7 sempre
que,

(ﬁj.}.l, 'lI]j+1) == O (411)

Isto pode ocorrer de duas formas diferentes. Se um dos vetores 9,11 ou W41
é zero, ou se ambos sao nao nulos, mas o produto interno entre eles é zero.
No primeiro caso nao ha problemas pois se 9,11 = 0 entdo o espago gerado
por V; é invariante e, conseqiientemente, a solugdo aproximada é exata [23]. O
mesmo ocorre para ;41 com relagdo ao sistema dual com A”. Nesta situagao
a interrupgdo é chamada de "interrupcao feliz" ("lucky breakdown”).

A outra interrupcao é mais grave e ocorre quando o processo de bi-ortogona-
lizagao produz um produto interno nulo entre dois novos vetores nos subespacos

de Krylov gerados com A e AT. Neste caso a interrupc¢ao é chamada "interrup-
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¢do séria" ("serious breakdown"), e pode ser evitada utilizando uma estratégia

descrita em [15] chamada "look-ahead".

4.2.2 A convergéncia do método BiCG

Existem poucos resultados teoricos a respeito da convergéncia do BiCG [1].
Para sistemas simétricos e definidos positivos o método fornece os mesmos
resultados do gradiente conjugado, porém, a um custo duas vezes maior por
iteragao. Para os casos nao simétricos a reducao da norma do vetor residuo é
comparavel, em muitas situagoes, aquela obtida através de outros métodos [14]
o que é freqiientemente confirmado na pratica. Porém, o comportamento da
convergéncia do BiCG é muito irregular, apresentando uma grande variacao na
norma dos vetores residuos o que pode comprometer a acuracia da aproximagcao
em precisao finita. Além disso, como comentamos na se¢ao anterior, o método

apresenta diversas situagoes de "breakdown”.

4.3 Métodos relacionados ao BiCG

Sem duvida uma das maiores dificuldades dos métodos baseados no proces-
so de bi-ortogonalizagdao de Lanczos, em especial o BiCG, sao as operacoes
envolvendo a matriz A”.

Além disso, das duas bases vetoriais geradas apenas uma é explorada para a
solucao, a outra é usada apenas para calcular os produtos internos necessarios
para gerar bases bi-ortogonais. No caso especifico do BiCG, os vetores p;
gerados com AT sdo usados apenas para obter os escalares a; e f3;.

Esta situacao provocou o surgimento de métodos relacionados ao BiCG mas
que evitam o uso da matriz A7 em suas formulagoes. A seguir apresentaremos

alguns desses métodos que sao conhecidos como "transpose-free”.
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4.3.1 O método CGS

O método Gradiente Conjugado Quadrado CGS (Conjugate Gradient Squa-
red) foi desenvolvido por Sonneveld em 1989 [29] a partir da observagdo de
que as operacoes com a matriz A7 presentes no método BiCG poderiam ser
reformuladas para envolverem apenas a matriz A, e que essas novas operacoes
poderiam ser usadas para conseguir uma reducao adicional da norma do vetor
residuo.

Note que no BiCG os vetores podem ser expressos por meio de poliné6mios.

Assim, o vetor residuo no passo j pode ser escrito como:
7']' = (I)j(A)T(), (412)

onde ®; é um polindomio de grau j satisfazendo ®;(0) = 1. De forma semelhante

temos,

pi = M;(A)ro (4.13)
ry = ®;(AT)rg, (4.14)
p; = Hj(AT)rg, (4.15)

onde IT; é um polindmio de grau j. Além disso, os coeficientes o e 3; no BiCG
sao calculados através de produtos internos envolvendo os vetores r;, 77, pj, pj,
e podem ser reescritos formalmente utilizando a forma polinominal. Assim

temos que

((bj (A)’I"(), q)](AT)TE;) i (@?(A)T’(), T‘S)

o) = (ATL;(A)ro, T;(AT)rg) — (AT (A)ro,75)° (4.16)

o que indica que se for possivel encontrar féormulas de recorréncia para @?(A)TO
e H?(A)ro entdo, o célculo de «; e, de forma semelhante, o de 3;, poderao ser
feitos sem maiores problemas.

O ponto de partida para a dedugao do método CGS sao as relagoes de

recorréncia usadas para calcular r;;; e p;;; nas linhas 6 e 9 do algoritmo
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BiCG. Assim,
rjip1 =T — jAp;
Pj+1 = Tj+1 + Bjp;-
Agora, substituindo nas duas relagoes anteriores as expressoes polinominais
definidas em (4.12) e (4.13) obtemos as seguintes relacoes de recorréncia para
@, el
() = B5(t) - oytlL(t) (4.17)
ipa(t) = @(t) + Bi1L;(2). (4.18)
Como estamos interessados em recorréncias para os polindémios <I>J2- e H?

elevamos a expressoes (4.17) e (4.18) ao quadrado para obtermos

2, = B — 20tP,I1; + 1?1153, (4.19)
M2, = @, 428,01+ B, (4.20)

onde por simplicidade foi omitida a variavel (¢), como serd feito doravante
quando nao houver ambigiiidades.

Note porém, que para poder utilizar as relacoes para (P? e H? 41 definidas
acima, € preciso de uma expressao para ®;II; e outra para ®;,,II;. Estas
expressoes podem ser facilmente obtidas da seguinte forma: para a primeira

tome a relagao (4.18) no passo j, e multiplique por ®; para obter
Para a segunda, multiplique (4.17) por II;. Como resultado,

Podemos agora definir os vetores

rjp = j(A)ro (4.23)
p;j = I5(A)rg (4.24)
u; = 0;(A)IL;(A) (4.25)
g = P (AI(A) (4.26)
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que nos permitem reescrever as recorréncias polinomiais (4.19 - 4.22) na forma

vetorial. Fazendo isso,
Ti+1 = Tj— QOéjAU,j + OZ?AQPJ'
= T; — (l/jA(QU,j - O!jApj), (427)

Pir1 = Tie1+ 26,45 + 67D

= 741+ Big; + (Bjg; + Bip;), (4.28)
u; = 15+ f-1g5-1, (4.29)

obtemos as recorréncias que formam a base do método CGS.
Note que é possivel fazer ainda uma pequena simplificacao substituindo
(4.30) na expressao entre parénteses em (4.27), e substituindo (4.29) em (4.28).

Dessa forma obtemos duas novas expressoes para os vetores 7,1 € pji1,

Ti+1 = Tj— Osz(Uj + Qj), (431)

Piv1 = ujp1+ B(q; + Bjpj), (4.32)

que juntamente com as relagoes (4.29) e (4.30) dao origem a seguinte formu-

lacao do algoritmo CGS.

ALGORITMO 4.3: Método CGS.
1. Calcule ry = b — Axzy; rg arbitrario
2. Atribua pg = uy = rg.
3. Para 7 =0,1,2,..., até convergéncia faca:
4. a; = (r4,75)/(Apj,15)
;= uj — ; Ap;

Tjy1 = Tj + O,/j(Uj + Qj)

ﬂj = (Tj+1,7”8)/(7"j,7'8)

)

6

7. riv1 =1 — o A(u; + gj)
8

9 Uit = Tiv1 + Big;
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10. Pjr1 = i1 + B(q; + B;p;)
11. fim

A férmula de atualizacao do vetor z;;1 na linha 6 pode ser obtida facil-

mente a partir da recorréncia para o vetor residuo ;4. Observe que
Tjit+1 = b— A.’L'j_|_1.
Assim,

Azjpr = b—rjp
= b—rj+a;A(u; + g))
= b-— b+A$j +OéjA(Uj+q]')

= A(:CJ + ij(U,j + C]j)). (433)

Note que as operacdes com a matriz AT foram eliminadas e que agora dois
produtos com a matriz A sao realizados em cada passo.

No que diz respeito a convergéncia do método CGS, alguns comentarios
podem ser feitos. De acordo com o que foi apresentado por Sonneveld em [29] o
método CGS pode apresentar uma convergéncia aproximadamente duas vezes
mais rapida que o BiCG, o que é freqiientemente comprovado na préatica.

Esta situacao pode ser teoricamente observada na comparagao das ex-
pressoes de residuo em cada um dos métodos. No CGS os vetores residuais
podem ser expressos como 7; = ®?(A)rg. Assim, se o método BiCG pro-
duz um residuo 7;(= ®;(A)ry), que é pequeno se comparado com 7y, ou em
outras palavras, se o operador ®;(A) transformou ry em um vetor cuja norma

2

¢, como no CGS, a reducao serd duas

é menor, entao aplicando o operador ®
vezes maior.

Por outro lado, quando o operador ®? ¢ aplicado os erros de arredonda-
mento tendem a ser mais prejudiciais & precisao da solugao, em funcao das

enormes oscilagoes na norma dos vetores residuos gerados pelo método.
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Mais detalhes sobre o comportamento da convergéncia do método CGS

podem ser encontrados em [35].

4.3.2 O método BiCGSTAB

O método Gradiente Bi-conjugado Estabilizado (BiCGSTAB) [33] foi proposto
por Van der Vorst como uma variante do BiCG que fornece uma convergéncia
mais rapida e suave que o CGS [34].

Este método explora a idéia de eliminar as operacoes com A’ nio com o
polinémio ®;(A) que define o vetor residuo no BiCG, como é feito pelo CGS,
mas com outros polinémios em A.

Isto é feito porque a relagao satisfeita pelo residuo no método CGS, apesar
de promover uma convergéncia cerca de duas vezes mais rapida que o método
BiCG, frequentemente produz grandes oscilacdes na norma do vetor residuo o
que pode comprometer seriamente a solucao quando se trabalha com aritmética

de precisao finita. Dessa forma, a relagao satisfeita pelo residuo no CGS
r; = ®(A)rg (4.34)
é transformada, no BICGSTAB, em
ri = Wi(A)®i(A)ro, (4.35)

onde U; é outro conjunto adequado de polindémios de grau :.

Na pratica, o processo ¢ semelhante aquele usado na obtencao do CGS. Adici-
onalmente, exploramos a relacao de bi-ortogonalidade dos vetores residuo no
BiCG.

(®i(A)ro, ®;(AT)rg) = 0,7 < i (4.36)
que nos diz que o vetor ®;(A)rg é ortogonal ao subespago de Krylov i—dimensional
IC; (AT, %), gerado pelos vetores {r, ATry ..., (AT)E=Dpr)

Podemos entao adotar um procedimento anilogo ao utilizado no CGS e

impor que o vetor r; seja ortogonal ao vetor ¥;(AT)rg, ou de forma equivalente

(V;(A)®;(A)ro,m5) = 0, (4.37)
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O método entdo é construido explorando a relagdo (4.37) e impondo que
a solugao aproximada z;, em cada passo do processo, produza um residuo da
forma

rj = U;(A)0;(A)r, (4.38)
com
Ui(A) = (I —woA)(I —wA)...(I —w,;_1A), (4.39)
onde a constante w;, no j—ésimo passo, é escolhida para minimizar o residuo
rj = ¥;(A)®;(A)ro.
A deducao do método BiCGSTAB parte novamente das duas importantes

relagoes de recorréncia para os vetores r; e p; no método BiCG,
ri = Tj—1—oj1Apji (4.40)
p; = 1+ Bi—ipj-1, (4.41)
e mais uma vez usando as formas polinomiais
r; = ®;(A)ro

p; = IL;(A)ro,
onde ®;(A) e II;(A) sao polinémios em A de grau j.
Como resultado obtém-se as relacoes de recorréncia para essas formas polino-
miais,

(I)j(A)TO = (¢],1(A) - OijlAqu(A))To, (442)

IL;(A)ro = (@;(A) + Bj-11L_1(A))ro, (4.43)

que serao usadas para buscar as desejadas relacoes de recorréncia do método
BiCGSTAB.

Uma vez que é preciso encontrar relacoes de recorréncia para o vetor resi-
duo definido em (4.38), pode-se multiplicar por ¥; a relagdo (4.42). Fazendo

isso obtém-se

U;(A)@;(A)ro = (I —w;A) V-1 (A)(P-1(A) — a1 AlL; 1 (A))ro.  (4.44)



O Método BiCG e os métodos tipo-produto 56

A relagdo para o produto U,;(A)II;(A)ry também é obtida das relagdes do
BiCG, através da multiplicacdo da expressao (4.43) por ¥,(A). Assim,

U (A (A)rg = W;(A)@;(A)ro + Bi-1 W, (A)T;-1(A)ro
= U;(A)Q;(A)ro + Bj-1(I — wjA)V; 1 (A)IL; 1 (A)ro.

O préximo passo entao é buscar formulas para as constantes utilizadas pelo
método. Para o calculo de 3;, por exemplo, utiliza-se produtos internos envol-
vendo os novos vetores criados. Observe que no método BiCG o escalar j3; é

calculado como B = p,1/pj, onde

pj = (®;(A)ro, ®;(AT)rs)
= (®;(A)*ro,75)- (4.45)

Note, porém, ndo é possivel calcular p; pela formula (4.45) pois os vetores
necessarios nao estao disponiveis. Uma saida é relacionar p; com o escalar p;
que é obtido como

pi = (@;(A)ro, T;(AT)rg). (4.46)

Para isso, expande-se U;(AT)r¢ explicitamente a partir de (4.39), substituindo

A por AT,
Ui (ANYry = (I — woAT)(I — w1 AT) ... (I — wj 1 AT)rg. (4.47)

Esta expansao é necessaria para poder encontrar o coeficiente de maior potén-
cia em W, (AT)r;. Na expansdo, este é o tnico termo relevante uma vez que
®,(A)ro é ortogonal a todos os vetores (AT)*rs, com k < j.

Para \Ifj(AT)rg esse coeficiente de maior poténcia, que serd denotado por

¢, pode ser encontrado por inducdo. Observe que para j = 1 tem-se que
U (ATYrg = (I — woAT)r,
cujo coeficiente do termo de maior poténcia é

—wo = (=1) wp.
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Suponha que para j = k o termo de maior grau em ¥;(AT)r} seja dado por
(—1)kw0w1 e WE—1,
entao, para j = k + 1 tem-se,

\Ilk_H(AT)T; = \I’k(AT)TE; X (I — kaT)
= (I+...(=Dfwow; ... w1 (AD)")rg x (I — wAT)

= (I+...(-D*wow;...wr}. (4.48)
Assim, para qualquer j o coeficiente do termo de maior poténcia é dado por
C(]) = (—1)jw0w1 s Wj—1- (449)

Usando entdo a expressao (4.47) na relacao (4.46) para p;, e valorizando apenas

o coeficiente de maior poténcia em ¥;(AT) obtém-se
pj = (®;(A)re, CD(AT)r). (4.50)

Em particular, se n¥) representa o coeficiente de maior poténcia no polindémio

®; entdo é possivel reescrever p; em fungao de p;, usando (4.50) da seguinte

forma
B ¢l) _
pi = (@5(A)ro, 57 ®i(AT)ro)
B ¢
= ija (4.51)

onde foi usada a relacio (4.45). Além disso, olhando para ()definido em

(4.49) nota-se a seguinte relagio
U = —w; W, (4.52)
da mesma, forma para nU+1)

G+ = _ g, (4.53)
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Como resultado,
B 4(j+1)p
Pi+1 2GFD Pi+1
J mﬂj
_ij(J')
_ Tam@Pitl
= JCT (4.55)
7@ Pi
= 0 Pt (4.56)
aG) P
que fornece
b=t P % (457
Pj Pj Wi
Um processo analogo fornece o escalar o;; como
Pi
Q= . (4.58)
’ (Apj’ TO)

J4 o parametro w; é escolhido de modo a minimizar a norma 2 do vetor residuo

rip1 = Vi1 (A) @541 (A)ro = (I — w; A)¥;(A) @11 (A)ro.

(4.59)

Entdo, substituindo a expressao para ®,,1(A)ro, definida em (4.42), no segun-

do membro da igualdade acima, e usando as relacoes

rj = ®;(A)W;(A)ro,

pj = V(AL (A)ro,
obtém-se
riv1 = (I —w;A)(rj — o;Ap;),
que fornece o valor 6timo para w,

(Asj, 55)
(ASJ', ASJ') ’

onde

(4.60)

(4.61)

(4.62)
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Por fim, é preciso uma férmula para atualizar a solu¢ao aproximada x;,;. Das

relagoes (4.60) e (4.62) tem-se
Tj+1 = Tj — ajApj — ijSj,

que fornece,
Tj+1 = Tj + opj + W;S;.

Essas relagoes formam o método BiCGSTAB.

ALGORITMO 4.4:Método BiCGSTAB.

1. Calcule 7y = b — Axg; 7§ arbitrario;
2. po=ro
3. Para j=0,1,..., até convergéncia faca:
4 G = (rjaTS)/(Apja TE;)
5. Sj = T’j — oszpj
6 w; = (Asj, s5)/(As;, As;)
7 Tjy1 = Ty + o;Pj + W;s;
8 Tji+1 = 85 — LdeSj
(i) oo
9 Bi="tm X
10. Pj+1 = Tjt1 + Bi(p; — w;Ap;)

11. fim.

4.3.3 O método GPBiCG

O procedimento desenvolvido por este método é uma generalizacdo do que
foi feito nos métodos CGS e BiCGSTAB, dai o nome método tipo-Produto
Generalizado baseado no BiCG (GPBICG)[37]. Neste método, o polinémio

residual é definido como sendo o produto de dois polinémios de grau j

0,(t)®;(?), (4.63)
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onde ®; é o polinémio que define o vetor residuo no método BiCG e ©; é um
polinoémio indeterminado.
O polinémio ©; é construido eliminando II; das relagoes (4.17) e (4.18) e

recuperando a relagao de recorréncia de trés termos para ®;

Ba(®) = (1+ 50y — a0)y(0) - D ag0, 1 0), j=1.20 (169

Entao, introduzindo dois pardmetros independentes, (; e 7;, obtém-se um
modelo para o polinomio ©; baseado nas relacoes de recorréncia de trés termos

(4.64) e (4.65),

O(t) = 1 (4.66)
O:(t) = (1—Got)Oo(t), (4.67)
O;1t) = (1+n—t)O;) —n0,(0) j=1,2,...  (4.68)

onde os parametros 7; e (; precisam ser determinados.
As relagoes de recorréncia para os produtos polinomiais 0;®;, ©;®;,,
(©j-1 — ©;)®,41, O,I1;,e O;4II; sdo obtidas através das relagdes basicas

(4.17) e (4.18), juntamente com a recorréncia de trés termos (4.68), definida

para ©;.
Assim,
Ojn1®ip1 = 0;Pj41 —n— (01— 0;)Pjp1 — (;1O;B;11(4.69)
0,8,,1 = O;8; — a;tO,TI;, (4.70)
(©j1=0))®j11 = 6; 1% — 0,011 — ;10,1 TI;;, (4.71)
Ol = ©,1®jn — B1,0;11L; + B;(1 +1;)0;11; —
—Bi¢itO;1l;, (4.72)
0,111 = ©;9,41 + B;0,l11,. (4.73)

Usando entao o vetor residual definido pelo produto polinomial (4.63), e
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utilizando os vetores auxiliares
tj = @j(A)‘DjHTOa
yi = (0;21(4) — 6;(A4))®j117m0,
pi = O;(A)IL;(A)ro,

Sj = @j_l(A)Hj(A)’I“O, (474)

escrevemos as relagoes (4.69) a (4.73) nas seguintes formas vetoriais

rip1 = tj —ny; — (AL, (4.75)
t; = rj— a;jApj, (4.76)
y;j = tj_1—1t; —«ajAsj, (4.77)

Pitv1 = Tivr = Bimis; + Bi(L+m5)p; — B,GAps, (4.78)

si+1 = t;j + B;p;- (4.79)

Além disso, levando-se em conta que o vetor residuo é definido por
r; =0;(A)®;(A)ro = b — Az,
a féormula para atualizar z;;; torna-se,
Tipr = =051 + 0P+ ogs;) + (L+15) (25 + agps) + Gty (4.80)

Definidas entao as féormulas de recorréncia na forma vetorial, e a formula
de atualizacao da solugdo aproximada x;,;, 0 préximo passo seria encontrar
formulas para calcular as constantes necessérias e entao produzir o algoritmo.
No entanto, observe que a férmula (4.80) é um pouco complicada e inadequada,
uma vez que o calculo de z;1; exige o uso de z; e z;_1. Uma simplificacao
de (4.80) pode ser obtida definindo um polindémio auxiliar e reescrevendo a
relacdo de recorréncia para O;; em (4.68)

Note que ©O,;(t) satisfaz  ©0,;(0) = 1 para qualquer j. Entao,
©,+1(0) — ©,(0) = 0 para qualquer j. Assim, o polinémio auxiliar de grau

j denotado por I';(%), é definido como
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E possivel agora reescrever a relagdo de recorréncia (4.68) e obter um novo
modelo para o polinémio ©;, agora envolvendo também o polindomio auxiliar

I';. Essas novas relacoes sao escritas como

O(t) = 1, To(t) =1 (4.81)
Ojui(t) = O5(t) — GIly(t) (4.82)
Dialt) = Ol +G 0TS0 =12, (4.83)

Observe que uma vez que a rela¢ao para o polinémio ©; foi reformulada, é
preciso também reformular as relacées de recorréncia para os produtos polino-
miais (4.69 - 4.73). Substituindo as novas formulas (4.82) e (4.83) nas relagoes

para os produtos, e realizando algumas operacgoes algébricas, obtém-se

©j11Pjr1 = 0;®ju1 — ;G121 Pj1 — (1O Py, (4.84
= 0;9, — q;t0;11; — (tl;®; 1, (4.85

0;0,,1 = ©,8; — a;tO,IL;, (4.86
G ®in = 00511 — 011841 — 04 1t0;1L 4 + ;180411114 (4.87
Ojnllinn = ;1P + ;0,11 — B;(tl11, (4.88
10,11 = 10;B;,, + ;10,11 4.89

)
)
)
)
)
)
)
4.91)

(
Gtl,IL = tO,I1; + (0,21, — ©;Q; + B;_1¢j_1tlj_111;_1), (4.90
L% = GO +1iG1l-1®5 — oy GtT511;. (
onde agora, como era de se esperar, os produtos polinomiais envolvem também
o polinémio auxiliar I';.

Definindo também os novos vetores w;, u; e z; como

wj = AO;(A)L;1(A)r, (4.92)
uj = GAT;(A)IL;(A)ro, (4.93)

as relagoes (4.84-4.91) podem ser escritas vetorialmente como

Tiv1 = tj—ny; — (AL (4.95)
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= r; — ojAp; — Az, (4.96)

tj = 15— a;Ap;, (4.97)
Yir1 = b= = gawy + o Apja, (4.98)
pit1 = 711+ Bi(pj — uj), (4.99)
w; = At; + B;Ap;, (4.100)
uj = CiAp;j +mn;(tj1 — 5+ Bi—1ui-1), (4.101)
zj = (Grj+nizj—1 — ojuy. (4.102)

onde os vetores t;,y;, pjes; definidos em (4.74) também foram utilizados.
Assim, a partir de (4.96) uma forma mais compacta e adequada para atu-

alizar x4 € obtida como
Tj1 = Tj + a;pj + 2, (4.103)

que, claramente, é matematicamente equivalente a formula definida em (4.80).
Os escalares o e [3; sao obtidos como no método BiCGSTAB. E feita
uma expansao no polinémio ©; e os produtos internos (r,7;) e (15, Ap;) sdo

calculados considerando apenas o termo de maior ordem da expansao. Como

resultado,
- (TS’ Tj)
! (7"3’ Apj)
ﬁ' — & . (TS’Tj'f'l).
! G (rgrs)

Os parametros adicionais 7; e (; sao obtidos minimizando a norma 2 do

vetor residuo como uma funcao de ¢; e 7;,

F(Cm) = |lrjall = Ity — ny; — CALl,

produzindo o seguinte algoritmo para o método GPBiCG.
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ALGORITMO 4.5: Método GPBiCG.

1. Escolha uma estimativa inicial xg, e calcule ro = b — Axg
2. Escolha um vetor r§ arbitrario, tal que (ro,r3) # 0, por exemplo, 7§ = 7
3. Atribuat_i=w_1=0,6_1=0
4. Paran=0,1,..., até convergéncia, faca:
5- Pn=Tn + ﬁnfl(pnfl - unfl)
_ (rn,rd)
6. U = Thporg)
7. Yn = tn—l —Tn — QpWp_1 + anApn
8. tn =T — anApy
9 C — (yn ayn)(Atn 7tn)_(yn;tn)(Atn ayn)
. n (Atn;Atn)(yn ayn)_(yn;Atn)(Atn ayn)
10 — (Atn;Atn)(yn;tn)_(yn7Atn)(Atn7tn)
: T = (A, Atn) Y yn)—Unr Abn ) (A syn)
11. Sen=0,( = Atndt)” M =0
12. Up = CnApn + nn(tn—l —Trp+ ﬂn—lun—l
13. Zn = Cn'rn + Nnin—1 — QplUp
14. Tpt1 = Tn + QpnPp + 2n
15. Tpn+1 = tn — h¥Yn — CnAtn
—_ n (T'n 77'*)
16. Bn=3 Tors
17. Wy = Atn + ﬁnApn
18. fim.

Este método é visto como uma generalizagao dos métodos tipo produto
porque através da escolha de diferentes valores para os parametros ,n é pos-

sivel obter métodos matematicamente equivalentes aos métodos tipo produto

apresentados neste trabalho. Escolhendo, por exemplo, (; = o e n; = g j._iaj
i

obtém-se uma variante matematicamente equivalente ao CGS.
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4.4 Uma implementacao do método BiCG sem
uso da matriz transposta: TFBICG

Uma outra forma de obter uma formulacao "transpose free"baseada no BiCG,
¢ utilizar métodos distintos para desenvolvimento de versoes hibridas. Um
exemplo desse procedimento utiliza os métodos CGS e BiCG para criar uma
versao do método BiCG sem o uso da matriz transposta, chamada de TFBiCG
[9].

O algoritmo obtido é apresentado a seguir, usando os subescritos BCG
e CGS para denotar os vetores extraidos do método BiCG e CGS, respec-

tivamente.

ALGORITMO 4.6: Método TFBiCG.

1. Escolha uma estimativa inicial xg, e calcule ro = b — Axg

2. Escolha rf§ arbitrario, tal que (rg,7§) # 0
3. Atribua pf¢Y =0; py = 1;
4. Atribua p§% = 0; g = 0;
5. Parai=1,2,..., até convergéncia, faga:
6. pPi = (7”6, ,riC_CiS)
— _Pi
7 p= pi—1
8 u =179+ B
9 Py = u+ Bgi + BpYS7)
0. pRT = e i
11. v = Apfes
— _Pi
12 &= G
13. g =u—Qu
14. u=1u-+ q;
15. réGS = plAs — qAu
16. xBCC = gBCC 4 opBCC
17. rBCG = pBAG _ o ApBCC
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18. fim.

O algoritmo acima elimina o uso da matriz AT a um custo extra de um
produto da matriz A por um vetor por iteracao. Conseqiientemente, o custo
computacional por iteracao é ligeiramente maior que a maioria dos outros
métodos. Por outro lado, o método TFBiCG apresenta uma convergéncia

mais suave que o CGS em muitos casos.



Capitulo 5

Técnicas de pré-condicionamento

Atualmente os métodos no subespaco de Krylov representam uma das prin-
cipais técnicas para a solucao de grandes sistemas lineares esparsos. Porém,
quando aplicados & problemas realisticos, esses métodos sozinhos dificilmente
funcionam. Isso geralmente ocorre porque a convergéncia dos métodos itera-
tivos depende das propriedades espectrais da matriz [16] que, em casos reais,
muitas vezes nao sao ideais.

Nesses casos a solucao usual é aplicar uma transformacao linear adequada
no sistema linear para melhorar as propriedades espectrais da matriz. Este
processo é conhecido como pré-condicionamento.

Na pratica, aplicar um pré-condicionador significa substituir o sistema
original

Az =b, (5.1)

por um sistema equivalente
MAx = Mb ou AMy =b, (5.2)

que seja, obviamente, mas facil de ser resolvido.
O problema geral pode ser definido entdao como encontrar um
pré-condicionador M cuja construgao seja viavel, em termos de custo com-

putacional, e que o sistema My = z seja mais facil de ser resolvido que o

67
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sistema original. Duas classes dessas técnicas, que serao tratadas neste traba-
lho, sao os pré-condicionadores baseados da fatorizacao LU da matriz original
A, e os pré-condicionadores baseados na aproximacao direta da inversa da
matriz original. Os pré-condicionadores baseados na fatorizagao LU sao co-
nhecidos como pré-condicionadores implicitos uma vez que a inversa da matriz
original nao é obtida explicitamente, mas somente aplicada a um vetor. Como
resultado esses métodos exigem a solucao de sistemas triangulares envolvendo
os fatores L e U obtidos do processo de fatorizagao. Os pré-condicionadores da
outra classe, por aproximarem diretamente a inversa da matriz sao conhecidos

como pré-condicionadores explicitos.

5.1 Pré-condicionadores implicitos

As técnicas de pré-condicionamento mais comuns sao baseadas no uso de méto-
dos diretos de forma incompleta. Nesse processo, o método direto é aplicado, e
parte dos calculos sao desprezados de acordo com uma regra pré-estabelecida.
Isto conduz a nogao de fatorizagdo LU incompleta (ILU).

Na préatica, as fatorizagoes sao realizadas de forma incompleta para preser-
var a esparsidade das matrizes. Isto é necessario porque quando se aplica, por
exemplo, uma fatorizagdo LU completa em uma matriz esparsa, ela tende a se
tornar densa em func¢do do grande niimero de elementos que sdao gerados pelo
processo de fatorizacdo (os chamados "fill-in"). E claro que se pudéssemos tra-
balhar com matrizes densas seria mais adequado resolver o problema aplicando
um método direto, o que dispensaria a construcao de um pré-condicionador.

Um algoritmo geral para construcao de uma fatorizagao ILU é obtido da
realizacdo de um processo de eliminacao Gaussiana no qual alguns elementos
nao diagonais sao eliminados. Isto normalmente é feito escolhendo algum pa-
drao de esparsidade P, isto é, escolhendo um conjunto de posi¢oes na matriz

que necessariamente deverao conter elemetos nulos. Esse conjunto P é definido
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como
P c{(j):i#5,1<1,j<n} (5.3)

e realizando uma fatorizacao ILU que considere apenas os elementos que nao
estao nas posicoes determinadas pelo padrao de esparsidade escolhido. Esse

procedimento geral é formalizado a seguir.

ALGORITMO 5.1: Fatorizagao ILU geral.
1. Parak=1,...,n—1 Faca:
2. Parai=k+1,...,nese (i,k) ¢ P faga:
ik, = ik, [ Ak
para j =k +1,...,n e para (i,7) ¢ P faca:
Aij = Qij — Qi * O
fim
fim

I B

Fim.

O processo de eliminagao Gaussiana é um procedimento com trés lagos que
podem ser arranjados de varias formas. Na verdade, o algoritmo de fatorizagao
ILU geral, descrito acima, pode ser desenvolvido utilizando qualquer uma das
possiveis formulagoes do processo de eliminacao Gaussiana. Na pratica, porém,
a formulagao utilizada no algoritmo 5.1 nao é a melhor op¢ao do ponto de vista
numérico. Observe que o algoritmo 5.1 percorre todas as colunas k, com execao
da tdltima, e para cada uma dessas colunas trata todas as linhas ¢ tais que 7 > k.
Dessa forma, uma linha ¢, por exemplo, precisa ser acessada para as colunas
k=1,2,...,17— 1. Uma alternativa mais atraente consiste em acessar cada
linha da matriz apenas uma vez durante todo o processo. Nesse caso, cada
linha, com excecao da primeira, é acessada e s6 é abandonada depois que todos
os calculos que a envolvem forem realizados. Esta versao é conhecida como

variante ikj do processo de eliminacdo Gaussiana [16] e serd usada ao longo
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desse trabalho.
A regra usada para controlar a eliminacao desses elementos, da origem aos

diversos pré-condicionadores dessa classe.

5.1.1 Fatorizagao ILU(0)

A forma mais simples e barata de impor uma regra numérica para controlar a
entrada de novos elementos na matriz esparsa original, € impor que as matri-
zes L e U obtidas com a fatorizacao, tenham a mesma estrutura esparsa das
partes triangular inferior e triangular superior da matriz original, respectiva-
mente. Ou seja, escolher o padrao de esparsidade P como sendo exatamente o
mesmo padrao de esparsidade da matriz A. Essa formulagao da origem ao algo-

ritmo ILU(0) que é apresentado a seguir usando a variante ikj do algoritmo 5.1

ALGORITMO 5.2: Fatorizagao ILU(0).

1. Para:=2,...,n Faca:

2 Para k =1,...,i— 1 e para (i, k) € NZ(A) faca:

3 Calcule a;; = a;x/ag

4 Para j=k+1,...,n e para (i,j) € NZ(A), faga:
5. Calcule a;; = a;; — ai X ag;.

6 fim

7 fim

8. Fim.

Neste algoritmo NZ(A) representa o conjunto {(¢,7) : a;; # 0}, dessa
forma o algoritmo produz os fatores L e U, triangular inferior e triangular
superior, respectivamente, que juntas possuem o mesmo padrao de esparsidade
da matriz A. Ou seja, um elemento (i,j) da matriz L ou da matriz U s6
é diferente de zero se o elemento correspondente na matriz A também for

diferente de zero. Na préatica, esses fatores sao armazenados em uma tnica
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matriz, e a diagonal principal de L, cujos elementos sao todos iguais a 1, nao

é armazenada.

5.1.2 Fatorizagao ILU(p)

Em problemas um pouco mais complexos a precisao do pré-condicionador obti-
do através de uma fatorizagao ILU(0) pode ndo ser suficiente para garantir uma
boa condi¢ao para a convergéncia dos métodos iterativos. Nestas situacoes é
preciso buscar pré-condicionadores mais eficientes no sentido de uma melhor
aproximagao da matriz. No contexto da fatorizacao ILU isto claramente signi-
fica desenvolver formulacoes que permitam a entrada de novos elementos em
posicoes originariamente nulas. Para isto, é preciso introduzir o conceito de
nivel de "fill".

E atribuido um nivel de "fill” para cada elemento da matriz e esse valor
é atualizado sempre que o elemento é alterado pelo processo de eliminacao.
Entao, uma regra numérica é aplicada com base no valor do nivel de "fill” de
cada elemento, determinando se o elemento ser4 armazenado ou se ele serd
descartado. A fatorizacdo ILU(1) por exemplo, retém todos os elementos cujo
nivel de "fill” nao excede 1.

Nesse processo, a idéia é que o nivel de "fill"” seja uma indicacao do valor
absoluto do elemento: quanto maior o nivel de "fill”, menor o valor do ele-
mento. Dessa forma atribuindo o valor €*, com ¢ < 1, a qualquer elemento
cujo nivel de "fill" é k, a atualizacao de a;; na linha 5 do algoritmo 5.2 pela
formula

Q5 = Q5 — Qg X G, (54)
produz um elemento cujo valor deve ser

— Elevelij _ 6levelik % 6levelkj — 6level”- _ elevelik+levelkj

b

CLij

onde level;; é o atual nivel de "fill” do elemento a;;, que inicialmente é definido
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€omo
1, sea;; #0,
level;; = (5.5)
oo, se a;; = 0.
Como resultado, podemos assumir uma estimativa para o tamanho de a;; como
0 maximo entre e'®v¢ii e elevelitlevely; o paturalmente definir o novo nivel de
n n
'fill" como,

level;; = min{level;;, level;, + levely;}

No entanto, para se adequar a definicio comum usada na literatura (veja [23]),

devemos fazer inicialmente

0, sea; #0,
level;; = { ’ (5.6)

00, caso contrario.

Conseqiientemente, a formula de atualizacao do nivel de "fill” se transforma
em

level;; = min{level;;, level;, + levely; + 1}. (5.7)

Essas defini¢des acima permitem definir a estratégia dos pré-condicionadores
baseados na fatorizagdo ILU(p), que retém todos os elementos cujo nivel de

"fill" nao excedem p.

ALGORITMO 5.3: Fatorizagao ILU(p).
1. Para todos os elementos nao nulos a;; da matriz A defina level;; = 0
Para ¢ = 2,...,n faca:
Para cada k =1,...,7— 1 e para level;, < p faca:
Calcule a;, = aix/agk
Para j =k +1,...,n faca:
Q5 = Qijj — Qi X Qg
Atualize os level;;’s usando (5.7)

fim

© % N e e W N

fim

10. Substitua qualquer elemento na linha 7 com level;; > p por zero
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11. fim.

Na pratica existem varias formas possiveis para implementar o algoritmo
ILU(p). Um procedimento comum ¢é dividir o processo em duas etapas. A pri-
meira etapa é conhecida como a fase simbélica na qual a estrutura dos fatores
L e U sao determinados. Nesta fase nenhum calculo numérico é realizado. A
segunda etapa se incumbe entao de realizar todos os célculos, armazenando os
"fill-in" aceitos em suas respectivas posigoes, ja criadas na etapa anterior.

Outro procedimento usual, definido pelo algoritmo 5.3, consiste em aumen-
tar a matriz dinamicamente & medida que um novo elemento é aceito. Esse
procedimento pode ser um pouco mais lento pois implica no uso de uma rotina
que insira cada novo elemento na estrutura esparsa da matriz. Uma alternativa
a esse procedimento é efetuar todas as alteracoes de uma linha 2 em um vetor
cheio, isto é, em um vetor que armazena todos os elementos da linha inclusive
os elementos nulos. Dessa forma a atualizacao dos fatores L e U pode ser feita
linha por linha reduzindo o tempo computacional gasto na constru¢ao do pré-
condicionador. Neste trabalho, a implementacdo computacional do ILU(p) foi

feita adotando esse tltimo procedimento.

5.1.3 Fatorizacao ILUT

Nas técnicas de pré-condicionamento descritas até agora a estratégia usada
para controlar o "fill-in" nas matrizes L e U sao baseadas unicamente na
estrutura esparsa da matriz original. Esta estratégia é eficiente em alguns
casos, porém, em muitos problemas reais pode causar algumas dificuldades. No
caso especifico do ILU(p) o nivel de "fill"” pode ndo ser um bom indicador do
tamanho do elemento, fazendo com que o método retenha elementos pequenos
e elimine elementos maiores. Como conseqiiéncia a precisao da aproximacao
fica comprometida.

Para remediar essa dificuldade foi desenvolvida uma nova estratégia que é
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semelhante ao ILU(0) mas que permite "fill-in" baseado no valor do elemento.
Essa estratégia é chamada ILUT (ILU com "Threshold") [24] e é apresentada

agora usando a versao ikj da eliminacao Gaussiana.

ALGORITMO 5.4: Fatorizagao ILUT

1. Para:i=1,...,n faca:

2. W = Qi

3. Para k =1,...,7—1, e quando wy # 0 faga:
4. Wy, = Wi/

D. Aplique uma regra de eliminacao em wy
6. Se wy # 0, entao

7. Para j =k +1,...,n faca:

8. Wj = Wj — Wk X Ugj

9. Fim

10. Fim

11. Aplique uma regra de elimina¢do na linha w
12. lij=wj, paraj=1,...,i—1

13. Ujj = Wj, para j =1,...,n

14. w=0

15. Fim

A notacao a;, utilizada na linha 2 do algoritmo acima significa a i-ésima
linha da matriz A. Isto mostra que este algoritmo utiliza o altimo procedimento
descrito na subsecao anterior. Na pratica, como dissemos, os fatores L e U sao
armazenados em uma unica matriz. Como conseqiiéncia a atualizacao desses
fatores pode ser feita linha por linha. Nesse processo, os elementos nao nulos
em w sao transferidos para um outro vetor, enquanto é criado um vetor que

contém as posicoes das colunas de cada elemento nao nulo dessa linha. Isto é
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ilustrado na figura 5.1.

Vetor cheio: linha completa

1110|081 2]0]10]3]4]090

Flementos ndo nulos

da finha.

Indice coluna de cada
elemento ndo nulo,

Figura 5.1: Estrutura de dados usada para os fatores L e U em ILUT.

Como resultado da utilizacao da estrutura ilustrada acima e levando em
conta que as matrizes L e U sao armazenadas juntas, podemos substituir as

operagoes de atualizacao definidas nas linhas 12 e 13 do algoritmo 5.4 por
linha; = w (5.8)

onde w denota o vetor onde apenas os elementos nao nulos da linha sao arma-
zenados.

Com relacao a regra de eliminagao, duas estratégias sao utilizadas. A
primeira regra, aplicada na linha 5 do algoritmo, elimina um elemento wy
se este for menor que a tolerincia relativa 7; que é obtida multiplicando o
nimero 7, que € um valor real passado pelo usuario, pela norma da i—ésima
linha da matriz original. A outra regra, usada na linha 11 do algoritmo, usa
dois procedimentos: primeiro elimina qualquer elemento da linha cujo valor
absoluto é menor que 7;. Entao armazena somente os p maiores elementos na
parte da linha que pertence a L e os p maiores elementos na parte da linha
que pertence a U, além dos elementos diagonais que sempre sao armazenados.
O valor de p também é passado pelo usuario e assim como 7 pode variar de

acordo com o problema.
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5.2 Deficiéncias dos pré-condicionadores ILU

Para matrizes esparsas gerais, que surgem em muitas aplicagoes reais, a fato-
rizagao ILU pode encontrar muitos problemas e até mesmo nao existir. Isto
pode ocorrer, por exemplo, quando a matriz possui elementos nulos, ou mui-
to pequenos, na sua diagonal principal. No contexto dos pré-condicionadores
ILU uma alternativa é o uso da estratégia do pivoteamento [16] de modo que o
pivd seja o maior elemento, em valor absoluto, da coluna que esta sendo traba-
lhada. No caso dos pré-condicionadores ILUT, por exemplo, basta combinar
o algoritmo 5.4 com um procedimento de troca de linhas na matriz original.
Uma sistemética para obter um pré-condicionador ILUT com pivoteamento

(ILUTp) é apresentada pelo algoritmo 5.5.

ALGORITMO 5.5: ILUT com pivoteamento-ILUTp
1. Parak=1,...,n—1 Faca:

2. B=1aw |

3. Para j=k+1,...,n faga:

4. Se |a;x| > B entdo

5. B=|ay|er=j

6. Troca as linhas &k e r,

7. Fim

8. Parai=k+1,...,n e se a; # 0 faca:

9. Uik = Uik Ak

10. Aplique uma regra de eliminagdo em a;
11. Se a;; # 0 entao

12. Para j =k +1,...,n faga:

13. (ij = Qi — Qi X Qg

14. Fim

15. Aplique uma regra de eliminagao na linha

—_
&

Fim
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17. Fim.

Entretanto, existem situagoes comuns onde a matriz A é indefinida, para
as quais apenas a adocao da estratégia de pivoteamento nao é suficiente para
resolver o problema da fatorizacao ILU. Nesses casos, além do problema de
encontrar um pivo nulo durante o processo de fatorizagao, os fatores L e U
obtidos podem ser muito instaveis, gerando pré-condicionadores muito pobres.
Além disso, a natureza recursiva da fatorizacao ILU dificulta um eficiente uso
dessas técnicas em implementagoes em paralelo ([3],[7]).

Para estas situacoes uma possivel solugao é encontrar um pré-condicionador
que evite um processo de fatorizacao e que nao exija a solucao de um sistema

linear. Isto é possivel pela aproximacao direta da inversa da matriz A.

5.3 Pré-condicionadores explicitos

Uma das técnicas mais simples para encontrar a inversa de uma matriz esparsa
arbitraria é tentar encontrar uma matriz esparsa M que minimiza a norma da

matriz residual I — AM,
F(M) = I - AM|f3 (5.9)

A matriz M que minimiza a funcdo definida em (5.9) serd uma inversa
aproximada & direita de A. Da mesma forma podemos definir inversa aproxi-

mada & esquerda usando a funcgao

| T —MAIJS3, (5.10)
ou um par de matrizes L e U obtidos pela minimizacao de

| I — LAU ||% . (5.11)

Nesses trés casos, || - || denota a norma de Frobenius de uma matriz que é
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IAlr = [> al; (5.12)
,J

O uso da norma de Frobenius é especialmente 1til para implementacoes

dada por *

em paralelo. Note que em razao da utilizagdo dessa norma a funcao (5.9) pode
ser decomposta em n subproblemas independentes envolvendo as colunas da

matriz residual I — AM da seguinte forma,

F(M) = |[I-AM [} (5.13)

= ||et—Amy, ..., en— Am, ||fm

_ 2
= D iy
i’j

onde r; = e; — Am;.

Mas,

n

> =l

i=1
e portanto,

I =AM 5= Il e; — Amy |5 (5.14)

j=1
onde e; e m; sdo as j-ésimas colunas da matriz identidade e da matriz M,
respectivamente.

Como resultado dos calculos acima, a fungio (5.9) pode ser minimizada de
duas maneiras: ou como uma func¢ao da matriz esparsa M, denotada por funcao
global, usando um método iterativo qualquer, ou de uma forma alternativa
minimizando individualmente cada termo do somatoério no segundo membro
de (5.14).

*A norma de Frobenius de uma matriz A é definida também como \/m onde tr(-)

é a fungéo traco dada por tr(4) = Z ai
i
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5.3.1 Minimizacao da funcao global

Esta técnica trata a matriz esparsa M como uma incognita e usa um método

tipo descida para minimizar a fun¢do objetivo (5.9). Trata-se de uma func¢ao
s . . . 2

quadratica no espago das matrizes n X n, vistas com objetos no IR" . Neste

espago de matrizes, o produto interno ao qual a fung¢do (5.9) esta associado é
(X,Y) =tr(YTX), (5.15)

onde tr(-) é a fungéo traco.
Aqui usamos uma representacao vetorial de um objeto X € R”2que signi-
fica a matriz n x n cujos vetores coluna sao os sucessivos n-vetores de X.
Utilizando entao um método de descida, temos que uma nova aproximacao
M, € obtida a partir da aproximagao atual, tomando-se um passo ao longo

de uma direcao selecionada G, isto é,
Mo = M + aG, (5.16)

onde G é a dire¢ao de descida e o é o tamanho do passo dado ao longo da

dire¢do G, escolhido de modo a minimizar a funcao objetivo
F(Mpew) =) I — AMyew |-
Assim, definindo R, = I — AM,,.,, € da mesma forma R =1 — AM,
Rpew = I— AMpey
= [ - AM - aAG
= R— aAG, (5.17)
vem que minimizar F'(M,,) significa escolher um valor de « tal que Ryeq S€ja

ortogonal a AG com respeito ao produto interno associado, definido em (5.15).

Impondo essa condigao obtém-se,
0 = (R, AG)
= (R - aAG, AG)
= (R, AG) — a(AG, AG).
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Como resultado,

(R,AG)  tr(RTAG)
*=TAG, AG) ~ r((AG)TAG)" (5.18)

Onde o denominador pode ser computado como

| AG |7

O algoritmo 5.6 apresentado a seguir, descreve um procedimento geral de mini-

mizacao global.

ALGORITMO 5.6: Procedimento geral de minimizagao da funcao glo-
bal.

1. Escolha uma estimativa inicial para M.

2. Até convergéncia faca:

3 Escolha uma direcao de descida G

4. Calcule « usando (5.18)

5 Calcule M = M + oG

6 Aplique uma regra de eliminagao em M
7

Fim.

Existem alguns importantes aspectos a serem discutidos com relagao ao
algoritmo 5.6. O primeiro diz respeito a escolha da direcao G no passo 3 do
algoritmo. Usualmente existem duas possibilidades. A escolha mais simples
consiste em tomar G = R =1 — AM, onde M é a aproximacao no passo atual.
Se desconsiderarmos a regra de eliminagao essa escolha produz o algoritmo do
residuo minimo (MR) descrito no capitulo 2 deste trabalho. A segunda escolha
possivel é tomar G como sendo a dire¢do oposta ao gradiente da fungao (5.9)
com respeito a matriz M. Usando novamente uma representacao vetorial das
matrizes, temos que este gradiente é dado por VF = —2AT R [10]. Essa escolha
de G reproduz o algoritmo da descida maxima descrito no capitulo 2 que pode

ser muito lento em algumas situagoes|10].
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Independente da escolha feita, a matriz G precisa ser armazenada explici-
tamente. Os escalares || AG ||% e tr(RT AG) utilizados no calculo de o podem
ser calculados de forma progressiva utilizando cada coluna de AG. Assim, a
matriz AG nao precisa ser armazenada.

Outro aspecto importante do algoritmo 5.6 diz respeito a regra de elimina-
¢ao aplicada a matriz M. Como é usual (veja [8], [26]) um valor de tolerancia
é selecionado e todo elemento de M menor, em valor absoluto, que esse valor
de tolerancia, é descartado (substituido por zero). No entanto, quando essa
regra é aplicada a matriz M a propriedade de descida pode ser perdida, ou
seja, ndo se pode mais garantir que F'(M,e,) < F(M). Uma alternativa usual
|23] é aplicar a regra de elimina¢do na matriz G' antes de calcular o passo a.
Neste caso, a quantidade de "fill-in" na matriz M nao pode ser controlada.

Por fim, vale comentar o desempenho do algoritmo 5.6 com relacao ao custo
computacional. Note que o algoritmo envolve operacoes matriz-matriz, que
sdo operacoes BLAS [11] nivel 3 que, em funcdo do alto custo computacional,

devem ser evitadas.

5.3.2 Algoritmo orientado por coluna

Este algoritmo minimiza a funcdo (5.9) através dos n subproblemas lineares
definidos em (5.14). Essa minimizagéo é feita tomando uma estimativa inicial
para cada coluna m; da matriz M e resolvendo aproximadamente os subpro-
blemas

Am;=e;, j=1,2,...,n, (5.19)

com alguns passos de um método tipo descida como, por exemplo, o método
MR. Uma sistematica para isso ¢ apresentada pelo algoritmo a seguir, usando
n; iteragoes para resolver (5.19) para cada coluna da inversa aproximada da
matriz A. Nesse processo, cada m; inicial é obtido das colunas de uma matriz

M, que representa uma estimativa inicial para a inversa aproximada de A.
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ALGORITMO 5.7: Minimizacao por Coluna via algoritmo MR.
Escolha uma estimativa inicial para M.
Para cada coluna j = 1,...,n faca:
Defina m; = Me;
Para:=1,...,n; faga:

(1, Ary)
Q5 = Tar;,Ar;)

1

2

3

4

5. r; =e; — Am,

6

7 m; = m; + ;T
8 Aplique uma regra de elimina¢ao em m;
9 Fim

10 Fim.

A escolha da matriz M, na linha inicial do algoritmo 5.7 pode ser feita de
varias maneiras. Existem, no entanto, duas escolhas mais naturais que sao:
My = ol e My = aA”, onde o fator o é escolhido de modo a minimizar a
norma de I — AM,. A primeira escolha para M, é mais barata em termos
computacionais porém, My = aA” produz em muitos casos uma estimativa
inicial muito mais eficiente |23].

Outro aspecto importante do algoritmo 5.7 diz respeito a forma de arma-
zenamento utilizada na implementagao. Observe que a matriz inversa aproxi-
mada é calculada por coluna, isso sugere que essa matriz deve ser armazenada
também por coluna, permitindo uma atualizacdo muito mais eficiente. Apods
aplicar uma regra de eliminacao no vetor-coluna m; cria-se uma estrutura de
dados similar aquela ilustrada na figura 5.1. Entao os elementos nao nulos de
m; sao armazenados nessa estrutura juntamente com os indices das linhas de
cada elemento nao nulo.

Apoés os n passos, obtém-se uma inversa aproximada esparsa da matriz
A que pode ser usada como um pré-condicionador explicito para um sistema
linear envolvendo A.

Uma variante do procedimento descrito acima pode ser obtido acrescen-
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tando um lago externo ao algoritmo 5.7. Nesse novo procedimento a matriz M
vai sendo atualizada em cada passo e é entao utilizada para pré-condicionar o
sistema no passo seguinte. Este procedimento é conhecido como MR com auto-
precondicionamento [10] e fornece, em muitos casos, um pré-condicionador

muito mais confiavel.

5.3.3 Inversa aproximada de matrizes simétricas

As técnicas de pré-condicionamento descritas até agora, baseadas na minimi-
zacao da norma de Frobenius da matriz residual, sdo desenvolvidas para o
tratamento de matrizes nao simétricas. Quando a matriz A é simétrica exis-
tem outras técnicas de aproximacgao da inversa que sao mais adequadas uma
vez que exploram a simetria da matriz, produzindo inversas aproximadas que
também sao simétricas.

Um exemplo dessas técnicas sao as que calculam inversas aproximadas
triangulares preservando a simetria no sistema pré-condicionado.

Além de explorar a simetria da matriz outra vantagem dessas técnicas
é que, em funcao de calcularem a inversa aproxima decomposta em fatores
triangulares, fica facil detectar com antecipagao a nao singularidade da inversa
obtida.

Nesse sentido Kolotilina e Yeremin desenvolveram um método que calcula
uma inversa aproximada fatorizada. Nesse método, uma matriz triangular G
é calculada como uma inversa aproximada da matriz L, onde A = LLT ¢ a
fatorizacdo de Cholesky [20] da matriz A. Este algoritmo ndo requer qual-
quer informacao sobre a matriz L e trabalha exclusivamente com a matriz A
[18]. Por produzirem sistemas pré-condicionados simétricos definidos positi-
vos, quando aplicados a matrizes com estas caracteristicas, esse método pode
ser eficientemente usado com o método dos Gradientes Conjugados |2].

Existem ainda outras técnicas para aproximar a inversa de matrizes si-

métricas, das quais destacam-se duas. A primeira delas, proposta por Benzi
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e Tuma e denotada por AINV [4], calcula uma inversa aproximada fatoriza-
da com base num processo de conjugagao (A-ortogonalizagao)dos vetores base
unitarios. Para preservar a esparsidade da matriz inversa aproximada esse pro-
cesso de conjugacao é realizado incompletamente, e o padrao de esparsidade
da inversa aproximada é determinado dinamicamente a medida em que cada
vetor é gerado. A seguir esse processo sera detalhado.

Assuma que a matriz A € IR™*" é simétrica definida positiva (SDP). O

algoritmo AINV constr6i uma inversa aproximada fatorizada da forma
M=7ZD"'Z"~ A", (5.20)

onde Z é uma matriz triangular superior, com os elementos da diagonal prin-
cipal iguais a 1, e D uma matriz diagonal.

A matriz Z é uma inversa aproximada esparsa do fator LT da decomposi-
¢do LDL" de A [2]. Este procedimento ¢é descrito pelo algoritmo 5.8, onde a;

denota a i—ésima linha da matriz A e e; denota o i—ésimo vetor base unitéario.

ALGORITMO 5.8: AINV:Inversa Aproximada fatorada simétrica.

1. Faga ZZ(O) =¢ (1<i<n).

2. Parai=1,2,...,n faca:

3 Para j=14,7+1,...,n faca:

4 pgi—n _ aiTZJ(_i_n

D. Fim

6 Sei=n

7 Faca z; = zgi_l) ep; = pz(-i_l) para 1 < ¢ < n. Retorne
8 Para j =14+ 1,...,n faga:

: A = 7~ )t

10. Fim

11. Fim

12. Z=|z1,22,-.-,2n) € D =diag(p1,p2,---,Pn)-
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Na prética, a esparsidade da matriz Z é preservada aplicando uma regra
de eliminacao nos vetores z;. Note que, assim como no algoritmo 5.7, é mais
adequado que a matriz inversa aproximada seja armazenada por coluna, per-
mitindo uma atualiza¢ao mais eficiente da matriz Z. Observe ainda que, de
forma semelhante aos pré-condicionadores ILU, o processo definido aqui po-
de falhar em determinados casos. Sempre que o algoritmo encontra um pivo
nulo (p; = 0) o processo é interrompido. Na tentativa de resolver esse proble-
ma surgiram versoes estabilizadas desse procedimento que exploram a relagao
ZT AZ = D para desenvolver algoritmos sem situagoes de breakdowns [5].

A segunda técnica para matrizes simétricas tratada neste trabalho, calcula
um fator L chamado Fator Inverso Aprorimado. Na prética, o método consiste
em buscar uma matriz triangular superior L, com os elementos da diagonal
principal iguais a 1, tal que:

LTAL ~ D, (5.21)

onde D é uma matriz diagonal desconhecida.

Assumindo disponivel uma seqiiéncia de matrizes

Ak Vg
Apy1 = , (5.22)
Vg Ok41
na qual A, = A, e supondo que o fator L, esta disponivel para a matriz Ay,
isto é, supondo

L} AyLy = Dy, (5.23)

podemos entao encontrar facilmente o fator Ly, para a matriz Ag,q.

Para isso escrevemos

L{ 0 Ak, Vi L]c —Zk _ Dk 0 (5 24)
-z 1 v gyt 0 1 0 Oks1
que, aplicando a defini¢do do produto de matrizes, produz
LfAkLk —LZ’Akzk + LZU}c . Dk 0
—2l ApL + vi Ly 25 Agzr — v 25 — 2} vg + Qg1 0 Opp1
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Como resultado

Akzk = Ui (526)

Spe1 = 2 Az — 208 2 + Q. (5.27)

Assim, no passo k do processo obtemos a coluna k + 1 do fator L., re-
solvendo um sistema linear com Ag, e obtemos o elemento k£ + 1 da matriz
diagonal D através da relagdo (5.27). Além disso, se a matriz D é nao sin-
gular, entdo L é chamado fator inverso de A pois nesse caso A= = LTD7'L.
Conseqiientemente, se Dy for ndo singular, a matriz L, podera ser usada para
pré-condicionar o sistema linear que envolve a matriz Ay em cada passo.

Todo esse processo é formalizado pelo algoritmo a seguir.

ALGORITMO 5.9: Fator inverso aproximado.

1. Parak=1,...,n—1 Faga:

2 resolva Apz, = vy

3 calcule 011 = 2} Az, — 2v] 21 + a1

4 aplique uma regra de eliminacao no vetor zj
5 Parai=1,...,k e se z(i) # 0 faca:

6. g1 = —2k(0)

7 fim

8 leyipe1 =1

9 d+1,k+1 = Ok+1

10. Fim.

As duas técnicas apresentadas para calcular inversas aproximadas de ma-
trizes simétricas podem ser generalizadas para tratar casos nao simétricos.
No caso de pré-condicionador AINV a inversa aproximada fatorizada é obtida
como

M=7ZD""W"~ A~

O algoritmo entao calcula duas seqiiéncias de vetores bi-ortogonais {zi}{izl,___,n},



Técnicas de pré-condicionamento

87

{wi}{izlr__,n} e pode ser obtido do algoritmo 5.8 acrescentando,

(1--1) (i-1)

g = p; na linha 3,
© ) . q(.ifl) .
wf’ = wf™ — (Z )™ nalinha 9.
q;

Os vetores w; gerados correspondem as colunas da matriz W e, assim como os

vetores z; devem ser submetidos a uma regra de eliminagao para preservar a

esparsidade da matriz.

No caso do algoritmo do fator inverso para matrizes nao simétricas, sao

obtidos dois fatores triangulares L e U, inferior e superior respectivamente,

tais que

LAU =~ D,

onde D é uma matriz diagonal.

Como no caso simétrico, supoe-se uma seqiiéncia de matrizes,

Ak: Uy,
Ak+1 = )

Wr  OCg41

na qual A, = A, e que os fatores L, U estdao disponiveis para matriz Ay.

Entao, escreve-se

L, O
Lk+1 = 9
—yr 1
Uk —RZk
Uk}—l—l - 3
O 1
D, O
Dk+1 - )
0 g1

onde, em funcao da relacao Lg 1 Agi1Uks1 = Diri1, 2k, Yr € Ops1 S30 tais que

Akzk = Vg
YeAr = wy
Okt1 = Ohr1 — WrZk — YUk + YAz

(5.28)
(5.29)
(5.30)
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Diferentemente do caso simétrico, agora é necesséirio resolver dois sistemas
lineares por iteracdo, um deles envolvendo a matriz A”. Como resultado, o

método BiCG é indicado para este caso.



Capitulo 6

Aspectos da implementacao

computacional

6.1 Técnicas de armazenamento

A limitacao de memoria computacional é uma das causas da dificuldade no tra-
tamento de sistemas lineares esparsos por meio de métodos de solucao direta,
tais como eliminacao Gaussiana. Isso acontece porque, como dito anterior-
mente, as matrizes que surgem de problemas reais sdo freqiientemente muito
grandes.

Assim sendo, os métodos iterativos se consolidaram como uma boa alter-
nativa para solucionar esses sistemas lineares.

No entanto, é importante destacar que a utilizacao de métodos iterativos
também nao seria possivel se as matrizes, originalmente esparsas, fossem tra-
tadas como matrizes densas, no que diz respeito as formas de armazenamento.
Isso parece claro, pois se fosse possivel armazenar todos os elementos da ma-
triz, e manipulé-la dessa forma, nao faria nenhuma diferenca se o elemento é
nulo ou nao.

Assim, é primordial que as estratégias de armazenamento utilizadas levem

em conta a natureza esparsa da matriz, e se aproveitem dessa esparsidade

89
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para economizar memoria computacional. Nesse sentido, varios formatos para
armazenar matrizes esparsas foram desenvolvidos e estao disponiveis na litera-
tura especializada [1].

Merecem destaque as técnicas de armazenamento comprimidas por
linha CSR ("Compressed Sparse Row") e comprimidas por coluna CSC ("Com-

pressed Sparse Column™), ambas utilizadas neste trabalho.

6.1.1 Formatos CSR e CSC

A idéia béasica dos esquemas de armazenamento de matrizes esparsas é armaze-
nar somente os elementos nao nulos da matriz, mantendo alguma informagao
adicional com relagao a posicao dos elementos. A maneira mais simples e 6b-
via de manter essas informacoes adicionais é guardar as coordenadas de cada
elemento nao nulo armazenado. Neste esquema, chamado formato de coorde-

nadas, a matriz

(12000\
0 30 4 0
A= 0 56 0 7
0 08 9 0
\10001112/

é representada por

Eem=| 24|61 1] 7] 3| 92111]10]5]112] 8

indr=|1|12|3|1]3]|2]|4]3|3]3]3]4

inde=|1214)]|3|1]5]12]14|]4]1]2]5]3

Observe-se que o armazenamento de matrizes esparsas no formato de co-

ordenada ¢é feito independentemente da ordem dos elementos. Na verdade, se
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os elementos foram armazenados linha por linha ou coluna por coluna, um dos
vetores que armazenam as posi¢oes dos elementos conteréd informagcoes redun-
dantes.

No formato CSR, os elementos sdo armazenados linha por linha e o vetor
indr é substituido por um vetor de ponteiros chamado ptrow, que aponta para
o inicio de cada linha no vetor Elem. Na nova estrutura de dados, o vetor de
ponteiros terd um comprimento n + 1 onde n é a dimensao da matriz. Nesse
vetor, as m primeiras posi¢oes armazenarao as posi¢oes nos vetores Flem e
indc onde comecam as n linhas da matriz. A posicao n + 1 contera o niimero
1+ nz onde nz é o nimero de elementos nao zeros da matriz, isto é, contera
o endereco em FElem e indc do inicio de uma linha n + 1 ficticia.

Usando esse formato, a estrutura para a matriz A do exemplo acima torna-

se

Elem=|1|2|3|4|5| 67|89 |10[11]12

mic=|11212141213151314al3]14]5

prow =1 13| 5|8 [10]13

Este esquema de armazenamento é muito 1til e, provavelmente é o mais uti-
lizado. Porém, em alguns casos pode apresentar algumas dificuldades. Observe
que para atualizar uma linha da matriz, operagao muito comum da construgao
dos pré-condicionadores ILU descritos no capitulo 5, é preciso trabalhar com
um vetor que contém todos os elementos nao nulos da matriz. Diante disso,
foi feita uma reformulagao nesse esquema de armazenamento de forma que os
elementos nao nulos de cada linha fossem armazenados em vetores separados.

Dessa forma, os vetores Elem e indc que eram de comprimento nz sao
substituidos por n novos vetores tais que os vetores Elem[i — 1] e indc[i — 1]

tenham comprimentos iguais ao nimero de elementos nao nulos da linha 7 da
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matriz. Um outro vetor, chamado rowSize, armazenara o niimero de elementos
nao nulos de cada linha da matriz A.

Assim, voltando ao exemplo anterior tem-se

ElemfOofj=1]1]| 2 indefO]=| 1] 2

Elemfl]=| 3| 4 indefij =12 4

Elemf2]=| 5| 6 | 7 indcf2f =] 2] 3|5

Elem{3]=|8]| 9 indcf3/=| 3| 4

Elemf4] = | 10| 11| 12 indcfdj=| 1| 4|3

rowsize = | 2 2 3 2 3

Este esquema foi utilizado neste trabalho para os formatos CSR e CSC. No
formato CSC a tunica diferenca é que os elementos sao armazenados por coluna
e os indices da linha de cada elemento nao nulo sdo armazenados. Existem

ainda varios outros formatos que na pratica sdo muito pouco utilizados [23].

6.2 Implementacao computacional

No que diz respeito a implementagao computacional vale destacar que a pos-
sibilidade de manipular diferentes estruturas de dados para matrizes esparsas,
vetores e pré-condicionadores é importante para poder tratar de forma efici-
ente os varios problemas existentes. Em alguns casos, é preciso armazenar a
matriz de um pré-condicionador no formato CSR, como por exemplo nos pré-
condicionadores implicitos sem pivoteamento como ILUT, e em outros, pode

ser conveniente utilizar o formato CSC, como no caso do pré-condicionador
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explicito calculado por coluna. Em todos os casos um mesmo método iterativo
deve estar preparado para lidar com esta variagao.

Além disso, é desejavel que para o usuario do programa computacional
essas alteragoes passem despercebidas, no sentido de que ele nao tenha que
se adaptar a elas, e possa manusear o programa de uma forma padronizada,
independente da estrutura usada internamente para armazenar e manipular
os dados numéricos. Para garantir essa flexibilidade ao cédigo, adotou-se o
paradigma da programacao orientada a objeto, e para sua implementagao a
linguagem C++ [30].

Assumindo, portanto, um estilo de programacao orientada a objeto, seguiu-
se a implementacao de todas as classes necessarias para formar um cédigo
eficiente e flexivel. Além das classes para matrizes esparsas nos dois forma-
tos apresentados, foi necessiria a criacao de uma classe para matrizes densas,
chamada Dmatrix, também dotada de todas as operacoes necessarias a uma
eficiente interface com outros objetos. Também foram construidas uma classe
para vetores, classes para todos os métodos iterativos apresentados nos capi-
tulos anteriores, e uma classe para pré-condicionadores da qual derivam todos
os pré-condicionadores, tanto os implicitos quanto os explicitos, tratados neste

trabalho.

6.2.1 Classes de matrizes esparsas

Seguindo as estruturas de armazenamento descritas na subsecao 6.1.1, foram
implementadas fun¢oes que realizam todas as operacgoes que envolve uma ma-
triz esparsa e um outro objeto, ou um escalar, necessarias na solucao de um
sistema linear com os métodos apresentados. Dentre essas fungoes estao aque-
las que realizam operacgoes béasicas, como Mult(x) que realiza o produto de
uma matriz esparsa por um vetor z e retorna um vetor resultado y, até fun-
¢oes pouco utilizadas como as que realizam operagoes BLAS nivel 3 [11]. As

principais func¢oes das classes CSRMatrix e CSCMatrix estao descritas na tabela
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6.1.
Fung o Op eracio realizada
Mult Add(x.y) Y=y tAXx
Mult(x,y) v = AX
TmultAdd(x.y) y=A'x
SetVal(i, j, o) Al ) = a
Addval(i, j, o) Al ) =Alj) ta
Transpor(A) B=A'l
Traco() a= 3, Al, i)
Frobenius norma() a=(Z; A1) = ||Alg

Tabela 6.1: Algumas fungées das classes de matrizes esparsas.

Para aproximar o uso de algumas das funcoes definidas na tabela 6.1 da
linguagem matemaéatica usual, foram realizadas sobrecargas de alguns operado-
res como +, —, %, + =, =, tanto para o tratamento entre matrizes esparsas
em um mesmo formato, quanto para o tratamento entre matrizes esparsas e
vetores, e matrizes esparsas e escalares. Assim a funcdo Mult (x), por exemplo,

pode ser substituida por y = A x x.

6.2.2 Classe de vetores

As operagoes de manipulacao vetorial também foram definidas em uma classe
propria, chamada Vector. Estas operagoes sao as que envolvem unicamente
vetores, ou vetores e escalares como, por exemplo, calculo da norma 2 do ve-
tor, norma2( ); o calculo do produto interno entre dois vetores, dot(x,y); e a
multiplicacao de um vetor por uma constante. Também aqui, alguns operado-
res forma sobrecarregados visando facilitar a utilizagao do codigo. As funcoes

e as sobrecargas de operadores definidas sao apresentadas na Tabela 6.2.
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Fungsio Operacio Operadores
normaZ() I x|} -
normmax() | X || .
M(Xa}?) XTY i
. X=X+y X+=vy
- X=X-Y X=Yy
- X=Xy X ¥=y
- X=Yyz X=y*2
. X=uy X=q'y
. X=y+2z X=y+2Z
- X=y-2Z X =y-Z

Tabela 6.2: Algumas fungées da classe Vector

6.2.3 Classes dos pré-condicionadores

Cada um dos pré-condicionadores apresentados neste trabalho é definido em
uma classe propria, porém, todos eles sao derivados de uma classe base cha-
mada Precondicionador. Além da fungao que constréi o pré-condicionador,
todas as classes possuem apenas duas outras fun¢oes, Apply(x) e TApply(x)
que aplicam o pré-condicionador a um vetor. Na pratica essas duas fungoes sao
chamadas de dentro do c6digo do método iterativo pré-condicionado. Sempre
que no codigo do método iterativo sem pré-condicionamento existir um pro-
duto da matriz A por um vetor x, a versao pré-condicionada do método deve
primeiro aplicar o pré-condicionador e depois aplicar a matriz A ao vetor re-

sultante.* Neste caso, a operagao y = A * r torna-se

z = P.Apply(x)

y = Axz,

*Tem-se nesse caso um pré-condicionamento pela esquerda AM ~'z = M~'b. Se o pré-

condicionador for aplicado apds a matriz A tem-se um pré-condicionamento pela direita.
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onde P é o pré-condicionador e x, ¥y, z sao vetores.

Todas as classes de pré-condicionadores possuem uma matriz esparsa M
como um membro privado, onde o pré-condicionador em si é armazenado.
Dessa forma, as fun¢oes Apply(x) e TApply(x) sao, na verdade, operagoes
envolvendo matriz esparsa e vetor. No caso dos pré-condicionadores implici-
tos, essas operagoes correspondem & solucao de sistemas lineares triangulares
envolvendo os fatores L e U que sao armazenados juntos na matriz M. Nesse
caso, o codigo das funcoes Apply(x) e TApply(x) é definido dentro da propria
classe do pré-condicionador. Por outro lado, nos pré-condicionadores expli-
citos, essas funcoes correspondem aos produtos da matriz esparsa M e M7,
respectivamente, pelo vetor z, e usam as fungoes correspondentes definidas nas
classes de matrizes esparsas.

No que diz respeito a fungao construtora, cada classe de pré-condicionador

difere uma da outra apenas quanto aos argumentos passados pelo usuario.

6.2.4 Classes dos métodos iterativos

As classes dos métodos iterativos é relativamente simples. Todas elas possuem
uma tnica funcao que executa todo o procedimento do método. De um modo
geral esta funcao recebe como argumentos a matriz original do sistema A, um
vetor  com a estimativa inicial que também armazena a solu¢ao aproximada
ao final do processo, o vetor do lado direito, b, um pré-condicionador P, o
niimero maximo de iteracoes permitidas mazx _iter, e uma tolerancia tol para

a norma do vetor residuo. Em resumo, a interface de um método, como, por

exemplo, BICGSTAB, tem a forma:
int BiCGSTAB(A,x,b,P,max iter, tol);

Visando malhorar a performance dos cédigos implementados neste traba-
lho, principalmente na contrucao dos pré-condicionadores, os elementos das

matrizes esparsas sao acessados diretamente na estrutura de dados utilizada
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no armazenamento. Consequentemente, cada formato de armazenamento de-
termina uma forma de manipular os elementos da matriz.

Como os métodos implementados estao preparados para receber somente
matrizes no formato CSR, sempre que a matriz original passada para o método
estiver armazenada no formato CSC é necessario uma conversao para o formato
CSR. Essa conversao é feita através de uma funcao definida nas classes de

matrizes esparsas.

6.2.5 Classe de matrizes densas

A ultima classe implementada neste trabalho é a que define as operacoes que
envolvem matrizes densas. Nesta classe estao definidas véirias operacoes impor-
tantes, como, por exemplo, decomposicao LU e inversao de uma matriz densa.
A estrutura de dados utilizada é composta por dois "arrays”. O primeiro de
comprimento n?, que armazena os elementos linha por linha, e o segundo de
comprimento n + 1 contendo ponteiros para o inicio de cada linha, onde n
é a dimensao da matriz. A tdltima posicao do "array” de ponteiros indica a
posicdo de uma linha ficticia n + 1. Essa estrutura é ilustrada na figura 6.1.
As fungoes membros desta classe estdo apresentadas na tabela 6.3, e sua in-
terface com vetores permite resolver sistemas lineares de pequeno porte através
de métodos diretos. No entanto, quando se trata de métodos iterativos como
0s que sao tratados neste trabalho a classe Dmatrix é muito pouco utilizada.
Para ser mais exato, apenas o método GMRES usa um objeto matriz densa

para armazenar a matriz de Hessenberg.



Aspectos da implementacao computacional

Matriz densza
1 3
A = 4 5 6
7 8 9

Figura 6.1: Estrutura de dados usada para classe DMatrix.

Fungio Op eracio Operadores

mult(x, y) y=Dy y=D *x

Transpor() D=DI .

Invert(A) B=D"

LUdecomp(A) D=1U

LUdecomp( ) D=LU

SolveLUx(A, x) x=LUx .

- D=Dla D~=a
D=aD D*= g
C=D+E C=D+E
C=D-E C=D-E
C=DE C=D*E
C=aD C=D*a
C=Dia C=Dia

Tabela 6.3: Fungoes da classe DMatrix.



Capitulo 7

Resultados das simulacoes

computacionais

7.1 Validacao

Os algoritmos apresentados neste trabalho foram implementados e testados
com matrizes extraidas da colecdo "Matrix Market"|21]|. A idéia principal des-
ses testes é comprovar a validade da implementacao dos métodos. As matrizes
utilizadas nesses testes iniciais sao bem conhecidas, e resultados semelhantes
sdo encontrados facilmente na literatura especializada ([10],[8],[3])-

As matrizes utilizadas estao listadas na tabela 7.1.

Foi utilizada uma tolerancia de 10~7 para a o residuo produzido pela solu-
¢ao aproximada, isto é, os cédlculos foram interrompidos sempre que a norma
2 do vetor residuo era reduzida a um fator da ordem de 10~7. Foi utilizado
500 como o ntimero maximo de iteragoes permitidas, e o vetor do lado direito
foi escolhido de modo que a solugao fosse um vetor com todas as coordenadas
iguais a 1. Além disso, a estimativa inicial utilizada foi o vetor nulo.

O método GMRES foi sempre utilizado com reinicio a cada 20 iteragoes.

99
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Matriz Ordem | Nao zeros
PORES2 1244 9613
PORES3 532 3474

SHERMAN3 | 5005 20033
GRE1107 1107 9664

GRE216B 216 876
NNC261 261 1500
NNC666 666 4044

Tabela 7.1: Matrizes testes extraidas da colecdo Matrixz Market.

Os resultados obtidos mostraram que para as trés primeiras matrizes, PO-
RES2,PORES3 E SHERMAN3, os pré-condicionadores ILU fornecem os me-
lhores resultados. Nesses casos, até mesmo o pré-condicionador ILU(0) resolve
sem maiores dificuldades. A tabela 7.2 apresenta os resultados obtidos resol-
vendo um sistema com a matriz PORES2 combinando os pré-condicionadores
ILU(0) e ILU(1) com diversos métodos.

Na tabela, ¢ representa o tempo de construcao do pré-condicionador, n® iter.
e tempo iter. denotam, respectivamente, o nimero de iteragoes e o tempo em
segundos gasto em cada uma delas.

O tempo total, denotado por tempo tot., representa a soma do tempo de
construcao do pré-condicionador com o tempo das iteracoes.

Todos os testes foram realizados em um Pentium III, 1GHz com 256MDb de

memoéria RAM.
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Método ILU(1): t=0.29s, nz=18.953

iterativo n? iter. | tempo iter. | tempo tot.

BiCGSTAB 11 0.0110 0.41
CGS 11 0.0127 0.43
TFBiCG 19 0.0158 0.59
GMRES 18 0.0080 0.43
DQGMRES 20 0.0100 0.49
Método ILU(0): t=0.23s, nz—9.613

iterativo n? iter. | tempo iter. | tempo tot.

BiCGSTAB 23 0.0074 0.40
CGS 26 0.0077 0.43
TFBiCG 46 0.0111 0.74
GMRES o1 0.0055 0.51
DQGMRES 41 0.0132 0.77

Tabela 7.2: Matriz PORES2 com pré-condicionadores ILU(0) e ILU(1).

Pode-se observar que apesar de consumir um tempo maior para sua construcao
e em cada iteracdo dos métodos, o pré-condicionador ILU(1) gasta, neste caso,
um tempo menor para resolver totalmente o problema. Isso ocorre em funcao
da grande reducao no nimero de iteragoes necessarias para a convergéncia de
cada método iterativo.

Com relacao a estratégia utilizada para controlar a quantidade de "fill
in" na matriz do pré-condicionador, foi possivel comprovar que para os casos
testados a estratégia utilizada pelo pré-condicionador ILUT é mais eficiente
se comparada ao ILU(0) e ILU(1). O grafico 7.1 ilustra essa afirmacao para
o caso onde a matriz PORES3 foi resolvida com o método GMRES(20). O
parametro s é a densidade do pré-condicionador e representa a razao entre o
nimero de nao zeros da matriz do pré-condicionador e o niimero de nao zeros

da matriz original.
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Grafico 7.1: Pré-condicionadores ILU com GMRES.

Mesmo possuindo um niimero menor de elementos nao nulos, o pré-condicionador

ILUT fornece melhores resultados para esse caso. Isso também pode ser obser-

vado para o sistema envolvendo a matriz SHERMAN2 como mostra o grafico
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Grafico 7.2: Pré-condicionadores ILU com GMRES.
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E importante observar que, em alguns casos, nao adianta aumentar ex-
cessivamente o nimero de elementos nao nulos no pré-condicionador ILUT. O
grafico 7.3 mostra que isso nao garante uma melhora no comportamento de

convergéncia do método iterativo.

IHEPMAN? com metodes Bicgewab
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L Ed 20 &0 L)
H.iteracoes

Grafico 7.3: ILUT com BiCGSTAB.

Observe que mesmo aumentando quase quatro vezes o niimero de nao zeros
no pré-condicionador, a convergéncia praticamente nao se alterou.

Com relacao ao desempenho dos métodos iterativos, o BICGSTAB e o
GMRES(20) produziram os melhores resultados para a maioria dos casos tes-
tados. Os gréaficos 7.4 e 7.5 mostram os resultados obtidos por alguns métodos

associados aos pré-condicionadores ILUT e ILU(1).
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Gréafico 7.4: Métodos iterativos com ILUT.
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Gréafico 7.5: Métodos iterativos com ILU(1).
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E interessante observar que para a matriz PORES3 o método TFBiCG as-
sociado ao pré-condicionador ILUT apresentou um comportamento de conver-
géncia muito oscilatério. No entanto, para a matriz SHERMANS3 esse mesmo
método associado ao pré-condicionador ILU(1) apresentou resultados muito
bons.

Para essas trés primeiras matrizes tratadas aqui, os pré-condicionadores da
familia ILU tiveram um desempenho muito superior aos pré-condicionadores
explicitos. No caso da matriz PORES3 por exemplo, foi preciso uma inversa
aproximada demasiadamente densa para aproximar a convergéncia obtida com
o uso do pré-condicionador ILUT. Esses resultados sao apresentados no grafico
7.6, onde a inversa esparsa aproximada (SPAI) foi construida utilizando o

algoritmo orientado por coluna apresentado na se¢ao 5.3.
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Grafico 7.6: ILUT x SPAIL

No entanto, para as demais matrizes apresentadas na tabela 7.1, GRE1107,

GRE216B, NNC261, e NNC666, os pré-condicionadores implicitos nao obtém
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sucesso, nem mesmo utilizando uma estratégia de pivoteamento. Tratam-se
de matrizes muito mal condicionadas, todas elas contendo muitos elementos
iguais a zero na diagonal principal. Nesses casos, uma alternativa é usar um
pré-condicionador que aproxima diretamente a inversa da matriz (SPAI). Neste
trabalho isso foi feito usando o algoritmo orientado por coluna.

Apesar de ter resolvido os sistemas lineares envolvendo todas as quatro
matrizes, o pré-condicionador SPAI encontrou grandes dificuldades. Em todos
os quatro casos foi preciso realizar um escalonamento das colunas da matriz
original na tentativa de facilitar a solugdo do sistema, como feito em [10].
Além disso, a tolerancia tol para o residuo precisou ser aumentada para 1015
para melhorar a qualidade da solugcao, e o nimero maximo de iteracoes foi
aumentado para 3000. Com relagdao ao pré-condicionador, foi usado M = ol
como estimativa inicial, numa versao com auto pré-condicionamento.

Alguns resultados sao apresentados na tabela 7.3. As duas primeiras co-
lunas representam, respectivamente, o niimero de iteragoes internas e externas
utilizadas na construcao do pré-condicionador. O parametro s é a densidade
do pré-condicionador, e vdrop é o valor usado na regra de elimina¢do. A quar-
ta coluna da tabela indica o nimero de iteracoes gastas pelo método GMRES

com reinicio a cada 20 iteragoes.
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inner | outer S nY iter. tol. vdrop
NNC666 2 1 0.38 - 107°% | 107
2 2 3.45 627 | 107 | 107°
2 3 6.02 658 | 107! | 107°
2 4 8.75 665 1071 | 107°
NNC261 3 1 1.23 501 1071 | 107*
3 1 0.76 503 | 10! | 107®
4 1 0.56 515 | 107'® | 1072
3 2 3.72 525 | 107! | 107*
GRE216B | 1 1 1.27 434 1071 | 1076
1 2 1.37 - 1075 | 1074
2 1 1.08 446 10°% | 10*
3 1 1.05 457 | 107 | 10*
GRE1107 | 2 1 6.82 2247 | 107 | 10*
2 1 6.82 - 10710 | 1072
3 1 1.77 | 2228 | 1071 | 1072
3 1 1.77 - 10710 | 1072

Tabela 7.3: GMRES(20) pré-condicionado com SPAIL

Na pratica, a maior dificuldade foi controlar a quantidade de elementos

nao nulos na inversa aproximada. Na matriz NNC666 por exemplo, o simples

acréscimo do nimero de iteracoes externas de 1 para 2 fez a quantidade de

elementos nao nulos do pré-condicionador aumentar quase dez vezes.

Essa

dificuldade surge porque o codigo implementado aplica uma regra numérica

baseada apenas no valor do elemento, e na pratica nao se tem uma estimativa

razoavel do valor dos elementos da matriz inversa. Uma solugao para esse pro-

blema seria acrescentar mais um parametro que funcionasse como o parametro

p do pré-condicionador ILUT, de modo a se reter os p maiores elementos de

cada coluna.

Observe que para matriz GRE216B os resultados de convergéncia foram
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melhorando & medida que a densidade do pré-condicionador foi aumentando.
No entanto, assim como aconteceu no caso do ILUT, um pré-condicionador
mais denso nem sempre significou melhores resultados. Para a matriz NNC666
por exemplo, os melhores resultados foram obtidos quando a densidade do pré-

condicionador foi menor.

7.2 Aplicacao de pré-condicionadores do tipo ILU
ao fluxo magnetohidrodinamico (MHD)

Nesta secao, o desempenho dos pré-condicionadores do tipo ILU é investiga-
do aplicando-os a solucao do sistema de equacgoes algébricas obtido quando se
revolve o sistema de equacoes diferenciais parciais que descreve o fluxo magne-

tohidrodindmico (MHD) em canais, através do Método de Elementos Finitos.

7.2.1 Descrigao do Problema

Seja um canal de altura 2d e comprimento total Ly + L + Ly apresentado,

esquematicamente na figura 7.1.

4 LF >4 LE L LR g

Figura 7.1: Esquema do canal.
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Nas paredes do canal, o comprimento L corresponde a um eletrodo con-
siderado como condutor perfeito e os comprimentos Lyp e Ly correspondem
a materiais isolantes. Um fluido condutor de eletricidade (metal liquido)
movimenta-se na direcao x, da esquerda para a direita, sob a acao de um
campo magnético externo, E), perpendicular & direcao do fluxo. Este campo

magnético é modelado através da seguinte expressao matematica:
_>
B=B,u%

Byetttel2 g < —Ly/2
B,(z) =< 1, —Lg/2<z</2
Boe @ Le/2) g > Ly/2
Assumindo que o nimero de Reynolds magnético é muito pequeno, as

equacgoes que governam o escoamento estacionario sao obtidos das equagoes de

Maxwell e de Navier-Stokes [17]:

p(T V)T = —Vp+uVi@+J x B
V-% =0
T = a(ﬁ—i—ux?)
vV-J =0
E = -,

onde p é a densidade, @ = (u,v) é o vetor velocidade cujas componentes
axial e transversal sao u e v, respectivamente, p é a pressao, u ¢ a viscosidade
dinamica, 7 é a densidade de corrente, B ¢ o campo magnético aplicado, o
é a condutividade elétrica do fluido, ﬁ é o campo elétrico e ¢ é o potencial
elétrico.

As equagdes acima estao sujeitas as seguintes condicoes de contorno:

u(—o0,y) = L5 u0[1—(%)2]

ou

8_x(oo’y) =0
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v(—00,y) = wv(oo,y)=0

p(oo,y) = 0
p(—00,y) = ¢(o0,y) =0

u(@,d) = v(x,d) =0

ulz,—d) = v(z,—d) =0

¢(z,d) = ¢p |z|<Lp/2
¢(z,~d) = —¢p |z| < Lg/2
g—j(x,d) = g—z(aj,—d) |z| > Lg/2

7.2.2 Formulagao pelo Método de Elementos Finitos

O problema descrito no item anterior pode ser resolvido numericamente atra-
vés do Método de Elementos Finitos utilizando-se uma formulacao fraca de
Galerkin convencional [22].

Contudo, esta abordagem possui dificuldades intrinsecas sérias no tocante a
precisao numérica dos resultados e & convergéncia de solugao para situagoes em

que o campo magnético aplicado é intenso. O chamado niimero de Hartmann

Bqyd
M=2
Vo/u
e o numero de Reynolds
Re = puod’
1

sao amplamente utilizados, respectivamente, para descrever a intensidade das
forcas de Lorentz e das forcas viscosas atuando sobre o fluido.

Para se contornar as dificuldades mencionadas é usual introduzir um pro-
cedimento de estabilizacdo na formulagao de Galerkin conduzindo ao que é
conhecido na literatura como Método de Elementos Finitos Estabilizados.

No caso aqui considerado, emprega-se o procedimento conhecido por
SUPG/PSPG ("Streamline Upwind Petrov-Galerkin/Pressure Stabilizing
Petrov-Galerkin")[32|. A extensdo do método SUPG/PSPG para o fluxo MHD

conduz & seguinte formulagao pelo Método de Elementos Finitos:
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Se (7, ¢, w) denotam um vetor de funcdes de teste, encontrar (%, p, ¢) tal

que
p(( V)W +Vp, V) +u(VE,VT) +
S {(@ V) + Vp,7(@ - V)P)}r —o(Vé x B + (@ x B) x B, ¥) —

Te S

S {o(Véx B+ (T x B) x B,r(T-V)¥)}r =0, (7.1)

TeS

—(7,Vq) + Y _{(W-V)¥+Vp,7Vq}r —

Y {o(Véx B+ (7 x B)B,7Vg}r=0, (7.2)
(Vo, Vw) + (Vw, @ x B) =0, (7.3)

Nas expressoes acima, (u,v), denota o produto escalar Lo, isto é,

(u,v) = / u - vdz,
Q

e (u,v)r é a restrigdo do produto escalar sobre um elemento 7 pertencente
a uma triangulacao & do dominio. O parametro 7 é um parametro ajustavel
conhecido como tempo intrinseco.

Como se trata de um problema nao linear aplica-se o0 método de Newton-
Raphson que conduz ao sistema de equagdes algébricas, resolvido através de

métodos iterativos associados a pré-condicionadores ILU.

7.2.3 Resultados numéricos

Foram feitas simulagdes usando os métodos iterativos BICGSTAB e GMRES
associados aos pré-condicionadores da familia ILU. Porém, quando foi utilizado
o pré-condicionador ILU(0) o método de Newton-Raphson nao convergiu. Para
os pré-condicionadores ILUT, com parametros p = 150 e 7 = 0.001, o método

convergiu em duas iteragoes com o BiCGSTAB, e em trés iteragoes com o
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GMRES. Quando foi usado ILU(1) a solugdo foi obtida em duas iteragoes de
Newton-Raphson para os dois métodos iterativos utilizados.

O grafico 7.7 mostra os resultados obtidos na primeira iteracao de Newton-
Raphson, onde a matriz original é de ordem 13.725 e possui 1.518.211 elementos

nao nulos. A densidade s do pré-condicionador vale s = 0.88 para o ILUT e

s = 1.78 para o ILU(1).
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Gréfico 7.7: Primeira iteragdo de Newton Raphson.

Observe que mesmo possuindo um nimero bem menor de elementos nao
nulos que o ILU(1), o pré-condicionador ILUT também convergiu em apenas
duas iteragoes de Newton-Raphson quando associado ao BiICGSTAB. Além
disso, pode ser observado no gréfico anterior que o comportamento de conver-
géncia na primeira iteragao ¢ muito parecido para os dois pré-condicionadores.

Com relagao ao método iterativo, note que nas primeiras iteragoes o mé-
todo BiCGSTAB leva uma pequena vantagem sobre o GMRES. No entanto,
como mostram os graficos 7.8 e 7.9, a partir da iteracao 20 o BICGSTAB passa

a apresentar um comportamento de convergéncia irregular enquanto o GMRES

converge de modo mais suave.
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Grafico 7.8: Comportamento de convergéncia do BiCGSTAB.
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Grafico 7.9: Comportamento de convergéncia do GMRES.
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O grafico 7.10 mostra os resultados obtidos na segunda iteracao de Newton-
Raphson. Neste caso, a matriz original possui 1.524.600 nao zeros, porém os
valores de densidade permanecem os mesmos para os dois pré-condicionadores.
Novamente pode ser observado um comportamento de convergéncia ligeira-
mente irregular por parte do BICGSTAB, que é mais acentuado quando esse
método estd associado ao pré-condicionador ILU(1). Para o método GMRES

o grafico mostra uma convergéncia suave e muito semelhante para os dois pré-

condicionadores.
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Grafico 7.10: Segunda itera¢do de Newton Raphson
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Conclusoes

Nos casos onde as condi¢oes da matriz permitem a construgao dos pré-condicio-
nadores ILU, esses métodos tém se mostrado muito eficientes superando em
muito o desempenho dos pré-condicionadores explicitos. Apesar do pré-condi-
cionador ILU(0) nao ser suficiente em alguns casos, como no problema do fluxo
magnetohidrodinamico apresentado, pode-se admitir algum fill-in e resolver
eficientemente o problema usando o ILU(p) ou o ILUT, com um pequeno
favorecimento para esta segunda técnica.

Para os casos onde nao é possivel construir os pré-condicionadores ILU, as
técnicas de aproximacao da inversa da matriz representam uma boa alternativa
para pré-condicionar o sistema. No entanto, cada caso deve ser trabalhado
cuidadosamente, no sentido de superar as dificuldades apresentadas por estes
métodos, principalmente no que diz respeito a escolha do padrao de esparsidade
ideal para a matriz inversa aproximada.

Com relacao aos métodos iterativos, foi possivel comprovar a maior ro-
bustez do BICGSTAB e do GMRES em relacdo aos demais métodos tratados.
Neste aspecto, o método GMRES apresenta uma pequena superioridade apesar
de apresentar um maior custo computacional.

Feito esse estudo inicial, a intencao agora é realizar um estudo mais de-

finitivo a respeito do comportamento desses métodos. Nesse sentido, a idéia

115
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¢ melhorar a implementacao dos pré-condicionadores explicitos, especialmen-
te no que diz respeito a performance computacional, e aplica-los, juntamente
com as outras técnicas, ao problema do fluxo magnetohidrodindmico em ca-
nais. Existe ainda a possibilidade de estudar a paralelizacao dos codigos de

alguns dos métodos tratados neste trabalho.
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