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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo das propriedades de duas sequéncias de polinémios,
{PT?O}?ZO:O e {Pﬁ) 1120 ), ortogonais com relacdo, respectivamente, as medidas d¢g e de¢i, rela-
cionadas entre si, e das propriedades de duas sequéncias de polinomios L-ortogonais, {Bffo Sy
e {B}fl}oo quando as medidas associadas, diyg e di;, estao também relacionadas. Para os

n=0>

polindémios ortogonais, foram considerados dois casos: polindmios ortogonais associados a me-
c

didas simétricas relacionadas por d¢;(x) = 5o d¢o(x) e polindmios ortogonais associados
a medidas relacionadas por (z — q) d¢1(x) = cdpp(x). Como exemplo, os resultados foram apli-
cados no estudo de polindomios ortogonais de Sobolev associados a medidas simétricas como os
de Gegenbauer e Hermite, e medidas nao simétricas como as de Jacobi e Laguerre. Para os
polindémios L-ortogonais, considerou-se o estudo de duas sequéncias de polinomios associados
a medidas positivas fortes diyy e dyn relacionadas por (z — k) dip1(z) = cdipg(z). Como con-
sequéncia dessas propriedades, algoritmos para gerar qualquer um dos pares de coeficientes das

relagoes de recorréncia, {oﬁo, }fo} ou {aﬁl, ;fl}, dado o outro, foram dados.

Palavras-chave: polindmios ortogonais, polindmios L-ortogonais, polindémios ortogonais de

Sobolev, medidas relacionadas.
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Abstract

The main purpose of this work is to study some properties of two sequences of polynomials,

{Pfi5 0}y and {Pf 1190, orthogonal, respectively, with respect to the related measures d¢y and

n=0>

o0
n=0»

d¢y, and properties of two sequences of L-orthogonal polynomials, {Bfffo}ffzo and {B;fl}
when the associated measures, diyg and di;, are also related. For the orthogonal polynomials,
we considered two cases: orthogonal polynomials associated with symmetric measures related
to each other by do¢i(z) = TquQ d¢o(z) and orthogonal polynomials associated with mea-
sures related by (x — q)d¢1(z) = cdpo(x). As examples, the results are applied to obtain
informations regarding Sobolev orthogonal polynomials associated with symmetric measures as
Gegenbauer and Hermite measures, and non-symmetrical measures such as Jacobi and Laguerre
measures. For the L-orthogonal polynomials, we considered the study of two sequences of poly-
nomials associated with strong positive measures diyy and di; and related to each other by
(z— k) d1(z) = cdipp(z). As a consequence of these properties, algorithms to generate any pair

of coefficients of the recurrence relations, {a%®, B4°} or {a, B4}, given the other, were given.

Keywords: orthogonal polynomials, orthogonal L-polynomials, Sobolev orthogonal polynomi-

als, related measures.
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Introducao

Entre os polindmios associados a uma relagao de recorréncia de trés termos estao os polinémios
ortogonais e os L-ortogonais. As aplicagoes de tais polindmios a Analise Aplicada sdo muitas e
novas aplicagoes surgem a todo momento.

As aplicagoes dos polinémios ortogonais associados as chamadas medidas classicas, como as
de Jacobi, Hermite e Laguerre, tém, particularmente, papel fundamental em muitos problemas
das ciéncias e das engenharias.

A introdugao do problema forte de momento por Jones, Thron e Waadeland [17] abriu
caminho para o estudo de polinémios que tém propriedades semelhantes as dos polinémios
ortogonais. Existem poucos exemplos de polindmios L-ortogonais, onde as informacoes sao dadas
explicitamente. Mas, neste trabalho, os resultados aqui estudados nos permitem construir novos
exemplos a partir de exemplos conhecidos como os mostrados na secao 4.3.

Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 00, e ¢(x) uma funcao real limitada, nao-

decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Se os momentos definidos por

fir = /a ’ t"de(t)

existem para r = 0,..., d¢(t) é uma distribuigao (medida positiva) em (a,b). Se os p, existem
parar =0,+1+2 ..., do(t) é uma medida positiva forte em [a, b]. Se, além disso, [a,b] C [0, 00)
entdo d¢(t) é uma medida positiva forte de Stieljes.

Uma sequéncia de polindmios {Pr‘f 122 ; é uma sequéncia de polindémios ortogonais com relacao

4 medida positiva d¢(z) no intervalo (a,b), —0o < a < b < 0o, se P{ é de grau exatamente n e

b 0, para m #n
<PhPE 2= [ Ph@Pi)do@) =1
a pn >0, para m=mn

Na forma monica, esses polinomios satisfazem a seguinte relacdo de recorréncia de trés termos:

P (z) = (x — B2, )P (x) — ol P (2), n>1, (1)
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com P(?(m) =1, Pf’(z) =x— 5?, Bﬁ ERe aiﬂ > 0, n > 1. Uma distribuicdo simétrica é
aquela que satisfaz d¢(z) = —d¢(—z) no intervalo [—b,b], b > 0. Como consequéncia, na relacao
de recorréncia de trés termos, 5%’ =0, n > 1. Para maiores detalhes sobre esses polinémios veja,
por exemplo, Chihara [9)].

Polinémios ortogonais de Sobolev {S,}>2, sao polindmios de grau exatamente n, ortogonais

com relacao ao produto interno de Sobolev dado por:

(.9 S—/f H)dgo(t) /f ()i (1),

com dpg(t) e dp1(t) medidas definidas em (a, b).
Seja dip(t) uma distribuicao forte de Stieltjes, isto é, (a,b) C (0, 00). Definimos uma sequéncia
de polindémios L-ortogonais, {B}f 1> s por:
e BY(t) é ménico de grau n;
0, se s=0,1,....n—1,
o o = [ B (1)d (1) =

o}f’n, se s=n.
Esses polinémios satisfazem a seguinte relacao de recorréncia de trés termos:

B:f+1< t) = (t— Bn-{-l) ( ) — 04$+1th—1(75)7 n>1,
comBg’()—le() Bleﬁn, n+1>0 n > 1.

Os polinémios ortogonais e L-ortogonais apresentam muitas outras propriedades interessantes
tais como:
e Todos os seus zeros sao reais e simples e pertencem ao intervalo (a, b);
e Os zeros de dois polindmios de graus consecutivos se entrelagcam;

e Seus zeros sao os noés de férmulas de quadratura de maximo grau de precisao algébrica.

O objetivo deste trabalho é estudar a conexao entre duas sequéncias de polindémios ortogonais
e, também, entre duas sequéncias de polinémios L-ortogonais.

Para os polinémios ortogonais, estudamos a conexao entre duas sequéncias {P¢°}n 0 €
{P,? 1109, cujas medidas associadas d¢p e d¢i, se relacionam por meio de um polindémio do

primeiro ou do segundo graus, da seguinte maneira:

(z = q) do1(z) = cddo(x) (2)

c
1+ qa?

dr(z) = dpo(), (3)
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respectivamente.

Como exemplos, os resultados sdo aplicados em polinémios de Sobolev. As principais re-
feréncias sao os artigos [6], para a rela¢ao envolvendo um polindémio de grau dois, e [7], para o
de primeiro grau. Para os polinomios L-ortogonais, estudamos a conexao entre duas sequéncias
{Bﬁfo}%"zo e {BY Y102, associados a duas medidas positivas fortes diyy e dipy definidas em |a, b].
Mais precisamente, as medidas sao relacionadas por (t — k)dy1(t) = cdiy(t), onde (t — k)/c é
positivo quando ¢ € (a,b).

Para realizarmos o estudo proposto, organizamos a presente dissertacao da seguinte forma.

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos basicos sobre funcao gama, polinémios ortogo-
nais na reta real, polinbmios L-ortogonais, polindmios ortogonais de Sobolev, fragoes continuas e
sequéncias encadeadas. Os conceitos dados neste capitulo sao fundamentais para o entendimento
e desenvolvimento dos demais capitulos.

No Capitulo 2, estudamos as propriedades de duas sequéncias de polindmios ortogonais
{pgr }g e {P? 1120, associados a medidas simétricas relacionadas através da equagao (3) .

No Capitulo 3, estudamos as propriedades de duas sequéncias de polindmios ortogonais
associados a medidas nao-simétricas relacionadas por (2).

Por fim, no Capitulo 4, estudamos a conexao entre duas sequéncias de polindomios L-ortogonais,
{B;L/’O};L’OZO e {B}fl 1> o, associados, respectivamente a duas medidas positivas fortes diyy e di);

definidas em [a, b] C [0, 00| e relacionadas por

(t = ) dyr(t) = cdipo(t).
(t =)

A constante nao-nula ¢ é arbitraria desde que satisfaca >0 em (a,b).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos um breve estudo sobre a funcao gama, polindbmios ortogonais na reta
real, polinémios L-ortogonais, polindmios ortogonais de Sobolev, fragoes continuas e sequéncias
encadeadas, pré-requisitos essenciais para o bom entendimento deste trabalho. Apresentaremos
a maioria dos resultados sem demonstracao que podem ser encontrados em [3], [5], [9], [16], [18],

21], [23] e [24].

1.1 Funcao gama

A funcao gama, I'(z), foi descoberta por Euler no estudo do problema de estender o dominio
da fungao fatorial, por volta de 1729 (veja [5]). Para encontrar a generalizagao do fatorial de

FEuler, suponhamos « > 0 e n > 0 ntmeros inteiros. Consideremos o niimero

1, sen =0,
ala+1)(a+2)---(a+n—-1), sen>0,

conhecido por fatorial deslocado ou fatorial generalizado ou, ainda, simbolo de Pochhammer,

onde a pode ser um nimero real ou complexo. Podemos, entao, escrever

. (x +mn)! bois (x +n)! _ D2)---(x—=1)(x)(z+1) - (x +n)
(1), (z+ 1), (x+1)(z+2) - (x+n) ’
Mas,
(+n)!=1)2)---(n—Dn)(n+1)---(n+z)=nl(n+1),

nln+1),  nn® (n+1),

r! = =
(x+1), (r+1), n~
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1
Como lim M = 1, podemos concluir que
n—o00 n%
1T
2= lim — (1.1)

Observe que, se x é um numero complexo, mas diferente de um inteiro negativo, entao o
limite (1.1) existe e o chamamos de I'(x 4+ 1). Assim,

nln®

Iz +1) :JE&M’ (1.2)
pararz€Cex# —1,-2,....
Propriedade 1.1. I'(z + 1) = 2I'(x).
Demonstragao:
Ipz—1 1,z—1
zI'(z) = =z lim PN 2 lim nn (z+n)n
n—=oo  (1)p nsoox(x+1)(x+2)---(x+n—-1)(z+n)n
. nln® (x+n) . nln®
= lim = llm ——
nooo (x+1)(x+2)---(z+n—-1)(x+n) n n—oo (x4 1),
= T'(z+1).
]

Definicao 1.1. A fun¢do gama também pode ser dada como a integral de Fuler de segunda
espécie
o0
[(z) = / e 't lat, (1.3)
0

para x € C e Re(x) > 0.

1
Propriedade 1.2. T <2> = /7.

1
2 2
nesta integral, obtemos

1 o0
Demonstragao: Aplicando (1.3) em T’ < >, temos que I’ <> = / et~ 3dt. Utilizando a
0

mudanca de varidveis t = 22

1
1 oo oo oo oo 5
r (> = / e % 2 122dz = 2/ e dz =2 [/ e % dz x / e_dey] =2VI, (1.4)
2 0 0 0 0

onde
I= /00 /OO e_(22+y2)dzdy.
0o Jo
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Resolveremos I por meio de coordenadas polares. Logo, se z = rcos(f) e y = rsen(0),

obtemos

3 [,
I:/ / e " rdrdf.
o Jo
Fazendo 72 = u, temos que

1:/2/ e“ud9:/2(—e” )d@:/%@:”.

1
Assim, de (1.4), T <2) = /7.

Notacao: Para x > 0 e y > 0, denotaremos

(w) _ I'(z+1)
y Fy+ 1)z —y+1)

Para n inteiro e x > 0, vamos denotar
r\  T'(x+1)
n) nll(x-n+1)

1.2 Polindomios ortogonais na reta real

(1.5)

Seja ¢ uma fungao real, limitada, ndo-decrescente, definida no intervalo (a,b), —co < a < b < 00,

e o conjunto

M(p) = {z | p(x +0) — p(x — ) >0, paratodo & > 0}.

Os pontos = € M sdo chamados pontos de aumento de ¢.

O produto interno

b
(9)= [ $@)gla)dola

(1.6)

¢é definido positivo se o conjunto 91 é infinito. Neste caso, 9t é chamado suporte de d¢. A

condicao de que a funcao ¢ tenha infinitos pontos de aumento garante que

b
/p@mwm>m

para qualquer polinémio p(x) > 0, mas nao identicamente nulo em (a, b).

Definigao 1.2. Seja ¢(t) uma func¢do real, limitada, nao-decrescente e com infinitos pontos de

aumento em (a,b), —oo < a <b < co. Definimos momentos pelas integrais

b
Mg:/ 2"dp(z), n=0,%1,£2,....

(1.7)
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Se os momentos existem para n = 0,1,2,..., entdo d¢(x) é chamada distribui¢ao (medida
positiva) em (a,b). Se os momentos existem para todo n inteiro, d¢(x) é uma distribuigdo
forte. Se, além disso, (a,b) C (0,00), d¢(z) é uma distribuigdo forte de Stieltjes. Quando
do(z) = w(z)dr, w(x) é uma fungdo nao-negativa, mas nao identicamente nula em (a,b), e a

chamamos de func¢ao peso.

Definig¢ao 1.3. Os determinantes

¢ ¢ ¢
Hm R N o |
é ¢ ¢
I I e M
1 (YOI T VmneZ, n> 1, (1.8)
ﬂfnm—l /‘?;wrn e me+2n—2

sao chamados determinantes de Hankel de ordem n.
Teorema 1.1. Se os momentos u‘,f existem para k = 0,1,...,2n — 2, entdo o determinante de

Hankel de ordem n, HT(ZO), € diferente de zero.
Demonstragao: Veja [3].

Definicao 1.4. A sequéncia de polinémios {P,?};L’OZO € chamada de sequéncia de polindomios

ortogonais com rela¢ao a uma medida d¢ no intervalo (a,b), se P? ¢ de grau, exatamente n e

b 0, ara m #n
(Po.pt) = [ Pr@Pr@aste) = perem (1.9
¢ a p£>0, para m=n
b
em que ph = 1, [P (2)]2de(x).
Notagao: P;f(a;) = ZZ:O anykafk, ann # 0. Quando a,, = 1, temos uma sequéncia de

polinémios ortogonais monicos.

Teorema 1.2. Se os momentos ,ui, k > 0, existem, entao existe uma unica sequéncia de

polindmios ortogonais {Pﬁ?}fﬁzo no intervalo (a,b) relativamente a distribuicao dé(z).

Demonstragao: A demonstracao segue dos Teoremas 1.1 e 2.4 de [3]. |

Os polindmios ortogonais satisfazem a muitas propriedades interessantes e, por esta razao,

sdo aplicados na solugdo de diversos problemas da Matematica e Ciéncias Aplicadas. Uma das
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mais importantes é que eles satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos que, quando

sao monicos, é dada por
Py (@) = (= B7,1)Pl(a) — ap Py (2), n>0, (1.10)

com P? (z)=0e Pg)(x) =1, e os coeficientes azﬂ e 6;3“ sao tais que

s (wP?,PY)
aﬁﬂ = Zn ,m>1, e BZ)H = 7¢¢7 n 2 0. (1.11)
n—1 Pn
Além disso, ,0%’ satisfaz & seguinte igualdade
’ 2 o 6 b &
p? = / [Pf(x)] do(z) = anﬂaﬁ cagag g, n> 1 (1.12)
a

De fato, da equacdo para aﬁﬂ em (1.11), temos que

:02 = 042+1Pﬁ_1a n =1
Assim, para n > 1,

¢ o _ 9 (o]
Pn = an+1pn71 _anJrla'ﬁpan

— — ® ¢
= ...—anﬂa;’i...agaguo,

pois

Py = / b [Pf(w)quz»(w) = / "1 dote) = .

Teorema 1.3. Sejam P¢,P1¢, e ,Pfg pertencentes a uma sequéncia de polinémios ortogonais
com relagio a uma medida d¢ em (a,b). Entdo, {P;ﬁ};ﬂ:o ¢ um conjunto linearmente indepen-
dente.

m
Demonstracao: Sejam c;, j = 0,1,...,m, constantes reais tais que chPf(x) = 0. Logo,

5=0
para cada polinémio Plf(:c), k > 0, obtemos

ou seja,

Y ¢ <P]¢,P,f>¢ = 0. (1.13)
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Por definicao, <P]¢,P,f>¢ = 0 para j # k e <P"?’P’?>¢ > 0. Logo, de (1.13), para k =

0,1,...,m,

m
0= c-<P.¢’,P¢> —c <P¢’,P¢>
jz_(:)y ALY ENLE 4k "

Portanto, obtemos ¢, =0, k=0,...,m. [ ]

O teorema anterior nos diz que os polinémios ortogonais Pg@), k=0,1,2,...,m, formam
uma base para o espaco vetorial dos polindomios de grau menor ou igual a m, P,,.

Como consequéncia desse resultado, podemos enunciar o corolario a seguir.

Corolério 1.1. Sejam {Qﬁ}fj’:o e {P,‘f}jl’ozo duas sequéncias de polindmios ortogonais no inter-

valo (a,b) com relagao a uma mesma distribuicao do(x). Entao,
Q@) = Py (x), j=0.1,...,

em que

<Q?’PJ¢>¢

Cj =
(7777
3770 /g
€ uma constante que depende apenas de j.

Usando a definigao de polindmios ortogonais e o Teorema 1.3, podemos demonstrar facilmente

o resultado a seguir.

Teorema 1.4. Seja {P,}7°, uma sequéncia de polinomios e dp(x) uma distribuicdo no intervalo

(a,b). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) {Pn}32y € uma sequéncia de polinémios ortogonais com relag¢do a do(z) em (a,b);

(b) <P;f’,7r>¢ =0, Vr(z) €Ppy, n>1;

. b 0, se0<m<n-—1,
() (@™ Py = [ a™Pu(a)dg(x) = {
a pn#0, sem =n.
Sobre os zeros dos polinémios ortogonais, podemos demonstrar muitos resultados interes-
santes. Vamos enunciar, aqui, apenas dois, cujas demonstragoes podem ser encontradas, por

exemplo, em [3].

Teorema 1.5. Seja Pf(a;), n > 1, um polindomio pertencente a uma sequéncia de polindémios
ortogonais no intervalo (a,b) com relagdo & medida positiva dg(z). Entdo, as raizes de PY(x)

sao reais, distintas e pertencem ao intervalo (a,b).
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Teorema 1.6. Seja {Pf}]‘?io uma sequéncia de polindmios ortogonais. Entao, entre dois zeros

consecutivos do polinomio de graun — 1, P?_ (x), existe somente um zero de PY(z).

n—1

1.2.1 Polinémios ortogonais simétricos

Definicao 1.5. Uma distribui¢io do(x) definida em um intervalo [—b,b], b > 0, é simétrica se

dp(x) = —dp(—x). Se dop(x) = w(x)dz, entao w(zr) = w(—x).

Teorema 1.7. Se uma distribuicdo d¢(x), definida em [—b,b], € simétrica, entdo os momentos
de ordem impar sao nulos, ou seja, ug)nﬂ =0, Yn > 0.

b

Demonstragao: Sabemos que, pop+1 = / 2" dg(x), n > 0. Se tomarmos = = —y, temos
—b

b —b
P / (o) = /b (—)*" 1 de(—y)
b
= —/_by2n+ld¢(y) = —H2n+1.

Logo, pont1 =0,V n>0. [ |

Teorema 1.8. Seja {Pff}j’f’zo uma sequéncia de polindémios ortogonais com relacdo a uma dis-

tribuicao do(x). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) do(x) € simétrica;
b) PY(—x) = (=1)"P(z), n>0;
¢) na formula de recorréncia (1.10), ﬂf{ =0, n>1

Demonstragao: Vamos mostrar que a) < b) < ¢). Suponhamos, sem perda de generalidade,
P, (z) monicos para n > 0.
a) = b) Como d¢(z) é simétrica, entao do(z) = —d¢p(—z). Considerando a mudanca de varidveis
x = —y, obtemos
b —b b
| @@ = [ Phnp-nds = [ PA-nP-nao)

Pelo Corolario 1.1, P{(—z) = ¢, PY(x), em que ¢, é uma constante. Assim, como

P,‘f’(:):) ="+ an,n_lw"_l + ...+ apn1z + anyp,
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comparando os coeficientes dos termos de maior grau de P (—z) e de o (), obtemos ¢, =
(1)
Portanto,

P¢(—z) = (—=1)"P?(x), n > 0.

b) = a) Temos que P (—z) = (=1)"P¢(x), n > 0. Queremos mostrar que figppq = 0, k =

0,1,.... Faremos isso por inducao sobre n.
e Para n =1, temos
PY(—z) = (~1)PP(z) = —x + a1 = —x — a10 = a1 = 0. Logo, PP(z) = x.

Além disso,

b b b
0= [ R@Pi o) = [ Piw)isw) = [ sdole) = .
e Agora, vamos supor que nossa hipétese de inducgao seja verdadeira para pq, . .., t2x—1, iSto
é, pp=p3=...=pg-1=0, k> 1

Assim, como Pg’kﬂ(x) = g2k+1 4 Z?Zl a2k+172j_1x2j_1, obtemos

b b k )
foks1 = /bfb‘%“daﬁ(w):/b Py (2) =Y aski12i 127" | do(x)
_ _ i

k+1

b
= /b P2¢k+1<x)d¢(x) - Za2k+1,2j71/1«2j—1 =0, k>1.
_ =

Portanto, d¢(z) é simétrica.

b) < ¢) Usando a férmula de recorréncia (1.10), obtemos

(—1)"PE(~z) = (—1)"(~a — B PL_(—2) — (~1)"al Py y(~x).

n-n

Logo,
(—1)" Py (=) = (=1)" ! (a + B P (—2) — af(=1)" > Py_y(—).

Seja RS(z) = (—1)"P¢(—z). Entdo,

Ry(x) = (z + BY)RY_ (2) — afRY_y(x), n > 1, (1.14)

n—2

com RQ_SI(:U) =0 e Rg(x) = 1. Como PJ(z) = (-1)"P?(—x), entdo R4(z) = PL(z), V n.

Comparando as relagdes de recorréncia (1.10) e (1.14), obtemos 85 = 0, n > 1. Logo, b) = c).
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¢) = b) Temos que 8% =0, n > 1. Se Ri(z) = (—=1)"P(—x), n > 0, entdo, por (1.14), temos
RS (z) = xRi_l(:r) — agRﬁ_Q(x), n> 1.

Observe que é a mesma relacdo de recorréncia para PY(z) com 8% = 0. Como R‘fl(az) =

P(_f)1 (x) e Rg(x) = Pg)(a:), obtemos

PY(z) = Rjj(x) = (~1)"P{(~2), n > 0.

1.2.2 Polinémios associados aos ortogonais

Definicao 1.6. Dada uma sequéncia de polinomios ortogonais, {Pﬂf}fﬁzo, definimos o polinémio
associado a Pf(:ﬁ) por

b by _ PP
Qﬁ(x)z/ Palt) = Pul@) 4oy, n> 0. (1.15)

t—x
Nao ¢ dificil mostrar que Qﬁ(a:) é um polinomio de grau n — 1, para n > 1.
Teorema 1.9. Seja {Pf};’f’zo uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos. Os polinémios

associados Qﬁ(m) satisfazem a mesma relacao de recorréncia dos polindmios ortogonais monicos

P2(x), mas com condigées inicias ng(:r) =0e Q(f(m) = ug.
Demonstragao: veja [3]. [ |

Neste trabalho, vamos considerar somente polindomios ortogonais pY monicos, ou seja, com

ann = 1.

1.3 Polindmios ortogonais classicos

Segundo Chihara [9], os polinomios de Jacobi (incluindo os casos especiais de Legendre, Cheby-
shev de primeira e segunda espécies e Gegenbauer), de Laguerre e de Hermite sdo chamados
de polinoémios ortogonais classicos. No trabalho de Agarwal e Milovanovi¢ [1], encontramos a

seguinte definicao para polindmios ortogonais classicos.
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Definicao 1.7. Polinémios ortogonais com respeito a uma medida d¢(x) = w(x)dzx no intervalo
(a,b) sao chamados de polinémios ortogonais cldssicos se a fungao peso, w(x), satisfaz a sequinte

equacdo diferencial

7 M(@)w(z)) = N(z)w(),
em que
1—2% se(a,b)=(-1,1)
M(z) =1 =z, se (a,b) = (0, 00)

e N(x) € um polinémio de grau 1.

Facilmente verifica-se que as funcoes peso dos polinémios de Jacobi, de Laguerre e de Hermite

satisfazem as condigoes acima.

1.3.1 Polinémios de Jacobi

)

Os polinémios de Jacobi, denotados por R(la’ﬂ , sao ortogonais no intervalo (—1, 1) com relagao
a funcao peso

w(z)=1-2)*1+2z)° a>-1, §>-1.

Esses polinémios podem ser definidos pela férmula de Rodrigues

—1)"T'(n+ o+ pP) o _gd"
L(2n + o+ f) (1=2)"(1+2) B%[(l

Pl () = | (L 2y

quando estao na forma monica, sendo I'(t) é a conhecida fun¢ao gama.

Eles também podem ser dados explitamente por

-1

2n+oa+f " n+ «a n+
P (g) = Z (x —1)™(x+1)"™  (1.16)
n m=0 n—m m

Os polinémios de Jacobi, quando estao na forma moénica, satisfazem a seguinte relacao de

ortogonalidade

1
<P£Q’5),P(a’ﬁ)>( y = / P ()PP () (1 — 2)(1 + z)Pdx
Q, -1

0, sem#n
= , (1.17)
p,(la’ﬁ) #0, sem=n.
Aqui,
(ap) 22T+ a+ )l(n+ B+ Dl (n+a+5+1)
pleh) = . (1.18)

T2n+a+B8+2)T2n+a+3+1)
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Os polinémios de Jacobi podem, ainda, ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés

termos
PP(@) = (v - 8)) PeP(@) - o) PP (@), n=1
em que
(.5) An(n+ a)(n+ B)(n+ a + B)
g = . : (1.19)
Cn+a+B-1)2n+a+p)22n+a+p+1)
(o8 8% —a?
- 1.2
P 2n+a+B+2)2n+a+p) (1.20)

Pl gy =1e PV (z :x+7a_ﬁ .
@) =1e PO = ST
Esses polinémios satisfazem a seguinte relacao diferencial

P () = nPOTH (),

n—1
Casos especiais dos polinomios de Jacobi sao:

e 0s polinémios de Legendre, P,, com o = 8 =0,

1
e 0s polinomios de Chebyshev de primeira espécie, T),, com o = 3 = —5

e 0s polinémios de Chebyshev de segunda espécie, U, com a = 3 = 3

(N

s . . e - A
e 0s polinomios de Gegenbauer, também conhecidos como polinémios Ultrasféricos, Gy, 7,

1 1
=B=A—-, A>——.
com o = f3 X 5

1.3.2 Polinéomios de Gegenbauer

Os polinémios de Gegenbauer, ou polinomios Ultrasféricos, sao um caso especial dos polinémios

1
de Jacobi, com o« = 3 =\ — 3 > —1. Sao, entao, ortogonais no intervalo [—1,1] com relagao a
funcio peso w(z) = (1 — z2)A1/2.

A notagao usual para os polindmios Gegenbauer é Gg‘) () e sao dados por

GQNx>=(?“>A<”+2“>R$@N@,

« (67

sendo P}ﬁ’o‘)(x) os polindémios de Jacobi com 8 = a. Logo, por (1.9), quando estdo na forma

monica, satisfazem a seguinte propriedade de ortogonalidade:

1 0
(6.6) = [ V@6 @ -0 =L S
A 1 pgf‘) #0, sem=mn,
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em que,

222 T2 (n + X+ 1/2)T(n + 2))
N _ (W g0\ _
(G.6) (20 + 27 + D020 1 2\) (1:22)

a I'(a+1)
<b> S ToTDMa—brD) 2%

podemos, entao, escrever os polindmios de Gegenbauer como

Lembrando que

MNa+1)I'(n+2a+1)

plaa)
F2a+1) n+a+1) " (=)

(

(

F(A+ 3)T(n+2)) (x-1a-1) 1

TN+ AT )Pn (x), a= 5 (1.23)

Satisfazem a seguinte relagdo de recorréncia de trés termos

n(n+ 2\ —1)
dn+AN)n+A1-1)

G, (2) = 2GV () — G, (), n>0, (1.24)

com as condigoes iniciais G(_’\l) (r)=0¢e G(()’\) =
Em termos da fungao hipergeométrica (veja Szegd [23]), pag.83), os polinémios monicos de

Gegenbauer sao dados por

—1\" (2n)! (),

AR = (F) G R X, a2t (1.25)
—1\" 2n+ 1) N\,

69t = () A+ ka2, 021 (120)

ala+1)...(a+7—-1bb+1)...(b+75—1)
12...5 cle+1)...(c+75—1)

onde oF(a,b;c;x) =1+ Z .
j=1
1.3.3 Polindmios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre, denotados por L;a), sao ortogonais no intervalo (0,00) com relagao

a funcao peso

w(z) =z%"", o>-1,

Eles podem ser definidos pela formula de Rodrigues, que é dada por

L(a) — (1) %t [T
() = (1)t famtee

(- [ nta

m=0 ' n—m
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A relagao de ortogonalidade para os polinémios de Laguerre ménicos é dada por

00 0, )
(140, 10) = / L{)(2) L) (2)2%e " dz = emzn (127)
a Jo p,(f‘), se m =n,
em que
pff) =nll'(n+a+1). (1.28)

Esses polinémios também podem ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés termos

L (@) = (2= B0 ) L (@) — L2 (@), m> 1, (1.29)
com
o =nmnta),n>1, g% =2m+a+1,n>0, (1.30)

L(()a)(:v) =1le L(la)(:):) =z — (a+1).

Os polinémios de Laguerre satisfazem, ainda, & seguinte relacao diferencial

L' (z) =nL O‘Jrll)(x), n>1,

n

e a relagao

L () + nL!Y, (z) = LD (2), n> 1. (1.31)

1.3.4 Polinomios de Hermite

Os polinémios de Hermite, denotados por H,,, sdo ortogonais no intervalo (—oo, o) com relacao

a funcao peso

w(z) = e

Podem ser definidos pela férmula de Rodrigues por

quando estao na forma monica, e sdo dados explicitamente por

[n/2]
H (x) _ Z (_1)kn! xn—2k (1 32)
M L dRRI(n = 2k)! ’ '

em que |n/2] denota o maior inteiro menor ou igual a 3

Os polinémios de Hermite moénicos satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade

0, sem #n,

(o s = [ o) ) o = (1.33)

!
sem =n.
on ’
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Podem, também, ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés termos
Hpii(x) =aHy(z) — —Hp—1(z), n>1, (1.34)

com Ho(z) =1e Hi(x) ==

Os polinémios de Hermite satisfazem, ainda, a seguinte relagao diferencial

H/ (z) = nH,—1(x).

1.4 Polinémios ortogonais de Sobolev

Sejam doy, k =0,1,..., N, medidas na reta real R e consideremos o espago Hy(R) das fungoes

diferencidveis até ordem N em R satisfazendo

}j/ \2don() < oo,

na qual f*) denota a k-ésima derivada da funcéo f. Tal espaco é chamado espaco de Sobolev.
Note que, o espago dos polinémios P é um subespago de Hy (R).

Consideremos P munido do produto interno

ﬁS—Z/f (£)ddp(z), f. g € P.

A sequéncia de polindémios {5, }°° ; é chamada sequéncia de polinémios ortogonais de Sobolev,

se S, ¢é de grau exatamente n e

0, para m # n,
<Sm> Sn>s =

p,SL > 0, para m =n.

Consideramos, neste trabalho, o caso especial deste produto interno onde N = 1 e que

usualmente é dado da seguinte forma

(f,9)s = (f:9)9, +A(F'19"),, (1.35)
- /f )b (1 +A/f 2)db (),

onde A > (0. Note que, o parametro A pode ser embutido na medida df,.
Os polinémios ortogonais de Sobolev, em geral, nao satisfazem as mesmas propriedades dos
polinémios ortogonais associados ao produto interno (1.6). Por exemplo, eles ndo possuem uma

relagdo de recorréncia de trés termos e os zeros desses polindmios podem nao pertencer ao
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intervalo de ortogonalidade. Em 1991, Iserles et al. [16] introduziu os conceitos de par coerente
e par simetricamente coerente de medidas e, utilizando esses conceitos, encontrou uma relacao
para os polinémios ortogonais de Sobolev envolvendo os polindmios ortogonais relacionados a
medida df.

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos em [16].

1.4.1 Par coerente e simétricamente coerente de medidas

Sejam {P71}%0 (e {P%2}2  as sequéncias de polinémios ortogonais monicos associados as me-
didas df; e dfs, respectivamente. Entao, o par {df;,df>} é chamado par coerente de medidas

se existem constantes nao nulas o, n > 1, tais que

1
PP(@) = — [Ph@) + 0P @)] . nz 1 (1.36)

Entao, os polindmios ortogonais monicos de Sobolev satisfazem a seguinte relagao
Spt1(x) + anSp(x) = PO (z) + 0, P (z), n >0, (1.37)

onde os coeficientes a, podem ser obtidos recursivamente por

01
(oF
Ay = 0 5 03 B T’Lp',;l 01 ) n 2 ]J
Pn +An Prn-1 + Op—1Pn—1 — In—1Pp_10n-1

com apg = 0.
Da mesma forma, um par de medidas {df1, df2} é chamado de par simetricamente coerente

de medidas, se existem constantes nao nulas g,, n > 0, tais que

1
Pl (z) = Py (@) +ona P2 (2)|, n>1.
n+1

Também para este caso, sao validas propriedades semelhantes ao caso da coeréncia, entre elas a

relagao
Sp+1(z) + an—1Sp-1(x) = Pg}H(aﬁ) + o, P (), n>1, (1.38)

onde os coeficientes a,, podem ser obtidos recursivamente pela expressao

01
Onp
an = —4, 2 02 2”’21 01 , n22
pn + An P11t 0h_2Pp_9 — On—20,_90n—2

plion
piil +)\P82
Sp(—z) = (=1)"S,(x), n > 0.

com a; = e agp = 0g. Neste caso, os polindmios S, também sdo simétricos, ou seja,
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Em 1997, no trabalho de Meijer [19], os pares coerentes e simetricamente coerentes de medi-
das foram completamente determinados. Meijer mostrou que pelo menos uma das medidas df,
ou dfy deve ser classica.

A seguir, descrevemos os pares coerentes de medidas que envolvem as medidas de Jacobi e

de Laguerre. As medidas do tipo df(z) = w(z)dx+ M(k) sao interpretadas da seguinte forma
/F )dé(z /F x)dzr + MF (k).
Caso Jacobi
Tipol  dbi(z) = |z —&|(1 —2)*(1 + 2)’dz, com []>1 e (1.39)

dfy(x) = (1 — 2)*TH (1 + ) T ida.

Tipo II  df(z) = (1 —2)*(1 + z)’dz e (1.40)
dfs(z) = z i £ (1 —2)*T(1 4 2)P dz + M3(€), com |¢]>1 e (1.41)
M > 0.

Tipo Il df:(x) = (1 — 2)*dx + M&(—~1), com M >0 e (1.42)

dfy(z) = (1 —z)*da.

Tipo IV dfy(z) = (14 z)Pdz + M&(1), com M >0 e (1.43)
dfa(z) = (1 + )" da.
Caso Laguerre
Tipol  dbi(x) = (z —&)x%e “dx, com £ <0 e (1.44)

dfy(z) = x e %dur.

Tipo Il  dby(z) = 2% “dx e (1.45)
dfs(x) = ix““e*xdaz + M), com £<0 e M>0.
Tz —
Tipo III  dby(z) = e *dz + MJ§(0), com M >0 e (1.46)

dfy(z) = e *du.
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Descrevemos, agora, os pares simetricamente coerentes de medidas que envolvem medidas
de Hermite e de Gegenbauer.

Caso Hermite

TipoI  dfy(z) = (2% + 62)6712d$ e

dbs(z) = e da. (1.47)
Tipo IT  dby(z) = e dr e (1.48)
2
e
dfa( ):x2+§2dm com & # 0.

Caso Gegenbauer

Tipol  dfi(x) = (2% +&*)(1 — 2®)¥dz e (1.49)

dfy(z) = (1 — 22)*de.

Tipo Il dbi(z) = (1 — 2%)%zx e (1.50)
dfs(x) = wdw com & #0
x? 4 &2 ’ '
Tipo Il dfy(x) = (1 — 2°)%z e (1.51)
(1 _ :BQ)O"H

Tipo IV dfy(x) = (€2 — 2*)(1 — 2?)%dz, com |¢|>1 e (1.52)

dfy(z) = (1 — 22)*"de.

Tipo V. dbi(x) =dx+ M [6(1) +(—1)], com M >0 e (1.53)
dfs(x) = dz.
1.5 Polinomios L-ortogonais

Nesta secao, estudaremos os polinémios similares aos ortogonais, ou L-ortogonais, tendo como

referéncia os trabalhos de Andrade [2], Andrade e Bracciali [3] e de Sri Ranga [21].
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Definigao 1.8. Seja diy(t) uma distribuicao forte de Stieltjes em (a,b). Definimos uma sequéncia

de polinomios L-ortogonais, {B}f};ozo por

i) BY(t) é ménico de grau exatamente n, n > 0,

N’ b —nts i 0, ses=0,1,...n—1,
ii) 0¥, = / 1S BY (1) d (1) — (1.54)
a

U;ﬁn >0, ses=n.

n
Além disso, como estamos considerando os polindmios By (t) ménicos, se Bl (t) = Z bn.it',
=0

entao by, = 1.
Teorema 1.10. Para as distribuicoes fortes de Stieltjes di(t), se os momentos u%, m € 7,
(m)

existem, entao os determinantes de Hankel definidos em (1.8) satisfazem H;, ' > 0, Ym,n € Z

en > 0.

Demonstragao: Sabemos que uma matriz A é positiva definida se (x, Az) > 0, para todo
x # 0. Além disso, det(A) > 0 (veja [10]).

Mostremos, entao, que a matriz

P ¥ P
Hm Hmi1 -+ Hmyn—1
P P
(m) — Pyt Hmy2 oo Hmdn
n . . .
/‘%4-71—1 M;anrn e ”:ﬁz—l—?n—Q

é positiva definida. Seja z = (z9,1,...,Tn—1) € R", x # 0. Entdo,

<$, Hﬁlm)x> = HM™y

n—1 n—1 n—1
_ P ¥ b
= %o Z PomtiTi T 21 Z Pmg14i%i + -+ Tp-1 Z Fntn—144
n—1n—1 n—1ln—-1 _p
. ) . m—+i+j
S D ILMNEEES 3D DY R TID
§=0 i=0 j=0 i=0 "%

b n—1 n—1 b n—1 2
/tm >t/ (Zx#) d@b(t):/ i";(zxkt’“) dip(t) > 0.
a j=0 i=0 @ 50 \k=0 \:’0'/
>0

Logo, Hﬁf”) ¢é positiva definida e, portanto, H,(qm) = det( ,({”)) > 0. |
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Teorema 1.11. Sob as hipdtese do teorema anterior, 0s polinémios L-ortogonais B;{)(t), n >0,
existem e sao Unicos.
1.5.1 Polinémios associados aos L-ortogonais

Definigdo 1.9. Os polindmios A% (t) associados aos polinémios L-ortogonais BY (t) sdo definidos

por

z—t

AY(t) = /b Bi(2) - Bi(t) dip(2). (1.55)

Teorema 1.12. A%(t) ¢ um polinémio de graun — 1, n > 1.

Observe que os coeficientes dos termos de maior grau dos polindmios Aﬁ(t) sao iguais a ug.
Para construirmos uma sequéncia de polindmios monicos associados aos L-ortogonais basta

defini-los da seguinte forma:

¢
- L [PBCZB 4y

Teorema 1.13. Os polinémios associados Aﬁ(t) satisfazem, ainda,

No

b m pRY m RY
A%:):/ B ) ZE B ) Gy g <m<n, 0> 1. (1.56)

z—t
1.5.2 Algumas propriedades dos polinémios L-ortogonais e associados

Os polinémios L-ortogonais e associados possuem muitas propriedades semelhantes as dos polindémios

ortogonais e associados. A seguir, enunciaremos algumas delas.

Teorema 1.14. Os polinémios By (t) e A%(t) satisfazem as sequintes relagdes de recorréncia

de trés termos para n > 1 :

BY,(t) = (t— BY ) BY(t) — ol tBY_ (1), n > 1, (1.57)
AV () = (t— BY DAL — al  t AV (1), n > 1, (1.58)

com

P %
b_ 00 _ mp v _ _Ohn v Tn-1-1 S
51 T - Ay = ) ) Bn+1 —Qpi ) =z
09,1 M1 On—1,n-1 On,—1

lembrando que, U}f,s = ff t_”“B;f(t)dl/)(t). Observe que, ﬁ%} >0e azﬂ >0 para n > 1.
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Como consequéncia das relacdes de recorréncia de trés termos para By (t) e A%(t), podemos
estabelecer resultados a seguir.
(=1)"BY(0) = 8YBY...8Y >0, n>1. (1.59)
Teorema 1.15. A seguinte relagdo € valida
ALOBY_ (1) — AL ()BY (1) = afal ol o..afug "7, n>2  (160)

Demonstragao: De (1.57) e (1.58), obtemos
An(t)YBY_((t) — AL (DBn(t) = [(t—BY)AL(t) — bt AL (DB (1)
— A (D[t = BBy (t) =t By (t)

= alt[AY_ ()BY_,(t) — AL_,(t)B}_(t)]

woo st AT (0B (1) — AT (1) BY (1)
Como Aqf(t) = ,ug), Bg’(t) =1, Ag’(t) =0e B%(t) =t— B;p, chegamos a relagao (1.60).

AY(DBY_(t) = AL (B (1) = alay_ja) ... ot uf, n > 2,

Teorema 1.16. Os zeros do polindomio L-ortogonal B,zf(t), n > 1, sdo reais, distintos e per-

tencem ao intervalo (a,b).

Teorema 1.17. Se t,; é um zero do polinomio B;f(t) para n > 1, entdo ele € diferente dos

zeros de AY(t) e dos zeros de B:f_l(t).
Teorema 1.18. Os zero dos polindmios B;f_l(t) e BY(t) se entrelacam.

Teorema 1.19. Os zeros dos polinémios L-ortogonais B}f(t), n > 1, sao os autovalores da

matriz de Hessenberg

ag’ + B%’ a}f + ﬁg’ e 04?;_1 + ﬁ:f_Q ay + B;f_l 5%}
061211 ag} + ,8;/} e (@7 ) + ﬁ;f,Q Qpy + ﬁ;f,l ﬁ;{}
0 ol s oy 4B ot +BY . BY
2, — 3 n—1 n—2 n ' n—1 " (161)
0 0 a¥_ ah + 8%, BY
0 0 ... 0 al i
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Demonstragao: Consideremos os polinomios de Laurent

BY(t) =tT"BY(t) = (t— L)t " BY_,(t) — ab 7L BY (1),

n

Portanto,

tBY(t) = (t—pY)t "V BY_ (t) —akt~ "D BY (1)

= (t—BY)BL_(t) — oV BY_,(t).

Disso, obtemos

t[BY

n—1

(t) = BY(t)] = BYBY_y (t) + ol By _,(t).

o t[BY_(t)— By(t)] = By BY_ (1) + b BY_,(t).

Na forma matricial, temos

g0 0 ... 0 BY(t)

ay BY 0 ... 0 BY(t)

0 af g : By (t)

0

0 0 of BY BY_|(t)
1 -1 0 0 BYu(t) 0
0 1 -1 BY(t) 0

=¢ 0 BYt) |-tBr@)| |,
0 0 1 -1 : 0
0 0 0 1 BY_|(t) 1
ou seja,

F B¥(t) =tG BY(t) — t BY(t) en, (1.62)
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onde e, é o vetor unitario (0,0,...,0,1)! € R",
g0 0 ... 0 1 =1 0 ... 0
of BY 0 .00 0 1 -1
F=| 0 o 8¢ P G= o0
0 0 0 1 -1
0 ... 0 af BY 0 0 ... 0 1

e B() = (BY(1), BY(6), BY(), - B, (1))

Calculando a equacao (1.62) em cada zero t,, ; de BY . temos
F BY(tnj) = tnj G B (tn)-

Entao, cada zero t, ; de BY(t) é¢ um autovalor da matriz G~ F associado ao autovetor B (tn),

onde a matriz G~'F é a matriz de Hessenberg (1.61). [ |

1.6 Fragoes continuas

O século XI1X provavelmente tenha sido a idade de ouro das fracées continuas. Como Claude
Brezinski escreveu em seu livro History of Continued Fractions and Padé Approzimants ([8]), “o
século dezenove pode ser considerado o periodo popular das fracées continuas”. Foi uma época
em que “o assunto era conhecido por todos os matematicos”. Como consequéncia, houve uma
explosao no crescimento deste campo.

Veremos, nesta se¢ao, alguns conceitos bésicos sobre fragoes continuas.

Uma fracao continua é uma expressao da forma

ai

bo + as )

as
bg—f—..

b1 +
by +

onde {an} 2, e {bp},—, sdo sequéncias de nimeros complexos ou fun¢des complexas simples
com a, # 0. Uma fracao continua pode, também, ser denotada das seguintes formas:

ap  ap
by + — = 1.63
O b+ by + - (1.63)

ou

bo + K2y <Zn> :
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Os nameros a, e b, sdo chamados de elementos da fragao continua. O valor

ai
a2
as

Cp =by + (1.64)

b1 +

b
2+b3+._ L On
+

é chamado de n-ésimo convergente ou aproximante da fragdo continua (1.63).

Podemos usar as seguintes notagoes

al as (e79) n a;
C,=5b — = — Cp=bg+ K", |-—=].
0+bl+b?+"‘+bn o ot ]_1(bj)
Ap

Podemos escrever C,, = n=0,1,2,...,onde Ag = by, Bo =1; A =byb1 +a1, By =

By’
bi; A = bobiba + boaz + aiba, By = b1bs + az. Em geral, A, e B, sao polinomios em a;, b;.

Agora, podemos escrever
Ay =bAg+a1A_1, maqual A =1 By =b0By+a1B_.1 emque B_1=0.
Suponhamos que, para algum n > 1,
Ay =bAn_14+a,Ano, A1=1, B,=b,B,_1+a,B,_2, B_1=0. (1.65)

Entao, desde que, Cy,+1 pode ser obtida de C), substituindo-se b,, por by, + an+1/bn+1, podemos

escrever

C _ An+1 _ ﬂ
e Bn+l B:L’

onde, por (1.65),

A:; = <bn + GM) Ap1+ anAp_o
bn+1

= ;}.1 [bn+1(bnAnfl + anAn72) + an+1Anfl]

= by [bns1An + any1An_1].

Procedendo da mesma maneira, obtemos B, = b;_lﬂ[anBn + ant+1Bn—1]. Assim,

bn+1An + an+1An—1
bn+1An + an+1An—1 .

Cn—l—l =

Segue, por inducado, que, se b; # 0 para i > 1, entao as férmulas em (1.65) sdo vélidas para
n>1. A, e B, sdo chamados, respectivamente, n-ésimos numerador e denominador parciais.
Multiplicando a primeira equagao em (1.65) por B,_1, a segunda equacao por A, 1 e, em

seguida, subtraindo a segunda da primeira, obtemos

Aan—l - BnAn—l = _an[An—an—Q - Bn—lAn—2]7
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Dal,

ApnB, 1 — ByA,_ 1= (-1)""ayay...an, n>1.

Logo, podemos escrever
1
An An—l . (—l)nJr a1ag ... ay

Bn Bn—l B Bn—an

Lembrando que Ag/By = by, obtemos a importante férmula

A, " (=) ajay ... ap
— =} + ,
B, " kzzl By 1By

contanto que b; Z0e B; #0, 1 <i<n.

1.6.1 Conexao com polinémios ortogonais

A férmula de Wallis (1.65) estabelece uma conexao entre os polindémios ortogonais e as fragoes
continuas. Consideremos, entao, a sequéncia de polindmios ortogonais com relacao a medida

positiva d¢(z) em (a,b), {P;f}%ozo. Tomando, em (1.63),
_ _ 9 __ 9 — »_ pB?
bo=0, a1=0a] #0, apy1 = anH;éO e bp=x-0 n>1,

obtemos a fracao continua

o ol al ot
x—ﬁf*x—ﬁffa:—,@;:f“' ,x_ﬁg,...

cujo n-ésimo denominador parcial, B, = PY (x), satisfaz

P(z) = (z— BO)P?_(x) —alP’ ,(z), n=1,23,...

n

com Pfl(:n) =0, Pg)(x) =1.

1.6.2 Conexao com polinémios L-ortogonais

Vamos obter, agora, a conexao entre os polindomios L-ortogonais e as fragbes continuas. Re-

tornemos as férmulas de Wallis. Tomando, em (1.63),

bg =0, alz,ug;é(), an+1:—ag+1z7$0 e bn:z—ﬁﬁf, n>1,

¥

nil € /6’;/; , n > 1, sdo os coeficientes da relacao de recorréncia dos polinémios L-ortogonais

onde «

BY (t) com relagao a distribui¢ao di)(t), obtemos a fragao continua,

,uab ag}t ag}t a}f
t_ﬁiﬁ,t_ﬁéﬁ,t_ﬁéﬁ,... ,t_ﬁ;f,...

(1.66)
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Observe que os n-ésimos numerador e denominador parciais sao, respectivamente, o polinémio
associado de grau n — 1, A, (z), e o polinomio L-ortogonal de grau n, B,(z). Portanto, eles sa-
tisfazem as relagbes de recorréncia (1.58) e (1.57), respectivamente.

Conhecendo-se, pois, as relacées de recorréncia de polinomios ortogonais ou L-ortogonais, é
possivel construir a correspondente fragao continua a partir dos coeficientes dessas relagoes.

Assim,
AV py adt  alt ant
BY(t) t—By—t—BY -t—py - —t—py

(1.67)

1.7 Sequéncias encadeadas

Nesta sessao vamos estudar um tipo particular de sequéncia denominada sequéncia encadeada.
O desenvolvimento sistemdtico da teoria das sequéncias encadeadas é devido a H.S. Wall [24].
Vamos omitir as demonstragoes dos resultados aqui enunciados, mas podem ser encontrados em

Chihara [9].

Definicao 1.10. Uma sequéncia {a,}22, € chamada uma sequéncia encadeada se existe uma

sequéncia {gr}2, tal que

) 0<go<l, O<gy<1, n>1
() = 9o 9n (168)

(#@)  an=(1—=gn-1)gn, n=1,23,...
{9k} € chamada uma sequéncia de parimetro para {an} e go € chamada uma sequéncia de

parametro inicial.

Embora seja trivial construir exemplos de sequéncias encadeadas, é sempre dificil determinar
se uma sequéncia dada é uma sequéncia encadeada. Em alguns casos, pode-se determinar uma
sequéncia de parametros indutivamente tomando go = 0, g1 = a; e tentar resolver (1.68) suces-
sivamente para os g;, ¢ = 2,3,.... Por exemplo, se tentarmos isso com a sequéncia constante,

{1/4}, encontramos

1 3

1
:0 = — = — = -, ...
90 y g1 47 g2 37 g3 87

e, a partir daqui, é facil deduzir que g, = n/[2(n+1)]. Assim {1/4} é uma sequéncia encadeada.
No entanto, essa sequéncia encadeada também tem uma sequéncia de parametros mais simples

{1/2}. Mais geralmente, podemos notar as identidades

(1= VT-da\1-VT—da _( 1+vI-4a\1+VT-4a
- ) (1- 1) e

2 2 2
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Assim, a sequéncia constante {a} é uma sequéncia encadeada se 0 < a < 1/4.
Observamos, a partir dos exemplos acima, que uma sequéncia encadeada nao precisa ter uma

Unica sequéncia de parametros.

Teorema 1.20. Seja {a,} uma sequéncia encadeada e sejam {gi} e {hy} sequéncias de parametros
para {ay}. Entao,

gr < hi, para k>1 se, e somente se, gy < hy.

Teorema 1.21. Seja {a,} uma sequéncia encadeada. Se {a,} tem uma sequéncia de parametros
{9k} que satisfaz go > 0, entdo para cada hy tal que 0 < hy < go, existe uma sequéncia de

parametros correspondente, {h,}.

De acordo com o teorema anterior, cada sequéncia encadeada tem uma sequéncia de parametros
{my} tal que my = 0 e, pelo Teorema 1.20, temos entao m,, < g, para qualquer outra sequéncia

de parametros {g}.

Definicao 1.11. A correspondente sequéncia de parametros {my} para a sequéncia encadeada

{an}, com my =0, é chamada de sequéncia minimal de parametros.

Uma sequéncia encadeada é dita ter seus parametros unicamente determinados se a Unica
sequéncia de parametros é {my}. Se {a,} nao tem seus pardmetros unicamente determinados,

entao o Teorema 1.21 assegura que o conjunto dos parametros iniciais é conexo.

Definigao 1.12. Seja {a,} uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de pardametros { My}
que satisfaz My > g (k > 0) para qualquer outra sequéncia de pardmetros {gi} é chamada de

sequéncia maximal de parametros.

Teorema 1.22. Toda sequéncia encadeada tem uma sequéncia mazximal de parametros.



Capitulo 2

Polinémios ortogonais associados a

medidas simétricas relacionadas

Neste capitulo, estudamos as propriedades de duas sequéncias de polindmios ortogonais associ-
ados a medidas simétricas relacionadas. O estudo foi baseado, principalmente, no artigo [7].
Considere d¢g e d¢; duas medidas simétricas definidas no mesmo suporte £ C [—b,b] e

satisfazendo
c

= qug doo(z), (2.1)

d¢1 (w)

onde ¢ admite qualquer valor real tal que 1+ gz ndo muda de sinal em F e a constante ¢ é tal
que (1 + gx?)/c é nio negativa em E.
Sejam {P°} e {P?'}2°  sequéncias de polinémios ortogonais ménicos com relagio, res-

pectivamente, as medidas d¢g e d¢;.

2.1 Resultados preliminares

Primeiramente, mostraremos algumas identidades que serao usadas nas demonstracoes dos re-

sultados mais importantes desta secao.

Lema 2.1. Os polinémios P ¢ Pffl, n > 0, satisfazem a sequinte formula de Christoffel:

(1+ qz*)PJo(x) = W{Pﬁl(v —1/61)Pg)}r2(95) — P2, (V/=1/q)P{ ()} (2.2)

Demonstragao: Desde que (1+ qu)Pff %(x) é um polinémio de grau n+ 2, podemos escrevé-lo

30



Polinémios ortogonais associados a medidas simétricas relacionadas 31

como combinagao linear dos polind6mios Pg) Y Pf’ L P;fer, isto é,

n+2
(14 qz?) PP (z Z b; P (x (2.3)

Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por P,f) ! e integrando com relacao & medida
d¢q, de (1.9) obtemos

n+2

b
/_b P,‘fO(a:)P]fl (2)(1 + qz)debn () = Z

=0

b b
b /_ bpfl (z) PP (2)dn () = by, /_ b[P,fl (z)]2de1 (z),

para k =0,1,...,n+ 2. Logo, como d¢;(x) = ¢ 5 déo(r), temos que
x

1+g¢

_ e[l P (@) P () dgo()
J2 P (@)Pdo (@)

Assim, pelo Teorema 1.4, by = 0 para k=0,1,...,n — 1.

Segue, entao, por (2.3), que

(1+q$2)PgO($):an31( ) + bns1 n+1( ) + bpg2 n+2( 7).

Mas, como se tratam de medidas simétricas, pelo Teorema 1.8 concluimos que b,+1 = 0. Assim,
(1+ q2?) PP () = bpy2 n+2( ) + b, P (). (2.4)

Comparando os termos de maior grau em ambos os lados da igualdade acima, concluimos que

bn+2 = q. Agora, tomando z = /—1/¢ na relagao (2.4), obtemos

0= qP?,(v/~1/q) + b P (v/~1/q),

P/
(2.4), obtemos a relacao (2.2). [ |

o que implica que b, . Substituindo os valores obtidos para b, e b, em

Lema 2.2. Os polindmios das sequéncias {Pfo}?zo e {Pﬁ)l}j’f:o satisfazem a segquinte rela¢ao:

PP (x) = P(2) + dn 2 PL0y(z), n>2 (2.5)
com é
1

dno =" n>2 (2.6)
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Demonstracao: FExpressando P por uma combinagao linear de p? ° r=0,1,...,n, obtemos
PO() = PR@)+ Y dPR) 1)
Dali, usando a propriedade de ortogonalidade (1.9), para j = 0,1,...,n — 1, temos que

b b
/ ngl(g;)pj’O(x)dqso(x) = / P (x +Zd P (x)| PP (x)ddy ()

- Zd / P#(2) P () do()

= 4 / (P @) don(a) = dyf

Além disso,
b b 2
[ rr@pp@ione = [ pr@er@t @

c

b

_ q/ PO ()22 P (2)dn (x), 5= 0,...,n— 1.
—b

Entao,

b po1 2 poo
Pyt (x)x*Pr° (z)dopy(x
djzﬂf*b (@)2”F, ()(bl(), j=0,1,...,n—1. (2.8)

¢ [P ()]Pdgo(x)

Pelo Teorema 1.4, obtemos d; = 0 para j =0,1,...,n — 3.

Logo, de (2.7), temos
P (z) = PP (2) + dp_o PPy (x), n>2

pois dy,_1 = 0, devido & propriedade de simetria PJ°(z) = (—1)"PJ° (—x).

Assim, por (2.8), temos

g PR @) PRy dé (@)
n—2 — b0 )

¢ Pp—2

n > 2. (2.9)
Como Ry (x) = a:2PffEQ(a;) ¢ um polindmio monico de grau n, podemos expressi-lo como

R (z) = PP (z +chp¢1
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Da propriedade de ortogonalidade (1.9), temos
b b n—l b
/ PP (x) Ry (2)d () = / PO (z) PO (x)dgr (z) + ) ¢ / PP () P{ (x)dy ()
-b —-b —b
7=0
b
- /b[Pa‘fl(x)]Qdcﬁl(fﬂ) = Pt
Substituindo em (2.9), obtemos (2.6). [ |
Iu¢>1
Definamos o' = ugl e a1 = c,ugo. De (1.11), temos que ay' = <2Z>1' Assim,
Ho
b b 2
1
oa‘fo —a‘fl = c,ugo ‘fl = c/ doo(z )—offl = c/b —|—an: dor () offl
= ,ugl +qus' — ¢1 = qof;lafl. (2.10)

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar os proximos dois resultados, que relacionam os

coeficientes da equagao (2.5) com os coeficientes das relagoes de recorréncia para os polinémios

PP o PO,

2.2 Propriedades entre os coeficientes relacionados

Teorema 2.1. Dadas dpo(x) e dop1(z) tais que (2.1) seja vdlido, entdo os coeficientes da relagdo

(2.5) satisfazem

¢
dn—l _ Oén}i-Q7 n Z 92
dn—2 Oé?bo
e
dn1—dng =08 —all,, n>2,
1
‘10‘3 ) 0‘1 b ¢
com do = W =5’ — ot
o
Demonstragao: Por (2.6) e (1.12),
i, - ap _ aoniion Oglugl
g =
CPZO 2 CQZO 1O‘$O 2 0‘2 No
_ qaﬁilaﬁl - Qg Oé(fl —q aiilaﬁl. - Qg Oé(fl
o @ @ o $o b0’
0 o ¢J0041O 10y al?
Can 1%,—2 - c
; s $o _ . 9o
pois, por definicao, af" = Mo e af’ = cpy’.

(2.11)

(2.12)



Polinémios ortogonais associados a medidas simétricas relacionadas 34

Da relagao (2.13), a expressao para dy é evidente. De fato, se fizermos n = 2, obtemos

0 qa§1a§1a11
0= oo '
1
De (2.13),
dn—1 _ Piil /’20—2 _ O‘Z}&—Qai}kl e agla(fl ai’i(’_laﬁ‘lz : -'agoafo _ 0‘212 n>9
dp—2 pigl o aﬁoaigl .. agoafo aiﬁrlaﬁl . aflafl ade’ -
o que demonstra (2.11).
Agora, de (1.10), temos
P¢02(az) — I'Pr(f)gl(x) _ P;?O(x)
n— 0420 a¢o
Usando este resultado em (2.5), obtemos
) Po
P’ (x P,
PO (z) = P2 (2) + dps | —2 o) _ Pi()
oo ado
n n
Logo,
d -2 d —2
Po1(z) = [1 — oz};o ] P () + 0?20 mPffEl(m), n> 2. (2.14)

Usando (2.5) e (2.14) na relacao de recorréncia (1.10) para P* temos

PY () +dn 1 PP y(x) = PoLy(x) =P () — all PO (@)
= @ [P (2) + dna P, (0)|
dn—3 dn—3
_afzﬁrl [(1 - & > P (z) + xP,‘fEZ(a:)] .

%0
n—1 Op—1

Isto implica que, para n > 3,

o1 01

Q «
P, (x) = 2P (x) [a;’ilﬂ — dyg = | PP (@) 4 [y — dug = | P (2).
Qn_q Qpq
Oz(bl
Portanto, de (2.11), tem-se que d,,_o = ZTHdn,g e, entao,
Qnq

P (2) = aP2(2) = [afly = dumg + duea | P2, (2).
Comparando a relagdo acima com (1.10), obtemos

Ayt —dno =0, —aPt,, n>3. (2.15)
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Similarmente, de (2.5), com Pg)l (x) = Pg)o (x)=1e Pld)1 (x) = P1¢0 (x) = z, a relagao (2.12)

paran=2edy = ago — ozg’l sao também obtidas. De fato, por (1.10), temos

Py (x) = 2P (z) — ay' By (z) = 2* — oy’

Py°(x) = aP{" () — a§* Fy* (x) = 2* — af".
Por (2.5), Py'(z) = P2¢° (x) 4+ do, o que implica que
dy = Py (x) = P3°(x) = 03® — af".
Ainda de (1.10), temos
Pgﬁl (x) = xPQ‘bl (x) — aglx e Pgo(x) = a:Pfo(:c) — agox.
Mas, de (2.5), temos que Pfl (x) = Pg)o (x) + dyz. Logo,
fol (x) — aglx = ng)O () — agoaz + dyz,

0 que implica que

do = |Py'(z) — Py°(2)| = di +af' — a3’

Portanto,

dy —do = o —af". (2.16)

De (2.15) e (2.16), vemos que (2.12) se verifica, completando, assim, a demonstragao. [ ]

Teorema 2.2. Dadas d¢g e dpy tais que (2.1) seja vdlido, entao

(0 —do)af® = "o, (af' —di)ay® = af’ad,
e
(an}s — do-1)af® = afly(aft —da-s), n =3,
Consequentemente,
(agfwl - dgn_g)agg_l .. .agoafo = ag’éﬂagﬁ_l ... agloffl, n>1 (2.17)

(af}HQ - dgn_l)agfl . afoafo = af}iwagé . aflagl, n > 1. (2.18)
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qa¢1a¢1a¢1
Demonstragao: Como, pelo Teorema 2.1, dy = % de (2.10) segue que
o
_aafiafiad _ o — o)
0= ¢0 a(fo
Isto implica que doa?® = a'a? — af'a?". Logo
1 3 Q1 3 4 &0,
(agl - do) = a¢1a¢1 (2.19)
dq ¢1
Agora, usando (2.11) e como dy = ago - agl, segue que —- = 7 o que implica que
0 Qg
d1a2 = afflago aflaQ . Logo,
oyt —dy)as’ = aftadt. )
P —di)ag® = alag! 2.20
De (2.11), obtemos
b0

ada n+2 +d,_ 1a¢0 = an+2dn 9+ a¢°0¢¢1

n+2°

o que implica que

fbiﬂ( - dp—2) = 0420( 2}%2 dn—1).
Como, por (2.12), d,—9 — dy—3 = aft —aft, s
Logo,
(@, —dpo1)al® = ol y(afr —dy_3), n>3.

Concluimos, assim, a demonstracao da primeira parte do teorema.

Agora, de (2.21), obtemos

1

(agrlzw—d%—l)agg = a2n+2(a2n don—3)
¢ ag ¢
1 n 1
= Qopi9 %0 (a2n 2 d2n_5)
2n—2
¢
_ 1 Ogrlz 042711 2 ag)l
= Qgpi9 90 % " _¢o (O‘4
Qop g Qg4 Qy
a¢1 ¢1
Como, por (2.20), (affl —dp) =2 ¢02 , segue que
Qo
1 ¢1 ¢1 d>1 1
Q5 Aop_2 Qy Qy
(043714—2 don— 1)a2n O‘grlrm ¢0n ¢Z ¢0 %0
Xop—2 Qop_g Qg Qg

entdo ay’ —dp_o = adl — dn_3, paran > 3.

(2.21)
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e, entao,

01 b0 o o} b0 ¢o __ _$1 o1 1 o1 b1 ¢1
(a2n+2 — don—1)0g, Q9 o0y 4 ...y 0y = Qopy00onQop o ... Qg Oy Qo

o que demonstra (2.18).

De maneira andloga, de (2.21) e (2.19) mostramos (2.17), concluindo, assim, a demonstragao

do teorema. ]
Consideremos, agora, a sequéncia de nimeros reais {£,}5° , tais que
2qastaft
lo=1, (hi—1)=2ga8", (lo—1)=="-L (2.22)
o
e
o1
an+2
(bpy1—1) = T(ﬁn,l - 1), n > 2. (2.23)
(677)
Usando (2.23) e (2.11), temos que
(€n+1 - 1) dnfl
= , n > 2. 2.24
(Enfl - 1) dnf2 ( )
De (2.22) e (2.23), obtemos
¢1 ¢1 (151
Q o} Q@
(bor1 = 1) = 2l —1) = "2l 5 - 1) = ...
Qn Qn- Qo
¢ ¢
_ an}i-Q aﬁl O[fl)l (61 - 1) _ an:—Q O‘ﬁl afl 2q 1
it afly o it oy e
e
#1 $1 P
« (07 o,
(gn—l) = g:l(gn—2_1)* Z:—l g l(gn—ﬁl 1):
Op—1 QAp_1 O3
¢ ¢ ¢ ¢
_ anil anlfl 047?1(€2 - 1) o anl+1 anlfl L?Qqagjlall
0‘20—1 0‘?—3 0‘? 0‘20—1 0‘20—3 ago O‘(fo
Assim,
aiﬁrQaiilaﬁl .. .agl ag’lo/fl
(br1 = 1)(ln = 1) = ¢ $o do o $o_do_do I
an’ag’ 0 o . g an’ag
De (2.13), concluimos que
(b1 — 1) (b, — 1) = 4qdy,—1, n > 1. (2.25)

A seguir, nos Teoremas 2.3 e 2.4, demonstraremos como os coeficientes das relagoes de

recorréncia para P e p? ', n >0, se relacionam com os elementos da sequéncia {£,}5° .
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Teorema 2.3. Dadas d¢g e doy tais que (2.1) seja vdlido, entdo, para n > 1, os elementos da

sequéncia {€y}, definidos por (2.22) e (2.23), satisfazem

(lant1 — 1) agﬁwagﬁ ...af'ad! (Lo, — 1) O‘g;z—&-lagé—l ...af'af!
2 =4 $o ¢ ¢o ' 2 =4 $o o do (2.26)
ay) . oaglal agy_1...05%a]
(rama +1) _ 0fpa0fh g0 (ot 1) _ofjafh . aff 2.27)
) ¢ ¢ T p1 ¢ ¢1° ’
2 Qg Qg -+ O 2 Qg Qg g - - Q'
Demonstragao: De (2.23), temos que
(bony1 —1) a§;+2a§’; .af'ad! 998
2 =4 $o do . ¢o (2.28)
a2n DY a4 a2
e
(bon — 1) Ogrlﬂrlag)rlzfl e aglafl
5 1T 4 do o (2:29)
age g ...05°0]
Agora, de (2.25) e (2.12), segue que
(lony1 —1) _ qdon1 Q[O‘g)g-i-l - ag)'rlL—l-l + dan—2] n>1
2 (ﬁgn—l)/Q (égn—l)/Q ’ -
Portanto, de (2.29),
(bony1 — 1) _ q[a%ﬁgﬂ - Q%H + dop—2]
2 (£2n - 1)/2
%0 $o . bo
= qladn1 — gy + dons] b1 - $1 b1 H1
q¥p41%2p—1--- A3
_ agﬁﬂagﬁ—l = .agﬁoafo [don—2 — O‘gﬁﬂ]o‘gfi—l = .a:d;oafo
agﬁﬂagé—l R agla(fl agﬁéﬂagﬁq R agla(fl
o ¢ $o
_ Q9109 ---03700" 1
= — ,
0‘27lz+10‘g)ﬁ—1 - -O‘glafl
dow o — a¢1 a¢0 o a¢oa¢0
pois, por (2.17), [d2n—2 - 2”;1} 2"_1¢1 ¢>13 L — 1. Logo,
Qon+1%n—1--- X3 N
(lans1+1) agniadn - afaf’
2 O‘(walwlagﬁq x 'aglafl
e, assim,
%o $o ®0
lop— 1 Q) 0y g O
(bon—1+1) Qg 105, 3 1 n> 1. (2.30)

2 9 ¢1 ¢1’
Qop—1%p—3---



Polinémios ortogonais associados a medidas simétricas relacionadas 39

De maneira anédloga, concluimos, também, que

(on +1) _ 0fjash 5. 0
It =, o>l (2.31)
Qg Qo . O
h+1 lr+1
Verifiquemos, agora, os resultados para 1;_ e L Fazendo n = 1 em (2.31), temos
l+1 af
que = e isto implica que
2 Oz¢1
2
62 —1 Oégo oggo — agl
2 agl agl
$1_¢1 P
Como, pelo Teorema 2.1, afo — ag’l = M, concluimos que
afo
$1_P1
2
(6 —1) = 0L (2.32)
« 0
1
0 —1 b0 ¢
Agora, fazendo n = 1 em (2.30), obtemos 12 -4 d)lal Como, por definicao,
&
af® —af' = gad af", segue que
(01 — 1) =2q05". (2.33)

Dos resultados obtidos em (2.28),(2.29),(2.30),(2.31),(2.32) e (2.33) concluimos que o teo-

rema estd demonstrado. [ |

Teorema 2.4. Dadas as distribui¢oes simétricas dopo e dpy tais que (2.1) seja vdlido, entdo

existe uma sequéncia de numeros reais {€y, = £n(q)}52, tal que

1 1
é1 $o _
O‘nii-l - 4q(£n - 1)(€n—1 + 1)7 an(-)‘,-l - 4q(£n - 1)(€n+1 + 1), n=>1

)

1

dn—l = dn—1<Q) = Zq(gn - 1)(£n+1 - 1)7 n > 17

comly=1ely =1+ 2qa35".
Demonstragao: Por (2.29), temos que

(o —1) _ aplyagl...af'af

2 B oo ago afo

n—1---



Polinémios ortogonais associados a medidas simétricas relacionadas 40

e, de (2.30), segue que

(baart+1) af? jaf gl
2 21 10‘2)1 3 afl
Assim,
a® %0 %o 1 d1 1P
@ o ol ot L agta
(En_l + 1)(6” N 1) 2 Zl . 21 = 91251 2q n+qli>o — o) 3¢0 — = 4qa211.
Ay 1Qp_3--- 1 Qpq--- A3
Logo,
Sy, 1)(6, — 1 >1
o= (B + DG -1, =1
De maneira analoga, obtemos
o — L 1y 1 > 1
Q1 = 4(]( n )( n+1 1 )7 n-=1
com/ly=1 e {1 =1+2qga3". De (2.25), concluimos a demonstracao do teorema. [

Conhecendo-se os coeficientes da relacao de recorréncia para P (PT? ), o préximo teorema

mostra como obter os coeficientes da relacio de recorréncia para Py (P,‘{5 H.

Teorema 2.5. Consideremos as distribui¢oes simétricas d¢y e dog satisfazendo (2.1).  Entdo,

o0
dada a sequéncia de coeficientes {an+1 o 1, G sequéncia {O‘n+1} 2, pode ser gerada por

oo _ by
o _ _n—-1"n 1
o= el 21,
n Yn41
em que 0s numeros b satisfazem b(l) = bgl) =1le bgll =b 4+ qoznﬂb,(l)17 n > 1.

Similarmente, dada a sequéncia de coeficientes {an+1}n 1, G sequéncia {am_l >, pode ser

gerada por
o0 o Uiy
1 _ 22 0 1 _ . n n 0
" @% L e Ty e
1 n+1
com b satisfazendo b( ) =1, = Uo /(cu0 ) e nQ_)H [— b2 + b( : ]/[qaf;[jrl] n > 1.
Demonstragao: Dada a sequéncia {aﬁﬂrl}ﬁf’:l, do Teorema 2.4 obtemos
(1) = A0 deony
lp—1+1) 24 (lh—1—1)
Assim
" 24 (bp_1 — 1) 2 2+l a—1)
4qanJrl 4dqant 4q04§’1 dqag

2 4+ 2 4.4+ 2 4+ 27
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Desta fragao continua, facilmente obtemos

) ¢1 é1 $1
by +1 qoy, qQm qas qay
=14+ — ) > 1. 2.34
2 L T e (234)
Mostremos, por inducao em n, que podemos escrever
to+1) o

p(D

em que b, ;= — o) + qa 1b( )

n—1°

n > 1, com b[()l) = bgl) = 1. De fato,

e para n = 1, temos

lL+1 L bgl)
o que implica em bgl) b( ) + qa21b(1)

e Suponha valido para n = k, isto é,

1
i +1 1 qai}kl qo‘ﬁl gof! gad' _ bl(€+)1
=14+ )
2 1 + 1 +...+ 1 + 1 bl(cl)
com bé le satisfazendo b/,(C le bg) + qagj_lb,glzl.

e Provemos, entao, paran =k + 1.

b+l _ +qafl+2 gy, gad gof'  qof’
2 1 + 1 4+ 1 +... 1 + 1
¢ 1) 1)
—— ST 1410 k+2b _ by
- (fk + 1)/2 o b(l) o b(l) ’
k+1 k+1

em aue 8, = 2, + gaf’ 1.

$o lpp1 +1 451

Do Teorema 2.4, segue que ;| = m ntl:
n—1

Usando (2.35), concluimos que

1) 5@
¢0 _ bn+2 bn 1 ¢

n an b
+1 bf-bl_‘)_l b(l) +1

n>1, (2.36)

na qual b%l), n > 0, sao dados por (2.35).
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oo A
Analogamente, mostramos que, dada a sequéncia de coeficientes {an Y 1fn=1, & sequéncia

{anH ° , pode ser gerada por

(2) b(2) b(2)

o1 _ by g é1 _ “n=1"n+2 o
0= @0 S =gy O T > 1, (2.37)
1 n+1
na qual os b'?) satisfazem b((f) =1, = F‘o /(c,u0 )e 2)1 =P+ qaiﬂrlbfﬁl, n>1.
Portanto, de (2.36) e (2.37), concluimos a demonstragao. [ ]

Em certas situagoes, este teorema pode ser usado para obter resultados explicitos . Vejamos

alguns exemplos.

2.2.1 Exemplos

Exemplo 2.2.1. Consideremos d¢;(z) = (1 — 22)*~1/2dz, X > 0, definida no intervalo [—1,1].

Os polindmios ortogonais monicos p? ' n > 0, associados com d¢1, sdo os polindbmios monicos

(N

de Gegenbauer, Gy, ’, dados explicitamente pela férmula de recorréncia (1.24). Da relacao de

1)

recorréncia para bgl no Teorema 2.5, obtemos

B = (V=G (1/v=a), n=o.

De fato, se tomarmos = = m (1.24), temos que

1
N
G (1V=) = V=GN (1/V=a) - ol G (1),

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por (/—¢)"!, obtemos
V=" Eh (V=) = (Ve (L V=a) - a6 (V=) (V=0 H)Q
= (V=0"GPV/V=) + ol ¢ G (V=0 (vV=a)"”

(1)

Comparando com a relagao de recorréncia para by, ’ no Teorema 2.5, concluimos que

) = (V=9)"GM(1/v=q), n>0. (2.38)

Portanto, para a distribuicdo deo(z) = ¢ (1 + qz?)(1 — 2)*~1/2dz, A > 0, obtemos os

resultados a seguir.
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Pelo Teorema 2.5 e de (2.38),

1 1
a(i)o - bgn)—ngn)-i-l b1
2n 1 1 2n
b 105,

(V=0 2G5 5(1/V=0) (V=0 G (VD)

(W IGY (V=) (V=G (=g
_ GV G5 (UVED) g0 2.39)

A A
Gl (1/V=a) G5 (1/v=a)
Agora, usando (1.25) e (1.26), obtemos

oo (2n—2)sF(—n+1,n+X—11/2-1/q)
(2n — 1)l 21 (—n+ Lin + A;3/2;,—1/q)
(2n+ D) sF(=nn+ A+ 1;3/2-1/q) 4
@0 B (—nnt X 1/2-1/g) "
2n+1)oFi(—n+1,n+A—-1;1/2;—-1/q)
(2n—1) 2F1(—n—|—1,n—|—)\;3/2;_1/Q)
2F1(—n,n—|—)\+1;3/2;_1/Q)a¢1
2Fi(—n,n+X1/2-1/q) 2"

Qop =

o — 1)(2n + 2\ — 2)
1.24), aft = L
Como, por (1.24), 0z, = 15 3 Y an 12— 9)

, segue que

o I Cn+1)(2n+2X—2) 2Fi(—n+1,n+A—-1;1/2;-1/q)
« = =

n 402n+A=2)2n+A—1) oFi(—n+1,n+X3/2;—1/q)
2F1(—TL,TL+A+1;3/2;—1/Q)

oFi(—n,n+ X 1/2;—1/q)

De maneira andloga, obtemos

a0 _ 1 (2n)(2n+2X—1) oFi(—n+1,n+ X;3/2;—-1/q)
2n+1 42n+N)2n+A—1) oFi(—n,n+X1/2;-1/q)
L2fln—Ln+ A+ 1;1/2,-1/q)

oFi(—n,n+ A+ 1;3/2,—1/q)

n > 1.

. _r2 . . e A s
Exemplo 2.2.2. Se considerarmos d¢; () = e~ * dx, definida no intervalo (—oo, 00), 0s polinémios
ortogonais moénicos Pﬁ '.n > 0, s20 os polindmios monicos de Hermite, como visto anteriormente

na forma explicita em (1.32) e através da relagao de recorréncia de trés termos (1.34). Logo,

$n _ N
S 5

Usando a mesma andlise anterior, obtemos

b = (V=0)"Ha(1/V=0)-
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Assim, para a distribuicdo dpg(z) = ¢~ (1 + q$2)e_x2 dzx, usando o Teorema 2.5 e a relagao

bgl) , obtemos

i ) (1Y) (V=" Hsa(1/ 1)

T (o BNV o (V=)

0 Hoa (V=0 uia(UV=0) .10
2 (V=0 H(ify=a) "~ "5 |

Observe que, mesmo quando ¢ > 0, as fragdes em (2.39) e (2.40) sdo nimeros reais, pois os

para

polinémios de Gegenbauer, G\(x), e de Hermite, H, (z), sdo fungdes pares se n é par, e impares

se n é impar. Podemos, por exemplo, escrever

n—1
A n G A
ng) (J") = xQ + Z aén,)Qk ka € ng)+1(x) =Z
k=0

n—1

2n (@) 2k

T+ Z Aont1,2k+1 T .
k=0

Logo,
n—1
GO (/V=a) = (~1/a)" + > Sy, (~1/a)",
k=0

que é um numero real, e

n—1
GO (1/v=0) = —(i/ /) [(—1/@“ + 5 al <—1/q>k] ,

k=0
cujo termo entre colchetes também é real.

Analogamente para Hermite.

2.3 Aplicacgoes a polinomios ortogonais de Sobolev

2.3.1 Caso I: medidas relacionadas por du(x) = (1 + gx?) do(x).

A partir do resultados do Teorema 2.4, o teorema a seguir nos da uma das duas diferentes
maneiras de explorar os polindbmios ortogonais de Sobolev associados a pares de distribuigoes

simétricas.

Teorema 2.6. Sejam d¢1 e dip1 duas distribuicoes simétricas cldssicas tais que 0s polinéomios

ortogonais monicos Py e PO satisfacam a relacdo diferencial
PO (z) = nPY (x), n > 1. (2.41)
Se a distribuicdo digy € dada por

dio(z) = (1 + qz*)d¢s(z), (2.42)
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entdo os polinomios ortogonais de Sobolev monicos, Sy, associados com o produto interno

<f7 g>§ = <f7 g>wo+k1¢1 + k2<f/’g/>’¢17 (243)
satisfazem Sy = 1,S51(x) =z e
Snr1(x) = an—1(q, k1, k2)Sn_1(x) = Py (z) = PY2 () + dn 1 (@) PL°y (), n> 1.

Aqui, dp—1(0) = ap—1(0,k1,k2) =0 paran > 1 e, quando q # 0, an = an(q, k1, k2) satisfaz

Ay = qagﬂr:’)aﬁzxdnﬂ(@ n>1
n+ - ) P )
4af 30ty + du (@)1 + (0 + 1200 /63 ke + adn—1(9) + qan-1]

em que
—do(q qa¢1a¢1 —dy(q qofz)lo/Zsl
ao(g, k1, k2) = #1 (¢1) S e ai(q ki, ko) = é1 _P1 W ’ 4#)1 1 .
qoy Qg + do(q)k1 qog Qy +di(q)[k1 + (Po /p1" ) k]
Os coeficientes d,(q) podem ser obtidos por
dn—1(q) = q_lgn(Q)gn-H (@), n=>1,
em que
5 o o ~
Io(g)= -1+ = L >0 e fi(g) = gof,

en—l(Q) gn—l(‘]) + 1’

As constantes q, k1 e ko devem ser tais que diyg € uma distribuicao positiva e o produto interno

(-,-)s € definido positivo.
Demonstragao: De (2.42) e (2.5), temos que
PY1(x) = Py d pY > 2 2.44
n (x) n (.T) + n72(Q) n72(x)a n- s ( : )

Como P! (x) = nP;ijl(x), concluimos que

dnf2(Q)

1 / /
P:fi(x) = H‘ino (z) + ang(ﬂf), n>2.

Considerando £,,(q) = (¢, — 1)/2, ento, pelo Teorema 2.4, temos que

dn-1(q) = ;(ln 2_ D (ZHHQ_ D_ 4 Y (q)lns1(q). (2.45)

Usando novamente o Teorema 2.4, obtemos
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Por outro lado,

Assim,

lh(q) = -1+ = = = n>2, (2.46)

filg) = (b — 1)/2 = 2002 ga. (2.47)

Expandindo Pﬂ_l(x) = Pfﬁl (w)+dn_1(q)Pg’El(x) por uma combinagao linear dos polinémios

Sh, obtemos

n
Py (@) = Supa(x) = Y a;8;(@). (2.48)
j=0
Dai, usando a propriedade de ortogonalidade (1.9), para i = 0,1,...,n, temos que

(P2, Sids = (Swri— Y a;85,Si)s
=0
= — Z a; <Sj, Sz>g = —ai<5i, SZ>S
=0
Além disso, de (2.43), (2.41), (2.5) e do Teorema 1.4,

(P11, Sis = (PYii, Sidyo + k(P Si)e,
+ha(PYY Si
= (P21 Sidug + dno1(0)(BE21, Sidug
+k1 <Pfjr17 Si)er + kal{(n 4+ 1)PYY, Si)y,

= dn—l(q)<P;;/}El7 SZ>T/10 .

Assim,
dnfl(q)<Ppr Si)ao
a; = — , 1=0,1,....n. 2.49
‘ <Sza Sl>§ ( )
Podemos observar que a; = 0 para i =0,1,...,n — 2. Portanto, de (2.48), temos que
P (2) = Spir () — an1Sp-1(z),  n> 1 (2.50)

pois a, = 0, devido a propriedade de simetria.
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Tomando i = n — 1 em (2.49), obtemos, ainda, que

dn—l(Q)<PffE1: Sn—1>1lfo

Ap—1 = — , n>1, 2.51
' (Sn—1,Sn-1)s (251)
ou seja,
dn(g)py”
an = an(q, k1, k) = (p)p, n > 0. (2.52)

Fazendo ¢ = 0 em (2.42) e (2.44), obtemos, respectivamente,
_ é1 %o %o
d¢0(95) - d¢1(x) € Pn+1( ) Pn+1( ) + dn—l(O)Pnfl(x)'

Assim,

dn-1(0)PY° (x) = Pt (z) — P2y (z) =0,

o que implica que d,—1(0) = 0.

Além disso, fazendo ¢ = 0 em (2.51), obtemos

dp— (0)<Pn0175n—1>¢0

=0.
(Sn—1,Sn-1)s

an—1<07 kl; k2) - -

Logo,
dn_l(O) = an_l(O, kl, kg) = O, n Z 1.

Como p5 = (Sp, Sn)s, utilizando (2.44), (2.50) e as hipéteses deste teorema, para n > 1 e

q # 0, obtemos que

Py = (PP +dua(q)Pr° + an—2Sn—2, Sn)s
= (PP + dn_a(q)PL, Sn)s
(
Sn)

= (PY +dy_2(q)P°

n—2

P+ dn5(q)PL°y + an-2Sn-2),
k1 (P2, S+ ka(nPY nPY | 4+ an 28 o)y,

= <P$0,P#’0>wo + i _a(a) (P, P2 5) g
dn—2(q)an—2(PL°, Sn-a2)yg + k1 (P, Sn)e,
Fhon® (P, PV )y,

n—1°

Logo,

p = pn + d (Q)P#_Q + dn—2( )an 2pn 2 + klpnl + anQPZI 1, N > 27
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e, para n = 0, p% = <S(]7 SO>S = PZ)ZJO + klpol'

Assim, por (2.52), para n > 1, obtemos

- dn+1(9)P0%
n+1 — — .

pgil + di_l(Q)pzo_l + k‘lpzh_l + ]{72(71 + 1)2,0%1 + dnfl(Q)pgo_lanfl

a0l aps)!
De (2.9), segue que dy(q) = Z)H, o que implica que p%° = —*2 Disso, obtemos
_ —4Pys
Gn+l = é1
ap
"3 d1(q) qpi’irl + klpﬁil + ko(n +1)2p8" + qpi’ilanq
dn+1(q)
o1 ¢ 1 P ;
Como, por (1.12), p,l 3 = o, 4ol 3p,l 1, concluimos que, para n > 1,
_ —qaﬁigaihdnﬂ(q)
Ont1 = ()] d k 1)2 V1 P1 k d ’
oy 30y + dnia(q)[k1 + (n 4+ 1)%(pn" /1 )k + qdn—1(q) + qan—1]
d 1o
Agora, fazendo n = 0 em (2.52), temos que ag(q, k1, k2) = —%.
Po
qp3"
Como pf = pgo + klpgl e pgo = -2 segue que
do(q)
b o) — ~do(q)(ap3")/do(q) _  —do(q)ga§ ol pf’
ao(q, k1, ko) = 5 LT o1 o o
(gp3")/do(q) + kipy"  qog’ oy g’ + kido(q)pg
Portanto,
—do(g)g05" af’
ao(q, k1, k) = ——2 :
qogtast +do(q)ka
D _ _ di(q)p}"
o mesmo modo, fazendo n = 1 em (2.52), temos que a1(q, k1, k) = ———g—.
P1

Agora, pelo produto interno de Sobolev definido nas hipdteses do teorema, segue que
pi = (S1,81)s = (S1, 1)y + k1 (S1,S1)g, + k2(S1, S1) -
Como, Syp(z) =1 e Si(x) = x, temos que
Py = p1° + kil + k(1 L)y, = p}° + k1pl" + ka(So, So)w, = pi° + kupt" + kaph.

Portanto, p5 = p° + kip{* + kapl' e pi® = (qp3")/di(q)-
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Assim,
dy(q)p?° d d
gk by =~ QA" @@/ h@ .

P (ap3")/d1(q) + kapf* + kapf

Por (1.12), obtemos
—di(q qa¢1a¢1
ai (CL k17 k2) o1 1( ) K 4w1 1 .

qog 044 Pt di(@)fk + (po' /1) k2]

Concluimos, assim, a demonstracao do teorema. |

2.3.2 Casos particulares
2.3.2.1 Polinémios de Hermite

Um caso particular do teorema anterior é quando seus resultados estao relacionados com
os polinémios de Hermite. Se considerarmos d¢(z) = dipy(z) = e “dx e dipo(z) = (1 +
qz2)dey (z) = (1 + qa®)e~*"dx, para ¢ > 0, entdo P (z) = P (z) = Hy(z). Logo, de (1.34) e
(1.33),

¢1 . aiﬁl L= n e pﬁl _ 2
Ay = Qpg - :
2 Pn+1 n+l

Pelo Teorema 2.6 e usando as expressoes acima, obtemos

q(n+2)(n + 3)dn+1(q)
q(n +2)(n + 3) + 4dpy1(q)[k1 + 2(n + ko + ¢d™ (q) + qan_1]

an+1 = —

Além disso,

2 — do< )qa%”ag _ do(@a(1/2)(1)  _ qdo(g)
qa2 a3 '+ do(q)k1 q(1/2)(1) + do(q)k1 q + 2do(q) k1

ay = di(q)gaf 0! _ 3qdi(q)
g +di(@)ky + (o' /o0 ke) B0+ 2da(@) [k + 2ko]

Podemos, entao, enunciar o seguinte corolario do Teorema 2.6
Corolario 2.1. Dado o produto interno
Fahes = [ F@a@+ b+ aa)e P dov i [ F @)y @) da,

na qual ¢ > 0, entao os polindmios ortogonais de Sobolev que correspondem a este produto

interno, S (x), n >0, satisfazem Séil =1, 8 (@z)=ze

SHL () — aft (g, k1, ko) SHY (2) = Hoga (2) = P22, (2) + duei (@) PY 1 (), > 1.
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Aqui, d,—1(0) = agil(O, k1,ke) =0 paran > 1 e, quando q # 0, ol Hy (q, k1, ko) satisfaz

n+1 = an+1
H q(n +2)(n +3)dn+1(q)
a/n+1 - H, 1’ n Z 1)
a(n+2)(n+3) + 4dn1(q)[k1 + 2(n + k2 + qdn—1(q) + qa,, ]
em que
do(q) 3qdi1(q)
Mg,k ky) = —— LD (g, bty o) = — .
a0 (4, k1, ko) g+2do(g)ks © " (@ k1, 2) 3q + 2d1(q)[k1 + 2ko]

Os coeficientes dy,(q) satisfazem

dn-1(q) = qflgn(qwnﬂ(% n > 1,

na qual
o= o b=

Além disso, ko > 0,1+ k1 >0seq>0el+ki >0seq=0.

Quando ¢ > 0, o produto interno (-, '>SIHI1 pode ser dado na seguinte forma

T r— { | 1@ (1 ey x2> a2 [” f/(ﬂz)g/(x)e_”C?da;} |

Podemos observar que, quando 1 + k1 > 0, as medidas

14+ K
q

2

d(x) = ( + x2> e dr e dfs(x) = e " dx

formam par coerente de Hermite do tipo I (veja (1.47)).
Quando 1+ k1 = 0 ou ¢ = 0 as medidas envolvidas nao formam par coerente.
Note que a relagao Sf_h(:v) - afil(q, ki, k2)SHt (z) = Hy,y1(x) é mais simples do que a

usualmente obtida com pares coerentes de medidas simétricas.

2.3.2.2 Polinémios de Gegenbauer

Agora, outro caso particular do Teorema 2.6 esta relacionado com os polinémios de Gegen-
bauer. Se tomarmos dipi(z) = (1 — 22) 1/ 2dz, dgy(z) = (1 — 22) " V2dx e dipo(x) = (1 +
qz?)(1 — .CEQ))‘_I/ 2dx para qualquer ¢ > —1, entdo o polindémio PO 6 igual ao polinémio moénico
de Gegenbauer de parametro A, denotado por Gg{\), ou seja P = G,Sf).

Além disso, de (1.24) e (1.22), os coeficientes estao relacionados por

SN I S G St S N AR A 7 S
T T A (i ) (n+ A = 1) piirl_ p()il = Tar1
n
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Do Teorema 2.6 e usando as expressoes anteriores, obtemos

A () S
¢ a0y y0,) iy ()

n+1 = .
qa,(l)j23a£ll4 + dfﬁl(q)[kl +(n+1)(n+2\+ ks + qd,(j‘_)l(q) + qanGil]

a

Além disso,

A A ) SO
P PP Y
qa¢1a3 + dé )( k1 qag )aé ) + dé)‘)(q)k’l
e
A
o d( )(q)qaglaibl qa z(a) ( )d( )( )

g ol - dD (ks + (00 p k] el >a53>+d9’<q>[k1+<2x+1>k21'

Podemos, entao, enunciar o coroldrio a seguir.
Corolario 2.2. Dado o produto interno

(f,9)sc, = 9)SG1 (qk1,k2) = (> Dporkrgn + k2 (f 9 )y

= / F(@)g(@)(1 + k1 + qz*)(1 — a2 2dx

hy / £ (2)g () (1 — 22124z,
-1

na qual ¢ > —1, os polindémios ortogonais de Sobolev correspondentes, Sgl (z), n >0, satisfazem

ST =1, 8 (x) ==z e

SCL (z) — 11<q,k1,k2>s,?i<> G () = By (2) + d (@) Py (), n>1.

Aqus, d7(1/\—)1(0) =a,1(0,ki,k2) =0 paran > 1 e, quando q # 0, an+1 = ag}rl(q, k1, ko) satisfaz
A
oCr = qafl-&?)a?(l-z‘ld’flll(q)
ntl ) )

qouy {30y + dfjﬁl(q) 1+ (n+1)(n+ 2+ 1)k + ng;\_)l(q) + qafil]

paran > 1, em que
Gl b oy qa(A) ()\)d()‘)(q)
a9 (4 k1, ke) = =5
qos oy +dy (q)ka

PYINENIC
gy = e
qag/\)oé1 ) d(l)‘)(q) (k1 + (2X + 1)ko]

Os coeficientes dg‘)(q) satisfazem

na qual
J ) ; qa(l)l
l1(q) = qu e ly(q) = —"1——,
1( ) 2 ( ) A ( )+1

Seky =—1, entdo ¢ >0 eky>0ce seky #—1, entao q¢/(1+ k1) > -1 eks/(1+k1) >0
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Quando ¢ # 0, o produto interno (-, '>SG1 pode ser dado na seguinte forma

1+ kK1 22 _ A 1/2 4, @ ! "2V (2 _$2,\+1/2$}
(rg SGl—q{/f ( n )(1 P2 [ g (01— 2 ).

Podemos observar que, quando 1 4+ k1 > 0, as medidas

1+ K1
+
q

db (z) = < 1‘2> (1— 2224z e dby(z) = (1 — ) 24w

formam par coerente de Gegenbauer do tipo I (veja (1.49)).

Quando 1+ k1 = 0 ou g = 0 as medidas envolvidas nao formam par coerente.

1
1+ gx2

A partir dos resultados do Teorema 2.4, o préoximo teorema nos dé outra maneira de estudar

2.3.3 Caso II: medidas relacionadas por dy(x) = do(x).

os polindmios ortogonais de Sobolev associados com pares de medidas simétricas.

Teorema 2.7. Sejam dpo(x) e dipg(x) duas medidas simétricas cldssicas tais que 0s correspon-
dentes polinémios ortogonais moénicos PY0 ¢ pY° satisfazem a relacdo diferencial P;fp0 () =

nP;fEl(x), n > 1. Se a distribuicao dyy € dada por

dipy () = dpo(), (2.53)

1+

entdo os polinomios ortogonais de Sobolev monicos, S,, n > 0, associados com o produto interno
(fr9)s = (F w0 + (F'+ 9 ko thavn
satisfazem So(x) = 1,81(x) = x, Se(x) = PQwO (z) e
St (@) = an-1(g, k1, ko) S (2) = Py (@) + dna (@) P2y (2), m > 2.

Aqui, cin_l(O) = an—1(0,k1,k2) =0 paran > 2 e, quando q # 0, an = an(q, k1, k2) satisfaz

o1 (k1o ags 1dn i (9)
v (kn)aiaffy + dua(9) { (02 = gk + v (k1) (1 () + an) |

para n > 2, em que

vy (k1)d1(q) as(g, k1, ) = va(k1)da(q)

al(q7 klka) - ) -
v1(k1) + kaplt /5’ va (k) + dkapy*/ p°

e vn(k1) = nky + pwo/pn 1, n > 1. Os coeficientes dy,(q) sdo tais que

~ n—+1 n—+1

dn—1(q) = " — 1dn—2(Q) o —1

qilgN—l(Q)gn(q)a n Z 27




Polinémios ortogonais associados a medidas simétricas relacionadas 53

na qual

01(q) = god* e Ly(q) =1+ = = . n>2
’ lo-1(q)  ln-1(g) +1

As constantes q,k1 e ko sdo tais que a medida diy e o produto interno (-,-)s permanecem

positivos definidos.

Demonstragao: Por (2.53) e lembrando do resultado (2.5), podemos afirmar que
PV (z) = P(z) + dn2(q) P 5(x) n > 2.
Como, por hipétese, P;Lwo (x) = nPfﬂl(x), segue que

Py (z) = P50 (@) + dna(g )7131/’0( )-

n+1n+1 1n1

Podemos escrever a relagao acima como

PYY(x) = (n+ 1) P () + dn1(9) P2 (@),

n—+1
n—1

na qual d,_1(q) = dn—2(q), n > 2. Logo,

PP (2) = P (@) + dn2(q) P5(2) = (n+ 1) [R5 (@) + o1 () P (2)], (2.54)

n > 2. Pelos resultados obtidos em (2.45), temos que

~ _n+1 n+1

dn—l(q) o ldn—Z(Q) = n— 1q_1gn—l(Q)gn(Q)v n > 2,

e, de (2.53), (2.46) e (2.47), procedendo da mesma forma, concluimos que

0 P1
J J qon qan—H
01(q) = qad" e lu(g) = —1+ = — Cn>2
i ln1(@)  Tna(g) +1

Agora, considerando R, 11(x) = Pf_ﬂl(x) +dp_1(q) P (2) e 0 expandindo como combinagao

linear dos polinémios S, obtemos

Rn1(x) = Snia(x Zaj (2.55)

Entao, parai=0,...,n—1,

(Rn+1, Si)s = (Sn+1, Si)s — Za] Sj, Si)s = —ai(S;, Si)s.
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Das hipéteses do teorema e da relagao (2.54), temos

/ / /

(Rns1,S)s = (Bug1, Sidyo + k1 (By1s Sidao + k2 (Royy1, Si)u
= (P +du (9P, Si),
+h1 (P15 + dno1(0) P, S e
+ha (P + dno1(0) P Sy,
= (dn-1(9)PL°}, S}
+{k1(n + 1)[PP + dn2(a) P, Si) oo
+ha((n + 1) PP, 8y,

!

= {1 (P, i + k1 (n+ D a(q) (PS5, ;)60

= da1(@)(Py0 1, Si)py + Fr(n = D)dn1(0) (P25, 57) g0

Assim, parai=20,...,n — 1,

- (PY01, Si)go + k1 (n— 1) (P25, S1) g,

(2.56)
Podemos observar que a; = 0 para i =0,...,n — 2. Logo, de (2.55),
Rys1(2) = Sp1(x) = an—1(g, k1, k2) S (2) = P2y (@) + dur (a) P2y (2), n 2 2. (2.57)

Tomando i =n — 1 em (2.56), obtemos

on—l + ki(n — 1)2020—2

(Sn—1,Sn-1)s 7

Ap—1 = an_l(q, kl, k‘g) = —Czn_l(q) n Z 1. (2.58)

Agora, substituindo ¢ = 0 em (2.53), temos que diy);(x) = d¢o(z). Usando este fato em
(2.54), obtemos
0= P (z) — P (x) = P (2) + dn—2(0) P, (2),

- 1 -
o que implica que d,,—2(0) = 0 e, como d,,—1(0) = Zt 1dn_2(0), segue que d,,—1(0) = 0.
Por outro lado,
0 2 o
~ Pp—1t kiln—1 P
an—1(0, k1, k2) = —dn—1(0) 1<S _1( S _1>>S 2=0.

Logo,

dn_l(O) = an_l(O, kl, kg) = O, n Z 2.
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Usando as relagoes (2.57),(2.54) e as hipdteses do teorema, obtemos

Py = {Sp-1,8n-1)s = (P, + dn3(q) P4 + an—3Sn—3,5n—1)s
= <P¢O1 +dn-3(q )Pffg,sn—ﬁs
= <P¢1+dn 3( )P7;p037pw01+d—3( )P¢3+an BSn 3>w0

i ((n — 1P + dnea(q) P2 ), Sp_1)ae + ka{(n — )P, S, 1)y,

(PO, PY Y gy + d2_(0) (P05, PY3Y gy + du3(q)an—3(Pr5, Sn—3)yq

i ((n = )[Ry + du_a(q) P4, (0 — DIPLy + dnea(q) PL4] + an—3S,_3)4

tha((n = Py, (n = Py + an-3S, s)e.
na qual a, = an(q, k1, k). Assim,

Py = P+ ()Pl + dus(@)an—3pt s + ki(n — 1)2 (P, P, g,
+h(n = 1)2d2_4(q) (P 4, PY gy + k1 (n — 1)dn—a(q)an—3{PL° 1, S _s) o
+141‘2(” - 1) <P7?127Pgi2> U1

= o1+ o 5(@)ph s+ dn-3(@)an-3ph 5 + ki (n — 1)°p5",

+hi(n = 1)2d5_4()ph2 g + kr(n = Ddn-a(q)an—3(n — 3)ph%y + ka(n — 1)%piL,.

Logo,
P§L+1 = pgil +J72171(Q)Pz071 ‘Hzn—l( )an— 1Pn 1+ ki(n+ )2020
i (n 4+ 1)2d2 ()0 o + ki(n + Ddp_a(q)an—1(n — 1)p2% 5 + ka(n + 1)2p0
= P+ 2 ()Pl + dpe1(@)an—1ph° + ki (n + 1)2p%
Fhi(n = 1)2d2_1(9)p2 o + ki(n + Ddp—a(q)an—1(n — 1)p%% 5 + ka(n + 1)2pl1.
Como, de (2.53) e (2.9), d,—2(q) = qpnl/pn 5, Segue que
Piﬂ = ngq "’CZ?LA(Q)Pﬁo—l ‘Hzn—l( )an— 1pn 1 Fki(n+ 1)%p% go

Hhi(n —1)2d2_1()p% 5 + ki(n+ 1) (n — 1)gan_1p%* + ka(n + 1)2p%".

Entao,

1o 2 o
- Py +ki(n+1)%p
(i1 = Any1(q, k1, k2) = —dpg (q) " ——5 -
pn+1
Agora, multiplicando e dividindo a1 por p%° e definindo vn (k1) = n2ky + pio / Pty n > 1,

obtemos ~
Unt1(k1)dn+1(q)

Pi-ﬁ-l/ﬂno

Gn+1 (Q7 kl? k2) = -
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Assim, multiplicando e dividindo a relagdo anterior por pno / Py 5 € lembrando que, por (1.12),

%0 _ %0
/pn g = anHQn , obtemos

Unt1(k)anlal’  dnii(q)

an+1(q, k1, k2) = —

pi—‘,—l/pn—Q
1 pxl -1 (n B 1) 7
Como, por (2.53) e (2.9), d,—2(q) = qpn /pn 5, Obtemos =q dn-1(q).
Dali, segue que
S %o 1 )1
Pril p"“ ka(n+ 12 4 k(0% = Dgan 1 L + ka(n +1)2 22
Prn—2 pn 2 pn72 pn 2 Pp—2
~ pTZJo . ~ p’t//o .
T Y0 | L S MY ) Lo R MY 1)
pn 2 pn—2
Pw 1 Pﬁo 1 =
= | (n+1)%k + = T k(0 — 1)%an—1dn—1(q) + k2(n® — 1)g ™ dp1(q)
pn pn—2
7 pn 1 7 pn 1
+dn-1(q) [an—1 5 + dpo1 (@) =5 + ki(n = 1)%dn—1(q)
pn 2 pn 2
P 1 Pﬁo 5
= |(n+1)%: + "J 5o~ T dn-1(q)
p pn 2
Pw0 1,53 P 1
X {(n2 —1)g k2 + ki(n = 1)?ap-1 + ap_1—5— + dn-1(q) g + ki(n + 1) }
pn 2 pn 2

= vpsr(k1)a®a®, +dy 1(g) [(n2 —1)g Yo + vt (k1) (Jn_l(q) n an_lﬂ o>

Podemos, entao, escrever

Un+1 (kl)agoaﬁi@nﬂ (9)

,n > 2.

Gp41 = — =
Ons1 (k1)afl n+1 +dp-1(q) {(n2 —1)q ko + vp—1(k1)[dn-1(q) + an—l]}
Fazendo n = 2 em (2.58), obtemos
o 0
5 +k
al(qv kla kQ) = _dl(q)%
P1
Multiplicando e dividindo a relagao anterior por p‘b0 podemos escrever
o / do 1
= +k vi(k1)d
a1(q, k1, k2) = —dl(Q)pl /SPO %0 f=— l(sl) (;O(Q)-
P/ Py i/ Py
Como pf = (z,2)s = (2, 2)y, + k1{1, gy + k2(1, 1)y, = p1 + klp + kzpz’)bl, entao
1111 1111
LR AN v1(kr) + k20

pS’O e pg’ po°
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Assim, concluimos que

v1(ky)d
ar(g, b ky) = —— 2B 1@% . (2.59)
vi(k1) + kQ%
Po
Do mesmo modo, fazendo n = 3 em (2.58), obtemos
Yo 1 o 7
s s’ /pl° + 4k va(k1)da(gq
az(q,kl,kz):—dz(q) 2 /Sl o — _ (S) O( )
P5/p1 P35/ P
Como
ps = (S2,5)s = (S 5a)an + k2(Sh, Sy,
= <P21/10’ P2w0>¢0 + k1<P2wO’ P2w0>¢0 + k2<P2wO’ P2¢0>1/11
= P4 Ak, P{0) g, + ko (PP PPy,
= pgo + 4k1p10 + 4/€2p11m,
entao y y y
S 0 1 1
L2 Ptk + 4kl = wa(k) + 4k 2L
P1 P P P1
Logo, ~
va(ky)d
(12((],]{1,]{2) = - 2( 1) 2<q)¢1 ) (260)
UQ(k'l) + 4]{2%
P1
concluindo, assim, a demonstracao do teorema. |

2.3.4 Casos particulares
2.3.4.1 Poliné6mios de Hermite

Um caso particular do teorema anterior ¢ quando seus resultados estao relacionados com os
polindmios de Hermite. Se considerarmos dego(z) = dipo(x) = e °dx e dipi(x) = (1 +
gz®) " Ydpo(z) = (1 + gz?) e *dx, para q > 0, entdo PL°(z) = PY°(z) = Hy, ().

Logo, de (1.34) e (1.33), obtemos

o e N 0 _m
Fpt1 = U1 = 5 e b0 5
Pn—1
~ . o o 8
Pelo Teorema 2.7, usando as expressoes anteriores, multiplicando e dividindo a,1 por 1
7 —

e definindo v,,(k1) = 1 + 2nk;, obtemos

Hy _ —n(n + 1)0p1(k1)dny1(q)
n(n + 1)Tny1(k1) + 4dn—1(q) {2(” +1)gYka + D1 (k1) [dn—1(q) + afil]}

anJrl -
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para n > 2. Além disso, por (2.59),

i e PG ()t /2
(a1, ko) = — o o/ do 01 %0 )
ki+p1°/pg" + kapg' / po° k1+1/2+k2p /oy’
(k1)+k2 %0
Po

Multiplicando e dividindo a relacao anterior por 2 e como, por (1.33), pgo = /m, obtemos

2%k 4 1)d o1 (k1)d
a{b(%kl;]@):_ ( Lt ) liQ) b0 Ul( 1) 1( )T/J
LR G (1) 4 2,20
2——
\/>
Do mesmo modo, por (2.60), como p‘fo = p§°/2 = /7/2, temos que
M g gy - P2(kda(@) (4Kt p3”/p")da(g)
ay”(q, k1 k2) = 1[)1 B o 7 b0 »1 /@0
dk1 4 py"/p1" + 4kapyt [ p
O (ky) + 4k PL
1
(kA D)da(q)  a(ki)da(q)
4k 1+ 4k V1 o 1/J1
1 L dkapy /ey s (k1) + 8ky P
f

Podemos, entao, enunciar o coroldrio do Teorema 2.7 a seguir.

Corolario 2.3. Dado o produto interno

<f>g>SH2 = <f g>k1¢o+k27/)1

_ — 2 /ﬁ + ko) + kigz® 2

em que q > 0, entdo os polinémios ortogonais correspondentes SH2(x) satisfazem

SH2 () — al (¢, k1, k2) SI2 (2) = Hypg1(2) + dne1(q) Hyo1(2), 1> 2.

Aqui, d,—1(0) = (0 k1,ke) =0 paran > 2 e, quando q # 0, anH = anH(q, k1, ko) satisfaz
- Vo1 (k1)dy
al?, = n(n + 1)0nq1(k1)dni1(q) n>2.

n(n -+ D1 (k1) + A1 (@) {200+ g~ b + 1 (k1) [dn1(0) + 0l

com
a{b(q’k17k2) == 1( 1) 1(q)w1 € agb(q’ klakQ) = 2( 1) Z(Q)wl )
61(k1)+2k2% (leSkQI

em que Up(k1) =14 2nky, n > 1.
Os coeficientes Jn(q) sdo tais que

~ n+1 -~ ~
dn—l(Q) = q 1€n—1(Q)£n(Q)’ n>2,

n—1
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onde

(n—-1)g
205_1(q)’
As constantes k1 e ko sdo tais que k1 > 0 e k1 + ko > 0 para que o produto interno SHy seja

n > 2.

gl(q) = qcy;/j1 e Zn(q) =—-1+

definido positivo.

Quando k1 = 0, o produto interno (-, -)g, pode ser dado na seguinte forma

o0 o0 ! / ].
g = [ F@utedn b [ @) (0) e s
Podemos observar que as medidas, para q¢ > 0,
e
db,(z) = e dr e dba(z) = T——dx
a‘%%

K
formam par simétricamente coerente de Hermite do tipo II com A = —= (veja (1.48)).
q

Quando k1 # 0 ou ¢ = 0 as medidas envolvidas nao formam par simetricamente coerente.

2.3.4.2 Polinémios de Gegenbauer

Agora, outro caso particular do Teorema 2.7 estd relacionado com os polinomios de Gegenbauer.
Se tomarmos deg(z) = (1 — 22)M Y 2dx,  dipo(z) = (1 — 22)*~/2dx, seja a medida di); tal que
1 (1 — a2\ 172
/F(x)dl/ﬂ(ﬂ?) = /1 F(l‘)md% q=0
e, para —1 < ¢ <0,
(1 _ x2))\+1/2

/F(m)dwl(a:) - /_11F(x)(1+qx2)dx + ks [F( —1/q) R (— —l/qﬂ , com k3 > 0.

Entao, o polinomio J AL igual ao polinémio moénico de Gegenbauer de parametro A, Gg‘).

Além disso, de (1.24) e (1.22), os coeficientes estao relacionados por

A
oo — N 1 n(n+2X—1) b O P%O _ p7(1 ) __n
LT T (4 A (n+ A1) R e p L pOED T 2N
> o

Do Teorema 2.7, usando as expressoes acima e definindo w({\) (k1) = n%k1+n/(n+2X), n > 1,

obtemos
A A 3(A
S v (kn)ar Vi tid, (o)
oM (k) a4 d ()02 = 1)g ks + o, k) [AY (@) + ana]]

n—1 n—1
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Além disso,

A T(A A T(A
B (07 ) N ) (R 0)
e Py i o Py
v (k1) + ke D (k1) + 4ks (1)
Po 1

Obtemos, entao, o seguinte resultado, consequéncia do Teorema 2.7.

Corolério 2.4. Considere o produto interno (f,g)sc, = (f>9)wo + (f + 9 Vk1dotkatin

dado por
1
2\A—1/2 (k1 + ko) + kiga® - 53410
[ @ - [ f g RN e,
se q > 0, ou por
1
A—1/2 (k1 + ko) + kigz® = 53ty
[ 1@ e [y @ BRI ey,

+hkoks [f' (v—l/q) g (v—l/q) +f (—v—l/q) g (—v—l/qﬂ :
para —1 < g < 0 e ks > 0. FEntao, os polinomios ortogonais de Sobolev correspondentes,

S&2(x), n >0, satisfazem
Si21(@) = a (@ b b k) S (1) = G (@) + 42 (G (), n> 2

Aqus, d( ) 1(0) = afﬁl(o,kl,kg,kg) =0 paran > 2 e, quando q # 0, GS-QH = agjl(q, k1, ko, k3)
satisfaz

A
Ga _Ugﬁl(kl)a% = ’r){iidfl-zl(q)

a’n+1 ~ ~ , n Z 27
o1 (k™ alfi + a2 (@) { (02 = Dtk + ol (k)Y (@) + a2, ]}
com
O () G O () G
Q?Q(q7k1,k2,k3) _ vl ( 1) 1 (?)) e aQ (q’ kl,kQ,kS) U2 ( 1) 2 (q) ,
()\) Po ( ) pl
(k1) + k2 p(A+1) (k1) + k2555 p(A+1)
0

em que v,(L)‘)(m) =n%k; +n/(n+2)), n> 1. Os coeficientes ) (q) sao tais que

n+1

(A
a2 (@) =~

q_lgn_l(q)gn(q), n 2 27

com

gl(q) = qofzﬂ1 e Zn(q) = -1+ qa%A)/gn_l(q), n > 2.

Para que o produto interno (-,-)sg, seja positivo definido, os pardametros ki e ko devem ser tais

que k1qg > 0 se k1 + ko =0 e kig/(k1 + k2) > —1 se k1 + ko > 0.
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e Caso¢>0

(1 o xQ))\-i-l/Q
Quando k1 = 0 e ¢ > 0, as medidas db; (z) = (1 — 22)*2dz e dfy(z) = —F———

1 2
= + €T
q
formam par simétricamente coerente de Gegenbauer do Tipo II (veja (1.50)).

dx

Se k1 # 0 ou ¢ = 0, ndo formam par simétricamente coerente.

e Caso -1 <¢<0
Quando k1 = 0 e ¢ < 0, as medidas df; e dfs formam par simétricamente coerente do
Tipo III (veja (1.51)), onde

2)/\—1-1/2

5 dztraoks [5 (V—l/q) +4 (—\/T/qﬂ ;

doy(z) = (1—2>) " V2dz e d%(@:“‘f—
4

— X

com § =++/—1/ge M = karg > 0.

Quando k1 # 0 ou ¢ = 0 as medidas envolvidas nao formam par simetricamente coerente.

Novamente, note que, neste corolario, qualquer célculo direto envolvendo a distribuicao

di aparece apenas nas condicbes iniciais an, ag2 e ¢1(q). Nessas condigbes iniciais, pg’l =

no's pYt =yt e ayt = py' /ug', onde

o /1 (1 — 22172 do, /1 22(1 — 2172 o 050
0 1 14gqax? ron2 1 1+ qa? ' -

1 2\A+1/2 1,201 _ 2 2\A+1/2
= T gy = - - <0.
Jps /—1 11 g2 x+ 2R3, g g T+ o x — 2K3/q, <q



Capitulo 3

Polinémios ortogonais associados a

medidas nao-simétricas relacionadas

Neste capitulo, estudamos as propriedades de duas sequéncias de polindmios ortogonais associ-

ados a medidas nao simétricas relacionadas. O estudo foi baseado no artigo [6].

3.1 Resultados preliminares

Sejam dgg e d¢; duas medidas definidas no mesmo suporte E C [a,b], —o0 < a < b < oo,

satisfazendo
(x — q)do1(z) = cdpp(x), (3.1)

com ¢ qualquer valor real tal que x — ¢ ndo muda de sinal em E. A constante ¢ deve ser escolhida

x
q seja finito e ndo-negativo em E. Isto é, se ¢ > b entao ¢ < 0, (pois

de forma que v
nao muda de sinal em E e é nao-negativa em F) e se ¢ < a entao ¢ > 0.

Sejam {P;f 010 e {P,‘f 1109, sequéncias de polinémios ortogonais ménicos com relagao, res-
pectivamente, as medidas d¢g e do;.

Primeiramente, mostraremos algumas identidades que serao usados na demonstracao dos

resultados mais importantes dessa secao.

Lema 3.1. Os polinomios PL°(x) e PY'(x) satisfazem  sequinte férmula de Christoffel:

P (2) P (q) — POL,(q) P ()

Py (q) P (x) =
T —q

. n>0. (3.2)

62
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Demonstragao: Desde que (z — q)P,?O (z) é um polindémio de grau n + 1, podemos escrevé-lo

como
n+1

(z — q) PP (x Z b P (w (3.3)

Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por Plf '(x) e integrando com relagao a
medida d¢;(x), obtemos

n+1

b
/ P9 () PP () (& — q)dén (z Zb / PO () PP (2)deo (x) = by / PP ()b (),

a

para k=0,1,...,n+ 1.

Logo, como d¢q(x) = (x),

¢ [V PP () PP (x)dgo ()

by = - . k=0,1,....,n+1
2 1PE () Pdepn ()
Assim, b = 0 para k=0,1,...,n— 1.
Segue, entao, por (3.3), que
(¢ = @) P (x) = by PP () + bus1 Poty (). (3.4)

Comparando os termos de maior grau, concluimos que b,11 = 1. Agora, tomando z = ¢ na
relacao (3.4), obtemos
0= b P (a) + P (a),
Pl

Pi(q)
obtemos a relacgao (3.2). [ ]

o que implica que b, = . Substituindo os valores obtidos para b, e b,+1 em (3.4),

Lema 3.2. Os polindmios das sequéncias {P%} o € {Pd)l} > o satisfazem a sequinte relagdo:

Py (x) = Py (x) + ba1 P (2), n > 1, (3.5)
com
p¢1
bp_1 = ;Lo ,n>1. (3.6)
Cpnfl

Demonstracao: Demonstracao andloga a do Lema 2.2. |
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3.1.1 Os coeficientes relacionados

Utilizando os dois lemas anteriores, obtemos, a seguir, como se relacionam os coeficientes asso-
ciados aos polinémios P,‘f e P;f L
O préximo teorema relaciona os coeficientes b, aos coeficientes das relagoes de recorréncia

para Pffo e Pfl.

Teorema 3.1. Sejam dog e doy tais que (3.1) seja vdlido. Entdo, os coeficientes b, da relagdo

(3.5) satisfazem

. bn _ 04212
/L) b ¢0 Y
n—1 Xpt1

7»2) b - bn 1= 571—&-1 5n+17

1) (5n+1 n )bn—l = ai’iil - O‘Z}H?

paran > 1, onde by = 57° — B = a5" /(5] ~ q).

Demonstracao: De (3.6), obtemos

@ o
bn _ pnl+1 CPp—1 . nirQ
baotepl P agt

e (3.5) e da férmula de recorréncia (1.10) para PE°, obtemos

P¢0
PO (z) = PP(x)+ by wm( 1G]
o 1 ¢grl
b bn 1
= |1+ @ = B | PRo(a) = 5 Pty (@), n > L. (3.7)
(6% a 0
n+1 1

Substituindo o resultado (3.7) e (3.5) na relacdo de recorréncia (1.10) para PS', temos que

P (2) + b, P (x) = PPLy(x) = (z— BoL) PP () — afl POy (@)
= (z—BL)IPY(2) + bn_1P¢31<x>]

i [P |1+ 252 - )] - 2ot

(679

an

R HOIE

n

o
/Bn_;’_l TL+1 b ]

n

¢>1
+P | () [@—ﬁfﬁil)bm ol — by, 2<x—ﬁ¢°>]
Oz
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Usando a identidade do item ¢) no tltimo membro da relacao anterior, obtemos

Pf—?—l( ) = [ (ﬂn-ﬂ + bn - bn—l)} Pﬂfo(x) + {bn—l (5% Bn+1> - an+1] P¢O ( )

Comparando essa relagdo com a relacao de recorréncia (1.10) para Pﬂf °, mostramos os resul-
tados dos itens i) e 7ii).
Para mostrarmos a primeira condigao inicial, consideremos a relacao (3.5) paran = 1 e as

condicoes iniciais das relagoes de recorréncia para PP e PPt Obtemos, entao,
_ ph $o _ p%o o1
bo =P (x) — P"(x) = 81" = By
Ja para a segunda condicao inicial, como, por hipétese,

o _ o T @R @)dbn(z) _ [, wdn(@)

Pgl f; dor(x)
usando (3.1) e (3.6), temos que
- pq; _ a¢15§1 _ oy {;’ déi(x) _ 351 Ju 491 ()
€Po CHo Cfa depo(x) Ji (@ = q)d¢r(z)
_ 5 Jy don(a eyt oy
fxd¢1 )—aq ) d¢1 m_q (87 —q)
Portanto, by = fo—ﬁll —a21/(B11— q)- [ |

O resultado a seguir mostra como os coeficientes b, podem ser gerados a partir dos coeficientes

da relacao de recorréncia de P,f % ou P,f L

Teorema 3.2. Sejam dog e doy tais que (3.1) seja vdlido. Entao,

¢>1 ) ¢o )
n+ Bn—&-l + bn—l = bn+ /8n+1 + bn = —q.
n

Consequentemente, os coeficientes by, n > 1, podem ser gerados por

a¢1 ) ¢0 .
b, = s ou ﬁn+1 — bn+ .
—q+ Bn+1 nfl n—1

Demonstragao: Do item ¢) do Teorema 3.1,

bnaiil - bn—lagb = bn—l(azia - O‘ﬁiz)v n =1
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Usando, agora, o resultado iii) do lema anterior, temos
b O‘Z(-)H bn— 10‘ Yo = bn_1bn (/Bn+1 5n+2) n =1,
que é equivalente a
bn, (ai’il brn— 15n+1) = bp—1 ( n+2 ﬁn+2) ,n=>1
De #i) do Teorema 3.1, como ﬁn+2 ﬁf;g% — bpt1 + by, n > 0, segue que

b (2%~ BuctB21) = Bt [aRhs — ba(B7y — busr + b))

= by ( n+2 nﬁn—l—Z + bnbn+1) - bnflbgm n >

Isto mostra que

1 1
. (aﬁiz bn 212 +bn+1bn) il ( 211 n—lﬁf:il +bnbn—1) (3.8)
1
- (0‘20 - bn—Qﬁgo + bn—lbn—2>
bn—2

1
- & (ag° — boBg” + babo)

é uma constante para n > 1. Para encontrar o valor desta constante, de ii) e 7ii) do Teorema

3.1, temos que
1 %o ¢0 1 1 %o é1
o (af° — boBg" +babo) = o (a8 — bo(85° — b)) = " (ag — bo(88" — b))
1 1
= bio (0420 —bofBy"t + b%) = % (Oz;51 — boﬁfo +b3) .
Das condigoes iniciais do Teorema 3.1, é facil verificar que

blo (ag" — boB" +83) = —a

Logo,

1 1
5 (ke = BBl +busabn) = 5 (0l —baotSy +babar) =~
n n—

Finalmente, de ii) e iii) do Teorema 3.1,

aﬁﬂ& (ﬁnJrl bn— 1) = ( o 5n+2b + /BZ)?Hb ) - bnﬁsl 11 bnbn—1
= agi2 - bn (/B +2 + ﬁn+1 - bnfl BTL+1) = 04212 bn
|:(Bn+2 n+1 +b ) (Bn-i-l bn + bnfl) —bp1 — 6n+1

= f:grg bn, (5212 - bn+1) .
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Assim, de (3.8), concluimos que

o ) a0 )
2 g b = - B b = g,
n n—1
o que completa a demonstracao. |

3.2 Aplicagoes a polindomios ortogonais de Sobolev

3.2.1 Caso I: Medidas relacionadas por —qdy(x) = (x — q)d¢(x)

Usando os resultados obtidos na secao anterior, vamos fazer um estudo de polinémios ortogonais

de Sobolev associados a certos pares de medidas relacionadas

Teorema 3.3. Sejam d¢y e diy duas medidas cldssicas tais que os polinomios ortogonais
monicos associados, PY' e PY', satisfazem Py (x) = nP;f}il(x), n > 1, e considere a medida
dyg dada por

—qdyo(z) = (z — q)d¢ (),

1

onde q € tal que 1 — g~ x € finito e ndo-negativo no conjunto suporte E de dpi. FEntdo, os

polinémios ortogonais monicos de Sobolev, Sy, associados ao produto interno
<fag>Sl = qj; + K1 <f7 > + K2 <f/ g/>w + K3 <f/ Ig/>w1

= /f V(1 + k1 + kx)do (z /f r) (K2 + Kax)dr (),

onde k = —1/q, satisfazem a seguinte relagao:
Sni1(x) + anSn(z) = PPy () = B (2) + baPio(x), >0, (3.9)

com So(x) = 1. Os coeficientes

B B by 4 n(n + 1rzph’
an, = an (K, K1, K2, K3) = ,

S
pn'

podem ser gerados por

[k +n(n+ 1)/{3Tn+1]0423_2

= ¢1 o+ b1 + k1 + 2Tk + K388 — [k + n(n — 1)k3Talan—_1

(3.10)

Gnp,

para n > 1, onde

Ko B P%l—l

Iibl¢1+l<d1 7/)%1’

ap =
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Os coeficientes by, podem ser obtidos por

o1 1
b Iian+2 o on>1, e by = KO ,

sendo afiirl,ﬁffﬁrl e ﬂ;ﬁl 0s coeficientes da relagdo de recorréncia (1.10) para os respectivos

polinémios ortogonais monicos.

Quando k = 0, temos do1(x) = dipo(x) e, entdo, devemos tomar b, = 0 e k~'b, = 042127

paran > 0. Aqui, K1, ke e K3 sdo tais que o produto interno (-, '>S1 € definido positivo.
Demonstragao: Por (3.5), temos que
P (x) = PY(z) + b1 Py, () (3.11)
e como, por hipdtese, P,;‘m (x) = nP;fil(m), entao, por (3.11),
nP” () = PY(2) + by P70 (2), n > 1. (3.12)

Como os polinébmios ortogonais de Sobolev S,, n > 0, formam uma base para o espaco

vetorial dos polindmios, podemos escrever
Pr?il( ) = n+1 Zaz i > 0. (313)

Entao, para j =0,1,...,n,

n n
<Pni1, S; >S = <Sn+1 + ) aiSi, 5j> =D ai (5, Sj)g, = a; (S5, Sj)s,
! =0 s, =0
Das hipéteses do teorema e da relagao (3.11), para j = 0,1,...,n, obtemos
P S; = (p” Sj) +k P S ke (PO S 4k xS
n+1» S n+1» 1 n+1>%~7J 2 n+1>%~7 3 n+17
1 %o é1 1 1
= b, <P,ff’°,5’j> + k3(n+1) <Pffl,:v5’;-> .
Yo 1
Assim,
bn <P;Lpo,5j> +I€3(TL+1) <P,3f1,xS;>
aj; = Yo 1 7j=0,1,...,n
(S, Sj)s,
Podemos observar que a; =0 para j =0,1,...,n—1e

o V1 :
by <Pn ,Sn>w0 +hg(n +1) <P“ ’xS">¢1 _ bapi® +n(n+ Vgl

Ay = )
" <Sn7 Sn>§,1 pil
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pois podemos escrever
n—1 n—1
Sn(x) = P(x) + Y ¢;P{(z) e aS,(x) =nPY (x) + Y &P (x).
=0 =0
Logo, de (3.11) e (3.13), obtemos
St (@) + anSn(x) = P () = P2y () + bu Py (), n > 0.

Utilizando a relagao acima, a relagao (3.12), as hip6teses do teorema e a rela¢ao de recorréncia

(1.10) para os polindmios Py ! obtemos, paran > 1,

P = (SwSuds, = (P +basi P —an1Suo1,Sn) = (P +bust P23, S0 )

1 1

= (BEO b P P b a P — i Scn) 4 (PRLS)
0

+ka <nP;L/)j1,nP;fj1 - an,15é71>¢ + K3 <nP;fil,x(nP;fil — an,15;71)>w
1

1

= (PP Y 40 (PP ) —an b (PR San) i (PO,
< >w0 1 n—1""n-1 o 1 n—1 1 Po < >¢1

n—1""n

et (PP ) an® (PYL P B P 4o P ) —nmsans (P oS )
1 1

1
= PR bn 1Py~ anoabao1p %y RS P Rapy o Ran® Bl — (= 1)Rsan-1ph",
e, paran =0,
S1__ Sn. S _ %o 1
Py = (S0, 0>S1 =py T K1py -
Assim,

_ bapl® +n(n + 1)rzpyt
P+ bi—lpio—l - an—lbn—lpﬁil + Kipn' + n%zpﬁil + "fSnQﬁanzl—l —n(n— 1)/<53an_1p$1_1.

Qp

Utilizando as hipdteses do teorema em (3.6), obtemos

vo — B o n > 0.

pn - Fpn+1’
n
Lembrando que os coeficientes aiﬁrl da relagao de recorréncia (1.10) satisfazem
¢1
p
ai%ﬂ,-l = d: , n=>1,
n—1

1

entao, multiplicando e dividindo a,, por py' e utilizando os resultados anteriores, obtemos

pi’
K+ n(n+ 1)/{3(}5—1 aiﬁrQ

pn+1
Ap =
bfl 1 szlfl 1 Pzil
Kbn o + Kby k1 + P Ry +RgBn | — K n(n —1)ks3 o | An-1
Pn Pn




Polinémios ortogonais associados a medidas nao-simétricas relacionadas 70
p¢1
Definindo 7, = "T_ll para n > 1, obtemos a relagao (3.10).
Pn
Do mesmo modo, para n = 0,
4y = bopg)o _ /{ag)l
E)poﬁL"flpol l{b 1 ¢1 +"‘€1
Do Teorema 3.2, temos
a® a® ¢
[ — n11—2 — n:—2 ﬁan}i—Q
—q + ﬁn+1 n—l _ |: an+1 . n—1:| 1+ K,,BnJrl K,bn_l
q
Finalmente, do Teorema 3.1, obtemos
by = agl _ agl _ ﬁagl
¢1 _ 1 ¢1 1
I A <1_5f1> KB+
q
o que completa a demonstracao. |

Este resultado relaciona os polindmios ortogonais de Sobolev a, precisamente, duas escolhas

A . . ’ . (0% . (e
de polinomios ortogonais classicos, os de Laguerre, LSL ) , € os de Jacobi, Pé

escolha, aplicaremos o teorema para os polinomios de Laguerre. Consideremos, entao,

doi(z) = 2% %dx e dipr(z) = 2 e dx,

ou seja, PV () = ' (z) e P (2) = Lq(laﬂ)(w), pois L () =nL a+11)($).

Seja
dpo(x) = (14 ka)z®e™ “dx,

para k > 0. Assim, de (1.30) e (1.28),

2;1—04(31:71(71—1—04), BnH—BnJF)I—Qn—I—a—{—l e Th=—o
Pn

Pelo Teorema 3.3, usando as expressoes acima, obtemos

n+1)(n+a+1)(k+ nk3)

PZIA _

(n+1)(n+ o+ Drby' 4 kb1 + k1 +nko +n(2n + a)kz — [+ (0 — k3] an_1

Além disso,

a = k(14 ) _ k(1 + )
Kby (1 + @) + K1 K:(_q—;_(:;a))(l—’—a)—i_ﬂl
k(14 a) B k(a+1)

k(l+a)—kqg+r 14+k +r(at+1)

. Na primeira
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e
1 1 1
b, = (nt+Dnta+x ,n>1, com bOZM.
1+ 2n+a+ 1)k — Kby 1+ k(a+1)
Podemos, entao, enunciar o seguinte coroldrio do Teorema 3.3.
Corolario 3.1. Dado o produto interno
(fs9sL, = / f(z V(14 k1 + kz)x%e “dx + / f'(z ) (kg + k3x)z* e da,

com K > 0, 0s correspondentes polinémios ortogonais ménicos de Sobolev, Skt satisfazem

Sitxy=1e
SE (@) + 0k S, () = LY, (2) = PV, (2) + B PY (z), n > 0. (3.14)

Para os coeficientes aﬁl = aﬁl(n, K1,k2,k3), n > 1, temos a sequinte relag¢do de recorréncia

o (n+ 1)(n + a + 1)(5 + nkg)
T ) at ) kb ke + 02+ a)kg — [+ (n = 1)kg]a

Ly
n—1

em que
kla+1)
1+ K +r(a+1)

ab (K, k1, kg, K3) =

@)

Os coeficientes satisfazem

(@) k(a+1) o (n+1)(n+a+1)k
b= e )=
0 1+ k(a4 1) " l+2nta+ 1)k —byy’

n > 1.

. by
Quando r = 0, devemos tomar b\ =0 e = (n+1)(n+a+1) paran>0. Para (g,

ser positivo definido, as constantes k, K1, ko € k3 devem satisfazer as restri¢cdes ko > 0,k3 > 0,

1+k1>20sek>0el+ kK >0serxk=0.

Quando k3 = 0 e k # 0, podemos escrever (-, ->SL1 na seguinte forma

(f,9sL, = {/ f(x < 12“) x%e dr +/ f(x O‘He_“"dac},

assim, podemos observar que,

1+ K1
K

do,(z) = <:E + ) e %dx e dby(z) = 2% le %dx

1+ k1

formam par coerente de Laguerre do tipo I com & = — eN="2 (veja (1.44)).
K

Quando k3 # 0 as medidas envolvidas nao formam par coerente.
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. A e . Al . a, .
Para aplicarmos o Teorema 3.3 aos polindmios ortogonais moénicos de Jacobi, P,g A ), consi-

deremos

dpy(z) = (1 — )T A+ 2) de e doy(z) = (1 —2)*(1 + z)Pda,

ou seja, Pfl(x) = PY(La’ﬁ)(a:) e P;fl(x) = PT(LOKH’BH)(JU), pois P;L(a”g)(x) = nP TEaJ{I’ﬂH)(aE).

Tomemos diyo(x) = (14 kx)(1 — 2)*(1 + x)Pdx, para —1 < x < 1. Assim, de (1.19), (1.20) e
(1.18), obtemos

Q. — gled) An(n + a)(n + B)(n + o + B)
Gt T Sl T o et - D2nta+ B22ntat B L)’
5+1 B(aﬁ /82_042

T On4 a4+ B+2)2n+a+B)

__mh :pﬁﬁi”*” _ntatftl

Pelo Teorema 3.3, usando as express()es acima, obtemos

o [t On()ms]oys)
" (@,8)

peT O g2 4D k4 n(n b B41) (ra+ BT k) —

[0r—1(K)K3] an—1

com O, (k) =Kk +n(n+a++2), n>1. Além disso,

PN )
ayg = 2
1, (a,8)
k(bo)lay "+ K
e
b, = (QZ;FQ ,n>1, com b0:276)
1+ k8,417 — Kkbp-1 1+ mﬂl ’

Podemos, entao, enunciar mais um corolario do Teorema 3.3, associado, agora, aos polinémios

de Jacobi.

Corolario 3.2. Dado o produto interno

(f, g>SJ1 = (f, >SJ1 (o1, 52,53) / f@)g(x)(1+ k1 + kz)(1 —2)*(1 + :c)ﬁda:
/ f(z ) (kg 4 rgz) (1 — )21 + 2) T lde,

na qual —1 < k < 1, entdo os polinémios ortogonais monicos de Sobolev, S,{l, satisfazem a

sequinte relagao

S (@) + ¢ ST (z) = PP (@) = PY (@) + b P (z), n >0,

n
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com S(‘)]1 (z) = 1. Os coeficientes a)t = at(k, k1, K2, k3), para n > 1, satisfazem

h O (k) R0l

" (a,8)

a
s N b K n(n-bact B+1) (o +BS

(a+1,6+1) 3)— [K+9n_1(n)n3]aii1

com

(aﬂ)

agl(n,m,ng,ng): O (k) =k+nn+a+pB+2), n>1.

mbéa’ﬁ) ol 4 gy
Os coeficientes b%a’ﬂ) podem ser gerados por
(a,8) o,
(@) _ ”O‘n+2 () _ L
bn @a M2 Loe by aB)
1+ nﬁnH /ibnoﬁl 14+ nﬁ '

Quando 1+ k1 > |k| > 0 e kg > |k3|, 0 produto interno (-, -)g s, € definido positivo. Entretanto,

(aaﬂ) —1b£1a’ﬁ) ( 7/8)

se k = 0 entao devemos tomar by, "’ =0 ek = a, /5 paran >0, e, além disso, devemos

tomar 1+ k1 > 0 e kg > |k3| para este produto interno ser definido positivo.

Quando k3 = 0 e k # 0, podemos escrever (-, ->SJ1 na seguinte forma

(fi9)sy, = {/ fla ( H’;“l>(1—x)a(1+x)ﬂdx

k2 "2\ (x — p)ett zﬁlx
K/_lf()g()(l (40}

assim, podemos observar que as medidas

db(x) = (x + Lt Kl) (1—2)*A+2)de e diy(x)=(1—z)° (1 +2)"Hde

K

1
formam par coerente de Jacobi do tipo I com & = — +

e\ = % (veja (1.39)).

Quando k3 # 0 as medidas envolvidas nao formam par coerente.

3.2.2 Caso II: Medidas relacionadas por (x — q)d#(x) = c(q)d¢(x)

Apresentamos, aqui, um outro exemplo de produto interno de Sobolev que também envolve
medidas que satisfazem a relacao (3.1).
O préximo teorema usa os resultados da secao 3.1 para obter informagoes sobre os polinémios

ortogonais de Sobolev associados com pares de distribuigoes nao simétricas.
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Teorema 3.4. Sejam dog e dipg duas distribuicées cldssicas tais que P,/fp0 (z) = nP;fEl(x), para

n > 1. Considere a distribuicao diyy definida por

(x — q)dip1(x) = c(q)deo, (3.15)

na qual q e c(q) sao tais que (x — q)/c(q) € finito e nao-negativo no interior do suporte de dipy.

Entao, a sequéncia de polinémios ortogonais monicos de Sobolev, {S,}5%, associados com o

n=0>

produto interno

<fag>82 = fg1[10+"£1<f g>¢0+/€2 f g>’¢'1
— /f 2)dio(x /f e(q)" k(= g) + o] de (x),

satisfazem a sequinte relacdo
Sn41(x) + anSn(z) = P}y (2) + b P (2), n>1,

com So(z) =1 e Si(z) = leo (). Os coeficientes an = an(q, k1, k2) satisfazem

by
an = (KJ)OZTL — s n 2 2,
On(k1)af + bt [n(n = Dkze(q) + vno (1) (buot = an-1)|
em que
b 10
al(‘]v K1, "62) = 1U1(H13) € vn(’fl) = 712,%1 + pdz , n>1
(v1s1) + k2ot /00 pnla
. = , ~ n+1
Os coeficientes by, sao tais que b, = bn—1, onde
P1 d)o
«
by = 2 e = g% - n+1, n>1.
i’bl P n+1 bnfl

Aqui, K1 € Ko sao tais que o produto interno (- ,->SQ € definido positivo.
Demonstracgao: De (3.5) e da hipdtese pYo (x) = nP,ffEl(x), temos

P (z) = P(x)+by1 PO (2)
1 1

= 1 P@) + b P ()
1
= 3 P;fg(x)—I—annwo(x) , n>1,
em que
B 1 1 V1
A S U & L’ n>1
n nc(q)pl
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e Papl (x) = Pg)o (x) = Pl/w0 (z) = 1. Assim, expandindo Pfjﬁl(m) + by PY° () como combinacdo

linear dos polinémios de Sobolev da sequéncia {S,},~, , obtemos

PP (2) + b P () = Spya(2) + ) aiSi(z), n>1. (3.16)
i=0
Entao, para j =0,1,...,n,
<P;fi1 + BHP;LZ’O’ Sj>§2 = <Sn+1 + Z a;Si, SJ> = Zai (Si, Sj>S2 = aj <Sj, Sj>§2 .
Sa 2

1=0

Além disso,

2 $0

<Pffj;1 + EnP:fO, Sj>¢0 + K1 <(n +1) (P;f’o + bn—1pfﬂl) ,S}>

+ko <(n + 1)P}f’1,S]’~>w1

= b (PP, Sj>w0 + (n+ Vit (P2, S;>¢O .

Assim,

b, <P;f°, Sj>w0 +(n+ 1)k1bp <Pf§1, s;.>¢0
(S5, Sj)s,

ea; =0paraj=0,1,...,n— 1. Além disso,

a; =

1o [l ’ -
bn (PA"S0) 4 (1 Dsabaa (PRGS04 4 112,

an = B = (3.17)
<Sna Sn>§2 ,0%2
Entao, de (3.16), obtemos
Sps1(x) + anSp(x) = P (2) + b PY(z), n> 1. (3.18)

Precisamos mostrar que Si(z) = leo (z). De fato, considerando S;(x) = leo (x)+ dOPSpO (x),
temos

0= (S1,50)s, = (P{" +doPy", So) = do(F§",So) = dop}”

e, COomo pgjo # 0, temos dyp = 0. Portanto, Si(z) = PldjO (x). Utilizando a relacao (3.18) e as

hipdéteses do teorema, para n > 2 obtemos

p§7,2 = <Sn7 S”>SQ

= Pfo + Bi—lngl - an—lgn—lpggl + /‘61712020,1

2 2 1

+n2h1b2 9pl0 5 — n(n — 1)k1an—1bp—2pl> 5 + Kan®plt
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e, para n = 1,

P12 = (S1,S1)s, =} + K1pf® + kopyt.

Assim,

b p? +n(n+1)K1by—195°

Ay = = =
RO 021 P4 — A 1bro 1l E1n2p0 02k b2_pl® y—n(n — 1)K1an—1bn—2p)" o +Kan2plt

Multiplicando e dividindo a,, por p ” 9, lembrando que

%0 pﬁo P n+1 b n+1 p?{l
n+l — 5 n = n—1 — —
" n nq)py
e escrevendo
pi°
(k1) = n’k1 + o
Pr—1
obtemos
Un(ﬁl)azol;n
an = - - Yo
vn(m)aﬁo + bp1 [n(n —De(q)ka + (n — 1)2k1(bp—1 — an—1) + Zggl (bp—1 — an—1)
n—2
$07
_ ] vn(K1)am by, ] Cnso
On (k)08 + bt |n(n = 1)kze(q) + vn-1 (1) (bu-1 — an-1)
Além disso, por (3.17), temos que
B b1pt° + 2k1bopf" _ Bl(P%O/POO) + 2K1bo
ar = 1o 0 1 o do P1 0
p1 tR1py + K2pg (p1°/po") + K1+ K2(py' /Po”)
b (k1 + (1 /")) bron (k1)
(1 + (P12 /8%)) + maob /650) (wr(0) + ool /%))
Os coeficientes b,,, n > 1, sao dados pelo Teorema 3.2 e by pelo Teorema 3.1. |

im com r rema 3. rema anterior r ion inomi r nai
Assim como para o Teorema 3.3, o teorema anterior relaciona os polinémios ortogonais de
. A . [0 . (e} . . .
Sobolev aos polinomios de Laguerre L% ) z), e aos de Jacobi P,g B) x). Aplicaremos, primeira-
M M ) )

mente, o teorema aos polinémios de Laguerre. Tomemos
doo(z) = z°Te %dx e dipg(z) = 2% “dx,

ou seja, P (z) = Lﬁf““)(:c) e PY(z) = Lgla)(x), pois L;L(a)(x) = nLnajll)(x). Consideremos
di1(x) tal que

/OO )i (x /F A e o+ (),

—00
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onde K > 0 e k3 > 0. Assim, de (1.30) e (1.28), obtemos

o0 (a+1) (a+1) P o)
apa; =0, =n(n+a+l), Bn—l—lzﬁn—l-l =2n4+a+2 e 0 = i =™
Prn—1 n—1
Obtemos, entao, o seguinte resultado.
Corolario 3.3. Dado o produto interno
(frg)sie = (f,9)go +m1(f' 0 Vg0 + R2(f, )0,
= / f(z “dx
(.%'+/<&>+I£2 at+l _—z / ’
d - - 9
/ f(z e —————— 2" e dr + rars[f (—K)g (—K)]

em que K,K1,ko e k3 SGo ndo-negativos, os polinémios ortogonais de Sobolev ménicos, S,

correspondentes a este produto interno, satisfazem
Si21(@) +al2 Sk (@) = L) (@) + b L (2), > 1,

com S (x) =1 e SP2(x) = Lga)(a:). Para os coeficientes a2 = a2 (k, k1, k2), temos a sequinte

relacdo
JLe (n—1)(n+ a)vn(m)?)n N> 9
" (n —1)(n 4 @)vp (k1) + bp_1[n(n — 1)Ky 4+ vn_1 (k1) [bn1 — aﬁQ U] -
em que .
b
an(/i, K1,K2) = v (1) o e vp(k1) =n(l+nk), n>1
i (K1) + _R2pPy
I'a+2)
B 1 1 P1
Aqui, by, sdo tais que by, = ibn 1= % e, ainda,
n npn 1
1 (a+1)
Q (a+1) n+1
by = 2 e b,=0 + Kk — , n>1
Y4k " et bn—1

Observe que a medida di; aparece somente nas condic¢oes iniciais a; e by.

Quando k1 = 0, o produto interno (-, '>S]L2 pode ser dado na seguinte forma

ogheea= [ Flg(o)aeda + {119 (o) s e o+ mlf (=g ()]}

Podemos observar que, as medidas

1
dfy(z) = 2% %dx e dfs(x) = ——2* e %da + k3d(—k)

T+ K
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formam par coerente de Laguerre do tipo I, onde £ = —k, A = k2 e M = k3 (veja (1.45)).

Quando k1 # 0 as medidas envolvidas nao formam par coerente.

(a,8)

Apliquemos, agora, o Teorema 3.4 aos polinémios ménicos de Jacobi, P, ™. Lembrando que

PP () = POt

1 (x), tomemos, entao,

doo(z) = (1 — )1+ ) e, dyo(z) = (1 — 2)%(1 4 z)Pda

e consideremos di(x) tal que

1
/ F2)din (z) = /_ 1 F(x);(_(‘l)q(l — 22T (1 + )P e + s F(8)),

em que |k| > 1e k3 > 0. Assim, de (1.19), (1.20) e (1.18),

o0 (a+1,6+1) dn(n+ta+1l)(n+B+1)(n+a+p5+2)
n+1 = anJrl = 2 )
Cn+a+p+1)2n+a+B+2)22n+a+5+3)
g pglatletl) _ (B+1)?—(a+1)
ntl ntd 2n+a+pB+4)2n+a+p+2)
(6]
p%O B pgl 7ﬁ) n

oy PRI ot f+10

n—1

Portanto, com ¢ = k e ¢(q) = —k, obtemos o seguinte corolario do Teorema 3.4.

Corolario 3.4. Dado o produto interno

(f,9)s1, = Do + E1(f 9 g0 + K2(f' 9" ),

= / f(@)g(x)(1 —2)*(1 4 z)Pdx

* / F(@)g (o) LR T RIT a1 4 )8 g 4 o[ () ()],

K—
em que |k| > 1, ko >0, k3 > 0 e x1 > —|k|(1 + |k|) " k2, entdo os polinémios ortogonais

monicos de Sobolev, SJQ, correspondentes a este produto interno, satisfazem

S (@) + a2 5P (x) = P (@) + b PP (@), n> 1,

com S()]Q(m) =1e82@x) = Pl(a’ﬂ)(:n). Para os coeficientes a2 = a}?(k, k1, K2, k3) temos a
sequinte relacdo

’Un(/*il)bna%a—i_l ,B+1)

vn(m)aq(fﬂ’ﬁﬂ) + by [—n(n — 1)k + vp_1(k1) (b1 — a2 )
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em que
A _ vi(k1)by _ 2 n
a;“(k,K1,K2,K3) = e Up(k1) ="K+ ——m—F5—
1 15 K2, K3) v1(k1) + Ka(p 1/p(01+1,/3+1)> n(1) ! n+a+pf+1
N = n+1 (n+1)pit ,
Aqui, by, sdo tais que b, = bp_1= T aria) © ainda,
KNPy
¢1 (a+1’ﬂ+1)
@ (a+1,8+1) Xnt1
bp = —2— by, = -k - T > 1.
’ Mk ¢ bn =Py " bn—1 "=
Quando k1 = 0, o produto interno (-, '>SJ2 torna-se
9)s1, / f@)g(z)(1 — 2)*(1 + z)Pdx
+ra i / P @) () g (L= ) (0 2) i+ ol () ()

Podemos observar que as medidas

1
|z — K|

doy(z) = (1 —2)*(1 +2)Pdz e dby(x) = (1 —2)*T(1 4 2)° Pz + rorsd(k)

formam par coerente de Jacobi do tipo II, onde |£| = || > 1 e M = kakz > 0 (veja (1.40)).

Quando k1 # 0 as medidas envolvidas nao formam par coerente.

No proximo capitulo, estudamos varias propriedades de duas sequéncias de polinéomios

L-ortogonais associados a medidas relacionadas.

, n>1.



Capitulo 4

Polinomios L-ortogonais associados a

medidas relacionadas

Neste capitulo estudamos a conexao entre duas sequéncias de polinéomios L-ortogonais, {Bﬁ/{ 1,
e {B;fo}%ozo, associadas a duas medidas positivas fortes ¢ e 1)y definidas em [a,b] C [0,00] e

relacionadas por

(z — k) d1(z) = cdio(z). (4.1)
A constante nao-nula c é arbitraria desde que satisfaca ndl) >0 em (a,b).
Note que, 0s momentos py' = ff 2"dv;(z) satisfazem
uzil — k¥t =cp¥, n=0,%£1,+2,.... (4.2)

De fato, usando (4.1), temos que

b b b b
ufil—fw%l = /Znﬂd%(z)—“/ an?ﬁl(z)zc/ P dzbo(Z)—c/ B dipo(2)

Z—K Z—K

b b
= c/ z”[ =k ]dwo(z):c/ 2" dipo(2) = cpte.

Z— K Z— K

O estudo foi baseado, principalmente, no artigo [4].

4.1 Resultados preliminares

Sejam {Bﬁf 1, e {A;’f};’l":o, respectivamente, as sequéncias de polindmios monicos L-ortogonais

e associados aos L-ortogonais , com relacao a medida diy em (a,b).

80
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AY
Teorema 4.1. Seja T4 (2) = (z — 6%)32221, n > 0. Logo, Tg(z) =0, ’]I"f(z) =1 e podemos
z
escrever !
1 ai(z) a2z) ap—1(2)
T?(2) = — > 2
TL(Z) 1 o 1 o 1 . 1 9 n - Y
gz
em que a%(z) = w”“ o n=>L Além disso,
(z = Bn)(z = Bry1)
TV ()T _ a;pagb ) ..ocﬁf(z — Biﬁ)z”*1 TV — 1 n o/fog .. .a?’(z — ﬂiﬁ)zj*1 Y
n(z) n—l(z) P ) ) n(z) +Z ) ) =
B, _1(2)Bn(z) j=2 ijl(Z)Bj (2)
Demonstragao: Como, por (1.67),
AY(2) 1 oz;bz ol
Bi(z) z-B{-z2-By— " —z2-B}
segue que
v wAR() (2= BY)  afz anz
Tn(z):(z_ﬁl) " = M 0 R
By (2) 2=pB; —z—=05 — " —z—[Bn

Dividindo numerador e denominador por (z — Biﬁ), obtemos

1 a¥z/(z— /Bij’) ag)z a¥z

) ——
Tn(z)_li Z—,ng 72_637...72_6’%1'

Agora, dividindo numerador e denominador da fragao do denominador de ’]I‘;’f(z) por (z— Bg )
temos que

roy = L a2 /G=BGE=B] ayz/(—8) oz
ITT 1 T f L

n

Prosseguindo desta forma, obtemos

1 a¥(2) d¥(z) a’_,(2)
T(s) = — 2 n—1 > 9
Y anglZ
em que ap(z) = , n > 1. Agora, usando (1.60), temos que

(== B)(z = BY)

TY(2) — TS () = (2— )

n

ARGz) A21<z>]
W(z)  BY_i(2)

L oy BB — A ()BE)
1 Bﬁ(z)B:f—ﬂz)
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Consequentemente,
v P 0 _ p¥y.n—1
o) = TY(z)+ 2208 ()
B (2)B,,_1(2)
_ 2<z)+a12pa§f...a%(z—ﬁip)z"_l ozgag)... g 1(z [31) _
B’% )BY 4 (2) By 1(2)BY_5(2)
- Z w( 51),2] 1 P i oz;pagf...a?}(z—ﬁip)zj_l
= 1(2)B} () = BL()B()

Verifiquemos, agora, que 5%} € (a,b), n > 1. De fato, pela relagdo de recorréncia (1.57),
temos que Bn+1( )= (b— 6n+1) ¥ (b) — ZH bBw 1(b), Disto, segue que
Bii(b) + a3 1bBy 1 (0)

b= By = BL(b) — >0.

Logo, B:fH < b.
Procedendo da mesma forma, obtemos a < B;erl. Portanto, a < ﬁ;ﬂrl < b.

Estamos, agora, em condicoes de demonstrar o seguinte lema.

Lema 4.1. Seja X¥ = (0,a] U [b,00), X¥ # @. Entdo, para todo z € XV, temos
1=TV(z) < TY(z) < ... < TY(2).

Para todo z no interior de X¥

lim TU(2) = TV(z) = 2= /b L.

n—o00 MZ)ZJ z—1

Além disso, se TV (a) eiste, entdo limp_,o T (a) = T¥(a) e se T (b) existe, entdo limy,_os T4 (b) =
TY (b).

Demonstragao: Primeiramente, consideremos os seguintes casos:
e Caso 1: se 0 < z < a entao z — ﬁf <0 e B;f(z)B;f_l(z) < 0.
e Caso 2: se b < z < 0o entao z — 51# >0e B%’(z)B:f_l(z) > 0.

Assim, para todo z € X¥, teremos
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Como TY(z) — T%_l(z) = >0, n > 2, segue que

1=TY(2) < TY(z) < ... < TY(2).

A convergéncia de T4 (z) para T%(z) no interior de X vale porque a medida ¢ determinada.

Veja detalhes da demonstracao em [17]. [ ]

Usando a mesma idéia usada para polinémios ortogonais definidos na reta real, podemos

P _ Xp1? . A . "

mostrar que a;, (z) = " oo > 1, é uma sequéncia encadeada para todo z € X¥,
(2= Bn)(z — Bn—i—l)

com sequéncia minimal de parametros {g,}°°, dada por

_ BZ}H(Z) n>
Bi(2)(z = b))

gn(z) =1
De fato: como, por (1.57),

BY (2) = (2 BY)BY(2) —al,, 2 BY |(2), n>1,

segue que
e _ By (2) _ Byi(2)
(z=Br)  Bia() BlL()(z =B
[ B By(2)
B(2)(= = By41)] By (2)
Portanto, para z € X,
(== B (= = Birs) Bi(2)(z = Bryn) | By1(2)(z = BY)
Consideremos, agora,
By (2)
B (2)(z = Bry1)
Assim,
B} (2)
(1= gn-1(2)) =
BY_y(2)(z — Bi)
B:fﬂ(z)
Por (4.4), lembrando dos Casos 1 e 2, temos que 1 — g,(z) = > 0. Logo,

By (2)(2 — BY41)

B:L/}+1(Z)

— < 1.
BY(2)(z - BY.1)

In(2) =
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O‘ZHZ S0e B;f(z)
(2= BY.1)(z = BY) BY_\(2)(z — BY)
0<gn(z)<l, n>1.

Como

> 0, de (4.3) segue que g,(z) > 0, ou seja,

Para obter gg, temos a seguinte situacao: ai(z) = (1 — go(2)) g1(2), o que implica que

¥
Q52

= (1-— z 1-—
ey Lo

)
- <»_1 (1 L )]
IR | (= — BY)(=— BY)

= (1- (=) .

Portanto, 1 — go(z) = 1, o que implica que go(z) = 0.

. Proo < N AL .. A 00
ASSIHI, {an n—1 € UMa sequencia eilcadeada com sequencila minimal de parametros {gn}nzo
Bn+1 (Z)

CBY()(z—BY,0)

tal que go(z) =0e gn(2) =1 , n>1.

Lema 4.2. Para todo n > 1, o conjunto de polinémios {z”*jB;-b(z) ;L:O € linearmente indepen-

dente.

Demonstragao: O conjunto considerado é {z”Bg}(z), z”_lBib(z), ...,2%BY(2)}. Observe que,
todos os polinomios deste conjunto sao polinémios moénicos de grau n.

Supondo que, Z?:o 0 2 B;/}(z) = 0, entdao, multiplicando por 27" e integrando com
respeito a di, obtemos
n b n
Zdj/ z*”mB;-/}(z)dz/J(z) = Z 5j0-;"b,m =0, m=0,1,...,n.
j=0 a Jj=0
Agora, usando (1.54) na relagao acima, temos os seguintes resultados:
e m=0= 50030 —0—610%0 + ...—|—5n0;ﬁ0 = 50030 =0,

em=1= 50031 +5101p,1 —1—5203)’1 +---5n0-:f71 = 5006{1 —1—510%’1 =0,

. m:2:50032+51a$2+52052+...+5nal’f)72 :5003172—1—510%2—%520512 =0,

m:n:>5gagn+(5laﬁn+520§n+...—|—5na;fyn:O.
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Obtemos, entao, o sistema linear

740 0 0 8o 0
O'(I)p’l afl o ... 0 01 0
0o2 012 03}72 .0 o | =101,
Jé{n Ufn O'g}’n o O';}{}’n On 0

que é um sistema triangular inferior, cuja diagonal é formada pelos elementos oy, # 0, m =
0,1,...,n. Logo, o sistema possui apenas a solucao trivial §,, =0, m =0,1,...,n.

Portanto, o conjunto {z"/ B;b(z)}?:o é linearmente independente. [ ]

Lema 4.3. Sejam qn(2) = (z—x1)(z—22) ... (z—2xn) € qn-1(2) = (z—y1)(z2—1y2) .. . (2 —Yn—1),

para n > 2, cujos zeros satisfazem
O<zi <y <z2<...<ZTp-1<Yn—-1 < Tp.

Entao, para toda constante real T < 1, o polindmio monico Qn(1;2) = (1 —7) gn(2) +7 2 gn-1(2)
tem n zeros positivos 0 < £1(7) < &a(T) < ... < &u—1(T) < &, (T) que se entrelagam com os zeros

de gn—1(2). Em particular,
i) Se0<T<1, entao 0<&(T)<x1 € Y1 <& (7)< Xpy T=2,...,0;
it) Se T <0, entdo v, < &(17) <y, r=1,....n—1 e z, < &(7).

Além disso, cada &.(T) € uma funcdo estritamente decrescente de T.

Demonstragao: Como Q,(0;2) = g,(2), o entrelagamento dos zeros de @, (0; z) com os zeros

de gn—1(2) é 6bvio. Provemos o item i), isto é, quando 0 < 7 < 1. Temos que
o 5gnlQu (T 2)] = sgnlgn ()] = (~1)"7, r=1,2,.. .0 ;
* sgn[Qn(7;0)] = sgnlgn(0)] = (=1)" ;
o sgnlQu(riy)] = sgnlan(y)] = (17, = 1,2,...n— 1.

A Figura 4.1 a seguir mostra o esboco de como devem ser os graficos dos polinémios

an(2), qn-1(2) e Qn(7;2) para n par, quando 0 < 7, < 1.
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1
) % m
0 T T r T T T \ T T T T T T T ™ T T
0,5 1 1,5
t
"

-1

1
2

a_6(t)
I q_5(t)
Q6(tau,t)

Figura 4.1: Comportamento dos polinémios gy (z), ¢n—1(2) ¢ Qn(7;2) para n par (n = 6) e

0<m <1.

Portanto, existe um zero de Q,(7; z), £&1(7), no intervalo (0,z1) e existem zeros de Q,(T; 2)
em cada intervalo (yy—1,2,), ¥ = 2,...,n. Como esses ji somam n zeros de Q,(T;z), o resul-
tado i) estd demonstrado. Isto também significa que &.(1) > 0, sgn[g,(&-(7))] = (=1)» "1 e
sgnlgn-1(&(7)] = ()" ", r=1,2,...,n.

A prova do item #7) é similar e significa que &.(7) > 0, sgn[g,(&-(7))] = (=1)""" e sgn[gn—1(&-(7))] =
(=) " r=1,2,...,n.

Observemos que, quando 7 < 0, segue que
o sgn[Qn(7;0)] = (=1)" ;

o sgnl@u(riz,)] = (-1 ;

o sgn[Qn(Tiyr)] = (-1)"7".

A Figura 4.2 mostra o comportamento dos polinomios g, (2), ¢,—1(2) e Qn(T; z) para n impar
e quando 7, < 0.

Vamos provar, agora, a monotonicidade dos zeros de @, (7;2) em relacao a 7. Observe que

Qn(7;2) = qn(2) — Tlgn(2) — 2gn-1(2)].

Logo, para 7 > 0, temos

sgn[Qn(&-(T)) — & (T)gn-1(&-(T))] = W — (1"

Considerando o polinémio

Qn(T+62)=(1—7=€)qn(2) + (T + €)2qn-1(2) = Qn(7;2) — €[gn(2) — tgn-1(2)],
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— a_5(t)
- q_4(t)
— Q5(tau,t)

Figura 4.2: Comportamento dos polinomios ¢, (2), ¢n—1(2) e Qn(7;2) para n impar (n = 5) e

Tn < 0.

temos que Qn(T + 6;57"(7—)) = _E[Qn(gr(T)) - gr(T)anl(ér(T))] e, entao,
sgn(Qn(T + €&:(7))) = (=1)""sgn(e). (4.5)

Supondo € suficientemente pequeno e 7+ € < 1, como os zeros &.(7 + €) de Q, (7 + €; z) sdo

todos positivos e distintos, segue, por (4.5), que
E(T+e) <&(T)quandoe >0 e & (7+¢€) > & (7) quando € < 0.

Observemos que

o sgn[Qn(T + €& (7))]

(=)™ se e > 0;

o sgn|Qn(1+ € &(7))] = (*1)”_”‘H se € < 0.

A Figura 4.3 mostra o comportamento estritamente decrescente dos zeros &,(7),r = 1,2,...,n,
dos polinémios @, (7; z) em relagao a 7 quando n é par.

Portanto, a prova do lema estd completa. |

O resultado do lema anterior pode ser estendido para n = 1 se tomarmos qo(z) =1, ¢1(z) =
z—xireQi(rz) =1 —-7)q(z)+72q((2) = 2z—x1+ 721 = 2 — &(7), com 0 < x1, onde
(1) =(1— 7).

Podemos verificar facilmente que & (1) = (1 —7)z1 é tal que 0 < &1 (1) <x1se 0 <7< 1, e

x1 < &(7) se 7 < 0. Além disso, &(7) é uma funcao estritamente decrescente. De fato,

0=Qu(7;:6(7)) = (1 = 7)(&a(7) — 1) +76(7) = &i(7) — (1 = 7)1,
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—_— Q6(tau + ep,t)
_ Q6(tau,t)
e Q6(tau - ep,t)

Figura 4.3: Comportamento dos polindémios Q,(7 +€; z), Qn(7;2) e Qn(T —€;2) parae >0en

par (n = 6).

o que implica que & (7) = (1 — 7).

Agora, se 0 < 7 < 1, temos
o 59n(Qi(7;0) = sgn(@(0)) = ~1;
o sgn(Q1(1;21)) = sgn(rx1) = +1.

Assim, 0 < &(7) < x1 (veja Figura 4.4 a seguir).

-

o

— a_1(t)
_— Q1(tau,t), 0 <tau <1

Figura 4.4: 0 < & (7) < x; para 0 <7 < 1.

Se 7 < 0, entao
e sgn(Q1(7;0)) = —1;

e sgn(Qi(r;21)) = —1.



Polinémios L-ortogonais associados a medidas relacionadas 89

Logo, x1 < &1(7) (veja Figura 4.5).

— q_1(t)
_ Q1i(taut), tau<o0

Figura 4.5: 21 < & (7) para 7 < 0.

Verifiquemos, agora, a monotocidade dos zeros de Q1(7;2) em relagdo a 7. Observe que
Q1(1;2) = q1(2) — 7]q1(2) — z]. Logo, para 0 <7 < 1,

sgnlg(61(1)) — &1(7)] = W .

Considerando o polindémio Q1(7+¢€;2) = Q1(7;2) —€[q1(z) — 2], temos que Q1(7+¢;&1(T)) =
—€lq1(&1(7)) — &u(7)] e sgn[Qi(7 + € 61(7))] = sgn(e). Assim,

o sgn|Qi (7 + €& (7)) =+1see>0;

o sgn[Qi(T +¢&1(1))]) =—-1see<O.

0
0,5 1 1,5 2
-0, !

_ Q1(0.1,t)
E— Q1(0.5,1)
_ Q1(0.9,t)

Figura 4.6: Comportamento estritamente decrescente de &1(7) em relagdo a 0 < 7 < 1.

Portanto, & (7 +€) < &1(7) quando e > 0 e & (7 +¢€) > & (7) quando € < 0 (veja Figura
4.6).
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4.2 Polinémios L-ortogonais e os coeficientes de conexao

Primeiramente, vamos expressar (4.1) de uma maneira mais detalhada. Sejam 0 < ag < by < o0,
diy e dip; duas medidas cujos suportes estao em [ag, by e em [a,b] D [ag, bo|, respectivamente,

tais que

bo
[ rane = M e [0t ant), (4.6

ao

para todo polinémio L-ortogonal f, com k € (—00, ag] U [bg, 00).
Considera-se sgn(c) = sgn[fbo(z — k)" td(2)], M =0se k <0e M >0sex € (0,ap] U
[bo, 00). Assim, (a,b) C (0,00) é tal que

o [a,b] =[k,bo] se M >0e0 <k < ap;
o [a,b] = [ap, K] se M >0eby <k < o0;
e [a,b] = [ap, bo], caso contrario.

Portanto, f; f(2)(z—k)dy(z fao f(2) edipo(z) e (4.1) é vélido desde que fbf (z)do(z) =

ffg’ f(z d¢0( ). Quando k = ag (0u1<; = by), precisamos supor a existéncia de f (ag—r) " tdpo(2)

ou f k)" Ldibo(2).

Observe que, quando k > 0 e M > 0, a medida di; tem um salto de M /(M +1) em k. Além

1
disso, se ¢ é escolhido como sendo ¢(vg; k, M) = , entdo o salto total

(M + l)f (z — k)~ Ldipo(z)

uwl é igual a 1.

Teorema 4.2. Sejam {B;’fo}zo:o e {B;fl}%ozo duas sequéncias de polinémios L-ortogonais com

relacdo as medidas fortes g e Y1, respectivamente. Entao, temos a sequinte formula de conexdo

entre eles.
BY(z) = (1 = 1,)BY(2) + 7, 2 B ,(2), n > 1, (4.7)
ook b ,
onde T, = c_lwi Aqui, J,szm =/ 2 BY(2)dii(2), i =0, 1.
Op— 1,n—1

Os coeficientes T,, n > 1, satisfazem
0<tn <1l se k<aygy e 7 <0 se k> by,
e sao tais que
Tn+1057lf3_1 = Tnaﬁﬁrz, (1- Tn+1)5;/;3_1 =(1- Tn)ﬁffil, n>1, (4.8)

comﬁc,uo = 1 ag}l e (1—m) %O:ﬁll.



Polinémios L-ortogonais associados a medidas relacionadas 91

Demonstracao: FExpressando BY' como uma combinagao linear da sequéncia linearmente
independente de polinémios {2"~7 Q;-po(z) _ e usando (1.54), obtemos (4.7). De fato, podemos
escrever BY! como

BY(z Zc] "B (z). (4.9)

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por 2~ e integrando com relacao a diy,

obtemos

bo
/ 27 B (2)dbo (2 Z / 2T BY () dajo (2 Zc] (4.10)
ao

De (4.6), temos que

M

b
/ anJrs(Z _ H)B%Jl (Z)dwl(z) = g 1/<;*n+8(lﬁ', — H)B%)l (/‘6)

bo
+c/ (z—r) LS (2 — /@)B}fl (2)dipo(z)

ag

bo
_ . / 2 B () dgio (2).

ao

Logo, de (4.10) e da relacao acima, obtemos

1 b 1 b b
L[ B @dne) = | [ B @) - 5 [ B )
= ¢jo j}g
=0

Agora, como, por (1.54),

b
/ 2B (dipy (2) =0, —1<s<n—2

e
b
/ 2T BYL(2)diyp(2) =0, 0<s<n—1,
a
segue que
O-gi% 0 0 0 Co 0
08/)701 Uf}ﬂ . 0 0 c1 0
Yo Yo Yo L oy
%0m-1 91n-1 Opn—1,n—1 0 Cn—1 —On,n
1 K
ag)?@ 0}/’% e a:fil’n T Cn Ea}f}nH — ZU;{’}H



Polinémios L-ortogonais associados a medidas relacionadas

92

Portanto, (4.9) pode ser escrito como B! (2) =cp-12 B;fgl(z) + ¢ Br’(2), pois ¢; = 0 para
1
1
j=0,1,..

Onn

.,n—2,onde ¢,_1 =

CT = Tp, OU seja, chegamos que
O-nfl,nfl

BY1(2) = ¢n BY(2) + 75, 2 BY  (2).

Comparando os coeficientes dos termos de grau n em ambos os lados da espressdao acima,
obtemos 1 = ¢, + 7,. Logo,

BY1(2) = (1 — 1) BY(2) + 7, 2 BY  (2).

T
Kk > bg. Desde que cT,, =

%’ , temos que 7, > 0se kK < ageT, <0sekr > by.
O-nfl,nfl

-1
Como ¢ = {(M +1) ffg(z — k)" tdyo(z)| , isto significa que ¢ > 0 se kK < ag e ¢ < 0 se

O conjunto suporte de ambas as medidas estd contido em [0, co] e, portanto, os zeros de B}fo
e BY" pertencem a (0,00). Segue que, sgn(BY°(0)) = sgn(BL*(0)) = (—1)" e, portanto, usando
(4.7), temos que 7, < 1.

Agora, usando os coeficientes da relac@o de recorréncia (1.57), temos

Yo 1 1o 1 1o

Xpi1  Onn On,n On,n On,n Tn
P

an+2

0 1 0 Y1 - T 1
Jn—l,n—l an—l—l,n-{—l Un—l,n—l Jn—i—l,n—s—l ntl

Isto implica que Ty41 @, 5 = Th 0y o, 1 > 1.

Para a condicao inicial, temos que

Y1 U1
e 011 @2 Ogp a;‘”ué"l
1¢c= = =
Yo ) Yo
90,0 99,0 Ho

o que implica que 7y ¢ ugo = ,ugloz;m.

Agora, fazendo z = 0 em (4.7), obtemos
By (0) = (1 7)B°(0).

Usando o resultado (1.59) na relagao acima, segue que

BYIBY BVt = (1 — 1) BY0BY° .. BY0, > 1.

(4.11)
1
1—
Logo, Totl _ ﬁz;;l, o que implica que
1- Tn /Bn—',-l

(1= Ts1) 8%y = (1= 7)Bikys > 1.
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Para a condicdo inicial, segue, de (4.11), que (1 —71)8;{° = 7 ".

Concluimos, assim, a demonstracao do teorema. |

Existe uma outra férmula de conexio entre BY' e B}fo, analoga a férmula de Christoffel,

dada por
(2 = W)BL(2) = B4 (2) + 7 BY (2),
o1 BiL(r)
onde 7, = ¢ In-1 _ nt1Y" A demonstragao deste fato é andloga a do Lema 3.1
n 7111 B%Dl( ) o
1 n

Agora, usando a relacdo de recorréncia de trés termos (1.57) para BL° em (4.7), obtemos

-
BYz) = (1= m)BP(:) + o [=Bi() + (= = A1) B ()
n+1
-
- [(1—Tn>+ (e )| BYRG) - B (2).
an—i—l n+1
1
Como, por (4.8), ;O :T"JI_ , segue que
n+1 an+2

Tn+1
Bi(2) - ?pl B},
an+2

BYi(z) = [(1—rn>+ L B2 (). >0,  (412)

an+2

na qual devemos ter 79 = 0.
Substituindo (4.7) e (4.12) em (1.57) e usando (4.8), temos que
By (2) —ay'y 2By (2)
[(1 — T)BYO(2) + 72 BLY, (2)]
(

P - ) B - 2B

Qnp

B;f-lu() = (Z—

Como, por (4.7), B;f_lH( )=(1- Tn+1)B;fil(z) + Tny1 2 BY(2), segue que

=)L) = [~z Q= me = 5 + (ke ) 2] B

!
+BI2,() (2= Az — ol = mn) = (bl ) o - a0
= B;{’O (2) [—Tn+1 z+z— 5n+1 Tn 2z + Tnﬁfjrl + 7 z}
FBY(2) [0 — Bz = otz = ) — e + 2B
= BI() [(1 = i)z = (L= m)B2L

_ZQ:fgl(z) [Tn(ﬁn.ﬂ B;—fo) + (1 - Tnfl)a;fil} .
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Assim,
(1—7)
B = |o- | )
_ Yo # 1 BYo
[1 s (/Bn—l—l Br°) + 11—~ +10‘n+1 2 B2, (2).
Comparando esta relacio com a relacdo de recorréncia de trés termos para By°(z) em (1.57),
obtemos
Tn—1
1__T (5n+1 Bhe) + Iij;?;;aﬁil—-af+p
o que implica que
T (Bt = )+ (1= mar) allhy = (1= mn) el
Logo,
Tn BY0 4 (1= Top1) @l = 70 B0 + (1 — Tm1) 0y, n>1 (4.13)
n Mn n+1 n+1 n MPnp+1 n—1 n+1> - 1. .

Como consequéncia de (4.13) e dos resultados do Teorema 4.2, seguem as seguintes pro-

priedades invariantes.

Teorema 4.3.

1—7h1

1 —Tpa
mBils — (L= m)a, | = = [mBgt = (1= m)all, | =" =,
n n

paran > 1, com 19 = 0. Além disso,

L)

1

[ﬁlo —Cu?bl] (1—71) =K.
0

- 1-
Demonstragao: Seja (), = [Tnﬁm_l (1—1p) Zg_l} ﬂ, n > 1. Logo,

Tn
1—7m)(1—7,

0 = (1= )y, — L) o

Usando (4.8) e (4.13), obtemos
1—m7,
O =(1- )/Bn—i-l (7_> [ T Bwo + Tnﬂm—l + (1 - Tnfl)a:f-li-l} .

Assim,

Q, = {7‘ B%—(l—T_l)awl } 1= n > 1.

n nn n n+1 ™ , =

De (4.8), substituindo (1 — 7,,) 85° por (1 — 7,—1) B4 em (4.15), obtemos

1—7,_
Q, = [Tnﬁgjl —(1—=m)a Zil} ﬁ, n > 1.

Tn

(4.14)

(4.15)
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o
Voltando em (4.15), usando o Teorema 4.2, podemos substituir oc:fil por Tnfn_ Logo,
Tn—1
[ Tn ol 1= Tn
Q, = |18 —(1—7h1) af
L Tn—1 Tn
[ o
«
= |BY— (1 -7 y)— ] (1—7n)
n—1
[ o Yo -7
= |T-1B8Y° — (1 — 1)), } = Qu_1, n>2.
L Tn—-1
Agora, vamos verificar que Q1 = [Tlﬁl - (1- Tl)ag’l] /T1 = k. Temos que
8% — (1 — 1)a 1—7 al
le 161 ( 1)2 :Bll_( 1)0[12/11:B11_L+a21.
T1 T1 T1
Y1 U1 1,01
o _
De (1.57), temos que o' = % = %. Usando este resultado, o Teorema 4.2 e a
99,0 Ko
equagao (4.2), obtemos
O O ST Gl G S et S
L= 1 1 1

Fo Ho Ho
Finalmente, de (4.15),

_ 1 o
K= [Tlﬁlo —0/21”} a=-mn) = [510 — 02_2] (1-7)= [ 1!)0 —cuowl] (1—m7).

71

Quando ¢ = ¢(o; k, M ), a ultima equagao do teorema anterior pode ser escrita como

[ to — C(%;/{,M),ugpo] (1-7)=r.

4.3 Geracao numérica dos coeficientes e exemplos

Dada uma medida positiva forte diy, conhecer os coeficientes {a% , ﬁ}f } das relagoes de recorréncia
de trés termos para os polinémios L-ortogonais associados é muito 1til em varios contextos, tais
como na geragao numérica dos valores dos polinémios, seus zeros, etc.

Como consequéncia imediata dos Teoremas 4.2 e 4.3, temos técnicas simples para gerar

qualquer um dos pares de coeficientes {as?, 84°} ou {ai", L'}, dado o outro.
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Algoritmo 4.3.1. Suponhamos que {oznl}NJrl e {BL Y., sejam conhecidos. Entdo, os coefi-

cientes {aﬁo N, e {ﬂfffo N_| podem ser calculados por

ax():’r:—_lag}rlv n:2737~”7N7 /Bwf): 1— — 15 ) n:1727"‘7N7
n

em que {1, }N_, pode ser gerado por

¥t (1—7
Tp = O n-1) ,n=12 ...

(BY +all (1 = Too1) — &

, N, (4.16)
com 19 = 0.

Algoritmo 4.3.2. Seja a medida dipy em (4.6) tal que ¢ = c(¢o; k, M ). Suponhamos que cugo
{a%o N, e {B}fo N_| sejam conhecidos. Entdo, os coeficientes {Oznl}NJrl e {By Y., podem ser

calculados por

IQT]_ ,w
2 —71/3 1—77-1’ al’flzTn , a,’, n=3,4,...,N+1,
1
511:(1—7'”) ipO’ 571{’1:1_7 15 ° mn=223,...,N,
n—
TZJO
em que T, = Yl ,n=1,2, NS@H—O@{Tn}n 1, para K # 0, pode ser gerado por
n+1+ﬁn+1
n:l—%, my=1— fTn-1 -, n=23,... N (4.17)
10— Clg’ ( +a) 1 —ap’

Demonstragao: Por (4.14), temos
1_(1_— Y| _ _
[7'161 (1 T1)Oé2 i| k11 =0

e, isto implica que, o' (1 — ) =71 ;' — k7. Logo,

1
agl = 71-1_617_1 - 1H_Ti_1. (4.18)
Como, pelo Teorema 4.2, 5%0 = 1ﬁ_1 17_1, entdo (4.18) pode ser escrito como
a;pl =7 Bfo — %
Por (4.8), temos
¥t ale n=34,..., N+1

Ainda por (4.8),
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1—
com Bipl = 1_7:_(1)@0. Logo,

pir= " ¥ pn=12.. N

1an,

Agora, fazendo k = 0 em (4.14), temos

Tnﬁn+1 (1— o) 7’b01—0

a0
o que implica que 7, = ”7+1, n=1,2,...,N.
1t O‘n+1 .
Usando ainda os resultados do Teorema 4.3 para x # 0, obtemos 7, =1 — PO
1~ CHo
Por (4.14), temos que
[Tnfl /8:7{)0 - (1 - Tnfl)ago} (1 - Tn) = KTp-1,
: : Yo Yoy o o _ :
o que implica em |7,—1 (Brn° + an’) — | (1 = 7,) = K Tp—1. Assim,
1 K Tn—1
—Tp = .
Tt (BR° + ai®) —
Logo, 7n =1 — M Tn-1 n=23,... N. m

Tn—1 (Bno + a%()) - 04714]0 ’

Do Teorema 4.2, temos que 0 < 7, < 1, n > 1 se kK < ag. Entretanto, usando os resultados
do Algoritmo 4.3.2, podemos observar que

wo wo
n—l—l n+1

5 1+O‘n+1 5 1+0‘n+1 K

<tTh<l, m>1 se 0<k<ag.

De fato, como 0 < 7, < 1, segue de (4.17) que

HTn 1

0<
Tn—1 ( °+ 047/)0) — a%o

<1, n=23,...,N.

Entao,

KTpo1 < (B0 + )Tt — ol

ou, ainda,

(BYO + ¥ — k)T > a¥° >0, (4.19)

o que implica que 3;° + oy’ — Kk > 0, pois 7,1 > 0.
Portanto, de (4.19), para k > 0 temos que

a%o a}fo

1>7,1>

> n=23,.. N.
BYY +ak® — k YO 4 ke
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Substituindo n por n 4+ 1 nas desigualdades anteriores, obtemos

1110 d)o
1>7, > i1 > Int1 , n=1,2,...,N -1,
) ()
Buy1+ pig — K 5 1+04n+1

se 0 < k < aqag.
Conhecendo-se os coeficientes {o/’b0 N, e {Bwo N_| e o coeficiente de conexdo Ty, podemos
gerar os zeros do polinémio B}{}l. De fato, de (4.7) e da relacao de recorréncia de trés termos

para B temos que

BY(2) = (1=mw)BY(2) + 7y 2 By, (2)

= (1—1v) [(z — BB (2) — ol 2 B}@O_Q(z)} + vz BY ()
= BY() (1= ) (z = BR) + 7w 2| = (1= 7w)aly 2 BY5(2)
= 2= Q-8 BRL () — (1= a2 BY,(2)

= (2 BB (2) —aW 2 BY ,(2),

Ondeﬁ~ —(1—7'N)BN ea}l\};):(l—TN) o,

Usando o Teorema 1.19, podemos ver que os zeros de B}Z\? sao os autovalores da matriz

A a8y L ke HBR, AW AR, B

of AT ARl AR *f’°+ﬂ LAY

v &Y 3

H1/10(K)_ 0 az” aN 1+B 0+ﬁ N
N - .

0 0 o al a+ By, B

0 0 0 ay B

Exemplo 4.3.1. Em [20] Pastro considerou os polinémios ortogonais de Laurent associados a
distribuicao log-normal. Vamos considerar, neste exemplo, os polindomios L-ortogonais BY' com

respeito a medida forte di; dada pela distribui¢do log-normal deslocada (modificada)

1
2w/T

definida em [a, b] = [0, 0], com w € C uma constante. Dos resultados de Pastro [20] e, também,

dipy () = o1~/ w)P g,

de resultados dados em Common e McCabe [11] e Cooper, Jones e Thron [12], os polinbmios
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L-ortogonais BY" relacionados a di1 sao dados explicitamente por

n
B:fl — Z(il)rq—r(n—r) n qr/QZn—r’ n>1,

r=0 T
q

ou através da relacao de recorréncia de trés termos

B)i(2) = (= ¢"*)B(z) = ¢ (¢ " = D)2 By (), n > 1,
¥ . 2 n - . . .
com B{'(z) =z — ¢/2. Aqui, g =e 2" ¢ sao os coeficientes g-binomiais dados por
r
q
n .
S i1 VL
” (¢ 0)r (¢ Dn—r
q
onde
1, sen =0,
(@;0)n=<{ 1—a)1—aq)---(1—ag" "), sen=1,2,...,

[(1—ag )1 —ag?)---(1— aq")]_1 , sen=—1,-2,....
Para mais detalhes veja [15].
Podemos usar o Algoritmo 4.3.1 para obter os coeficientes Bﬁf’ Oe aﬁo associados aos polinomios

L-ortogonais, BY° | relacionados & medida dio(z) dada por

dipg(z) = 271 e_[l“(z)/@w)]Q(z —K)dz

em [ag, bp] = [0, 00|, onde x < 0.
Temos que B:fjrl =q¢'/?e agjrl = ¢!/2 (g™ —1). Dai, pelo Algoritmo 4.3.1,
Trn—1 Tn—1 1/2, — L—Tno1 159
= :n agh:%q/ (¢"—=1),n=2 e /3}f°=ﬁq/,n21,
em que
o ¢ (g = 1)1 —T1) 4P =) (A=)
g2+ 2 (g = D) (1= Ty) — K @2g (1 —71) — K
Logo,

¢ 2q " (l=m1) =k —q¢" (" =11 —71)
¢"2q T (1—11) — K
0V2(1 7 )lg" g 41—k
¢/2q (1= To1) — &
q'/2 (1—=7p—1)— K

- b n Z 17
¢"2qm (1 —1po1) — &

1—-7, =

com 715 = 0.
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Exemplo 4.3.2. Dados a > 0e 8 > 0, sejam a = (Va+ B8 —a)?2 e b= (Va+ 3+ ).

Para A > 0, consideramos a medida di); em [a, b] dada por
dip1(2) = ¢ 2 (b— 22 (z — )24z,

onde a constante positiva ¢ pode ser arbitrariamente escolhida do ponto de vista dos polinémios
L-ortogonais associados. Mas, se a escolhemos igual a [f; Ao —2)MV2(z — )MV 2dz _1,
entao p,' = 1.

No artigo [22], o autor demonstrou que os polinémios L-ortogonais BY' associados a esta

medida tém como coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos

1
v _ Wi () _ nn+2X—1) > 1

Suponhamos que ol =2
Podemos usar o Algoritmo 4.3.1 para obter os coeficientes B;{’ 0 ek associados aos polinémios

L-ortogonais B}fo com respeito a medida diygy dada por

dipo(z) = c2* (b— 2 V2(z — )MV |2 — k| dz

em [ag, by] = [a, b], onde k é uma constante real fora de (a,b). Temos que

_ Tn—1 (N _1—7'71

aﬁo = :_n aplia, n>2, 5%0 = ﬁﬂ, n>1,
)
a 1— 7

em que 7, satisfaz 7, = 7(1;;1( n-1) . Logo,

BH+aay ) —=Th1)—kK

1—7 1) —
1—m = B =Ty) =5 n>1,

B+aal) )1 =70 1) =k
com 75 = 0.

Existem casos especiais onde os 7, podem ser dados explicitamente. Quando Kk =0 e A > 0,

obtemos
aaW
L
B ta an—‘rl
e quando K = —f e A = 0, considerando a expansao em fragao continua de (1 — 7,)(8 + «) /8

(veja [18], pag. 194), obtemos

a8 (e TEaBr T (- VIka/B Tt
"VTva/B A+ 1ta/B)r -1 —\1+a/f)r T
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Exemplo 4.3.3. Dados o > 0 e 8 > 0, sejam ag = (va+ B — a)? e bg = (vVa+ B+ a)?.

Para A > 0, consideremos a medida diy em [ag, by] dada por
dipo(2) = 2* (bg — 2) " Y2(z — ag) " /?dz. (4.20)

Os coeficientes da relagdao de recorréncia de trés termos dos polinémios L-ortogonais B}fo

associados a dig sao dados por

Yo
bn® =B, a “n+1 (n+XNn+Ar—-1) "=

onde aéo) = 2.
Podemos usar o Algoritmo 4.3.2 para obter os coeficientes ﬁ e ! associados aos polindémios

L-ortogonais, BY !, com respeito a medida diy dada por

z>‘(b0 _ Z))‘fl/Q(Z _ ao))\fl/2

Z—K

bo
[ ran = s+ oo an [ 1)

ag

dz, (4.21)

onde ¢(\, k, M) = [(M + 1) fbo(z — k)" L2M by — 2)2 2 (2 — ap)NV2dz] L. Além disso, M > 0
e (a,b) C (0,00) sao tais que, quando x < 0, entdo [a,b] = [ag,bp] e M = 0, e, quando k > 0,

entao
e [a,b] = [ag,bo] se M = 0;
e [a,b] é o menor intervalo contendo [ag, by] € k se M > 0.

Assim, temos

b1 KTl v Tntl (N 1
a21—7'15—1_ﬁ, aply = L nasEs n>1, /8%)1_71—%—1& n>1,
onde
K KTn
m=1-— e 7_n—ﬁ-lz]-_ 7n21
P A A
B — C()‘a K, M):U’OO [ﬁ + 0‘2421 Q]Tn - 0‘2421 «

Na préxima secao, estudaremos o comportamento dos coeficientes 7, e dos zeros dos polinémios

L-ortogonais B:f ! com relacao aos parametros < e M.
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4.4 Alguns resultados de monotonicidade

Dada uma medida positiva forte diyy cujo suporte é [ag, by] C [a,b], seja uma medida positiva
forte di; dada por (4.6) com ¢ = c(¢o; k, M). Sabemos que, os polinémios L-ortogonais BY e
BY* estdo relacionados por (4.7).
Os coeficientes desta relacao, 7,, que dependem de v, sao funcoes dos parametros « e M.
Consequentemente, também os polinémios B}f ! e seus zeros sao funcgoes de k e M.

Para a demonstracao dos teoremas a seguir, vamos precisar dos lemas a seguir.

fb df(-f,y) d’lﬁ

Lema 4.4. Seja ff f(z,y)d(x) convergente quando yy <y <2 e [, p
Y

(z) uniforme-

mente convergente em y1 <y < ys. Entao, em y1 <y < yo, temos

a )
[ twwiva) = [T dm)

Demonstragao: A prova deste lema para diy(z) = dx pode ser encontrada em Ferrar [14] e

Widder [25]. [ ]

Em [13], Dimitrov e Sri Ranga demonstraram o seguinte resultado.

Lema 4.5. Seja By (1;2), n = 0,1,... satisfazendo a propriedade (1.54) com respeito a dis-
tribuicao forte di)(t; z),
dyp(7;2) = w(T; 2)d(2),

onde w(T; z) € positiva e tém a primeira derivada continua, com respeito a T, para z € (a,b) e

T € (p,q). Suponha que a integral
b
/ 2 (B 2) /07 A (=), j = —m—nt 1y Ore =1 (4.22)

converge uniformemente em todo subconjunto compacto de (p,q). Se

Olnw(T;2)
or

¢ uma funcdo crescente(decrescente) de z, z € (a,b), entdo para todo r, 1 < r < mn, os zeros de

B, (75 2), &(7), € uma fungao crescente(decrescente) de T.
Teorema 4.4. Sejam 7,, n > 1, os coeficientes da relagao (4.7). Logo,
1. Se k > by, entao 1, é uma funcao estritamente decrescente de M, para n > 1;

2. Se 0 < Kk < ag, entdo T, € uma funcdo estritamente crescente de M, para n > 1;
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3. Se M >0 € tal que 6 = -1+ (M + l)ﬁf)o/bo > 0, entdo 1, € uma funcdo estritamente
decrescente de k, para todon > 1, quando k varia no intervalo [R(M),00), onde k(M) > by

satisfaz

_MBY +auBy — af + /(M B + 6Bl — af)? — 4Mow BBy

(M
R(M) 2601

4. Seja oy = -1+ (M + l)ﬂf}o/ao > 0. Se M > 0, entao 1, € uma fungdo estritamente
decrescente de k, para n > 1, quando k varia no intervalo (0, K(M)], onde 0 < k(M) < agp

satisfaz

CMBY  auBy — ol — /(M B+ oaBy — )2 — AN BY By

RM) 20\

Demonstragao: Suponha k > by. De (4.17), temos que

K Tn—1

, n> 2.
(B + i) 71 — ait®

T =1—

Tn—1

Supondo 7,1 uma funcao estritamente decrescente de M, entao iV < 0. Logo,
dTn—1 0 0 Yo 0 Yoy ATn—1
dr, Ty [(/Bn + an’)T-1(M) — an ] — kTp—1(M)(Bn” + an )W
Zn _ .
M (87 + al) 71 (M) — ]
o ATn—1
Kom’ —

= 5 <0.
(81 + a*)m 1 (M) = o]
Portanto, se 7,1 é uma funcao estritamente decrescente de M, entao 7, também é uma
funcao estritamente decrescente de M, para n > 2.

Resta mostrar que 71 é uma funcao estritamente decrescente de M, onde

1— il .
510 _C(l/JO;/‘% M) Noo
1

T =

Quando k > by, temos que c(¢o; Kk, M) = < 0. Assim,
(M +1) [2(z = v) "o (2)
d 1 bo ) !
TS V) J . — oK) .
dM C(¢0a R, ) (M + 1)2 |:/Va0 (Z ’{) d¢0(z) >0
Logo,
de(vo; ky M)
dTl -k dM

B < 0.
dM  (BY — ¢(4po; r, M) )2
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Portanto, 71 é uma fungao decrescente de M.
Analogamente, provamos que se 0 < k < ag, entao 7,, n > 1, é uma funcdo estritamente

crescente de M.

Para provar a parte 3, observemos, primeiramente, que, usando o Lema 4.4, temos

d (o 5, M) d 1
5 05 Ry =
drs de | (M +1) [2(z — &)~ 1dio(2)
d T b ,
L d RS
M+1 2
- [ffﬁ(z )~ tdnpo(z ]
1 bo 2
= M—I-l[/ao(Zﬁ )" tdipo(2) } (z — k) 2dig(2),  (4.23)
para k fora de (ag,bp). Como 7 =1 — segue que
- cwo; Ry M) g
! —2 wo de(to; K, M)
dr - 1&0 N Hgoc(wo; Ry M)} [_ ipo + Mg00(¢o; K, M) — o T ,
. dm
ou seja, —= < 0 para kK > by se, e somente se,
bo d
g(k) = *Bipo (%Z)O,fi M) — C(w(;/{’) <0 para k> bg.

Como, para k > by,

bo bo bo
/ (2 — 5)2dio(z) = / (s — 2)2dio(z) = / (5 — 2)" (s — =) 'dio(2)

ag ao ao

bo bo
< o [T = e [0 (),

Kk — bo — K Jao

entao, de (4.23),

bo -1
oo, M) < ! [/ (s — n)_ldwo(z)} (bo — K)~1 = —c(wbo; 1, M) (s — bp) "

Portanto,

g(r) < =BV + us (o ky M) — 1t (k — o)~ te(bo; Ky M)

st i ]

H—bo

bo
= B = T Wi kM), (4.24)
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para k > by. Assim, usando o Lema 4.1 com di)(z) = dipp(z), temos que

-1

1 bo 1 1 bo 1
cthomdt) = i |1 ane)] = - [ )

1 |sk=p 1
M+1 ,U’g)O Two(/ﬂ) '

-1

Voltando em (4.24), como, pelo Lema 4.1, T;/)O(m) < T%(k), obtemos

bo H—ﬁ%o 1 0 b() KR — 1/10 1
< =B+
M+1 k—by T% (k) M+1 k—b ']I‘;ﬂ()(,i)

g(x) < —BY + )
(2= B1°)(z—By"°)

(2= B1")(z = B5") — a3 2

Kk > by tais que g1(k) < 0. Observamos que

para Kk > by, onde ’]I‘g)o (z) =

Vamos, entao, analisar os valores de

S = e

M+1 k—b (5 — BL°)(k — B3°)
—BY° (M + 1) (k — bo) (5 — B5°) + bo(k — BY°)(k — B3°) — ay° Kby
(M +1)(rs — bo)(r — B5°)

= — bo
(M +1)(r — bo) (k — 53°)
Yo
x| (M4 1) 5 (= bo) s = 50) — (15 — BY) (ks — ;”%m’ﬁ%]-

Seja opr = —1+ (M + 1)5?"/60 > 0. Logo, devemos procurar os valores de k > by tais que
pa(k) = (G +1)(5 = bo) (5 = B5°) = (5 = B{")(5 = B3°) + 03" &
= Gm R4 (=M BY — G B° + al®)k + M BOBY > 0.
Esse é um polinémio de grau 2 com coeficiente de maior grau igual a 637 > 0 e é tal que
o $2(0) = (M + 1)B{" 55 — B1° 85" = MB{* 53" > 0,

e po(by) = —(bo — 1&0)(60 - ;/’O) + oz;bobo < 0, pois, por (4.3), vemos que

ofzpobo
Yo Yo <l
(bO_ 1 )(bO_ 2 )

0< al(bo) =

Além disso, para k suficientemente grande, temos pa(k) > 0, pois po tem grau par e seu
coeficiente de maior grau é positivo. Logo, ps possui sua maior raiz em &(M) > by que é dada

por

a2 M ouB — a4 V(MBI 4 63,800 — )2 — 4My B B0
K pry

26



Polinémios L-ortogonais associados a medidas relacionadas 106

e pa(k) > 0 para k > &(M).

Consequentemente, para k > (M), temos % < 0, isto é, 1 é uma funcao estritamente
decrescente de x quando x varia no intervalo [£(M), 00).

Usando, agora, (4.17), notamos que 7, é uma fungao estritamente decrescente de k, para
todo n > 1 e k variando no intervalo [#(M ), c0). De fato, por (4.17),

R Tn—1

(BL + al®) Ty —

T =1—

Logo,
Tn—1+ =t [( 0+ o) Tt — afo} — KTae1(BR° + afo)@
@ L " dk " " dk
de Yo ) L) 2
{( n + Qn )Tn—l — Qn :|
dr,—
(BY° 4+ af®)T2 | — 10 — mﬁo%‘? !
= — k_<0.

2
[( Y0 4 ) T — aﬁ“]

Isso completa a demonstracao da parte 3 do teorema.
A prova da parte 4 é andloga, desde que k varia no intervalo (0, ag), ou seja, devemos obter
dr
para quais valores de k tem-se d—l < 0 quando « € (0,ap). Como no caso anterior, mostra-se
K

que a resolugao do problema é feita encontrando-se os valores de k em (0, ag) tais que
pa(k) = (ar + 1) (5 — ao) (5 — B5°) — (k= BY*) (5 — B5°) + a3 & > 0.

Isso conclui a demonstragao do teorema. |

Para ¢ = 0,1, sejam z;ffr, r=1,2,...,n, os zeros do n-ésimo polindmio L-ortogonal B;f",
dados em ordem crescente. Claramente, os zﬁ}r, que dependem de dvg, também sao funcgoes de
ke M.

Vamos, agora, estudar as propriedades de monotonicidade de z}f}r com relagao aos parametros

k e M. Para isso, usamos o Lema 4.3 e o comportamento monotonico de 7, com respeito a k e

a M obtidos no Teorema 4.4.
Teorema 4.5. Sejam k(M) e i(M) como no Teorema 4.4. Logo,

1. se k > by, entao

o Y1 Yo — _ Yo Y1 .
Zpg < Zpp <Zp_1., r=1...n—1 e 239 <zph;
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2. se k < ag, entao

Yo — .
0<z,7<2,1, € zn_17r_1<z;1p}<zw° r=2,...,m;

n,r?’

3. se k > by, entdo z}f}r € uma funcdo estritamente crescente de M ;

4. se 0 < k < ag, entao zﬁf},« € uma fungdo estritamente decrescente de M ;

5. se M =0, entao z;’f} € uma funcdo estritamente decrescente de K ;

b . . , .
6. se M > -1+ %, entao z}f}r € uma fungao estritamente crescente de rk, quando k varia

1
no intervalo [R(M),00);

7. se M > 0, entdo z%’} € uma funcgdo estritamente crescente de k, quando k varia no intervalo

(0, &(M)] .

Demonstragao: Segue, do Teorema 4.2, que se k > by (k < ag), entdao 7, < 0 (0 < 7, < 1),
respectivamente. Dali, os itens 1 e 2 seguem diretamente do Lema 4.3.

Quando k > by (0 < K < ap), segue, do Teorema 4.4, que 7, é uma fungao estritamente
decrescente (crescente) de M. Mas, pelo item i) do Lema 4.3, temos que zﬁf}r ¢ uma funcao

estritamente decrescente de 7,,. Logo, z;f} ¢ uma funcao estritamente crescente (decrescente) de

M. De fato,

e Para k > by, considere M; < My, entao 7,(M1) > 7,(Ms). Como z%’}r é uma funcao

estritamente decrescente de 7, temos que z}f}r [Tn(M7)] < z}f}r [0 (M2)].

e Para 0 < k < ag, considerando novamente M; < My, entao 7,(M7) < 7,,(M2). Mas, z}f} é

uma funcao estritamente decrescente de 7, de onde segue que z}f} [Tn(M71)] > zﬁf}r [Tn (M2)].

Isto prova os itens 3 e 4 do teorema.

Analogamente ao que foi feito para os itens 3 e 4, para demonstrar os itens 6 e 7, observemos
que se M > (—1+ bg/ﬁipo) ou M > 0, entao, pelas partes 3 e 4 do Teorema 4.4, vemos que 7, é
uma funcao estritamente decrescente de £ quando x varia no intervalo [#(M ), 00) ou (0, &(M)].
Novamente, como, pelo item #i) do Lema 4.3, z;f}r é uma fungao estritamente decrescente de 7,,
o resultado segue.

Finalmente, a parte 5 segue como consequéncia do Lema 4.5. De fato, observe que, quando

M =0, de (4.6)

Cc

dip1(z) = dii(z;k,0) = dipo(2).

Z— K
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Dal,
Oln(c/(z—r)) 1

Ok z2—K’
que é uma fungao estritamente decrescente de z. Logo, pelo Lema 4.5, cada um dos zeros z;{’}?«

de BY(2) é uma funcio estritamente decrescente de . [ ]

Considerando a medida di; dada no Exemplo 4.3.3, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 4.1. Sejam dip;, i = 0,1, as medidas dadas respectivamente por (4.20) e (4.21).
Suponhamos z;/ffr, r=1,2,...,n, 08 zeros do n-ésimo polinomio L-ortogonal, B;Lpi, 1 = 0,1,

ordenados em ordem crescente.

1. Se k > by = (vVa+ B+ +/a)?, entdo

z}for < z}flr < z:fgu, r=1,....n—1 e z;fon < z}fln
2. Se k < ag=(vVa+ B —/a)?, entio
0< z;fll < sz’l, e z;fﬂl,r_l < z}f} < z;ff;, r=2,...,m.

3. Se k > by, entao z}f}r € uma funcgdo estritamente crescente de M .

4. Se 0 < k < ag, entdo z;f}r € uma funcdo estritamente decrescente de M .
5. Se M =0, entdo z;f} € uma funcdo estritamente decrescente de k .

b N . . :
6. Se M > -1+ EO, entao z%}}r € uma fungao estritamente crescente de Kk, quando Kk varia no

intervalo [R(M),00) .

7. Se M > 0, entdo z}f}r € uma funcdo estritamente crescente de k, quando k varia no

intervalo (0, &(M)].

Aqui,
2(M) = M+6p—20+N)"ta/B+ /(M +6p —2(1+N)"1a/B)2 —4Méy
A= 2611/ ’
oy~ Mo — 201+ N ta/B— /(M + 6y —2(1+ N)ta/B)2 — 4Moy
K’( )_ 25‘M/5 ’

com oy =—14+ (M +1)B/by e 6ar = =1+ (M +1)5/ap.



Consideracoes finais

Como consideracoes finais, faremos um breve resumo do que foi estudado por nds neste trabalho.
Em primeiro lugar, estudamos as propriedades de duas sequéncias de polinémios, {PT?O }C e
{P,‘{5 1109 ), ortogonais com relacao, respectivamente, as medidas d¢g e d¢;, relacionadas entre
si. Em seguida, passamos ao estudo das propriedades de duas sequéncias de polinomios L-
ortogonais, {B;fo}flozo e {B}fl 1>, quando as medidas associadas, diy e di);, estdao também

relacionadas.

Para os polindmios ortogonais, estudamos dois casos:

e Caso 1: quando as medidas sdo simétricas
Consideramos d¢g e d¢; duas distribuigoes simétricas definidas em [—b,b], b > 0, rela-

cionadas por

C
(@) = T3

com ¢ € R tal que 1 + ¢2? ndo muda de sinal em (—b,b) e a constante ¢ é tal que

dgo(z), (4.25)

(1 + qa2)/c é ndo negativa em (—b,b). Expressando P¢'(z) como combinacdo linear de
{P,f }i_, obtemos a seguinte relagao entre as duas sequéncias de polinémios ortogonais

(PO} g e {PP )y

qpi

PY1(z) = PP (z) + dpz PPy(z), com dy_o= e
n—2

,n>2. (4.26)

A partir da relagao para d, em (4.26) e, em seguida, usando (1.10) em conjunto com a
relagao entre {P,ﬁf‘)} e {Pff '}, vérias relacoes entre os coeficientes de conexao d,, e os das

relagoes de recorréncia puderam ser obtidas, tais como:

dut_0fls o o
(i) 4 = oo’ (1) dp—1—dn—g =% — 0y,
¢1 . ¢1 1
astasta
parnZQ,ondedozq 3 ¢20 1 —ag’o—afl,
aq
(7i7) (agl - do)offo = ozg:la(fl, (iv) (afl - dl)afo = aflagl,
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consequentemente,
(vi) (agﬁlﬂ - dgn,g)afgfl .. agoa‘fo = alphag?lﬂozg;hl .. aglafl, n>1,
(vit) (agrllJrQ - dgn_l)a(gg e afoago = ag)TlHQag)TlL . .aflagl, n > 1.

Definindo a sequéncia de ntimeros reais {£,}7°, tais que

$1 91
2
=1, (—1)=20f", (h—1)="2"1
o 0
1
€
ot )
(lny1—1) = n(;; (ln—1 — 1), n =2,
(870

obtém-se que os elementos desta sequéncia se relacionam com os coeficientes da relacao de

recorréncia para P e P ' n >0, e com os coeficientes d,, (veja os Teoremas 2.3 e 2.4).

Como exemplo, esses resultados foram aplicados no estudo de polinémios ortogonais
de Sobolev associados a medidas simétricas como os de Gegenbauer e Hermite. Ainda,
através do Teorema 2.4, é possivel mostrar que, conhecendo-se a sequéncia de coeficientes
{aft 1o odemos gerar a sequéncia de coeficientes {a?’,}°°, e vice-versa (veja Teo-

n+1Sn=1 P g q n+1JSn=1 d

rema 2.5).
Como exemplo do Teorema 2.5, resultados explicitos para os polindomios de Gegenbauer e

Hermite foram estudados.

e Caso 2: quando as medidas nao sao simétricas
O mesmo estudo foi feito agora considerando d¢gy e d¢p; duas medidas positivas em [a, ],

—o00 < a < b < 00, relacionadas por

(z — q) do1(x) = cdpo(z), (4.27)

com ¢ e ¢ constantes reais, ¢ # 0, tais que (x — ¢q)/c > 0 para x € (a,b).

Assim, também é possivel expressar Pg! (x) como combinagao linear de {P,Z) g, ob-

tendo a seguinte relacao entre as duas sequéncias de polinomios ortogonais {Pff5 °}e {P;f’ '}

P91(z) = P2 (x) 4 by Pfﬂl(:z:), com b, 1=——,n>1 (4.28)
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A partir da relacao para b, em (4.28) e, em seguida, usando (1.10) em conjunto com a
relacio entre {PJ°} e {PJ'}, vérias relacoes entre os coeficientes de conexdo by, e os das

relagoes de recorréncia podem ser obtidas, tais como:

¢1
) bn an e
(3) bo1 a¢:2’ (id) by = b1 = B350 — Brhas (i) (Bihy = B0)ba—1 = apy — aply
n- n+1

para n > 1, onde by = 37° — B' = agl/(ﬁll —q).

Usando esses resultados, chega-se as seguintes relacoes de recorréncia para gerarmos os

coeficientes b,:

a¢>1 ¢0
bn = nt2 ou bn - ﬁnJrl - bn+1a n>1.
_Q'%ﬁ%+1 nfl n—1

Como exemplo, esses resultados foram aplicados para obter informacgoes sobre polinémios
ortogonais de Sobolev associados a medidas nao-simétricas, como, por exemplo, Jacobi e

Laguerre.

Agora, para os polindémios L-ortogonais, estudamos a conexdo entre duas sequéncias de
polinémios {Bwo} > g€ {Bw ° , associadas a duas medidas positivas fortes di)y e di); definidas

em [a,b] C [0, 0] e relacionadas por
(2 — k) dy(z) = cdipo(2), (4.29)

"> 0em (a,b).

~ P e . z—
onde a constante nao-nula c é arbitraria desde que satisfaca

Para realizarmos esses estudo, consideramos o polinémio monico
Qn(32) = (1 = 7) qn(2) + 7 2 qn—1(2),

em que gn(z) =[[;;(z — xi) e gn—1(2) = [[;=1(2 — ¥i), para n > 2, cujos zeros se entrelagam.
Mostramos que @, (7;2) tém n zeros positivos, &.(7), 7 = 1,...,n, que se entrelagam com
os zeros de ¢,—1(z) e cada &.(7) é uma fungao estritamente decrescente de 7. Estudamos a
monotonocidade dos zeros de Q,(7; z) em relacao a 7.
Vamos, agora, expressar (4.29) de uma maneira mais geral, ou seja, considere 0 < ag < by <
00, dipg e dip; duas medidas cujos suportes estao em [ag, bg] e em [a, b] 2 [ag, bo|, respectivamente,

tais que

bo
[ rrane = M e [0t ant), (4.30

0

para todo polinémio L-ortogonal f, com k € (—o0, ag] U [bg, 00).
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linearmente in-

V1 S A i o= Yo
Expressando By' como combinacao linear da sequéncia {z Qj (z)}7 =05

dependente, obtemos a seguinte relagao entre as duas sequéncias de polindomios L-ortogonais

{BR'Yozg e {Bi' 1o

BV (2) = (1 — 1) BY(2) + 7, 2 BY° | (2), n > 1, (4.31)
0.101
onde 7, = ¢! won’n , n > 1. Aqui, O'nm = f "‘””Bwl (z)dyi(z), 1=0,1.
Un—l,n—l

De (4.31) e (1.57) é possivel obter relagoes entre os coeficientes de conexao 7, e os das relagoes

de recorréncia para BY° e BY !, tais como

(1)) Tna10l0) = malty, (i) (1—Turn)Be% = (1 — )80, n>1,

onde Ty cpy’ = ugbl o' e (1—7)BY = BY'. Usando esses resultados, chegamos as seguintes

propriedades invariantes,

1—T+1 1—7'_1
mfi = (L= m)ags, | = = [rB = (L= m)ajt, | —= =,
n n

paran > 1, com 179 = 0. Além disso,

(0)

1

[ 1110 —c(()l)] (1—-71)=k.
Ho

Como consequéncia imediata desses resultados, obtém-se algoritmos para geragao numérica
dos pares de coeficientes {ah°, B4°} a partir de {a', B4} e vice-versa. Estudamos trés exemplos
onde esses algoritmos foram aplicados.

Vimos, também, alguns resultados de monotonocidade, onde foi estudado o comportamento

dos coeficientes 7, e dos zeros dos polinémios L-ortogonais BY' com relagao aos parametros k e

M.
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