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Resumo

O presente trabalho visa um estudo de estabilidade, através de equacoes
modelo para que, futuramente, possam ser realizadas extensoes e aplicados
testes diretamente as equacoes de Navier-Stokes acopladas de um modelo vis-
coeldstico. Aqui, entretanto, vamos nos restringir a uma situacao altamente
complicada presente neste tipo de problema que esta atrelada a viscoelastici-
dade do fluido, sintetizada, via de regra, pelo nimero de Weissenberg (We).
Dessa forma, a pesquisa visa o estudo da estabilidade, envolvendo a técnica
LCR em uma equacao de transporte modelo. Isso possibilitard delinear os
impactos da formulacao EVSS em termos de estabilidade na solu¢ao numérica
da equagao do momento em Navier-Stokes quando LCR é ou nao empregado.

Palavras-Chave: Termo Fonte. Numero de Weissenberg.
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Abstract

This work focuses on a stability study, using model equations, so that fu-
ture extensions can be made, as well as testes can be applied directly to
the coupled Navier-Stokes equation of a viscoelastic model. Here, however,
we restrict ourselves to a highly complicated situation present in this type of
problem that is tied to viscoelastic fluid, synthesized as a rule, by the number
of Weissenberg (We). Thus, the research aims to a stability study, involving
LCR in an transport equation model. This will allow to outline the impact
of the EVSS formulation in terms of stability in the numerical solution of the
momentum equation in the Navier-Stokes when LCR is used or not.

Keywords: Font Term. Number of Weissenberg.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Atualmente, o estudo de escoamentos incompressiveis tem se dado com
sucesso gracgas ao desenvolvimento tecnologico. Parte muito 1til neste desen-
volvimento sao as simulagoes numéricas para o escoamento de fluidos. No
estudo dos escoamentos de fluidos incompressiveis, a modelagem matemética
das leis de conservacao é bem estabelecida pelas equacoes de Navier-Stokes
e de conservacao de massa, que podem ser escritas em forma adimensional
respectivamente por

ou 1
E‘FV'(UU)—V'O’—FWg, (11)
7 u=0, (1.2)

onde t é o tempo, u € o vetor campo de velocidade, g é o campo gravitacional,

sendo
o=1—pl (1.3)

o tensor tensao total, 7 o tensor tensao extra, p a pressao e I o tensor iden-
tidade. Para um fluido newtoniano,

1

=5 [(vu) + (V)] (1.4)
e a equagao (1.1) se torna
ou 1 1
—tv- = - = e 1.
5 TV (uu) = -yt o viut e (1.5)
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Os parametros adimensionais Re = LU /v e Fr = U/+/gL correspondem
aos numeros de Reynolds e de Froude, em que L e U sao, respectivamente,
as escalas caracteristicas de comprimento e de velocidade, e v é o coeficiente
de viscosidade cinematica molecular do fluido. Para fluidos ndo newtoniano,
utilizando a formulagao EVSS (elastic-viscous split stress) [14,25], supomos
que o tensor tensao extra é dado pela soma de duas parcelas: a primeira re-
presentando a contribui¢ao newtoniana (viscosa) e, a segunda, a contribuigao
nao-newtoniana (eldstica). Assim,

2p
T = R€D+T, (1.6)
com 8 € ]0,1[ um parametro adimensional, onde 7" ¢é definido pela equagao
constitutiva do fluido. Tal equacao, tanto para os modelos mais antigos
na literatura [4], como os da familia Oldroyd-B, Maxwel, PTT e XPP, entre
outros, sao dados, invariavelmente por uma equacao de transporte, de carater
hiperbdlico e com a presenca de um termo fonte.

Nas ultimas décadas muito esforco tem sido dirigido na obtencao de
solucoes numéricas de escoamentos de fluidos viscosos incompressiveis. Uma
dificuldade adicional aparece se esses escoamentos envolvem superficies livres,
pois a presenca desses contornos envolve problemas como: a prépria con-
figuracao da superficie livre deve ser determinada a cada passo no tempo e
o movimento da superficie livre é geralmente influenciado por fenomenos in-
terfaciais. Apesar desses inconvenientes existem varios métodos disponiveis
na literatura especializada para se resolver a classe dos problemas com su-
perficies livres. O GENSMAC [28] baseado no método “Marker-And-Cell”
(MAC) [12] tem sido usado, reconhecido [10], [6] e melhorado para altos
valores de Reynolds [9].

Outra melhoria foi a utilizacao de métodos implicitos para diminuir o
nimero de ciclos computacionais exigidos por métodos explicitos [21]. O valor
de t se torna muito restrito devido a condigao de estabilidade imposta pelos
métodos explicitos, que envolvem o nimero de Reynolds e o espacamento da
malha. Conforme [21], as formulagoes implicitas possibilitaram aumentar o
tamanho do passo temporal em até 500000 vezes em relacao ao do método
explicito sem o aparecimento de instabilidades.

No contexto desta formulacao implicita alguns trabalhos sao bastantes
relevantes, como [18] e [22], onde se pode encontrar estudos de estabilidade
usando o método matricial, analisando a influéncia das condigoes de contorno
rigido empregadas em (1.5).
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Paralelamente a estes estudos de estabilidade, expansoes desta formulagao
implicita a escoamentos viscoelasticos foram realizadas. Entre elas, pode-se
citar [19], onde foi usado o modelo Oldroyd-B. Temos também contribuigoes
importantes em [16] e [20].

Estudos de estabilidade sao sempre importantes, pois no caso em que
o problema analisado é do tipo transiente, o conceito de estabilidade pode
ser visto como uma garantia que a solucao numérica é limitada. Ou seja,
o estudo da estabilidade de esquemas numéricos tem como principal funcao
apresentar qual a influéncia, ou mesmo qual o limite, do passo temporal na
simulagao.

Mais recentemente, por via da Representacao por Conformacao Logaritmi-
ca (Log Conformation Representation - LRC) um novo impulso foi dado [1,
7] em diregao ao melhor entendimento do HWNP [11, 28].

A possibilidade de se estudar a estabilidade de métodos LCR em equagoes
modelo, de forma a considerar todas as associagoes acima comentadas, se
mostrou interessante na pesquisa durante este ano de trabalho.

1.2 Justificativa e Relevancia do Tema

Apesar de sua relevancia, um estudo fundamental ainda nao foi reali-
zado, que consiste na andlise tedrica da condicao de estabilidade numérica
dos métodos para as equacoes de Navier-Stokes, sem desprezar as eventu-
ais condicoes de contorno, quando adaptadas para resolver um escoamento
viscoelastico. Portanto, o presente trabalho pretende iniciar um estudo de
estabilidade, através de equacoes modelo, para que, futuramente, possam ser
realizados extensoes e testes aplicados diretamente as equacgoes de Navier-
Stokes acopladas de um modelo viscoelastico.

Existem varios critérios para o estudo da estabilidade de um método
numérico: método de perturbacao discreta, critério de von Neumann, critério
da matriz e método de Hirt ou método da equacao modificada melhorada des-
crito por [13], entre outros. Estes critérios foram amplamente aplicados pela
comunidade cientifica (como em [15,26,27,29] e outros), sobre as equagoes
diferenciais parciais quando estas sao resolvidas numericamente.

Aqui, entretanto, vamos nos restringir a uma situacao altamente com-
plicada presente no tipo de problema delineado na segao anterior, que esta
atrelado a viscoelasticidade do fluido, sintetizada, via de regra, pelo nimero

de Weissenberg (We).
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Simplificadamente, quanto maior We, mais intensas as interacoes de na-
tureza elastica e mais decisiva no escoamento a contribuicao dos termos fontes
que aparecem tanto na equacao de Navier-Stokes como na propria equacao
constitutiva do fluido. No entanto, métodos classicos comumente emprega-
dos, que insistem em resolver (1.5) de forma andloga a (1.1) esbarram em
restricoes de estabilidade na magnitude de We, sobre as quais muito se dis-
cute a causa: se sao restricoes de natureza numérica ou intrinseca ao préprio
modelo viscoelastico. Tal situacao tem incomodado e despertado o interesse
de diversos pesquisadores nas ultimas décadas, constituindo o chamado High
Weissenberg Number Problem (HWNP), [1,7,11,28].

Recentemente, o mecanismo de formagao deste problema parece ter sido
desvendado em [7], apontando para uma causa de natureza numérica. Efe-
tivamente, neste trabalho pode-se constatar que, da mesma forma que a
solug¢ao numérica de uma equacao de conveccao hiperbdlica exige o respeito
a condicao CFL para o correto balanco da conveccao, a solucao da mesma
equacao com a adi¢ao de um termo fonte exige um tratamento mais rebuscado
que o comum realizado na literatura, sob pena de imprimir as conhecidas res-
trigoes em valores moderados e altos de We. Com efeito, a solu¢gao numérica
desta tultima precisa levar em consideracao o balanco entre os termos de na-
tureza convectiva nao-linear (que gera o carater hiperbdlico) e o termo fonte
eldstico (que introduz uma caracteristica stiff na equagao diferencial parcial).

Tal situagdo pode ser resolvida, conforme [7], através de uma mudanca
de variavel na equacao diferencial parcial, caracterizando a chamada repre-
sentacado por conformacao logaritmica da equacdo diferencial parcial (do
inglés log-conformation repre- sentation ou, da sigla, LCR). Ainda segundo
este trabalho, a versao LCR da equagao diferencial parcial juntamente com
técnicas numéricas convenientes conseguem eliminar as restrigoes de estabi-
lidade impostas pelo HWNP.

Recentemente, em (23], foi possivel realizar diversos testes numéricos
utilizando uma equagao de convecgao linear com termo fonte. Os resultados
foram muito promissores, pois, além de permitir um melhor entendimento
da questao, foi marcante a imensa superioridade da solu¢ao numérica obtida
com a versao LCR para a equacao modelo empregada. Portanto, isto mo-
tivou fortemente que outros estudos numéricos e, principalmente de estabili-
dade, fossem realizados, tentando, ao final, gerar extensoes que possam ser
aplicaveis diretamente as equacoes de Navier-Stokes.

Dessa forma, o tema deste trabalho esta relacionado ao estudo de esta-
bilidade, envolvendo a técnica LCR em uma equacao de transporte modelo



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

da forma 5 0 [F ()] o
u u u
bl = Th 1.7
ot * ox ©0x? VI (17)
onde F' = F(u) é uma fungao de fluxo e T = T(We,u) é o termo fonte,
definido pela equacao constitutiva do fluido

or  oT

— — =BT 1.8

o T or ! (18)
onde B = (b(x) — ), u ¢ a velocidade de convecgao e We é o nimero de

Weissenberg. Assim, além da influéncia do termo fonte na solugdo numérica
de uma proto-equagao constitutiva (que pode ser obtida fazendo ¢ = 0 em

(1.7)), temos interesse em analisar casos onde ¢ = —, Re > 0. Futuramente,

e
isso possibilitara delinear os impactos da formulacao EVSS em termos de
estabilidade na solu¢ao numérica da equagao do momento em Navier-Stokes
quando a formulacao LCR é ou nao empregada.

'Equacio obtida por meio da formulacio EVSS na equagiao de Navier-Stokes (1.1)
supondo que o tensor tensao extra é dado pela soma de duas parcelas, como em (1.6).



Capitulo 2

Leis de Conservacao
Hiperbodlicas

2.1 Sistema Hiperbdlico

Um sistema hiperbdlico de leis de conservacao é um sistema de EDPs
hiperbdlicas que apresentam uma estrutura tipica e cuja funcao incégnita
depende do tempo.

No caso de um espaco unidimensional, a estrutura citada acima ¢é a
seguinte:
w + [Fw)], =0, (2.1)

onde u : R x Ry — R™, m € N* é um vetor que armazena as quantidades
conservadas ou varidveis de estado. Além disso, u = u(x,t), onde x é a
variavel espacial e t é a varidvel temporal. Quando m = 1, ou seja, quando
u: R xR, — R, dizemos que trata-se do caso escalar.

A interpretacao mais adequada para u é que uj, com j = 1,2,...,m, é
a funcao densidade para a j-ésima variavel de estado, o que significa que a
quantidade total de u; em [z7, x2] é dada por

/m w;(, t)dz. (2.2)

O termo conservacdo é usado no sentido de que as varidaveis de estado
. X .
se conservam com o passar do tempo, ou seja, fxf w;(z,t)dx, com j =
1,2,...,m, é constante com relacao a t.
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Desse modo, as funcoes componentes u; de u representam a distribuicao
espacial da j-ésima variavel de estado no tempo, mudando de acordo com o
passar do tempo. Assim, conhecendo o valor de u(x,t) é possivel determinar
a taxa de escoamento (ou fluxo) de cada varidvel de estado em (z,t).

A fungao fluxo f(u), presente em (2.1), é dada por

fiR™ 5 R™, (2.3)

Observemos que a j-ésima componente dessa fungao é indicada por f;(u),
a qual esta presente na j-ésima equacao do sistema. Também podemos obser-
var que a fungao (2.1) nao sera necessariamente linear e, portanto, o fato dela
ser hiperbdlica significa que, para cada valor u da matriz jacobiana f’(u), os
autovalores de f’(u) sdo todos reais e o conjunto de autovetores associados é
linearmente independente, o que garante a diagonalizagdo da matriz f'(u).

Observacao 1. Para especificar-mos uma solugao particular em uma EDP
(ou sistema de EDPs), devemos muni-la de condi¢oes auziliares.

Um caso particular desta situagao é o problema de Riemann, que se obtém
munindo a lei de conservacao de uma condigao inicial especial:

Ue, se T < 0

Ug, se x >0’ (2.4)

ulz.0) = wofe) = {
onde u, e ug sao duas constantes pertencentes a R”. Este problema é muito
usado no desenvolvimento e teste de métodos numéricos.
No caso de um espaco bidimensional, a forma tipica de um sistema de
leis de conservacao sera

ue+ [f(w)]e + [g(u)]y =0, (2.5)
onde u: R? x Ry — R™ u=u((z,y),t) = u(z,y,t) e duas fungoes fluxos:

f:R™ = R" e g:R™—R™ (2.6)
u = f(u) u = g(u)

Teremos a hiperbolicidade desse sistema quando qualquer combinagao
linear af’(u)+ B¢’ (u) apresentar autovalores reais e um conjunto linearmente
independente de autovetores associados. E evidente a generalizagao para
outras dimensoes.
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Pela estrutura de uma lei de conservacao, fica claro que funcoes fluxo
possivelmente sao fungoes nao-lineares de u. Assim, poderemos ter equagoes
sistemas de EDPs nao-lineares.

A seguir, estudaremos as leis de conservagao separadamente, buscando
desenvolver procedimentos numéricos especificos para essa classe de equacoes,
ou seja, nao utilizaremos métodos comuns a problemas nao-lineares para esta
classe de problemas. Ha varios motivos para isso; um deles é o seguinte:

e Em sistemas hiperbdlicos de leis de conservagao temos a formacao
e propagacao de singularidades na solugao, mesmo em situagoes em
que os dados iniciais sao suaves. Assim, métodos para trabalhar com
solugoes suaves poderao trazer efeitos desastrosos ao se depararem com
descontinuidades que podem se apresentar.

Olhando para o problema mencionado acima, teremos por consequéncia
que, quando a solugao de uma lei de conservagao hiperbdlica apresentar des-
continuidades, tal solucao nao iré satisfazer a EDP em seu sentido classico®.
Assim, torna-se necessario construirmos uma lei de conservacao hiperbdlica
a partir de principios fisicos para conseguirmos especificar o significado ade-
quado da solugao nesse contexto de leis de conservagao.

Na préxima segao iremos construir tal lei de conservacao. Primeira-
mente, conseguiremos equagoes envolvendo integrais (formas integrais da lei
de conservagao) e, posteriormente, supondo que esta seja suave, obteremos
a equacao diferencial (forma diferencial da lei de conservagao). Desse modo,
como construiremos uma lei de conservagao a partir de principios fisicos e
consideraremos que as formas integrais desta lei sejam suaves, poderemos ter
a ampliacao da classe de possiveis solugoes.

Devera ficar claro que, quanto a solucao de uma lei de conservacao, as
formas integrais sao validas até mesmo para solucgoes descontinuas, porém nao
trabalharemos diretamente com elas pelo fato das tais nos submeter a maiores
dificuldades. Assim, uma possibilidade mais interessante sera trabalharmos
com a forma fraca da equacao diferencial que, além de também envolver
integrais e possibilitar solugoes descontinuas, ¢ muito mais conveniente que as
formas integrais originais. Além disso, a forma fraca da equagao diferencial é
muito 1til no desenvolvimento e anélise de métodos numéricos. A forma fraca
consiste em eliminar qualquer exigéncia de suavidade a ser satisfeita pela

Isso se deve ao fato de derivadas cldssicas ndo estarem definidas para funcdes des-
continuas.
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solucao da lei de conservacao. Seu arquétipo ¢é transferir a responsabilidade
das derivadas para um tipo especial de funcao.

Uma solucao que satisfazer a forma fraca da lei de conservacao sera
chamada de solucao fraca. Vale observar que podera existir mais de uma
solucao fraca para a lei de conservagao munida de uma mesma condigao ini-
cial, o que nao nos é satisfatério, pois, como nossa lei de conservacao modela
um problema real, somente uma solucao serda adequada. Assim, surge a ne-
cessidade de sabermos escolher a solucao fraca fisicamente correta. Para isso,
podemos recorrer ao seguinte método:

e Método do anulamento viscoso: consiste em inserir um termo re-
presentando viscosidade na equagao diferencial, com o objetivo de obter
uma nova equacao com solucao suave. Apéds isto, toma-se a solucao
fraca adequada como sendo o limite das solucoes suaves quando se faz
o coeficiente do termo viscoso tender a zero.

Porém, além deste método ser de grande importancia tedrica, ele se
mostra inconveniente, devido ao fato de termos que recorrer a viscosidade
na equagao de nosso modelo, que é o que desejavamos evitar.

Apesar do método do anulamento viscoso causar grandes dificuldades, a
solucao fraca obtida através deste método é a fisicamente correta. A fim
de evitarmos as dificuldades causadas por este método, podemos recorrer as
condigoes de entropia [8], que sdo impostas a possivel solugao fraca, possi-
bilitando que a solugdo fraca fisicamente correta (solugcdo entropica) seja
identificada.

Assim, tendo nocao de solucao fraca e de apropriadas condi¢oes de en-
tropia, conseguimos definir matematicamente uma tnica solucao fisicamente
correta (a mesma que pode ser obtida pelo método do anulamento viscoso)
para uma lei de conservacao hiperbélica.

2.2 Geracao das Leis de Conservacao

Nesta sec¢ao, ilustraremos a construcao de uma lei de conservagao. Mos-
traremos as formulagoes integrais e como alcangar a forma diferencial para a
lei de conservacao. Para isso, apresentaremos uma espécie de receita geral.

Como justificativa do que faremos, temos:
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1. A formulacao dessas equagoes é baseada em principios fisicos de con-
servagao, os quais geralmente envolvem integrais quando sao traduzidos
para a linguagem matematica.

2. Formulacoes com integrais exigirao menos suavidade da solucao e, as-
sim, poderemos admitir solugoes descontinuas.

Consideremos um espago unidimensional em que a solugao u = u(z,t) é a
quantidade conservada. Vamos escolher como volume de controle o conjunto
V = [x1, 22| X [t1, t2]. Temos que a quantidade total de u em [x7, 23] no tempo
t € [t1,t2] sera dada por

/w w(, t)da. (2.7)

Sendo f(u(z,t)) o fluxo de u em (x,t), como a quantidade de u se con-
serva, podemos dizer que a taxa de variagao da quantidade de u em |2y, 24|
com o tempo s6 pode ser causada pela diferenca entre os fluxos de u nos
extremos x; e Io.

Integrando no tempo, de t; a ty, obtemos

//[ “}dtdl‘— // { t))}dxdt. (2.8)

Aplicando o Teorema de Fubini em (2.8), obtemos

/:2 /: { {%U(% t)} + [%f(u(x, t))} } dtdr =0, (2.9)

a qual pode ser reescrita na forma

//V { l%u(x,t)] + {%f(u(x,t))} } dtdz = 0. (2.10)

Pelo Teorema de Green para retangulos, segue que (2.10) é equivalente a

7{ fudz — F(u)dt] = 0, (2.11)

com a integracao no sentido anti-horario ao longo da fronteira do volume
de controle. Em (2.9), como o volume foi especificado de forma genérica,
podemos concluir que o seu integrando devera ser nulo e, assim, obtemos

u + [f(u)]. =0, (2.12)
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ou seja, obtemos a forma integral da nossa lei de conservagao.
Vale observar que (2.9) pode ser reescrita na forma

/V(ut + (f(u),))dz =0, (2.13)

resultando em (2.12) também. Assim, notemos que a forma integral (2.13)
nao impoée exigéncias de diferenciabilidade como a forma diferencial (2.12).
Portanto, esse é o motivo da formulacao integral ser usada para construcao
de solucoes fracas.

Como vemos, conseguimos manipular uma lei de conservacao de forma
genérica, ou seja, sem especificar quem ¢ a funcao fluxo.

Para conseguirmos resolver a lei de conservacao dada em (2.12), para a
funcao u = u(z,t), precisamos que a fungao fluxo seja uma funcao algébrica
completamente determinada de u = wu(x,t); em alguns casos, até teremos
parametros do problema incorporados a ela.

2.3 Equacao Hiperbdlica com Termo Fonte

Uma lei de conservacao hiperbdlica com termo fonte é dada por

U + [f(u)]:r = 90(377u)7 (2'14>

onde v : R x Ry — R™, m € N*, é um vetor que armazena as quantidades
conservadas ou varidveis de estado e ¢(x,u) o termo fonte. Além disso,
u = u(z,t), onde x é a varidvel espacial e ¢t é a variavel temporal. Quando
m = 1, ou seja, quando v : R x Ry — R, dizemos que trata-se do caso
escalar.

2.3.1 Origem do Termo Fonte

Em geral, o termo fonte surge na equacao hiperbdlica quando ha uma
perda (p < 0) ou um ganho (¢ > 0) da quantidade u (no caso em que
¢ = p(u(z,t))) ou da varidvel independente em . Assim, segundo [8], o
termo fonte pode surgir por meio da reagao do fluxo, das forcas externas, na
reducao dimensional ou em derivadas de alta ordem.
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2.3.2 Termo Fonte Stiff

Um termo fonte é dito ser stiff> quando desenvolve um crescimento ou
decaimento da solugao de uma forma muito brusca e rapida em um pedaco
muito pequeno do dominio.

Ao perturbar levemente a solu¢ao de um problema stiff, a qualquer mo-
mento, a curva solugao resultante através dos dados perturbados tem variacao
rapida. Em outras palavras, se estamos tentando calcular uma solucao par-
ticular que é suave e varia lentamente (em relagao ao intervalo de tempo de
célculo), mas em um contexto onde as curvas de solu¢ao préximas variam
rapidamente.

2.3.3 Equacao de Transporte

Na teoria das equacgoes diferenciais parciais, a equacao de transporte
modela fenomenos convectivos, como exemplo, a transferéncia de calor pelo
movimento de um fluido.

A equacao d transporte assume a seguinte forma genérica:

0
— Vo = 2.1
5 +v-V I, (2.15)

onde v-V® ¢é o termo convectivo; v é um campo de vetores e pode depender
do tempo, da posicao e da propria incognita @, ou suas derivadas.
Adicionando um termo difusivo,

%CIH—V-V(I)—nA@:f, (2.16)

obtemos uma equacao que modela fenomenos convectivos-difusivos, como a
tranferéncia de calor em um fluido pelos processos de convecgao e conducao.

2.4 Esquemas Numéricos

Nesta secao, apresentaremos esquemas numéricos baseados em diferencas
finitas. Para isso, consideremos a equacao de adveccao linear

u + auy, = 0. (2.17)

2Problemas com termo fonte stiff também sao ditos possuirem stiffness.
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Observacao 2. Consideraremos U, ; (ou, u; j) como sendo a solu¢io numérica
no ponto (x;,t;); sendo Ax e At o tamanho dos passos espaciais e temporais,
respectivamente, para simplificarmos a notagao, consideraremos Ax = h e
At = k.

e Método explicito - FTCS

Uijr1 — U Uit1; — Ui
’ : : = = (. 2.1
k +a 5 0 (2.18)
e Método de Lax-Friedrichs
Uijr1 — —UiJrl’j;Ui_l’j Uit1,; — Uica
’ > = = (. 2.19
2 LT (2.19)

e Método Upwind

Trata-se de um método que incorpora duas condigoes:

1. Se a < 0, utiliza diferencas progressivas para aproximar a derivada
temporal e a derivada espacial.

2. Se a > 0, utiliza diferenca progressiva para aproximar a derivada tem-
poral e diferenca regressiva para aproximar a derivada espacial.

Assim, temos

[ Ui —af(Uipry — Usy), se a <0
Uz,]—l—l N { UiJ - a%(Um‘ — Ui—l,j)a sea>0" (2'2())

e Método de Lax-Wendroff

Uij+1 — Ui Uisr1; — Uiz 9, Uig1; —2U;; + Uiy 5
’ : ’ J g2t ’ J =0, (221
YA ¢ oh? (221)
e Método Leap Frog
Uijs1 — Ui j n an+1,j — Ui _o (2.22)

2k 2h
e Método de Beam-Warming
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k k2
Ui,j+1 = Ui,j — a%(?)Um — 4Ui71,j + U,L;Q’j) + GQm(Ul"j — 2Ui71,j + Ui72,j>'
(2.23)
e Método de Crank-Nicolson
Uijt1 — Ui " a<Ui+1,j + Uit141) — Uiz + Uiz1,j41) _o. (2.24)
k 4h
e Método implicito de trés niveis
3(Uijsr —Usj) Uiy —Uij Uir1j41 — Uim111
: SRR A ’ It — 0, 2.25
ok o ¢ 2h (2.25)
e Método implicito de primeira ordem
Uiji1— U, U1 — U1,
ST W g W TR ), (2.26)
k h
e Método implicito de Wendroff (Método Box)
1— a%
Uit1j+1 = Uij + 75 WUit1; = Uij1a). (2.27)
1 + GE
2.4.1 Esquemas de Integracao Temporal
Nesta se¢ao, considerando a equagao
U + AUy = EUgy, (€ >0) (2.28)
apresentaremos alguns esquemas de integracao temporal?.
e Método de Euler Explicito:
Uit1,j — Ui—1,4 Uit1j — 2Uj 5 + Ui—1
Uijr1 = Uij + Kk |—a + ]2h ] 4 gt h2] . (2.29)
o qual pode ser reescrito na forma
Ui j+1 = U4y + kf(tj, ’Ug). (230)

3Nao vamos usar todos, mas decidimos incluir aqui um rol bastante abrangente.
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e Método de Euler Implicito:

o it — Ui WUig1,j41 — 2Uj 541 + U141

+e

Ui g1 = Ui+ K

2h h? ’
(2.31)
o qual pode ser reescrito na forma
Ui g1 = Ui + K f (G, wjrn). (2.32)
e Método Runge-Kutta de 2¢ ordem:
k
ui,j-i—% = Uiy + §f(tj, Uj), (233)
wign = wig+k | fltu)]. (2.34)
e Método Runge-Kutta de 4° ordem:
k
Uity = Uiyt 5 ft ), (2.35)
k
Uity = Uig T f( 41 UG by ) (2.36)
Ui (j+1)* = Uy + kf( ]Jr y (]Jr%)**), (237)
Uiji1 = Uij+ G Fltjug) +2f (81, ugyn)e) + (2.38)
F2f (g UGy tye) + F (et ugeny)| -
e Método de Adams-Bashforth de dois passos:
k
Ui j+1 = U4 5 + 5 [Bf(tj, Uj) — f(tj—ly uj—l)] . (239)
Erro de truncamento local:
83
= —k2 2.40

e Método de Adams-Bashforth de trés passos:
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k
Uil = Ui+ 15 [23f(t5,u;) — 16f(tj—1,uj—1) + 5f(tj—2,uj2)].

Erro de truncamento local:

3,0
i

e Método de Adams-Bashforth de quatro passos:

k
Uigr = Uit oo [55f (tj,uj) — 59f (tj—1,uj-1) +

+37f(tj—2,uj—2) — 9f(tj—3,u;-3)] .
Erro de truncamento local:

251, 0%u

i =0k o

e Método de Adams-Bashforth de cinco passos:

k
Uigr = Uig+ oos [I00Lf(t), u5) = 2T74f (tj-1, uj-0) +
+2616f(tj,2, ’U/jfg) — 1274']0(15]',3, Uj,3> +

+251f(t]’_4, ’LL]'_4)].
Erro de truncamento local:

%50
73T 988" ot6

e Método de Adams-Moulton de dois passos:

k
Ujjr1 = U j + 3 B5f(tjs1,ujp1) +8f (L5, uj) — f(tj—1,uj-1)]
Erro de truncamento local:

1 ,0%

T T g

e Método de Adams-Moulton de trés passos:

16

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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k
Uigrr = Ui+ or [9F (G wg) +19F (8, ) —
—=5f (tj-1,uj-1) + f(tj—2, uj-2)] -
Erro de truncamento local:

19  ,0%u

=k

T 0" o
e Método de Adams-Moulton de quatro passos:

k
Uijr1 = Uiy + 5o [251f(Ej40, ujqn) + 646 f(t5,u;) —

N 720
—264f(tj_1, uj—l) + 106f(tj_2, Uj_Q) —

—19f(t;-3, uj—3)]-
Erro de truncamento local:
3 ,50%
160 Ot6"

e Método preditor-corretor de 3* ordem:

Tj:

k
Uijr1e = Uij+ E[23f(tj>uj) —16f(tj-1,uj-1) +

+5f(tj—2,uj—2)].
k
Uijr1 = Uij+ E[5f(tj+1*, ujr1-) + 8f(t5,uj) —
—f(tj—1,u-1)]

e Método preditor-corretor de 4 ordem:

k
ui,j—i—l* = UZ'J‘ —_— [1901f(t], Uj) — 2774f(tj_1, uj—l) +

* 720
+2616f(tj,2, Uj,Q) — 1274]0(15]',3, Ujfg) +

1251 f (t;-4,uj_4)].

k
51 [9(tj11e ujpa-) +19f (L5, u;) —

=5f(tj—1,uj1) + f(tj—2,uj2)].

Uijr1 = Uij+

17

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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Ainda considerando a equagao (2.28), utilizando aproximagoes centradas
para as derivadas espaciais, Euler para a derivada temporal, temos

Uij+1 — Uiy _an+1,j — Ui-1,4

Uig1,j — 2Uj 5 + U1 j
k on ¢ B !

o qual pode ser reescrito na forma

2¢ek ek ah ek ah
Ui j+1 = (1 - F) Ui+ 2 (1 - 2—5) Ujg1,5 T 72 (1 + 2—€> Ui—1. (2.58)

2.5 Estabilidade

(2.57)

2.5.1 Critério de Von Neumann

O critério de von Neumann, inspirado pela expansao de uma funcao em
série de Fourier, possibilita a andlise e estabelecimento da estabilidade de um
esquema numérico. Este critério se baseia no principio da superposicao, ou
seja, este critério considera que o erro global pode ser dado pelo somatorio de

erros mais simples (erros harmoénicos). Assim, sendo e;, com i =0,1,..., N,
o erro global em cada ponto da linha inicial em que ¢ = 0, segue que
N ,
e = E L ane’onih (2.59)

onde h é o passo espacial, I =+/—1 e a, = N

Podemos notar que a expressao (2.59) é um sistema de N + 1 equagoes
e incégnitas e, além disso, tem a matriz dos coeficientes nao singular. Desta
forma, podemos resolvé-la de forma tnica para determinarmos «,,, sendo
n=0,1,...,N.

Observemos que (2.59) corresponde & representagao do erro no passo ini-
cial. Para analisarmos a propagacao do erro com o transcorrer dos passos,
deveremos observar a propagacao de um erro (harmonico) genérico dado por

eMkelbih (2.60)

onde f € R e A € C sao arbitrarios. Desta forma, segue que a andlise
da estabilidade a partir deste critério consiste em examinar o resultado de
um dado modo de Fourier em linhas subsequentes j. Assim, o método sera
instavel quando houver a amplificacao deste harmonico e estdvel quando
houver o amortecimento do mesmo.
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Este critério, apesar de sua brilhante idéia, s6 podera ser utilizado para
equacoes lineares e com coeficientes constantes, devido ao fato de se valer do
principio da superposicao. Além disso, este critério desconsidera a influéncia
de possiveis condigoes de fronteira sobre o comportamento da solucao pro-
duzida pelo esquema numérico.

A aplicacao deste critério, na pratica, consiste em admitir que haja uma
solucao da equacao a diferencas na seguinte forma:

Ui; = eMNelPi = (e})el P (2.61)

onde e* é o fator de amplificacao.
Assim, ao encontrarmos uma expressao para e, devemos impor que

et <1, (2.62)

para evitarmos que (2.61) nao oscile com amplitudes crescentes na situagao
limite em que 7 — o0, causando a instabilidade do método. Desta forma,
podemos notar que uma condigao necessaria para a estabilidade da equacao
a diferencas ¢ estipular que o fator de amplificaciao e* obedeca (2.62).

Exemplo 1. Consideremos a equacdao de difusdo
U = €Uz, (6> 0) (2.63)

e o método explicito - FTCS associado

Uj1 = Uiy _ Uiy — 2Uij + Uiy

? = 2 (2.64)
Seguindo o critério de von Neumann, temos que
U; = eVe (2.65)
U’i,j+1 €A(j+1)€lﬁi; (266)
Uit NP, (2.67)
Ui—l,j == €Aj61ﬁ(i_1). (268)

Assim, substituindo (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) em (2.64), temos

AUGHDIBE _ NjplBi N IBi+1) _ 9oNiplBi | AiplBli-1)

2 —° 12
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Fazendo as devidas simplificacoes, obtemos

2k
et =1+ eﬁ(—l + cos f3). (2.69)

Se exigirmos que o método seja estavel, ou seja, que !e)‘| < 1, teremos

1
0<e—< —~——. 2.70
=2 = (1 —cos ) (2.70)
Desta forma, para todo 8 € R, temos que
k 1
< 2.71
6h2 -9 ( 7 )

serda uma condicao necessaria para haver estabilidade. Assim, o método
explicito - FTCS sera condicionalmente estavel.

2.5.2 Critério da Matriz

Consideremos o problema de Dirichlet, envolvendo a equagao de difusao:

Up = EUgs, €>0, 0<x < L, t>0
u(z,0) =¢(z), 0<x <L
u(0,t) = f(t), t >0
u(L,t) =g(t), t >0

(2.72)

Com o objetivo de exemplificar a idéia que esta por tras do critério da
matriz, iremos utilizar o método explicito - FTCS associado ao problema
(2.72), que neste caso sera dado por

Uijir = Uiy _ Uiy = 2Uij + Uicry

k h?

(2.73)

A discretizagao da equagao (2.72) com suas condigoes auxiliares nos fornece
a seguinte equacao de diferencas:

Ui7j+1 = UUi—l,j + (1 — 20’)Uz‘7j —I—O'Ui_;,_l,j, = 1,2,. N (N — 1), ] = O, 1,2,. ..

ULO:(;S(Z'h), 1=1,2,...,N
Uoj = f(Jk), j=1,2,..
UNJ:g(jk:), j:1,2,..

(2.74)
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onde 1
0 =¢5q (2.75)
Introduzindo a notacao vetorial
Ui
U, = U?’j (2.76)
Un-1;

podemos escrever, para cada j, a equagao (2.74) na forma matricial

Uj+1 = AUJ + Cy, (277)
onde a matriz A é dada por
[1— 20 o 0 e 0
o 1-20 o : :
A= 0 0 (2.78)
: c 1—-20 o
|0 0 o 1 —20] (N—1)x (N 1)

e ¢; € o vetor coluna, dado por

O'UOJ
0

0

oUn,;

(N-1)

Introduzindo de maneira analoga os vetores u;, 7; e e; representando,
respectivamente, a solucao exata, o erro de truncamento local e o erro global
ao longo do nivel 7 da malha, e dados por

U1,j T1,j

€14
U2, 72,5 7
U; = . , Tj = . € € = |€a; (280)

UN-1,j TN-1,
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temos a seguinte expressao matricial para o erro de truncamento local:
Uj+1 = AUj + Cj + Tj, (281)

Subtraindo (2.77) de (2.81), resulta a seguinte equagao vetorial para o
erro global:

€j+1 = Aej + Tj. (282)

Aplicando a equagao (2.82) recursivamente para j, j — 1, j —2,...,0,
conseguimos obter

€ir1 = Aj+160 + AjTg + Aj_lTl + Aj_27'2 + -+ ATj_l + 7. (283)

Lembrando que ey = 0 (especificado na condicao inicial), segue de (2.83)
que

J -
€11 = Zb:o Al bTb. (284)

De (2.84), vé-se que o erro global é formado pelo acimulo dos erros de
truncamento local de cada passo, amplificados pelas poténcias da matriz A.
Assim, a matriz A é responsavel pela propagacao desse erro, e, por esse
motivo, recebe o nome de matriz de amplificacdo. Desta forma, se todos os
autovalores de A tem moddulo menor que 1, teremos o erro decrescendo e,
portanto, teremos estabilidade.

Uma equagao a diferencas dada na forma vetorial

Uj+1 = AU] + Cj (285)

é estavel com relagdo a uma norma ||-|| se, e somente se, existem constantes
ho >0, kg >0, K >0e >0 de forma que

|A™| < ket (2.86)
sempre que 0 <t =nk, 0 <h <hye0 <k <k
Particularmente, um método serd estavel se os autovalores \; de A forem
linearmente independentes e todos eles satisfazerem

Nl <1+0(k),i=1,2,..., (N —1). (2.87)

Voltando ao nosso problema proposto em (2.72), temos que o i—ésimo
autovetor da matriz de amplificagao do método explicito - FTCS sera dado
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por '
sin(%)

sin(%x)

v = A (2.88)

]\}—1 T
( N) )

N,

sin
Como os autovalores associados a A serao dados por
M= 1 —dosen?(Z5) =12, (N —1), (2.89)
2N ) )

para haver estabilidade, o critério da matriz exigird que

s

Nl =11—-4 (=) <1+ 0(k), 2.90
Ml = |1~ dosert ()| < 1+ 001 (2:90)
o que implica
1
o< (2.91)

Podemos notar que a matriz A de um método numérico geralmente tera
seus elementos dependentes do parametro o, e, desta maneira, para determi-
nar a estabilidade desse método numérico devemos determinar os autovalores
de uma matriz arbitraria de ordem (N — 1), cujos elementos dependem de
o. Esta tarefa nao é facil. Assim, com o objetivo de facilitar esta tarefa,

contamos com alguns resultados da &lgebra linear?.

Teorema 1. (Gerschgorin): Considere A = (a; j)mxn, di = Z;”zl a; |, =
d; — |ai;|. Seja A o maior autovalor de A, em mddulo. Entao,

1. X < maxd;
1<i<m

2. Os autovalores de A estao, no plano complexo, na uniao dos discos de
centro |ay| e raio r;, i =1,2,...,m.

Aplicando o resultado acima na matriz de amplificagao do método explicito
- FTCS, lembrando que sempre o > 0, segue que

maxd; = |o| + |1 — 20| + |o| = |1 — 20| + 20. (2.92)

1<i<m

Desta forma, surgem duas possibilidades:

1Estes resultados da dlgebra linear auxiliam na tarefa de encontrar limitantes para estes
autovalores.
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e Se (1 —20) >0, teremos

A<|[1=20|420=1-20+20=1. (2.93)

Neste caso, o método serd estavel, pois o médulo de qualquer autovalor
de A sera menor ou igual a unidade.

e Se (1 —20) <0, teremos

A<|1—-20|+20=—-1420+20=40—1. (2.94)

Neste caso, para que o valor do maior autovalor de A seja, em moddulo,
menor ou igual a unidade, é preciso que
1
o< -, (2.95)
2
o que é um absurdo, pois neste caso estamos tratando da possibilidade em
que (1—20) < 0. Assim, no caso em que (1—20) < 0, ndo podemos garantir,
pelo teorema de Gerschgorin, que um limitante superior para o moédulo dos
autovalores de A seja menor que a unidade.

Desse modo, devemos impor (1 — 20) > 0 para garantir a estabilidade do
método explicito - FTCS, o que coincide com o resultado apresentado pelo
critério de von Neumann e também com a analise feita a partir da expressao
(2.89) para os autovalores da matriz A dada em (2.78).

2.5.3 Condicao CFL

A condigao de Courant, Friedrichs e Lewy (CFL) é uma condigao essen-
cial que devemos impor para a convergencia e estabilidade de um esquema
voltado as equacoes hiperbdlicas.

Este método consiste em exigir que todos os pontos que contribuirem
para a solucao exata em um dado ponto P deverao influenciar a solugao em
P, a fim de evitar que ao refinarmos a malha, mantendo a razao entre os
passos constantes®, a solucao proporcionada pelo método nao convirja para
P. Assim, esta condi¢ao requer que o intervalo de dependéncia numérica
contenha o intervalo de dependéncia da solugao analitica (ponto de onde
partiu a curva caracteristica que passou por P).

5Devemos manter os passos constantes para que os pontos que nio estio na regido de
dependéncia da solu¢ao numérica em P continuem fora desta regiao.
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Observacao 3. Em um método explicito que utilize 3 pontos w1, u;j e
Uit1,; (no nivel j, como se vé) para calcular U; j11, a condi¢io CFL exige que
a caracteristica que passa por P = (ih,(j + 1)k) corte a linha t = jk, entre
0s pontos ((i — 1)h, jk) e ((i + 1)h, jk).

2.6 Métodos TVD

A total variacao de uma funcao estd relacionada com a medida das
oscilacoes de sua solugao.
A total variacao para uma funcao discreta Uj; ;, com relacao ao seu indice
1, é definida como

+oo
TV (Uy)= Y Uiy — Uil (2.96)

Ja no caso de uma funcdo u = u(z,t), a total variagdo com relagdo a z
no instante t é definida como sendo:

TV (u(:,t)) = sup Z w1, t) — u(z, b)), (2.97)
TV (u(:,t)) = 21_1}3) sup %/_ N lu(x,t) —u(z —e,t)| de, (2.98)

que se reduz a o
TV (u(:,t)) :/_ |u(x,t)| de. (2.99)

Observagao 4. Em (2.97), o supremo € tomado sobre todas as parti¢oes
—0 =21 < Ty < -+ < Ty = +00 da reta real.

De (2.96) e (2.97) segue que, para a total variagao ser finita, é preciso que
U e u se aproximem de valores constantes quando, respectivamente, © — +00
e T — Foo.

Considerando a equacao de adveccao linear, se um esquema para tal
equagao introduzir oscilagoes espurias ao tentar aproximar sua solucao exata,
teremos, com o suceder dos passos temporais, o aumento indevido da total
variacao de U; ; com relagao a ¢. Assim, uma condicao suficiente para evitar o
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aparecimento de oscilacoes nao fisicas é exigir que a total variacao da solucao
numérica U; ; com relagao ao indice ¢ nao aumentara com o transcorrer dos
passos temporais.

Definicao 1. Dizemos que um método explicito de dois niveis tem total
variagao decrescente (TVD) se, para quaisquer que sejam os dados iniciais
Ui, emt =1;, os valores U; j11, em t =t 11, satisfazem

TV (Ujr) TV (Uy). (2.100)

Novamente considerando a equacgao de adveccao linear, temos que um
método numérico para tal equacao nao necessita, literalmente, decrescer
com o transcorrer do tempo, sendo suficiente nao aumentar. Nesse caso,
ao invés de dizermos que tal método apresenta a total variagao decrescente
(propriedade (2.100)), um termo mais apropriado seria dizermos tratar-se de
um esquema com total variagao nao crescente.

Uma condi¢ao necesséria para evitar o aparecimento de oscilagoes espurias
é a garantia de que, com o transcorrer dos passos temporais, o esquema
numérico preservara a monotonicidade da solucao.

Definicao 2. Dizemos que um esquema numérico preserva a monotonicidade
dos dados fornecidos se, Vi,

Uij > Usprj (Usj < Uitry) (2.101)
implica que, Vi,
Uijs1 2 Uipr i1 (Uijer < Uiaj) - (2.102)

Observacao 5. E possivel mostrar® que um esquema TVD ird preservar a
monotonicidade dos dados.

Exigir que um método seja TVD é algo suficiente para evitar o aparec-
imento das oscilagoes espurias. Dessa forma, para obter esquemas nao os-
cilatérios, podemos considerar a seguinte:

Definicao 3. Um esquema explicito de dois niveis € dito ser essencialmente
nao oscildtorio (ENO) se a solug¢ao por ele produzida satisfaz

TV (U j+1) <TV (U.;) + O(hY), (2.103)
Vj € N e algum p € N* (pois, se p =0, teriamos um esquema TVD).

6 Aplicando contraposicio légica nesta proposicio, pode-se notar que um esquema que
nao preserva a monotonicidade terd sua total variagao aumentada.
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Observagao 6. A definicao acima relaxa a condicao TVD, porém, a medida
que h — 0, o esquema numérico (ENO) aprozima-se cada vez mais de um
esquema TVD e garante o nao surgimento de oscilagoes espurias.

Um esquema TVD garante que a aproximacgao de uma descontinuidade
serd feita com qualidade, sem oscilagdes (pois preserva a monotonicidade da
solucdo), porém, o fato de um método ser TVD nao garante que a aproxi-
macao por ele produzida nao se caracterizard por uma suavizagao excessiva
das descontinuidades (por exemplo, o método Upwind, o qual mesmo sendo
TVD apresenta tal defeito por ser de primeira ordem). Apesar disso, para
que um esquema TVD seja de alta resolucao’, basta escolhermos limitantes
convenientes [8]. Para um estudo mais completo ver [4, 25].

Observacao 7. Na literatura, quando trata-se de "métodos TVD de sequnda
ordem”, refere-se a métodos TVD nos quais a sequnda ordem ¢é obtida em
porgoes suaves e fora dos extremos locais.

Assim, somos remetidos ao estudo de métodos com limitadores de fluxo.

2.6.1 Meétodos com Limitadores de Fluxo

Na tentativa de obter-se esquemas TVD de segunda ordem de precisao
em porgoes suaves, uma maneira interessante é escrever um método com
limitante de fluxo na forma conservativa.

Isto pode ser feito, de uma forma mais geral, combinando os fluxos F* | /2.
e FH, /2; de um método de baixa (primeira) e alta (segunda) ordem, respec-
tivamente, escrevendo

Fiip; = Fﬁl/z;’ + Pi_1)2, (FEI/QJ — Fi€1/2,j) . (2.104)

Dessa forma, temos um fluxo difusivo F}, /2, corrigido por um fluxo

antidifusivo (F/,, ;-

mente, toma-se F*, 12 © FH, j2,; como sendo o fluxo numérico do método

Upwind e o fluxo numérico do método de Lax-Wendroff, respectivamente;

isso é empregado devido ao fato destes métodos produzirem melhores re-
o . L H

sultados dentro dos requisitos que esperamos para F:- /2 € 7 /2.5 Vale

L 7
FZ._1/2J> através de uma dosagem ¢;_12;. Comu-

"Isto é, manter descontinuidades bem definidas e apresentar, pelos menos, segunda
ordem de precisao em porgoes suaves.
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observar que, em porgoes suaves, ¢ interessante que tenhamos ¢;_1/2; ~ 1;
j& em porgoes ingremes (como em descontinuidade) ¢é interessante (caso seja
possivel) tomarmos ¢;_1/2; ~ 0, a fim de evitar que oscilagoes espiirias sejam
produzidas pela atuacao do termo antidifusivo.

Para a equacao de adveccao linear, fazendo tal escolha em (2.104), obte-
mos

_ 1 k
E*l/?,j = a+Ui_17]‘ +a UZ,] + 5 |CL| (1 — E |a|) Qsi,l/zyj A Uifl/gyj. (2105)

onde AU;_1/2; = U; j—U;_1 ;. Neste caso, a condicao CFL exigird do método
resultante que v < 1.

Observacao 8. Nao € possivel provar que esquemas de alta precisao da forma
(2.104) fornecem solugoes entropicas. Porém, evidéncias numéricas apontam
firmemente nessa direcdao, sendo cojecturado por Sweby que tais esquemas
herdam a propriedade de fornecer solugoes entropicas dos esquemas de baiza
ordem [8].

Para determinarmos ¢, podemos fazer

Gi—1/25 = Gi—1/2,(0i—1/2,5), (2.106)
onde AU
- et et VY| 2107
1/2,5 AUz‘—l/Zj ) ( )
com

(2.108)

_Ji—=1,s¢a>0
Sl i+1l,sea<0

Observagao 9. O indice I serd escolhido de forma conveniente para indicar
o volume Upwind com relagdo a interface x = x;_1/3; a razao indicada em
(2.107) funciona como uma medida ou parametro relativo a suavidade local
da solucao em um dado instante de tempo.

Desse modo, queremos que o limitador de fluxo ¢;_;/5; reaja bem a in-
formagao passada pelo medidor de suavidade 0;_; /5 j, com ¢;_1 /2 ; = 1 quando
Oi—1/25 = 1 e ¢i_1/2; ~ 0 quando 0;_,/; for bem diferente de 1.

Podemos observar que, a partir de (2.105) e (2.107) conseguimos obter os
métodos cldssicos ja vistos anteriormente, apenas fazendo as devidas escolhas
para a func¢do ¢ = ¢(0):
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e Método Upwind
$(0) = 0. (2.109)

e Método de Lax-Wendroff
o(0) = 1. (2.110)

Para que o método resultante da escolha da fungao limitadora satisfaca
a propriedade TVD e seja de segunda ordem em porcoes suaves, deveremos
estabelecer restrigoes que ¢ = ¢(6) devera satisfazer. Nesse sentido, buscando
meios para conseguirmos esquemas com tais propriedades, podemos utilizar o
teorema de Harten como uma importante ferramenta, pois o mesmo pode ser
utilizado para criarmos uma condicao suficiente para que o esquema induzido
pelo limitador ¢ seja TVD.

Antes de introduzirmos o Teorema de Harten, consideremos as defini¢oes
a seguir.

Definicao 4. Um esquema explicito de dois niveis, dado por
Uijy1 = M(Uz‘—p—m, cee Uz‘+q,j), (2.111)

em que p 2 RPY2 5 R € uma funcao continua, pode ser escrito na forma
incremental (forma-1) se ezistirem duas fungoes C' e D de p+q+2 varidveis,
chamadas de coeficientes incrementais, dadas por

Cij=CUip-1js--Uirqg;)

) 2.112
D;j = D(Ui—p-1,4; - - Uirq;) (2.112)
tais que o esquema possa ser escrito equivalentemente com

Uijr1 = Uij = Cic1j(Uij — Ui g) + Dij(Uigr; — Ui ) (2.113)

Definicao 5. Um esquema na forma conservativa, com funcao de fluxo
numérico dada por

h
Firs = lfUiag) + fU)] = 5rQapy(Usy ~Uin) (2110

2
estard na forma-Q quando estiver escrito na forma
h
Uigrr = Uiy = 5 [f(Uing) = f(Uim1g)] + (2.115)

1
+§[Qi+1/2,j(Ui+1,j —Uij) = Qic1y2(Uij — Ui )],
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onde Q12 € o coeficiente de viscosidade numérica® do método.

Observacao 10. Dado um esquema na forma-Q), tomando

1 k
Cij = 5(Qiv1/2 + 5 8iv1/2,) (2.116)
D.A_l(Q. o _ kg ' :

i,j — g\Wi+1/2,j T {oi+1/2,5
¢ possivel escrevé-lo na forma-1. Inversamente, se o esquema estd na foma-
I, entao, ele pode ser reescrito equivalentemente na forma-Q), apenas con-

stderando
Qit1/25 = Cij + Dy ;. (2.117)

Teorema 2. (Harten): Considere um esquema na forma-I1. Logo, se

Cic1; 20
D;; >0 , (2.118)
entao, temos que
TV (U j11) <TV (U;). (2.119)

Considerando a > 0, podemos escrever o esquema resultante do fluxo
numérico (2.105) na forma-I, tomando

Cisij=v— %U(l —v)¢ (0i—1/2j)
: g/ 2.120
Dy =—50(1 = v) ¢ (0i1/2;) (2120)

Porém, para esta escolha, nao podemos utilizar o teorema de Harten, devido
ao fato de suas hipdteses nao serem satisfeitas (¢ > 0 e 0 < v < 1 acarretam
Di,j < 0)

Outra possibilidade de escrevermos o esquema resultante do fluxo numérico
(2.105) na forma-I seria considerar

¢ (9i+1/2,j)

1
Ci—l,j = V+ =V (1 — U)
0@'+1/2,j

2 — ei_l/zyj] ) (2121)

Di,j = 0.

8Poderemos entender a viscosidade numérica Q;_; /2,; como uma constante de pro-
porcionalidade local que participa na especificacao da quantidade de viscosidade fisica
artificial € > 0 que a equacao verdadeiramente resolvida pelo método possui.
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Desse modo, como ja mostramos duas possibilidades de escrevermos o
esquema resultante do fluxo numérico na forma-I, vemos que nao ha somente
uma forma incremental em um método.

Podemos notar que, em (2.121), as hipdteses da condigao de Harten es-
tarao satisfeitas, desde que

0<Ciy < 1. (2.122)
Assim, para h suficientemente pequeno, teremos (2.122) desde que

‘%—93 <2, VQA,GB e R. (2123)
A

Se 6 < 0, teremos um extremo local e assim devemos tomar ¢(f) =
para conseguirmos um esquema TVD. Se 6 > 0, sempre queremos ¢() >
pois nao faz sentido atribuir um sinal negativo ao limitador de fluxo®.

Como 04,605 € R sao quaisquer e independentes, para garantir a condi¢ao
(2.123), devemos exigir

e Para 0 > 0:

e Para 0 < 0:
¢ () = 0. (2.124)

Assim, para que o esquema induzido pela fungao de fluxo numérico (2.105)
seja TVD, a funcao limitadora de fluxo deve satisfazer

0<¢(0) < min mod(2,20). (2.125)

Observagao 11. A relagao (2.125) define a chamada regiGo TVD, no plano
0 — ¢, na qual a curva ¢ = ¢ (0) deverd estar contida para que se trate de
um limitador TVD.

9sso se deve ao fato de que com ¢ > 0 o limitador dosa a contribuicio do fluxo
antidifusivo. Se fizéssemos ¢ < 0 desvirtuariamos a funcionalidade da idéia ao tornar o
termo corretivo difusivo.
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Em um primeiro momento, podemos nos convencer de que precisamos
exigir a maximizacao do efeito antidifusivo em (2.105), adotando o limite
superior da regiao TVD:

min (2,20), se § > 0
¢(e):{ (3,20), 50 6>0 (2.126)

Porém, lembrando que em porgoes suaves, onde # = 1, para obtermos a
segunda ordem de presisao esperamos ter ¢ (0) ~ 1, fica claro que (2.126)
nao é um limitador que produzira um esquema de segunda ordem. Assim,
para que um limitador de fluxo seja TVD e também de segunda ordem de
precisdo em porgoes suaves, faz-se imprescindivel exigir que ¢(1) = 1.

Segue abaixo alguns limitadores de fluxo TVD capazes de produzir se-
gunda ordem de precisao em porgoes suaves:

e MinMod
¢ (0) = min mod (1,6). (2.127)
e Super Bee
¢ (0) = max (0,min (1,26), min (2,0)). (2.128)
e van Albada 00 50
$(0) = { 1+09’ el <0 (2.129)
e van Leer o 6410 130
1+16] '
e Koren % wd >0
¢(0) = { 2_95,29;5(; b0 (2.131)
e MC

»(0) = max (O,min (1%6,2,29)) . (2.132)

Chacravarthy-Osher (v))

o(0) = maz (0,min (6,¢)), 1 < <2. (2.133)
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e Beam-Warming - Lax-Wendroff (BW-LW)
o(0) = maz (0,min (6,1)). (2.134)

Observacao 12. Tomando v = 1 no limitador de Chacravarthy-Osher, obte-
mos o limitador de BW-LW (o qual é equivalente ao MinMod).

Foi Sweby que introduziu a anélise gréafica de ¢ em fungao de 6. Além
disso, ele percebeu que é mais interessante tomar ¢ como uma combinacao
linear convexa de ¢ = 1 (como no método de Lax-Wendroff) e de ¢ = 0
(como no método de Beam-Warming). Assim, esta restricio imposta por
essa combinagao convexa implica na regiao TVD de Sweby.

A simetria também é uma propriedade importante de exigirmos de uma
funcao limitadora de fluxo. Isso significa que se os dados U. ; sao simétricos
com relacao a x, espera-se que a funcao por partes também tenha esta pro-
priedades. Para isso, deve-se exigir

¢ (%) = @. (2.135)

Observacao 13. O defeito mais notdvel na classe de métodos TVD de se-
gunda ordem é a perda de amplitude da solugao numérica em pontos extremos

[7].

Mais adiante, veremos que a propriedade TVD, embora seja suficiente,
nao € necessaria para a convergéncia de um método. Assim, é possivel
afrouxarmos a exigéncia TVD, permitindo que haja um ligeiro aumento na
total variacao da solucao proximo a pontos extremos, a fim de evitarmos o
"re-aparecimento”de oscilagoes espirias e, ainda assim, garantirmos a con-
vergéncia do esquema. Para isso, a abordagem mais interessante presente na
literatura é aquela proposta pelos métodos ENO, que, como ja falamos an-
teriormente, relaxam a condigao TVD a um nivel capaz de evitar o apareci-
mento de oscilacoes.

2.6.2 Métodos TVD para Leis de Conservagao

Como ja falamos, em (2.104) os fluxos do método Upwind e Lax-Wendroff
sao geralmente adotados como fluxo de baixa e alta ordem, respectivamente,
devido ao fato de apresentarem melhores caracteristicas dentre os de sua pre-
cisao. Nestes termos, para o caso geral de uma lei de conservacao hiperbdlica,
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temos o fluxo numérico do esquema baseado em um limitador de fluxo dado
por

1 k
Fi_ 19, = Fil_/1/27j +3 |si-1/2,] (1 % ’811/2,]") (Ui — Ui15) i-1/2,5,

(2.136)
onde FF | /2,j Tepresenta o fluxo do método Upwind, que neste caso sera dado
por

f(Uifl,j); se U’i*l,j >uses >0
E,1/2J = f(Ui,j)a se Ui,j <uses<0 , (2137)
f(us), se Ui—l,j <ug < Ui,j

onde ug é o tnico valor de u para o qual f(u) =0 (isto é, f(us) =0) e

fWUi;) — f(Ui—l,j)'

Si—1/2,j = (2.138)
’ Uij = Ui—1
Neste caso, como a propagagao da solugao pode variar, devemos tomar
AUr—1)2,5
01/ = ——— 12 2.139
V29 AT (2.139)

com o indice I escolhido localmente para representar o lado Upwind da in-
terface ©x = Ti—1/2 €m t =t;, ou seja,

I= { v lisesiag; 200 (2.140)
1+ 1,8e 8125 <0
Quanto a ¢;_1/2j, queremos que continue apresentando as propriedades
exigidas na secao anterior.
Assim, para obtermos todos os métodos apresentados para uma lei de
conservacao hiperbolica genérica, basta escolhermos as funcgoes limitadoras
de fluxo dadas na sec¢@o anterior e aplica-las em (2.136).

2.6.3 Convergeéncia

De todos os métodos que vimos até aqui, exigimos sua estabilidade e con-
sisténcia, porém, vale observar que a equivaléncia de Lax é aplicada somente
a problemas lineares. Dos esquemas para leis de conservagao hiperbélicas
que vimos, nada temos de formal que garanta a convergéncia. Assim, nesta
secao, procuraremos esclarecer formalmente o que ja foi percebido na prética:
a convergéncia ou nao dos esquemas mencionados.

Lax e Wendroff provaram o seguinte teorema:
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Teorema 3. (Lax-Wendroff): Considere uma sequéncia de malhas in-
dezadas pelo pardmetro | = 1,2,..., com passos h, k) — +o0o quando
I = +oo. Seja UV uma aprozimacio numérica efetuada na l-ésima malha
com um método consistente e conservativo com relacao a lei de conservac¢ao
hiperbolica. Assim, se UY converge para uwma funcdo u quando | — 400
de alguma forma especifica, entao, u serd uma solucao fraca da lei de con-
servagao hiperbolica.

Podemos notar que tal resultado nao garante a convergéncia, pois, caso
haja mais de uma solucao fraca, a convergéncia podera se dar para solugoes
fracas distintas, de acordo como escolhemos as sequéncias h = h) ¢ k =
kD, Porém, se a solucdo parece razoavel e tem possiveis descontinuidades
bem determinadas, podemos acreditar, por esse teorema, que essa é uma
aproximacao para alguma solucao fracal?.

Com o objetivo de provar a convergéncia da solucao aproximada de uma
classe de métodos para a solugao entrdpica, é util considerar a seguinte

definicao:

Teorema 4. (Osher): Definimos um esquema numérico para uma lei de
conservagao hiperbdlica de fluro f = f(u) como sendo um esquema-E (ou
esquema de entropia) se, e s6 se, sua funcao de fluro numérico F satisfaz

(Uij —Ui_1;)

Fiyz5 — <0, 2.141
\Uij — Ui Ficayeg = Jw)] < ( )

Yu c [mz’n (Uifl,ja Ui,j) ,mdm (Uifl,ja Ui,j)] .

Particularmente, o método Upwind com seu fluxo numérico F'V dado em
(2.137) é um esquema-E. Na realidade, este é o caso limite, pois, desde que a
condi¢ao CFL seja satisfeita, temos que os esquemas de entropia sao aqueles
cuja funcao de fluxo numérico F satisfaz

Fi_125 < F;'lil/gd‘; se Ui—1/2 < Uy

FY < Fiajagrse Uy <Uisay

(2.142)

0Aqui o conhecimento acerca da estrutura da lei de conservagdao (parabolizada e
hiperbdlica) faz-se 1til para sabermos se a solu¢do que foi produzida ndo contraria a
solucdo apontada pelo método do anulamento viscoso. Assim, a solucdo numérica da
equagao parabolizada pode nos fornecer importantes informagoes a serem empregadas
nesse processo.
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Teorema 5. Um esquema-FE conservativo, tal que

h
il
¢ TVD.

Fiv1oj — fUij)] + [Fir1y25 — fUir)]| < |Uiry — Uigl,

A importancia deste resultado é que ele deixa claro que todo esquema-E
serd TVD para um h suficientemente pequeno.

Observacao 14. O método de Laz- Wendroff e o método Upwind sao esquemas-
E.

Teorema 6. (Osher): Todo esquema-E converge para a solu¢ao entrdpica
de uma ler de conservacao.

Desse modo, temos que os esquemas-E convergem para a solugao fraca
correta; porém, infelizmente, estes esquemas apresentam no maximo primeira
ordem de precisao. Assim, como ja conhecemos as falhas introduzidas por
um esquema de primeira ordem, torna-se indispensavel recorrermos a outros
tipos de esquemas também.

Em alguns casos, para provar a convergencia, o resultado mais geral que
é util se da a partir da seguinte definicao:

Definigao 6. Um esquema numérico tem total variagdo limitada'' (TVB)
se, para qualquer dado inicial U;g em t = ty, com —oo < TV(U.,) < +o0,
em um instante qualquer T' > 0, existe R > 0 e um valor ko > 0 tal que o
resultado da aplicagao do esquema satisfaz

TV (U.;) <R, (2.143)
V7 escolhido de modo que jk <T sempre que k < ky.

Observacgao 15. Tomando R =TV (U.o) em (2.143) e considerando T > 0,
seque que se um método é TV D entao ele € TV B.

Assim, nosso interesse na definicao anterior é afirmar que qualquer es-
quema TV B é convergente, ou seja, sua solugao converge para a solugao

UEm outras palavras, um esquema é dito ser TVB se sua total variacdo até um deter-
minado instante é limitada e finita para malhas suficientemente refinadas (dessa forma,
isso se aplica quando h,k — 0).
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fraca da lei de conservacao. Dessa forma, levando em conta a observagao
citada acima, podemos dizer que todo esquema TV D convergird (desde que
a condigao C'F'L seja satisfeita) para uma solugao fraca da lei de conservagao
quando h,k — 0.
O que acabamos de dizer significa que até mesmo uma condi¢ao mais
frouxa que a T'V D é suficiente para que tenhamos a garantia de convergéncia.
Um método que satisfaz

TV (U.ja1) < (14 ak)TV (U.,), (2.144)

para alguma constante a € R independente de k (pelo menos para quando
k — 0), ndo serd TVD, mas serd TVB, o que basta para haver a convergéncia.

Dessa forma, mesmo com o possivel surgimento de oscilagbes esprurias
na solugao (desde que essas oscilagoes estejam sob controle - o que sempre
ocorre) teremos que os métodos classicos de segunda ordem séo convergentes,
pois se tratam de esquemas TVB.

Quanto a convergéncia dos esquemas TVD para a solugao entropica, nao é
possivel provar formalmente; porém, as evidéncias numéricas apontam nessa
direcao, sendo conjecturado por Sweby que tais esquemas herdam a pro-
priedade de fornecer a solugao entropica do esquema de baixa ordem que
entra na formulagao do método baseado em limitante de fluxo.



Capitulo 3

Representacao por
Log-Conformation

3.1 Equacao de Adveccao Linear com Termo
Fonte

Dada uma equacao hiperbdlica na forma conservativa, a adicao de um
termo fonte resulta em uma equacao ainda hiperbdlica. Porém, nem toda
extensao de método numérico concebido para a primeira delas é aplicavel a
segunda.

A equacao de adveccao linear é uma equacgao hiperbdlica cuja solugao
numérica precisa respeitar a condicao CFL para o correto balanco da con-
vecgao [13, 16]. Assim, consideremos a equagao de advecgao linear com termo
fonte ar a7

BT + U= BT, (3.1)
onde B = (b(x) — ﬁ), u é a velocidade de convecgao e We é o nimero de
Weissenberg.

Esta equagao, também hiperbdlica, quando aproximada por métodos de
diferencas finitas, além do balanco convectivo imposto pela condicao CFL,
necessita de uma analise quanto ao balanco elastico, resultante da adig¢ao de
um termo fonte [6].

Neste trabalho, veremos que a restri¢ao de estabilidade inerente ao balango
eldstico citado, apontado por [6] como causa do HWNP quando da solucao de
(3.1), pode ser removida através de uma mudanca de varidvel, denominada

38
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representacao por log-conformation na equagao em questao.

Sem perda de generalidade, em (3.1), consideraremos u(z,t) = a > 0.
Aproximando (3.1) por meio dos métodos Upwind (para o termo convectivo)
e Euler explicito (para o termo transiente), obtemos o esquema

ak 1 ak
Tijr1 =T (1 7 +k (bi - m)) + T, (7) ; (3.2)

onde consideramos T; ; = T'(z;,t;) como sendo a solugao fornecida pelo es-
quema numeérico no ponto (z;,t;), sendo h o passo espacial e k o passo tem-
poral, com b; = b (z;).

3.1.1 Estabilidade

No esquema (3.2), levando em conta a linearidade de (3.1) e supondo T; ;
e T;_1; positivos, a fim de que a solucao numérica fornecida por tal esquema
seja estdvel, devemos impor que o coeficiente de T;_; ; e o coeficiente de T; ;
sejam menores ou iguais a 1, ou seja,

ak
— <1 3.3
ko, 33
‘ k 1
a
l——+4+k(b—— | <L 3.4
h * ( We) - (34)
Observe que, para (3.4), é suficiente que
1
We < b_ (35)
ou a
h< - ———. 3.6
- bz — Wet ( )

Assim, além da restrigao CFL (3.3), temos que (3.6) é uma restri¢ao sobre
o passo espacial da malha, imposta pelo balango eldstico [6]. Note que (3.5) e
(3.6) sao afetados pelo nimero de Weissenberg: em (3.6), temos que, quanto
maior for We, menor terd que ser h; por outro lado, em (3.5), dado um
b = b(x) temos uma limitagdo no maior We que pode ser utilizado. Esta
situagao esta ligada ao chamado HWNP.

Mais adiante, veremos que é possivel remover a restrigao (3.6) através da
representacao por log-conformation.
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3.1.2 FErro de Truncameto Local

A seguir, iremos calcular o erro de truncamento local da equagao (3.1).
Para isso, consideraremos u;; = u(z;,t;) como sendo a solugdo exata em
(wi,t;) e Uyj = U(wy,t;) como sendo a solugao fornecida pelo esquema
numérico neste mesmo ponto; denotaremos o erro de truncamento local por
Tij-

Para o calculo do erro de truncamento local, utilizaremos a seguinte es-
tratégia: substituiremos U; ; por u, ; na equacao a diferencas; apés fazermos
tal substituicao, iremos supor que u; ; ¢ suficientemente suave e realizaremos
sua expansao em série de Taylor em torno de (z;,t;). Em seguida, manipu-
laremos a expressao resultante, obtendo assim uma igualdade para 7; ;, o que
nos possibilitara obter sua ordem.

Aproximando a equagao (3.1) por meio dos métodos Euler Explicito
(termo transiente) e Upwind (termo convectivo), obtemos

Uijt1 — U Uij—Ui1; 1
Yigtt ZYi o (D Vi) () — — ) U, 3.7
k + a ( h ('T’.) We sJ ( )

Em (3.7), substituindo a solucdo aproximada (U; ;) pela solucdo exata
(ui;), temos:

HELEEt) g (MMSEE) = (4(0) = ) uon ) - (38)

Dessa forma, o erro de truncamento local 7; ; deverd satisfazer

u(z;, t; + k}i —u(zi,t5) ta <“(Ii7tj> _Z(xz _ h’tj)> (3.9)

—<Wﬂ—ﬁ%)u@MQ.

Lembremos que, se u(z,t) tem derivada até a ordem n + 1 em (z,t)
podemos escrever

7-7; 9j =

2 hn

u(z + h) = u(x) + huw(x) + Eu//(x) +- 4 Hu(”) (x)+ (3.10)

h(n-i—l) .
+@:ijw>@% r<&<z+h (3.11)
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k2 k™
u(t + k) = u(t) + k() + Sun(t) + -+ Fu(n) (t)+ (3.12)
KDk k 3.13
" t t .

+(n+1)!u (<), <g <t+k, (3.13)

onde (3.11) representa o erro de u(x + h) pelo polinomio, na variavel h, grau
n

h? h™ (n)
P,(h) = u(x) + hw(x) + au//(x) oot qu (x), (3.14)

e (3.13) representa o erro de u(t + k) pelo polinomio, na varidvel k,

P (k) = u(t) + ku/(t) + Z—Tu//(t) et %u(”) (t). (3.15)

Assim, tomando n = 1 em (3.12), obtemos o férmula de diferenga progressiva
(usada no método de Euler explicito):
o u(xl,t]—kk‘) —u(xi,tj) k

Uy = 2 - §utt(§)7 (3'16>

onde —gutt(g) representa o erro dessa aproximacgao. De modo andlogo,
tomando n =1 e —h em (3.10), obtemos

'LL(iL'Z',tj) — u(xz — h, t]) h

Uy = h + 5“9590(5)7 (3'17)

onde %um(f ) representa o erro dessa aproximacgao. Ainda em (3.10), tomando
n = 2, reescrevendo (3.10) para h e para —h e, por iltimo, subtraindo a
expressao obtida para —h da expressao obtida para h obtemos a férmula
centrada, na variavel h,

_u(w + hty) —u(x; — hyt;) R
Uy = 57 30 Ugzz (£), (3.18)

2 . ~
onde —%umx(é’ ) representa o erro dessa aproximagcao.
Assim, como o erro de truncamento local de (3.7) devera satisfazer

u (i, t; + k’l)C —u(zi, b)) ta <“(xi’tﬂ'> _Z(xi — h’tj)) (3.19)

_ (b(gj) — %) u(z4,t5),

Tij =
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segue, de (3.16) e (3.17), que tal erro serd dado por

k h
Tij = un(s) — agum(€) = O(k + h). (3.20)
Observacao 16. Para aliviar a notagao, consideraremos u(x; + h,t;) =

ui+1,j; U(.Z'i, tj -+ k) = umH (& 'LL(.Z’,L', t]) - ui,j-

3.2 Versao LCR

Definicao 7. A representacdo de uma equacao diferencial parcial por log-
conformation consiste em substituir uma escala de incognitas presentes na
equagao parcial por incdgnitas logaritmicas. Assim, para representar uma
equacao diferencial parcial cuja incognita € u, deve-se fazer a mudancga de
varidvel

Y =log (u), (3.21)
de onde
u=exp (). (3.22)

Utilizando (3.22) na equagao em questdo, obtem-se sua versao LCR.

Logo, em (3.1), fazendo a mudanca de varidvel (3.21) obtemos

W ol (bl- - %) , (3.23)

que, por sua vez, corresponde a versao LCR da equagao (3.1).

A seguir, discretizamos (3.23) por diferengas finitas, considerando V; ; =
U(x;,t;) como sendo a solucao fornecida pelo esquema numérico no ponto
(w;,t;). Dessa forma, aproximando a equagdo (3.23) por meio dos métodos
Upwind (para o termo convectivo) e Euler explicito (para o termo transiente),
obtemos o esquema

ak ak 1
Ui+ = Vi (1 - 7) + V1 (7) +k (bi - %) , (3.24)
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3.2.1 Estabilidade

No esquema acima, supondo V; ; e ¥;_; ; positivos, a fim de que a solugao
numérica fornecida por tal esquema seja estavel, devemos impor que os coe-
ficientes de W;_; ; e W, ; sejam menores ou iguais a 1, ou seja,

ak
— <1 3.25
ko, (3.5
¢ k
a
1—-— ) <1 3.26
(1-%) <1 (3.26)
Note que (3.26) implica
ak
— >0 3.27
L .27

que, de fato se verifica, pois todos os termos de (3.26) sao positivos.

Dessa forma, temos que a equacao de adveccao linear com termo fonte
representada por log-conformation nao impoe restricao de estabilidade no
passo espacial h.

Em (3.24), desfazendo a mudanca de varidvel (3.21) obtemos o esquema

1—ak

ot = G W) Bewo [k (- )| ey

que impoe [7] uma condigdo menos restritiva do que (3.6), dada por

a

hglog(bi—ﬁ)'

(3.29)

3.2.2 Erro de Truncameto Local

Aproximando (3.23) por meio do método de Euler Explicito (para o
termo transiente) e do método Upwind (para o termo convectivo), temos

Vi — Wy Wij— Wi 1
Bl it Y Z Tl ) (e — ) )
2 +a - T e (3.30)

Agora, substituindo a solugao aproximada pela solucao exata, temos

%’, j+1 — ¢z wz - Wi—l,' _ _ L
% +a (%) = (bz We) : (3.31)
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Fazendo um processo analogo ao que foi feito no caso sem LCR, temos
que o erro de truncamento local de (3.30) é dado por

k h
Ty = Eutt(g) - a§um(§) =O(k+h). (3.32)
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Resultados Numéricos

4.1 Equacao de Adveccao Linear 1D

4.1.1 Resultados Numeéricos

A seguir, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao imple-
mentarmos no software MATLAB a solucao exata e a solugao numérica da
equacao de adveccao linear com termo fonte

or oT

1

onde B = (b(x) — 5-), u > 0 constante.
A solugao numérica da equagao (4.1) foi obtida por (3.2) e sua versao
LCR por (3.24). Também apresentaremos os resultados numéricos obtidos
ao usarmos esquemas TVD (Koren Limiter e Super Bee) no termo convectivo
da equacao em questao.
A solugao analitica da equagdo (4.1), para x € [0,L], u > 0, B > 0,

Tipp—0=1¢eTj,—0; =1 ¢ dada por

B exp(%), r < ut
T(x,t) = { exp(Bt), ut<ax <L’ (4.2)

Observacao 17. Desconsideraremos o fato da solu¢cao numérica fornecida
pelo método com LCR sofrer uma dissipassao no ponto da descontinuidade
de contato da solugao, pois estamos usando o método Upwind no termo con-
vectivo da equacao em questao, o qual mesmo sendo TVD apresenta tal de-
feito por ser de primeira ordem. Esta situacdo pode ser facilmente resolvida;

45
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porém, nao buscamos resolvé-la por estarmos interessados apenas em analisar
se o crescimento da solugcao numérica acompanha o crescimento da solugao
exata.

I) Influéncia de At

Tomando u =1, b =1, We = 100, t = 2, = [0,10] e Az = 0.1, as
Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 representam a solu¢do numérica da equagao (4.1)
sem LCR e com LCR ao variarmos At.

Comparando tais solugoes podemos ver que, independentemente do passo
temporal, a solugao fornecida pelo caso com LCR sempre acompanha o cresci-
mento da solucao exata; ja nos casos sem LCR a solugao numérica acompanha
o crescimento da solucao exata na medida em que diminuimos At.

A Tabela 4.1 mostra o erro relativo (norma 2) cometido em cada método
ao variarmos At. Note que o erro calculado pela norma 2, por ser global,
reflete essa dissipacao, mas na regiao em que a solucao é constante, o LCR ¢é
muito mais preciso.

60
50
40
+~ 30
20
Upwind
—*— Super Bee
10 —+— Koren Limiter
— % —ComLCR
Solugéo Exata

i i i i j

0 2 4 6 8 10

Figura 4.1: Solug¢oes numéricas da equacao (4.1) para At = 0.1.
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— % —Com LCR
Solugdo Exata

= 30

20
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Figura 4.2: Solugdes numéricas da equacao (4.1) para At = 0.05.
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Figura 4.3: Solugdes numéricas da equacao (4.1) para At = 0.01.
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20+
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2 4 6 8 10
X
Figura 4.4: Solugoes numéricas da equagao (4.1) para At = 0.001.
At | CFL ERRO
LCR Upwind | Koren Limiter | Super Bee

0.1 1 2.4506e-017 | 0.2901 0.2890 0.2890

0.05 | 0.5 0.0355 0.1674 0.1649 0.1644

0.01 | 0.1 0.0523 0.0552 0.0531 0.0526

0.001 | 0.01 0.0557 0.0429 0.0467 0.0468

Tabela 4.1: Erro relativo cometido ao variarmos Aft.

IT) Influéncia de Ax

Tomando v = 1, b = 1, We = 100, t = 2, z = [0,10] e At = 0.001, as
Figuras 4.5, 4.6 e 4.7 representam a solugdo numérica da equagao (4.1) sem
LCR e com LCR ao variarmos Ax.

Podemos ver que todas solugoes numéricas acompanharam o crescimento
da solucao exata. Isso se deve ao fato de estarmos trabalhando com uma

malha suficientemente refinada.

estaria acompanhando o crescimento da solugao exata.
A Tabela 4.2 mostra o erro relativo cometido em cada método ao variar-

Caso contrario, apenas o caso com LCR
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mos Azx.
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Figura 4.6: Solugdes numéricas da equacao (4.1) para Az = 0.05.



CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS 50
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Figura 4.7: Solugdes numéricas da equagao (4.1) para Az = 0.01.

Az | CFL ERRO

LCR | Upwind | Koren Limiter | Super Bee
0.1 1 0.0557 | 0.0429 0.0467 0.0468
0.05| 0.5 |0.0345 | 0.0281 0.0233 0.0234
0.01| 0.1 |0.0105| 0.0095 0.0037 0.0037

Tabela 4.2: Erro relativo cometido ao variarmos Az.

IIT) Influéncia de We

Tomando u = 1, b =1,t =2, x € [0,10], At = 0.1 e Az = 0.1, a
Tabela 4.3 apresenta o erro relativo cometido pelos esquemas numéricos aqui
utilizados ao variarmos We. Podemos ver que, independentemente do We
considerado, o erro relativo do método com LCR é sempre bem menor do
que o erro relativo dos métodos sem LCR.

As Figuras 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11 representam, respectivamente, a solucao
numérica da equagao (4.1) ao tomarmos We = 10, 100, 500 e 1000; vale
ressaltar que, para os demais valores de We considerados, as figuras obti-
das sao semelhantes, sendo que em todas elas a solu¢cao numérica fornecida
pela versao com LCR se mostrou mais eficiente, sempre acompanhando o
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crescimento da solucao exata.

45

40

35

—&— Upwind

25 —#%— Super Bee
- —«— Koren Limiter
20 — % —ComLCR
Solugdo Exata
15
10
5
,!'“‘ 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
X

Figura 4.8: Solugbes numéricas da equacao (4.1) para We = 10.
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Figura 4.9: Solugdes numéricas da equacao (4.1) para We = 100.
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Figura 4.10: Solugoes numéricas da equagao (4.1) para We = 500.
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Figura 4.11: Solugbes numéricas da equagao (4.1) para We = 1000.
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We ERRO
LCR Upwind | Koren Limiter | Super Bee

1 | 4.1252e-017 | 0.6960 0.6857 0.6857

2 | 3.7132e-017 | 0.1040 0.0848 0.0848

5 | 6.2840e-017 | 0.1741 0.1701 0.1701
10 | 2.3574e-017 | 0.2370 0.2350 0.2350
50 | 2.3941e-017 | 0.2844 0.2832 0.2832
100 | 2.4506e-017 | 0.2901 0.2890 0.2890
500 | 6.4126e-017 | 0.2947 0.2936 0.2936
1000 | 6.8731e-017 | 0.2952 0.2941 0.2941

Tabela 4.3: Erro relativo cometido ao variarmos We.

4.1.2 Conclusao

Considerando discretizacao por Upwind de primeira ordem no termo
convectivo e Euler explicito no termo transiente vimos que a solugao numérica
fornecida pelo caso com LCR sempre acompanha o crecimento da solucao
exata. Além disso, quanto menos refinada for a malha, melhor é a solucao
numérica fornecida pelo caso com LCR

4.2 Equacao de Adveccao Linear 2D

Consideremos a equacao de adveccao linear com termo fonte 2D

oT aor T
— — — = BT, 4.3
ot T ar Ty (43)
onde B = (b(z,y) — 7=), u> 0, v > 0 constante.

Aproximando (4.3) por meio dos métodos Upwind (para o termo convec-
tivo) e Euler explicito (para o termo transiente), obtemos o esquema

S uk vk 1 . uk . vk
=1 (1= = e () o () < (),
(4.4)
onde consideramos 17", = T'(x;,y;,t,), h 0 passo x-espacial, ¢ o passo y-

l7‘7
espacial e k o passo temporal, com b; = b (x;,y;).
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Em (4.3), fazendo a mudanga de varidvel (3.21), obtemos sua versao LCR,

dada por

oT oT oT
oty to— =T. 4.
ot T ox v dy (4.5)

Aproximando (4.5) por meio dos métodos Upwind e Euler explicito, obte-
mos o esquema

nt+l _ gm uk vk n uk n vk 1
fri,]+ — irz,j (1 - 7 - ? + irz'ij <7)> +iT’i,j71 (? + k' bz,j — m .
(4.6)

4.2.1 Resultados Numeéricos

A seguir, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao implemen-
tarmos no software MATLAB a solu¢ao numérica da equagao (4.3) via os
esquemas (4.4) e (4.6). Vale ressaltar que nao apresentaremos os resultados
obtidos ao variarmos o passo temporal e o passo espacial da malha devido
ao fato de serem analogos aos do caso 1D.

I) Influéncia de We

Tomando u = v =1,b=1,t =2, x € [0,10], Az = Ay = 0.1 e
At = 0.05, a Tabela 4.4 apresenta o erro absoluto cometido pelos esque-
mas numéricos aqui utilizados com relagao a solucao exata em 1D. Esses
erros foram calculados somente na parte que nos interessa, que ¢é a regiao do
crescimento multiplicativo da solucao.

As Figuras 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 representam, respectivamente, a solugao
numérica da equagao (4.3) ao tomarmos We = 1, 10, 50 e 100. Nas Figuras
4.16, 4.17, 4.18 e 4.19 estao ilustradas as comparagoes dos perfis diagonais
das solugoes produzidas pelos esquemas (4.4) e (4.6) com a solugdo exata em
uma dimensao.

Na Tabela 4.4 podemos ver que, independentemente do We considerado,
o erro absoluto do método com LCR é sempre bem menor do que o erro
absoluto do método sem LCR.

4.2.2 Conclusao

Considerando discretizagao por Upwind de primeira ordem no termo
convectivo e Euler explicito no termo transiente vimos que, assim como no
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Sem LCR

Com LCR

Figura 4.12: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para We = 1.

Com LCR Sem LCR

T(x.y.1)
T(X,y,t)

Figura 4.13: Solugbes numéricas da equacao (4.3) para We = 10.
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Com LCR Sem LCR

T(X,Y,t)

Figura 4.14: Solugoes numéricas da equacao (4.3) para We = 50.

Com LCR Sem LCR

T(x.y.1)
T(X,y,t)

Figura 4.15: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para We = 100.
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Figura 4.17: Perfis diagonais da equagao (4.3) para We = 10.
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Figura 4.18: Perfis diagonais da equagao (4.3) para We = 50.
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Figura 4.19: Perfis diagonais da equagao (4.3) para We = 100.
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We ERRO

LCR Upwind
1 ]6.2172e-015 | 0.3491
10 | 1.5632e-013 | 6.9818
50 | 1.8474e-013 | 8.8150
100 | 9.2371e-014 | 9.0734

Tabela 4.4: Erro relativo cometido ao variarmos We.

caso 1D (segao anterior), a aproximacao produzida pelo caso com LCR se
mostrou mais eficiente, sempre acompanhando o crescimento da solucao exa-
ta, independentemente do We considerado.

4.3 Equacao de Adveccao Linear com veloci-
dade constante por partes

Consideremos a equagao de advecgao linear com termo fonte (4.1) com
velocidade constante por partes

oT oT

onde
a;, para 0<z<a
u = ,
as, para o<z <L
com B = (b(z) — 5=), € [0,L] e 0 < < L.
Tomando, por exemplo, a; < ay temos que, para = € [0,«], a solugao

analitica da equagao acima é dada por

To(x —art)ePt, 0<t< -
Bz
T(x,t) =19 volt —z/a)esr, = <t<

= (4.8)

vo(t—a/al)e%, - <t
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e, para = € |a, L],

To(x — ast)ePt, o<t <2
r—Q

a2
T(a,1) To(w—ai(t - 2e)e, oo <t <y e
T,l) = z—a a  BOEE+E) T—a | o L—a | o
Uo(t_?_a)e 2 1L’ a2+a1<t§ a2 +a1
L— B(=2*+2) L—
vt =5 —ge @ T, oE A <t
(4.9)
w(t)
|
|
|
Perfil 4 : T(La

=v,(t-(L-0)/a,-a /al)eB((L-(x)/az+a/al)

R

Perfil 3 =
S
Il T(L,t)=T,(0-a,(t-(L-a)/a,)e*
S 1
Perfil 2 =
R,
Perfil 1

T(L,Y=Ty(L-at)e™

T +a,T=BT © TA+a, =BT L x

»
>

< <

Ty(x) =T(x,0)

Figura 4.20: Propagacao da solugao de (4.7) na diregao das caracteristicas.

4.3.1 Resultados Numéricos

A seguir, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao implemen-
tarmos no software MATLAB a solu¢do numérica da equagao (4.7) via os
esquemas (3.2) e (3.24).
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I) Influéncia de At

Tomando a; = 1, a3 = 0.5, b = 1, We = 100, t = 2, = = [0,2.5]
e Az = 0.1, as Figuras 4.21, 4.22 e 4.23 representam a solu¢ao numérica
da equacao (4.7) sem LCR e com LCR ao variarmos At. Comparando tais
solugoes podemos ver que, assim como no caso estudado na secao 4.1, in-
dependentemente do passo temporal a solucao numérica fornecida pelo caso
com LCR acompanha o crescimento da solucao exata.

A Tabela 4.5 apresenta o erro relativo cometido pelos esquemas numéricos
aqui utilizados ao variarmos At. Podemos ver que o erro cometido pelo
método com LCR sempre é menor do que o erro relativo cometido pelo
método sem LCR.

At | CFL ERRO
LCR | Upwind
0.1 1 0.0351 | 0.0965
0.05| 0.5 |0.0468 | 0.0722
0.01 | 0.1 |0.0578 | 0.0610

Tabela 4.5: Erro relativo cometido ao variarmos At.

7 Dol
*
/
6l
Y
y Exat
% ata
5r / Sem LCR
/ — % — Com LCR
*
4t /
*
/
/
8 %,
/
2,
1 i
0 0.5 1 15 2 2.5

Figura 4.21: Solugbes numéricas da equacao (4.7) para At = 0.1.
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wwwwww
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‘ —+— SemLCR
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N —+— SemLCR
5r — % — Com LCR

Figura 4.23: Solugoes numéricas da equagao (4.7) para At = 0.01.
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IT) Influéncia de We

Tomando a; = 1, a; = 05, b =1, ¢t =2,z € [0,2.5], At = 0.1 e
Ax = 0.1, as Figuras 4.24, 4.25, 4.26 e 4.27 representam, respectivamente,
a solucao numérica ao tomarmos We = 2, 10, 100 e 1000. Comparando tais
figuras podemos ver que, independentemente do We considerado, a aproxi-
magao produzida pelo caso com LCR se mostrou mais eficiente, sempre acom-
panhando o crescimento da solucao exata.
A Tabela 4.6 apresenta o erro relativo cometido pelos esquemas numéricos
aqui utilizados ao variarmos We.

We ERRO
LCR | Upwind
2 10.0331 | 0.0197
10 1 0.0326 | 0.0826
100 | 0.0351 | 0.0965

1000 | 0.0353 | 0.0980

Tabela 4.6: Erro relativo cometido ao variarmos We.
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Figura 4.24: Solugbes numéricas da equagao (4.7) para We = 2.
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Figura 4.25: Solugoes numéricas da equacao (4.7) para We = 10.

Exata
—+— SemLCR
5r / — % —ComLCR

Figura 4.26: Solug¢oes numéricas da equagao (4.7) para We = 100.
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Exata
Sem LCR
— % —Com LCR

Figura 4.27: Solugoes numéricas da equagao (4.7) para We = 1000.

4.3.2 Conclusao

Assim como nas se¢oes anteriores, vimos que a situacao ligada ao HWNP
pode ser melhorada através da representagao por conformacao logaritmica da
equagao diferencial parcial em questao. Resultados numéricos foram obtidos
corroborando com essa perspectiva.

4.4 Equacao de Transporte

A seguir, consideraremos a equacao de transporte modelo

— =e-— + VT, (4.10)

onde T' = T(We,u) é o termo fonte, definido pela equagao constitutiva do
fluido'. Assim, trabalharemos com um sistema composto pelas equacoes
(4.10) e
ar oT
o o T

'Equacdo de adveccao linear com termo fonte, estudada nas secdes anteriores

BT, (4.11)




CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS 66

2
ondeezR—ﬁ,Re>0eB:(b(x)—ﬁ).
€

Aproximando (4.10) por meio dos métodos Euler explicito e Diferengas
centradas, obtemos o esquema

2ek ek k

onde consideramos U* = U(x;,t,), h o passo espacial e k o passo temporal.

4.4.1 Resultados Numéricos

A seguir, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao implemen-
tarmos no software MATLAB a solu¢ao numérica do sistema formado pelas
equagoes (4.10) e (4.11) via os esquemas (3.2), (3.24) e (4.12). Consider-
aremos como solugao exata da equagao (4.10) a solugao fornecida ao utili-
zarmos a solugao analitica de (4.11) ao invés da solugao numérica fornecida
pela versao sem LCR (esquema (3.2)) ou pela versao LCR (esquema (3.24)).

Parte 1

A seguir, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao implemen-
tarmos os esquemas numéricos acima mencionados com x € [0, 1].

i) Influéncia de At

Tomando t = 3, Re = 10, We = 10, 8 = 0.1 e Az = 0.1, temos que
as Figuras 4.28, 4.29, 4.30 e 4.31 representam a solugao numérica do sistema
formado pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos At.

Comparando tais solucoes podemos ver que a solu¢gao numeérica fornecida
pelo método sem LCR se aproxima da solucao exata na medida em que
diminuimos At. Ja o caso com LCR mantém-se proximo a solucao exata
independentemente do /At considerado.

A Tabela 4.7 mostra o erro relativo cometido pelos esquemas numéricos
aqui utilizados.
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Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
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Figura 4.28: Solug¢oes numéricas da equacao (4.3) para At = 0.1.
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Figura 4.29: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para At = 0.05.
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Equagao do Transporte
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Figura 4.30: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para At = 0.01.
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Figura 4.31: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para At = 0.001.
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At ERRO
LCR | Upwind
0.1 |0.0406 | 0.1347
0.05 | 0.0430 | 0.1447
0.01 | 0.0434 | 0.1527
0.001 | 0.0434 | 0.1545

Tabela 4.7: Erro relativo cometido ao variarmos At.

ii) Influéncia de Az

Tomando t = 3, Re = 10, We =10, f = 0.1 e At = 0.001, temos que as
Figuras 4.32, 4.33 e 4.34 representam a solucao numérica do sistema formado
pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos Azx.

Comparando tais solugoes podemos ver que, na medida em que diminuimos
Az, a solugao numérica fornecida pelo método sem LCR aproximou-se da
solucao exata. Ja o caso com LCR aproximou-se da solucao exata independen-

temente do Az considerado.

A Tabela 4.8 mostra o erro relativo cometido pelos esquemas numeéricos

aqui utilizados.

Equacéo do Transporte
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0 0.5

0 0.5 1

Figura 4.32: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Az = 0.1.
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Equagao do Transporte

Equagdo Constitutiva
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Figura 4.33: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Az = 0.05.
Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
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Figura 4.34: Solugbes numéricas da equagao (4.3) para Ax

= 0.01.
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Az ERRO
LCR | Upwind
0.1 | 0.0434 | 0.1545
0.05 | 0.0228 | 0.0734
0.01 | 0.0049 | 0.0138

Tabela 4.8: Erro relativo cometido ao variarmos Az.

iii) Influéncia de Re

Tomando t = 3, We = 10, g = 0.1, Az = 0.1 e At = 0.5 temos que
as Figuras 4.35, 4.36, 4.37, 4.38 e 4.39 representam a solugao numérica do
sistema formado pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos Re.

Comparando tais solugoes podemos ver que, independentemente do Re
considerado, a solu¢ao numérica fornecida pelo método com LCR manteve-se
proxima da solucao exata, o que nao ocorreu com o método sem LCR.

A Tabela 4.9 mostra o erro relativo cometido pelos métodos acima men-

cionados.
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Equacéo do Transporte

— % — Solucéo Exata

Com LCR
Sem LCR

Equacéo Constitutiva

— % — Solugéo Exata
Com LCR
Sem LCR

0.5 1

Figura 4.35: Solugbes numéricas da equagao (4.3) para Re = 2.
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Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
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Figura 4.36: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re = 3.
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Figura 4.37: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re = 5.
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Equagao do Transporte
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: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re
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Figura 4.39:

Solugbes numéricas da equagao (4.3) para Re = 100.

10.
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Re ERRO
LCR | Upwind
2 10.0356 | 0.1689
3 10.0384 | 0.1591
5 10.0408 | 0.1512
10 | 0.0430 | 0.1447
100 | 0.0459 | 0.1364

Tabela 4.9: Erro relativo cometido ao variarmos Re.

iv) Influéncia de We

74

Tomando t = 3, Re = 10, § = 0.1, Az = 0.1 e At = 0.5 temos que
as Figuras 4.40, 4.41, 4.42, 4.43 e 4.44 representam a solucao numérica do

sistema formado pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos We.

A Tabela 4.10 mostra o erro relativo cometido pelos métodos aqui utiliza-
dos. Podemos ver que, independentemente do We considerado, o erro relativo
do método com LCR é sempre menor do que o erro relativo do método sem
LCR e, além disso, na medida em que tomamos We maior, o erro relativo
do método com LCR diminui e o erro relativo do método sem LCR cresce.
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Figura 4.40: Solugbes numéricas da equagao (4.3) para We = 2.
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Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
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Figura 4.41: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para We = 5.
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Figura 4.42: Solugbes numéricas da equacao (4.3) para We = 10.
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Figura 4.43: Solugoes numéricas da equacao (4.3) para We = 50.
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Figura 4.44: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para We
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We ERRO
LCR | Upwind
2 10.0497 | 0.0764
5 10.0450 | 0.1253
10 | 0.0430 | 0.1447
50 | 0.0412 | 0.1616
100 | 0.0409 | 0.1637

Tabela 4.10: Erro relativo cometido ao variarmos We.

Parte 11

A seguir, apresentaremos os resultados numéricos obtidos ao implemen-
tarmos os esquemas numéricos acima mencionados com x € [0, 6].
Note que aumentamos o dominio espacial a fim de envolver o ponto de
descontinuidade de contato da solucao da equagao constitutiva na equacao
de transporte.

i) Influéncia de At

Tomando t = 3, Re = 10, We = 10, 8 = 0.1 e Az = 0.1, temos que
as Figuras 4.45, 4.46, 4.47 e 4.48 representam a solugao numérica do sistema
formado pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos At.

Comparando tais solucoes podemos ver que a solucao numérica fornecida
pelo método com LCR aproxima-se melhor da solugao exata. No entanto,
quanto maior for At, melhor serd a solucao fornecida pelo método com
LCR. Ja o caso sem LCR aproxima-se da solucao exata na medida em que
diminuimos At, o que nao nos é satisfatorio pois, quanto mais refinada for a
malhar, maior sera o esforco computacional para calcular a solucao numérica.

A Tabela 4.11 mostra o erro relativo cometido pelos esquemas numéricos
aqui utilizados.

Podemos ver que o erro relativo cometido pelo método com LCR é sempre
menor do que o erro relativo cometido pelo método sem LCR.
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Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
1407 4001
X
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i
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Figura 4.45: Solugoes numéricas da equacao (4.3) para At = 0.1.
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Figura 4.46: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para At = 0.05.
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Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
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Figura 4.47: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para At = 0.01.
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Figura 4.48: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para At = 0.001.
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At ERRO
LCR | Upwind
0.1 |0.2259 | 0.6712
0.05 | 0.2445 | 0.4467
0.01 | 0.3048 | 0.3058
0.001 | 0.3190 | 0.2955

Tabela 4.11: Erro relativo cometido ao variarmos At.

ii) Influéncia de Az

Tomando t = 3, Re = 10, We =10, f = 0.1 e At = 0.001, temos que as
Figuras 4.49, 4.50 e 4.51 representam a solucao numérica do sistema formado
pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos Azx.

Comparando tais solucoes podemos ver que, independentemente do Ax
considerado, os métodos numéricos fornecem solucao semelhante. Além disso,
a solucao numérica fornecida pelos métodos numéricos aproxima-se da solucao
exata na medida em que diminuimos Ax.

A Tabela 4.12 mostra o erro relativo cometido pelos esquemas numéricos
aqui utilizados.

Equacéo do Transporte Equacéo Constitutiva
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J
40t [
100
20t 50t
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6

Figura 4.49: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Az = 0.1.
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Figura 4.51: Solugbes numéricas da equagao (4.3) para Ax = 0.01.

Solugdes numéricas da equagao (4.3) para Az = 0.05.
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Az ERRO
LCR | Upwind
0.1 ] 0.3190 | 0.2955
0.05 | 0.2269 | 0.2165
0.01 | 0.0842 | 0.0846

Tabela 4.12: Erro relativo cometido ao variarmos Azx.

iii) Influéncia de Re

Tomando t = 3, We = 10, f = 0.1, Az = 0.1 e At = 0.05 temos que
as Figuras 4.52, 4.53, 4.54, 4.55 e 4.56 representam a solugao numérica do
sistema formado pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos Re.

Comparando tais solugoes podemos ver que, independentemente do Re
considerado, a solugao numeérica fornecida pelo método com LCR aproximou-
se mais da solucao exata.

A Tabela 4.13 mostra o erro relativo cometido pelos métodos acima men-
cionados. Podemos ver que o erro relativo do método com LCR é menor do
que o erro relativo cometido pelo método sem LCR, independentemente do
Re considerado.
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Figura 4.52: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re = 2.
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Figura 4.53: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re = 3.
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Figura 4.54: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re = 5.
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Figura 4.55: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para Re = 10.
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Re ERRO
LCR | Upwind
2 1 0.2283 | 0.4297
3 10.2358 | 0.4371
5 10.2412 | 0.4428
10 | 0.2445 | 0.4467
100 | 0.2466 | 0.4497

Tabela 4.13: Erro relativo cometido ao variarmos Re.

iv) Influéncia de We

Tomando ¢t = 3, Re = 10, § = 0.1, Az = 0.1 e At = 0.5 temos que
as Figuras 4.57, 4.58, 4.59, 4.60 e 4.61 representam a solucao numérica do
sistema formado pelas equagoes (4.10) e (4.11) ao variarmos We.

A Tabela 4.14 mostra o erro relativo cometido pelos métodos aqui utiliza-
dos. Podemos ver que, independentemente do W e considerado, o erro relativo
do método com LCR é sempre menor do que o erro relativo do método sem

LCR.
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Figura 4.57: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para We = 2.
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Equagao do Transporte Equagdo Constitutiva
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Figura 4.60: Solugoes numéricas da equacao (4.3) para We = 50.
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Figura 4.61: Solugoes numéricas da equagao (4.3) para We = 100.
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We ERRO
LCR | Upwind
2 10.1875 | 0.3286
5 10.2305 | 0.4176
10 | 0.2445 | 0.4467
50 | 0.2555 | 0.4696
100 | 0.2569 | 0.4724

Tabela 4.14: Erro relativo cometido ao variarmos We.

4.4.2 Conclusao

Ao estudarmos a estabilidade do método LCR na equagao de transporte
pudemos ver que, independentemente dos parametros adimensionais conside-
rados, a aproximagao produzida ao utilizarmos a versao LCR da equacgao
constitutiva se mostrou mais eficiente, mantendo-se sempre mais proxima da
solucao em que foi utilizado a solucao exata da equacgao constitutiva.



Capitulo 5

Conclusao

Considerando discretizagao por Upwind de primeira ordem no termo
convectivo e Euler explicito no termo transiente, vimos que ao incluirmos um
termo fonte na equacao de advecgao linear é também inserida uma restri¢ao
de estabilidade ao passo espacial da malha e, que tal restricao é influenciada
pelo nimero de Weissenberg. Assim, quanto maior for WWe, menor necessita
ser o passo espacial da malha, a fim de que a solugao numérica fornecida pelo
esquema numeérico seja estavel. Esta situacao esta ligada ao HWNP.

Assim como em [6], vimos que tal situa¢ao pode ser melhorada através de
uma mudanca de varidvel na equacao diferencial parcial em questao, carac-
terizando a chamada representagao por conformagao logaritmica da equacao
diferencial parcial.

Ao realizarmos testes numéricos com a equagao constitutiva pudemos ver
que, independentemente do passo da malha e dos parametros adimensionais
considerados, a solucao numérica fornecida pela versao LCR aproxima-se da
sulucao exata com crescimento exponencial andlogo ao crescimento exponen-
cial da mesma. Os resultados numéricos obtidos foram analogos, indepen-
dentemente da maneira em que definimos a velocidade e independentemente
da dimensao do problema.

Ao estudarmos a estabilidade do método LCR na equacao de transporte
modelo foi notdrio que a solugao numérica fornecida ao utilizar a versao LCR
da equacao constitutiva se mostrou mais eficiente, mantendo-se sempre mais
proxima da solugao em que foi utilizada a solugao exata da mesma, indepen-
dentemente do passo da malha e dos parametros adimensionais considerados.

Em todos os testes numéricos realizados pudemos ver que a solugao numé-
rica fornecida pelos métodos com LCR fornece solugao mais satisfatéria ao
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utilizarmos uma malha menos refinada, o que nos é vantajoso, pois isso faz
com que seja dimunuido o esforco computacional exigido para calcular a
solucao de um esquemamétodo numeérico.

Os resultados numéricos obtidos corroboram com a perspectiva de que
a instabilidade numérica pode ser melhorada através da representacao por
conformacao logaritmica.
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