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"It’s not a ghost, it’s gravity."

Interstellar



Resumo

Uma das teorias fisicas mais em evidéncia atualmente, responsivel por reger o dominio das
velocidades relativisticas e dos corpos de grande massa, é a Teoria da Relatividade Geral,
postulada por Albert Einstein em 1915. Essa teoria introduz um novo conceito de gravidade,
apresentando também uma previsdo importante para esta pesquisa: a existéncia de buracos negros.
Matematicamente, um buraco negro pode ser descrito por algumas das solucoes das equagoes
de Einstein, sendo definido como uma regido do espaco-tempo com intensa ac¢ao gravitacional,
delimitada por um horizonte de eventos. Uma vez que um buraco negro estd continuamente
interagindo com suas vizinhangas, é possivel afirmar que ele também estd em constante estado de
perturbacao, resultando em modos oscilantes neste buraco negro. Apesar da constatacdo de que
nada escapa do horizonte de eventos, uma observacao relevante é que, conforme a descricdo de um
buraco negro pela solugdo de Kerr das equacgoes de Einstein, é possivel extrair energia rotacional
deste buraco negro por meio de processos especificos. Neste trabalho é feita uma revisao de
alguns aspectos fundamentais e extremamente relevantes na pesquisa atual em relatividade geral,
em particular na relacionada a fisica de buracos negros. Isso inclui a introducéo de fatos bésicos
sobre buracos negros, bem como técnicas perturbativas e extracao de energia de buracos negros

com rotagao.

Palavras-chave: buracos negros, perturbacgoées, superradiancia



Abstract

One of the most significant theories today, responsible for governing the realm of relativistic
speeds and massive bodies, is the General Theory of Relativity postulated by Albert
Einstein in 1915. This theory introduces a new concept of gravity, also presenting a
crucial prediction for this research: the existence of black holes. Mathematically, a black
hole can be described by some of Einstein’s equations solutions, defined as a region in
spacetime with intense gravitational action, bounded by an event horizon. As a black
hole continuously interacts with its surroundings, it can be stated that it is in a constant
state of disturbance, resulting in oscillating modes within this black hole. Despite the
observation that nothing escapes the event horizon, a relevant point is that, according to
the description of a black hole by the Kerr solution of Einstein’s equations, it is possible
to extract rotational energy from this black hole through specific processes. This work
reviews some fundamental and extremely relevant aspects of current research in general
relativity, in particular that related to black hole physics. This includes the introduction
of basic facts about black holes, as well as perturbative techniques and energy extraction

from rotating black holes.

Keywords: black holes, perturbations, superradiance
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1 Introducao

A teoria de Albert Einstein, conhecida como Teoria da Relatividade Geral, foi
publicada em 1915 e é responsavel por unificar o espaco e o tempo em uma tnica abordagem
e reformular o conceito de gravidade. Na Relatividade Geral, a gravidade deixa de ser
conceituada como uma forga e passa a ser compreendida como o resultado da curvatura

do espago-tempo gerada pela presenga de massa ou energia Guidry (2019).

A Relatividade Geral se fez necessaria uma vez que a Lei da Gravitagdo Universal
de Newton ja se mostrava inconsistente com os principios da Relatividade Especial. Ao
contrario da mecanica newtoniana, que considerava a acdo gravitacional como instantanea
e a forga entre dois corpos, dependente apenas de sua posi¢cao em um determinado instante,

a Relatividade Geral ofereceu uma abordagem mais abrangente e precisa Hartle (2013).

A gravidade é uma das quatro interacoes fundamentais da natureza, caracterizando-
se por ser a mais fraca em termos de intensidade. No entanto, ela apresenta propriedades
Unicas que a distingue das demais. Em primeiro lugar, a gravidade é uma interagao de longo
alcance, o que significa que sua influéncia se estende por grandes distancias. Além disso,
a gravidade nao estd relacionada, por exemplo, a propriedades elétricas ou magnéticas
dos corpos. Por fim, a caracteristica universal da gravidade é notavel, pois ela atua em
todas as massas, independentemente de sua composicao ou localizagdo no universo Guidry
(2019).

A teoria classica newtoniana descreve a gravidade como uma forga de atracao,
gerando um campo gravitacional de acao instantanea dependente da massa dos corpos
envolvidos. Além da interacgao gravitacional, ha outros conceitos que se diferenciam dentros
das teorias de Newton e de Einstein: espaco e tempo. Na teoria newtoniana, o espaco é
descrito a partir de um sistema de coordenadas fixo nos termos de um tempo absoluto
e imutavel. Entretanto, na relatividade introduziu-se o conceito de espago-tempo, uma
abordagem unificada e quadridimensional, onde espago e tempo estao intrinsicamente
ligados. Segundo a Teoria da Relatividade Geral, o espago-tempo é dindmico e a gravidade
é descrita como a manifestagdo da curvatura do espaco-tempo. Essa curvatura é gerada pela
presenca de matéria ou energia, que moldam a geometria do espago-tempo e determinam

o comportamento gravitacional dos corpos Guidry (2019); Blair (2005); Carroll (2014).

Einstein fundamenta sua teoria em dois principios essenciais: o Principio da Equi-
valéncia e o Principio de Covaridncia Geral. O Principio da Equivaléncia estabelece que a
acao da gravidade nao é uma propriedade intrinseca da massa, mas sim uma caracteristica
do espaco-tempo em que a gravidade se manifesta. Além disso, de acordo com o Principio

da Equivaléncia, em um referencial local, nao ¢é possivel distinguir se um objeto esta em
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queda livre sob a influéncia de um campo gravitacional ou em um estado de aceleracao
uniforme. Isso significa que a experiéncia de estar em queda livre é indistinguivel de estar
em um ambiente sem gravidade, onde a sensagao de peso desaparece. Ja o Principio de
Covariancia Geral afirma que as leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais. Isso
significa que essas leis devem ser formuladas de maneira consistente e valida em qualquer

sistema de coordenadas ou referenciais inerciais Guidry (2019); Ferrari et al. (2020).

Portanto, Einstein conclui que a gravidade esta associada a geometria do espago-
tempo: na auséncia de interacao gravitacional, o espaco-tempo é plano e na sua presenca,
o tecido é curvo e a trajetéria retilinea dos objetos é distorcida em funcao desta curvatura
Guidry (2019).

Seguindo a ideia de que massa deforma o espago-tempo, uma concentra¢ao muito
grande de matéria provoca uma curvatura intensa no espaco-tempo. Uma das previsoes da
Relatividade Geral é a formacao de buracos negros a partir de um colapso gravitacional,
quando uma alta massa é comprimida a um volume extremamente reduzido até seu raio
atingir um tamanho critico. A partir da mesma teoria, a curvatura do espago-tempo

diverge dentro de um buraco negro. Hartle (2013).

Apesar da diferenca significativa de magnitude entre o menor e o maior buraco
negro conhecido, todos podem ser descritos por trés parametros simples: massa, carga
e momento angular. Ao classificar buracos negros pela massa, é possivel dividi-los em
algumas categorias, como buracos negros de massa estelar, buracos negros de massa

intermedidria e buracos negros supermassivos Volonteri (2010); Chirenti (2021).

A geometria de um buraco negro ¢é descrita a partir de algumas das solugoes das
equagoes de Einstein, derivadas da Teoria da Relatividade Geral. Essas solu¢oes descrevem
a métrica de um buraco negro segundo trés parametros simples que podem ser combinados:
massa, carga e momento angular. Neste trabalho, sao apresentadas quatro solugoes divididas
entre solugdes de vacuo, eletrovacuo, sendo todas assintoticamente planas: solu¢ao de
Schwarzschild, solugao de Reissner-Nordstrom, solugdao de Kerr e solucao de Kerr-Newman.
Estas solucoes descrevem a geometria de um buraco negro em equilibrio que, apesar de
ser uma idealizacdo, os estudos a partir dessa ideia oferecem uma boa aproximacgao da
realidade, uma vez que buracos negros estao em continua interacdo com seus arredores,
levando a um estado que pode ser descrito como uma perturbacao de buracos negros

isolados. Tal abordagem sera estudada no Capitulo 3 Konoplya and Zhidenko (2011).

Uma das consequéncias dessas perturbacoes é a extracao de energia do buraco
negro, que pode ser realizada por meio de dois processos que serao explicados no decorrer

do Capitulo 4 deste trabalho: o processo de Penrose e a superradiancia Guidry (2019).
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2 Buracos Negros

H& mais de dois séculos, John Michell sugeriu que algumas estrelas poderiam se
tornar invisiveis para sempre. Esse fato seria justificado se a estrela em questao possuisse
uma massa muito elevada e uma intensa atracao gravitacional, onde nem a luz seria capaz
de escapar. A hipdtese da existéncia dessas estrelas invisiveis foi um dos conceitos pioneiros
a respeito do que é conhecido hoje como buraco negro. Pode-se definir buraco negro como
uma regiao do espago-tempo causalmente desconectada do espago-tempo restante, ou seja,
nenhum evento dentro dessa regiao pode influenciar eventos que ocorrem fora dela. Lang
and Lang (2013); Gustavo E. Romero (2014).

Este capitulo discutira possiveis hipoteses para a formacao de buracos negros, sua
classificacdo, deteccdo e métricas que descrevem seu espago-tempo sob a influéncia destes

objetos.

2.1 Formacao de buracos negros e classificacao pela massa

2.1.1 Buracos negros de massa estelar

O mecanismo mais comum de formagao de buracos negros é a partir de um colapso
gravitacional gerado no fim da vida de uma estrela na sequéncia principal. Tal sequéncia
representa a evolugao estelar a partir da fusao de atomos de hidrogénio e hélio. Uma
estrela comum é estavel enquanto as reagoes de fusdo em seu nucleo estiverem fornecendo

pressdo para contrabalancear a forga gravitacional Gustavo E. Romero (2014).

A queima de elementos no niicleo da estrela transforma gradualmente hidrogénio
em hélio e, no caso de estrelas massivas (M > 5M)) transforma também carbono em ferro.
A queima do ferro, no entanto, é um processo endotérmico, o que faz com que o nticleo
contraia a fim de manter o processo de fusao no mesmo. Neste ponto, a forca gravitacional
se torna maior do que a pressao gerada pela estrela, levando a um colapso chamado de

supernova Gustavo E. Romero (2014).

Estrelas da ordem de 20 — 30M,, podem formar buracos negros de M > 1.8M,
enquanto estrelas mais massivas com grande spin podem produzir buracos negros com
M > 10M,. Gustavo E. Romero (2014).

2.1.2 Buracos negros de massa intermediaria

O colapso gravitacional de estrelas da Populacao III (primeiras estrelas formadas

nas galdxias) pode formar buracos negros com massa entre 102 — 103M,. Buracos negros
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mais massivos podem existir fora do nicleo de galdxias ao acretarem matéria de suas
vizinhangas ou a partir da fusao com outros buracos negros, ou estrelas Gustavo E. Romero

(2014).

A taxa de acrecao para formar buracos negros de massa intermedidria é muito
baixa, levando um tempo de formagao maior que a idade do Universo. Portanto, a partir
dos fatos descritos nessa subsec¢do, a existéncia de buracos negros de massa intermediaria

ainda nao foi comprovada Gustavo E. Romero (2014).

2.1.3 Buracos negros supermassivos

Este tipo de buraco negro esta localizado no centro da maioria das galaxias mais
préximas, sendo que sua massa mede em torno de 10 — 10°M,. Um dos exemplos de
buracos negros supermassivos mais préoximos esta no centro da Via Lactea, possuindo
cerca de 4 x 108My,. Por se localizar perto da constelacdo de Sagittarius na esfera celeste,
foi chamado de Sagittarius A*, sendo mostrado na Figura 1 a seguir. Uma das hipdteses de
formacao de buracos negros supermassivos ¢ a partir da fusao de buracos negros durante
colisoes de galdxias, originando buracos negros com massa resultante dessa fusao. Gustavo
E. Romero (2014); Ferrari et al. (2020).

Figura 1 — Sombra do buraco mnegro Sagittarius A* (Imagem retirada de
https://phys.org/news/2022-05-astronomers-reveal-image-black-hole.html)

2.2 Evidéncias da existéncia de buracos negros

Um buraco negro nao emite radiacao eletromagnética classicamente e para o caso
de buracos negros isolados, nao ha interacao com outros objetos, tornando pouco provavel

sua observacao direta. No entanto, grande parte dos buracos negros esta cercada de discos
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de acrecao, objetos como estrelas ou outros buracos negros e o efeito gravitacional sobre

estes elementos possibilita sua deteccao Gustavo E. Romero (2014); Guidry (2019).

Algumas consideracoes sobre observagoes de buracos negros podem ser exemplifica-

das segundo as categorias a seguir:

o Sistemas binarios com intensa emissao de raios X cujo objeto de companhia é
invisivel, muito massivo e exerce grande influéncia gravitacional sobre a estrela

visivel - geralmente uma ana branca ou uma estrela de néutrons;

o Observagao de ondas gravitacionais com propriedades originadas a partir da fusao

de dois buracos negros;

» Anomalias observacionais no centro de varias galaxias, onde grandes massas influen-

ciam a velocidade de é6rbitas das estrelas.

As evidéncias que sustentam a presenca de um objeto massivo no ntcleo da Via
Lactea, por exemplo, sao observaveis quando se analisa o movimento de aproximadamente
20 estrelas dentro do aglomerado estelar. Estas estrelas, classificadas como tipo-B e
identificadas como "S-stars", ocupam posi¢bes mais internas no aglomerado. Ao mapear
suas trajetorias orbitais, como se observa na 2, foi possivel calcular a existéncia de uma

entidade de massa extrema no centro galdctico Gustavo E. Romero (2014).

Dec (")

0.4 0.2 0. -0.2 -0.4
R.A. ("

Figura 2 — Orbitas das S-stars em torno do candidato a buraco negro supermassivo no
centro da Via Léctea (Imagem retirada de Gustavo E. Romero (2014)).

A colaboragao Event Horizon Telescope - EHT publicou em 2019 o que seria mais

uma das evidéncias da existéncia de um buraco negro: a imagem de sua sombra (shadow).
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Para forma-la, o EHT utilizou oito telescépios dispostos pela América, Havai, Antartida e
Europa que, explorando a rotacao da Terra e associando todas as estagoes, transformaram
o planeta num grande radiotelescopio, realizando observacoes no comprimento de onda de
1.3mm Neves (2020).

A primeira imagem de sombra publicada é do buraco negro supermassivo M87*,
localizado no centro da galdxia Messier 87, que pode ser observada na Figura 3. O fenomeno
sombra é fruto do desvio de luz devido a acao de um intenso campo gravitacional, onde é

necessario o uso de uma métrica que descreve uma massa com rotacao Neves (2020).

Figura 3 — Sombra do buraco negro supermassivo M87* (Imagem retirada de
https://www.scielo.br/j/rbef/a/MNc6M6njv79INbCcbLjiBWIHB/).

A sombra do buraco negro é a area escura da imagem, cujo limite interno é chamado
de silhueta da sombra. Em seu entorno, ha uma regiao vermelha-alaranjada, formada por
gas e poeira, que orbita e cai em direcao ao buraco negro. Essa regiao ¢ chamada de disco
de acrecao e é possivel visualiza-la, pois a matéria emite radiacao devido ao seu movimento
Neves (2020).

Devido a rotagdo do buraco negro, sua sombra aparece levemente deformada, tendo
um desvio de circularidade menor que 10% para o M87*. Esse fato s6 é possivel para um

buraco negro de Kerr, t6pico que sera discutido no capitulo a seguir Neves (2020).

2.3 Solucoes das Equacoes de Einstein

As equagoes de campo de Einstein foram publicadas em 1915 com a Teoria da
Relatividade Geral e sdo responsaveis por descrever a métrica de um campo gravitacional

e como a presenca de matéria é capaz de curvar o espaco-tempo. Essas equagoes podem
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ser expressas da seguinte forma:
G = 81T}, (2.1)

sendo T},, o tensor energia-momento e GG, o tensor de Einstein, descrito pelo tensor de

Ricci e pelo escalar de curvatura, como mostra a equacgao a seguir:

1
G,uu - Ruu - §g,uuR (22)

As solugoes das equacoes de Einstein sao métricas que definem o espago-tempo,
sendo que algumas dessas solugoes podem descrever a geometria de um buraco negro.

Essas solu¢bes num espago assintoticamente plano podem ser divididas conforme a Figura

4:

Vacuo

Estatico

-
Einstein-Maxwell

Espaco-tempo _
assintoticamento plano

Viacuo

Estacionario

Kerr-Newman
Einstein-Maxwell

Figura 4 — Fluxograma de solugoes das equacoes de Einstein

Definindo alguns conceitos da figura acima, um espaco é assintoticamente plano
quando tomando r — 00, a métrica que o descreve é Minkowski. Solugoes estacionarias
sao solugdes invariantes no tempo, enquanto solugoes estaticas sao invariantes também

por reversao temporal.

O teorema no-hair enuncia que buracos negros estacionarios descritos a partir da
solucao das equagoes de Einstein-Maxwell podem ser caracterizados a partir de trés para-
metros: massa, carga e momento angular. Sendo assim, os buracos negros sao classificados

e11l:

« Buraco negro de Schwarzschild: descrito apenas pela massa;

e Buraco negro de Reissner-Nordstrom: descrito por massa e carga;
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e Buraco negro de Kerr: descrito por massa e momento angular;

e Buraco negro de Kerr-Newman: descrito por massa, momento angular e carga.

2.3.1 Solucdo de Schwarzschild

Em 1916, pouco depois da formulagao da Teoria da Relatividade Geral, Karl
Schwarzschild apresentou a primeira solugao para as equacoes de campo de Einstein. A
solucao de Schwarzschild é dada pela Equacgao 2.3 e o esbogo de sua dedug¢ao pode ser
visto no Apéndice A.

2 dr?
ds* = — <1 — m> o e N r2(d6? 4 sin? 0dp?) (2.3)

r 1 —2m
E

sendo m a massa do buraco negro.

No infinito assintético (r — 00), a métrica de Schwarzschild se reduz a métrica de
Minkowski Ferrari et al. (2020).

Essa solucao descreve o campo gravitacional em torno de um objeto estatico e
esfericamente simétrico. Além disso, é uma solucao de vacuo, o que significa que é valida
na auséncia de matéria, resultando em um tensor energia-momento igual a zero. Resolver
uma solucao de vacuo € equivalente a tratar apenas a equacao R,, = 0. Isso pode ser

demonstrado como:.

1
RP«V — iglu,jR =0

1 v
g,uuR;w - 59“ guuR =

1
— ZAR =
R 2R 0
R—-2R=0
—R=

(2.4)

Por fim, aplicando o resultado obtido na equacao 2.4 nas equacoes de Einstein para

o vacuo, concluimos que:

1
~Guw-0=0

R, — 5

R, =0 (2.5)
Devido a esse fato, a solucao de Schwarzschild ¢é utilizada para descrever o campo

gravitacional proximo de qualquer objeto no vacuo, desde que se desconsidere o momento

angular e se assuma que esses objetos sao esfericamente simétricos Guidry (2019).
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Impor que os coeficientes da métrica esfericamente simétrica satisfacam as equagoes
de Einstein no vacuo implica no resultado conhecido como teorema de Birkhoff. Esse
teorema enuncia que a unica geometria do espaco-tempo exterior a uma distribuicao
de energia-momento com simetria esférica e que satisfaz as equacoes de Einstein é a
solugdo de Schwarzschild, o que significa que o teorema nao so estabelece que a solugao de
Schwarzschild é a tinica solucao com simetria esférica mas também que a simetria esférica

implica numa solugao estatica.

Um dos elementos importantes nessa métrica é o raio de Schwarzschild, descrito

por:

Rs = 2m (2.6)

O raio de Schwarzschild ¢é o raio critico que a concentracao de massa deve atingir
para se tornar um buraco negro de Schwarzschild. Quando uma estrela colapsada tem
tamanho inferior a este raio, ela é denominada um buraco negro de Schwarzschild. Nesse
contexto, o raio de Schwarzschild coincide com o horizonte de eventos de um buraco negro
Ferrari et al. (2020).

A singularidade no raio de Schwarzschild é uma singularidade de coordenadas
que pode ser eliminada da solucao de Schwarzschild ao escolher um novo sistema de
coordenadas para a sua descricao. Um desses sistemas ¢ conhecido como as coordenadas
de Eddington-Finkelstein.

Define-se entao um novo sistema de coordenadas tal que:
t=v=t+r+2Inlr—2m|=t+r" (2.7)

Sabendo que 7 =17, @ = 0 e ¢ = ¢. Assim, em coordenadas de tartaruga ., de forma que

re =71+2mln|5- — 1|, tem-se t = v — r* = dt = dv — dr*. Logo,

dt* = dt @ dt = (dv — dr*) @ (dv — dr*) (2.8)

Novamente aplicando as coordenadas de tartaruga:

dr*
dr* = —d 2
r = r (2.9)
dr* 2m\ !
= (1 === 2.1
dr ( T ) (2.10)

Substituindo em —(1 — 22)dt?:

2 2 2m\ !
_ <1 - m> di? = — (1 - m> dv? + dvdr + drdv — (1 _ m> dr? (2.11)
T T r
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Portanto, a solu¢ao de Schwarzschild em coordenadas de Eddington-Finkelstein é

dada por:

2
ds* = — (1 - m) dv? + dvdr + drdv + r*dQ? (2.12)

r

de onde se nota que r = 2m nao ¢é singular nessas coordenadas.

2.3.2 Solucdo de Reissner-Nordstrom

A métrica de Reissner-Nordstrom é uma solucio esfericamente simétrica assim
como a solucao de Schwarzschild, no entanto, nao é uma solucao de vacuo devido a presenca
de carga elétrica e, portanto, de um campo eletromagnético. O tensor energia-momento

deste campo é dado por: !

1
Ty = _Mal <FupF5 - 49qupana) ; (2.13)

onde F,, = d,A, — 0,A, é o tensor de intensidade do campo eletromagnético e A, é o

quadripotencial eletromagnético Gustavo E. Romero (2014).

Esta métrica é dada por:

ds® = Ac*dt* — A7 dr® — r2dQ?, (2.14)
onde:
2m >
A=1——+ =. 2.15
=L (215)

sendo M a massa do buraco negro e ¢ a carga elétrica total.
A métrica de Reissner-Nordstrom possui uma singularidade de coordenadas em
A =0, de forma que:

re—m (m?— )", (2.16)

O sinal + para o raio do horizonte indica a presenca de dois horizontes no buraco negro.
Quando esse raio é igual a ¢, tem-se um buraco negro de Reissner-Nordstrom extremo, com
apenas um horizonte. Para casos como m? > ¢?, este buraco negro possui dois horizontes
Gustavo E. Romero (2014).

2.3.3 Solucao de Kerr

Para momentos angulares pequenos, é possivel descrever o espaco-tempo como uma

aproximacao da perturbacao da métrica de Schwarzschild, mas momentos angulares intensos

L Tensor simetrizado pelo método de Belinfante ou obtido pelo método de Einstein-Hilbert derivando a

lagrangiana com respeito a métrica
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acabam por desviar da simetria esférica. O momento angular implica em energia rotacional
e, para a Relatividade Geral, isso significa que a rotagao de um campo gravitacional é

geradora do proprio campo.

Enquanto a solucao de Schwarzschild foi proposta logo apés a publicagdo da Teoria
da Relatividade Geral, a solucao de Kerr s6 foi encontrada em 1963, por Roy Kerr. A
solucao de Kerr é caracterizada por dois parametros: massa, interpretada como a massa

responsavel por gerar o campo gravitacional, e momento angular Guidry (2019).

Assim como a solucao de Schwarzschild, a solu¢ao de Kerr é uma solucao de vacuo
das equagoes de Einstein, vilida na auséncia de matéria. O teorema de Carter-Robinson
enuncia que, se um espaco-tempo assintoticamente plano, estacionario, com simetria axial,
for uma solucao de vacuo das equagoes de Einstein, entao ele é descrito pela solucao de

Kerr.

A métrica de Kerr é dada pelo seguinte elemento de linha:

2 4 2 2
ds? — — (1 _ m) g eSO P2 gt

p? p? A
2 2sin% 6
(7“2 +a® + mra;m) sin? fd¢? (2.17)
p
onde, a = J/m p? =r?+a®cos?d A =1r%2 —2mr + a?, sendo que as coordenadas

(t,r,0,¢) sdo chamadas de coordenadas de Boyer-Lindquist.

O parametro de Kerr a possui unidades de comprimento em unidades geométricas,
enquanto J é descrito como momento angular e m é a massa do buraco negro. Se o buraco
negro nao estiver em rotacao, ou seja, se a = 0, o elemento de linha de Kerr é reduzido ao
elemento de linha de Schwarzschild e para r >> m e r >> a, a métrica de Kerr se torna

assintoticamente plana.
Existe, portanto, um momento angular maximo para o buraco negro de Kerr, dado

por:

Jmaz = M. (2.18)

Buracos negros nessas condig¢oes sao chamados de buracos negros de Kerr extremos
e podem ser formados a partir de discos de acre¢ao em um sistema binario ou ao redor
de um buraco negro supermassivo que transfira seu momento angular, além de estrelas

massivas colapsadas com momento angular inicial significativo Guidry (2019).

Algumas propriedades da métrica de Kerr podem ser deduzidas a partir da Equacgao
2.17:

o A métrica é axialmente simétrica, ou seja, nao depende do angulo azimutal;
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« Nao é estatica, entdao nao é invariante para a reversao temporal;

» E estaciondria, o que significa que nao depende do tempo;

-

o E invariante para inversoes simultaneas de tempo e de angulo azimutal.

O raio do horizonte de eventos de um buraco negro de Kerr é obtido tomando
A —0:

ry =m=+vVm?—a?, (2.19)

considerando ds — 0 e a < m, essa situagao corresponde a uma singularidade de coordena-
das. Quando a — 0, observa-se que . — 2m, o que coincide com o raio de Schwarzschild.
Logo, r, representa o horizonte que transforma a solugdo de Kerr em um buraco negro. O

raio do horizonte de eventos, dado pela Equagao 2.19 s6 existe para a < m.

2.3.3.1 Superficies do buraco negro de Kerr

Devido ao parametro de rotagao, um buraco negro de Kerr possui distintas superfi-
cies. A medida que se aumenta ou diminui este parametro, as superficies ficam mais ou

menos evidentes. Sdo elas:

o Anel singular

» FErgossuperficie interna
e Horizonte interno

o Horizonte externo

o FErgossuperficie externa

Essas superficies estdao representadas na Figura 5 a seguir:

A singularidade ainda é um desafio de compreensao, uma vez que fica localizada
numa regiao fora do alcance da aplicacao de leis fisicas e matematicas. Enquanto para o
buraco negro de Schwarzschild a singularidade é um ponto de dimensoes infinitesimais,

para o buraco negro de Kerr ela se comporta como um anel.

A ergossuperficie interna é uma superficie localizada dentro do horizonte interno
e assim como ocorre com a singularidade, essa regiao esta fora do dominio das equagoes

fisicas.

Também chamado de horizonte de Cauchy, o horizonte interno é uma superficie
que oculta a singularidade e também nao é visivel para um observador externo. A partir

do horizonte de Cauchy, as equacoes de Einstein nao sao mais validas para explicar o
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Kerr black hole

Outer ergosurface
Outer horizon
| .
Inner ergosurface
Singular ring

Figura 5 — Superficies do buraco negro de Kerr (Imagem retirada de
https:/ /nbviewer.org/github/sagemanifolds/SageManifolds/blob/master /Notebooks
/SMgerrsur faces.ipynb)

que acontece dentro dessa regiao. Mais externamente ao horizonte interno, hé o horizonte
externo ou horizonte de eventos. Esta é uma regiao de quebra de causalidade entre os

eventos que acontecem dentro do buraco negro e fora do buraco negro.

A ergossuperficie externa é o limite estatico do buraco negro de Kerr. Entre ela e o
horizonte de eventos esta localizada a ergorregiao, onde ocorre um arrasto gravitacional
devido a rotagao do buraco negro e nenhum observador se mantém estatico nessa regiao,
seguindo o mesmo sentido de rotagao. A ergossuperficie, juntamente com a ergorregiao,

formam a ergosfera.

Quando o momento angular é maximo e o buraco negro se torna um buraco negro
de Kerr extremo, nao havendo mais divisao entre os dois tipos de horizonte, unindo-os em
apenas um horizonte que oculta a ergossuperficie interna e o anel singular. No entanto,
quando o momento angular tende a zero e o buraco negro se torna um buraco negro de
Schwarzschild, o horizonte de eventos coincide com a ergossuperficie externa, restando

apenas a singularidade além dessas regioes.

2.3.4 Solucdo de Kerr-Newman

A solugao de Kerr-Newman foi descoberta por Ezra "Ted"Newman em 1965 e
descreve um buraco negro caracterizado pelos trés parametros do teorema no-hair: massa
M, momento angular J e carga (). Essa solucao pode ser obtida a partir da métrica de

Kerr em coordenadas de Boyer-Lindquist com a seguinte substituicao:
2mr — 2mr — ¢°, (2.20)
sendo que ¢ estd relacionado a @ pela Equagao ?? Gustavo E. Romero (2014).

Essa métrica é dada por:

sin?é

A )
ds® = — 5 (dt = asin® Odp)? + ladt — (r* + a*)dg)® + Kdﬂ + Yd6?, (2.21)
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onde A(r) =r? = 2mr + a®> + Q* e X(r,0) = r? + a* cos? 6.

E uma solucdo de eletrovicuo devido & carga do buraco negro e ao campo eletro-
magnético ao seu redor. Como o campo elétrico ndo pode permanecer estatico na ergosfera,
um campo magnético é gerado e visto por um observador fora do limite estatico. Assim
como a solucao de Kerr, possui dois horizontes e a presenca de uma ergosfera. A métrica
de Kerr-Newman representa a solugao mais geral das equagoes de Einstein na presenca
de um campo eletromagnético para um buraco negro estacionario, axialmente simétrico

num espaco-tempo assintoticamente plano Gustavo E. Romero (2014).
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3 Perturbacoes

A maioria dos buracos negros observaveis nao estao isolados, uma vez que interagem
com a radiagdo e a matéria em suas vizinhancas, sendo que a matéria pode ser um disco
de acre¢do ou outros objetos. Essa interacao implica na existéncia de perturbagoes nesses

buracos negros.

Ao utilizar aproximacoes lineares para a métrica de um buraco negro, perturba-lo
significa adicionar campos ao seu espago-tempo de fundo, sendo a perturbagao uma fungao
das coordenadas do espaco-tempo. Ao adicionar um campo escalar a esse espago-tempo,
formam-se perturbacgoes escalares, que sao o tipo de perturbagao mais simples para um
buraco negro. Uma vez perturbado, a resposta do buraco negro a essas perturbacoes é a

emissdo de ondas gravitacionais que evoluem no tempo Konoplya and Zhidenko (2011).

A descrigao da métrica g,,, de um buraco negro perturbado pode ser feita por

Juv = ngx + 5guua (31)

sendo ggy o background de um espaco-tempo nao-perturbado, quando todas as perturbagoes
foram amortecidas. Um exemplo é definir ggy como as solugoes de Schwarzschild ou Kerr.
Tomando uma aproximacao linear, dg,, ¢ a perturbacdo, que por sua vez muito menor do

que o background Konoplya and Zhidenko (2011).

3.1 Perturbacdes escalares em buracos negros de simetria esférica

Abordando a dindmica de um campo escalar ¢ de massa p na métrica de Schwarzs-
child pelas equagoes de Klein-Gordon, dado pela Equacao 3.2, assume-se que @ é um
campo escalar teste, ou seja, sua amplitude é tdo pequena que podemos ignorar sua reagao
na métrica. Variando a acao do campo escalar em relacao ao campo 1, obtemos equagoes
de Klein-Gordon Ferrari et al. (2020).

O+ =0 (3.2)

sendo p = mc/h.

A equagao de Klein-Gordon nos leva a:

O+ ) = (V. V' +p?)y =0 (3.3)
1
V Vi + pPep = ﬁé’u(\/—_ga“@b) +pPp =0 (3.4)
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Como o determinante /—g nao depende do tempo e a métrica é diagonal, tem-se:

1 1
9" + 7_9&(\/ —99" 0, + (V=99 0p0) + ¢*°05 + P =0 (3.5)

V=9 V=3
Quando se substitui os elementos da métrica inversa de Schwarzschild, obtemos:

2f

r

— )02 + fOPY + O | O, f + + 1 cot 00y + Oatp + %8% +p*p =0
72 sin2f ¢

(3.6)

Considerando ¥(t,r, 6, ¢) = v g (0)e**~#! na equagdo acima, aplicando a separa-

r

¢ao de variaveis e as coordenadas de tartaruga, obtém-se:

2M 2M
P2+ [w2 - (1 - ) ()\r2 +22 ,ﬂﬂ T=0 (3.7)
r r
Os passos intermediarios estao descritos no Apéndice B. A Equagao 3.7 tem o
mesmo formato que a equagao de Schrodinger independente do tempo. Logo, essa equacao
pode ser resolvida e analisada pelas técnicas da mecanica quantica. O espalhamento de uma
onda escalar pelo buraco negro de Schwarzschild pode ser analisado como o espalhamento
do pacote de onda do potencial efetivo dado pela Equagao 3.8 Ferrari et al. (2020).
2M 2M
rsealar _ <1 _ ) ()\r_2 L u2> (3.8)

r 73

Buscando solugoes assintoticas para a Equagao 3.7, proximo ao horizonte de eventos,

tem-se que r — 2M. Neste limite, r, fica:

r—2M

Ty —— —00 (3.9)
E V(r) fica:
Vir) =22 0 (3.10)

A equacao de Klein-Gordon ira se tornar:

2 r—2 2 62
D(@/})—M@D:O——M—w}\If(r*)+W\IJ(r*):0 (3.11)

A solucao assintética do campo escalar ¥ em funcao de r, proximo ao horizonte de

eventos pode ser observado como:

\D(’f’*) r—2M Aoute(ir*w) +Aine(—iT*w) (312)
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onde A;, representa a amplitude da onda de entrada no buraco negro e A,,; representa a

amplitude da onda de saida do buraco negro.

Agora para solugoes distantes do buraco negro, com r — oc:

e 2 00 (3.13)
V(r) == 42 (3.14)

A equacao de Klein-Gordon para este caso é:

O() = 5% = 0 2% — (4 w) (1 — ) (1) + (j)w =0 (315)

A solugao assintotica para r — 0o é, entao:

e V) L (V) g

\I] (7’*) —_— Boute

Se w > i : By, é a amplitude de uma onda se aproximando do infinito. By € a

amplitude de uma onda que se desloca em direcao ao infinito.

Se w < i : By, representa um modo exponencial de crescimento no infinito; Boys

representa um modo exponencial de decaimento no infinito.

0.10 - /
T A ute—Hw * / \ B the+iw "
1 iMAT AAAA
0.08 T-YyYy / \ VWi
— 1.«NNAL AAAN
N 0.06 Ty VVYY
C:Iﬁ ] A“e—zur B“e—zwr
=
0.04+ / \
0.02 - \\\
_ / N
0.00 Fmmrrt
—20 —-10 0 10 20 30 40 50

ro/M

4

Figura 6 — Potencial efetivo de um buraco negro perturbado com representagao das ondas
de entrada e saida.

Para produzir oscilagoes livres no espago-tempo do buraco negro, as solugoes da
equagao de onda devem ser de saida no infinito e de entrada no horizonte de eventos
Chirenti (2018).
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3.2 Modos quasinormais

Uma maneira eficiente de estudar o comportamento de buracos negros proximos ao
estado de equilibrio é analisando sua resposta a perturbacoes externas. Essa resposta ocorre
na forma de oscilagoes com frequéncias caracteristicas chamadas de modos quasinormais
Ferrari et al. (2020). Antes de descrever o que sdo modos quasinormais é necessario primeiro
relembrar o conceito de modos normais. Estes sao os modos de oscilagao fundamentais de
um sistema fisico, presentes na auséncia de forgas externas. Essas frequéncias fundamentais
podem ser combinadas e assim se constroem configuragoes muito mais gerais. Isso é
feito explicitamente no método de Fourier. A Figura 7 representa os quatro primeiros
modos fundamentais de uma corda com extremidades fixas, representando 1/2,1,3/2 e 2

comprimentos de onda respectivamente.

Figura 7 — Modos normais de frequéncia

Modos quasinormais sao solucoes de sistemas fisicos abertos, que perdem energia
por meio de dissipacao. Eles aparecem como solucao da Equacao 3.7, satisfazendo condigoes
de contorno especificas. Para o caso de buracos negros, as frequéncias quasinormais nao
dependem da maneira que o campo ou o buraco negro foi perturbado. Logo, os modos
quasinormais sao determinados apenas pelos parametros do buraco negro. Ferrari et al.
(2020); Chirenti (2018); Konoplya and Zhidenko (2011).

Considerando a Equacao 3.7, sua solugao quando r, — +o0o é
U~ Ame_iw* + Aouteiwr*, (317)
O comportamente assintotico dessa solucao levando em conta a dependéncia temporal é

e @ o Ay et p A et (3.18)
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O primeiro termo da solugao representa uma onda de entrada com amplitude A;, sendo
que o segundo termo representa uma onda de saida com amplitude A,,;. Para oscilagoes
livres em um buraco negro, as condi¢oes de contorno impostas sao de saida no infinito e

de entrada no horizonte de eventos, como se observa na imagem a seguir:

0.10 A
/ Bute Bt
] AAAA

0.08 1 VWi
— 1.«NNAL
C:lﬁ ] Ane—zwr
= ]

0.04 1 \

0.02 - \\\

0.00 Fmmret

-20 -10 0 10 20 30 40 50

ro/M

Figura 8 — Condig¢oes de contorno para solugoes da equagao do tipo Schrodinger

Perturbacgoes externas podem excitar os modos quasinormais de buracos negros,
aparecendo como oscilagoes amortecidas como resposta natural do buraco negro. Os modos
quasinormais que aparecem na fase ringdown da coalescéncia de um sistema binario de
buracos negros sao modos caracteristicos de oscilagao de um espago-tempo, o que significa
que nao ha dependéncia de perturbagoes iniciais. Além disso, os modos quasinormais sao
modos de oscilacgao livre com autofrequéncias complexas, contrapondo os modos normais,

que possuem autofrequéncias reais Chirenti (2018); Ferrari et al. (2020).

Um buraco negro perturbado pode ser resultado do colapso de uma estrela massiva
ou de uma fusao de um sistema binario. O novo buraco negro em geral sera nao-estacionario,
porém é possivel que ele adquira uma configuragao estacionaria emitindo ondas gravita-
cionais com frequéncias iguais as oscilagoes nao-radiais até se tornar um buraco negro
estacionario. Essas oscilagdes nao-radiais sao amortecidas por conta da emissao gravitacio-

nal, fazendo com que suas autofrequéncias sejam complexas. Ferrari et al. (2020).

Tomando essas autofrequéncias:
W= wpr + iwr (3.19)
sendo que ~ e~ com w; < 0 descreve uma oscilacao amortecida

o~ — p—iwnt gwrt (3.20)
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onde a frequéncia de oscilagdo é v = wg/(27) e 0 tempo amortecido é

T=—— 3.21
> 3:21)
O sinal de w; permite que seja analisada a estabilidade linear do espago-tempo.
Quando w; > 0, a perturbacao cresce exponencialmente, o que indica que pode haver

instabilidade enquanto para w; < 0 ha um amortecimento exponencial apresentando
estabilidade. Chirenti (2018).

3.3 Perturbacdes escalares em buracos negros de simetria axial

No calculo de perturbagoes em buracos negros existem diferentes caminhos para
se chegar as equagoes diferenciais radiais e angulares. O processo para perturba¢des num
buraco negro de Kerr envolve o chamado formalismo de Newman-Penrose, que abrange
conceitos de tetradas e da parte sem-traco do escalar de Riemann, chamada de escalar
de Weyl. O objetivo é chegar na equacao master de Teukolsky, responsavel por definir a
perturbacado em um buraco negro de simetria axial. A descri¢ao desse processo é o enfoque

desta secao.

3.3.1 Tetradas

Uma base para um espago 7}, tangente a um ponto p é dada pelas derivadas parciais
com respeito as coordenadas deste ponto, sendo €(,) = 9. Seguindo a mesma ideia, uma
base para um espaco cotangente é dada pelo gradiente da fun¢ao de coordenadas, ou seja,
or = dzt. B possivel continuar definindo intimeras bases, no entanto, considera-se que para
cada ponto da variedade ha um conjunto de vetores formando uma base ortonormal é,,
cujos indices latinos nao estao relacionados a nenhum sistema de coordenadas. Quando essa
base ortonormal é formada por 4 vetores ela é chamada de tetrada, sendo uma ferramenta

fundamental para o estudo do formalismo de Newman-Penrose Carroll (2014).

Novamente, a base é(u) = 3“ pOde ser escrita como
é(#) = GZé(a), (3.22)

sendo que as componentes ej; formam uma matriz inversivel, podendo ser descrita a seguir

por
ehe, =04, eney =0y (3.23)

As expressoes acima também servem como componentes dos vetores €(,) nas coordenadas

da base:

é(a) = 6Zé(ﬂ) (324)



Capitulo 3. Perturbacdes 31

Num espago-tempo lorentziano, 7,, representa a métrica de Minkowski. Essa métrica,

escrita canonicamente, vem de um produto interno de bases dado por
g (é(a), é(b)) = Tab- (3.25)
Nos termos de uma tetrada, tem-se
Guv€a €y = Nab, (3.26)
igualmente,

uv = ezegnab- (327)

3.3.2 Formalismo de Newman-Penrose

O formalismo de Newman-Penrose é um formalismo de tetradas complexas, sendo

que a métrica de Minkowski do espaco tangente é dada por

0O -1 00
-1 0 0
b = 3.28
Nab 0 01 ( )
0 10

Essa tetrada é escolhida a partir de um conjunto de quatro vetores nulos, sendo eles

l,,n,, my, m, que formam
g‘ul, = —lunl, — n“l,, + m#mzx + m/,Lml/ (329)

Como nao existe uma base completamente real numa variedade lorentziana, dois desses
vetores devem ser complexos e sabendo que a métrica final é real, essas duas tetradas
complexas sdo complexos conjugados. E possivel reescrever as derivadas covariantes
relacionadas a cada um desses vetores nulos de outra forma, denotadas por Compere

(2019)
D=1"V,; A=n"V,; d=m"V, 6= mtv . (3.30)

Os simbolos de Christoffel para este caso possuem 24 componentes, equivalente a 12
nimeros complexos, onde no formalismo de Newman-Penrose sao substituidos por 12

coeficientes complexos de spin, nomeados a seguir Compere (2019):

€ — —% (n"V 1, + m*PV,my,) ;
f=—mtV s A= =tV my,; = —L (VY 1, 4 mPnrV im,) ;
o ' R ’7—2 am vitip )
o=-m'm"V,l,; p=-n'm"V,my; (3.31)
p=—mtmV, ;v =—ntn"V,m; o = —1 (n*m*V, 1, + mrmV,m,)
— - 2 vop vitop ) s
T =-—-mn"V,l,; w=-n'l"V,m,;

B = —% (n*m"V, 1, + m*m"V,m,) .
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Analisando os tensores de curvatura para um espac¢o quadrimensional, o tensor
de Riemann possui 20 componentes reais independentes, enquanto o tensor de Ricci,
simetricamente, possui 10 componentes reais. Ao tomar a parte sem-traco do tensor
de Riemann, obtém-se o tensor de Weyl com 10 componentes reais ou 5 componentes

complexas, definido por Compere (2019)

1
Wiwpo = Ryuvpe = GuipBRoly + guipfo)u + gRgu[pgolV' (3.32)

Alternativamente, para representar um tensor de Weyl utiliza-se uma base de 5 escalares

complexos denominados escalares de Weyl-Newman-Penrose, definidos por

Uy = Wapysl®mP1'm?,

Uy = Wapsl®n'm?,

W, = Wamglamﬁmﬁyn‘s,

Py = Wa[gwglo‘nﬂmvn‘s,

Uy = Wogysn®mPn'm®. (3.33)
sendo que estes escalares nao sao invariantes sob uma mudanga de tetrada. Pode-se gerar

uma transformacao de Lorentz em cada ponto do espago-tempo, o que rotaciona a tetrada.

Essa transformacao define seis niimeros reais em cada ponto, categorizados em trés tipos:

« Rotacgoes tipo I com [* constante:
" — 1" n* —nt+a"'m” xam” + aa”l",
mt — m* +al, m" —m" +atlt (3.34)
» Rotagoes tipo II com n* constante:
nt —nt * = P4+ b"m* x bt + Db,
mt = m? + b, mt — mt 4 bt (3.35)
« Rotagoes tipo III deixando as direcoes de [* e n* constantes e rotacionando m* no
plano m#*, m*:
PEUE nk s At mPOmt, w0 (3.36)
Como essas tetradas preservam as condicoes de normalidade, a métrica do espago tangente

também é preservada. Portanto, as leis de transformacao dos escalares de Weyl-Newman-

Penrose sob as rotagoes tipos I, II e IIT sao Compere (2019):
Uy — Wy,
Uy — Uy 4+ a*Wy;
Uy — Wy + 20" Uy + (a*)*Wy;
Uy — U3+ 3a* Uy + 3(a*)* Uy + (a*)*Wy;
Uy — Uy +4a* Vs + 6(a")2 Uy + 4(a”)30; + (a*)1Tg; (3.37)
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Uy — U + 400, + 602V, + 46305 + b1y

Uy — Uy + 300, + 36° Wy + >0y

Uy — Uy + 2005 + b2 Uy,

WUy — W3 4 bWy,

T, — Uy (3.38)

\Ilo — A2€72i9qj0,

\Ill — Ailew\pl,

\IIQ — \IIQ,
Uy — A€_i0\1’3,
Uy — A% 200, (3.39)

3.3.3 Perturbacdoes em um buraco negro rotativo

A descricao de perturbacoes gerais em buracos negros rotativos é feita a partir
da equagao master de Teukolsky, que utiliza do formalismo de Newman-Penrose previa-
mente enunciado. O conjunto de equagoes de Newman-Penrose é um sistema de equacoes
diferenciais de primeira ordem acopladas ligadas as tetradas, os coeficientes de spin (em
especifico os coeficientes de rotagdo de Ricci), o tensor de Weyl, o tensor de Ricci e o
escalar de curvatura. Para aplicar a teoria de perturbacio neste formalismo, especifica-se
a geometria perturbada em [ = [4 4 (B, n = n4 4+ n®, etc., enquanto as quantidades de
Newman-Penrose sdo escritas da seguinte forma: 1, = ¥5' +¢2, D = DA+ DP. O conjunto
completo das equacoes de perturbagao ¢ obtido a partir das equacoes de Newman-Penrose

mantendo apenas os termos de primeira ordem B Teukolsky (1973).

No ponto de vista de formalismo de Newman-Penrose, as métricas de Schwarzschild
e de Kerr sdo bem similares, o que permite que as equagoes da métrica de Kerr desacopladas
sejam derivadas para & e 2. Os passos matemdticos para a obtengao da equacio master
de Teukoslky foram retirados de LIMA (2019); Paiva (2022); Teukolsky (1973).

Tomando [ e n como vetores de uma tetrada sem perturbacao ao longo das principais

dire¢oes nulas do tensor de Weyl, tem-se que:

Yo=Y A=y =1y =0
A=t =1t = =0 (3.40)

O procedimento para chegar a equacao master de Teukolsky depende de cada tipo

de perturbacao. Os processos aqui apresentados se referem a uma perturbagao descrita
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pelas equagoes de Maxwell, ou seja, vetoriais de spin 1. Sob as defini¢des do formalismo
de Newman-Penrose, as componentes do tensor de Maxwell F' é caracterizado por trés

escalares complexos Paiva (2022):
¢o = Fil'm?, ¢ = z](l’nj +m'm?), ¢y = Fyym'n’, (3.41)
onde as equagoes de Maxwell sao dadas por:
Fiijng = 0, "™ Fapm = 0, (3.42)

sendo Fopp = eq *(V,F,)ep ¥ chamada de derivada intrinseca. Como a amplitude do tensor-
energia eletromagnético é de segunda ordem no campo eletromagnético, a mudanca na
geometria de background causada pela perturbacao eletromagnética também ¢é de segunda
ordem. Portanto, essa mudanga em primeira ordem na geometria pode ser desprezada nas

equagoes de Maxwell.
Se satisfeitas as Equagoes 3.40, as equagodes de Maxwell sao dadas por:
(D = 2p)¢1 — (6 + 7 — 2a) ¢ = 27},
(6 =27)¢1 — (A4 p—27y)¢o = 21y,
(D — p+2€)s — (6 +21)py = 21T,
(0 =74+ 28)ps — (A +2u)py = 27,

onde ¢ sao os campos-teste de primeira ordem, sendo J,, a densidade de quadricorrente.

Apés manipular as equagoes acima, obtém-se as equagoes desacopladas:

(D—e+e—20+p)(A4+pu—27y)—(0—B—a—2r+7)(0 +7 —2a)]¢y = 2rJ;,

(3.47)
[(A+y—F+2u+p)(D—p+2€)— 0 +a+B+21—7)(6— 7+ 28)]p2 = 21 Js.
(3.48)
Retomando a métrica de Kerr apresentada no Capitulo 1, tem-se:
2M AM 0
ds? = — (1 . T) di? — Tzsmdqzﬁdt + Adr + 6%+ (3.49)

2Mra? sin? 0
(7"2 +a® + m;m) sin? fd¢?
P

e sabendo que qualquer tetrada de Newman-Penrose deve satisfazer as rela¢ées de ortogo-

nalidade:
l-n=1 m-m=-1 (3.50)
onde os demais produtos sao iguais a zero. Entao, a métrica pode ser escrita como:

g =1"n" + n*lY — mtm” —mtm”. (3.51)
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Utilizando a chamada tetrada de Kinnersley, um conjunto de bases onde apenas Wy nao

zera, dado por:

"= Z( 2+ a% A0,a), (3.52)
1
nt = ﬁ(TQ +a% —A,0,a), (3.53)
—p i
H=— (iasi 1, — 3.54
m 7 (zasm@,O, ’sin&) , (3.54)

sendo os coeficientes de spin nao-nulos:

p=—1/(r —iacosb),
B = —peot0/(2y/2),
T = iap?sinf/v/2,

T = ppsin0/v/2,

p=ppA/2,
v =p+pp(r—M)/2,
a=1—pf, (3.55)
enquanto
1y = MpP. (3.56)

A primeira equacao nas Equagoes 3.47 é separavel, enquanto a segunda equagcao se torna
separdvel substituindo ¢, por ¥, = ¢op*. O processo para perturbacoes gravitacionais
é semelhante de ser feito. Portanto, escrevendo a equacao master de Teukolsky como

resultado de todo esse processo, em coordenadas de Boyer-Lindquist, obtém-se:

(A @ ooyl gy, AMar @ 1 )
[ A —a“sin” 6| 0;¢ + A 001 + AN 2o I
B 1 ' a(r— M) icosf
. s s+1 _ _
A0, (A 8r1/1> Sineag (sin 00y) — 2s [ A + sinQG] Opt
2 _ 2
9 lw —r —iacos 9] o) + (s* cot? 0 — s)yp = 47T (3.57)

sendo s o spin do campo responsavel pela perturbacao e T o termo da fonte. A equacao

master de Teukolsky pode ser separada a partir de:
Y = e™e™?S(0)R(r), (3.58)

onde S(0) é a parte angular e R(r) é a parte radial. Portanto, as equages separadas para

a parte radial e angular sdo Para R(r):

K? —2is(r — MK
A

A=*d, (A*F1d,R) + ( + diswr —, A,m) R=0 (3.59)
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Para S(0):
L d(sinfdsS)+  (3.60)
sin 0 g S11 "] .
2 2 0
<a2w2 cos? ) — SZILQ i 2aws cosf — % — s%cot? 0 + s +4 Alm> S =0

tomando K = (r’4a?)w—am, sA;, é a constante de separacio e A =, A, +a’w?—2amw. A
)
partir da solucao da equacao radial encontram-se os valores complexos das autofrequéncias

w, sendo estes os modos quasinormais do buraco negro de Kerr.
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4 Extracao de energia de buracos negros

E impossivel remover algo de um buraco negro de Schwarzschild por meio de
processos classicos devido a existéncia do horizonte de eventos. No entanto, para um
buraco negro de Kerr é possivel extrair sua energia rotacional em funcao das diferentes
superficies que dividem o limite estatico, a ergosfera e o horizonte de eventos. A ergosfera,
segundo a descri¢do do Capitulo 2, é o conjunto da ergossuperficie com a ergorregiao, sendo
esta ultima uma area de arrasto gravitacional devido a rotagao do buraco negro. Extracoes
classicas de energia de um buraco negro funcionam da mesma forma como na Mecanica
Newtoniana, convertendo trabalho em energia vinculada a um objeto orbitando outro.
Essas extragoes podem ser feita por processos inteiramente classicos que serao discutidos

neste capitulo: o processo de Penrose e a superradidncia Guidry (2019); Brito et al. (2020).

4.1 Processo de Penrose

A extracao de energia de um buraco negro rotativo foi proposta por Roger Penrose
em 1969 Penrose (1969), alguns anos antes do descobrimento da superradiancia e esté
relacionada a presenca de uma particula com energia negativa na ergorregiao, que reduz
o momento angular do buraco negro neste processo de extracao de energia. A energia
negativa, como sera esclarecido adiante, ¢ resultado da mudanca de sinal do vetor de
Killing na regiao. Brito et al. (2020).

Uma das etapas do processo de Penrose se baseia em uma particula de massa
1o, energia €& e momento angular £, que sai do infinito em dire¢ao ao buraco negro e se
desintegra em outras duas particulas dentro da ergorregiao. Uma das particulas cai com
energia negativa rumo ao buraco negro enquanto a outra escapa de volta para o infinito
com uma energia maior do que a energia da particula inicial, como pode ser observado na

Figura 9.

E e L, energia e momento angular conservados para particulas massivas sao definidos

cOomo

E=-K'p,  L=m'p, (4.1)

d : . < - :
sendo p, = m=* o quadrimomento da particula, m# e K* sdo vetores de Killing associados

dr
a conservacao de momento angular e energia respectivamente. Tanto a energia quanto o
momento angular sao conservados no processo e o sinal negativo na definicao de E aparece
porque, no infinito, tanto o vetor de Killing quanto o quadrimomento sao tipo-tempo,
fazendo com que seu produto seja negativo e a energia seja enfim positiva. O que leva a

energia de uma das particulas ser negativa é que K* se torna um vetor tipo-espago na



Capitulo 4. FEzxtra¢do de energia de buracos negros 38

Eog >0

i
]
\
1
¥
E1.T->E{)

Figura 9 — Representagdo do processo de Penrose, onde a divisao da particula ocorre
dentro da ergorregido (Imagem retirada de Brito et al. (2020)).

ergorregiao, fazendo com que agora a contragao do vetor de Killing com o quadrimomento

seja negativo.Carroll (2014)

Como a particula esta inicialmente em repouso, o parametro adimensional de sua
energia conservada é dado por E = & /g = 1, sendo £ e L a energia e o momento
angular dimensionais. Os parametros de energia e momento angular adimensionais sao
dados para as particulas que surgem apés o decaimento como (Ey, Ly) = (&1 /pg, L1/ 1)
e (By, Ly) = (&/ps, Lo/ pyg). Tomando r = ry, o parametro de momento angular das

particulas é dado por:

1 T~
LO = m (-2@M + 2mr0A> s

:IZQGMELQ + TOA <2M +r ((E1,2)2 - 1))

Lo = 4.2
12 o — 2M ( )

Sabendo que o quadrimomento das particulas se conserva segundo
Po = p1 + P2, (4.3)

a energia e o momento angular também se conservam.

gg = 51 + 52 = Mo, [,0 = £1 + [,2 (44)
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A energia das particulas desintegradas é dada por:

2M (1 — 4p2
51:@ 4 ( Nf/ﬂo) ’
2 To
2M (1 — 4p2
0

Portanto, fica evidente que a energia de uma dessas particulas serd maior do que a
energia da particula inicial. Essa energia é ganha as custas da energia rotacional, uma vez
que o buraco negro sofre uma reducao do seu momento angular para equilibrar a energia
e o momento angular negativos da particula capturada. A eficiéncia 1 do processo de
Penrose é dada por uma relagao entre a energia das particulas, que pode ser mostrada a
seguir:

B —-FE  E
~  E E

n (4.6)

O ganho maximo de energia ocorre quando a divisao acontece no horizonte, sendo que a

eficiéncia maxima do processo é Brito et al. (2020); Sang et al. (2023)

o = 2L = L (J M (1 —4p2f /i) 1) | (47)

50 2 Ty

Essa eficiéncia maxima se da quando as particulas desintegradas sao convertidas em
fotons. No processo de Penrose, as particulas se movem em geodésicas onde a energia
¢é conservada, como foi mostrado anteriormente. A particula com energia negativa, no
entanto, deve ser originada na ergorregiao, iinico dominio do espaco-tempo onde ela pode
existir. Vale ressaltar, no caso geral de interacao entre matéria ou campos, que uma energia
negativa no horizonte nao implica em energia negativa em qualquer outro lugar Guidry
(2019); Lasota et al. (2014).

A partir da ideia de que o processo de Penrose diminui o momento angular do
buraco negro em rotagao, é possivel concluir que uma série de processos de Penrose podem
extrair todo o momento angular de um buraco negro de Kerr, reduzindo-o a um buraco
negro de Schwarzschild Guidry (2019).

4.2 Superradiancia

Uma das primeiras ideias do processo de superradiancia ¢ dada pelo paradoxo de
Klein. Esse paradoxo aborda um feixe de elétrons se propagando numa regiao com uma
grande barreira de potencial. No entanto, o feixe nao possuiria o amortecimento exponencial
esperado de um tunelamento quantico relativistico, embora o processo seja independente

dos detalhes da barreira de potencial. O termo superradiancia foi primeiramente proposto
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por Dicke (1954), referindo-se a amplificagdo de ondas devido a coeréncia do meio de
emissao. Brito et al. (2020); Bekenstein and Schiffer (1998).

Enquanto o processo de Penrose consiste numa divisao de particulas dentro da
ergorregiao, a superradiancia envolve o espalhamento de ondas em um buraco negro
rotativo, ocorrendo para qualquer onda de spin inteiro, seja escalar, eletromagnética ou
gravitacional. Apesar de aparecer em outros tipos de sistemas, a superradiancia em buracos
negros foi primeiro descoberta por Yakov Zel’dovich em 1971. O conceito de Zel’dovich se
baseava num objeto axialmente simétrico rotacionando dentro de uma cavidade ressonante,
sendo capaz de amplificar os modos de oscilagdo definidos no interior dessa cavidade,

transferindo energia rotacional para essas oscilagoes Zeldovich (1971).

Analogamente ao processo de Penrose, uma das etapas da superradiancia se baseia
em uma onda vinda do infinito espalhada no horizonte de eventos do buraco negro, sendo
que parte da onda é absorvida e parte é transmitida. A parte transmitida é espalhada com

maior amplitude do que a onda incidente Ferrari et al. (2020); Teukolsky (1974).

Para analisar o processo de amplificacao da onda espalhada, é necessario tomar a

equagao master de Teukolsky reescrita como uma equagao tipo Schrodinger dada por
@2+ Ve (r)| 4 =0 (4.8)

sendo que o potencial efetivo V.¢; ¢ dado a partir de condi¢oes de contorno no horizonte e

no infinito:

]CH Ty — —0OO
Vigp ~ 4.9
1 { W Ty — F00 ( )

onde ky = w — mfQy e w é a frequéncia. Pelas mesmas condigoes de contorno, a funcao 1

¢é dada por:

—’ik}HT* _
¢N{ Te 7o — —00 (4.10)

Te s 4 Re™“m™ r, — +00
T,Z e R sao constantes, sendo denominadas respectivamente como coeficientes de

transmissao, incidéncia e reflexao Lingetti (2023).

Considerando V. € R entao, o complexo conjugado de ¢ dado por 1) também ¢
solucao da Equacao 4.8 sendo ambas as solugoes linearmente independentes. Sendo assim,
essas solugoes sao utilizadas para calcular o Wronskiano da equagao radial, que deve ser
independente de r, Lingetti (2023):

W =d ) —doa) ¥ (4.11)

Portanto, W no horizonte e no infinito devem coincidir:

—2iky|T)? =W retoo = 21w (|RI2 — |Z]?) (4.12)

=W

Tx——
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Esta tltima equacao pode ser reescrita como:

—mQH

R = |Z)P - = T2 (4.13)

W

o que leva a uma amplificacdo da onda espalhada, ou seja, a onda espalhada é amplificada
sendo refletida com energia maior do que a onda incidente |R|? > |Z|? para qualquer valor

de spin se a condicao de superradiancia for satisfeita, sendo ela:
0<w<mQy (4.14)

Essa condigao da a faixa de frequéncia de amplificagao mas também especifica que a
superradiancia ocorre somente se m{ly > 0. As ondas de diferentes frequéncias sao
espalhadas de forma diferente por um buraco negro rotativo. Lingetti (2023); Brito et al.
(2020).

Para qualquer processo de espalhamento, a conservagao de energia se da de certa

forma que:
dEz dEout dEhole

_ — 4.15

dt dt dat ’ ( )
O fluxo de energia no infinito pode ser dado por:
dEout

Lsim = —1 4.1
! iE.. (4.16)

que independente das condigoes de superradiancia, da o fator de amplificagdo ou absorc¢ao
de uma onda espalhada de um buraco negro de Kerr, de spin genérico inteiro s e nimeros
quanticos (I, m). Para ondas escalares planas, por exemplo, essa amplificacdo superradiante

nunca acontece.. Esse fluxo de energia, portanto, para diferentes spins é dado por:

“7;"22 -1, s =0,
2 +1
Zam =4 (1?;;4) —1, s=+1, (4.17)
IR[2 (25608 \t! _
72 ( 2 ) -1 s==2

Assim como no processo de Penrose, o excesso de energia na onda espalhada vem

da energia rotacional do buraco negro de Kerr Ferrari et al. (2020).

Em suma, tanto o processo de Penrose quanto a superradiancia oferecem mecanismos
distintos, mas intimamente relacionados, para a extracao de energia de buracos negros
rotativos. Enquanto o processo de Penrose se extracao de energia da ergorregiao, resultando
em uma reducao do momento angular do buraco negro, a superradiancia envolve o
espalhamento de ondas no horizonte de eventos, amplificando a energia das ondas incidentes
devido a rotacao do buraco negro. Ambos os processos demonstram como a energia
rotacional de um buraco negro pode ser acessada, proporcionando insights importantes

para a compreensao dos fenémenos extremos na vizinhanga de buracos negros.



42

5 Conclusao

E indiscutivel a importancia da Teoria da Relatividade Geral no estudo de buracos
negros, sendo a métrica destes objetos descrita por meio de algumas das solucoes das
equacoes de Einstein. Dentre estas, as solugoes de Schwarzschild e de Kerr se destacam

neste trabalho.

A solugao de Schwarzschild foi evidenciada devido a sua métrica simples. Apesar
de descrever um buraco negro estatico e isolado, que nao é esperado de ser encontrado na
natureza, os estudos a partir dessa solucao oferecem um bom panorama do comportamento

de buracos negros.

Considerando a presenca de momento angular na maioria das estrelas, a formacao
de um buraco negro por um colapso estelar conserva esta caracteristica. Portanto, a
descri¢ao mais convencional é a solucao de Kerr, levando em conta o spin associado ao
buraco negro. Como dito anteriormente neste estudo, ainda que a solu¢ao de Kerr-Newman
também descreva um buraco negro em rotagao, sua carga é neutralizada em funcao das

interacoes com o ambiente ao redor.

Seguindo o mesmo principio da solu¢ao de Schwarzschild, as perturbacoes escalares
foram abordadas tanto para buracos negros de simetria esférica quanto de simetria axial em
fungao da sua simplicidade. Essas perturbacoes sao geradas por agentes externos ao buraco
negro, como discos de acrecao ou interagao com outros objetos, sendo, no entanto, muito
pequenas para provocar efeitos intensos. Apesar deste fato, os reflexos ainda que pequenos
das perturbagoes em um buraco negro sao relevantes para este trabalho, destacando a

emissao de modos quasinormais.

Outro resultado de perturbacoes em um buraco negro sdo os processos de extracao
de energia. Como a métrica de Kerr se torna mais apropriada para descrever processos
préoximos a realidade, é a partir dela que demonstramos estes mecanismos. Embora
classicamente nada consiga escapar do horizonte de eventos de um buraco negro, este
trabalho permitiu expor os processos viaveis para extrair energia rotacional da ergorregiao,

sendo eles o processo de Penrose e a superradiancia.

Enquanto o processo de Penrose ocorre por meio de corpos dentro da ergosfera,
extraindo energia rotacional através da reducao de momento angular do buraco negro, a
superradiancia se da através do espalhamento de ondas incidentes ao horizonte de eventos.
Estas ondas sao resultados das perturbacoes causadas no buraco negro, proporcionando
uma ligacao entre os tépicos abordados neste trabalho. Como perspectiva futura, esses
fendmenos podem ser investigados no contexto de solu¢oes advindas de teorias além da

relatividade geral.
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APENDICE A — Esboco da derivacio da

métrica de Schwarzschild

O elemento de linha de um espago-tempo estatico e de simetria esférica pode ser

escrito como a Equacao A.1:

ds® = goo(r)d(z®)? + g, (r)dr® + r?(d6? + sin® Odp?). (A.1)

Também é possivel reescrever a Equacao A.1 substituindo as componentes da métrica,

COImo se segue:

ds? = —e®d(x)? + 2O dr? 4+ r2(d6? + sin’® 0dp?), (A.2)

sendo goo(r) = —e*) e g, = 2,

E possivel escrever as componentes do tensor de Einstein G, nos termos da
Equacao A.2. Substituindo os simbolos de Christoffel na expressao do tensor de Ricci,

obtém-se:

Goo = T—zez”dr[r(l — e 2, (A.3)
G = —le%’(l —e P gf) V) (A.4)
Tr 7"‘2 r (s Y

G = sin2 QG@@. A6
PP

As demais componentes sao zeradas. Sabendo que a solu¢ao de Schwarzschild é

uma solucao de vacuo, as equacoes a serem resolvidas sao

G =0, (A7)
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a Equacao A.3 leva a:

1
62)\ = m (AS)

sendo K uma constante de integracao. A Equacao A.4 leva, portanto, a

cuja solucao é

1 K K
v= Elog (1 - ) +ry — e = (1 - r) 20 (A.10)
r

Y

onde vy também é uma constante de integracdo. As coordenadas temporais podem ser

reescritas como

¥ — e da® — e70da”. (A.11)

Sendo assim:

good(z°)* = —e?d(2")?  —  —e™e ?d(a")? = — <1 — K> d(z")?. (A.12)

A forma final da solucao é entao

dr?

_ AT 20002 1 sin 0do2). Al
1_K/T+7“(d0 + sin” 0dy*) (A.13)

ds® = — (1 — K) Adt? +

r

Para definir a constante de integracao K, é aplicado o potencial gravitacional

newtoniano na componente temporal da métrica:

goo=—<1+2ccf>=—(1+2GM>. (A.14)

c2r

Da Equacao A.13 tem-se

Goo = —€% = — <1 — ) . (A.15)
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Comparando as Equagdes A.14 e A.15, encontra-se

2GM

K = 2

. (A.16)

Portanto, a solucao estatica e esfericamente simétrica das equagoes de Einstein,

denominada de solugao de Schwarzschild, é dada por

2GM

c2r

d 2
ds? = — (1 - ) o + r(d6? + sin® 0. (A.17)

c2r
A constante K encontrada na Equacao A.16 possui dimensoes de comprimento, podendo

ser denominada por raio de Schwarzschild e descrita por:

2GM
Rg = 2 (A.18)
Em unidades geométricas, onde G = ¢ = 1, a solugdo de Schwarzschild se torna:
2 MmN 24,2 dr? 20102 | a2 2
ds :—<1—>cdt —l—lim—i-r(d@ + sin 0dy”), (A.19)
’ _m
sendo m a massa geométrica dada por
GM
m = . (A.20)
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APENDICE B — Perturbacio de um campo

escalar massivo

Seja a métrica de Schwarzschild:
ds* = —f(r)dt* + £ (r)dr® 4+ r*d6* + r*sin® 0d¢?, (B.1)

sendo f(r) =1 — 22 Para um campo massivo, tem-se que:
T

O+ p*)p =0, (B.2)
sendo p = mc/h.
Abrindo o d’Alembertiano:
O+ 1) = (V. V" + p?)y =0, (B.3)
1
V.V + P = ﬁau(x/—ga‘%) + 12y = 0. (B.4)

Como o determinante \/—¢g nao depende do tempo e a métrica é diagonal, tem-se:

1 1
tt@? 787» /. TT .

onde /—¢g = r?sinf. Os componentes da métrica de Schwarzschild sao dados por:

Oo(v/ =99 0p00) + g*° 050 + v =0 (B.5)

g = —f, G = 74 Goo = 7, Gop = r?sin? 6. (B.6)

Substituindo os elementos da métrica inversa de Schwarzschild na Equagao B.5:

—gr 2 # 2 2, _
(V=97 200p) + =55 Ot + 0 = 0.
(B.7)

—1 2 L — 1
—f (T)athr\/__g@r(\/_gf@rw)Jr\/__g

Substituindo em seguida a raiz do determinante da métrica na Equacao acima:
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L 1
— Y r)0* + esmeﬁ( 2f0,4)) + sy 97“2(90(811&97" 289¢)+m8§w+
2y = 0.

(B.8)

: 1 2 2, _
Op(sin 00g1)) + m%w +upp=0 (B.I9)

-1 2 1 2 1
_f (T)atw + ﬁ07“<7n f@ﬂﬂ) + 2 sin @

N2 + 0P + D (ar o+ 2rf> + :2 {Cot 001 + B2 + mgeaw =0
(B.10)

Substituindo  : (¢,7,0, ¢) — R(r)S(0)e**=" na equacio acima, tem-se:

—fLO2(R(r)S(0)el o=ty 1 fO2(R(r)S(0)elke=b) 1 g, (R(T)S(G)e(ik“b”“’t (O f + ﬁ)

5 |cot Bp(R(r)S(0)e™ =) + G5 (R(r) S (0)e™*~Y) + S(R(r)S(6)e00)

9
+12(R(r)S(0)eltFo=it)y = 0.
(B.11)

Aplicando as derivadas:

FR)SO)2e 0 1 FS(0)eH G2 (R() + S(0)e (0, + —2)O(R(r))+
oo I 1

— |cot R(r)et™=00,(S(6)) + R(r)e™*105(S(0)) — ——
p3(R(r)S(0)el*e=wty = 0,

(B.12)

R(r)S(e)k;?e (ko=ivt)|

Dividindo a equacao inteira por 1, obtém-se:

i 2D (af+ f) ;(yg)m;[Cot<aa<s<e>>>+az<s<e>>_ 1 k2]+

Multiplicando os termos por 2

! 52(3(7“)) 21\ 0,(R(r)) d(S(0)\ | 05(S(0)) 1
[ (af + ) R(r) “Ot( S(0) >+ S(6)  sin?6
,U/2'r2 —
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Separando as equagoes:

iy OB <8r . 2f> ORI | oo ooy (%(S(@))) B0,

R(r) R(r) 5(0) S5(0)
Ly
sin? 0
(B.15)
[gualando ambos os lados a uma constante A:
- 2 2 02(R(r)) 2 21\ 0:(R(r)) 2,2 _
f T —I—fT’ W+T <8Tf+r>m+ur —/\, (B16)
0p(5(0))\  05(S(0)) 1 2
—Cot< () >— 95(9) +Sin29k =\ (B.17)

Agora, apenas a Equacao B.16 sera trabalhada, uma vez que apenas a parte radial
das equacoes ¢é interessante para o presente trabalho. Primeiramente multiplicando-a por

f7'r7% e em seguida por R(r):
—2 9 2 2f 2 r—1 -1,.-2
w R(r) + 0Z(R(r)) + <8 [+ > L(R(r)) + pf R(r) — Af~r“R(r) =0. (B.18)

Abrindo os termos de f e fazendo 0, f:

: 2 2M)1 2
orr + |2 (1= 20) 4 2o+
) -1 -1
[(1 _ M) WP 4 (1 _ 2) ~ (1 - 2M> ﬂ] (R(r)) =0.  (B.19)
r r
Considerando R(r) = % e fazendo suas derivadas, temos:
AT CAIEN
(D)0 Y oo
2
(a; Y _ o2 (R(r) + Q‘Mf(”). (B.21)
Manipulando as Equacoes B.20 e B.21 e substituindo na Equacao B.19:
2 2M< ~ 2M>‘1 20, (R(r))
e + |5 (1= 20) iy |+ 2R,
-2 -1 -1
[(1 _ 2M) i (1 2M> - (1- W) w?} (R() =0.  (B.22)
r r r

Colocando (R(r)) em evidéncia:
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@) | [W (1- 2M>‘1 ((N) . ‘Ifﬂ n

r r2 r r r2

[(1 _ 2;{”) T (1 - 2;{”) T (1 - 2M) B 7’21 (R)) =0 (B.23)

Multiplicando todos os termos da Equacao acima por r:

2M 2MN\ !
RV + —- (1 - ) (0,9)+
r r
2M\~? 2M\ 2M\ 2 2M\
(=20 e (1207 (- 2) e B2y
r r r
(B.24)
Aplicando as coordenadas de tartaruga:
r
. = 2MIn |— —1 B.2
re =1+ Do ’ (B.25)
sendo
d
o= 8= 10 SO, = 20+ (0f) 0, (B.26)
2M\ "' 2M
F202, = (1 - 7~> =0+ 2 (B.27)

Aplicando as substitui¢coes acima na Equagao B.24:
2M\ 2 2M\ 2M\
[R020 + [(1 — ) w? + 1 (1 — ) - (1 — ) r2—
r r

oM oM 1
(1_) v

r3
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