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RESUMO

O campo espinorial MDO associado às partículas de spin-1/2 e dimensão canônica de massa um,
construído sobre um conjunto completo de autoespinores de helicidade dual do operador conjugação
de carga e que obedece a estatística de Fermi-Dirac, é um potencial candidato à descrição da matéria
escura. A rede�nição da estrutura dual desse objeto garantiu uma teoria adjacente local e invariante
por transformações de Lorentz. Nesta tese, investigamos certos aspectos da interação do respectivo
férmion com a gravidade à luz de uma formulação canônica à lá formalismo ADM e na perspectiva
covariante sobre um background minkownskiano perturbado. No primeiro caso, apresentamos
uma ação via campos de tetrada através de uma variedade folheada em uma família de superfícies
tipo espaço Σt que carrega tal campo de matéria. Encontramos os vínculos hamiltoniano e de
difeomor�smo em nível clássico para a dinâmica gravitacional com a imersão desse conteúdo material
no espaço-tempo. Na prescrição covariante, estudamos a interação entre o férmion MDO e o gráviton,
bóson não massivo de spin-2 e hipotético representante do quantum da gravidade. Realizamos a
construção do vértice de interação e da identidade de Ward-Takahashi para a teoria em primeira
ordem perturbativa. Averiguamos, em seguida, a correção da auto-energia, a um loop, do gráviton
nesse cenário. Ademais, estudamos um processo de espalhamento relativístico entre os férmions
escuros mediados pelos grávitons, que nos assegurou um potencial atrativo newtoniano no regime
de baixas energias.

PALAVRAS-CHAVE: Dimensão de massa um. Formalismo ADM. Gráviton.



ABSTRACT

The MDO spinor �eld associeted with spin-1/2 particles and mass dimension one, constructed on
a complete set of dual helicity eigenspinors of the charge conjugation operator and that obeys the
Fermi-Dirac statistic, is a potential candidate for the description of dark matter. The rede�nition
of the dual structure of this object guaranteed an adjacent local theory and invariant by Lorentz
transformations. In this thesis, we investigate certain aspects of the interaction of the respective
fermion with gravity in the light of a canonical formulation à la ADM formalism and in the covariant
perspective under a perturbated minkowski spacetime background. In the �rst case, we present an
action via tetrada �elds in a manifold foliated into a family of spacelike surfaces Σt that carries such
a �eld of matter. We found the hamiltonian and di�eomorphism constraints at a classical level for the
gravitational dynamics with the immersion of this material content in spacetime. In the covariant
prescription, we studied the interaction between MDO fermions and graviton, a non-massive spin-2
boson and a hypothetical quantum gravity representative. We performed the construction of the
interaction vertex and the Ward-Takahashi identity for the perturbative at �rst order theory. We
then investigate the correction of the graviton’s self-energy, to a loop, in this scenario. In addiction,
we studied a relativistic scattering process between dark fermions mediated by gravitons, which
assured us a newtonian attractive potential in the low energy regime.

KEYWORDS: Mass dimension one. ADM formalism. Graviton.
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1 INTRODUÇÃO

Há, em certa medida, uma debilidade nas bases teóricas e experimentais no que tange às aborda-
gens sólidas e simultaneamente solucionáveis quanto ao problema da matéria escura. Por vezes, tais
barreiras são apresentadas de maneira concomitante. A complexidade e a peculiaridade desse pro-
blema tem levado a comunidade cientí�ca a aderir vastas tentativas de investigações ao mencionado
fenômeno cosmológico. As propostas variam desde dimensões extras às cosmologias fenomenológicas
baseadas em modelagens para potenciais exóticos. Embora o problema permaneça sem solução, uma
abordagem baseada em critérios robustos erigidos a partir da Teoria Quântica de Campos (TQC) é
particularmente válida. Motivado, entre outros fatores, por esse argumento, que se é escolhido um
férmion peculiar como candidato à descrição da matéria escura e protagonista desta tese.

Proposto em sua primeira versão no ano de 2005, (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005a) e (AH-
LUWALIA; GRUMILLER, 2005b), o campo fermiônico de spin-1/2 com dimensão de massa um, Mass
Dimension One (MDO), é construído sobre um conjunto completo de autoespinores do operador de
conjugação de carga, o Elko1. Na formulação original, esses campos eram objetos quânticos alicerçados
a uma representação dos subgrupos HOM(2) e SIM(2) do grupo Lorentz, cuja álgebra é fundamen-
tada em Cohen e Glashow (2006), correspondendo a uma extensão semidireta. Recentemente, uma
modi�cação no espinor dual - tirando vantagem do fato de que, na física de tal espinor, apenas um
bilinear é observável devido a de�nição certa de fatores de fase de localidade nas componentes da
mão direita e esquerda, a saber, os fatores de fase responsáveis pela remoção da não localidade - levou
a uma teoria local dotada de simetria de Lorentz (Poincaré) completa. Os principais passos dessa
formulação podem ser encontrados2 em Ahluwalia (2017b). Essas bases impulsionaram diversos
trabalhos em amplas áreas do conhecimento da Física, a saber: Física-Matemática, tendo numerosos
resultados explorados no livro Ahluwalia (2019), em Fenomenologia de Partículas (DUARTE; DIAS;
CAMPOS, 2020) e na Cosmologia (PEREIRA et al., 2020), como breves exemplos.

A pedra angular, presente no trabalho de Wigner, que examina o conteúdo físico suportado
pelo espaço de Hilbert sob a ação do grupo Poincaré (WIGNER, 1939), via formulação e inserção da
representação irredutível das simetrias de Poincaré, descreve os estados e o conceito de uma partícula
de forma consistente. Essa investigação foi realizada dentro do próprio subgrupo de Lorentz ortócrono
próprio. Contudo, em um trabalho menos difundido, Wigner generalizou a investigação para o grupo
não homogêneo de Lorentz como um todo, incluindo simetrias discretas, Wigner (1993). Como
resultado desse estudo, surgem classes de partículas ocultas e veri�ca-se que a partícula estudada
em Ahluwalia (2017b) se comporta, sob simetrias discretas, de forma prevista em um desses casos. É
importante atentar-se para o fato de que Lee e Wick (1966) argumentam que os campos locais (como
o caso em questão) não devem pertencer a nenhuma classe de Wigner incomum. A construção do
campo como uma representação de spin-1/2 e dimensão de massa um é caracterizada pela presença
de espinores como coe�cientes de expansão. Esses espinores pertencem à família (0, 1/2)⊕ (1/2, 0)

1 Acrônimo alemão para Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperators [Autoespinores do operador conjugação de
carga].

2 Ocasionalmente, conforme a situação exigir, será evidenciado um ou outro ponto necessário da formulação dual.
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do espaço de representação de Weyl3, coincidindo com a “receita” para os espinores de Dirac. A
diferença crucial entre ambos os espinores surge com a paridade. Para os espinores de Dirac, a
paridade é intrínseca à teoria e, como consequência direta, a dinâmica de Dirac é alcançada. É uma
relação literal: ao atuar sobre espinores, o operador de paridade é o operador de Dirac (SPERANCA,
2014), e vice-versa (VILLALOBOS; ROGERIO, 2017). Já para os espinores MDO (onde a paridade não
desempenha nenhum papel), a dinâmica de Dirac não é mais esperada. Contudo, uma vez que sua
construção é relativística, conclui-se que a dinâmica de Klein-Gordon está de fato em ordem. Além
disso, seu campo quântico deve herdar essa dinâmica, a partir da qual a dimensão canônica de massa é
explicitada. As características combinadas da dimensão de massa um, junto com os autoespinores do
operador conjugação de carga, executam a neutralidade do campo - colocando-o como proeminente
candidato teórico à matéria escura.

Paralelo a essa questão momentaneamente incompleta da matéria escura, temos o espaço-tempo e
a gravidade como “palco” (background) para toda matéria e energia do Universo, além de “personagem”
em si, visto que seu campo associado de natureza dinâmica há décadas segue sem uma solução
completa e consistente dentro do regime quântico. Entre os diversos ramos de pesquisas existentes
acerca do tema, duas correntes são fortes na literatura: a covariante e a canônica. A linha covariante,
como bem embasado na análise histórica levantada por Rovelli (2000), é a tentativa de construir
uma teoria quântica de campos via �utuações na métrica sobre um espaço-tempo de Minkowski ou
sobre outro espaço métrico curvo �xo de fundo. O programa teve início com Rosenfeld (1930), Fierz
(1939), Pauli e Fierz (1939) durante os anos 1930. As regras de Feynman para a Relatividade Geral
linearizada foram gradativamente geradas por DeWitt e Feynman durante os anos 1970. Na mesma
época, t’Hooft e Veltman, Deser e Van Nieuwenhuizen, entre outros, encontraram fortes evidências
de não renormalizabilidade da teoria, como se pode notar pelas análises de tHooft e Veltman (1993).
Nos anos seguintes, outras vertentes emergiram dessa linha, como teorias de ordens superiores,
supergravidade e String Theory [Teoria de Cordas]. Já, a proposta canônica, por sua vez, é uma
tentativa de construir uma teoria quântica na qual o espaço de Hilbert carrega uma representação
dos operadores correspondentes à métrica completa, ou a algumas funções da métrica, eximindo
a métrica de fundo em ser �xada. O programa foi de�nido por Bergmann e Dirac (1951), sendo
muito trabalhoso de início. Arnowit, Deser e Misner completaram a tarefa no início dos anos 1960,
com o que atualmente se chama formalismo ADM [Arnowitt-Deser-Misner] (ARNOWITT; DESER;
MISNER, 1962) para a gravitação. Uma versão bem de�nida das mesmas equações foi encontrada com
sucesso apenas no �nal dos anos 1980, com a primeira formulação daquilo que viria a ser conhecido
como Loop Quantum Gravity (LQG) [Gravidade Quântica em Laços], devido às bases lançadas por
Ashtekar (1987).

Diante dos pontos levantados até aqui, uma questão se faz pertinente: que consequências e análises
teríamos ao unir a problemática da matéria escura, representada pelo candidato fermiônico MDO, com
algumas características acerca das abordagens clássicas e de quantização do campo gravitacional?
Esta tese nasce com a pretenção de apresentar e estudar alguns aspectos relevantes da interação
entre esse férmion, proeminentemente lincado à matéria escura, e a gravitação nas linhas canônica e
3 Tomando como referência a construção histórica das partículas fundamentais, associadas à matéria bariônica, perten-

centes ao Modelo Padrão da Física de Partículas.
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covariante em suas propostas originais. No aspecto canônico, apresentamos a construção de uma
ação que abarca o acoplamento entre o campo espinorial MDO com a gravitação em espaço curvo à
lá Palatini-Holst, via formalismo ADM-tetrada, e extraímos seus vínculos associados à hamiltoniana.
Enquanto, dentro do âmbito covariante, estudamos, em detalhes, a interação entre o férmion MDO e
o gráviton, por meio da aproximação de campo fraco de primeira ordem perturbativa no parâmetro
de expansão ao background minkowskiano.

A tese em questão encontra-se organizada da seguinte forma: o Capítulo 2 consiste em uma breve
revisão sobre a gravitação consolidada na teoria vigente mais robusta a nível clássico, a Relatividade
Geral (RG). Sendo mostrado as equações de campo de Einstein e uma discussão quanto à conservação
do tensor energia-momento.

O Capítulo 3 disserta sobre as principais características e a construção do férmion de dimensão
de massa um, MDO, sendo exclusivamente um revisional do tema, perpassando suas bases estruturais
para a representação dos espinores de Weyl, sua construção como autoespinores do operador conju-
gação de carga, a composição de sua estrutura dual, bem como sua descrição em campo quântico e
do respectivo propagador associado.

O Capítulo 4 discorre acerca da natureza do gráviton, partindo de uma linearização da RG via
perturbação a campo fraco na métrica de Minkowski e trazendo sua representação como partícula ao
grupo de Poincaré, além de revelar, em seguida, seu campo quântico e propagador, que é de forte
valia para os capítulos seguintes.

O Capítulo 5 está dirigido à ampliação da ação gravitacional por Palatini-Holst, incorporada da
matéria fermiônica de dimensão de massa um e spin-1/2, através do formalismo tetrada-ADM. São
obtido, na sequência, os vínculos hamiltoniano e de difeomor�smo clássicos oriundos deste campo
de matéria escura acrescido à gravidade. Como consequência, uma densidade de energia e densidade
direcional de �uxo de energia associada emergem em junção ao acoplamento MDO-gravidade que,
por sua vez, garante uma função semelhante à constante cosmológica. Uma análise conceitual para
um possível programa de quantização canônica da teoria é realizada ao �m.

O Capítulo 6 �ca reservado à caracterização do campo fermiônico de dimensão de massa um
e spin-1/2 em espaço-tempo perturbado em torno da métrica de Minkowski, trazendo à tona os
vértices de interação MDO-gráviton, a nível de árvore, a partir dos quais se evidencia a identidade de
Ward-Takahashi correspondente. Em posse desse resultado, foi calculado a correção em primeira
ordem, a um loop, do propagador do gráviton através desse férmion, identi�cando o contratermo de
tadpole, que se torna removível da parcela divergente da interação, quando condicionado à inserção do
parâmetro cosmológico Λ. Ao �m, foi estudado o processo de espalhamento gravitacional, no qual se
obteve a amplitude de espalhamento relativística e o potencial newtoniano atrativo no limite de baixas
energias, necessário para que o candidato à matéria escura esteja dentro do regime Lambda-Cold
Dark Matter (ΛCDM) no universo atual.

Os capítulos 5 e 6 trazem elementos com nossas contribuições originais para a área de Física de
Partículas e Campos, no que concerne ao férmion de dimensão de massa um e a gravidade.

Finalmente, no Capítulo 7 consta as considerações �nais.
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2 RELATIVIDADE GERAL

Este capítulo traz uma síntese da teoria clássica vigente para gravidade, apresentando as equações
da dinâmica de campo bem como as características de conservação do conteúdo de energia e matéria
que permeiam o espaço-tempo.

O termo gravidade (ou gravitação) tem seu conceito etimológico proveniente do latim gravitas1,
que signi�ca: peso. É um fenômeno natural que garante interação a todo e qualquer ente físico
dotado de massa ou energia. Seu alcance é in�nito e se apresenta como a mais débil das quatro
interações fundamentais conhecidas na natureza até o presente momento (KREBS, 1999), sendo
aproximadamente 1038 vezes menos intensa que a interação forte, 1036 vezes mais fraca que a força
eletromagnética e em torno de 1029 vezes menor que a interação fraca.

No ano de 1687, o matemático Sir Isaac Newton publicou sua majestosa obra, Principia (NEW-
TON, 1687), que apresenta a hipótese da lei do inverso do quadrado da gravitação universal. Em suas
palavras2:

“... deduzi que as forças que mantêm os planetas em suas órbitas devem [ser] reciproca-
mente como os quadrados de suas distâncias dos centros em torno dos quais eles giram:
e, portanto, comparei a força necessária para manter a Lua em sua órbita com a força da
gravidade na superfície da Terra; e descobri que eles respondem quase que totalmente...”
(LINTON, 2004, p. 225) (tradução do autor).

A teoria de Newton para gravitação foi de suma importância na previsão da existência de Netuno
com base nos movimentos de Urano que não podiam ser explicados pelas ações dos outros plane-
tas, sendo até hoje usada como alicerce para a Astronomia. Contudo, durante o século XIX, uma
discrepância na órbita de Mercúrio apontou falhas na formulação newtoniana, dando as primeiras
indicações de que esta não deveria ser a palavra �nal para a gravidade.

Séculos depois, já em 25 de novembro de 1915, Albert Einstein apresentou sua versão �nal3

das equações da gravidade à Academia Prussiana, estabelecendo a teoria da Relatividade Geral
(RG) Einstein (1915), que trouxe como consequência imediata a correção para a órbita de Mercúrio,
provando que a Lei da gravitação universal de Newton era um caso particular de sua proposta,
funcionando muito bem apenas em limites de campos fracos. A construção desta teoria foi realizada
ao longo de quase uma década, tendo início com um insight de seu criador, em 1907, de que seria
impossível distinguir localmente a aceleração de origem gravitacional e a aceleração causada por um
referencial não inercial, elaborando o princípio de equivalência entre a massa gravitacional (mG) e a
massa inercial (mi). Experimentos recentes, como em Turyshev (2008), mostram que esse princípio
1 <https://www.oxfordlearnersdictionaries.com/de�nition/english/gravitas>.
2 A citação vem de um memorando que acredita-se ter sido escrito por volta de 1714.
3 Einstein obteve os créditos pelas deduções das equações de campo para a gravidade. Mas, é necessário enfatizar que

há controvérsias e indícios históricos de que o matemático David Hilbert chegou a esses resultados antes de Einstein,
utilizando-se do princípio variacional e antecedendo as deduções �nais do físico em cinco dias (HILBERT, 1915).
Houve apelos, por terceiros, reivindicando que essas deveriam ser chamadas "equações de campo de Einstein-Hilbert".
Contudo, Hilbert não pressionou por essa prioridade, sugerindo, assim, que Einstein desenvolveu as equações de
campo corretas primeiro, mesmo Hilbert alcançado-as de forma independente (WINTERBERG, 2004).
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permanece válido no regime 1 −mG/mi < 10−14. Nos anos seguintes, Einstein precisou aprender
e aplicar uma geometria que mantivesse invariante o elemento de linha ds2 = gµν(x)dxµdxν em
transformações gerais de coordenadas4, pois a esta altura ele sabia que o tensor métrico, objeto gµν ,
consistiria na dinâmica do campo capaz de descrever a gravidade. Com a ajuda de seu amigo Marcel
Grossmann, Einstein fundamentou a covariância geral que necessitava a sua teoria, moldando-a sob
os alicerces da Geometria Riemanniana e culminando nas equações de campo Gµν = −8πGTµν . A
elaboração de sua equação garante que nos limites clássicos newtonianos, a RG recupera a equação
de Laplace na ausência de matéria ρ para um potencial gravitacional Φ,∇2Φ = 0, ou a equação de
Poisson quando há presença de matéria,∇2Φ = 4πGρ. Isso signi�ca que as equações de campo de
Einstein generalizam as equações de campo de Poisson e Laplace, análogas para o eletromagnetismo e
gravitação newtoninana, para uma entidade geométrica dinâmica que corresponde ao próprio tecido
do espaço-tempo (PAIS, 2005).

2.1 AS EQUAÇÕES DE CAMPO DE EINSTEIN PARA A GRAVIDADE

As equações de campo de Einstein podem ser obtidas, formalmente, pelo princípio variacional
cujo procedimento foi o mesmo prescrito por Hilbert e é adotado em alicerçadas literaturas, como
em Hobson, Efstathiou e Lasenby (2006) e Carroll (2014). Para tal procedimento, será seguido uma
linha similar à que está presente na dissertação de mestrado de Lima (2017). Nesse formalismo, o
mecanismo inicia-se com a descrição apropriada da ação que conduz à dinâmica dos campos da
teoria em questão. Em tal princípio, a ação total é a soma da ação gravitacional (geométrica) de
Einstein-Hilbert SEH com a ação que codi�ca o conteúdo de matéria SM :

S = SEH + SM . (2.1)

Considerando-se uma região limitada na variedadeM do espaço-tempo em (1 + 3) dimensões, onde
os campos de interesse estão imersos e construídos pelas densidades de lagrangianas gravitacional
LEH = R/κ2 e de conteúdo de matéria Lm, a ação S é reescrita como:

S =
1

κ2

∫
M

√−gRd4x+

∫
M

√−gLmd4x, (2.2)

em que κ2 = 16πG,
√−gd4x é o elemento de volume invariante, g o determinante do tensor métrico

gµν , R = gµλRµλ o escalar curvatura de Ricci, Rµλ = Rρ
µρλ o tensor de Ricci, Rρ

µνλ = ∂µΓρνλ −∂νΓρµλ
+ΓρσµΓσνλ −ΓρσνΓ

σ
µλ o tensor curvatura de Riemann e Γλµν = 1/2gλρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν) a conexão

a�m.
Segundo o princípio variacional, obtendo-se a mínima ação, δS = 0, consequentemente tem-se

as equações de campo do fenômeno tratado. Tomando-se a variação na ação do primeiro termo de
(2.2), tem-se

δSEH =
1

κ2

∫
M

(
√−ggµνδRµν +

√−gRµνδg
µν +Rδ

√−g)d4x. (2.3)

4 Esta notação para ds2 generaliza a notação de Minkowski utilizada nas descrições da Relatividade Restrita, válida
somente em referenciais inerciais, ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2.
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Descrito em termos dos produtos das conexões a�ns e suas derivadas, a variação do tensor de Ricci
δRµν torna-se

δRµν = ∂ρδΓ
ρ
νµ − ∂νδΓρρµ + δΓρρλΓ

λ
νµ + ΓρρλδΓ

λ
νµ − δΓρνλΓλρµ − ΓρνλδΓ

λ
ρµ. (2.4)

Mesmo a conexão a�m sendo um objeto não tensorial, sua variação se comporta tensorialmente.
Desse modo, pode-se tomar a derivada covariante sobre δΓρνµ, tendo como resultado ∇ρ(δΓ

ρ
νµ) =

∂ρδΓ
ρ
νµ + ΓραρδΓ

α
νµ − ΓανρδΓ

ρ
αµ − ΓαµρδΓ

ρ
να, permitindo que δRµν de (2.4) seja compactada na forma

δRµν = ∇ρ(δΓ
ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
ρµ). (2.5)

O termo variacional δ
√−g é descrito por

δ
√−g =

[∂√−g
∂gµν

]
δgµν = − 1

2
√−g

( ∂g

∂gµν

)
δgµν . (2.6)

Sabendo-se que o determinante da matriz métrica, g, pode ser expresso na forma g =
∑
µ,ν

gµνCof(gµν)

= Cof(gµν)/gµν , sendo Cof(gµν) o cofator do elemento gµν do tensor métrico, segue de imediato
que, Cof(gµν) = ∂g/∂gµν = ggµν . Com isso, a expressão (2.6) torna-se

δ
√−g = −1

2
gµν
√−gδgµν . (2.7)

Usando-se (2.5) e (2.7) na expressão (2.3), tem-se

δSEH =
1

κ2

∫
M

(√−ggµν [∇ρ(δΓ
ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
ρµ)]
)
d4x (2.8)

+
1

κ2

∫
M

(√−gδgµν(Rµν −
1

2
Rgµν

))
d4x,

que, por sua vez, pode ser reescrita como

δSEH =
1

κ2

∫
M

(√−g[∇ρ(g
µνδΓρνµ)−∇ν(g

µνδΓρρµ)]
)
d4x (2.9)

+
1

κ2

∫
M

(√−gδgµν(Rµν −
1

2
Rgµν

))
d4x,

pois ∇ρg
µν = 0. Por uma questão de simetria nas conexões a�ns, realizando-se a troca de índices

ρ↔ ν na segunda parcela da primeira integral acima, obtem-se

δSEH =
1

κ2

∫
M

(√−g[∇ρ(g
µνδΓρνµ − gµρδΓννµ)]

)
d4x (2.10)

+
1

κ2

∫
M

(√−gδgµν(Rµν −
1

2
Rgµν

))
d4x.
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Fundamentando-se no Teorema de Gauss covariante,∫
M
d4x
√−g∇ςv

ς =

∮
∂M

d3x
√−gn̂ςvς , (2.11)

em que ∂M é a borda da regiãoM,
√−gd3x é o elemento de hipersuperfície covariante e n̂ς é o

versor normal à hipersuperfície, a equação (2.10) passa a ser descrita como

δSEH =
1

κ2

∮
∂M

(√−g[(gµνδΓρνµ − gµρδΓννµ)]
)
n̂ρd

3x (2.12)

+
1

κ2

∫
M

(√−gδgµν(Rµν −
1

2
Rgµν

))
d4x.

Uma vez que a integral de superfície é nula na fronteira da regiãoM, a parcela de Einstein-Hilbert
da ação é reduzida a

δSEH =
1

κ2

∫
M

√−gδgµν
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
d4x. (2.13)

Tomando-se, agora, a variação na ação do segundo termo de (2.2) e utilizando-se da expressão (2.7),
tem-se

δSM =

∫
M
δ(
√−gLm)d4x (2.14)

=

∫
M

(
Lmδ
√−g +

∂Lm
∂gµν

δgµν
√−g

)
d4x

=

∫
M

√−g
(∂Lm
∂gµν

− 1

2
Lmgµν

)
δgµνd4x.

De modo geral, o tensor energia-momento é de�nido como:

Tµν ≡
2√−g

δ(
√−gLm)

δgµν
= 2

∂Lm
∂gµν

− Lmgµν , (2.15)

permitindo-se visualizar a expressão (2.14) na forma

δSM =
1

2

∫
M

√−gTµνδgµνd4x. (2.16)

Em posse das expressões (2.13) e (2.16), que estão associadas às variações geométrica e de matéria,
respectivamente, a variação total da ação torna-se

δS = δSEH + δSM (2.17)

=
1

κ2

∫
M

√−gδgµν
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
d4x+

1

2

∫
M

√−gTµνδgµνd4x

=

∫
M

(
Rµν −

1

2
Rgµν +

κ2

2
Tµν

)
δgµν
√−gd4x = 0.

Assim, para toda e qualquer variação arbitrária da métrica δgµν , as equações de campo de Einstein se
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revelam como:
Gµν ≡ Rµν −

1

2
Rgµν = −κ

2

2
Tµν , (2.18)

em que Gµν é o tensor de Einstein com as identidades de Biachi contraídas,∇νG
µν = 0. O tensor de

Einstein Gµν representa a dinâmica do espaço-tempo frente a um tensor energia-momento Tµν que o
estabelece, ou, segundo a descrição sucinta de John Archibald Wheeler:

“... o espaço-tempo diz à matéria como se mover e a matéria diz ao espaço-tempo como
se curvar...” (WHEELER; FORD, 2000, p. 235) (tradução do autor).

2.2 CONSERVAÇÃO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

A lei de conservação para o tensor energia-momento assegura que o �uxo total do conteúdo de
energia e momento que atravessa uma regiãoM em (1 + 3) dimensões é nula, como mostrado em
Grøn e Hervik (2007) e Carroll (2014), ∫

∂M
T µνnνdσ = 0, (2.19)

em que ∂M é a borda da regiãoM e nν é o vetor normal à superfície in�nitesimal dσ. Aplicando-se
o Teorema de Gauss covariante, dado pela expressão (2.11) em (2.19) obtem-se∫

M

√−g∇νT
µνd4x = 0, (2.20)

para toda e qualquer região arbitráriaM. Desse modo, pode-se apresentar a formulação para lei de
conservação de energia-momento na forma:

∇νT
µν = 0. (2.21)

Lê-se as componentes do tensor energia-momento como: T 00 densidade de matéria e energia; T µµ

densidade de momento na direção µ, com µ 6= 0; T 0ν �uxo de densidade de energia na direção ν,
com ν 6= 0; T µ0 �uxo de densidade de momento na direção µ, com µ 6= 0 e T µν �uxo de densidade
da tensão de cisalhamento na direção ν, com µ 6= ν.

É válido notar que a expressão (2.21) generaliza a ideia de força, F = −∇φ, como gradiente de
uma energia potencial. E, uma vez conservada, signi�ca que a densidade de quadri-força fµ é nula,
garantindo-se que não haja interação atuando sobre a região externa à borda ∂M da variedadeM.

Entender o conteúdo de matéria presente no universo, e consequentemente representado pelo
tensor energia-momento, tem se tornado cada vez mais necessário tanto para a Cosmologia quanto
para os alicerces da Física de Partículas. Por isso, o capítulo seguinte descreve, de forma sucinta, as
bases mais relevantes que tangem a um desses ingredientes de matéria, caracterizado no personagem
inerente a esta tese e proeminente candidato à matéria escura: o férmion de dimensão de massa um.
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3 FÉRMIONS DE DIMENSÃO DE MASSA UM

O presente capítulo elucida aspectos relevantes acerca da natureza estrutural e dinâmica do
campo espinorial de spin-1/2, que compõe um conjunto completo de autoespinores com helicidade
dual do operador conjugação de carga, associado às partículas fermiônicas de dimensão canônica
de massa um, conhecido na literatura de língua inglesa como Mass dimension one fermions (MDO).
Detalhes sobre a descoberta teórica, bem como a conceitualização, desenvolvimento algébrico e
processos de quantização desse campo estão presentes nas obras originais de Ahluwalia e Grumiller
(2005a) e Ahluwalia e Grumiller (2005b). Após a rede�nição da construção da estrutura dual de tal
objeto, no qual forneceu uma descrição quântica local e covariante por Lorentz, Ahluwalia (2017b),
estudos sistemáticos e minuciosos da teoria foram bem explorados e podem ser consultados na tese
de doutorado de Rogério (2018) e no livro Ahluwalia (2019), respectivamente.

3.1 BASES - REPRESENTAÇÃO DE WEYL PARA ESPINORES

Historicamente, os espinores foram descobertos e apresentados na matemática, de forma genérica,
por Élie Joseph Cartan (1913) e posteriormente alcunhado por Paul Ehrenfest (TOMONAGA, 1997).
A incorporação desses elementos à Física veio através da mecânica quântica não relativística de Pauli
(1927), ao introduzir suas matrizes de spin e da mecânica quântica relativística de Dirac (1928), com
uma teoria relativística completa para os elétrons, alicerçando uma das bases para a Teoria Quântica
de Campos (TQC) e Física de Partículas, uma vez que os espinores são os objetos matemáticos mais
rigorosos para a transcrição de estados quânticos dos férmions - partículas de spin semi-inteiros e
entes fundamentais da matéria existente.

Sabe-se que, no ano seguinte à publicação de Dirac, o qual tinha em mente o foco na descrição
da natureza dos elétrons como campos fermiônicos munidos de massa, spin e carga elétrica, Weyl
(1929) mostrou que férmions sem massa podiam ser tratados por uma equação mais simples, gerando
como solução um ente de duas componentes para caracterização desse hipotético campo estudado,
em contraste às quatro componentes de Dirac emergentes de sua teoria. Em 1930, Pauli propôs a
existência do neutrino para explicar o problema do espectro contínuo de energia dos elétrons em
decaimento beta, mantendo a conservação de carga e energia do sistema. Mesmo não tendo publicado
o�cialmente essa hipótese, Pauli comentou-a em diversas cartas a colegas, como relatado em Pauli
e Kronig (1964), Pauli (1978) e Pais (1986). Uma das consequências por trás dessas partículas era
que deviam ser ausentes de massa, conforme previsto no primeiro modelo quantitativo formulado
por Fermi (1934). Com tal premissa, conjecturou-se, à época, que neutrinos eram férmions de Weyl.
Anos depois, foi experimentalmente comprovado que neutrinos, além de serem massivos (REINES;
COWAN, 1956), possuem oscilação de massa (FUKUDA et al., 1998), para o caso de neutrinos solares.
Devido a isso, até hoje não se há observado quaisquer férmions de Weyl como partícula, à princípio1.
1 Nenhuma das partículas elementares no Modelo Padrão são férmions de Weyl, apesar de terem sido observados

apenas como quasi-partículas na Física de Matéria Condensada, vide semimetal de Weyl, Vishwanath (2015).
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Embora nenhuma partícula elementar conhecida (ou mesmo pressuposta) possa ser um férmion de
Weyl, o conceito por trás, em utilizá-lo, é muito útil, porque férmions de Weyl podem ser entendidos
como blocos de construção de qualquer campo de férmions de spin-1/2 (PAL, 2011), que são os casos
dos férmions de Dirac, Majorana2 e inclusive do MDO, principal objeto deste capítulo, como será
visto a seguir.

A equação de Weyl pode ser expressa, na forma de equação diferencial de primeira ordem, como
(WOAN, 2000; PESKIN; SCHROEDER, 1995):

σµ∂µφ = 0, (3.1)

em que σµ = (1,σ), sendo 1 a representação da matriz identidade 2 × 2 e σ = (σ1, σ2, σ3) =

(σx, σy, σz) o conjunto de matrizes de Pauli, com φ = φ(xµ) designando um espinor de Weyl no
espaço das posições. A expressão para a forma dual da equação (3.1) é usualmente escrita por
σ̄µ∂µφ = 0, com σ̄µ = (1,−σ).

Por serem duas equações distintas, as soluções trazem o comportamento de quiralidade, gerando
espinores de helicidades3 de mão esquerda (left L) e direita (right R),

σµ∂µφR = 0⇔ σ̄µ∂µφL = 0, (3.2)

explicitamente assim rotulados. A solução para ambas quiralidades é via ondas planas, cada uma
com duas componentes:

φ = φ(t, r) =

(
φ1

φ2

)
= χe−i(k·r−ωt) = χe−i(p·r−Et)/~, (3.3)

em que χ =

(
χ1

χ2

)
é um espinor com as componentes em termos do momento que satisfaz

σ̄µpµχL = (1E + σ · p)χL = 0,

σµpµχR = (1E − σ · p)χR = 0.
(3.4)

Atuando diretamente os dois operadores (usual e dual) em χ, obtem-se

(σ̄νpν)(σ
µpµ)χ = (pν σ̄νσ

µpµ)χ = (pνη
µνpµ)χ = pµpµχ = (E2 − p2)χ = 0, (3.5)

que é correspondente à equação de Klein-Gordon para partículas sem massa.
2 Ettore Majorana foi um físico italiano, supervisionado por Enrico Fermi, que desenvolveu trabalhos promissores com

neutrinos e desapareceu misteriosamente no ano de 1938. Os espinores de Majorana são autoespinores do operador
conjugação de carga com autovalor positivo +1.

3 Helicidade é o termo que se refere à <orientação> das partículas, usando como referência a projeção do spin na
direção-sentido do momento linear das mesmas.
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Averiguando a atuação do operador helicidade, Σ̂, sobre os estados do espinor de Weyl, tem-se:

Σ̂|φL/R(p)〉 ≡ σ · p̂|p| |φL/R(p)〉 = α|φL/R(p)〉, (3.6)

com os estados no espaço dos momentos e os autovalores4 α = ±1 para R e L, respectivamente.
É importante salientar que quiralidade e helicidade são representados por operadores distintos

e, portanto, apresentam conceitos diferentes. Somente no caso de partículas não massivas que tais
operadores são idênticos (LANCASTER; BLUNDELL, 2014). Helicidade diz a informação de como está
projetado o spin em relação ao momento (paralelo ou antiparalelo), o que revela sua dependência em
relação ao referencial que se é medido. Já a quiralidade é uma propriedade mais inerante ao estado
quântico da partícula, determinando como é o comportamento e a transformação em componentes
de mão esquerda (L) ou direita (R), via representação do grupo de Poincaré (PESKIN; SCHROEDER,
1995). No caso de partículas massivas, por exemplo, pode-se descrever um cenário de helicidade
positiva sobre uma dada partícula e gerar um boost5 com momento invertido, através de um dado
sistema de referência, revertendo sua helicidade original, mas não sua quiralidade, uma vez que seu
spin é invariante.

Dito isso, é possível retomar a equação (3.4) e descrever uma equação de onda de primeira
ordem para partículas massivas com os operadores de energia e momento da Mecânica Quântica
E 7→ p̂0 = i∂0, p 7→ p̂ = −i∇ e com os espinores χL/R 7→ φL/R munidos de massa, através do
conjunto (i1∂0 − iσ · ∇)φL = mφR,

(i1∂0 + iσ · ∇)φR = mφL.
(3.7)

Ao superpor as equações de φL e φR, do sistema acima, tem-se:

(iγ0∂0 − iγ · ∇−m)ψ = 0, (3.8)

em que

γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γ =

(
O −σ
σ O

)
(3.9)

são as chamadas matrizes gamas de Dirac, na representação de Weyl. De forma ainda mais compacta,
a equação (3.8) pode ser expressa como:

(i/∂ −m)ψ = 0, (3.10)

sendo /∂
def
= γµ∂µ e γµ = (γ0,γ). Essa é a chamada equação de Dirac para espinores massivos

de spin-1/2. O espinor ψ está escrito na representação de Weyl, que no espaço dos momentos é
4 Omitido o fator 1/2.
5 Diz respeito a parte da transformação de Lorentz responsável em mudar a velocidade do objeto estudado frente a um

sistema de coordenadas.
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caracterizado por

ψ(pµ) =

(
φR(pµ)

φL(pµ)

)
. (3.11)

À luz das conceituadas obras literárias de Weinberg (2005) e Ryder (1996), uma síntese do com-
portamento dos, agora massivos, espinores φL(pµ) e φR(pµ) sob as transformações de Lorentz, pode
ser feita.

Admitindo-se um boost arbitrário, de�ne-se que as componentes de mão direita e esquerda se
transformam como:

φR(pµ) 7−→ e
σ
2
·ϕφR(kµ)⇔ φL(pµ) 7−→ e−

σ
2
·ϕφL(kµ), (3.12)

pertencentes aos espaços de representação (1/2, 0) e (0, 1/2) respectivamente, com ϕ sendo o
parâmetro de boost.

Os operadores de boosts são explicitamente

e±
σ
2
·ϕ =

√
E +m

2m

(
1± σ · p

E +m

)
, (3.13)

sendo e
σ·ϕ
2 ≡ κ(1/2,0) e e−σ·ϕ2 ≡ κ(0,1/2). O parâmetro presente nas equações (3.12) e (3.13) é

emergente do operador exp(iK · ϕ) que, ao atuar sobre um quadrimomento qualquer, é extraído via

kµ =

(
m, lim

p→0

p

p

)
, p = |p|, (3.14)

devolvendo uma relação hiperbólica que �sicamente resulta em cosh (ϕ) = E/m, sinh (ϕ) = p/m

e ϕ̂ = p̂, sendo ainda o vetor K = (Kx, Ky, Kz) o conjunto dos geradores de boost no espaço de
Minkowski. Com um processo análogo, atuando um operador de rotação exp(iJ · θ) sobre um
quadrivetor arbitrário, se extrai os geradores de rotação J = (Jx, Jy, Jz), com θ designando o
parâmetro angular. Os elementos de (K, J) são:

Kx =


0 −i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Ky =


0 0 −i 0

0 0 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 0

 , Kz =


0 0 0 −i
0 0 0 0

0 0 0 0

−i 0 0 0

 (3.15)

e

Jx =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

 , Jy =


0 0 0 0

0 0 0 i

0 0 0 0

0 −i 0 0

 , Jz =


0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0

 . (3.16)

Juntos, o conjunto (K,J) não satisfazem uma álgebra e, portanto, não formam um grupo fechado
como os geradores de rotação J , separadamente, [Ji, Jj] = iεijkJk. Porém, é possível tomar os seis
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geradores de (K,J) e rede�nir dois novos geradores (RYDER, 1996), a saber,

SU(2)A : A =
1

2
(J + iK), SU(2)B : B =

1

2
(J − iK), (3.17)

de modo que as relações de comutação entre eles satisfaçam a seguinte álgebra:

[Ai, Aj] = iεijkAk, [Bi, Bj] = iεijkBk, [Ai, Bj] = 0, (3.18)

sendo o tensor de Levi-Civita εijk = ±1 para mudanças cíclica e anti-cíclica nos índices, respectiva-
mente, e nulo para quaisquer índices repetidos.

Dessa forma, é estabelecido que (A,B) geram, individualmente, um grupo em SU(2), dito grupo
especial unitário de grau dois6 e, logo, tem-se SU(2)⊗ SU(2) como o grupo de Lorentz7 (RYDER,
1996). Os geradores de boost e rotação das equações (3.15) e (3.16) podem ser escritos via matrizes de
Pauli, com o intuito de facilitar a soma direta do espaço de representação de Weyl para os espinores
mão esquerda e direita, da seguinte maneira:

κ =

(
−iσ/2 O

O +iσ/2

)
, ζ =

(
σ/2 O

O σ/2

)
. (3.19)

O conjunto de geradores (A,B) possuem autovalores (j, j
′
), respectivamente, com os rótulos

(1/2, 0) : J1/2 = σ/2, K1/2 = −iσ/2 (3.20)

e
(0, 1/2) : J1/2 = σ/2, K1/2 = iσ/2. (3.21)

Assim, os espinores de Weyl obedecem a relação φR(pµ) 7→ (1/2, 0) e φL(pµ) 7→ (0, 1/2), com
transformações bem de�nidas, revelando ainda que o espinor de Dirac ψ (3.11) é uma soma direta
(1/2, 0)⊕ (0, 1/2) desses espinores, e caracterizado como uma representação irredutível do grupo de
Lorentz.

Entre as simetrias discretas do espaço de Minkowski, o operador paridade é de�nido como o
mapeamento em Ahluwalia (2017b)

P : xµ = (x0,x) 7→ x
′µ = (x0,−x), (3.22)

relacionando os espaços de representações de mão direita e esquerda (1/2, 0)←→ P (0, 1/2), dito
6 De modo geral, SU(n) (special unitary) é a denotação de grupos especiais unitários de matrizes complexas de grau

n e dimensão n2 − 1 cujos elementos possuem determinante igual a 1. No caso especí�co de SU(2), de dimensão
2, há uma relação sobrejetiva direta com SO(3) (special orthogonal group) (PURI, 2001) que é o grupo de rotações
responsáveis em preservar distâncias, sob essas transformações, no espaço euclidiano.

7 Grupo de rotações angulares (para rotações usuais) e hiperbólicas (para boost) no espaço-tempo de Minkowski.
Expressa parte das simetrias sobre o espaço-tempo emergendo as leis fundamentais conhecidas na natureza. É
matematicamente, também, representado por O(1, 3) (orthogonal group), com uma dimensão no tempo e três no
espaço (WEINBERG, 2005), preservando a distância entre eventos (t, x, y, z) 7→ t2 − x2 − y2 − z2. Em essência,
SU(2)⊗ SU(2) é SO↑(1, 3), um subgrupo de O(1, 3), grupo restrito de Lorentz que preserva a orientação do espaço
S (spetial) e a direção do tempo ↑ em respeito à causalidade.
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mais precisamente,
φL(xµ) 7→ PφR(xµ); φR(xµ) 7→ PφL(xµ). (3.23)

Os autoespinores do operador P possuem autovalores ±1 e são espinores de Dirac. Em Rogério
(2018) é discutido e mostrado que espinores que possuem vínculo à relação de paridade devem
obedecer obrigatoriamente a dinâmica da equação (3.10) de Dirac.

Quase uma década após o proeminente trabalho de Dirac (1928) para elétrons e pósitrons, Majorana
(1937) deduziu um espinor que satisfaz a dinâmica expressa em (3.10), com a condição de que o
espinor associado à partícula fosse sua própria antipartícula. Em outras palavras, era apresentado
pela primeira vez na literatura um férmion massivo e de carga elétrica nula, cuja dinâmica é expressa
na forma:

(i/∂ −mC)ψ ≡ (i/∂ −m)ψc = 0, (3.24)

em que

C =

(
O ηωK

−ηωK O

)
, (3.25)

é o chamado operador de conjugação de carga, na representação de Weyl, sendo η uma fase arbitrária,
geralmente dada por η = 1, ω = iσ2 e K o operador que toma o complexo conjugado de qualquer
ente à sua direita. Este é mais um dos operadores de simetrias discretas do espaço de Minkowski,
junto com o operador de paridade P e de reversão temporal8 T , que obedece a imposição C2 ∝ 1. O
espinor ψc é explicitamente escrito, via componentes de mão esquerda de Weyl, como

ψc(p
µ) =

(
−σ2φ

∗
L(pµ)

φL(pµ)

)
, (3.26)

com a condição de Majorana (RAMOND, 1981)

Cψc(pµ) = +ψc(p
µ). (3.27)

Majorana elucidou que se um determinado campo espinorial é um conjugado de carga de si
mesmo (autoconjugado de carga <autovalor restritamente positivo>), isto é, quando ψc = ψ, então a
sua equação re�ete a equação de Dirac e possui solução interpretada como descrição de um campo
eletricamente neutro. Contudo, o operador de conjugação de carga não tem um estado próprio
somente, como se pensou por muito tempo. Na realidade possui dois estados próprios distintos,
sendo um deles o espinor Elko/MDO que, apesar de não ser solução da equação de Majorana, traz
consequências interessantes quanto à sua dinâmica, estrutura e aplicações em Física de Partículas,
para além do Modelo Padrão, e Cosmologia (AHLUWALIA, 2019), uma vez que seu campo é um
proeminente canditado à descrição da matéria escura.
8 A saber, T : xµ = (x0,x) 7→ x

′µ = (−x0,x).
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3.2 CONSTRUÇÃO DOS AUTOESPINORES DO OPERADOR CONJUGAÇÃO DE CARGA

Previamente foi mencionado que espaços de representação de simetrias discretas e espinores
possuem uma correlação. Em especial, os autoespinores do operador de paridade são naturalmente
descritos via a dinâmica da equação de Dirac (ROGÉRIO, 2018). Dentro dessa perspectiva e motivados,
entre outras questões, pelo estudo de espinores potencialmente passíveis de emergir via simetrias
discretas do espaço-tempo, Ahluwalia e Grumiller exploraram os efeitos físicos por trás do operador
de reversão temporal de Wigner, Θ, e suas consequências sobre os espinores de Weyl (AHLUWALIA;
GRUMILLER, 2005a). Sob a representação de spin-1/2, esse objeto é simbolizado por

Θ =

(
O −1

1 O

)
= −iσ2, (3.28)

sendo Θ−1 = −Θ. Quando atuado em conjunto com sua inversa sobre as matrizes de Pauli, observa-se
que

ΘσΘ−1 = −σ∗. (3.29)

A relação (3.29) foi nomeada por Pierre Ramond como "mágica das matrizes de Pauli" (RAMOND,
1981). Ao operar (3.28) sobre o complexo conjugado das transformações dos espinores de Weyl de
mão direita e esquerda, dados pela equação (3.12), tem-se o seguinte fato interessante:

[ζρΘφ
∗
R(pµ)] = e−

σ
2
·ϕ[ζρΘφ

∗
R(kµ)]⇔ [ζλΘφ

∗
L(pµ)] = e+σ

2
·ϕ[ζλΘφ

∗
L(kµ)], (3.30)

revelando que enquanto φR(pµ) e φL(pµ) se transformam canonicamente como componentes de mão
direita e esquerda, respectivamente, seus correspondentes [ζρΘφ

∗
R(pµ)] e [ζλΘφ

∗
L(pµ)] se transformam

de maneira oposta, ou seja, como componentes de mão esquerda e direita, nessa ordem, com as fases
ζρ e ζλ não declaradas, por hora.

Diante o exposto do comportamento das transformações presentes em (3.30), Ahluwalia e Gru-
miller (2005a)-Ahluwalia e Grumiller (2005b) propuseram uma representação teórica de um novo
conjunto de espinores, sob o espaço de representação de soma direta de Weyl (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2),
designados por:

λ(pµ) =

(
ζλΘφ

∗
L(pµ)

φL(pµ)

)
, ρ(pµ) =

(
φR(pµ)

ζρΘφ
∗
R(pµ)

)
. (3.31)

A partir de agora cabe frisar que a apresentação e manejo desses espinores �carão restritos
somente ao objeto λ(pµ), uma vez que ρ(pµ) não traz nenhuma informação física diferenciada. É
válido mencionar que os caminhos usados para construir os espinores em (3.31) não foram amparadas
por todas as simetrias discretas em consonância com as simetrias contínuas e, portanto, esses objetos
não pertencem, a princípio, ao grupo de Lorentz (que inclui transformações por paridade, reversão
temporal, boosts e rotações) mas ao subgrupo de Lorentz ortócrono próprio SO↑(1, 3).

Observando a similaridade na estrutura do espinor λ(pµ) de (3.31) com o espinor de Majorana
ψc(p

µ) via expressão (3.26), a menos da fase arbitrária ζλ, Ahluwalia buscou por um operador com
simetria discreta que pudesse ser escrito via o operador de reversão temporal de Wigner, a �m de
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fechar uma correlação para seu novo espinor, tal como a inspiração P ↔ ψ de Dirac. O candidato
para isso, obviamente, estava no operador conjugação de carga C (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005b)

C =

(
O iΘ

−iΘ O

)
K, (3.32)

em que os autores propositalmente escolheram de�nir a fase9 η 7→ i e evidenciar ω = iσ2 7→ Θ,
quando comparado a notação presente em (3.25).

Visto que os espinores de Majorana são autoespinores do operador conjugação de carga com
autovalor +1 mostrado em (3.27), é admissível manejar os dois autovalores reais de C, a saber ±1,
em virtude da escolha da fase ζλ para o espinor λ(pµ), se imposto tal condição. Assim, atuando com
o operador C sobre λ(pµ), tem-se que

Cλ(pµ) =

(
O iΘ

−iΘ O

)(
ζ∗λΘφL(pµ)

φ∗L(pµ)

)
=

(
iΘφ∗L(pµ)

−iζ∗λφL(pµ)

)
= ±λ(pµ), (3.33)

no qual se permite �xar as fases ζλ = ±i para λ(pµ) ter autovalores duplamente degenerados ±1, ao
serem estes autoespinores do operador C. De modo mais literal, pode-se separar

CλS/A(pµ) = ±λS/A(pµ), (3.34)

em que os espinores

λS(pµ) =

(
iΘφ∗L(pµ)

φL(pµ)

)
, λA(pµ) =

(
−iΘφ∗L(pµ)

φL(pµ)

)
(3.35)

são os chamados Self-Conjugate (autoconjugados) e Anti-Self-Conjugate (anti autoconjugados) de
carga, respectivamente, para elucidar os autoespinores com autovalores positivo e negativo, nessa
ordem, em relação ao C. Não é surpresa, portanto, que os pais desses novos entes físicos os tenham
batizados de Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperators, cujo acrônimo alemão é Elko [Auto-
espinores do operador conjugação de carga] (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005a; AHLUWALIA;
GRUMILLER, 2005b). Por terem essa natureza não interagente (ou quase nula) eletromagneticamente,
tais espinores nascem como novos candidatos às teorias de partículas associadas à matéria escura.

A �m de explorar as características estruturais do espinor λ, faz-se necessário entender o compor-
tamento de sua helicidade a partir de suas componentes φL e ±iΘφ∗L. Com isso em mente, partindo
primeiramente das bases da helicidade sobre os espinores de Weyl via equação (3.6), para um dado
momento arbitrário kµ, φL(kµ) será autoestado do operador helicidade expresso como

[σ · p̂]φ±L(kµ) = ±φ±L(kµ), (3.36)

em que o vetor unitário p̂ está parametrizado em coordenadas esféricas (para melhor notação/manuseio
9 Há livros-textos e artigos em que a escolha da fase η 7→ −i ou η 7→ ±1, como ocorreu no caso de Majorana,

anteriormente mostrado. Contudo, isso não traz nenhuma alteração física nos resultados para a teoria estudada.
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futuro), p̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ). De forma explícita, a componente φ±L(kµ) é representada
por

φ±L(kµ) =

(
φ±L1(kµ)

φ±L2(kµ)

)
, (3.37)

resultando, a partir da equação (3.36), nas duas relações positiva e negativa para φL a seguir. A
componente de helicidade positiva é deduzida como

[σ · p̂]φ+
L(kµ) = +φ+

L(kµ)⇒
(

cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ

)(
φ+
L1(kµ)

φ+
L2(kµ)

)
= +

(
φ+
L1(kµ)

φ+
L2(kµ)

)
, (3.38)

cuja solução para φ+
L , após algumas manipulações sobre as relações trigonométricas, é

φ+
L(kµ) =

√
m

(
cos (θ/2)e−iϕ/2

sin (θ/2)eiϕ/2

)
(3.39)

e, analogamente para a helicidade negativa

[σ · p̂]φ−L(kµ) = −φ−L(kµ)⇒
(

cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ

)(
φ−L1(kµ)

φ−L2(kµ)

)
= −

(
φ−L1(kµ)

φ−L2(kµ)

)
, (3.40)

cuja solução para φ−L é estabelecida por

φ−L(kµ) =
√
m

(
− sin (θ/2)e−iϕ/2

cos (θ/2)eiϕ/2

)
. (3.41)

Segundo Marinov (1968), entende-se que para uma teoria com partículas massivas ser consistente,
no que tange as suas amplitudes de interações, a massa de tal objeto está condicionado a forma mj ,
sendo j o spin associado à partícula de massa m. Por essa razão, o fator de massa

√
m é imposto

“à mão” sob as soluções (3.39) e (3.41) (AHLUWALIA; JOHNSON; GOLDMAN, 1994; AHLUWALIA;
GRUMILLER, 2005a), já que espinores em repouso no espaço de representação (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2)

não existem no limite de massa nula, m→ 0.
De maneira concisa, vê-se em Rogério (2018) as consequências em obter os autoestados de

helicidade para os espinores de mão direita Θφ±∗L à outra componente da estrutura de λ. Sua
descrição é expressa como

[σ · p̂]Θφ±∗L (kµ) = ∓Θφ±∗L (kµ), (3.42)

revelando que os autovalores de helicidades são opostos a φ±L(kµ), quando comparada a expressão
(3.36). Tal resultado contrapõe ao que ocorre com os espinores de Dirac ψ e Majorana ψc (PAL, 2011),
uma vez que estes últimos possuem suas duas componentes com helicidades iguais, didaticamente
apresentadas em Peskin e Schroeder (1995), Ryder (1996). Claramente, se λ tivesse a mesma he-
licidade de ψc de Majorana, estes dois espinores seriam indistinguíveis. Portanto, uma vez que o
comportamento da helicidade da componente de mão direita (1/2, 0)↔ iΘφ∗L é simultaneamente
contrário a componente de mão esquerda (0, 1/2)↔ φL na estrutura espinorial de λ(pµ), este espi-
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nor é caracterizado por possuir helicidade dual (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005a; AHLUWALIA;
GRUMILLER, 2005b). Além disso, por ter duas relações (positiva e negativa) em φ±L , há 4 graus de
liberdade permitidos para o espinor Elko λS/Aξ , sendo ξ a designação de helicidade associada, a partir
das bases presentes em (3.35), via as equações (3.36) e (3.42), cuja caracterização formal e pictórica10

é explanada por:

λS{+,−}(k
µ) =

(
iΘ[φ−L(kµ)]∗

φ−L(kµ)

)
7−→

(
⇑
⇓

)
, λS{−,+}(k

µ) =

(
iΘ[φ+

L(kµ)]∗

φ+
L(kµ)

)
7−→

(
⇓
⇑

)
(3.43)

para os autoconjugados de helicidade ξ = {±,∓}, com a primeira e segunda entrada para as
transformações R (1/2, 0) e L (0, 1/2) respectivamente, e

λA{+,−}(k
µ) =

(
−iΘ[φ−L(kµ)]∗

φ−L(kµ)

)
7−→

(
⇑
⇓

)
, λA{−,+}(k

µ) =

(
−iΘ[φ+

L(kµ)]∗

φ+
L(kµ)

)
7−→

(
⇓
⇑

)
(3.44)

aos anti autoconjugados de helicidade ξ = {±,∓}.
Partindo da premissa das equações (3.12)-(3.13) para transformação por boost no tratamento dos

espinores de Weyl, o espinor λ altera seu momento inicial kµ para um arbitrário pµ via

λ(pµ) = eiκ·ϕλ(kµ), (3.45)

sendo κ o gerador de boost em termos das matrizes de Pauli, retratado em (3.19), com seu respectivo
parâmetro ϕ. Assim, o operador de boost em (3.45) é obtido por Ahluwalia e Grumiller (2005b) na
forma

eiκ·ϕ =

√
E +m

2m

(
1 + σ·p

E+m
O

O 1− σ·p
E+m

)
. (3.46)

Munido da transformação (3.45) com o operador (3.46) sobre as estruturas (3.43)-(3.44), tem-se
explicitamente:

λ
S/A
{±,∓}(p

µ) =

√
E +m

2m

(
1± p

E +m

)
λ
S/A
{±,∓}(k

µ) (3.47)

para mudanças de momento relativístico do espinor tanto aos auto quanto anti-autoconjugados de
carga com suas helicidades duais, frente a qualquer referencial inercial.

Isto posto, se há formalizado um conjunto completo de auto espinores do operador conjugação
de carga, λS/A{±,∓}(pµ), mediante a transformação de boost de Lorentz. É válido destacar, também, que
um estudo de simetria de paridade permite transformações nas helicidades dadas por: λS{+,−}(pµ)→
λS{−,+}(p

µ) e λA{+,−}(pµ)→ λA{−,+}(p
µ) (AHLUWALIA, 2017b; ROGÉRIO, 2018). Porém, quando essa

transformação é empregada em λ
S/A
{−,+}, no limite dem→ 0, é gerado um problema quanto ao número

de graus de liberdade da teoria, visto que o termo entre parênteses torna-se (1−p/p) = 0, na equação
(3.47). Esse vínculo estrutural-simétrico reforça mais uma vez a obrigatoriedade de que o presente
espinor seja massivo, se porventura for observado na natureza.
10 Para evidenciar a con�guração da forma dual de sua helicidade.
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3.3 COMPOSIÇÃO DA ESTRUTURA DUAL DO ESPINOR ELKO/MDO

Até o ano de 2016, acreditava-se que o espinor Elko quebrava a covariância relativistíca de
Lorentz, com um termo de quebra codi�cado nas somas11 de spin, devido a outrora construção de
seu respectivo dual nos trabalhos originais de Ahluwalia e Grumiller (2005a)-Ahluwalia e Grumiller
(2005b). A localidade da teoria apenas era satisfeita com a escolha de um eixo de propagação do
campo num dado sistema de referencial inercial, a saber, ao longo do eixo z (ROGERIO; SILVA, 2017).
Nesse contexto, a invariância de Lorentz foi primeiramente contornada pela chamada Very Special
Relativity12 (VSR) [Relatividade Muito Especial], uma teoria proposta por Cohen e Glashow (2006),
que coincidentemente deixa as somas de spin invariantes sob transformações dos grupos13 HOM(2)

e SIM(2), como é veri�cada minuciosamente em Ahluwalia e Horvath (2010), Horvath (2011) e
Souza (2015). Com o advento da proposta de uma nova estrutura dual para a teoria do espinor λ
(AHLUWALIA, 2017b), a soma de spin e localidade do campo, via preservação da covariância de
Lorentz, foi, por �m, sanada.

Fazendo uma breve recaptulação pela literatura (PESKIN; SCHROEDER, 1995) e (RYDER, 1996), a
estrutura dual dos espinores de Dirac é dada na forma

ψ̄(pµ) = ψ†(pµ)γ0, (3.48)

garantindo que ψ̄ψ seja um invariante de Lorentz. Seguindo o mesmo raciocínio, é de se esperar que
uma descrição do dual permitida para o espinor Elko fosse tratada por λ̄(pµ) = λ†(pµ)γ0, para ambos
os autoestados, autoconjugado (S) e anti-autoconjugado (A). Contudo, seguindo essa prescrição à lá
Dirac, os candidatos a norma invariante da teoria seriam identi�cados como (AHLUWALIA, 2017b):

λ̄Sξ (pµ)λS
ξ′

(pµ) = −λ̄Aξ (pµ)λA
ξ′

(pµ) = ∓2im (3.49)

para combinação trocada de helicidades ξ = {±,∓} e ξ′ = {∓,±} e nula para ξ = ξ
′ . Além de gerar

λ̄
S/A
ξ (pµ)λ

A/S

ξ′
(pµ) = 0, ∀ ξ, ξ′ . (3.50)

Em outras palavras, tal prescrição ao objeto dual do espinor λ é automaticamente descartada, visto
que sua norma ou é nula ou é uma quantidade imaginária pura, não sendo �sicamente compatível
com a noção de invariância por transformações de Lorentz e, desse modo, sem observável físico.
11 Propriedade inerente a um dado campo quanto a combinação de seus estados de spin, com o propósito de obter a matriz
S , amplitude de espalhamento de uma dada interação, seção de choque e outros observáveis que permitem predição
teórica e constatação experimental associada à partícula estudada (PESKIN; SCHROEDER, 1995; LANCASTER;
BLUNDELL, 2014).

12 A VSR mantém as características principais da Relatividade Especial, mas quebra a invariância rotacional. Não pode
ser considerada uma simetria fundamental da natureza porque muitos fenômenos observados dependem da existência
de boost de Lorentz. No entanto, dentro do escopo das teorias de violação de Lorentz, ela pode ter um papel relevante,
já que está quebrando a simetria de Lorentz de uma forma muito branda (ALFARO; RIVELLES, 2014). A relevância da
teoria VSR está presente em pesquisas recentes desenvolvidas a respeito de fenomenologia de partículas e demais
interesses dentro da TQC a citar, por exemplo, Cheon, Lee e Lee (2009), Alfaro (2017), Selvaganapathy, Konar e Das
(2019).

13 Subgrupos do grupo de Lorentz que preservam a constância da velocidade da luz, com representações redutíveis de
dimensão �nita. São bases para a VSR bem como demais teorias não locais.
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Portanto, é necessário que a estrutura dual a ser criada possa resultar, em uma combinação com o
espinor usual, numa norma real, não nula e invariante por Lorentz. Um ansatz para isso é buscar
um operador genérico Ξ atuando em λ, antes de tomar sua transposta conjugada, e ainda uma nova
matriz que faça o papel similar à matriz gama de Dirac (AHLUWALIA, 2017b; ROGÉRIO, 2018),
γ0 → η,

λ̃ξ(p
µ)

def
= [Ξ(pµ)λξ(p

µ)]†η, (3.51)

com as condições de que: (Ξ, η) seja um conjunto de matrizes 4× 4, Ξ(pµ)λξ(p
µ) = λξ′ (p

µ) também
seja um autoespinor do operador C (trocando ou não a helicidade dual original) e a existência de
(Ξ2 = 1,Ξ−1) para garantir um mapa invertível de usual
 dual. Por de�nição, Silva et al. (2016),
Ahluwalia (2017b), tem-se

Ξ(pµ)
def
=

1

2m

∑
ξ

(λSξ λ̄
S
ξ − λAξ λ̄Aξ )

=


ip sin θ
m

−i(E+p cos(θ))e−iϕ

m
0 0

i(E−p cos(θ))eiϕ

m
−ip sin θ

m
0 0

0 0 −ip sin θ
m

−i(E−p cos(θ))e−iϕ

m

0 0 i(E+p cos(θ))eiϕ

m
ip sin θ
m

 , (3.52)

sendo a atuação de Ξ sobre os espinores λ demarcada como

Ξ(pµ)λS{±,∓}(p
µ) = ∓iλS{∓,±}(pµ), Ξ(pµ)λA{±,∓}(p

µ) = ∓iλA{∓,±}(pµ), (3.53)

que por sua vez, evidencia a troca de helicidade quando operado sobre um espinor auto ou anti auto
conjugado. É importante dizer que, para os espinores de Dirac, Ξ(pµ) existe e é identicamente a
própria identidade 1.

Garantindo-se as condições e restrições algébricas, por transformações de Lorentz, para η, vê-se
em Rogerio e Silva (2017) que η = γ0. Desse modo, a con�guração para a estrutura dual na equação
(3.51), em posse de (3.52) e conhecendo η, é declarada como:

λ̃
S/A
{±,∓}(p

µ) = ∓[λ
S/A
{∓,±}(p

µ)]†γ0. (3.54)

Ao contrário da relação de ortonormalidade, à luz da dualidade de Dirac vista anteriormente, λ̄λ,
que não permite a existência de observável físico, agora tem-se que essa relação, via o dual acima,
provém o conjunto de norma

λ̃Sξ (pµ)λS
ξ′

(pµ) = 2mδξξ′ , λ̃Aξ (pµ)λA
ξ′

(pµ) = −2mδξξ′ , λ̃
S/A
ξ (pµ)λ

A/S

ξ′
(pµ) = 0, (3.55)

�sicamente aceitável.
De posse da estrutura do dual λ̃ é conveniente entender a soma de spin por trás da teoria, a �m

de assegurar uma amplitude de probabilidade lorentziana, bem como o operador de onda associado
aos autoespinores do operador conjugação de carga. A soma de spin dos autoespinores S/A são
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designadas nas formas∑
ξ

λSξ (pµ)λ̃Sξ (pµ) =[
E +m

2m

(
1− p2

(E +m)2

)]
(−iλS{−,+}(kµ)[λS{+,−}(k

µ)]† + iλS{+,−}(k
µ)[λS{−,+}(k

µ)]†)γ0

= m[1 + G(ϕ)] (3.56)

e ∑
ξ

λAξ (pµ)λ̃Aξ (pµ) =[
E +m

2m

(
1− p2

(E +m)2

)]
(−iλA{+,−}(kµ)[λA{−,+}(k

µ)]† + iλA{−,+}(k
µ)[λA{+,−}(k

µ)]†)γ0

= −m[1− G(ϕ)], (3.57)

em que G(ϕ) é um operador (AHLUWALIA, 2017b) expresso pela matriz anti-diagonal

G(ϕ) =


0 0 0 −ie−iϕ
0 0 ieiϕ 0

0 −ie−iϕ 0 0

ieiϕ 0 0 0

 , (3.58)

sendo possível constatar que
G(ϕ)λ

S/A
ξ (pµ) = ±λS/Aξ (pµ). (3.59)

É notório que G(ϕ) não tem o comportamento de um operador de onda associado ao espinor
Elko. Sob uma breve óptica comparativa, para o caso de espinores de Dirac, a mesma relação re�ete
em
∑
α

ψα(pµ)ψ̄α(pµ) = (/p−m1) (RYDER, 1996), que é seu próprio operador de onda, contrastando,

portanto, com o Elko. Além disso, é evidente nas somas de spin (3.56)-(3.57) que há uma direção
espacial priorizada devida, justamente, à forma de G(ϕ), demonstrando que este objeto é responsável
pela quebra da covariância relativística de Lorentz da teoria original de Ahluwalia e Grumiller,
apresentada à comunidade cientí�ca em 2005. Por sorte, a proposta teórica da VSR, desenvolvida
no ano seguinte por Cohen e Glashow, possui as transformações necessárias para que um grupo do
sub-grupo de Lorentz permita as somas de spin acima serem covariantes sob transformações frente a
tal grupo, a saber, HOM(2) e SIM(2), descrito de forma sucinta-conceitual na abertura desta seção,
e com os geradores e álgebra expressos na Tabela 1. A localidade da teoria �ca restrita apenas ao
longo do eixo z, como enfatizado em Rogerio e Silva (2017) e Duarte et al. (2019), frente a um dado
sistema de referencial inercial adotado.

Por muito tempo, acreditou-se que o traço de não localidade era considerado uma característica
inerente a esse férmion cadidato à descrição da matéria escura. Contudo, recentemente, o trabalho de
Ahluwalia (2017b) trouxe à tona uma proposta de deformação sutil no espinor adjunto associado ao
Elko, levando a um novo campo local e, por essa razão, o problema de soma de spin que não apresentava
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Grupo Geradores Álgebra
HOM(2) T1, T2 e Kz [T1, T2] = 0, [T1, Kz] = iT1 e [T2, Kz] = iT2

SIM(2) T1, T2, Jz e Kz [T1, T2] = 0, [T1, Kz] = iT1 e [T2, Kz] = iT2

[T1, Jz] = −iT2, [T2, Jz] = iT1 e [Jz, Kz] = 0

Tabela 1 – Geradores e álgebra dos grupos HOM(2) e SIM(2), sendo os geradores T1 ≡ Kx + Jy
e T2 ≡ Ky − Jx denotados em termos das componentes x e y dos geradores usuais J
(rotações) eK (boosts).

invariância (ou covariância) sob transformações de Lorentz foi “de�nitivamente” contornado. A
construção física e matemática da (re)de�nição destes novos espinores duais é mostrada em detalhe
no referido artigo, bem como na tese de doutorado de Rogério (2018). Dito isto, introduz-se o seguinte
conjunto de transformações dos antigos para os novos duais da teoria:

λ̃Sξ (pµ) 7→
¬
λ
S

ξ (pµ) = λ̃Sξ (pµ)A (3.60)

e
λ̃Aξ (pµ) 7→

¬
λ
A

ξ (pµ) = λ̃Aξ (pµ)B, (3.61)

sendo A e B operadores dados por

A = 2

[
1− τG(ϕ)

1− τ 2

]
(3.62)

e
B = 2

[
1 + τG(ϕ)

1− τ 2

]
, (3.63)

respectivamente, em que τ é um parâmetro conhecido por “τ -deformação” cujo limite deve ser bem
de�nido em τ → 1, a �m de que a soma de spin seja bem estabelecida, como mostrado adiante. Vale
observar, também, o fato de que G(ϕ) é a exata matriz antidiagonal expressa pela equação (3.58).

Desse modo, o princípio da ortonormalidade se mantém inalterada,

¬
λ
S

ξ (pµ)λS
ξ′

(pµ) = 2mδξξ′ ,
¬
λ
A

ξ (pµ)λA
ξ′

(pµ) = −2mδξξ′ ,
¬
λ
S/A

ξ (pµ)λ
A/S

ξ′
(pµ) = 0, (3.64)

devido as propriedades

AλSξ (pµ) = λSξ (pµ) e BλAξ (pµ) = λAξ (pµ). (3.65)

A veri�cação das somas de spin re�ete em

∑
ξ

λSξ (pµ)
¬
λ
S

ξ (pµ) =
∑
ξ

λSξ (pµ)λ̃Sξ (pµ)A = 2m[1 + G(ϕ)]

[
1− τG(ϕ)

1− τ 2

] ∣∣∣∣∣
τ→1

= 2m1 (3.66)
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e

∑
ξ

λAξ (pµ)
¬
λ
A

ξ (pµ) =
∑
ξ

λAξ (pµ)λ̃Aξ (pµ)B = −2m[1− G(ϕ)]

[
1 + τG(ϕ)

1− τ 2

] ∣∣∣∣∣
τ→1

= −2m1, (3.67)

valendo-se do fato de G2(ϕ) = 1. É importante enfatizar que não existe solução para τ = 1, embora
exista nos limites in�nitamente próximos às vizinhanças sob o parâmetro, tanto no limite pela
esquerda e pela direita desse valor.

Logo, é possível notar que a rede�nição da estrutura dual fornece uma teoria invariante por
transformações de Lorentz, que obedece ao princípio da localidade, sem a necessidade de se recorrer
à VSR.

Como desfecho desta seção, é interessante analisar a dinâmica associada ao espinor com novo
dual, que não se diferencia da dinâmica para a teoria precedente. Partindo-se do fato que (SILVA et
al., 2016)

γµp
µλS{±,∓} = ±imλS{∓,±} e γµp

µλA{±,∓} = ∓imλA{∓,±}, (3.68)

tem-se, por consequência, que (para os autoconjugados (S))

γνp
νγµp

µλS{±,∓}(p
µ) = ±imγνpνλS{∓,±}(pµ)⇒ −(γµ∂

µ)(γν∂
ν)λS{±,∓}(p

µ) = ±im(∓imλS{±,∓}).
(3.69)

Como −(γµ∂
µ)(γν∂

ν) = −1
2
{γµ, γν}∂µ∂ν , então segue que

−2λS{±,∓}(pµ) = m2λS{±,∓}(p
µ), (3.70)

sendo válido o mesmo raciocínio para os anti-autoconjugados (A). Portanto, de modo geral:

(2 +m2)λ
S/A
ξ (pµ) = 0. (3.71)

Como esses campos satisfazem somente a dinâmica de Klein-Gordon e, desta forma, a lagrangiana que
resulta na equação de movimento do campo é idêntica à lagrangiana do campo escalar, isso implica
no fato de que esses espinores devem ser dotados de dimensão de massa um, explicando, portanto,
sua nomenclatura e sigla: MDO. Característica diferentemente esperada para um campo espinorial
de Dirac, cuja dimensão de massa é 3/2. Além disso, por satisfazer diretamente tal dinâmica, a
conservação de energia é satisfeita. Nesse contexto, �ca claro que a nova formulação representa os
espinores de dimensão de massa um, pertencentes ao grupo de Lorentz, sendo necessária uma revisão
profunda do teorema no-go14 de Weinberg (AHLUWALIA, 2017a), enquanto a anterior se restringe às
simetrias da teoria VSR, portanto, ambas as formulações são distintas. É de suma importância notar a
diferença conceitual entre os espinores Elko (invariante da VSR) e os novos espinores locais MDO
(invariante de Lorentz).
14 Tal teorema a�rma que é impossível a existência de um campo espinorial de spin-1/2, além do campo de Dirac, que

seja local e não viole as simetrias de Lorentz (AHLUWALIA, 2017a).
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3.4 CAMPO QUÂNTICO E PROPAGADOR DE FEYNMAN-DYSON DO FÉRMION MDO

Partindo do fato de que os espinores MDO generalizam os espinores de Majorana e, simultanea-
mente, obedecem somente a equação de Klein-Gordon, é natural que a conservação de energia seja
mantida e os coe�cientes de expansão de λS/Aξ (k) sejam à lá campo escalar, a�m de de�nir o campo
quântico desse objeto em sua forma mais geral, em conformidade com o que fora apresentado em
Ahluwalia e Grumiller (2005b), Rogério (2018). Assim, expandindo-se o campo quântico do MDO, a
partir do espaço das posições f(x) = f(x, t), em termos da transformada de Fourier, tem-se:

f(x) =

∫
d3k

(2π)3

a(kµ)

2E(k)

∑
ξ

[ĉξ(k)λSξ (k)e−ikµx
µ

+ ĉ†ξ(k)λAξ (k)e+ikµxµ ], (3.72)

em que ĉξ(k) e ĉ†ξ(k) são os operadores de aniquilação e criação cujas relações algébricas devem ser
determinadas e a(kµ) ∈ R é um parâmetro que terá sua condição revelada adiante. O operador que
aniquila o campo quântico (3.72) deve ser tal que conduza às soluções de ondas planas da equação de
Klein-Gordon:

(∂µ∂
µ +m2)f(x) = 0. (3.73)

A densidade de lagrangiana livre do férmion MDO é, portanto,

L = ∂µ
¬
f (x)∂µf(x)−m2

¬
f (x)f(x). (3.74)

Já a densidade de hamiltoniana, por sua vez, é expressa por

H = Π(x)
∂f(x)

∂t
+
∂
¬
f (x)

∂t

¬
Π (x)− L, (3.75)

em que, via equação (3.74), os momentos conjugados são denotados como

Π(x) =
∂L
∂ ḟ(x)

=
∂
¬
f (x)

∂t
e
¬
Π (x) =

∂L

∂
¬̇
f(x)

=
∂f(x)

∂t
. (3.76)

IntegrandoH em todo espaço, utilizando (3.75) e (3.76), obtem-se a hamiltoniana:

H =

∫
d3xH =

∫
d3x(∂0

¬
f (x)∂0f(x)− ∂i

¬
f (x)∂if(x) +m2

¬
f (x)f(x)), (3.77)

exigindo-se a positividade da mesma.
Substituindo-se os operadores de campo quântico usual/dual, a partir da expressão (3.72), e

realizando as operações necessárias, tem-se que

H =

∫ (
d3k

(2π)3

)(
a2(kµ)

4E2(k)

)∑
ξ

[(k20 + k2 +m2)

× (ĉ†ξ(k)ĉξ(k)
¬
λ
S

ξ (k)λSξ (k) + ĉξ(k)ĉ†ξ(k)
¬
λ
A

ξ (k)λAξ (k))]. (3.78)
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Reconhecendo que (k2
0+k2+m2) = 2E2(k) e utilizando-se a condição de ortogonalidade/normalidade

(3.55) do Elko que, por sua vez, é válida para a prescrição local do férmion MDO, a equação (3.78)
passa a ser escrita como:

H =

∫
d3k

(2π)3
a2(kµ)m

∑
ξ

[ĉ†ξ(k)ĉξ(k)− ĉξ(k)ĉ†ξ(k)]. (3.79)

É necessário observar que se ĉ†ξ(k) e ĉξ(k) comutarem, a hamiltoniana pode assumir valores negativos,
assim as seguintes relações de anticomutação precisam ser satisfeitas:

{ĉξ(k), ĉ†
ξ′

(k
′
)} = b(kµ)(2π)32E(k)δ3(k − k′)δξξ′ , (3.80)

de modo que

H =

∫
d3k

(2π)3
a2(kµ)m

∑
ξ

[ĉ†ξ(k)ĉξ(k)− b(kµ)(2π)32E(k)δ3(k − k′) + ĉ†ξ(k)ĉξ(k)]. (3.81)

Dessa maneira, a equação (3.79) torna-se compatível com (3.80) quando os parâmetros

a(kµ) =

√
2E(k)

m
e b(kµ) =

1

2E(k)
(3.82)

são condicionados. Através dos valores de (a(kµ), b(kµ)) e munido da forma integral da delta de
Dirac, a Hamiltoniana torna-se, então

H = H0 +

∫
d3k

(2π)3
2E(k)

∑
ξ

2ĉ†ξ(k)ĉξ(k), (3.83)

em que
H0 = − 1

(2π)3

∫
d3x

∫
d3k.2E(k) (3.84)

assume o papel da energia do ponto zero do oscilador harmônico simples cujo valor é (1/2)~ω.
Porém, aqui, este resultado vem com um sinal negativo, similar ao que ocorre no caso da energia do
ponto zero oriunda do férmion de Dirac. É importante analisar, ainda, que cada uma das helicidades
ξ = {±,∓} dos espinores autoconjugados e anti autoconjugados, em (3.83), colabora com uma
energia de (1/2)E(k), totalizando 2E(k) que contrasta ao caso espinorial de Dirac cuja helicidade é
única e resulta na metade do valor para o férmion MDO, ou seja, E(k).

Com isso, as relações de anticomutação entre os operadores de criação e aniquilação se estabelecem,
após certo desenvolvimento, como (AHLUWALIA, 2017b; ROGÉRIO, 2018):

{ĉξ(k), ĉ†
ξ′

(k
′
)} = (2π)3δ3(k − k′)δξξ′ , (3.85)

{ĉ†ξ(k), ĉ†
ξ′

(k
′
)} = {ĉξ(k), ĉξ′ (k

′
)} = 0.

Por �m, aplicando-se o valor de a(kµ) de (3.82) sobre o campo quântico para o férmion MDO em
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(3.72), tem-se:

f(x) =

∫
d3k

(2π)3

1√
2mE(k)

∑
ξ

[ĉξ(k)λSξ (k)e−ikµx
µ

+ ĉ†ξ(k)λAξ (k)eikµx
µ

] (3.86)

com seu dual dado por

¬
f (x) =

∫
d3k

(2π)3

1√
2mE(k)

∑
ξ

[ĉ†ξ(k)
¬
λ
S

ξ (k)eikµx
µ

+ ĉξ(k)
¬
λ
A

ξ (k)e−ikµx
µ

]. (3.87)

Agora, fazendo-se uso das descrições de campo quântico acima para f(x) e seu adjunto
¬
f (x), tendo

em mãos as somas de spin (3.66) e (3.67) nos cálculos intermediários, a amplitude para as partículas
descritas pelo par (f(x),

¬
f (x)) se propagar do ponto do espaço-tempo x para x′ é (AHLUWALIA,

2017b) expressa por

Qx→x′ = α
〈 ∣∣∣T(f(x′)

¬
f (x))

∣∣∣ 〉
= 2αi

∫
d4k

(2π)4
e−ik

µ(x′µ−xµ)

[
14

kµkµ −m2 + iε

]
, (3.88)

em que o operador T é o ordenamento temporal, exigindo que os campos sejam colocados em ordem
de causa e efeito, ou seja, aquele que possui maior x0 �ca à esquerda. O parâmetro ε = 0+ e o fator
α ∈ C é determinado de modo que, na fase global, quando Qx→x′ sofre integração sobre todos os
possíveis valores entre (x− x′), o resultado seja condicionado a

α =
i

2
m2, (3.89)

permitindo reescrever a expressão (3.88) como

Qx→x′ = −m2

∫
d4k

(2π)4
e−ik

µ(x′µ−xµ)

[
14

kµkµ −m2 + iε

]
. (3.90)

Após uma série de detalhes que podem ser visualizados em Ahluwalia e Grumiller (2005b), o propaga-
dor de Feynman-Dyson é então de�nido para ser proporcional a Qx→x′ de tal forma que a constante
de proporcionalidade é ajustada, tornando o propagador de Feynman-Dyson coincidente com a
função de Green associada à equação de movimento para o campo f(x). Levando em consideração,
ainda, as observações quanto as condições do fator α, tem-se o propagador do campo fermiônico
MDO:

SFD(x′ − x) = − 1

m2
Qx→x′ =

∫
d4k

(2π)4
e−ik

µ(x′µ−xµ)

[
14

kµkµ −m2 + iε

]
, (3.91)

que por sua vez satisfaz a equação de Klein-Gordon

(∂µ′∂
µ′ +m214)SFD(x′ − x) = −δ4(x′ − x). (3.92)

Como consequência imediata expressa pelo propagador (3.91), seguindo o protocolo de�nido na
Seção [12.1] de Weinberg (2005), a dimensão de massa desse objeto se torna indistinguível de um
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campo escalar, sendo Df(x) = 1 e concomitante ao conceito deste espinor em si.
É importante �nalizar esta seção, e consequentemente este capítulo, apontando que o campo

fermiônico de dimensão de massa um possui interações físicas com outros campos de matéria e de
gauge do modelo padrão de Física de Partículas de forma extremamente limitada, como detalhado em
Ahluwalia e Grumiller (2005b). Os acoplamentos permitidos são basicamente restritos a: autointeração
quártica, interação com o bóson de Higgs e acoplamento semelhante ao de Yukawa com os neutrinos.
Isto posto, um novo tópico de estudos dentro da da Cosmologia e da TQC nasce. Nas palavras do
próprio pai da teoria:

“... destacamos que uma cosmologia de primeiro princípio baseada no Elko e no MDO
nasceu. Nela, as partículas do modelo padrão, matéria escura, in�ação e possivelmente
energia escura são fundidas em um todo, onde as simetrias do espaço-tempo e certas
simetrias discretas desempenham um papel crucial.” (AHLUWALIA, 2017b) (tradução do
autor).

Cabe salientar que, mesmo não fazendo parte do modelo padrão, ainda, o gráviton seria outro
campo �sicamente possível em se acoplar com o férmion MDO, visto que todo e qualquer conteúdo de
matéria e energia presente no universo interage gravitacionalmente. O próximo capítulo apresenta e
traz uma breve descrição física acerca do campo quântico associado à gravidade: o gráviton.
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4 O CONCEITO DE GRÁVITON

Do ponto de vista histórico, o termo gráviton foi assim cunhado no início dos anos de 30 do
século passado pelos físicos Dmitrii Blokhintsev e Gal’perin (1934). Admite-se que dentro das teorias
de gravitação quântica, o gráviton deve ser encarado como uma partícula elementar, emergente de
um hipotético campo quântico associado à gravidade, que serve de mediação à força gravitacional,
análogo ao fóton na Eletrodinâmica Quântica. É um fato conhecido na literatura de que não há uma
teoria quântica de campo completa e consistente aos grávitons, por di�culdades de acessibilidade aos
dados observacionais existentes e devido a problemas matemáticos pendentes à renormalização na
teoria da RG (ROVELLI, 2000). Embora, existam métodos que tentam contornar problemas no regime
ultravioleta, como a teoria de Hořava (2009) e tratamentos efetivos para a gravidade (DONOGHUE,
1995). Espera-se que, caso seja observado, o gráviton se revele não massivo1, uma vez que a interação
gravitacional tem um alcance aparentemente in�nito, além de se propagar à velocidade da luz. O
gráviton deve ser um bóson de spin-2 porque a base adjacente à gravidade é um tensor geométrico
cujo ranking é de segunda ordem. Em seu limite clássico, uma teoria bem sucedida para grávitons
deve se reduzir à teoria da RG que, por sua vez, se reduz à lei da gravitação universal de Newton no
limite do campo fraco.

Uma das principais motivações para lidar com o problema da gravidade quântica foi explicada
por Peter Bergmann da seguinte forma:

“A física teórica de hoje é amplamente construída em duas estruturas conceituais gigantes:
teoria quântica e relatividade geral. Como o primeiro governa principalmente os mundos
atômico e subatômico, enquanto as principais aplicações do último até agora têm sido
na astronomia e cosmologia, nossa falha em harmonizar quanta e gravitação ainda não
impediu o progresso em nenhuma das frentes. No entanto, a possibilidade de que possa
haver alguma dissonância profunda causou aos físicos um mal-estar estético e fez com
que várias pessoas explorassem caminhos que poderiam levar a uma teoria quântica da
gravitação, não importa quantas décadas de distância das observações dos ’grávitons’
pode estar no futuro.” (BERGMANN, 1992, p. 24) (tradução do autor).

Este capítulo tem como função apresentar, de forma breve, algumas características da natureza
do gráviton, partindo das bases de ondas gravitacionais a campo fraco sobre o espaço-tempo de
Minkowski e elucidar a noção de helicidade ligada a essa estrutura. Em seguida, será discutido de
que maneira os grávitons são de�nidos como partículas de spin-2 a partir de representações do grupo
de Poincaré e �nalmente, a quantização do campo gravitacional em sua aproximação linear, bem
como a descrição de seu propagador. A essência para este aparato teórico está assentada à luz das
obras de Weinberg (2005), Kiefer (2007) e das bases para a física do gráviton de Holstein (2006).
1 Apesar de existir teorias que, analogamente à teoria de Proca para fótons massivos (TU; LUO; GILLIES, 2005),

consideram a possibilidade do gráviton ser dotado de massa. Mas, esse assunto é um tanto quanto sutil e foge da
alçada desta tese, pois a ideia de grávitons massivos apresentam patologias perigosas, incluindo um modo fantasma e
uma descontinuidade com a RG no limite onde a massa do gráviton vai a zero, como mostrado no trabalho de Hassan
e Rosen (2011).
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4.1 PERTURBAÇÕES A CAMPO FRACO

Como ponto de partida, as equações de campo de Einstein desenvolvidas no Capítulo 2 serão
(re)-obtidas sob a forma linearizada. Para que isso seja concretizado, faz-se necessário adotar um
regime a campo fraco, com decomposição de uma métrica do espaço-tempo gµν em um background
�xo (ou seja, não dinâmico) de Minkowski e uma perturbação hµν , explicitamente dada por

gµν ≡ ηµν + κhµν , (4.1)

em que2 κ2 = 16πG, |κhµν | � 1 e hµν = hνµ sendo um objeto simétrico. A componente inversa da
matriz métrica e o termo do elemento de volume do espaço-tempo perturbado são expressos como

gµν = ηµν − κhµν + κ2hµλhνλ + ...+O(κn) (4.2)

e

√−g = (−det[gµν ])1/2 = exp

(
1

2
Tr[ln(gµν)]

)
= 1 +

κ

2
h− κ

2

4
hµνhµν +

κ2

8
h2 + ...+O(κn), (4.3)

em que Tr[] é o operador traço e h = hµµ é o traço da perturbação.
De modo a focar nas parcelas signi�cativamente mais relevantes da perturbação, daqui em diante

serão negligenciados os termos de ordem igual ou superior a O(κ2). Com essa delimitação, tem-se
que as componentes da conexão a�m (sem torção), do tensor de Ricci e do escalar curvatura são
denotados, respectivamente, nas formas

Γρµν =
κ

2
(∂µh

ρ
ν + ∂νh

ρ
µ − ∂ρhµν), (4.4)

Rµν =
κ

2
(∂µ∂νh+ ∂λ∂

λhµν − ∂µ∂λhλν − ∂ν∂λhλµ) (4.5)

e
R = ηµνRµν = κ(2h− ∂µ∂νhµν). (4.6)

Antes de elucidar as equações de campo da gravidade linearizada, deve-se impor uma “condição
harmônica”, também chamada de gauge de deDonder. Essa condição desenvolve um papel análogo ao
gauge de Lorenz no eletromagnetismo (em que ∂νAν = 0), e aqui é usada para �xar parcialmente as
coordenadas, assegurando gµνΓλµν = 0 e mantendo a invariância da teoria completa sob transforma-
ções de coordenadas. Por essa razão, a teoria da RG pode ser encarada como uma teoria de gauge que
garante um difeomor�smo3 na ordem linearizada. Essa invariância da gravitação em campo fraco é
2 Algumas referências adotam κ2 = 32πG, pois partem de uma ação de Einstein-Hilbert prescrita como S =

(2/κ2)
∫
M
√−gRd4x. Em sutil contraste com a formulação S = (1/κ2)

∫
M
√−gRd4x, adotada desde o Capí-

tulo 2.
3 É um isomor�smo de variedades suaves: uma função invertível que mapeia uma variedade diferenciável em outra, de

modo que tanto a função quanto sua inversa sejam suaves (CARMO, 2010, p. 87).



47

dada por

xµ → x
′µ = xµ + εµ(x), ε� 1, (4.7)

hµν(x) → h
′

µν(x
′
) = hµν(x)− ∂µεν − ∂νεµ, (4.8)

em que εµ é um vetor que gera o difeomor�smo. O gauge de deDonder é, por sua vez, de�nido como:

∂βhαβ −
1

2
∂αh = 0. (4.9)

Ademais, esse gauge é importante para a de�nição futura do propagador do gráviton.
Assim, fazendo-se uso das equações (4.5) e (4.6), a relação entre o tensor de Einstein e o tensor

energia-momento é descrita na forma

Gµν ≡ Rµν−
1

2
gµνR = 2hµν−

1

2
ηµν2h−∂µ

(
∂βhβν −

1

2
∂νh

)
−∂ν

(
∂βhβµ −

1

2
∂µh

)
= −16πGTµν .

(4.10)
Em posse do gauge de deDonder (4.9), as equações de campo de Einstein linearizadas podem ser
escritas na forma:

2h̄µν = −16πGTµν , (4.11)

em que h̄µν ≡ hµν − 1/2ηµνh. Ou, equivalentemente

2hµν = −16πG

(
Tµν −

1

2
ηµνT

)
, (4.12)

sendo T ≡ ηµνTµν o traço do tensor energia-momento.
Pode-se notar que a equação (4.11) se assemelha, do ponto de vista estrutural, com as equações de

onda de Maxwell para o eletromagnetismo na prescrição covariante: 2Aµ = 4πjµ. Observa-se, assim,
que a condição harmônica é consistente com ∂νT

µν = 0 (análogo a ∂νjν = 0 no eletromagnetismo),
mas não com ∇νT

µν = 0. Portanto, embora Tµν atue como uma fonte para hµν , não há dentro da
aproximação linear nenhuma troca de energia entre a matéria e o campo gravitacional. Devido a este
último argumento, a resolução da equação (4.11) é feita no vácuo, com ausência de matéria (Tµν = 0),
garantindo soluções de ondas planas,

hµν(x) = εµνe
ikx + ε∗µνe

−ikx, (4.13)

chamadas ondas gravitacionais, em que εµν é o tensor de polarização, sendo kµkµ = 0. Analisando
essa solução com o gauge (4.9), tem-se

kνεµν −
1

2
kµε

ν
ν = 0. (4.14)

Uma vez que hµν continua obedecendo a condição dada pela equação (4.9), ao realizar uma nova
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transformação de coordenadas do tipo (4.7), estabelece-se que

∂νh
′

µν(x
′
)− 1

2
∂µh

′
(x
′
) = −2εµ, (4.15)

sendo, segundo Kiefer (2007), possível �xar as coordenadas e escolher quatro funções εµ(x) que
satisfaçam 2ε = 0, resultando em um total de dois graus de liberdade independente para o campo
gravitacional em aproximação linear.

Em análises mais minuciosas, é conveniente que as ondas planas explicitadas na equação (4.13)
tenham um comportamento puramente espacial e transversal em sua própria direção de propagação
(εµνk

ν = 0), sendo ενν = 0. Os dois estados de polarização linear independentes são geralmente
chamados de polarização + e polarização × (THORNE; MISNER; WHEELER, 2000). Assim, supondo
que uma onda plana se mova na direção x3 ≡ z, as direções transversais (x1 ≡ x, x2 ≡ y) terão um
anel de partículas de teste deformadas em uma elipse pulsante, com o eixo da polarização + sendo
girado em π/4 em comparação com a polarização ×, como se pode ver na Figura 1.

Figura 1 – Ondas gravitacionais com dois modos diferentes de polarização transversal: polarização +
(esquerda) e polarização × (direita). Aqui, uma onda gravitacional que viaja ao longo do
eixo z e atua no plano (x, y) é representada. Imagens reproduzidas de Buonanno (2007).

Explicitamente, a propagação de hµν que retrata as polarizações para o caso particular exempli�-
cado acima é descrita como

hµν = 2R(εµνe
−iω(t−z)), (4.16)

tomando-se a soma das amplitudes de (4.13), sendo x0 ≡ 0, k0 = k3 ≡ ω > 0 e k1 = k2 = 0, já que
sua propagação está sobre o eixo z. Denotando ex e ey para caracterização dos vetores unitários nas
direções x e y, respectivamente, tem-se que as polarizações + e × são expressas comoε11e+ = ε11(ex ⊗ ex − ey ⊗ ey),

ε12e× = ε12(ex ⊗ ey + ey ⊗ ex).
(4.17)
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Soluções gerais da equação de onda podem ser obtidas realizando superposições dos estados de
polarização linear. De modo particular,

eR =
1√
2

(e+ + ie×) e eL =
1√
2

(e+ − ie×), (4.18)

são os estados de polarização na forma circular de componentes de mão direita e esquerda, respecti-
vamente.

É importante frisar que o comportamento das ondas hµν em relação a uma rotação em torno do
eixo de propagação se faz útil para entender uma peculariedade desse objeto frente a outros campos
de matéria ou de gauge conhecidos. Girando no sentido anti-horário com um ângulo θ, os estados de
polarização se transformam comoe′+ = e+cos(2θ) + e×sen(2θ),

e′× = e×cos(2θ)− e+sen(2θ).
(4.19)

Tomando essa prescrição, os estados presentes na equação (4.18) seguem a transformação:

eR 7→ e′R = e−2iθeR e eL 7→ e′L = e+2iθeL. (4.20)

Esses tensores de polarização, portanto, realizam uma volta completa sob um ângulo de 2θ. Cabe
recapitular que se uma onda plana arbitrária, φ, transforma-se como φ 7→ φ′ = φeihθ sob uma
rotação em torno da direção de propagação, este objeto h é denominado helicidade, como já discutido
conceitualmente no Capítulo 3. A onda gravitacional polarizada circular de componentes de mão
esquerda e direita tem, portanto, helicidade ±2. A critério de comparação, a componente do campo
vetorial, Aµ, no eletromagnetismo se move no espaço-tempo na forma

Aµ = εµe
ikx + ε∗µe

−ikx, (4.21)

sendo εµ seu vetor de polarização, com kµk
µ = 0 e kνεν = 0. As respectivas componentes via

polarização circular são expressas como

eR 7→ e′R = e−iθeR e eL 7→ e′L = e+iθeL, (4.22)

revelando helicidades ±1 para as mãos esquerda e direita.
Toda onda plana com helicidade h tem seus eixos de polarização linear inclinados um em direção

ao outro por um ângulo de 2πh. Para uma partícula de spin-1/2, por exemplo, signi�ca dizer que
isso é correspondente a um ângulo π. No caso de uma onda tensorial hµν se veri�ca, através da
transformação (4.20), que a invariância para ela só é alcançada após uma rotação quatro vezes maior,
ou seja, 4π. Estabelece-se, com isso, que tal onda deva ser caracterizada à partículas de spin-2. Dentro
da TQC, esses estados são reconhecidos como estados de helicidade associdados à partícula gráviton,
que será explanado melhor na seção seguinte.
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4.2 GRÁVITONS COMO REPRESENTAÇÕES DO GRUPO DE POINCARÉ

Na seção anterior, foi salientada uma discussão acerca do caráter não massivo e de spin-2 para a
partícula adjacente à perturbação gravitacional, representada pela onda hµν . Mas, por que massa
nula? Pela natureza de longo alcance da interação gravitacional, é esperado que o gráviton deve
ser dotado de uma pequena massa. Porém, a presença de uma massa, por menor que seja, afeta a
de�exão da luz descontinuamente e isso leva à primeira conclusão de que a massa do gráviton deve
ser estritamente zero, vide Dam e Veltman (1970). O mesmo argumento não pode, necessariamente,
ser apreciado para fótons.

A presente seção está encarregada de apresentar apenas as noções de estados de uma partícula,
na concepção da Mecânica Quântica, à onda gravitacional. O palco principal é o espaço-tempo
plano de Minkowski com métrica ηµν , fazendo o papel de um background de fundo �xo, trazendo
consigo as simetrias de Poincaré, a saber: translações, boosts e rotações. O uso do grupo de Poincaré,
não extendido para além do nível linearizado da RG, já é um indicativo da natureza aproximada do
conceito de gráviton.

De acordo com os robustos alicerces construídos por Wigner (1939), “partículas” são classi�cadas
como representações irredutíveis do grupo de Poincaré. E, uma transformação de Poincaré, sob uma
determinada coordenada xµ, se de�ne por

xµ 7→ x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, (4.23)

em que Λµ
ν representa as componentes da matriz de transformação de Lorentz e aµ denota translações

no espaço-tempo minkowskiano. Consoante ao teorema de Wigner (KIEFER, 2007), a tranformação
geométrica (4.23) induz uma transformação unitária4 no espaço de Hilbert5 da teoria,

ψ 7→ ψ′ = U(Λ, a)ψ, (4.24)

sendo U(Λ, a) o operador de transformação unitária agindo no domínio de Poincaré. Uma vez que
este grupo é um grupo de Lie6, é conveniente estudar os elementos do grupo fechado para a identidade.
Assim, tomando-se as transformações in�nitesimais do espaço de Poincaré,

Λµ
ν = δµν + ωµν e aµ = εµ, (4.25)

em que ωµν = −ωνµ, tem-se a correspondente expansão da tranformação unitária no espaço de
4 O teorema também permite transformações anti-unitárias, mas estas são relevantes apenas para simetrias discretas

(WIGNER, 1993).
5 Conceitualmente, é um espaço vetorial que consiste em uma generalização do espaço euclidiano com um número

in�nito de dimensões, dotado de produto interno para defninições precisas de distância e ângulos. Estabelece, também,
uma relação de completude, garantindo os aspectos de uma teoria contínua com limites bem de�nidos.

6 Uma variedade diferenciável que admite uma estrutura de grupo onde as operações multiplicação e inversão são
diferenciáveis.
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Hilbert explicitada por7

U(1 + ω, ε) = 1 + i
1

2
ωµνJ

µν − iεµP µ + ..., (4.26)

em que Jµν e P µ denotam as dez componentes dos geradores hermitianos8 na representação do
grupo de Poincaré, sendo reconhecidamente os geradores de boosts, na forma de momento angular e
quadrimomento linear, respectivamente. Esses objetos obedecem a seguinte álgebra de Lie (KIEFER,
2007):

[P µ, P ν ] = 0, (4.27)

i[Jµν , Jλρ] = ηνλJµρ − ηµλJνρ + ηνρJλµ − ηµρJλν , (4.28)

i[P µ, Jνρ] = ηµνP ρ − ηµρP ν . (4.29)

Via de regra, os estados de uma partícula são classi�cados segundo seu comportamento com
relação às transformações de Poincaré. Uma vez que os componentes P µ dos quatro momentos
comutam entre si, ao atuar com este operador sobre um estado, tem-se

P µψp,σ = pµψp,σ. (4.30)

A equação (4.30) diz que ao atuar um operador P µ sobre o autoestado de uma partícula ψp,σ , obtem-se
um autovalor pµ associado a este objeto, caracterizado por seu momento p no espaço-tempo e por
outros parâmetros intrínsecos denotados por σ que, por sua vez, são codi�cadas em spin, carga
elétrica, carga de cor etc (se houver). Nessa mesma linha, a aplicação do operador unitário sobre
esses autoestados é dado por

U(1, a)ψp,σ = e−ip
µaµψp,σ. (4.31)

Uma vez que tais estados seguem a transformação de Lorentz (no regime ortócrono próprio),
o método de indução de representações pode ser usado para encontrar as representações do little
group. Este grupo é caracterizado por manter um vetor invariante padrão, kµ, dentro da classe9

p2 ≤ 0 e observando o sinal de p0. Para p0 positivo, pode-se distinguir entre os dois casos: a primeira
possibilidade é p2 = −m2 < 0, podendo-se escolher kµ = (m, 0, 0, 0), sendo o little group SO(3)

(grupo de rotações). Já que essa é uma transformação de Lorentz que mantém uma partícula com
k = 0 em repouso; a segunda possibilidade é p2 = 0, sendo possível escolher kµ = (1, 0, 0, 1), sendo
o little group ISO(2) (similar a geometria euclidiana bidimensional, mantendo translações e rotações
em 2 dimensões), conforme observado em Kiefer (2007). A normalização entre dois estados distintos
de ψp,σ se faz de tal forma que o produto interno seja

〈ψp′,σ′ , ψp,σ〉 = δσσ′δ(p− p′) (4.32)
7 O sinal positivo do primeiro termo de i é reforçado pela relação de comutação [Jl, Jm] = iεlmnJn enquanto o sinal

negativo do segundo termo de i é convencionado.
8 Elucida o mesmo conceito usado para operadores hermitianos em Mecânica Quântica. Ou seja, objetos que comutam

e que podem ser medidos simultaneamente por observadores localizados em um mesmo referencial.
9 Restrição imposta com a �nalidade de evitar a existência de táquions (partículas com m2 < 0).
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Se for escolhido o primeiro caso (m 6= 0) para associar os autoestados de partículas do little group
SO(3) às ondas gravitacionais hµν , tem-se, a partir da Mecânica Quântica, uma soma direta de
representações unitárias irredutíveis denotadas por D(j)

σσ′ cuja dimensão é 2j + 1 (j = 0, 1/2, 1, ...).
Nesta situação, o momento angular com respeito ao eixo z é caracterizado por J (j)

3 ≡ J
(j)
12 , sendo

(J
(j)
3 )σσ′ = σδσσ′ , em que σ = −j, ...,+j. Agora, no segundo caso (m = 0) o little group é o ISO(2).

Neste contexto, ocorre que os estados quânticos são distinguidos apenas pelo autovalor de J3, tendo a
componente do momento angular na exata direção do movimento (lembrando que kµ = (1, 0, 0, 1)),
ou seja,

J3ψk,σ = σψk,σ, (4.33)

sendo σ a própria helicidade. Esse comportamento concilia exatamente com a única informação
adjacente às polarizações das ondas gravitacionais tratadas na seção anterior.

Por �m, ao analisar a situação com translação nula com o operadorU(Λ, 0) atuando no autoestado
ψp,σ, tem-se que

U(Λ, 0)ψp,σ = Neiσθ(Λ,p)ψΛp,σ, (4.34)

em que N designa uma constante de normalização e θ o ângulo de rotação dentro das transformações
de Lorentz Λ. Uma vez que as partículas de massa nula não podem ser encontradas em repouso
sobre nenhum referencial inercial, a helicidade é uma propriedade invariante de Lorentz que permite
evidenciar uma partícula comm = 0. Restam apenas as duas possibilidades de ter o momento angular
paralelo ou antiparalelo à direção de propagação da onda.

Observando a equação (4.22), a helicidade σ = ±1 caracteriza o fóton10. Por outro lado, devido à
natureza de helicidade σ = ±2, em (4.20), das ondas gravitacionais hµν emergentes da perturbação a
campo fraco, �ca caracterizada uma interação gravitacional, cuja partícula associada recebe o nome
de gráviton, notoriamente uma partícula fundamental de spin-2.

4.3 CAMPO QUÂNTICO E PROPAGADOR DO GRÁVITON

Uma vez moldados os aspectos da partícula por trás das ondas gravitacionais hµν , cabe apresentar
aqui, muito sucintamente, algumas peculiaridades no âmbito da TQC para o gráviton. A quantização
do campo gravitacional linearizado é analisada em detalhes desde seus primórdios, iniciado por
Bronstein (1936).

Como discutido em Weinberg (2005), a construção de um campo quântico para uma teoria de
campos à gravidade linearizada segue a mesma linha que as usuais empregadas em campos escalares,
fermiônicos e bósons de gauge de interação. Assim, a superposição das ondas planas gravitacionais
oriundas da equação (4.13) remetem ao operador de campo quântico do gráviton, expresso por

hµν =
∑
σ

∫
d3√
2|k|

[a(k, σ)εµν(k, σ)eikx + a†(k, σ)ε∗µν(k, σ)e−ikx], (4.35)

10 Devido a simetria de inversão no espaço, σ = 1 e σ = −1 ditam o comportamento da mesma partícula. Essa explicação
é válida também para os grávitons. Mas, devido à violação da paridade não pode ser utilizada para explicar algum
estado de neutrinos sem massa (KIEFER, 2007).
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em que o par (a(k, σ); a†(k, σ)) designa os operadores de aniquilação e criação para um gráviton de
momento k e helicidade σ, respectivamente. A álgebra de comutação desses operadores obedecem a

{a(k, σ), a†(k′, σ′)} = δσσ′δ(k − k′), (4.36)

{a†(k, σ), a†(k′, σ′)} = {a(k, σ), a(k′, σ′)} = 0. (4.37)

Através do operador de campo quântico para o gráviton, informações físicas ligadas a produção
de partículas a partir do vácuo, descrição da hamiltoniana, estado de energia mínima e outras
investigações podem ser realizadas. Steven Weinberg (2005), inclusive, argumenta que se pode
derivar o princípio de equivalência da RG, com a ausência de outros campos de matéria, por meio da
invariância de Lorentz da teoria de spin-2, partindo de uma analogia semelhante ao eletromagnetismo,
para mostrar que a carga elétrica deve ser conservada. Em sua análise, o acoplamento gn devido
ao gráviton deve assumir o valor gn ≡

√
8πG. Portanto, todas as partículas a baixas energias, com

spin-2 e m = 0 acoplam-se de maneira igual. Deste ponto de vista, a RG pode ser encarada como
uma consequência da teoria quântica.

Ademais, é importante mencionar, para utilização no último capítulo desta tese, que o operador
de propagação correspondente ao campo quântico do gráviton é de natureza diferencial invertível,
permitindo-se de�nir tal objeto frente às regras de Feynman de maneira direta, apesar da construção
explícita da gravidade apresentar uma complexidade em termos de notação devido à proliferação dos
índices de Lorentz, como se pode observar em tHooft e Veltman (1993). Em torno do espaço-tempo
minkoskiano, o propagador de Feynman-Dyson associado ao gráviton no espaço dos momentum, via
o gauge harmônico (4.14), é de�nido por Donoghue (1995):

Dµν,αβFD (k) =
1

2

(ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ)

k2 + iε
, (4.38)

em que ε = 4 − d → 0+, quando d → 0 para dimensão do espaço-tempo adotada, e k denota o
momento do gráviton que se propaga do ponto µν ao ponto αβ.

O capítulo subsequente tem o propósito de descrever o acoplamento entre o férmion MDO e o
campo gravitacional, analisando certas bases para um estudo canônico da dita interação.
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5 INTERAÇÃO MDO-GRAVIDADE: UMA ABORDAGEM CANÔNICA

No capítulo em questão, apresentamos uma forma de ampliar a ação gravitacional quanto à
incorporação da matéria fermiônica de dimensão de massa um e spin-1/2, através do formalismo de
tetrada-ADM em uma generalização da ação de Einstein-Hilbert para Palatini-Holst. Desenvolvemos,
na sequência, uma análise dos vínculos hamiltoniano e de difeomor�smo oriundos deste campo de
matéria escura acrescido à gravidade, que trouxe à tona sua densidade de energia e sua densidade
direcional de �uxo de energia associada. Ademais, propusemos uma condição de acoplamento entre o
campo MDO e a gravitação, de modo a garantir uma função semelhante à constante cosmológica. Por
�m, uma discussão conceitual e qualitativa acerca de um possível programa de quantização canônica
da teoria é realizada.

5.1 FORMULAÇÃO HAMILTONIANA DA RELATIVIDADE GERAL

No Capítulo 2, a descrição clássica do campo gravitacional foi realizada através da variação
funcional da densidade de lagrangiana associada à gravidade, pelo princípio da mínima ação, re-
sultando nas equações de Einstein para a dinâmica da RG. Uma formulação hamiltoniana dessa
teoria fornece meios para melhor compreensão de alguns aspectos da natureza dessa dinâmica, como
será apresentado na sequência, tornando-se um alicerce, inclusive, para a busca de uma possível
quantização canônica. O arcabouço teórico desta seção está sustentado em Kiefer (2007), Doná e
Speziale (2010) e Dias (2011).

O formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) foi construído entre o �m dos anos 50 e início
dos anos 60 (ARNOWITT; DESER; MISNER, 1959; ARNOWITT; DESER; MISNER, 1962), com a
�nalidade de descrever as equações de movimento da gravitação, através de uma análise hamiltoniana,
estabelecendo um tratamento canônico que identi�ca as variáveis de con�guração e seus respectivos
momentos conjugados. Isso é obtido folheando o espaço-tempo descrito por uma variedade munido
de uma métrica (M, gµν) em um conjunto de hipersuperfícies tipo espaço Σt, com t denotando
função de tempo global. A condição necessária é que tal variedade deve ser globalmente hiperbólico,
ou seja, possuir uma superfície de Cauchy1 Σ em um instante de tempo na qual os dados iniciais
podem ser descritos para determinar exclusivamente todo o espaço-tempo, tal como relatado em
Wald (1984).

Há um importante teorema, denominado teorema de Geroch, no qual é a�rmado que para um
espaço-tempo globalmente hiperbólico existe uma “função tempo” global f tal que cada superfície f
constante é uma superfície de Cauchy (DIAS, 2011). Vê-se que t ∈ R faz o papel de f . Assim,M
pode ser folheada em hipersuperfícies de Cauchy (Σ), tendo sua topologia como um produto direto

M∼= R× Σ. (5.1)

Realizando-se uma folheação do espaço-tempo nas superfícies de Cauchy, Σt, por uma decompo-
1 Uma subvariedade Lorentziana, interpretada como de�nição para um “instante de tempo”.
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sição (3 + 1), o campo vetorial correspondente ao “�uxo de tempo” é denotado por tµ, obedecendo a
tµ∇µt = 1. Com isso, assumindo-se, a princípio, uma assinatura métrica (−,+,+,+), a métrica do
espaço-tempo gµν induz uma trimétrica em cada Σt, expresso por

qµν = gµν + nµnν , (5.2)

em que nµ = −δ 0
µ /
√
−g00 representa um vetor normal à Σt, com nµnµ = −1 (sendo nµ =

−g0µ/
√
−g00). A trimétrica qµν atua como um projetor em Σt, qµνnν = 0 e qµνqνρ = 0.

A decomposição de tµ pode ser feita em termos de componentes normal e tangencial à hipersu-
perfície Σt, dada por

Ẋµ ≡ tµ = Nnµ +Nµ, (5.3)

em que N é a chamada função lapso, uma distância puramente temporal entre as hipersuperfícies,
e Nµ = (0, Na) um objeto tridimensional denominado vetor shift, designando um vetor que parte
do ponto com coordenadas xa em t (constante) para um ponto na própria hipersuperfície, com as
mesmas coordenadas xa que �ui para t+dt (constante). Assim, pode-se interpretar tµ ≡ Ẋµ como um
vetor que aponta de um ponto com coordenadas (espaciais) xa em t para um ponto com as idênticas
coordenadas em uma hipersuperfície vizinha t+ dt. Observe a Figura 2 para melhor visualização da
decomposição presente na equação (5.3). Nessa representação, Xµ ≡ (T,Xa) = Xµ(xν) descreve
uma família de hipersuperfícies em Minkowski parametrizada em termos de coordenadas gerais e
arbitrárias xν ≡ (t, xa), como discutido em Kiefer (2007).

Figura 2 – Intepretação geométrica da função lapso N e do vetor shift Nµ ≡ NaXµ
,a = Na∂aX

µ,
via tµ ≡ Ẋµ. Imagens reproduzidas de Kiefer (2007) e Doná e Speziale (2010).

Consequentemente, as componentes da métrica gµν (e sua inversa) podem ser decompostas em
termos das componentes temporal e espacial devido à folheação, sendo expressas por

gµν =

(
NaN

a −N2 Na

Nb qab

)
, e gµν =

(
−1/N2 Na/N2

N b/N2 qab −NaN b/N2

)
, (5.4)

em que qab é a inversa da métrica espacial qab, obedecendo qabqbc = δac . Assim, o elemento de linha
quadrimensional, após a folheação, torna-se

ds2 = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + qab(dx

a +Nadt)(dxb +N bdt)

= (qabN
aN b −N2)dt2 + 2qabN

adxbdt+ qabdx
adxb. (5.5)
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Para estabelecer uma “velocidade” associada à trimétrica qab na hipersuperfície Σ, de�ne-se um
campo tensorial simétrico

Kµν ≡ q ρµ q
σ
ν ∇ρnσ = q ρµ ∇ρnν = Kνµ, (5.6)

que carateriza uma forma puramente espacial, assim como qµν , pois também é ortogonal a nµ

(Kµνn
µ = Kµνn

ν = 0). Por esses atributos, é possível mapear tal obtejo para sua versão tridimensio-
nal como uma contração entre a conexão a�m e nµ, ou seja, Kab = Γµabnµ = −Γ0

ab/
√
−g00.

A interpretação geométrica deKµν pode ser observada na Figura 3: toma-se os vetores normais em
dois pontos diferentes P e Q de uma hipersuperfície Σ. Estabelece-se ñµ o vetor em P que resulta do
transporte paralelo de nµ ao longo de uma geodésica de Q para P . A diferença entre nµ e ñµ garante
uma medida para a curvatura que incorpora Σ na variedadeM em P . Assim, pode-se reconhecer o
uso do campo tensorial (5.6) para descrever essa curvatura, também chamada de curvatura extrínseca,
uma vez que ela desaparece quando nµ = ñµ. Em suma, este objeto desenvolve o papel da conexão
a�m (Γαµν) sobre a correção de transporte de um vetor em Σ. Não obstante, essa curvatura pode ser
reanalisada como uma derivada de Lie2,

Kµν =
1

2
qρµq

σ
ν (2∇{ρnσ}) ≡

1

2
qρµq

σ
ν (Lng)ρσ =

1

2
qρµq

σ
ν (Lnq − Ln(n⊗ n)︸ ︷︷ ︸

0

)ρσ =
1

2
Lnqµν , (5.7)

em que n = nµ ⊗ eµ denota o campo vetorial normal ao percurso, já sendo empregado o conceito
entre a atuação da derivada covariante em n e sua relação com a derivada de Lie em g sobre n, livre
de torção no operador ∇. Deve-se observar que a ortogonalidade aqui também é garantida, ou seja,
nµLnqµν = 0.

Figura 3 – Interpretação geométrica da curvatura extrínseca. Imagem reproduzida de Kiefer (2007).

Ademais, o traço desta curvatura é de�nido como

K ≡ K a
a = qabKab, (5.8)

2 Resumidamente, é uma derivação na álgebra de funções diferenciáveis sobre uma variedade diferenciávelM, cuja
de�nição pode estender-se à álgebra tensorial da variedade em questão. Seja X um campo diferenciável de vetores,
de�ne-se a derivada de Lie em relação a X como a única derivação tensorial tal que, em ausência de torção, segundo
O’neill (1983): LXY para todo campo diferenciável Y . No caso de um campo escalar φ, LXφ = Xα∇αφ = Xα∂αφ.
Para um campo tensorial de ranking 1, LXTβ = Xα∇αTβ + (∇βXα)Tα. E assim sucessivamente para objetos de
ranking n. Em nosso caso particular: Lngρσ = nα��

��: 0∇αgρσ+(∇ρnα)gασ+(∇σnα)gρα = ∇ρnσ+∇σnρ ≡ 2∇{ρnσ}.
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sendo interpretado como expansão de mesma equivalência da geodésica ortogonal a Σ, segundo
Kiefer (2007).

Garantindo-se as duas formas fundamentais em Σ, (qµν , Kµν), é imprescindível estabelecer uma
derivada covariante sobre a métrica q ∈ Σ que surta o mesmo efeito da derivada covariante usual da
RG sobre a métrica g ∈ M, ou seja, uma derivada covariante D tal que Dαq

µν = 0⇔ ∇αg
µν = 0.

Dito isto, sejam f uma quantidade escalar e u uma quantidade vetorial (uµnµ = 0) em Σ. E, sejam f̃

uma quantidade escalar e ũ uma quantidade vetorial emM (e vizinha a Σ). De�ne-se a derivada
covariante D (DIAS, 2011) de tal forma que:

Dµf ≡ qνµ∇ν f̃ (5.9)

e
Dµuν ≡ qρµq

σ
ν∇ρũσ, (5.10)

sendo o raciocínio extendido para formas tensoriais de ranking superiores, com uma projeção do tipo
qµν para cada índice tensorial. Assim, como os tensores em (3 + 1) da variedade podem ser projetados
em (3 + 1) na hipersuperfície, a t �xo, não é necessário o uso do “til” daqui em diante. A condição da
derivada covariante sobre a métrica de Σ é, portanto, estabelecida como:

Dµqνρ = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ ∇µ′(gν′ρ′ + nν′nρ′) = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [(∇µ′nν′)nρ′ + nν′(∇µ′nρ′)] = 0, (5.11)

assegurada também a comutação das derivadas sobre a quantidade escalar f ,

D[µDν]f = 1/2(DµDνf −DνDµ)f = qλµq
σ
ν (∇λ∇σf −∇σ∇λf)/2 = 0. (5.12)

Em suma, a operação de D sobre tensores espaciais é equivalente a operar∇ da maneira usual
em RG, seguida da projeção espacial em Σ de todos os índices que aparecem, incluindo aquele na
qual a derivada é tomada.

De posse da de�nição (5.10), o tensor de Riemann e o escalar curvatura de Ricci podem ser obtidos
para hipersuperfície em termos das formas fundamentais qab e Kab, relacionando as curvaturas já
estabelecidas na RG em (3 + 1) deM com (3 + 1) de Σt (veja a demonstração no Apêndice (A)):

(3)R ρ
µνλ = qµ

′

µ q
ν′

ν q
λ′

λ q
ρ
ρ′R

ρ′

µ′ν′λ′ −KµλK
ρ
ν +KνλK

ρ
µ , (5.13)

(3)R = R +K2 −KµνK
µν , (5.14)

em que K = K µ
µ é o traço da curvatura extrínseca, (3)R ρ

µνλ e (3)R designam o tensor de Riemann
e o escalar curvatura em Σ, com R ρ′

µ′ν′λ′ e R sendo o tensor de Riemann e o escalar curvatura
quadrimensionais emM, nessa ordem. As equações (5.13) e (5.14) recebem os nomes de equação de
Gauss e Codazzi, respectivamente.

Desconsiderando os termos de borda da variedade (∂M) e munido do termo de constante cos-
mológica, a ação de Einstein-Hilbert é reescrita em cenário de folheaçõesM∼= R× Σ aplicando o
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escalar curvatura de Ricci proveniente da equação (5.14):

SEH =
1

16πG

∫
M
d4x
√−g(R− 2Λ) =

1

16πG

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN
√
q(KabK

ab −K2 +(3) R− 2Λ)

≡ 1

16πG

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN(GabcdKabKcd +
√
q[(3)R− 2Λ]) = SADM , (5.15)

em que
√−g = N

√
q é o termo de elemento de volume métrico (q elucida o determinante de qab),

Kab = (2N)−1(q̇ab −DaNb −DbNa), com a notação q̇ab ≡ Ltqab, e GabcdKcd =
√
q(Kab −Kqab),

sendo Gabcd a chamada métrica de DeWitt que é expressa em Kiefer (2007), juntamente com sua
inversa, por

Gabcd =

√
q

2
(qacqbd + qadqbc − 2qabqcd) e Gabcd =

1

2
√
q

(qacqbd + qadqbc − 2qabqcd), (5.16)

obedecendo a relação de identidade GabcdGcdef = 1/2(δaeδ
b
f + δafδ

b
e). A ação (5.15) é denominada ação

ADM em reconhecimento aos trabalhos de Arnowitt, Deser e Misner, cuja densidade de lagrangiana
é claramente identi�cada, LADM = (16πG)−1N(GabcdKabKcd +

√
q[(3)R− 2Λ]).

A �m de construir e analisar uma hamiltoniana associada à gravidade nesse cenário de folheações,
via uma transformação de Legendre a partir da densidade de lagrangianaLADM , é necessário explorar
os momentos canonicamente conjugados. Estes são dados por

pN ≡
∂LADM
∂Ṅ

= 0, (5.17)

pNa ≡ ∂LADM
∂Ṅa

= 0 e (5.18)

pab ≡ ∂LADM
∂q̇ab

=
1

2N

∂LADM
∂Kab

=
1

16πG
GabcdKcd =

√
q

16πG
(Kab −Kqab), (5.19)

sendo pN e pNa multiplicadores de Lagrange, uma vez que a densidade de lagrangiana LADM não
possui quaisquer “velocidades” ligadas à função lapso e ao vetor shift. Por não possuirem nenhum
envolvimento com a equação dinâmica, são também chamados vínculos primários. O parênteses de
Poisson3 entre a coordenada métrica qab e seu momento canonicamente conjugado pcd é estabelecida,
segundo Kiefer (2007), através das relações:

{qab(x), pcd(x′)} =

∫
d3z

(
δqab(x)

δqcd(z)

δpcd(x′)

δpab(z)
− δpcd(x′)

δqcd(z)

δqab(x)

δpab(z)

)
= δc(aδ

d
b)δ(x− x′), (5.20)

{qab(x), qcd(x
′)} = 0, (5.21)

{pab(x), pcd(x′)} = 0. (5.22)

Uma vez que a curvatura extrínseca pode ser escrita em termos de q̇ab, Kab = (2N)−1(q̇ab −
DaNb −DbNa), e levando esse fato à equação (5.19), já que esta pode ser invertida, a velocidade em
3 De�nido, para duas grandezas A e B em função das coordenadas generalizadas qab e momentos canonicamente

conjugados pab, como: {A(y), B(z)} =
∫
d3x

(
δA(y)
δqab(x)

δB(z)
δpab(x)

− δB(z)
δqab(x)

δA(y)
δpab(x)

)
.
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termos do momento se concretiza como

q̇ab =
16πGN√

q
(2pab − pqab) +DaNb +DbNa, (5.23)

em que p ≡ pcc = pcdqdc.
Assim, em posse das equações (5.19) e (5.23), a densidade de hamiltoniana canônica emergente

da ação ADM pode ser encontrada pela transformada de Legendre:

HADM = pabq̇ab − LADM = 16πGNGabcdp
abpcd −N

√
q((3)R− 2λ)

16πG
− 2Nb(Dap

ab), (5.24)

sendo Nb(Dap
ab) = NaDbp

b
a = Na√q∇b(p

b
a /
√
q). Através da expressão (5.24), tem-se a respectiva

hamiltoniana
HADM ≡

∫
Σ

d3xHADM ≡
∫

Σ

d3x(NH⊥ +NaHa), (5.25)

sendoH⊥ eHa identi�cáveis como

H⊥ = 16πGGabcdp
abpcd −

√
q

16πG
((3)R− 2Λ) e (5.26)

Ha = −2Dbp
b
a . (5.27)

Retomando à ação ADM,

SADM =
1

16πG

∫
R
dt

∫
Σ

d3x(pabq̇ab−HADM) =
1

16πG

∫
R
dt

∫
Σ

d3x(pabq̇ab−NH⊥−NaHa), (5.28)

veri�ca-se que variando a mesma com respeito aos multiplicadores de Lagrange N e Na, nota-se
queH⊥ ≈ 0 eHa ≈ 0 (KIEFER, 2007). Por essa razão, os objetos (H⊥,Ha) são denominados vínculo
hamiltoniano e vínculo de difeomor�smo (ou momentum), respectivamente.

Isso implica que a densidade de hamiltoniana para a RG deve desaparecer com a equação de
Einstein do vácuo Gµν = 0 (ρm = 0): HADM = 0. Em outras palavras, os vínculosH⊥ ≈ 0 ≈ Ha são
precisamente as quatro equações de Einstein como restrições às condições iniciais. Portanto, não há
um hamiltoniano adequado que não seja trivial na superfície de vínculos. Isso está em consonância
com a não existência de um tempo absoluto na RG, uma vez que um possível hamiltoniano não
nulo poderia gerar a evolução do tempo frente um parâmetro de tempo externo. Em vez disso, a
dinâmica é determinada pelos vínculos, de modo que a evolução como um �uxo de medidor pode
ser parametrizada arbitrariamente pelas quantidades qab e pab. Também é importante frisar que
estes vínculos recebem tais nomes por serem equivalentes aos vínculos K2 −KabK

ab +(3) R = 0

e DbK
b
a −DaK = 0 nas análises das componentes tempo-tempo e espaço-tempo para a equação

de Einstein no vácuo. A partir dessas estruturas pode-se, ainda, interpretar o papel vinculante
gravitacional da equação (5.26) com o mesmo desenvolvido pelo vínculo associado a uma partícula na
concha de massa p2 +m2 ≈ 0, cuja hamiltoniana nesse contexto é determinada porH(x, p) = pµẋ

µ−
L = −p0ẋ0 + pẋ−L = −p0ẋ0 + p2ẋ0/

√
p2 +m2 +m

√
(ẋ0)2 − ẋ2 = ẋ0(−p0 +

√
p2 +m2) ≈ 0,

com p0 =
√
p2 +m2. Enquanto a equação (5.27) desenvolve uma função similar ao vínculo da Lei
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de Gauss no contexto da eletrodinâmica, ∂aEa(x) ≡ ∇E(x) ≈ 0, em que o �uxo de campo elétrico
é nulo em uma certa região do espaço, onde há privação de fonte de carga elétrica, ρe = 0, como
bem discutido em Kiefer (2007). Essa analogia demarca uma correlação entre o formalismo ADM,
levantada para uma proposta hamiltoniana da RG, e a geometrodinâmica. Ademais, assim como
constatado em Wald (1984), as equações de movimento são designadas pelos parênteses de Poisson
q̇ab = {qab, HADM} e ṗab = {pab, HADM}, detalhadamente demonstrados em Dias (2011).

Se, por ventura, houver incorporação de matéria ao espaço-tempo no formalismo ADM, as equa-
ções de Einstein tornam-se naturalmente Gµνn

µnν = 8πGTµνn
µnν ≡ 8πGρ e consequentemente os

vínculos (5.26) e (5.27) são generalizados para

H⊥ = 16πGGabcdp
abpcd −

√
q

16πG
((3)R− 2Λ) + ρ ≈ 0 e (5.29)

Ha = −2Dbp
b
a + Ja ≈ 0, (5.30)

sendo ρ a densidade de matéria de um certo campo de interesse e Ja ≡ q µa Tµνn
ν a corrente represen-

tando o “vetor de Poynting”4 associado.
Motivados por esta última argumentação, a seção seguinte trata de apresentar uma forma de

ampliar a ação gravitacional quanto à incorporação da matéria MDO sob o arcabouço tetrada-ADM
em uma generalização de Einstein-Hilbert para Palatini-Holst, além de uma análise dos vínculos
hamiltoniano e de difeomor�smo oriundos deste campo de matéria escura acoplada à gravidade.

5.2 FÉRMION MDO ACOPLADO À GRAVIDADE VIA FORMALISMO CANÔNICO

A ação de Einstein-Hilbert juntamente com a ação do férmion MDO para caracterização da matéria
escura em espaço curvo, segundo Boehmer et al. (2010), Silva e Pereira (2014), Pereira e Lima (2017),
são expressas por

S = SEH + S
λ,
¬
λ

=
1

16πG

∫
M
d4x
√−gR +

1

2

∫
M
d4x
√−g[gµν(∇µ

¬
λ ∇νλ)−m2

¬
λ λ− ξR

¬
λ λ], (5.31)

em que g é o determinante da métrica gµν , R é o escalar curvatura de Ricci, ∇µ

¬
λ e ∇νλ são as

derivadas covariantes atuando nos campos MDO usual e dual, respectivamente, m a massa do
espinor presente no termo de auto-interação (

¬
λ, λ), e ξ uma constante de acoplamento entre o campo

espinorial MDO e o campo gravitacional, proveniente de TQC em espaços curvos. O termo de borda
(∂M) da variedadeM é negligenciado na análise, sendo considerado uma contribuição nula.

É importante frisar que em TQC é recorrente a utilização da assinatura métrica (+,−,−,−), no
espaço-tempo de fundo para tratar campos de matéria e de interação, ao contrário da assinatura
comumente usada na literatura da RG, cuja notação métrica é demarcada por (−,+,+,+). Para
transcrever campos fermiônicos em TQC à RG, obedecendo a assinatura métrica, basta multiplicar as
matrizes de Dirac por i ∈ =(C), conforme esclarecido em Bojowald e Das (2008). Note que, de fato, a
4 Uma analogia, já que o vetor de Poynting é a densidade direcional do �uxo de energia de um campo eletromagnético.
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álgebra de Cli�ord é mantida,

{γµ, γν}(TQC) = 2gµν = 2(+,−,−,−) 7−→ {γµ, γν}(RG) = {iγµ, iγν} = i2{γµ, γν}(TQC) ⇔
{γµ, γν}(RG) = −2gµν = 2(−,+,+,+), (5.32)

e vice-versa. Além disso, a densidade de lagrangiana de matéria em (5.31) para o campo fermiônico
MDO, L

λ,
¬
λ

= 1/2
√−g[gµν(∇µ

¬
λ ∇νλ) −m2

¬
λ λ − ξR

¬
λ λ] com assinatura métrica (+,−,−,−)

é equivalente a L
λ,
¬
λ

= 1/2
√−g[−gµν(∇µ

¬
λ ∇νλ) − m2

¬
λ λ − ξR

¬
λ λ] com assinatura métrica

(−,+,+,+), devido a mudança gµν ↔ −gµν de uma assinatura para outra.
Em espaço curvo, as derivadas covariantes atuantes nos campos usual e dual do férmion MDO

são de�nidas por Boehmer et al. (2010), na forma:

∇µλ ≡ ∂µλ− Γµλ, ∇µ

¬
λ≡ ∂µ

¬
λ +

¬
λ Γµ, (5.33)

sendo Γµ a conexão de spin, um elemento interpretado como campo de gauge, gerado por transfor-
mações locais de Lorentz, cumprindo uma função similar à conexão a�m para vetores, no contexto
de estruturas espinoriais em espaços de curvatura não nula. Este objeto bem como a comutação de
duas derivadas covariantes atuando no espinor λ (veja a demonstração no Apêndice (B)) podem ser
expostos como:

Γµ =
i

4
ω ab
µ σab, [∇µ,∇ν ]λ = − i

4
F ab
µν σabλ, (5.34)

em que ω ab
µ = eaν∂µe

νb + eaνe
ρbΓνµρ é a conexão escrita via campos de tetradas5 eaα (YEPEZ, 2011) e

a conexão de Levi-Civita, sob índices do espaço-tempo (índices externos µ) e de Lorentz (índices
internos a). O termo F ab

µν = ∂µω ab
ν − ∂νω ab

µ + ω ac
µ ω b

νc − ω ac
ν ω b

µc é a “curvatura” devido a conexão
do espinor λ, similar a curvatura de Riemann para a gravidade e σab = i/2[γa, γb].

A ação de Holst (1996) foi originalmente desenvolvida no contexto de um formalismo para o
tratamento de uma possível teoria de gravitação quântica não perturbativa. Esta ação é constituida
pela junção da ação de Hilbert-Palatini somado o termo dual de Holst. Partiremos dessa mesma
premissa a �m de estabelecer uma ação mais completa possível para o acoplamento entre o férmion
de dimensão de massa um com a gravidade.

Reescrevendo a ação (5.31) em termos dos campos de tetradas à lá Einstein-Cartan, considerando
a ação gravitacional SEH equivalente à ação de Palatini-Holst (veja a demonstração no Apêndice (C))
e usando explicitamente a conexão de spin (5.33)-(5.34) sob o férmion MDO, temos

S =
1

16πG

∫
M
d4x(eeµI e

ν
JP

IJ
KLF

KL
µν (ω))(1− 8πGξ

¬
λ λ)

+
1

2

∫
M
d4x(e)[(eµI e

ν
Jη

IJ∂µ
¬
λ ∂νλ)−m2

¬
λ λ]

+
i

8

∫
M
d4x(eeµI e

ν
Jη

IJ)[
¬
λ ω

IJ
µ σIJ(∂νλ)− (∂µ

¬
λ)ωMN

ν σMNλ− i/4
¬
λ (ωIJµ ω

MN
ν σIJσMN)λ],

(5.35)
5 Construído usualmente como gµν(x) = eaµ(x)e

b
ν(x)ηab, sendo eµaeaν = δµν , eaµe

µ
b = δba e |e| = |√−g|.
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sendo a curvatura F KL
µν (ω) = 2∂[µω

KL
ν] + [ωµ, ων ] descrita em termos da conexão de Lorentz ωKLµ ,

com os índices latinos maiúsculos representando as componentes espaciais dos índices internos de
Lorentz (a, b). Enquanto o termo P IJ

KL da ação de Holst, bem como seu inverso na forma compacta
são explicitados por Holst (1996), Bojowald e Das (2008):

P IJ
KL = δ

[I
Kδ

J ]
L −

1

γ

εIJKL
2

, P−1 KL
IJ =

γ2

γ2 + 1

(
δ

[K
I δ

L]
J +

1

γ

ε KL
IJ

2

)
, (5.36)

em que γ (não confundir com as matrizes de Dirac γµ) é o parâmetro de Barbero-Immirzi (G., 1995;
IMMIRZI, 1997) e εIJKL um tensor completamente antissimétrico, análogo ao tensor de Levi-Civita. É
importante elucidar que o termo de acoplamento entre o campo gravitacional e o campo fermiônico
foram aglutinados na ação de Palatini-Holst a �m de propormos ξ = 2G−1ρvac/(R

¬
λ λ), dependente

de fatores puramentes escalares e, portanto, invariantes, assumindo uma função similar à constante
cosmológica Λ nas equações de campo de Einstein em cenários cosmológicos para modelos do tipo
Λ(t) Peebles e Ratra (1988), uma vez que Λ = 8πρvac, sendo ρvac a densidade do vácuo6. Ou mesmo
para teorias escalares-tensoriais à lá Brans e Dicke (1961). Esta proposta está sendo realizada para
os quadros em que o termo de Holst recupera o exato escalar curvatura de Ricci, R, originalmente
presente na ação de Einstein-Hilbert. Além disso, é notado que a parte descompactada para a matéria,
em nosso caso, revela a soma de duas parcelas na ação do campo MDO: uma parte que se assemelha
à dinâmica de um campo escalar massivo e uma parte que carrega a informação quadrática da porção
fermiônica pura com conexão de spin (último termo integrado sobre a variedadeM da ação (5.35)).
Isso se deve à natureza dinâmica de Klein-Gordon para a conservação de energia e à estrutura desse
campo fermiônico, respectivamente.

Um formalismo canônico (hamiltoniano) é construído frente a uma transformada de Legendre na
densidade de lagrangiana da ação. Por isso, será necessário transcrevermos a ação (5.35), a partir
da variedadeM, para uma família de folheações Σt constante, munida de uma métrica e orientada
por uma função no tempo t, imersos na variedade: (M, gab) 7−→ (Σt, t) ≡ Σt × R ⊆M, tal como
originalmente prescrito pelo formalismo ADM da seção anterior. Ou seja, ao invés de trabalharmos
com tensores do espaço-tempo, usaremos a descrição de como um campo vetorial tµ evolui de uma
hipersuperfície Σt para outra Σt+δt, em direção ao futuro, uma vez que estamos assegurados sob a
condição de Lorentz. Seguindo a dotação dessa norma, vimos pela seção anterior que um quadrivetor
arbitrário no espaço-tempo, tµ, é decomposto em

tµ = Nnµ +Nµ, (5.37)

sendo nµ e Nµ os vetores normal e tangente à hipersuperfície Σt, com N realizando a função de ditar
a transição temporal de uma hipersuperfície a outra, sendo, portanto, (nµ, Nµ) ortogonais Nµnµ = 0.
A evolução espacial de ta deve obedecer ta∇at = 1, sendo a, b, c,... os índices tensoriais espaciais.
6 A constante cosmológica possui o mesmo efeito de uma densidade de energia intrínseca do vácuo, onde conversões

modernas da RG já estão inseridas. Segundo estudos recentes, Ade et al. (2016), há um indicativo de que a densidade
do vácuo assume um valor próximo de ρvac ' 5, 96× 10−27kg/m3.
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Em virtude disso, relembremos que a métrica gµν é decompposta em

gµν = qµν − nµnν , (5.38)

com qµν designando a projeção em Σt.
Tendo em vista que o tratamento de férmions ocorre em espaços curvos, é natural o uso da

formulação de campos de tetrada. Simultaneamente ao formalismo ADM para gravitação, será
necessário estabelecer uma �xação de gauge sobre os vetores internos da tetrada, que se decompõe
em uma unidade de tempo, como um vetor e uma triad. Con�gurando o campo de vetor interno
constante nI = −δ0

I , em que nInI = 1, segundo Das (2008), temos que

na = nIeaI , eaI = εaI − nanI , (5.39)

sendo na a unidade normal à folheação, εaIna = εaIn
I = 0, com εaI := triad (parte espacial da tetrata).

A partir da expressão (5.37),
na = N−1(ta −Na), (5.40)

temos a projeção das componentes normal e tangencial em Σt.
Sabendo que |e| = |√−g| = N

√
q e |det(eia)| =

√
q (parte espacial), o termo de densidade de

lagragiana gravitacional presente na ação (5.35) sobre a hipersuperfície Σt é expresso por

eeµI e
ν
JP

IJ
KLF

KL
µν (ω) 7→ N

√
qeaIe

b
JP

IJ
KLF

KL
ab (ω), (5.41)

no qual, decompondo-se as tetradas via equação (5.39), temos

N
√
qeaIe

b
JP

IJ
KLF

KL
ab (ω) = N

√
q(εaI − nanI)(εbJ − nbnJ)P IJ

KLF
KL

ab (ω)

= N
√
q(εaIε

b
J − εaInbnJ − nanIεbJ + nanIn

bnJ)P IJ
KLF

KL
ab (ω),

(5.42)

onde os últimos três termos entre parênteses da expressão acima são, a partir da relação (5.40) e a
condição de gauge nI , descritos como

nanIn
bnJ − εaInbnJ − nanIεbJ = (N−1(ta −Na))nI(N

−1(tb −N b))nJ − εaI(N−1(tb −N b))nJ

−(N−1(ta −Na))nIε
b
J

= N−2(ta −Na)(tb −N b)(δ0
Iδ

0
J)−N−1εaI t

bnJ +N−1εaIN
bnJ

−N−1tanIε
b
J +N−1NanIε

b
J

= −N−1[εaI t
bnJ + εbJt

anI ] +N−1[NanIε
b
J +N bnJε

a
I ]

= −2N−1nIt
aεbJ + 2N−1NanIε

b
J . (5.43)

Assim, utilizando a relação (5.43) em (5.42), o termo de densidade lagrangiana gravitacional se torna

eeµI e
ν
JP

IJ
KLF

KL
µν (ω) 7→ N

√
q(εaIε

b
J − 2N−1nIt

aεbJ + 2N−1NanIε
b
J)P IJ

KLF
KL

ab (ω). (5.44)
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Seguindo as mesmas considerações para os termos caráter “escalar” e fermiônico da dinâmica do
campo espinorial MDO, presente originalmente na ação (5.35), temos como resultado as parcelas:

e[(eµI e
ν
Jη

IJ∂µ
¬
λ ∂νλ)−m2

¬
λ λ] 7→ N

√
q[(εaIε

b
J−2N−1nIt

aεbJ+2N−1NanIε
b
J)ηIJ(∂a

¬
λ ∂bλ)−m2

¬
λ λ]

(5.45)
e

eeµI e
ν
Jη

IJ [
¬
λ ω

IJ
µ σIJ(∂νλ)− (∂µ

¬
λ)ωMN

ν σMNλ− i/4
¬
λ (ωIJµ ω

MN
ν σIJσMN)λ]

7→
N
√
q[εaIε

b
J − 2N−1nIt

aεbJ + 2N−1NanIε
b
J ]ηIJ{i/2(

¬
λ ω

IJ
a [γIγJ − γJγI ](∂bλ)

−(∂a
¬
λ)ωMN

b [γMγN − γNγM ]λ) + i/16
¬
λ (ωIJa ω

MN
b [γIγJ − γJγI ][γMγN − γNγM ])λ}.

(5.46)

Desse modo, através das transformações (5.44), (5.45) e (5.46), obtemos a ação associada ao campo de
matéria escura MDO acoplada à gravidade de Palatini-Holst descrita em formalismo ADM-tetrada,
con�gurado na forma compacta:

S[ε, ω, λ] = SPH,ξ + S
λ,
¬
λE

+ S
λ,
¬
λF

=
1

16πG

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN
√
qΩab

IJP
IJ
KLF

KL
ab (ω)(1− 8πGξ

¬
λ λ)

+
1

2

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN
√
q[Ωab

IJη
IJ(∂a

¬
λ ∂bλ)−m2

¬
λ λ]

−1

8

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN
√
qΩab

IJη
IJ{i/2(

¬
λ ω

IJ
a [γI , γJ ](∂bλ)

−(∂a
¬
λ)ωMN

b [γM , γN ]λ) + i/16
¬
λ (ωIJa ω

MN
b [γI , γJ ][γM , γN ])λ}, (5.47)

em que Ωab
IJ = (εaIε

b
J − 2N−1nIt

aεbJ + 2N−1NanIε
b
J). Os subíndices na ação de matéria, S

λ,
¬
λS

e
S
λ,
¬
λF

, são postos para diferenciar propositalmente a parcela de caráter à lá Klein Gordon (escalar) e à
lá Dirac quadrático puro (fermiônico) devido à já mencionada natureza do campo espinorial aqui
tratado.

A ação (5.47) e a densidade de lagrangiana emergente dela se encontram na forma mais completa
para análises dentro do formalismo hamiltoniano em termos do campo de matéria de interesse. No
escopo desta tese, o cenário admitido será sem torção e com o quadro de Palatini-Holst recuperando o
escalar curvatura de Ricci. Portanto, admitindo tais requisitos, a mencionada ação recai naturalmente
na ação entre o campo gravitacional somada ao férmion de dimensão de massa um, expressa em
(5.31). Sob uma família de folheações Σ na variedade e com o auxílio da expressão (5.15), temos

S =
1

16πG

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN(GabcdKabKcd +
√
q(3)R)[1− 8πGξ

¬
λ λ]

+
1

2

∫
R
dt

∫
Σ

d3xN
√
q[(qµν + nµnν)(qαµDα

¬
λ q

β
νDβλ)−m2

¬
λ λ]. (5.48)
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A �m de buscar o tratamento canônico (hamiltoniano) que acopla este candidato à descrição
da matéria escura com a gravidade, e levando em consideração a discussão tratada no parágrafo da
equação (5.32) sobre a assinatura métrica, começaremos com a escolha de uma variável de con�guração
e a de�nição do momento para o MDO (′p = ∂L/∂q̇′), de modo que garanta a transformada de
Legendre:

H
λ,
¬
λ

= pλλ̇+ p¬
λ

¬̇
λ− L

λ,
¬
λ
. (5.49)

Partindo-se da densidade de lagrangiana do férmion em questão,

L
λ,
¬
λ

=
1

2

√−g[gµν(∇µ

¬
λ ∇νλ)−m2]

=
1

2

√−g[gµν(∂µ
¬
λ +

¬
λ Γµ)(∂νλ− Γνλ)−m2

¬
λ λ]

=
1

2

√−g[∂ν
¬
λ ∂νλ− ∂ν

¬
λ Γνλ+

¬
λ Γν∂νλ−

¬
λ ΓνΓνλ−m2

¬
λ λ], (5.50)

os operadores

∂L
λ,
¬
λ

∂(∂αλ)
=

√−g
2

[
∂(∂ν

¬
λ ∂νλ)

∂(∂αλ)
+
∂(
¬
λ Γν∂νλ)

∂(∂αλ)

]
=

√−g
2

[
∂ν
¬
λ
∂(∂νλ)

∂(∂αλ)
+
¬
λ Γν

∂(∂νλ)

∂(∂αλ)

]
=

√−g
2

(∂ν
¬
λ δ

α
ν +

¬
λ Γνδαν ) (5.51)

e

∂L
λ,
¬
λ

∂(∂α
¬
λ)

=

√−g
2

[
∂(∂ν

¬
λ ∂νλ)

∂(∂α
¬
λ)

− ∂(∂ν
¬
λ Γνλ)

∂(∂α
¬
λ)

]
=

√−g
2

[
∂(gνβ∂β

¬
λ ∂νλ)

∂(∂α
¬
λ)

− ∂(gνβ∂β
¬
λ Γνλ)

∂(∂α
¬
λ)

]

=

√−g
2

[
∂(∂β

¬
λ)

∂(∂α
¬
λ)
gνβ∂νλ−

∂(∂β
¬
λ)

∂(∂α
¬
λ)
gνβΓνλ

]

=

√−g
2

(δαβ∂
βλ− δαβΓβλ) (5.52)

são obtidos, permitindo declarar seus momentos conjugados como

pλ =
∂L

λ,
¬
λ

∂(∂0λ)
=

√−g
2

(∂0
¬
λ +

¬
λ Γ0) e (5.53)

p¬
λ

=
∂L

λ,
¬
λ

∂(∂0

¬
λ)

=

√−g
2

(∂0λ− Γ0λ). (5.54)

Em seguida, as respectivas “velocidades” do campo em termos dos momentos são determinadas, com
o auxílio de (5.53) e (5.54),

λ̇ = ∇0λ = (∂0λ− Γ0λ) =
2√−gg00p¬

λ
e (5.55)

¬̇
λ = ∇0

¬
λ= (∂0

¬
λ +

¬
λ Γ0) =

2√−gg00pλ. (5.56)
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Notemos, ainda, que a densidade de lagrangina (5.50) pode ser explicitamente encarada como

L
λ,
¬
λ

=
1

2

√−g [∂0
¬
λ ∂0λ− ∂0

¬
λ Γ0λ+

¬
λ Γ0∂0λ−

¬
λ Γ0Γ0λ]︸ ︷︷ ︸

A

−1

2

√−g[∂i
¬
λ ∂iλ+m2

¬
λ λ]

− 1

2

√−g[
¬
λ Γi∂iλ− ∂i

¬
λ Γiλ−

¬
λ ΓiΓiλ], (5.57)

sendo
A = (∂0

¬
λ +

¬
λ Γ0)(∂0λ− Γ0λ) =

2√−g
2g00√−g (pλp¬

λ
). (5.58)

Assim,

L
λ,
¬
λ

=
2√−gg00(pλp¬

λ
)− 1

2

√−g[∂i
¬
λ ∂iλ+m2

¬
λ λ]− 1

2

√−g[
¬
λ Γi∂iλ− ∂i

¬
λ Γiλ−

¬
λ ΓiΓiλ].

(5.59)

Com a transformada de Legendre realizada sobre L
λ,
¬
λ

de (5.59), desenvolvemos a densidade de
hamiltoniana do férmion escuro em espaço curvo,

H
λ,
¬
λ

= pλλ̇+ p¬
λ

¬̇
λ− L

λ,
¬
λ

=
2√−gg00(

�
��pλp¬
λ

+ p¬
λ
pλ)−

2√−gg00(
�
��pλp¬
λ
) +

1

2

√−g(∂i
¬
λ ∂iλ+m2

¬
λ λ)

+
1

2

√−g[
¬
λ Γi∂iλ− ∂i

¬
λ Γiλ−

¬
λ ΓiΓiλ), (5.60)

obtendo

H
λ,
¬
λ

=
2√−gg00(p¬

λ
pλ) +

1

2

√−g(∂i
¬
λ ∂iλ+m2

¬
λ λ) +

1

2

√−g[
¬
λ Γi∂iλ− ∂i

¬
λ Γiλ−

¬
λ ΓiΓiλ),

(5.61)

que por sua vez nos permite �nalmente descrever a hamiltoniana do férmion MDO em cenário de
folheações Σt à lá ADM na forma:

H
λ,
¬
λ

=

∫
Σ

d3xH
λ,
¬
λ

=

∫
Σ

d3xN

(
2p¬

λ
pλ
√
q

+

√
q

2
(qab∂a

¬
λ ∂bλ+m2

¬
λ λ)

)

+

∫
Σ

d3xNa

(
1

2
qba[
¬
λ Γb∂cλ− ∂b

¬
λ Γcλ−

¬
λ ΓbΓcλ]nc

)
≡

∫
Σ

d3x(NH
⊥,λ,

¬
λ

+NaH
a,λ,
¬
λ
), (5.62)

observando que as transformações
√−g 7→ N

√
q e
√−ggijAjBi 7→ Naqba(AbBc)n

c foram realizadas
para mapearM−→ R× Σ.

O resultado presente na equação (5.62) nos permite visualizarH
⊥,λ,

¬
λ

como a densidade de energia
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do campo fermiônico MDO (T00 = ρ
λ,
¬
λ
), que “�ui” através da função lapso, e consequentemente

ortogonal a Σ em um dado instante de tempo t �xo. Enquanto o termoH
a,λ,
¬
λ

pode ser interpretado
como uma “corrente” (J

a,λ,
¬
λ
≡ q ba Tbcn

c) associado ao férmion, que se desloca através do vetor shift
Na tangencial a hipersuperfície Σt. É notável que esta densidade direcional de �uxo de energia
depende exclusivamente da derivada espacial e da conexão de spin do campo espinorial de dimensão
de massa um.

Como discutido no parágrafo das equações (5.29) e (5.30) no �nal da Seção 5.1, há uma generali-
zação para os vínculos hamiltoniano e de difeomor�smo devido a incorporação de matéria à ação de
Einstein-Hilbert em formalismo ADM. Portanto, para a gravidade em junção com o férmion MDO
provenientes da ação (5.48), declaramos tais vínculos por:

H⊥ =

(
16πGGabcdp

abpcd −
√
q

16πG

(3)

R

)
[1− 8πGξ

¬
λ λ] + ρ

λ,
¬
λ
≈ 0 e (5.63)

Ha = −2Dbp
b
a [1− 8πGξ

¬
λ λ] + J

a,λ,
¬
λ
≈ 0, (5.64)

ou ainda mais explicitamente,

H⊥ =

(
16πGGabcdp

abpcd −
√
q

16πG

(3)

R

)
[1− 8πGξ

¬
λ λ]

+

(
2p¬

λ
pλ
√
q

+

√
q

2
(qab∂a

¬
λ ∂bλ+m2

¬
λ λ)

)
≈ 0 e (5.65)

Ha = −2Dbp
b
a [1− 8πGξ

¬
λ λ] +

(
1

2
qba[
¬
λ Γb∂cλ− ∂b

¬
λ Γcλ−

¬
λ ΓbΓcλ]nc

)
≈ 0, (5.66)

lembrando que o termo −8πGξ
¬
λ λ foi unido ao escalar de Ricci na parcela geométrica da ação a �m

de garantir um comportamento similar à constante cosmológica em modelos Λ(t) a partir da constante
de acoplamento ξ entre o MDO e a gravidade, e da invariância ortonormal

¬
λ (x)λ(x′) = ±2mδ(x−x′)

para as mesmas helicidades do férmion em sua forma autoconjugado (S) e anti-autoconjugado (A),
respectivamente.

Apenas como análise comparativa, ao incorporar um campo escalar de densidade de lagrangi-
ana Lφ =

√−g(−1/2gµν∇µφ∇νφ− 1/2m2φ2) ao espaço-tempo (KIEFER, 2007), os vínculos de φ
adicionados aos vínculosH⊥ eHa da gravidade são dados por

H⊥,φ = ρφ =

(
p2
φ

2
√
q

+

√
q

2
(qab∂aφ∂bφ+m2φ2)

)
e Ha,φ = Ja,φ = pφ∂aφ. (5.67)

É possível notar, entre (5.65)-(5.66) e (5.67), que a densidade de energia do campo fermiônico MDO
(ρ
λ,
¬
λ
) se assemelha muito com o campo escalar (ρφ), uma vez que a equação dinâmica de ambos

os campos seguem a mesma forma de Klein Gordon. Contudo, enquanto a “corrente” - densidade
direcional de �uxo de energia - na hipersuperfície Σt do campo MDO (J

a,
¬
λ,λ

) está em função das
derivadas espaciais e das conexões de spin, a corrente do campo escalar, embora também esteja em
função da derivada espacial, não possui termo de conexão de spin, obviamente. A diferença é aclarada
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devido a estrutura espinorial do férmion em espaço curvo.
Em suma, os vínculos (5.65) e (5.66) não somente nos permite interpretar as equações de Einstein

com adição de um candidato à descrição da matéria escura ao conteúdo material, como também
nos dá a liberdade de conceber esse férmion como contribuinte da energia escura, visto que este
substitui a função de uma energia intrínseca e fundamental do espaço codi�cada em Λ, geralmente
apresentado como representante mais simples para esta hipotética fonte de energia e pressão, que
tendem a expandir aceleradamente o universo nos dias de hoje.

Como uma observação adicional, cabe mencionar que a construção para os vínculos hamiltonianos,
devido à gravidade e ao campo MDO, foi realizada sobre uma métrica geral gµν , cujo elemento de
linha geral em espaço curvo é ds2 = gµνdx

µdxν = (qabN
aN b −N2)dt2 + 2qabN

adxbdt+ qabdx
adxb.

Desse modo, as equações (5.65) e (5.66) fornecem as bases canônicas para tratamentos desse férmion
via métricas particulares em cenários de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (modelo FLRW),
black holes, wormholes e diversos outros panoramas cosmológicos de interesse físico.

5.3 UMA POSSÍVEL QUANTIZAÇÃO CANÔNICA (?)

Uma vez obtidos os vínculos hamiltoniano e de difeomor�smo associados à gravidade e ao férmion
de dimensão de massa um, o programa de quantização canônica será discutido no intuito de prescrever
prováveis “passos seguintes” quanto ao desenvolvimento deste trabalho.

Primeiramente, é válido discutir certos aspectos relacionados aos vínculos. No Capítulo 4 foi
visto que, em uma abordagem covariante para a RG, a estrutura das equações de campo linearizadas
mostra que apenas duas componentes do campo de gráviton hµν se propagam, correspondendo às
duas helicidades de uma partícula não massiva de spin-2, para a contagem do número de graus de
liberdade na teoria. Uma vantagem do formalismo canônico é que ele nos permite con�rmar essa
contagem de uma forma mais geral e robusta.

Recorrendo à física clássica, cada ponto no espaço de fase (“posição e momento”) caracteriza uma
trajetória física, e o número de graus de liberdade é de�nido como metade da dimensionalidade do
espaço de fase. Em teorias com vínculos, como a RG e teorias de gauge, é preciso ter uma atenção
quanto às restrições. Desse modo, é comum distinguir uma noção de espaço de fase cinemático e
de espaço de fase físico. O espaço de fase cinemático é de�nido pela estrutura de Poisson da teoria.
Assim, caracterizando a métrica qab(x) por seis números por ponto de espaço, muitas vezes denotado
simbolicamente por 6 · ∞3, e pab(x′) por 6 · ∞3 também, tem-se que a dimensionalidade do espaço
de con�guração (qab(x), pab(x′)) é (6 + 6) · ∞3 = 12 · ∞3. Admitindo os vínculos hamiltoniano
H⊥ e de difeomor�smoHa com 1 · ∞3 e 3 · ∞3 graus de liberdade, respectivamente, tem-se que a
dimensionalidade reduz-se a (12− 1− 3) · ∞3 = 8 · ∞3. Levando em conta que os vínculos geram
quatro conjuntos de parâmetros de transformações de gauge na hipersuperfície Σt, então 4 ·∞3 graus
de liberdade devem ser subtraídos a �m de �xar esses gauges. Logo, restam (8− 4) · ∞3 = 4 · ∞3

variáveis no espaço de fase. Este é o chamado espaço de fase físico. Possui quatro dimensões por
ponto de espaço, ou seja, a teoria possui dois graus de liberdades físicos por ponto de espaço (ou
simplesmente dois graus de liberdade), um resultado consistente com a análise linearizada. Mais
detalhes sobre essa contagem podem ser vislumbradas em Wipf (1994). A Figura 4 sintetiza a diferença
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entre os espaços de fase cinemático e físico aqui discutidos. Assim, para saber os dois graus físicos
de liberdade da RG, é necessário controlar a solução geral da teoria. Esta é uma tarefa nada trivial
devido à alta não linearidade das equações de Einstein (DONÁ; SPEZIALE, 2010).

Figura 4 – Interpretação da diferença do espaço de fase cinemático (qab, π
ab) = 12 · ∞3 e espaço de

fase físico (phys) (qab, π
ab) = 4 · ∞3, reduzido devido aos vínculos. Na notação da �gura,

πab ≡ pab. Imagem reproduzida de Doná e Speziale (2010).

Estando todo o conteúdo dinâmico da RG nesses quatro vínculos (H⊥,Ha), uma abordagem de
quantização pelo programa de Dirac (1951) se torna interessante, visto que nesse prospecto os estados
físicos dinâmicos podem ser aniquilados pelos vínculos. Resumidamente, o procedimento pode ser
dividido em três etapas:

• Encontrar uma representação para as variáveis do espaço de fase da teoria como operadores em
um espaço de Hilbert cinemático auxiliar Hc, desde que satisfaçam as relações de comutação
padrão previstos pela Mecânica Quântica, {·, ·} −→ (1/i~)[·, ·];

• Promover os vínculos (H⊥,Ha) para operadores (Ĥ⊥, Ĥa) em Hcin;

• Caracterizar o espaço de soluções dos vínculos que pertençam a um espaço de Hilbert físico
Hf , de modo que Ĥ⊥Ψ = 0 e ĤaΨ = 0, ∀Ψ ∈Hf .

Sabendo que o procedimento de Dirac é mais geral que a própria teoria da RG, podendo ser
empregado a qualquer sistema com vínculos, tomando o formalismo ADM original com a ausência de
matéria no espaço-tempo, Gµν = 0, tem-se que a álgebra de Poisson presente em (5.20)-(5.22) sofre a
transformação quantizada (KIEFER, 2007)

[q̂ab(x), p̂cd(x′)] = i~δc(aδdb)δ(x− x′), (5.68)

[q̂ab(x), q̂cd(x
′)] = 0, (5.69)

[p̂ab(x), q̂cd(x′)] = 0, (5.70)

em que q̂ab(x) e p̂cd(x) são os operadores associados a métrica e momento conjugado qab e pab,
respectivamente, de modo que suas atuações sobre um funcional de onda Ψ[qab(x)] associada às
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folheações do espaço-tempo, pertencente a Hf , são dadas por

q̂ab(x)Ψ[qab(x)] = qab(x) ·Ψ[qab(x)], (5.71)

p̂cd(x)Ψ[qab(x)] = −i~ δ

δqcd(x)
Ψ[qab(x)], (5.72)

em que Ψ[qab(x)] precisa necessariamente ser dotado de produto interno 〈Ψ|Ψ′〉 bem de�nido.
Assim, em posse das regras de comutação (5.68)-(5.70) e de sua implementação formal diretamente

presente em (5.71)-(5.72), chega-se à “dinâmica” com a quantização dos vínculos (5.26) e (5.27),
obtendo-se as seguintes equações para o funcional de onda:

Ĥ⊥,ADMΨ ≡
(
−16πG~2Gabcd :

δ2

δqabδqcd
: −
√
q

16πG
((3)R− 2Λ)

)
Ψ = 0, (5.73)

Ĥa,ADMΨ ≡ 2Dbqaci~
δΨ

δqbc
= 0, (5.74)

em que os dois pontos (:) indicam que uma ordem nos operadores precisa ser prescrita. As equações
(5.73) e (5.74) são conhecidas como equações de Wheeler-DeWitt (KIEFER, 2007), devido ao trabalho
desenvolvido por estes no �nal dos anos 60, na tentativa de achar uma proposta para quantização da
gravidade à epoca.

É natural pensar que, com a incorporação de conteúdo material no espaço-tempo, como na
ampliação obtida por nós em (5.65) e (5.66) para matéria e energia escura provindas do campo
fermiônico MDO, um processo de quantização análogo ao mencionado pelas equações de Wheeler-
DeWitt ocorra. Contudo, além de ser necessário encontrar a forma com que os operadores do campo
MDO (Ĥ

⊥,λ,
¬
λ
, Ĥ

a,λ,
¬
λ
) atuariam em um hipotético espaço de Hilbert munido de funcionais de onda

Ψ[qab(x)], teríamos, a princípio, um problema para caracterização de suas soluções.
Nessa perspectiva, uma provável solução para tal quantização canônica seria recorrer à ação

de Palatini-Holst com a inclusão do campo MDO em folheações ADM-tetrada que alcançamos na
equação (5.47) e trabalhar com a reformulação de Ashtekar (1987), onde este promove as variáveis
(qab(x), pab(x′)) para as chamadas novas variáveis canônicas (Ea

i (x), Ajb(x
′)), triad densitizada e

conexão de Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero, respectivamente. Esses objetos são estruturados em uma
teoria de gauge SU(2) e apresentados, segundo Kiefer (2007) e Thiemann (2008), nas formas:

Ea
i (x) ≡ √qεai (x) e (5.75)

Ajb(x
′) ≡ Γjb(x

′) + γKj
b (x
′), (5.76)

em que εai (x) é a triad (componente espacial da tetrada), Γjb(x
′) = 1/2(εjikω

ik
b ) é a conexão para o

transporte paralelo de um vetor vj com rotação in�nitesimal δωj = Γjbdx
b, Kj

b (x
′) ≡ Kba(x

′)eaj(x′)

é a curvatura extrínseca contraída com a tetrada e γ é o parâmetro de Barbero-Immirzi.
Essa reformulação analítica é a base para uma das modernas propostas de quantização da gravidade,

a LQG. Pretendemos abarcá-la em investigações futuras, tendo como pretenção o estudo de uma
possível quantização do campo gravitacional acoplado ao férmion MDO.
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6 INTERAÇÃO MDO-GRAVIDADE: UMA ABORDAGEM COVARIANTE

Neste capítulo, investigamos em detalhes a interação entre o campo fermiônico de spin-1/2, dotado
de dimensão de massa um, e a partícula associada à gravidade em nível quântico, o gráviton, à luz da
prescrição covariante. Obtemos um vértice de interação que mescla as características dos vértices de
campo escalar-gráviton e campo férmion (à lá Dirac)-gráviton, devido ao atributo dinâmico escalar e
a estrutura fermiônica do campo MDO. Mostramos que este vértice obedece à identidade da Ward-
Takahashi, assegurando a invariância de gauge para a interação. Derivamos a contribuição do férmion
MDO para o propagador do gráviton, a nível de um loop e encontramos suas condições �sicamente
possíveis de existir com um contra-termo cosmológico. Em seguida, calculamos o processo de
espalhamento entre MDOs mediados por um gráviton. Ademais, veri�camos que, para baixas energias,
o resultado elucida somente a contribuição do setor escalar presente no vértice para o potencial
gravitacional, permitindo-nos avaliar que no limite não relativístico da interação gravitacional
chega-se naturalmente ao potencial newtoniano, obedecendo as circunstâncias necessárias para um
candidato de matéria escura no cenário cosmológico atual, alicerçado pelo modelo ΛCDM.

6.1 VÉRTICE DE INTERAÇÃO MDO-GRÁVITON

A ação do férmion de dimensão de massa um e spin-1/2 em cenário de espaço curvo de variedade
pseudo-Riemanniana é, como visto nos trabalhos de Boehmer et al. (2010), Silva e Pereira (2014), dada
por

S =

∫
M

√−g
(
gµν∇µ

¬
λ ∇νλ−m2

¬
λ λ
)
d4x, (6.1)

em que λ = λ(x) e
¬
λ=
¬
λ (x) denotam o campo espinorial e sua correspondente estrutura adjunta

de massa m. O determinante da métrica é descrito como g ≡ det(gµν), com assinatura (+,−,−,−).
Neste caso, diferentemente do capítulo antecedente, consideramos a situação de que o acoplamento
entre o campo fermiônico e a curvatura R seja nula, ou seja, um quadro de acoplamento mínimo,
ξ = 0. As derivadas covariantes atuantes no férmion MDO são, novamente, explicitadas como

∇µ

¬
λ= ∂µ

¬
λ +

¬
λ Γµ e ∇µλ = ∂µλ− Γµλ, (6.2)

com a conexão de spin seguindo a notação1 Γµ = Aµabσ
ab/2. Sendo os geradores de transformação

σab = −1/2[γa, γb], em que γa são as matrizes de Dirac mapeadas em espaço localmente plano, para
que assim possa descrever a conexão via campos de tetradas eaα (YEPEZ, 2011). Expressamente, o
termo da conexão Aµab é designado na forma

A a
µ b = −eνb∂µeaν + eνbΓ

α
µνe

a
α, (6.3)

1 Sutilmente diferente da notação do capítulo anterior, no tratamento do formalismo canônico, e para �ns de comparação
com trabalhos existentes na literatura em estudos de interação de campo de matéria e gráviton, segundo o formalismo
covariante.
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em função da conexão de Levi-Civita e munido de índices internos (a) para mapeamento de Lorentz
e externos (µ) para o espaço-tempo.

Tendo em vista que a abordagem para obtenção do vértice de interação constituirá em analisar a
dinâmica no espaço dos momentum entre o férmion MDO e o gráviton, é importante que se estenda a
métrica genérica gµν , e consequentemente os campos de tetradas eaα, com uma perturbação hµν em
torno da métrica de Minkowski. Em outras palavras, iremos seguir uma prescrição a campo fraco,
assim como apresentado no Capítulo 4 nos estudos da natureza do gráviton. Dito isso, a métrica e a
tetrada tornam-se expressas como

gµν = ηµν + κhµν , |κhµν | � 1, (6.4)

eαa = ηαa − 1/2κhαa + 3/8κ2hχah
α
χ +O(κ3), (6.5)

eaα = ηaα + 1/2κhaα − 1/8κ2hαχh
aχ +O(κ3), (6.6)

gαβ = ηαβ − κhαβ + κ2hαχhβχ +O(κ3), (6.7)

sendo κ2 = 16πG e hµν = hµν(x) o campo associado ao bóson gráviton.
A partir da equação (6.4), o elemento de volume do espaço-tempo perturbado fracamente torna-se

√−g = 1 +
κ

2
h− κ2

4
hαβhαβ +

κ2

8
h2 +O(κ3). (6.8)

De modo a preservar as contribuições mais relevantes na perturbação da métrica, as componentes
de ordem igual ou superior a κ2 serão negligenciadas de agora em diante. Assim, o termo de conexão
a�m presente na expressão (6.3), com auxílio das equações (6.4)-(6.7), é denotado por

Γαµν '
κ

2
ηαβ(∂µhβν + ∂νhβµ − ∂βhµν). (6.9)

Reescrevendo as tetradas (6.5)-(6.6) em primeira ordem de κ como eaµ ≡ δaµ + κcaµ, e
µ
b = δµb − κcµb

com cµν = hµν/2 (HOLSTEIN, 2006) (ηaα = δaα e ηαa = δαa ), e utilizando a conexão a�m (6.9), chegamos
à versão perturbativa da conexão A a

µ b (veja a demonstração no Apêndice (D)) presente em (6.3):

A a
µ b '

κ

2
ηaσ(∂bhσµ − ∂σhµb). (6.10)

Tomando-se o gerador de transformação2 σab, atentando para o fato de que [γa, γb] = δaαδ
b
β[γα, γβ],

juntamente com a conexão (6.10), a conexão de spin no limite de campo fraco é estabelecida

Γµ =
1

2
Aµabσ

ab ' −κ
4

(∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβ. (6.11)

A densidade de lagrangiana do campo MDO extraída da ação em espaço curvo (6.1), sob um
2 Lembrando que através das relações {γα, γβ} = 2ηαβ e [γα, γβ ] = −2σαβ tem-se σαβ = ηαβ − γαγβ .
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cenário de perturbação à métrica de Minkowski, é descrita por

L
λ,
¬
λ

=
√−g[∇µ

¬
λ g

µν∇νλ−m2
¬
λ λ]

= G
[
[∂µ

¬
λ −

¬
λ
κ

4
(∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβ](ηµν − κhµν)[∂νλ+

κ

4
(∂ρhσν − ∂σhρν)γσγρλ]

− m2
¬
λ λ
]
, (6.12)

em que G é o termo de elemento de volume métrico
√−g em limite de campo gravitacional fraco

(6.8), denotado até a primeira ordem de perturbação em κ como G = (1 + κh/2). A conexão de spin
presente na equação (6.11) já está empregada após a atuação da derivada covariante nos espinores
nesse regime adotado, observando a prescrição∇µ

¬
λ= ∂µ

¬
λ +

¬
λ Γµ e ∇µλ = ∂µλ− Γµλ.

Desenvolvendo a equação (6.12) (veja a demonstração no Apêndice (D)) e desprezando-se, nova-
mente, os termos de ordem ≥ κ2, segue que

L
λ,
¬
λ

=

L
0
¬
λ,λ︷ ︸︸ ︷

(∂µ
¬
λ ∂

µλ−m2
¬
λ λ) +

κ

2
h(∂µ

¬
λ ∂

µλ−m2
¬
λ λ)− κ∂µ

¬
λ h

µν∂νλ

+
κ

4
[∂µ

¬
λ (∂ρh

µ
σ − ∂σh µ

ρ )γσγρλ+
¬
λ (∂αhβµ − ∂βhαµ)γαγβ∂µλ], (6.13)

em que L
0
¬
λ,λ

é a parcela referente à densidade de lagrangiana livre, emergente da métrica minkowski-
ana, e os demais termos tratam da parte interagente em primeira ordem, provindos da perturbação do
background em Minkowski. Os campos MDO e gráviton, descritos a princípio no espaço das posições,
podem ser expressos em função do espaço dos momentum com as transformadas de Fourier:

λ(x) =

∫
1

(2π)4
e−ipxλ(p)d4p, (6.14)

¬
λ (y) =

∫
1

(2π)4
e+iqy

¬
λ (q)d4q (6.15)

e
h(z) =

∫
1

(2π)4
e−irzhωω(r)d4r, (6.16)

obedecendo as direções de propagações dos campos, estabelecidas à priori, para a aniquilação dos
férmions usuais de momento p e duais de momento q quando ocorrer a interação na con�guração
da troca de momentos com o gráviton de momento r. Desse modo, a transcrição da integração da
densidade de lagrangiana de interação MDO-gráviton no espaço das posições, Γ, para o três campos
envolvidos, L

int
¬
λ,λ

= L¬
λ,λ
− L

0
¬
λ,λ

, em função do espaço dos momentum é escrita como:

∫
Γ

L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ =

∫
L
intλ,

¬
λ
(p, q, r)δ4(y − x)δ4(y − z)d4xd4yd4z, (6.17)

sendo dΓ o elemento de integração na tripla (d4x, d4y, d4z), levando em conta a interação dos campos
MDO-usual, MDO-dual e gráviton em y, de propagação regressiva do campo dual.

Inserindo as transformações dos campos presentes nas equações (6.14)-(6.16), no espaço dos
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momentum, sobre a expressão (6.17) e absorvendo as integrações em δ no ponto de interação y, segue
que ∫

Γ

L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ =

∫
d4qd4pd4r

∫
(d4y)3ei(q−p−r)y

1

[(2π)4]3[κ
2

(hωω(r)qµp
µ
¬
λ (q)λ(p)− hωω(r)m2

¬
λ (q)λ(p))− κ(qµpν

¬
λ (q)hµν(r)λ(p))

+
κ

4

¬
λ (q)(rρh

µ
σ (r)− rσh µ

ρ (r))γσγρqµλ(p) +
κ

4

¬
λ (q)(rβhαµ(r)− rαhβµ(r))γαγβpµλ(p)

]
.

(6.18)

Em geral as regras de Feynman para o vértice de interação de uma teoria quântica, em "nível de
árvore"3, podem ser de�nidas como a variação funcional da integração da densidade de lagrangiana
de interação (GREINER; SCHAEFER, 1995) p. 145, em Γ, com respeito aos campos (φ1, ..., φn) no
espaço dos momentum:

Vintφ1,...,φn
def
= i

δ
∫

Γ
Lintφ1,...,φndΓ

δφ1(a)...δφn(z)
, (6.19)

em que i é a unidade imaginária inserida na de�nição e sendo a, b, ..., z os momentos associados a
cada um dos campos (φ1, ..., φn). Didaticamente falando, é de conhecimento prévio que a variação
funcional da ação, no espaço das posições, com respeito aos campos de uma teoria resulta nas
equações de movimento desta. O vértice de interação é �sicamente um processo análogo, trazendo
consigo as informações da dinâmica dos campos via suas trocas de momentos.

Uma vez que a parcela de integração dos três campos no ponto de interação y, junto ao termo de
normalização de Fourier, é sintetizado na forma das δ no espaço dos momentum como∫

d4yei(q−p−r)y = (2π)4δ(q − p− r)⇒
[∫

(d4y)ei(q−p−r)y
1

[(2π)4]

]3

= δ3(q − p− r), (6.20)

sendo usada, daqui em diante, a notação δ(q − p − r) = δ(n)(q − p − r) compactamente para n
dimensões, e partindo do fato que os campos associados ao gráviton podem ser expressos por

hωω(r) = ηθπh
θπ(r); (6.21)

h µ
σ (r) = ησθh

µθ(r); h µ
ρ (r) = ηρθh

µθ(r); (6.22)

hαµ(r) = ηαθηµπh
θπ(r); hβµ(r) = ηβθηµπh

θπ, (6.23)
3 No livro de Matthew Schwartz, Quantum Field Theory And The Standard Model, p. 29, o autor declara: "... Começaremos

examinando cuidadosamente algumas das previsões de que uma teoria acerta sem in�nitos. Elas são chamados de
processos em nível de árvore, o que signi�ca que elas estão liderando a ordem em uma expansão em ~. Uma vez que
ao tomar ~→ 0 se obtem o limite clássico, os cálculos em nível de árvore estão intimamente relacionados aos cálculos
na Teoria de Clássica de Campos." (SCHWARTZ, 2014). Signi�ca que nível de árvore é o nome dado quando não se
leva em conta termos de ordem superior à correção quântica (~n, n ≥ 2) da teoria estudada, ou seja, não é posto em
consideração os efeitos de loop. Geralmente as teorias em nível de árvore possuem uma representação via diagramas
de Feynman a partir de seu vértice de interação, por trocas de momentos, que se assemelha a um galho de árvore.
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ao aplicar a expressão (6.18) sobre a de�nição do vértice em (6.19), temos:

V
intλ,

¬
λ,h

= i
δ
∫

Γ
L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ

δ
¬
λ (a)δλ(b)δhξτ (c)

= i

∫
d4qd4pd4rδ(q − p− r)δ(q − a)δ(p− b)δ(r − c)

·
[κ

2

ηθπ
2

(ηξπηθτ + ηθξηπτ )(qµp
µ −m2)− κ(ηµτηνξ + ηµξηντ )

2
qµpν

+
κ

4

(
(rρησθ − rσηρθ)

(ηµτηθξ + ηµξηθτ )

2
γσγρqµ

+ (rβηαθηµπ − rαηβθηµτ )
(ηξπηθτ + ηθξηπτ )

2
γαγβpµ

)]
, (6.24)

valendo-se do fato que δ
¬
λ (q)/δ

¬
λ (a) = δ(q− a) e δλ(p)/δλ(b) = δ(p− b). Na expressão acima foi

usada a identidade que surge da variação de um campo de gráviton com relação a outro (HOLSTEIN,
2006), prescrito na forma

δhσρ(r)

δhαβ(c)
=

1

2
(ηαρησβ + ηρβηασ)δ(r − c). (6.25)

Condensando as componentes das métricas de Minkowski emergentes das variações dos campos de
gráviton no vértice resultante, tomando em seguida (a→ q, b→ p, c→ r) e operando a integração
da equação (6.24), chegamos à expressão

V
intλ,

¬
λ,h

= iδ(q − p− r)
[κ

2
(p · q −m2)ηξτ − κ

2
(qτpξ + qξpτ ) +

κ

8
[rρ(γ

ξγρqτ + γτγρqξ)

− rσ(γσγξqτ + γσγτqξ) + rβ(γτγβpξ + γξγβpτ )− rα(γαγτpξ + γαγξpτ )]
]
, (6.26)

podendo esta ser visualizada mais compactamente como

V
intλ,

¬
λ,h

= i
κ

8
δ(q − p− r)[4(p · q −m2)ηξτ − 4(qτpξ + qξpτ ) + (γξ/r − /rγξ)qτ

+ (γτ/r − /rγτ )qξ + (γτ/r − /rγτ )pξ + (γξ/r − /rγξ)pτ ], (6.27)

sendo aqui empregada a notação de Feynman para contração de um vetor e uma matriz gama,
vµγ

µ = vµγµ = /v.
Transcrevendo os índices da expressão (6.27) na forma contravariante para a forma covariante e

renomeando estes em (ξ → α, τ → β), temos que o vértice de interação MDO-gráviton em nível de
árvore é descrito por

Vαβ(q, p, r) = i
κ

8
δ(q−p−r)[4(p ·q−m2)1ηαβ−4(qαpβ +qβpα)1+[γα, /r](p+q)β +[γβ, /r](p+q)α],

(6.28)
em que r = q − p e 1 = 14 a matriz identidade.

O diagrama de Feynman representativo ao vértice MDO-gráviton é evidenciado pela ilustração a
seguir. A troca de momentos entre os campos MDO usual λ(p), MDO dual

¬
λ (q) e o gráviton hµν(r),

exibida na Figura 5, ocorre via o vértice Vαβ(q − p − r) expresso matematicamente pela equação
(6.28), em que esses obedecem as referências de propagação de�nidas em (6.14)-(6.16), sendo e−i(�) e
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hµν(r)

λ(p)

¬
λ (q)

Figura 5 – Vértice de interação MDO-gráviton em nível de árvore na ordem de κ. Fonte: Produção
própria do autor.

e+i(�) as direções de entrada e saída dos campos no vértice, nessa ordem.
A critério de comparação, os vértices de interações gravitacionais para campos de spin-0 (escalar)

e de spin-1/2 (de Dirac) são dados por

Vαβ(p, q) = i
κ

2
δ(p− q)((p · q −m2)ηαβ − pαqβ − qαpβ) (6.29)

e
Vαβ(p, q) = i

κ

2
δ(p− q)

[1

2

(1

2
(/p+ /q)−m

)
ηαβ −

1

4
(γα(p+ q)β + γβ(p+ q)α)

]
, (6.30)

respectivamente, segunda análise desenvolvida por Holstein (2006).
É possível notar que o vértice de interação da equação (6.28) é composto de duas parcelas: a

primeira (4(p · q −m2)1ηαβ − 4(qαpβ + qβpα)1) elucida um comportamento tipicamente conhecido
entre um campo escalar-gráviton, enquanto a segunda ([γα, /r](p+q)β +[γβ, /r](p+q)α) explicita uma
característica similar à fermiônica de Dirac-gráviton, quando equiparado à análise de Holstein (2006).
Este comportamento peculiar também é veri�cado em outros contextos ao se estudar espinores de
dimensão de massa um, como em Pereira, Silva e Santos (2017), Pereira e Costa (2019). A provável razão
para esse aspecto particular é ancorada sobre o per�l mesclado do campo MDO, cuja característica
atende sua dinâmica governada pela equação de Klein-Gordon e simultaneamente sua estrutura
espinorial.

Historicamente, sob o arcabouço da TQC, John C. Ward e posteriormente Yasushi Takahashi
analisaram certas condições às funções de correlação que decorrem de simetrias globais ou de
gauge para que uma teoria permaneça válida após sua renormalização. Dentro da Eletrodinâmica
Quântica, Ward e Takahashi obtiveram uma identidade relacionada à renormalização da função de
onda do elétron ao seu fator de renormalização de vértices (WARD, 1950; TAKAHASHI, 1957), o
que possibilitou o cancelamento da divergência ultravioleta nas ordens superiores de perturbação.
Expondo de forma mais didática, pode-se dizer que uma identidade de Ward-Takahashi é a versão
quântica correspondente à conservação de corrente clássica associada a uma simetria contínua pelo
teorema de Noether. A �m de explorar a invariância de gauge para a interação entre férmions de
dimensão de massa um e o gráviton, a relação de Ward-Takahashi com viés de aplicação gravitacional,
como explorado em Just e Rossberg (1965), Capper e Medrano (1974), será necessária para esse
contexto.
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Aplicando-se o momento do gráviton, r = q − p, sobre o vértice MDO-gráviton (6.28), temos

rαVαβ = i
κ

8
[4(q − p)α(p · q −m2)ηαβ − 4(q − p)α(qαpβ + qβpα)

+ (q − p)α([γα, γµ](q − p)µ(p+ q)β + [γβ, γν ](q − p)ν(p+ q)α)]. (6.31)

Desenvolvendo a equação (6.31), chegamos a

rαVαβ = i
κ

8
[4qβ(p2−m2)− 4pβ(q2−m2) + (q− p)α([γα, γβ](q2− p2)− [γβ, γα](p2− q2))]. (6.32)

Valendo-se do fato queS(p) = (p2−m2)1 é o operador inverso4 ao propagador de Feynman–Dyson do
campo MDO com momento p, como mostrado em Ahluwalia (2017b) e que [γα, γβ] = −2σαβ = 2σβα,
após algumas manipulações algébricas concluímos que a identidade de Ward-Takahashi para esse
caso especí�co é ditada por:

Wβ(p, q) = 2rαVαβ = iκ[qβS(p)− pβS(q) + (q − p)α(ω{αβ}S(p)− S(q)ω{αβ})], (6.33)

em que ωαβ = −ωβα = 1
2
σαβ , sendo ω{αβ} = ωαβ + ωβα = 0, caraterizando uma contribuição nula à

parcela de aspecto fermiônico da identidade para a relação MDO-gráviton.

6.2 CORREÇÃO A UM LOOP NO PROPAGADOR DO GRÁVITON VIA FÉRMION MDO

Veremos, nesta seção, o desenvolvimento e os conceitos físicos adjacentes à correção a um loop
do propagador do gráviton mediado pelo campo fermiônico MDO.

Em torno da métrica de Minkowski, o propagador de Feynman-Dyson associado ao gráviton, no
espaço dos momentum, é expresso em Donoghue (1995), Kiefer (2007) como5

iGµν,αβ(k) =
i

2

(ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ)

k2 + iε
, (6.34)

em que ε = 0+ e k o momento do gráviton que se propaga do ponto µν ao ponto αβ.
A in�uência da criação de pares virtuais de férmions MDO-usual/dual sob o propagador do

gráviton (6.34) é modi�cada por uma correção de ordem κn, dada por

iG ′µν,αβ(k) = iGµν,αβ(k) + iGµν,δε(k)Πδε,ρσ(k)iGρσ,αβ(k) + ...+O(κn), (6.35)

em que Πδε,ρσ(k) é chamado tensor de polarização e corresponde à primeira parcela divergente em
um loop da correção da auto-energia do gráviton (κ2), como mostrado por meio de diagramas de
Feynman na Figura 6. Esse conceito é muito próximo à noção aplicada para o entendimento da
4 A descrição propriamente dita do propagador de Feynman-Dyson, no espaço das posições, do campo MDO é dado

por SFD(x
′ − x) =

∫
d4p
(2π)4 e

−ipµ(x
′
µ−xµ)

[
1

pµpµ−m2+iε

]
, que satisfaz (∂µ′∂µ

′

−m2)SFD(x
′ − x) = −δ4(x′ − x)

(AHLUWALIA, 2017b).
5 A notação comumente utilizada para o propagador do grávitonDFµν,αβ(k)→ Gµν,αβ(k) foi propositalmente alterada

por nós, a �m de diferenciar dos propagadores para fótons DFµν(k) ou mesmo para outros bósons de interação com
notação similar, presentes na literatura.
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polarização no vácuo, por meio dos fótons, pela Eletrodinâmica Quântica (GREINER; REINHARDT,
1996, p. 234-246).

+=

Figura 6 – Propagador do gráviton com correção à primeira ordem em um loop de κ2. Fonte: Produção
própria do autor.

O tensor de polarização, que não está na concha de massa, para o gráviton de momento p e o
MDO de momento q e massa m, é de�nido na forma

Πµν,αβ
(a) (p) = −

∫
ddq

(2π)d
Tr[V µνi1V αβi1]

(q2 −m2)[(p− q)2 −m2]
, (6.36)

sendo d = 4 − 2ε a dimensão de regularização da integração, Tr[] o operador traço, V µν =

V µν(−q, p, q − p) e V αβ = V αβ(q,−p, p − q) os pontos de entrada e saída do vértice de intera-
ção MDO-gráviton, já respeitando os propagadores dos férmions 1

(q2−m2)
e 1

[(p−q)2−m2]
. Vide sua

representação na Figura 7 denotada por (a). É importante enfatizar que a orientação de propagação

q − p

q

p p

q

Figura 7 – Dois diagramas, (a)−esquerda e (b)−direita (veja (D.8) do Apêndice (D)), que representam
os tensores de polarização, pelas criações de férmions MDO virtuais associadas à auto-
energia do propagador do gráviton. Fonte: Produção própria do autor.

para o momento do férmion MDO na parte superior em (a), (q− p)→ (p− q), altera se for invertido
seu sentido. Mas, para ambas situações, a polarização é indistinguível. Já a ilustração (b) corresponde
a um vértice de dois grávitons e um férmion MDO cuja equação é ditada por

Πµν,αβ
(b) (p) = −

∫
ddq

(2π)d
Tr[V µναβi1]

(q2 −m2)
, (6.37)

em que V µναβ = V µναβ(−p, q,−q, p).
Com o auxílio do programa Mathematica6 Versão 10.0 (WOLFRAM, 2014), do pacote FeynCalc7

9.0 (SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA, 2016) e das bases de Bateman (1953), Capper (1975), a
6 Um programa de computador, originalmente concebido por Stephen Wolfram, e continuamente desenvolvido pela

empresa Wolfram Research, localizada em Champaign (Illinois), que implementa um sistema de álgebra computacional
<https://www.wolfram.com/mathematica/new-in-10/>.

7 Um pacote do Mathematica para avaliação simbólica de diagramas de Feynman e cálculos algébricos em Teoria
Quântica de Campos e Física de Partículas Elementares <https://feyncalc.github.io/>.
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partir do vértice (6.28) na equação (6.36), obtemos (veja a demonstração no Apêndice (E)):

Πµν,αβ
(a) (p) = κ2δ(q − p− r){(ηαβηµν [2(p · q)m2 − (p · q)2 −m4]− pαpβpµpν)J1

+ (Aαµβν +Aανβµ +Aβµαν +Aβναµ)J1

+ (pαBβ{µν} + pβBα{µν} + pµBν{αβ} + pνBµ{αβ})J2

+ (ηαβJ3 + pαpβJ4)pµpν + (ηµνJ3 + pµpνJ4)pαpβ + (ηαµJ3 + pαpµJ4)Cβν

+ (ηανJ3 + pαpνJ4)Cβµ + (ηβµJ3 + pβpµJ4)Cαν + (ηβνJ3 + pβpνJ4)Cαµ

− (pαpβpµpν)J7 − (ηαβpµpν + ηµνpαpβ + 4p(αηβ)(µpν))J8

− (2ηα(νηµ)β + ηαβηµν)J9}, (6.38)

em que os termos do tipoA são descritos compactamente porAαµνβ ≡ 1/4 ·ηαµ[pβpν(p2 +q2−2 ·q)],
B porBα{µν} ≡ 1/4·[ηαµpν(p2−2p·q)+ηανpµ(p2−2p·q)+4pαηµν(p·q−m2)+(ηαµpν+ηανpµ)q2] e C
por Cαµ ≡ 1/4 ·ηαµ(p2 +q2−2p ·q)−pαpµ, tendo ainda a notação ηα(νηµ)β = 1/2 ·(ηανηµβ+ηαµηνβ).
Os termos Ji são objetos que levam em si as divergências da integração sobre (6.36), expressos como:

J1 = π2Γ(ε)
1

(2π)4
, (6.39)

J2 =
J1

2
=
π2

2
Γ(ε)

1

(2π)4
, (6.40)

J3 = π2Γ(ε)
(−m2)

(−2)(2π)4

1

3
(3− 2z), (6.41)

J4 = π2Γ(ε)
1

6(2π)4
, (6.42)

J7 = π2Γ(ε)
1

5(2π)4
, (6.43)

J8 = π2Γ(ε)
(−m2)

(−6)(2π)4

(
1− 3

5
z

)
(6.44)

e
J9 = π2Γ(ε)

m4

8(2π)4

1

15
(15− 20z + 8z2), (6.45)

já expandidos em torno de d→ 4, sendo Γ(ε) = 1
ε
− γ, na qual Γ é a função gama de Euler, ε = 0+,

γ a constante de Euler-Mascheroni8 e z = p2/4m2. Observa-se que não existem os correspondentes
J5 e J6 pois as componentes que deveriam dar origem a esses termos de divergência têm a forma
pαpβpµ, estando esses ausentes no resultado (6.38) por consequências puramente matemáticas na
tomada do traço do produto de dois vértices de interação MDO-gráviton.
8 Constante de�nida pela primeira vez pelo matemático Leonhard Euler (1740), podendo ser expressa como γ =

lim
n→∞

(
n∑
k=1

1
k − ln(n)

)
tendo as primeiras aproximações decimais da série: γ = 0, 5772156... Não foi provado se γ é

algébrico, transcendente ou até irracional (COURANT; JOHN; GOLDBERG, 1974).
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Como pode ser notado no Apêndice (E), em junção com o resultado proferido na equação (6.38),
a resolução analítica para o primeiro tensor de polarização se mostrou um tanto quanto extensa e
trabalhosa. Contudo, a aplicação dos chamados operadores de Barnes–Rivers a esse contexto traz
uma solução inteiramente processada pelo FeynCalc, além de mais compacta.

Sabe-se que o propagador do gráviton (6.34) é simétrico entre a combinação de índices (µν)-(αβ)

e antissimétrico na combinação de seus pares. Barnes e Rivers mostraram a existência de um conjunto
completo de operadores que abrangem as simetrias mencionadas, sendo esses de�nidos no espaço
dos momentum por Rivers (1964), Accioly et al. (2000)

P 0
µν,αβ =

1

3
ΘµνΘαβ, (6.46)

P̄ 0
µν,αβ = ωµνωαβ, (6.47)

¯̄
P 0
µν,αβ = Θµνωαβ + ωµνΘαβ, (6.48)

P 1
µν,αβ =

1

2
(Θµαωνβ + Θµβωνα + Θναωµβ + Θνβωµα), (6.49)

P 2
µν,αβ =

1

2
(ΘµαΘνβ + ΘµβΘνα)− 1

3
ΘµνΘαβ, (6.50)

em que Θµν e ωµν são os respectivos operadores de projeção longitudinal e transversal, denotados
como

Θµν = ηµν −
kµkν
k2

, ωµν =
kµkν
k2

, (6.51)

para grávitons não massivos de momento kµ. Tais operadores de projeção satisfazem as relações:

ΘµαΘα
ν = Θµν , ωµαω

α
ν = ωµν , Θµαω

α
ν = 0. (6.52)

A coleção dos quatro elementos {P 1, P 2, P 0, P̄ 0} consiste em um conjunto completo de ope-
radores de projeção para tensores simétricos de segunda ordem. São idempotentes, mutuamente
ortogonais e satisfazem a relação de completude (ACCIOLY et al., 2000). A partir da própria de�nição
do conjunto de operadores {P 1, P 2, P 0, P̄ 0, ¯̄P 0}, dados em função dos operadores de projeção do
gráviton (6.51), pode-se obter

1

2
(ηµαηνβ + ηµβηνα) = [P 1 + P 2 + P 0 + P̄ 0]µν,αβ, (6.53)

ηµνηαβ = [3P 0 + P̄ 0 +
¯̄
P 0]µν,αβ, (6.54)

ηµαkνkβ + ηµβkνkα + ηναkµkβ + ηνβkµkα = k2[2P 1 + 4P̄ 0]µν,αβ, (6.55)
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ηµνkαkβ + ηαβkµkν = k2[2P̄ 0 +
¯̄
P 0]µν,αβ, (6.56)

kµkνkαkβ = k4P̄ 0
µν,αβ. (6.57)

É possível perceber que parte dos elementos contidos no lado esquerdo das equações (6.53)-(6.57)
se assemelham com as combinações métricas-métricas ou métricas-momentos presentes na equação
do tensor de polarização (6.38), em termos de um gráviton com momento p. Isso é um informativo
prévio de que tensores de polarização para correção do propagador do gráviton a um loop podem ser
escritos em termos dos operadores de Barnes-Rivers.

Diante desse conceito apresentado e em posse dos operadores de Barnes-Rivers (6.46)-(6.50), o
tensor de polarização (a) (6.36) e sua soma com (b) (6.37) são computados diretamente pelo FeynCalc
9.0 (SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA, 2016), sendo expressos por:

Πµν,αβ
(a) (p) =

κ2

π2ε

[( m4

2 · 16
− 8m2p2

3 · 16

)
P 0µν,αβ +

(
− m4

2 · 16

)
P̄ 0µν,αβ +

(
m4

2 · 16

)
¯̄
P 0

µν,αβ

+

(
−m

4

16
− m2p2

16

)
P 1µν,αβ +

(
−5m2p2

3 · 8 −
m4

16
+

3p4

10 · 16

)
P 2µν,αβ

]
(6.58)

e

Πµν,αβ
(a)+(b) =

κ2

16π2ε

[
−
(
m4 − 2m2p2

)
P 0µν,αβ +

(
m4
)
P̄ 0µν,αβ −

(
m4
) ¯̄
P 0

µν,αβ

+
(
2m4 +m2p2

)
P 1µν,αβ +

(
2m4 + 2m2p2

)
P 2µν,αβ

]
, (6.59)

respectivamente.
Agora vamos focar no termo de tadpole9 e sua correspondente contribuição. É preciso, antes

de tudo, mencionar que no arcabouço da TQC, um tadpole é um diagrama de Feynman de um loop
com uma "perna externa"que contribui para uma função de correlação de um ponto, ou seja, o
valor esperado de vácuo do campo analisado. Para muitas teorias não massivas, esses diagramas
desaparecem na regularização dimensional10. Portanto, correções de tadpoles são necessárias se o
campo externo correspondente tiver um valor esperado de vácuo diferente de zero, como o campo de
Higgs (ROJAS, 2015).

O termo de tadpole associado ao propagador do gráviton devido à função de correção pelo férmion
MDO é elucidado na Figura 8.

Sua parcela divergente é simplesmente dada por

Wµν = −κ m4

16π2ε
ηµν , (6.60)

9 Tradução literal: girino. Justamente pelo seu formato característico. Os diagramas de Feynman com a forma de tadpole
foram utilizados nos anos de 1960 pela primeira vez. Um dos pioneiros foi Abdus (SALAM, 1961) mas, o mesmo
não assumiu a autoria do nome para esse diagrama. Posteriormente, os físicos Sidney Coleman e Glashow (1964)
aplicaram tadpoles para explicar a quebra de simetria presente na interação forte, durante meados dos anos 1960.

10 Por análise dimensional e pela ausência de qualquer escala de massa inerente na integração do loop.
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q

Figura 8 – Diagrama do termo de tadpole para o propagador do gráviton. Fonte: Produção própria do
autor.

extraída a partir da integração∫
ddq qµqν

q2 −m2
=
iπ2m4

4ε
ηµν + termos �nitos, (6.61)

para o propagador e o loop externo a esse, respectivamente.
Sabe-se que o funcional gerador para o gráviton Z[gαβ] =

∫
d[hαβ]ei

∫
d4xL é invariante baixo

uma transformação usual de coordenadas na forma x′µ = xµ + εµ. Essa invariância é dada por

δZ =

∫
d4x

δZ

δgαβ
δgαβ =

∫
d4xÂαβλ

δZ

δhαβ
= 0, (6.62)

segundo Kiefer (2007), que por meio de uma integração por partes, garante-se o operador

Âαβλ = −ηαλ∂β − κ
(
hαλ∂β + ∂βhαλ −

1

2
∂λhαβ

)
. (6.63)

Em posse dessa análise, tomando-se a derivada funcional de Z[gαβ] com respeito a hαβ e convertendo
o resultado para o espaço dos momentum, com o uso das identidades de Barnes-Rivers,

pµP 2
µν,αβ = pµP 0

µν,αβ = 0, (6.64)

pµP 1
µν,αβ =

1

2
(Θναpβ + Θνβpα) , (6.65)

pµ
¯̄
P 0
µν,αβ = pνΘαβ, (6.66)

pµP̄ 0
µν,αβ = pνωαβ, (6.67)

computamos, auxiliado pelo FeynCalc 9.0 (SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA, 2016), a identi-
dade de Ward para essas correções a um loop devido ao férmion MDO:

pµΠµν,αβ +
κ

2

(
ηναpµW

βµ + ηνβpµW
αµ − pνWαβ

)
= 0. (6.68)

Sob uma veri�cação de consistência importante, observamos que a equação (6.68) é realmente satisfeita
por Πµν,αβ = Πµν,αβ

(a) + Πµν,αβ
(b) (6.59) junto com a contribuição do termo de tadpole apresentada na

equação (6.60), como esperado.
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Além disso, notamos que se pode adicionar um termo cosmológico à densidade de lagrangiana
original, presente na ação (6.1), assim como realizado em Capper (1975),

L′ = L − Λ
√−g, (6.69)

a �m de que o termo de constante cosmológica Λ possa cancelar a contribuição do tadpole. A
densidade de lagrangiana (6.69), em primeira ordem de κ, leva ao reconhecimento de que a parcela
oriunda de Λ implica em

[
Λ
√−g ⇒ κ m4

8π2ε

]
que, por sua vez, é um contratermo ao tadpole para a

auto-energia do gráviton.
Finalizamos esta seção fazendo duas advertências importantes. Certamente, em ordens superiores

de κ, outros termos podem aparecer, modi�cando profundamente a auto-energia do gráviton, mas
não exploraremos esses termos nesta tese. Além disso, como está claro, temos uma teoria com mais
termos de momento no propagador do que no caso fermiônico de Dirac. Esse fato pode levar a
alguma preocupação com a unitariedade, no sentido de que a teoria em questão poderia ser encarada,
portanto, como uma teoria fermiônica de "dimensão superior". Observamos, no entanto, que os
férmions MDO também são limitados pelas equações subsidiárias de primeira ordem, como elucidado
nas equações (3.36)-(3.39) de Ahluwalia (2017b), não dinâmica no presente caso que, por hipótese,
poderia auxiliar a fornecer uma fatoração de modo a garantir (ou preservar) a unitariedade, via Regras
de Cutkoski.

6.3 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO E POTENCIAL GRAVITACIONAL MDO-GRÁVITON

O cálculo adjacente a um processo de espalhamento pode ser realizado associando os respectivos
diagramas de Feynman em uma determinada ordem de perturbação. Tal procedimento, como é bem
conhecido na TQC (PESKIN; SCHROEDER, 1995), reproduz os resultados da Mecânica Quântica
Relativística, onde a interação entre partículas é descrita por um potencial V (x). Como nosso
interesse aqui está na análise do conteúdo físico codi�cado na interação entre os férmions MDO
e o gráviton, estudaremos nesta seção o limite não relativístico de tal interação, após realizar os
cálculos da amplitude de espalhamento11 relativística completa de dois férmions MDO mediados por
um gráviton a nível de árvore.

A relação entre o potencial V (x) e a amplitude de espalhamentoM é dado por

V (x) =
−i
2E1

1

2E2

∫
d3r

(2π)3
(iM(r))eir·x, (6.70)

em que r representa a troca de momento do gráviton, com E1 e E2 sendo as trocas de energias das
partículas de matéria envolvidas no processo. A amplitude de espalhamentoM(r) é designada por
11 Partindo da de�nição e dos princípios da Mecânica Quântica, a amplitude de espalhamento é a mensuração de

probabilidade entre a onda esférica de saída em relação à onda plana de entrada em um dado processo de espalhamento
de estado estacionário da interação entre partículas. Dito de forma mais simpli�cada, é uma amplitude de probabilidade
de um certo processo com interação (ZETTILI, 2003, p. 600-601).
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M =
1

m2

(
¬
λ
S/A

ξ (k)V αβλ
S/A
ξ (p)Gµναβ

¬
λ
S/A

ξ (k′)V µνλ
S/A
ξ (p′)

)
, (6.71)

em que m é a massa do férmion MDO e os pares (V αβ, V µν) são os vértices de interação MDO-
gráviton em dois pontos do processo, mediados pelo gráviton. As demais quantidades que compõem
a amplitude de espalhamento são expressas por:

¬
λ
S

ξ (k) = λ̃Sξ (k)A,
¬
λ
A

ξ (k) = λ̃Aξ (k)B, (6.72)

Gαβµν =
1

2r2
(ηαµηβν + ηβµηαν − ηαβηµν). (6.73)

O termo Gαβµν é o propagador do gráviton no espaço dos momentum, já apresentado na equação
(6.34), e aqui omitido o fator in�nitesimal ε. A sua construção e �xação de gauge estão apresentadas,
também, em Capper, Leibbrandt e Medrano (1973). O índice inferior ξ que aparece em (6.71)-(6.72),
nos espinores usuais e duais, representa as possibilidades de helicidade dos espinores {±,∓}. Os
operadores A e B são escritos em termos da rede�nição do espinor dual, necessária para que a
teoria seja invariante de Lorentz, como visto na Seção 3.3. Isso pode ser veri�cado analisando as
somas de spin no limite de τ → 1, embutido implicitamente nesses mesmos operadores. Lembrando
que as relações de ortonormalidade também são mantidas intactas, assim como era na de�nição
original do espinor Elko, de acordo com Ahluwalia (2017b). É importante elucidar que esse parâmetro,
bem como seu limite, como veremos, não desempenha nenhum papel em nossa análise, pela forma
que está composta na de�nição da amplitude de probabilidade. Além disso, na amplitude (6.71),
deve-se escolher qual espinor usual/dual do MDO prescrever. Optamos pelo uso dos espinores
autoconjugados de carga (S). O resultado �nal seria o mesmo, caso estivéssemos optado em usar os
espinores anti-autoconjugados de carga (A).

O grá�co de Feynman associado ao espalhamento λSξ (p)λSξ (p′) →
¬
λ
S

ξ (k)
¬
λ
S

ξ (k′), mediado por
um gráviton, pode ser visto na Figura 9.

Gµναβ

λS
ξ (p) λS

ξ (p
′)

¬
λ
S

ξ (k′)
¬
λ
S

ξ (k)

Figura 9 – Diagrama de Feynman para férmions MDO com espalhamento mediado por um gráviton.
Fonte: Produção própria do autor.

Uma vez escolhido os espinores autoconjugados, a amplitude de espalhamento dada pela equação
(6.71) é reescrita como

M =
1

m2

(
λ̃Sξ (k)AV αβλSξ (p)Gµναβλ̃Sξ (k′)AV µνλSξ (p′)

)
, (6.74)
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em que
¬
λ
S

ξ (k) 7→ λ̃Sξ (k)A, sendo o operador A = 2[(1− τG)/(1− τ 2)], na qual G = G(ϕ) é uma
matriz 4 × 4 constituída por elementos de função angular azimutal presente na soma de spin da
antiga forma do espinor Elko. Adotando-se, ainda, uma notação mais compacta para o vértice de
interação12, temos a descrição

V µν =
κ

16
[4(k′ · p′ −m2)ηµν − 4(k′µp′ν + k′νp′µ)︸ ︷︷ ︸

Eµν

+ [γµ, /r](p′ + k′)ν + [γν , /r](p′ + k′)µ︸ ︷︷ ︸
Mµν

]

=
κ

16
(Eµν +Mµν), (6.75)

válida da mesma forma para os momentos de entrada em V αβ . Os símbolos Eµν e Mµν representam
os setores à lá “escalar” (com uma matriz de identidade implícita) e fermiônico, respectivamente,
compondo o vértice MDO-gráviton.

Em posse da compactação (6.75), a amplitude de espalhamento (6.74) torna-se

M =
κ2

256m2

(
λ̃Sξ (k)EαβλSξ (p) + λ̃Sξ (k) · 2

(
1− τG
1− τ 2

) ∣∣∣∣∣
τ

MαβλSξ (p)

)

· Gµναβ
(
λ̃Sξ (k′)EµνλSξ (p′) + λ̃Sξ (k′) · 2

(
1− τG
1− τ 2

) ∣∣∣∣∣
τ

MµνλSξ (p′)

)
, (6.76)

sendo admitido o fato de que AEαβλSξ (p) 7→ EαβAλSξ (p) = EαβλSξ (p), por Eαβ ser uma quantidade
escalar acompanhado de uma matriz identidade e pela propriedade do operador A ser tal que
AλSξ (p) = λSξ (p), já que GλSξ (p) = λSξ (p). A mesma explicação ocorre para a aplicação AEµνλSξ (p).
A indexação |τ à direita do operadorA, explicitamente atuando na matriz Mαβ (e Mµν), é uma alusão
de que ao �m do dia será tomado o limite de τ 7→ 1.

É possível notar que a matriz G atua sobre as parcelas matriciais fermiônica Mαβ (e Mµν) na
equação (6.76). Essas parcelas são estruturas compostas pela comutação de matrizes gama de Dirac,
na forma [γµ, γν ]. Assim, atentemos para a propriedade

Gγµγν = γµγνG 7→ GMµν = MµνG, (6.77)

sendo válido lembrar, também, que GλSξ (p) = λSξ (p). Munido da propriedade acima, seguimos que

M =
κ2

256m2

(
λ̃Sξ (k)EαβλSξ (p) +

[
2

1− τ 2
− 2τ

1− τ 2

] ∣∣∣∣∣
τ→1

λ̃Sξ (k)MαβλSξ (p)

)

· Gµναβ
(
λ̃Sξ (k′)EµνλSξ (p′) +

[
2

1− τ 2
− 2τ

1− τ 2

] ∣∣∣∣∣
τ→1

λ̃Sξ (k′)MµνλSξ (p′)

)
. (6.78)

12 Para uma enfatização de simetria mais precisa no processo de espalhamento, inserimos um fator global 1/2 na ação
do espinor MDO, expressa via equação (6.1). Por consequência, o vértice de interação passa a ter esse fator global
acrescido em sua forma original, apresentada na equação (6.28).
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Tomando-se o limite τ → 1, a parcela entre colchetes assume o valor [1] e assim temos

M =
κ2

256m2

(
λ̃Sξ (k)EαβλSξ (p) + λ̃Sξ (k)MαβλSξ (p)

)
Gµναβ

(
λ̃Sξ (k′)EµνλSξ (p′) + λ̃Sξ (k′)MµνλSξ (p′)

)
.

(6.79)

Após contrair o propagador do gráviton (6.73) com um dos vértices e substituir explicitamente o par
(Eαβ,Mαβ) presente em (6.75) (veja a demonstração no Apêndice (F)), obtemos

M = C
[
64m2(4m2(p′ · k′)− 4m4 + 2(k · k′)(p · p′)) + 16m3λ̃S{+,−}(k)[/k′ + /p′, /r]λS{+,−}(p

′)

− 16mk · (k′ + p′)λ̃S{+,−}(k
′)[/p, /r]λ

S
{+,−}(p

′)− 16mp · (k′ + p′)λ̃S{+,−}(k
′)[/k, /r]λS{+,−}(p

′)

+ 16m[m2λ̃S{+,−}(k)[/k′ + /p′, /r]λS{+,−}(p)− p′ · (k + p)λ̃S{+,−}(k)[/k′, /r]λS{+,−}(p)

− k′ · (k + p)λ̃S{+,−}(k)[/p′, /r]λS{+,−}(p)] + 2λ̃S{+,−}(k)[γα, /r]λS{+,−}(p)λ̃
S
{+,−}(k

′)

× [γα, /r](p
′ + k′) · (p+ k)λS{+,−}(p

′)
]
, (6.80)

em que C = κ2/(256m2r2), sendo r o momento do gráviton.
Claramente, a amplitude de probabilidade expressa pela equação (6.80) está descrita de forma

generalizada, com todas as trocas de energia e momento linear possíveis, em nível de árvore, para um
processo de espalhamento MDO-gráviton. Agora, vamos considerar um espalhamento no referencial
do centro de massa para nos aproximarmos de uma melhor simulação de detecção experimental,
caso isso fosse possível. No referencial de centro de massa, tem-se a condição r0 = 0. De�nimos
os momentos para os férmions e para o gráviton presentes na interação como pµ = (E, 0, p, 0),
kµ = (E, p sin θ, p cos θ, 0), rµ = pµ − kµ = (0,−p sin θ, p − p cos θ, 0), p′µ = (E, 0,−p, 0) e
k
′µ = (E,−p sin θ,−p cos θ, 0). Assim, dado essas condições e após o auxílio do programa MAPLE

13 (MAPLE, 2016) em paralelo com algumas manipulações analíticas, chegamos à amplitude de
espalhamento de momento arbitrário no referêncial de centro de massa para o processo MDO-
gráviton:

M = C
{
− 256m6 + 128m2E2(E2 + 2p2 + 2m2) + 128m2p2(p2 − 2m2 cos θ)

+
256m

E +m
[(E +m)2 − p2](2E2 −m2 + p2(1 + cos θ))[−Ep cos(θ/2) sin(θ/2) sin θ]

− 8(4E2 + p2)

(E +m)2
[(E +m)2 − p2]2[4p2(cos θ − 1) cos2(θ/2) sin2(θ/2)(1 + cos θ)]

}
, (6.81)

em que r2 = (pµ − kµ)(pµ − kµ) = 2p2(cos θ − 1) no fator C. Durante o cálculo, foi levado em
consideração as estruturas explícitas do férmion MDO em coordenadas esféricas (veja Apêndice (G))
e tomado o limite do ângulo azimutal ϕ→ 0, já que tal parâmetro se anula no referencial adotado.

Com o propósito de analisar a validade do potencial V (x) a baixas energias, é útil realizarmos
o limite não relativístico nesse processo. Esse limite corresponde em tomar (p → 0, θ → 0) na
amplitude de espalhamento, já que E2 = m2 + p2 = m2(1 + p2/m2) e p2 � m2 ⇒ E ' m.
Sendo, portanto, pµ ' (m,0). Tal procedimento equivale aMNR = −κ2(128m6/256m2r2), já que
r2 = r2

0 − r2 ' −r2, com o subscrito NR designando “Não-Relativístico”. Ocorre que nesse limite a



87

amplitude �nal contém uma contribuição oriunda apenas do setor à lá “escalar” contido no vértice de
interação. Desse modo, vemos queMNR = −κ2(128m6/256m2r2) = −κ2m4/(2r2) 7→ iMNR =

−i8πGm4/r2, já que κ2 = 16πG. Agora, por meio da equação (6.70), temos

VNR(x) =
−i
2Ep

1

2Ek′

∫
d3r

(2π)3
(iMNR)(r)eir·x = − 1

4m2

∫
d3r

(2π)3

(
8πGm4

r2

)
eir·x, (6.82)

que reescrita em coordenadas esféricas resulta em

VNR(R) = −2πGm2

∫
sen(θ)dθdϕdr

(2π)3
ei|r||R|cos(θ) = −Gm2 · 1

R
Sgn(R), (6.83)

em que θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π] e Sgn(R) = ±R. É importante observar que mesmo o momento do
gráviton estando escrito em termos das diferenças dos momentos dos férmions de dimensão de massa
um no limite não relativístico, este foi absorvido ao �m da integração. Considerando R ∈ [0,∞),
obtemos, �nalmente, o potencial no regime não relativístico13 do processo de interação MDO-gráviton:

VNR(R) = −Gm
2

R
, (6.84)

que, por sua vez, reproduz a energia potencial gravitacional, e consequentemente o potencial gravi-
tacional atrativo newtoniano. Este resultado pode ser encarado como um suporte adicional para a
a�rmação de que campos espinoriais de dimensão de massa um são candidatos à matéria escura atual.
Isso porque o modelo cosmológico ΛCDM entende a matéria escura como fria (não termalizada e a
baixas energias), não-bariônica e sem colisões, implicando que suas partículas interagem entre si e
com outras partículas apenas por meio da gravidade, sendo essa realizada possivelmente a campo
fraco, e constituindo cerca de 26,5% (TANABASHI; GROUP et al., 2019) da densidade de massa e
energia do universo. Ademais, o fator Λ deste modelo corrobora, como visto na Seção 6.2, para que
termos de tadpole sejam dissipados e, por conseguinte, permitem eliminar uma divergência a mais
presente dentro da primeira ordem de correção a um loop da interação entre o férmion MDO e a
gravidade.

13 A título de curiosidade, a derivação do potencial newtoniano da gravidade quântica linear foi realizada pela primeira
vez por Bronstein Bronstein (1936).
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7 CONCLUSÕES E CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste último capítulo apresentamos as conclusões em relação às nossas contribuições, retomando,
naturalmente, aos resultados originais outrora discutidos e com destaques para certos detalhes.
Não obstante, algumas considerações e ideias para possíveis trabalhos futuros também são postos
nos parágrafos seguintes, visto que, em nosso entendimento, a �nalização de uma tese, embora
con�gurando parte imprescindível para o doutoramento, nem sempre demarca um �m em si mesma.

Os capítulos 2, 3 e 4 constituem as sínteses das bases fundamentais para o entendimento conceitual
das teorias relacionadas à teoria da Relatividade Geral, ao férmion de dimensão de massa um e ao
gráviton, respectivamente. Peças elementares que alicerçaram os capítulos seguintes.

No Capítulo 5 apresentamos uma proposta investigativa para incorporação do férmion de di-
mensão de massa um e spin-1/2 à gravidade sob uma abordagem canônica. Iniciamos a primeira
seção com a prescrição hamiltoniana da RG, através do formalismo ADM (ARNOWITT; DESER;
MISNER, 1962), que folheia uma variedade tratável pseudo-Riemanniana munida de uma métrica
física (M, gµν), para um espaço-tempo globalmente hiperbólico, em hipersuperfícies de Cauchy
Σt para cada t ∈ R �xo, no moldeM ' R × Σ. Nessa formulação, a existência de duas formas
fundamentais, representadas pela decomposição trimétrica e da curvatura extrínseca (qµν , Kµν), em
junção com a derivada covariante projetável Dµ na hipersuperfície, são responsáveis em caracterizar
a chamada ação ADM, cuja tranformação de Legendre sobre a densidade de lagrangiana desta resulta
em vínculos geométricos hamiltonianos e de difeomor�smo associados à gravidade e que estabelecem
a dita dinâmica da teoria sob ausência de matéria. Na seção subsequente, incorporamos efetivamente
o férmion MDO à ação de Einstein-Hilbert. Em busca de maior completude via interação fermiônica
e gravitacional, a parte geométrica devido à Einstein-Hilbert foi reescrita em termos de tetradas a
uma extensão de Palatini-Holst (1996), que detém um campo dual à teoria gravitacional original.
A parcela associada à constante de acoplamento entre o férmion e a gravidade foram reescritas de
modo a conformar, futuramente, o comportamento de uma constante cosmológica. Realizando o
mesmo processo de folheação, à luz da prescrição ADM, construímos uma ação que une a matéria
escura MDO e a gravidade via Palatini-Holst em ADM-tetrada, vide equação (5.47), comportando a
forma mais completa para uma análise hamiltoniana em termos do campo de matéria de interesse.

Partindo da análise em que o termo de Palatini-Hoslt recupera o escalar de Ricci para a ação
original, onde este último possui uma hamiltoniana conhecida graças à prescrição canônica, nos
debruçamos a investigar a densidade de hamiltoniana ligada ao férmion MDO. Após a devida trans-
formação de Legendre para a densidade de lagrangiana do férmion em espaço curvo, conseguimos
declarar a hamiltoniana em cenário de folheações Σt à lá ADM, que explicitou a componente hamilto-
nianaH

⊥,λ,
¬
λ

como a densidade de energia do campo fermiônico MDO (T00 = ρ
λ,
¬
λ
), que “�ui” através

da função lapso, ortogonal a Σ em um dado instante de tempo t �xo. E, a decomposiçãoH
a,λ,
¬
λ

como
uma densidade direcional de �uxo de energia em função das derivadas espaciais e das conexões de
spin do campo espinorial de dimensão de massa um sob a representação (J

a,λ,
¬
λ
≡ q ba Tbcn

c), que se
desloca através do vetor shift Na tangencial a hipersuperfície Σt. Desse modo, obtivemos os vínculos
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hamiltoniano e de difeomor�smo devido à incorporação da matéria MDO à ação ADM, expressos pelas
equações (5.65)-(5.66), que elucidam três ingredientes para a dinâmica canônica, a saber: gravidade,
matéria escura e energia escura, visto que esta última pode ser interpretada através da constante
cosmológica em modelos Λ(t), agora codi�cada no termo −8πGξ

¬
λ λ, sendo

¬
λ λ um invariante

ortonormal para todo e qualquer observável,
¬
λ (x)λ(x′) = ±2mδ(x− x′), ditado para as mesmas

helicidades do férmion em sua forma autoconjugado (S) e anti-autoconjugado (A), respectivamente.
O papel desse acoplamento devido a ξ pode, ainda, ser interpretado como parcela contribuinte em
teorias escalares-tensoriais tipo Brans-Dicke (SJ, 2021). Percebemos, ainda, que a densidade de energia
ρ
λ,
¬
λ

proveniente de H
⊥,λ,

¬
λ

tem forma similar ao esperado para um campo escalar (ρφ) no mesmo
cenário, diferentemente da estrutura observada para �uxo direcional de energia entre ambos os
campos de matéria, Ja. Cabe observar que essa construção relativa aos vínculos foi realizada sobre
uma métrica geral gµν = qµν − nµnν , podendo assim ser aplicada a diversos cenários de interesses
cosmológicos como FLRW, black holes, wormholes entre outros.

Examinando conceitualmente o programa de Dirac (1951), a �m de obter uma dinâmica de quan-
tização à lá equações de Wheeler-DeWitt (Ĥ⊥,ADMΨ = 0, Ĥa,ADMΨ = 0), aplicável aos operadores
adicionais de vínculos, devido a presença do fémion MDO (Ĥ

⊥,λ,
¬
λ
, Ĥ

a,λ,
¬
λ
), nos deparamos com

dois problemas: além de desconhecer como tais operadores de matéria atuariam em um hipotético
espaço de Hilbert físico Hf munido de funcionais de onda Ψ[qab(x)], teríamos, ainda, um obstáculo
para caracterização de suas respectivas soluções. Para contornar tal situação, uma possível hipó-
tese levantada para investigações futuras seria recorrer às novas variáveis canônicas de Ashtekar
(Ea

i (x), Ajb(x
′)), que hoje sustentam as bases da moderna teoria de quantização canônica da gravidade

(LQG)1, e utilizá-las diretamente sobre a ação (5.47) em busca dos novos vínculos MDO-gravidade
que sejam potenciais à quantização.

Ainda no âmbito da natureza MDO-gravidade, no Capítulo 6 investigamos a interação entre o
campo fermiônico de spin-1/2 e dimensão de massa e a gravidade sob a óptica covariante. Preliminar-
mente, partimos da densidade de lagrangiana do respectivo férmion em espaço curvo e acomodamos
esta em uma métrica �xa de background minkowskiano sob a perturbação: gµν = ηµν + κhµν , sendo
hµν = hµν(x) o campo associado ao bóson gráviton não massivo. Desenvolvemos a densidade de
lagrangiana na primeira ordem de κ e transpomos ela no espaço dos momentum. Essa prescrição
foi necessária para tomar sua variação com relação aos campos de matéria envolvido (

¬
λ (q), λ(p))

e assim chegar ao vértice de interação, em nível de árvore, entre o MDO e o gráviton Vαβ(q, p, r),
expresso pela equação (6.28). Interessantemente, observamos que a con�guração desse vértice é um
“misto” entre os vértices de interação escalar-gráviton e Dirac-gráviton. Essa peculariedade ocorre
de forma recorrente em outros trabalhos presentes na literatura para esse férmion escuro e deve-se,
exclusivamente, ao fato dele possuir uma dinâmica tipo Klein-Gordon, embora tenha uma estrutura
espinorial. Na sequência, aplicamos o momento do bóson de spin-2 intermediador sobre o vértice
MDO-gráviton e encontramos a identidade de Ward-Takahashi Wβ (6.33) nesse caso especí�co que,
de certo modo, nos diz o comportamento da corrente à nível quântico da teoria em κ(1).
1 Uma teoria quântica da gravitação baseada numa formulação geométrica, cuja pretensão é unir a Mecânica Quântica

e a Relatividade Geral, incorporando a matéria do Modelo Padrão ao arcabouço estabelecido para o caso da gravidade
quântica pura.
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Com o intuito de entender a correção sobre o propagador relacionado à auto-energia do gráviton,
através do férmion MDO, uma análise a um loop no propagador do bóson foi realizada. Os termos
de divergência para o tensor de polarização Πµν,αβ

(a) (p) emergiram de nossa solução analítica, como
se nota pela equação (6.38). Levando em conta que era necessário obter o tensor de polarização de
dois grávitons, a resolução analítica se tornou um tanto quanto trabalhosa e uma possível saída foi
reescrever as combinações métricas-métricas e métricas-momentos via os chamados operadores de
Barner-Rivers (1964) que, com o auxílio do programa FeynCalc 9.0, nos permitiu extrair a devida
soma dos tensores de polarização Πµν,αβ

(a)+(b)(p) (6.59). Sob a mesma linha procedimental, o termo de
divergência oriundo do loop de “perna externa” ao propagador do gráviton pela função de correlação
do férmion MDO, chamado tadpoleWµν , foi obtido na equação (6.60). Isso nos permitiu identi�car a
identidade de Ward para as correções a um loop do bóson gravitacional devido ao férmion, con�gurado
na equação (6.68). Ademais, reparamos, assim como Capper (1975), que o termo de constante
cosmológica (−√−gΛ) incorporada à ação original do MDO em espaço curvo consegue reproduzir
um termo análogo ao tadpole com sinal oposto, permitindo que ambos sejam auto-excludentes. Em
outras palavras, a presença da constante cosmológica somada à densidade de lagrangiana do férmion
elimina a contribuição de tadpole para a auto-energia do gráviton.

Como último tópico, estudamos a reação λSξ (p)λSξ (p′) →
¬
λ
S

ξ (k)
¬
λ
S

ξ (k′) (o resultado seria o
mesmo se optássemos pelos espinores anti-autoconjugados (A)) mediada por um gráviton, com o
propósito de obter a amplitude de espalhamento e observar o comportamento do potencial interagente
associado. Nessa perspectiva, foi necessário utilizar diretamente as novas de�nições para o dual do
campo espinorial MDO (AHLUWALIA, 2017b), com o atributo da τ -deformação. Atingimos, com isso,
a amplitude de espalhamento arbitráriaM (6.80) e a amplitude para o referencial no centro de massa
para o processo MDO-gráviton relativístico, como expresso na equação (6.81). Em uma aplicação
direta, constatamos que no limite de baixas energias (6.84), o potencial newtoniano é alcançado,
dando um suporte adicional para o candidato à matéria escura dentro do modelo cosmológico ΛCDM
atual, visto que o objeto em questão torna-se frio (não relativístico), atrativo e autointeragente. Além
disso, o próprio fator Λ do modelo já vem na linha contributiva para eliminação do termo de tadpole.

Nessa premissa covariante, duas advertências se fazem importantes: primeiramente, em ordens
superiores de κ, outros termos aparecem e podem modi�car consideravelmente a auto-energia do
gráviton. Em segundo lugar, tal fato provoca alguma preocupação com a unitariedade da teoria,
fazendo-a ser encarada até como uma teoria fermiônica de “dimensão superior”. No entanto, vale
observar que os férmions MDO podem ser limitados pelas equações subsidiárias de primeira ordem,
como elucidado nas equações (3.36)-(3.39) de Ahluwalia (2017b). Todavia, não exploramos essas
consequências, ainda. Isso, por sua vez, abre espaço para estudos futuros.

Ressalta-se, portanto, que os capítulos 5 e 6 trazem elementos com nossas contribuições originais
para a área de Física de Partículas e Campos, tendo como foco a interação entre o férmion de spin-1/2
dotado de dimensão de massa um e a gravidade. Observa-se que, nesse último capítulo citado, tivemos
os resultados publicados (ROGERIO et al., 2019) no periódico EPL (Europhysics Letters).

Finaliza-se esta tese.

“The very foundation of science is to keep the door open to doubt.” — Carlo Rovelli
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APÊNDICE A – CURVATURA SOB FOLHEAÇÕES DO FORMALISMO ADM

Demonstração da equação de Gauss-Codazzi, baseada em Doná e Speziale (2010) e Dias (2011).
O cálculo tem por �nalidade obter a caracterização de (3)R em termos de derivadas covariantes D
de�nidas como a projeção de ∇ em Σ via qµν , pois esse termo entrará na ação de Einstein-Hilbert.
Para isso, deve-se primeiramente encontrar o tensor curvatura (3)R σ

µνρ , que parte da de�nição à lá
RG: (3)R σ

µνρ uσ = (DµDν −DνDµ)uρ, sendo uσ a componente de um quadrivetor u = uσ ⊗ eσ.
A ação dupla de uma derivada covariante D sobre um quadrivetor uρ é

DµDνuρ = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ ∇µ′Dν′uρ′ = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ ∇µ′(q
ν′′

ν′ q
ρ′′

ρ′ ∇ν′′uρ′′) = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [(∇µ′q
ν′′

ν′ )q
ρ′′

ρ′ ∇ν′′uρ′′ ]︸ ︷︷ ︸
A

+ qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [qν
′′

ν′ (∇µ′q
ρ′′

ρ′ )∇ν′′uρ′′ ]︸ ︷︷ ︸
B

+qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [qν
′′

ν′ q
ρ′′

ρ′ ∇µ′∇ν′′uρ′′ ]. (A.1)

Uma vez que ∇cq
b
a = ∇c(g

b
a + nan

b) = [(∇cna)n
b + na∇cn

b], tem-se que A pode ser visualizado
como

A = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [(∇µ′nν′)n
ν′′qρ

′′

ρ′ ∇ν′′uρ′′ + nν′(∇µ′n
ν′′)qρ

′′

ρ′ ∇ν′′uρ′′ ]

= qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ (∇µ′nν′)n
ν′′(gρ

′′

ρ′ + nρ′n
ρ′′)∇ν′′uρ′′

= qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [(∇µ′nν′)n
ν′′gρ

′′

ρ′ ∇ν′′uρ′′ + (∇µ′nν′)n
ν′′nρ′n

ρ′′∇ν′′uρ′′ ] = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ (∇µ′nν′)(∇nuρ′),

(A.2)

sendo (∇nuρ′) ≡ nν
′′∇ν′′uρ′ e

B = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ q
ν′′

ν′ [(∇µ′nρ′)n
ρ′′∇ν′′uρ′′ + nρ′(∇µ′n

ρ′′)∇ν′′uρ′′ ] = qµ
′

µ q
ν′′

ν q
ρ′

ρ (∇µ′nρ′)n
ρ′′∇ν′′uρ′′

= −qµ′µ qν
′

ν q
ρ′

ρ (∇µ′nρ′)(∇ν′n
ρ′′)uρ′′ , (A.3)

já que ∇ν′(n
ρ′′uρ′′) = (∇ν′n

ρ′′)uρ′′ + nρ
′′∇ν′uρ′′ = 0. Desse modo, em posse de A e B, a equação

(A.1) torna-se

DµDνuρ = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [(∇µ′nν′)(∇nuρ′)− (∇µ′nρ′)(∇ν′n
ρ′′)uρ′′ +∇µ′∇ν′uρ′ ]. (A.4)

Assim, com uso de (A.4),

(3)R σ
µνρ uσ = (DµDν −DνDµ)uρ

= qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ [(∇µ′nν′)(∇nuρ′)− (∇ν′nµ′)(∇nuρ′)− (∇µ′nρ′)(∇ν′n
ρ′′)uρ′′

+ (∇ν′nρ′)(∇µ′n
ρ′′)uρ′′ +∇µ′∇ν′uρ′ −∇ν′∇µ′uρ′ ]

= −Kµρq
ν′

ν (∇ν′n
ρ′′)qσρ′′uσ +Kνρq

µ′

µ (∇µ′n
ρ′′)qσρ′′uσ +∇µ′∇ν′uρ′ −∇ν′∇µ′uρ′

= [KνρK
σ
µ −KµρK

σ
ν + qµ

′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ R
σ

µ′ν′ρ′ ]uσ, (A.5)
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em que Kµν é identi�cada como a curvatura extrínseca em Σ e R σ
µ′ν′ρ′ o tensor curvatura usual da

RG em (3 + 1) para uma variedade pseudo-RiemannianaM. Portanto, a equação de Gauss é expressa
por:

(3)Rµνρσ = qµ
′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ q
σ′

σ Rµ′ν′ρ′σ′ − 2Kρ[µKν]σ. (A.6)

Na sequência, é possível determinar o escalar curvatura (3)R, objeto de interesse para a ação
gravitacional. Tem-se

(3)R = (3)Rµνρσq
µρqνσ = [KνρKµσ −KµρKνσ]qµρqνσ + qµ

′

µ q
ν′

ν q
ρ′

ρ q
σ′

σ Rµ′ν′ρ′σ′q
µρqνσ

= KµσKµσ −K2 + qµρqνσRµνρσ, (A.7)

em que Kµν ≡ qµρq
νσKρσ e K ≡ qµνKµν = K µ

µ é o traço da curvatura extrínseca. A contração que
ocorre no tensor de Riemman para produzir R o�cial da ação de Einstein-Hilbert se dá por meio da
métrica do espaço-tempo g, e não via q de Σ,

R = Rµνρσg
µρgνσ = Rµνρσ(qµρ − nµnρ)(qνσ − nνnσ)

= Rµνρσ[qµρqνσ − qµρnνnσ − nµnρqνσ + nµnρnνnσ]. (A.8)

Por outro lado, Rµνρσn
σ = 2∇[µ∇ν]nρ. Assim,

R = Rµνρσq
µρqνσ − qµρRµνρσn

νnσ − qνσRµνρσn
µnρ +Rµνρσn

µnρnνnσ

= Rµνρσq
µρqνσ − 2qµρnν∇[µ∇ν]nρ − 2qνσnµ∇[ν∇µ]nσ + 2(∇µ∇ν −∇ν∇µ)nρn

ρnµnν

= Rµνρσq
µρqνσ − 2nν [∇µ,∇ν ]n

µ −∇µ∇νn
µnν +∇ν∇µn

νnµ

= Rµνρσq
µρqνσ − 2nν [∇µ,∇ν ]n

µ, (A.9)

sendo o último termo, a menos da constante −2, identi�cado como

nν [∇µ,∇ν ]n
µ = ∇µ(nν∇νn

µ − nµ∇νn
ν)− (∇µn

ν)(∇νn
µ) + (∇µn

ν)(∇νn
µ), (A.10)

observando que

∇µ(nνnν) = (∇µn
ν)nν+n

ν(∇µnν) = ∇µ(nρg
ρ
ν)nν+n

ν(∇µnν) = (∇µnρ)n
ρ+nν(∇µn

ν) = 2���
��:0

nν∇µnν .

(A.11)
Com base nesses preceitos, tem-se

K = Kµνq
µν = qρµq

σ
ν∇ρnσq

µν = qρνqσν∇ρnσ = qρσ∇ρnσ

= gρσ∇ρnσ + nρnσ∇ρnσ = gρσ∇ρnσ = ∇ρn
ρ (A.12)

e

KµνK
µν = (qρµq

σ
ν∇ρnρ)(q

µαqνβqλβq
δ
α∇λnδ) = qρδqσλ∇ρnσ∇λnδ

= (gρδ + nρnδ)(gσλ + nσnλ)∇ρnσ∇λnδ = (∇ρn
λ)(∇λn

ρ), (A.13)
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que por sua vez, permite retomar à equação (A.7) e explicitar a chamada equação de Codazzi,

(3)R = R + 2∇µ(nν∇νn
µ − nµ∇νn

ν) +K2 −KµνK
µν (A.14)

ou
(3)R = R +K2 −KµνK

µν , (A.15)

uma vez que o termo das derivadas covariantes entre parênteses só tem validade quando a ação leva
em conta o termo de borda da variedade ∂M sendo, portanto, nula para nosso interesse no Capítulo
5.
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APÊNDICE B – OPERADOR CURVATURA ASSOCIADA AO FÉRMION MDO

Partindo-se da de�nição da conexão de spin e aplicando-a na derivara covariante previamente
de�nida, com a realização de comutação de duas derivadas covariantes sobre o espinor MDO, temos:

[∇µ,∇ν ]λ = ∇µ∇νλ−∇ν∇µλ = ∇µ

(
∂ν −

i

4
ωabν σab

)
λ−∇ν

(
∂µ −

i

4
ωabµ σab

)
λ

=
[
∂µ

(
∂ν −

i

4
ωabν σab

)
λ− Γρµν

(
∂ρ −

i

4
ωabρ σab

)
λ− i

4
ωabµ σab(∂νλ) +

i

4
ωabµ σab

i

4
ωcdν σcdλ

]
−
[
∂ν

(
∂µ −

i

4
ωabµ σab

)
λ− Γρνµ

(
∂ρ −

i

4
ωabρ σab

)
λ− i

4
ωabν σab(∂µλ) +

i

4
ωcdν σcd

i

4
ωabµ σabλ

]
.

(B.1)

Sendo a parcela (∂µ∂ν − ∂ν∂µ)λ = 0 e assumindo um cenário livre de torção (Γρµν − Γρνµ) = 0, segue
que

[∇µ,∇ν ]λ = − i
4
∂µ(ωabν σabλ)− i

4
ωabµ σab(∂νλ) +

i

4
∂ν(ω

ab
µ σabλ) +

i

4
ωabν σab(∂µλ)

+
i

4

i

4
(ωabµ σabω

cd
ν σcd − ωcdν σcdωabµ σab)λ

= − i
4

(∂µω
ab
ν )σabλ−

i

4
ωabν σab(∂µλ)− i

4
ωabµ σab(∂νλ) +

i

4
(∂νω

ab
µ )σabλ

+
i

4
ωabµ σab(∂νλ) +

i

4
ωabν σab(∂µλ) +

i

4

i

4
(ωabµ σabω

cd
ν σcd − ωcdν σcdωabµ σab)λ

= − i
4

(∂µω
ab
ν − ∂νωabµ )σabλ+

i

4

i

4
ωabµ ω

cd
ν (σabσcd − σcdσab)λ. (B.2)

Uma vez que σab = i/2[γa, γb] e {γa, γb} = 2ηab, temos de imediato que γbγa = 2ηab − γaγb e
σab = i/2[γa, γb] = i/2(γaγb − 2ηab + γaγb) = i(γaγb − ηab). Usando σab neste formato para o úl-
timo termo de (B.2), então

[∇µ,∇ν ]λ = − i
4

(∂µω
ab
ν − ∂νωabµ )σabλ−

i

4
(ωacµ ω

b
νc − ωacν ω b

µc )σabλ

= − i
4

[(∂µω
ab
ν − ∂νωabµ ) + (ωacµ ω

b
νc − ωacν ω b

µc )]σabλ. (B.3)

Portanto, tomando como base a equação acima, é possível escrever a comutação das derivadas
covariantes sob o campo MDO na forma:

[∇µ,∇ν ]λ = − i
4
F ab
µν σabλ, (B.4)

em que F ab
µν = ∂µω

ab
ν − ∂νωabµ + ωacµ ω

b
νc − ωacν ω b

µc , caracterizando assim uma espécie de opera-
dor curvatura agindo sobre o campo espinorial MDO, λ, para sua análise em espaço-tempo curvo,
dentro do contexto formulado na Seção 5.2.
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APÊNDICE C – DA AÇÃO DE EINSTEIN-HILBERT À AÇÃO DE PALATINI-HOLST

É fato estabelecido na literatura que, através da Geometria Riemanniana para tratamento da
RG (THORNE; MISNER; WHEELER, 2000, p. 270-275), o tensor de Riemann pode ser extraído da
comutação de duas derivadas covariantes atuantes em um vetor presente em uma variedadeM.
Em componentes, para um quadrivetor V = Vρ ⊗ êρ em uma variedade pseudo-Riemanniana, isso
signi�ca que

[∇µ,∇ν ]Vρ = R α
ν µρVα, R α

ν µρ = ∂νΓ
α
µρ − ∂µΓανρ + ΓσρµΓανσ − ΓσρνΓ

α
µσ. (C.1)

A relação entre o tensor de curvatura R α
ν µρ e F ab

µν , presente na Seção 5.2, origina-se da comutação
entre as derivadas covariantes em um objeto de índice interno Sa. Assim [∇µ,∇ν ]Sa:

[∇µ,∇ν ]Sa = ∇µ∇νSa −∇ν∇µSa = [∂µ(∂νSa + ω b
νa Sb)− Γαµν(∂αSa + ω b

αa Sb)

+ω c
µa (∂νSc + ω b

νc Sb)]− [∂ν(∂µSa + ω b
µa Sb)− Γανµ(∂αSa + ω b

αa Sb)

+ω c
νa (∂µSc + ω b

µc Sb)], (C.2)

que novamente, por estarmos em um cenário livre de torção Γαµν − Γανµ = 0, nos permite escrever

[∇µ,∇ν ]Sa = ∂µ∂νSa + (∂µω
b

νa )Sb + ω b
νa (∂µSb) + ω c

µa (∂νSc) + ω c
µa ω b

νc Sb

−∂ν∂µSa − (∂νω
b

µa )Sb − ω b
µa (∂νSb)− ω c

νa (∂µSc)− ω c
νa ω b

µc Sb

= (∂µω
b

νa )Sb − (∂νω
b

µa )Sb + ω c
µa ω b

νc Sb − ω c
νa ω b

µc Sb, (C.3)

onde podemos concluir que
[∇µ,∇ν ]S

a = F ab
µν Sb, (C.4)

em que F ab
µν = ∂µω

ab
ν − ∂νωabµ + ωacµ ω

b
νc − ωacν ω b

µc . Agora, reescrevendo (C.1), com o vetor Vα
em termos de tetradas e conhecendo o comportamento da comutação da derivada covariante neste
objeto, a partir da expressão (C.4), temos

R α
ν µρVα = [∇µ,∇ν ]Vρ = [∇µ,∇ν ]e

a
ρVa = eaρ[∇µ,∇ν ]Va = eaρF

b
µνa Vb = eaρF

b
µνa e

α
b Vα, (C.5)

assentindo a relação entre tensor curvatura e F ab
µν serem escritos na forma:

R α
ν µρ = eaρF

b
µνa e

α
b . (C.6)

Da expressão acima, temos ainda que a seguinte simetria é satisfeita:

Rνσµρ = gσαR
α
ν µρ = gσαe

a
ρF

b
µνa e

α
b = ηcde

c
σe
d
αe

a
ρF

b
µνa e

α
b = ηcde

c
σe
a
ρF

b
µνa δ

d
b = ηcde

c
σe
a
ρF

d
µνa

= Rµρνσ. (C.7)
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Uma vez que o escalar curvatura de Ricci é R = gµνRµν = Rµρνσg
µνgρσ, através de (C.7), obtemos

R = ηcde
c
σe
a
ρF

d
µνa η

gheµge
ν
hη

jkeρje
σ
k = ηcde

c
σe
a
ρF

d
µνa η

cheµc e
ν
hη

akeρae
σ
k

= ηcdη
chηakecσe

µ
c e
a
ρe
ρ
ae
ν
he
σ
kF

d
µνa = δhdδ

µ
σe

ν
he
σ
kη

akF d
µνa

= eνde
µ
kη

akF d
µνa

= eνde
µ
kF

kd
µν , (C.8)

em que fazendo-se a mudança indicial k → a e d→ b, o escalar curvatura via tetradas e conexão
(e, ω) é expresso por:

R = F ab
µν eµae

ν
b . (C.9)

O termo jacobiano para correção de volume em espaço curvo,
√−g, em função das tetradas é

caracterizado por

√−g = [−det(ηabeaµebν)]1/2 = [−det(ηab)det(eaµ)det(ebν)]
1/2 = [det(eaµ)det(ebν)]

1/2 = (e2)1/2 = e.

(C.10)

Desse modo, a ação de Einstein-Hilbert pode ser equivalentemente escrito com o formalismo de
Riemann-Cartan, com o uso das expressões (C.9) and (C.10), chamada assim de ação de Palatini
(1919)-Hilbert:

SEH =
1

16πG

∫
M
d4x
√−gR 7−→ SPH =

1

16πG

∫
M
d4x(e)F ab

µν eµae
ν
b . (C.11)

Mais de 70 anos após o desenvolvimento de Palatini, Holst (1996) obteve um duplo termo associado
à curvatura F ab

µν no tratamento Hamiltoniano da gravidade, agora chamado de termo de Holst
(autodual da ação Palatini), dada por

− 1

2γ
eeµI e

ν
JF

IJ
µν (ω), (C.12)

em que (I, J) são as componentes espaciais dos índices internos de Lorentz (a, b) e γ o parâmetro de
Barbero-G. (1995), Immirzi (1997), com sua função reconhecida por ambos, no qual a autoformulação
do dual corresponde a escolha de γ = −i. Esse termo de Holst permite que a ação Palatini-Hilbert
seja generalizada para

SPH =
1

16πG

∫
M
d4x(eeµI e

ν
JP

IJ
KLF

KL
µν (ω)), (C.13)

em que o valor γ = ±i não pode ser escolhido para lidar com o seu inverso:

P IJ
KL = δ

[I
Kδ

J ]
L −

1

γ

εIJKL
2

, P−1 KL
IJ =

γ2

γ2 + 1

(
δ

[K
I δ

L]
J +

1

γ

ε KL
IJ

2

)
. (C.14)
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APÊNDICE D – OBTENÇÃO DO VÉRTICE DE INTERAÇÃO MDO-GRÁVITON

Antes de chegar à descrição da densidade de lagrangiana do campo MDO em perturbação à campo
fraco presente na Seção 6.1, devemos primeiramente obter a conexão de spin para uso prático dentro
desse contexto. Para isso, é necessário recordar que a derivada covariante de um campo de tetrada
deve ser nula, justamente porque esse campo faz o mapeamento de uma variedade (índice α) sobre
uma plataforma localmente lorentziana (índice a):

∇µe
a
α = ∂µe

a
α − Γσαµe

a
σ + A a

µ be
b
α = 0, (D.1)

sendo a conexão expressa por

A a
µ b = −eνb∂µeaν + eνbΓ

α
µνe

a
α. (D.2)

Tomando-se a conexão a�m em termos de tetradas à campo fraco em primeira ordem de κ, temos que

Γαµν =
1

2
gαβ(∂µgβν + ∂νgβµ − ∂βgµν)

=
1

2
eαb η

abeβa [∂µ(ηcde
c
βe

d
ν) + ∂ν(ηfge

f
βe

g
µ)− ∂β(ηije

i
µe
j
ν)]

=
κ

2
(δαb − κcαb )(δβa − κcβa)ηab[∂µhβν + ∂νhβµ − ∂βhµν ]

=
κ

2
ηαβ(∂µhβν + ∂νhβµ − ∂βhµν), (D.3)

visto que a métrica em função das tetradas é gµν = ηabe
a
µe
b
ν , as tetradas em campo fraco são (eaα =

δaα + κcaα, e
α
a = δαa − κcαa ) com cµν = cνµ = hµν/2, tendo o elemento ∂µgαβ = κ∂µhαβ . Além disso,

aplicando-se as mesmas condições sobre a parcela eνb∂µeaν , obtemos

eνb∂µe
a
ν = (δνb − κcνb )∂µ(δaν + κcaν) = (δνb − κcνb )κ∂µcaν = κδνb ∂µc

a
ν = κ∂µc

a
b =

κ

2
∂µh

a
b. (D.4)

Aplicando os resultados das expressões (D.3) e (D.4) na equação (D.2), a conexão pode ser visualizada
como

A a
µ b = −eνb∂µeaν + eνbΓ

α
µνe

a
α = −κ

2
∂µh

a
b + Γaµb

= −κ
2
∂µh

a
b +

κ

2
ηaρ(∂µhρb + ∂bhρµ − ∂ρhµb)

= −κ
2
∂µh

a
b +

κ

2
∂µh

a
b +

κ

2
ηaρ(∂bhρµ − ∂ρhµb)

=
κ

2
ηaρ(∂bhρµ − ∂ρhµb), (D.5)

em cenário de primeira ordem perturbativa da gravidade. Outro modo de apresentar esse termo de
conexão é

Aµab =
κ

2
(∂bhaµ − ∂ahµb), (D.6)
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dando as bases para o estabelecimento da conexão de spin, Γµ.
A densidade de lagrangiana do campo MDO em espaço curvo, sob um cenário de perturbação à

métrica de Minkowski, é descrita por

L
λ,
¬
λ

=
√−g[∇µ

¬
λ g

µν∇νλ−m2
¬
λ λ]

= G
[
[∂µ

¬
λ −

¬
λ
κ

4
(∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβ](ηµν − κhµν)[∂νλ+

κ

4
(∂ρhσν − ∂σhρν)γσγρλ]

− m2
¬
λ λ
]
, (D.7)

em que G é o termo de elemento de volume métrico
√−g em limite de campo gravitacional fraco,

denotado como G = (1 +κh/2), e observando a prescrição∇µ

¬
λ= ∂µ

¬
λ +

¬
λ Γµ e∇µλ = ∂µλ−Γµλ.

Desse modo,

L
λ,
¬
λ

=
(

1 +
κ

2
h
) [
∂µ
¬
λ ∂

µλ− κ∂µ
¬
λ h

µν∂νλ−m2
¬
λ λ+

κ

4
∂µ
¬
λ (∂ρh

µ
σ − ∂σh µ

ρ )γσγρλ

− κ

4

¬
λ (∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβ∂µλ− κ2

16

¬
λ (∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβ(∂ρh

µ
σ − ∂σh µ

ρ )γσγρλ

− κ2

4
∂µ
¬
λ h

µν(∂ρhσν − ∂σhρν)γσγρλ+
κ2

4

¬
λ (∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβhµν∂νλ

+
κ3

16

¬
λ (∂βhαµ − ∂αhβµ)γαγβhµν(∂ρhσν − ∂σhρν)γσγρλ

]
. (D.8)

Neglicenciando os termos de ordem ≥ κ2, segue que

L
λ,
¬
λ

=

L
0
¬
λ,λ︷ ︸︸ ︷

(∂µ
¬
λ ∂

µλ−m2
¬
λ λ) +

κ

2
h(∂µ

¬
λ ∂

µλ−m2
¬
λ λ)− κ∂µ

¬
λ h

µν∂νλ

+
κ

4
[∂µ

¬
λ (∂ρh

µ
σ − ∂σh µ

ρ )γσγρλ+
¬
λ (∂αhβµ − ∂βhαµ)γαγβ∂µλ], (D.9)

em que L
0
¬
λ,λ

é a parcela referente à densidade de lagrangiana livre, emergente da métrica minkowski-
ana, e os demais termos tratam da parte interagente em primeira ordem, provindos da perturbação do
background em Minkowski. Os campos MDO e gráviton, descritos a princípio no espaço das posições,
podem ser expressos em função do espaço dos momentum com as transformadas de Fourier:

λ(x) =

∫
1

(2π)4
e−ipxλ(p)d4p, (D.10)

¬
λ (y) =

∫
1

(2π)4
e+iqy

¬
λ (q)d4q (D.11)

e
h(z) =

∫
1

(2π)4
e−irzhωω(r)d4r, (D.12)

obedecendo as direções de propagações dos campos, já escolhidas à priori, para a aniquilação dos
férmions conjugados e anticonjugados quando ocorrer a interação na con�guração da troca de
momentos. Desse modo, a transcrição da integração da densidade de lagrangiana de interação MDO-
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gráviton no espaço das posições, Γ, para o três campos envolvidos, L
int
¬
λ,λ

= L¬
λ,λ
−L

0
¬
λ,λ

, em função
do espaço dos momentum é escrita como:∫

Γ

L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ =

∫
L
intλ,

¬
λ
(p, q, r)δ4(y − x)δ4(y − z)d4xd4yd4z, (D.13)

sendo dΓ o elemento de integração na tripla (d4x, d4y, d4z), levando em conta a interação dos campos
MDO-usual, MDO-dual e gráviton em y, de propagação regressiva do campo dual.

Inserindo as transformações dos campos presentes nas equações (D.10)-(D.12), no espaço dos
momentum, sobre a expressão (D.13), temos∫

Γ

L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ =∫

κ

2

[ ∫ 1

(2π)4
e−irzhωω(r)d4r

(∫ 1

(2π)4
(iqµ)eiqy

¬
λ (q)d4q ·

∫
1

(2π)4
(−ipµ)e−ipxλ(p)d4p

−m2

∫
1

(2π)4

1

(2π)4

¬
λ (q)λ(p)eiqye−ipxd4qd4p

)]
δ4(y − x)δ4(y − z)d4xd4yd4z

−
∫
κ
[( ∫ 1

(2π)4
(iqµ)eiqy

¬
λ (q)d4q

)∫ 1

(2π)4
e−irzhµν(r)d4r

·
(∫ 1

(2π)4
(−ipν)e−ipxλ(p)d4p

)]
δ4(y − x)δ4(y − z)d4xd4yd4z

+

∫
κ

4

[ ∫ 1

(2π)4
(iqy)e

iqy
¬
λ (q)d4q

(∫ 1

(2π)4
(−irρ)e−irzh µ

σ (r)d4r −
∫

1

(2π)4
(−irσ)e−irzh µ

ρ (r)d4r
)

·γσγρ
∫

1

(2π)4
e−ipxλ(p)d4p

]
δ4(y − x)δ4(y − z)d4xd4yd4z

+

∫
κ

4

[ ∫ 1

(2π)4
eiqy

¬
λ (q)d4q

(∫ 1

(2π)4
(−irα)e−irzhβµ(r)d4r −

∫
1

(2π)4
(−irβ)e−irzhαµ(r)d4r

)
·γαγβ

∫
1

(2π)4
(−ipµ)e−ipxλ(p)d4p

]
δ4(y − x)δ4(y − z)d4xd4yd4z. (D.14)

Absorvendo as integrações em δ no ponto de interação y, segue que∫
Γ

L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ =

∫
d4qd4pd4r

∫
(d4y)3ei(q−p−r)y

1

[(2π)4]3[κ
2

(hωω(r)qµp
µ
¬
λ (q)λ(p)− hωω(r)m2

¬
λ (q)λ(p))− κ(qµpν

¬
λ (q)hµν(r)λ(p))

+
κ

4

¬
λ (q)(rρh

µ
σ (r)− rσh µ

ρ (r))γσγρqµλ(p) +
κ

4

¬
λ (q)(rβhαµ(r)− rαhβµ(r))γαγβpµλ(p)

]
.

(D.15)

Uma vez que a parcela de integração dos três campos no ponto y, junto ao termo de normalização
de Fourier, é sintetizado na forma das δ no espaço dos momentum como∫

d4yei(q−p−r)y = (2π)4δ(q − p− r)⇒
∫

(d4y)3ei(q−p−r)y
1

[(2π)4]3
= δ(q − p− r), (D.16)

sendo usada, daqui em diante, a notação δ(q − p − r) = δ(n)(q − p − r) compactamente para n



107

dimensões, e partindo do fato que os campos associados ao gráviton podem ser expressos por

hωω(r) = ηθπh
θπ(r); (D.17)

h µ
σ (r) = ησθh

µθ(r); h µ
ρ (r) = ηρθh

µθ(r); (D.18)

hαµ(r) = ηαθηµπh
θπ(r); hβµ(r) = ηβθηµπh

θπ, (D.19)

a expressão (D.15) torna-se∫
Γ

L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ =∫

d4qd4pd4rδ(q − p− r)
[κ

2
(ηθπh

θπ(r)qµp
µ
¬
λ (q)λ(p)− ηθπhθπ(r)m2

¬
λ (q)λ(p))

−κ(qµpν
¬
λ (q)hµν(r)λ(p)) +

κ

4

¬
λ (q)(rρησθh

µθ(r)− rσηρθhµθ(r))γσγρqµλ(p)

+
κ

4

¬
λ (q)(rβηαθηµπh

θπ(r)− rαηβθηµπhθπ(r))γαγβpµλ(p)
]
. (D.20)

O vértice de interação, em "nível de árvore", de uma teoria quântica pode ser de�nido como a
variação funcional da integração da densidade de lagrangiana de interação, em Γ, com respeito aos
campos (φ1, ..., φn) no espaço dos momentum:

Vintφ1,...,φn
def
= i

δ
∫

Γ
Lintφ1,...,φndΓ

δφ1(a)...δφn(z)
, (D.21)

em que i é a unidade imaginária inserida na de�nição e sendo a, b, ..., z os momentos associados a
cada um dos campos (φ1, ..., φn). Aplicando a expressão (D.20) sobre a de�nição do vértice em (D.21),
temos

V
intλ,

¬
λ,h

= i
δ
∫

Γ
L
intλ,

¬
λ
(x, y, z)dΓ

δ
¬
λ (a)δλ(b)δhξτ (c)

= i

∫
d4qd4pd4rδ(q − p− r)δ(q − a)δ(p− b)δ(r − c)

·
[κ

2

ηθπ
2

(ηξπηθτ + ηθξηπτ )(qµp
µ −m2)− κ(ηµτηνξ + ηµξηντ )

2
qµpν

+
κ

4

(
(rρησθ − rσηρθ)

(ηµτηθξ + ηµξηθτ )

2
γσγρqµ

+ (rβηαθηµπ − rαηβθηµτ )
(ηξπηθτ + ηθξηπτ )

2
γαγβpµ

)]
, (D.22)

valendo-se do fato que δ
¬
λ (q)/δ

¬
λ (a) = δ(q− a) e δλ(p)/δλ(b) = δ(p− b). Na expressão acima foi

usado a identidade que surge da variação de um campo de gráviton com relação a outro (HOLSTEIN,
2006), prescrito na forma

δhσρ(r)

δhαβ(c)
=

1

2
(ηαρησβ + ηρβηασ)δ(r − c). (D.23)

Condensando os termos da expressão (D.22), via as métricas de Minkowski emergentes da variação



108

dos campos de gráviton, obtemos

V
intλ,

¬
λ,h

= i

∫
d4qd4pd4rδ(q − p− r)δ(q − a)δ(p− b)δ(r − c)

[κ
4

(δξθη
θτ + δξπη

πτ )(qµp
µ −m2)

− κ

2
(ηµτηνξ + ηµξηντ )qµpν +

κ

8
[(rρ(η

µτδξσ + ηµξδτσ)− rσ(ηµτδξρ + ηµξδτρ))γσγρqµ

+ (rβ(δταδ
ξ
µ + δξαδ

τ
µ)− rα(δτβδ

ξ
µ + δτµδ

ξ
β))γαγβpµ]

]
. (D.24)

Tomando (a → q, b → p, c → r) e operando a integração da equação acima, chegamos a
expressão

V
intλ,

¬
λ,h

= iδ(q − p− r)
[κ

2
(p · q −m2)ηξτ − κ

2
(qτpξ + qξpτ ) +

κ

8
[rρ(γ

ξγρqτ + γτγρqξ)

− rσ(γσγξqτ + γσγτqξ) + rβ(γτγβpξ + γξγβpτ )− rα(γαγτpξ + γαγξpτ )]
]

(D.25)

podendo esta ser visualizada mais compactamente como

V
intλ,

¬
λ,h

= i
κ

8
δ(q − p− r)[4(p · q −m2)ηξτ − 4(qτpξ + qξpτ ) + (γξ/r − /rγξ)qτ

+ (γτ/r − /rγτ )qξ + (γτ/r − /rγτ )pξ + (γξ/r − /rγξ)pτ ], (D.26)

sendo empregada a notação de Feynman para contração de um vetor e uma matriz gama, vµγµ =

vµγµ = /v.
Transcrevendo os índices da expressão (D.26) na forma contravariante para a forma covariante e

renomeando estes em (ξ → α, τ → β), temos que o vértice de interação MDO-gráviton em "nível de
árvore"é descrito por

Vαβ(q, p, r) = i
κ

8
δ(q−p−r)[4(p ·q−m2)1ηαβ−4(qαpβ +qβpα)1+[γα, /r](p+q)β +[γβ, /r](p+q)α],

(D.27)
em que r = q − p e 1 = 14 a matriz identidade.
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APÊNDICE E – OBTENÇÃO DA CORREÇÃO A UM LOOP DO GRÁVITON VIA MDO

A parcela divergente em um loop da correção da auto-energia do gráviton na Seção 6.2 é expressa
por

Πµν,αβ
(a) (p) = −

∫
ddq

(2π)d
Tr[V µνi1V αβi1]

(q2 −m2)[(p− q)2 −m2]
, (E.1)

sendo d = 4 − 2ε a dimensão de regularização da integração, Tr[] o operador traço, V µν =

V µν(−q, p, q − p) e V αβ = V αβ(q,−p, p− q) os pontos de entrada e saída do vértice de interação
MDO-gráviton que surge na primeira ordem de correção do propagador do gráviton, respectivamente,
já respeitando os propagadores dos férmions 1

(q2−m2)
e 1

[(p−q)2−m2]
.

Com o auxílio do programa Mathematica Versão 10.0 (WOLFRAM, 2014) e do pacote FeynCalc 9.0

(SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA, 2016), o traço do produto de dois vértices MDO-gráviton
terá como resultado a soma de termos acoplados aos momentos dos tipos: sem qα; com qα; com
qαqβ ; com qαqβqµ; com qαqβqµqν . A separação desses termos será necessária para a integração sob
os propagadores dos férmions MDO, ddq(2π)−d{(q2 − m2)[(p − q)2 − m2]}−1, presente em (E.1),
posteriormente. Dito isto, segue que o Tr[V µνi1V αβi1] é explicitamente composto de:
• Termos sem qα

κ2δ(q − p− r){(ηαβηµν [2(p · q)m2 − (p · q)2 −m4]− pαpβpµpν)
+(Aαµβν +Aανβµ +Aβµαν +Aβναµ)}, (E.2)

em que Aαµνβ ≡ 1/4 · ηαµ[pβpν(p2 + q2 − 2 · q)].
• Termos com qα

κ2δ(q − p− r){qαBβ{µν} + qβBα{µν} + qµBν{αβ} + qνBµ{αβ}}, (E.3)

em queBα{µν} ≡ 1/4·[ηαµpν(p2−2p·q)+ηανpµ(p2−2p·q)+4pαηµν(p·q−m2)+(ηαµpν+ηανpµ)q2].
• Termos com qαqβ

κ2δ(q − p− r){qαqβpµpν + qµqνpαpβ + qαqµCβν + qαqνCβµ + qβqµCαν + qβqνCαµ}, (E.4)

em que Cαµ ≡ 1/4 · ηαµ(p2 + q2 − 2p · q)− pαpµ.
• Termos com qαqβqµ

0. (E.5)

• Termos com qαqβqµqν

−qαqβqµqν . (E.6)
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Tomando como base os trabalhos1 de Bateman (1953) e Capper (1975), todos os termos do traço
acoplados aos momentos dos tipos ("sem qα"até os "qαqβqµqν") serão integrados em ddq sobre os
respectivos propagadores do férmion MDO, que possuem características semelhantes ao propagador
de campo escalar. Assim sendo, tem-se que:∫

ddq

(2π)d
1

(q2 −m2)[(p− q)2 −m2]
= J1, (E.7)

∫
ddq

(2π)d
qα

(q2 −m2)[(p− q)2 −m2]
= pαJ2, (E.8)

∫
ddq

(2π)d
qαqβ

(q2 −m2)[(p− q)2 −m2]
= ηαβJ3 + pαpβJ4 (E.9)

e∫
ddq

(2π)d
qαqβqµqν

(q2 −m2)[(p− q)2 −m2]
= (pαpβpµpν)J7 + (ηαβpµpν + ηµνpαpβ + 4p(αηβ)(µpν))J8

+ (2ηα(νηµ)β + ηαβηµν)J9}, (E.10)

com a notação ηα(νηµ)β = 1/2 · (ηανηµβ + ηαµηνβ).
Usando as bases de Bateman (1953), Ryder (1996) e o programa (WOLFRAM, 2014), chegamos a

J1 = πd/2Γ(2− d/2)
(m2)d/2−2

(2π)d
·2 F1(2− d/2, 1; 3/2; z)

lim
d→4

J1 = π2Γ(ε)
1

(2π)4
· 1, (E.11)

J2 =
J1

2
=
πd/2

2
Γ(2− d/2)

(m2)d/2−2

(2π)d
·2 F1(2− d/2, 1; 3/2; z)

lim
d→4

J2 =
π2

2
Γ(ε)

1

(2π)4
· 1, (E.12)

J3 = πd/2Γ(2− d/2)
(m2)d/2−1

2(1− d/2)(2π)d
·2 F1(1− d/2, 1; 3/2; z)

lim
d→4

J3 = π2Γ(ε)
−m2

(−2)(2π)4
· 1

3
(3− 2z), (E.13)

1 É importante enfatizar uma pequena sutiliza no desenvolvimento dos cálculos: nos estudos de Capper (1975), como
critério de base/comparação, o propagador do campo escalar é colocado na forma (q2 +m2)−1, enquanto o férmion
MDO possui o propagador (q2 −m2)−1. A diferença está na transformação (q2 +m2)→ (q2 + (im)2) = (q2 −m2)
do Capper para o nosso contexto. Assim, a integração sobre ddq(2π)−d{(q2 −m2)[(p − q)2 −m2]}−1 ocorre de
forma similar a ddq(2π)−d{(q2 +m2)[(p− q)2 +m2]}−1 porém, ajustastando os termos que levam a quadrádica em
m : m2 → (im)2 = −m2 absorvidos em J3, J8 e z.
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J4 = πd/2Γ(2− d/2)
(m2)d/2−2

3(2π)d
·3 F2(2− d/2, 1, 3; 2, 5/2; z)

lim
d→4

J4 = π2Γ(ε)
1

6(2π)4
· 1, (E.14)

J7 = πd/2Γ(2− d/2)
(m2)d/2−2

5(2π)d
·3 F2(2− d/2, 5, 1; 3, 7/2; z)

lim
d→4

J7 = π2Γ(ε)
1

5(2π)4
· 1, (E.15)

J8 = πd/2Γ(2− d/2)
(m2)d/2−1

6(1− d/2)(2π)d
·3 F2(1− d/2, 1, 3; 2, 5/2; z)

lim
d→4

J8 = π2Γ(ε)
−m2

(−6)(2π)4
· (1− 3z/5), (E.16)

J9 = πd/2Γ(2− d/2)
(m2)d/2

4(d/2)(d/2− 1)(2π)d
·2 F1(−d/2, 1; 3/2; z)

lim
d→4

J9 = π2Γ(ε)
m4

8(2π)4
· 1

15
(15− 20z + 8z2), (E.17)

em que Γ(ε) = 1
ε
−γ, na qual Γ é a função gama de Euler, ε = 0+, γ a constante de Euler-Mascheroni,

z = p2/4m2, 2F1(a, b; c; z) e 3F2(a, b, c; d, e; z) são funções hipergeométricas2.
Portanto, inserindo-se os valores de Ji das equações (E.11)-(E.17) sobre as integrações (E.7)-(E.10)

devido aos termos (E.2)-(E.6), obtemos o valor da expressão (E.1) para a correção em um loop da
auto-energia do gráviton devido ao férmion MDO:

Πµν,αβ
(a) (p) = κ2δ(q − p− r){(ηαβηµν [2(p · q)m2 − (p · q)2 −m4]− pαpβpµpν)J1

+ (Aαµβν +Aανβµ +Aβµαν +Aβναµ)J1

+ (pαBβ{µν} + pβBα{µν} + pµBν{αβ} + pνBµ{αβ})J2

+ (ηαβJ3 + pαpβJ4)pµpν + (ηµνJ3 + pµpνJ4)pαpβ + (ηαµJ3 + pαpµJ4)Cβν

+ (ηανJ3 + pαpνJ4)Cβµ + (ηβµJ3 + pβpµJ4)Cαν + (ηβνJ3 + pβpνJ4)Cαµ

− (pαpβpµpν)J7 − (ηαβpµpν + ηµνpαpβ + 4p(αηβ)(µpν))J8

− (2ηα(νηµ)β + ηαβηµν)J9}. (E.18)

2 Um função hipergeométrica pode ser transcrita pela série 2F1(a, b; c; z) = 1 + a·b
c·1z + a(a+1)·b(b+1)

c(c+1)·1·2 z2 + ... =

1 +
∞∑
n=1

(a)n(b)n
n!(c)n

zn, sendo os subíndices 2 e 1 designados ao número de pólos para os coe�cientes do numerador e

denominador da série, respectivamente. As vírgulas entre os coe�cientes a e b indicam que ambos estão no numerador
da série, enquanto o ponto e vírgula entre c indica que este permanece ao denominador. Por �m, o último ponto e
vírgula indica que o termo a sua direita é a variável da série, como pode ser visto em Barata (2021), cap.15. O mesmo
raciocínio vale para 3F2(a, b, c; d, e; z), dentro do escopo das funções hipergeométricas generalizadas, denotadas por
kFl.
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APÊNDICE F – PARCELAS DA AMPLITUDE MDO-GRÁVITON

A amplitude de probabilidade associada ao espalhamento do campo fermiônico MDO em junção
com o gráviton, como consta na Seção 6.3, é compactamente escrita na forma

M =
κ2

256m2

(
λ̃Sξ (k)EαβλSξ (p) + λ̃Sξ (k)MαβλSξ (p)

)
Gµναβ

(
λ̃Sξ (k′)EµνλSξ (p′) + λ̃Sξ (k′)MµνλSξ (p′)

)
,

(F.1)

sendo os termos (Eαβ, Eµν) e (Mαβ,Mµν) oriundos das parcelas de comportamento “escalar” e
fermiônico do vértice de interação

V µν =
κ

16
[4(k′ · p′ −m2)ηµν − 4(k′µp′ν + k′νp′µ)︸ ︷︷ ︸

Eµν

+ [γµ, /r](p′ + k′)ν + [γν , /r](p′ + k′)µ︸ ︷︷ ︸
Mµν

],(F.2)

com o propagador do gráviton expresso por

Gαβµν =
1

2r2
(ηαµηβν + ηβµηαν − ηαβηµν). (F.3)

Realizando a contração do propagador do gráviton com as parcelas do vértice presentes na equação
(F.1), temos:

GαβµνEµν =
1

2r2
(ηαµηβν + ηβµηαν − ηαβηµν)[4(k′ · p′ −m2)ηµν − 4(k′µp′ν + k′νp′µ)]

=
1

2r2
[8(m2ηαβ − k′αp′β − k′βp′α)] (F.4)

e

GαβµνMµν =
1

2r2
(ηαµηβν + ηβµηαν − ηαβηµν)[[γµ, /r](p′ + k′)ν + [γν , /r](p′ + k′)µ]

=
1

2r2
[2[γβ, /r](k

′ + p′)α + 2[γα, /r](k
′ + p′)β − 2[(/p

′ + /k
′
), /r]ηαβ], (F.5)

admitindo-se a simetria (µν)− (αβ) no propagador.
Em posse das quantidades (F.4)-(F.5), dos valores explícitos de Eαβ e Mαβ via equação (F.2), a

amplitude (F.1) torna-se

M =
κ2

256m2r2
[(4(p · k −m2)ηαβ − 4(kαpβ + kβpα)) λ̃Sξ (k)λSξ (p)︸ ︷︷ ︸

+2m

+λ̃Sξ (k)([γα, /r](p+ k)β

+ [γβ, /r](k + p)α)λSξ (p)]× [4(m2ηαβ − k′αp′β − k′βp′α) λ̃Sξ (k′)λSξ (p′)︸ ︷︷ ︸
+2m

+λ̃Sξ (k′)([γβ, /r](k
′ + p′)α

+ [γα, /r](k
′ + p′)β − [(/p

′ + /k
′
), /r]ηαβ)λSξ (p′)]. (F.6)

Fazendo a distributiva do resultado acima, obtemos a contração de quatro parcelas, a saber:
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• Primeira parcela

64m2[(p · k −m2)ηαβ − (kαpβ + kβpα)][m2ηαβ − k′αp′β − k′βp′α] =

64m2[4m2(p′ · k′)− 4m4 + 2(k′ · k)(p′ · p)]; (F.7)

• Segunda parcela

8m((p · k −m2)ηαβ − (kαpβ + kβpα))λ̃Sξ (k′)([γβ, /r](k
′ + p′)α

+[γα, /r](k
′ + p′)β − [(/p

′ + /k
′
), /r]ηαβ)λSξ (p′) =

16m3λ̃Sξ (k′)[(/k′ + /p′), /r]λSξ (p′)− 16mk(k′ + p′)λ̃Sξ (k′)[/p′, /r]λSξ (p′)

−16mp(p′ + k′)λ̃Sξ (k′)[/k′, /r]λSξ (p′); (F.8)

• Terceira parcela

λ̃Sξ (k)([γα, /r](p+ k)β + [γβ, /r](k + p)α)λSξ (p)8(m2ηαβ − k′αp′β − k′βp′α) =

16m[m2λ̃Sξ (k)[(/p′ + /k′), /r]λSξ (p)− p′ · (p+ k)λ̃Sξ (k)[/k′, /r]λSξ (p)]− k′ · (p+ k)λ̃Sξ (k)[/p′, /r]λSξ (p)];

(F.9)

• Quarta parcela

λ̃Sξ (k)([γα, /r](p+ k)β + [γβ, /r](k + p)α)λSξ (p)λ̃Sξ (k′)([γβ, /r](k
′ + p′)α + [γα, /r](k

′ + p′)β

−[(/p
′ + /k

′
), /r]ηαβ)λSξ (p′) =

2λ̃Sξ (k)[γα, /r]λSξ (p)λ̃Sξ (k′)[γα, /r](/p
′ + /k′)(p+ k)λSξ (p′). (F.10)

Portanto, com as parcelas (F.7)-(F.10), obtemos a amplitude de espalhamento em nível de árvore
para todas as trocas de quadrimomento possíveis do MDO e o gráviton, transcrevendo a equação
(F.6) para a forma

M = C
[
64m2(4m2(p′ · k′)− 4m4 + 2(k · k′)(p · p′)) + 16m3λ̃S{+,−}(k)[/k′ + /p′, /r]λS{+,−}(p

′)

− 16mk · (k′ + p′)λ̃S{+,−}(k
′)[/p, /r]λ

S
{+,−}(p

′)− 16mp · (k′ + p′)λ̃S{+,−}(k
′)[/k, /r]λS{+,−}(p

′)

+ 16m[m2λ̃S{+,−}(k)[/k′ + /p′, /r]λS{+,−}(p)− p′ · (k + p)λ̃S{+,−}(k)[/k′, /r]λS{+,−}(p)

− k′ · (k + p)λ̃S{+,−}(k)[/p′, /r]λS{+,−}(p)] + 2λ̃S{+,−}(k)[γα, /r]λS{+,−}(p)λ̃
S
{+,−}(k

′)

× [γα, /r](p
′ + k′) · (p+ k)λS{+,−}(p

′)
]
, (F.11)

em que C = κ2/(256m2r2), sendo r o momento do gráviton.
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APÊNDICE G – ESTRUTURA EXPLÍCITA DOS ESPINORES MDO

Os espinores Elko/MDO são construídos sob as bases dos espinores de mão esquerda de Weyl
cujas componentes se revelam como

φ+
L(kµ) =

√
m

(
cos (θ/2)e−iϕ/2

sin (θ/2)eiϕ/2

)
(G.1)

e

φ−L(kµ) =
√
m

(
− sin (θ/2)e−iϕ/2

cos (θ/2)eiϕ/2

)
, (G.2)

condicionando-se que para uma teoria com partículas massivas ser consistente, a massa de tal objeto
está vinculada a forma mj , sendo j o spin associado à partícula de massa m (MARINOV, 1968). Por
essa razão, o fator de massa

√
m é imposto “à mão” sob as soluções (G.1) e (G.2) (AHLUWALIA;

JOHNSON; GOLDMAN, 1994)-(AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005a), uma vez que espinores em
repouso no espaço de representação (1/2, 0)⊕ (0, 1/2) não existem no limite de massa nula. Cabe
dizer que o vetor unitário p̂ que alicerça esses espinores de Weyl é parametrizado em coordenadas
esféricas e representado como

p̂ = (sen(θ)cos(ϕ), sen(θ)sen(ϕ), cos(θ)). (G.3)

De forma explícita, as estruturas espinoriais Elko/MDO autoconjugados (S) e anti-autoconjugados
(A) são:

λS{+,−}(p
µ) = B+

√
m


icos

(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

isen
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

sen
(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

−cos
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

 , (G.4)

λS{−,+}(p
µ) = B−

√
m


−isen

(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

icos
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

cos
(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

sen
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

 , (G.5)

λA{+,−}(p
µ) = B+

√
m


icos

(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

isen
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

−sen
(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

cos
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

 , (G.6)

λA{−,+}(p
µ) = B−

√
m


isen

(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

−icos
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

cos
(
θ
2

)
e−i

ϕ
2

sen
(
θ
2

)
ei
ϕ
2

 , (G.7)
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em que B± são os boosts aplicados a partir do espinor no referencial de repouso p = 0, λS/A{±,∓}(m,0),
dados por

B± =

√
E +m

2m

(
1± p

E +m

)
, (G.8)

sendo p = |p|.
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