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RESUMO

O campo espinorial MDO associado as particulas de spin-1/2 e dimensio canonica de massa um,
construido sobre um conjunto completo de autoespinores de helicidade dual do operador conjugacao
de carga e que obedece a estatistica de Fermi-Dirac, ¢ um potencial candidato a descricdo da matéria
escura. A redefinicdo da estrutura dual desse objeto garantiu uma teoria adjacente local e invariante
por transformacodes de Lorentz. Nesta tese, investigamos certos aspectos da interagdo do respectivo
férmion com a gravidade a luz de uma formulacédo canoénica a la formalismo ADM e na perspectiva
covariante sobre um background minkownskiano perturbado. No primeiro caso, apresentamos
uma acao via campos de tetrada através de uma variedade folheada em uma familia de superficies
tipo espaco ¥; que carrega tal campo de matéria. Encontramos os vinculos hamiltoniano e de
difeomorfismo em nivel classico para a dindmica gravitacional com a imersao desse contetido material
no espaco-tempo. Na prescricdo covariante, estudamos a interacdo entre o férmion MDO e o graviton,
béson ndo massivo de spin-2 e hipotético representante do quantum da gravidade. Realizamos a
construgdo do vértice de interacdo e da identidade de Ward-Takahashi para a teoria em primeira
ordem perturbativa. Averiguamos, em seguida, a correcao da auto-energia, a um loop, do graviton
nesse cenario. Ademais, estudamos um processo de espalhamento relativistico entre os férmions
escuros mediados pelos gravitons, que nos assegurou um potencial atrativo newtoniano no regime

de baixas energias.

PALAVRAS-CHAVE: Dimensio de massa um. Formalismo ADM. Gréviton.



ABSTRACT

The MDO spinor field associeted with spin-1/2 particles and mass dimension one, constructed on
a complete set of dual helicity eigenspinors of the charge conjugation operator and that obeys the
Fermi-Dirac statistic, is a potential candidate for the description of dark matter. The redefinition
of the dual structure of this object guaranteed an adjacent local theory and invariant by Lorentz
transformations. In this thesis, we investigate certain aspects of the interaction of the respective
fermion with gravity in the light of a canonical formulation a la ADM formalism and in the covariant
perspective under a perturbated minkowski spacetime background. In the first case, we present an
action via tetrada fields in a manifold foliated into a family of spacelike surfaces 3J; that carries such
a field of matter. We found the hamiltonian and diffeomorphism constraints at a classical level for the
gravitational dynamics with the immersion of this material content in spacetime. In the covariant
prescription, we studied the interaction between MDO fermions and graviton, a non-massive spin-2
boson and a hypothetical quantum gravity representative. We performed the construction of the
interaction vertex and the Ward-Takahashi identity for the perturbative at first order theory. We
then investigate the correction of the graviton’s self-energy, to a loop, in this scenario. In addiction,
we studied a relativistic scattering process between dark fermions mediated by gravitons, which

assured us a newtonian attractive potential in the low energy regime.

KEYWORDS: Mass dimension one. ADM formalism. Graviton.
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1 INTRODUCAO

Ha, em certa medida, uma debilidade nas bases tedricas e experimentais no que tange as aborda-
gens solidas e simultaneamente solucionaveis quanto ao problema da matéria escura. Por vezes, tais
barreiras sdo apresentadas de maneira concomitante. A complexidade e a peculiaridade desse pro-
blema tem levado a comunidade cientifica a aderir vastas tentativas de investigacdes ao mencionado
fendomeno cosmologico. As propostas variam desde dimensdes extras as cosmologias fenomenologicas
baseadas em modelagens para potenciais exo6ticos. Embora o problema permaneca sem solucdo, uma
abordagem baseada em critérios robustos erigidos a partir da Teoria Quantica de Campos (TQC) é
particularmente valida. Motivado, entre outros fatores, por esse argumento, que se é escolhido um
férmion peculiar como candidato a descricdo da matéria escura e protagonista desta tese.

Proposto em sua primeira versiao no ano de 2005, (AHLUWALIA; GRUMILLER| 2005a) e (AH+
LUWALIA; GRUMILLER, 2005b), o campo fermidnico de spin-1/2 com dimensdo de massa um, Mass
Dimension One (MDO), é construido sobre um conjunto completo de autoespinores do operador de
conjugacdo de carga, o Elkdl] Na formulagio original, esses campos eram objetos quanticos alicergados
a uma representacio dos subgrupos HOM (2) e SIM(2) do grupo Lorentz, cuja algebra é fundamen-
tada em Cohen e Glashow (2006), correspondendo a uma extensao semidireta. Recentemente, uma
modificacdo no espinor dual - tirando vantagem do fato de que, na fisica de tal espinor, apenas um
bilinear é observavel devido a definicao certa de fatores de fase de localidade nas componentes da
mao direita e esquerda, a saber, os fatores de fase responsaveis pela remocéao da nao localidade - levou
a uma teoria local dotada de simetria de Lorentz (Poincaré) completa. Os principais passos dessa
formulacao podem ser encontradof] em Ahluwalia (2017b). Essas bases impulsionaram diversos
trabalhos em amplas areas do conhecimento da Fisica, a saber: Fisica-Matematica, tendo numerosos
resultados explorados no livro /Ahluwalia (2019), em Fenomenologia de Particulas (DUARTE; DIAS;
CAMPOS, 2020) e na Cosmologia (PEREIRA et al., 2020), como breves exemplos.

A pedra angular, presente no trabalho de Wigner, que examina o conteudo fisico suportado
pelo espaco de Hilbert sob a acdo do grupo Poincaré (WIGNER| 1939), via formulacéo e insercdo da
representacdo irredutivel das simetrias de Poincaré, descreve os estados e o conceito de uma particula
de forma consistente. Essa investigacao foi realizada dentro do proprio subgrupo de Lorentz ortocrono
proprio. Contudo, em um trabalho menos difundido, Wigner generalizou a investigacio para o grupo
nao homogéneo de Lorentz como um todo, incluindo simetrias discretas, Wigner| (1993). Como
resultado desse estudo, surgem classes de particulas ocultas e verifica-se que a particula estudada
em |Ahluwalial (2017b) se comporta, sob simetrias discretas, de forma prevista em um desses casos. E
importante atentar-se para o fato de que Lee e Wick|(1966) argumentam que os campos locais (como
o0 caso em questdo) ndo devem pertencer a nenhuma classe de Wigner incomum. A construcio do
campo como uma representagio de spin-1/2 e dimenséo de massa um é caracterizada pela presencga

de espinores como coeficientes de expansio. Esses espinores pertencem a familia (0,1/2) & (1/2,0)

! Acrénimo alemao para Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperators [Autoespinores do operador conjugacio de

cargal.

2 QOcasionalmente, conforme a situacio exigir, sera evidenciado um ou outro ponto necessario da formulagdo dual.



19

do espaco de representacio de Wey[’| coincidindo com a “receita” para os espinores de Dirac. A
diferenca crucial entre ambos os espinores surge com a paridade. Para os espinores de Dirac, a
paridade é intrinseca a teoria e, como consequéncia direta, a dinamica de Dirac é alcancada. E uma
relacdo literal: ao atuar sobre espinores, o operador de paridade é o operador de Dirac (SPERANCA,
2014), e vice-versa (VILLALOBOS; ROGERIO\ |2017). Ja para os espinores MDO (onde a paridade nédo
desempenha nenhum papel), a dinAmica de Dirac nio é mais esperada. Contudo, uma vez que sua
construcgdo é relativistica, conclui-se que a dindmica de Klein-Gordon esta de fato em ordem. Além
disso, seu campo quantico deve herdar essa dinamica, a partir da qual a dimensédo candnica de massa é
explicitada. As caracteristicas combinadas da dimensdo de massa um, junto com os autoespinores do
operador conjugacdo de carga, executam a neutralidade do campo - colocando-o como proeminente
candidato teérico a matéria escura.

Paralelo a essa questdao momentaneamente incompleta da matéria escura, temos o espaco-tempo e
a gravidade como “palco” (background) para toda matéria e energia do Universo, além de “personagem”
em si, visto que seu campo associado de natureza dindmica h4 décadas segue sem uma solucdo
completa e consistente dentro do regime quantico. Entre os diversos ramos de pesquisas existentes
acerca do tema, duas correntes sao fortes na literatura: a covariante e a candnica. A linha covariante,
como bem embasado na analise histoérica levantada por Rovelli (2000), é a tentativa de construir
uma teoria quantica de campos via flutuagdes na métrica sobre um espaco-tempo de Minkowski ou
sobre outro espaco métrico curvo fixo de fundo. O programa teve inicio com Rosenfeld (1930), Fierz
(1939), Pauli e Fierz|(1939) durante os anos 1930. As regras de Feynman para a Relatividade Geral
linearizada foram gradativamente geradas por DeWitt e Feynman durante os anos 1970. Na mesma
época, t' Hooft e Veltman, Deser e Van Nieuwenhuizen, entre outros, encontraram fortes evidéncias
de ndo renormalizabilidade da teoria, como se pode notar pelas analises de tHooft e Veltman| (1993).
Nos anos seguintes, outras vertentes emergiram dessa linha, como teorias de ordens superiores,
supergravidade e String Theory [Teoria de Cordas]. Ja, a proposta candnica, por sua vez, ¢ uma
tentativa de construir uma teoria quéntica na qual o espacgo de Hilbert carrega uma representacio
dos operadores correspondentes a métrica completa, ou a algumas funcdes da métrica, eximindo
a métrica de fundo em ser fixada. O programa foi definido por Bergmann e Dirac (1951), sendo
muito trabalhoso de inicio. Arnowit, Deser e Misner completaram a tarefa no inicio dos anos 1960,
com o que atualmente se chama formalismo ADM [Arnowitt-Deser-Misner] (ARNOWITT; DESER;
MISNER| 1962) para a gravitagdo. Uma versdo bem definida das mesmas equagdes foi encontrada com
sucesso apenas no final dos anos 1980, com a primeira formulagao daquilo que viria a ser conhecido
como Loop Quantum Gravity (LQG) [Gravidade Quantica em Lagos], devido as bases langadas por
Ashtekar| (1987).

Diante dos pontos levantados até aqui, uma questio se faz pertinente: que consequéncias e analises
teriamos ao unir a problematica da matéria escura, representada pelo candidato fermiénico MDO, com
algumas caracteristicas acerca das abordagens classicas e de quantizagdo do campo gravitacional?
Esta tese nasce com a pretencao de apresentar e estudar alguns aspectos relevantes da interacao

entre esse férmion, proeminentemente lincado a matéria escura, e a gravitacdo nas linhas candnica e

3 Tomando como referéncia a construciio histérica das particulas fundamentais, associadas 4 matéria barionica, perten-

centes ao Modelo Padrio da Fisica de Particulas.
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covariante em suas propostas originais. No aspecto candnico, apresentamos a construcio de uma
acdo que abarca o acoplamento entre o campo espinorial MDO com a gravitacdo em espago curvo a
14 Palatini-Holst, via formalismo ADM-tetrada, e extraimos seus vinculos associados a hamiltoniana.
Enquanto, dentro do &mbito covariante, estudamos, em detalhes, a interacdo entre o férmion MDO e
o graviton, por meio da aproximacdo de campo fraco de primeira ordem perturbativa no parametro
de expansao ao background minkowskiano.

A tese em questdo encontra-se organizada da seguinte forma: o Capitulo [2| consiste em uma breve
revisdo sobre a gravitacdo consolidada na teoria vigente mais robusta a nivel classico, a Relatividade
Geral (RG). Sendo mostrado as equagdes de campo de Einstein e uma discussdo quanto a conservacio
do tensor energia-momento.

O Capitulo [3|disserta sobre as principais caracteristicas e a construcdo do férmion de dimensao
de massa um, MDO, sendo exclusivamente um revisional do tema, perpassando suas bases estruturais
para a representacdo dos espinores de Weyl, sua constru¢do como autoespinores do operador conju-
gacdo de carga, a composicdo de sua estrutura dual, bem como sua descrigio em campo quantico e
do respectivo propagador associado.

O Capitulo 4] discorre acerca da natureza do graviton, partindo de uma linearizacido da RG via
perturbacdo a campo fraco na métrica de Minkowski e trazendo sua representacdo como particula ao
grupo de Poincaré, além de revelar, em seguida, seu campo quantico e propagador, que é de forte
valia para os capitulos seguintes.

O Capitulo [5|esta dirigido a ampliacao da acdo gravitacional por Palatini-Holst, incorporada da
matéria fermidnica de dimensio de massa um e spin-1/2, através do formalismo tetrada-ADM. Sao
obtido, na sequéncia, os vinculos hamiltoniano e de difeomorfismo classicos oriundos deste campo
de matéria escura acrescido a gravidade. Como consequéncia, uma densidade de energia e densidade
direcional de fluxo de energia associada emergem em jungao ao acoplamento MDO-gravidade que,
por sua vez, garante uma funcao semelhante a constante cosmolégica. Uma analise conceitual para
um possivel programa de quantizagdo canonica da teoria é realizada ao fim.

O Capitulo [¢|fica reservado a caracterizacdo do campo fermidnico de dimensio de massa um
e spin-1/2 em espago-tempo perturbado em torno da métrica de Minkowski, trazendo a tona os
vértices de interacdo MDO-graviton, a nivel de arvore, a partir dos quais se evidencia a identidade de
Ward-Takahashi correspondente. Em posse desse resultado, foi calculado a corre¢do em primeira
ordem, a um loop, do propagador do graviton através desse férmion, identificando o contratermo de
tadpole, que se torna removivel da parcela divergente da interacdo, quando condicionado a insercdo do
parametro cosmologico A. Ao fim, foi estudado o processo de espalhamento gravitacional, no qual se
obteve a amplitude de espalhamento relativistica e o potencial newtoniano atrativo no limite de baixas
energias, necessario para que o candidato a matéria escura esteja dentro do regime Lambda-Cold
Dark Matter (ACDM) no universo atual.

Os capitulos[5| e[6] trazem elementos com nossas contribui¢des originais para a 4rea de Fisica de
Particulas e Campos, no que concerne ao férmion de dimensdo de massa um e a gravidade.

Finalmente, no Capitulo [7|consta as consideragdes finais.
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2 RELATIVIDADE GERAL

Este capitulo traz uma sintese da teoria classica vigente para gravidade, apresentando as equagdes
da dindmica de campo bem como as caracteristicas de conservacdo do contetido de energia e matéria
que permeiam o espago-tempo.

O termo gravidade (ou gravitagdo) tem seu conceito etimolégico proveniente do latim gravitad']
que significa: peso. E um fenémeno natural que garante interaciio a todo e qualquer ente fisico
dotado de massa ou energia. Seu alcance é infinito e se apresenta como a mais débil das quatro
interacdes fundamentais conhecidas na natureza até o presente momento (KREBS| |1999), sendo
aproximadamente 10%® vezes menos intensa que a interagdo forte, 1036 vezes mais fraca que a forca
eletromagnética e em torno de 10?° vezes menor que a interacéo fraca.

No ano de 1687, o matematico Sir Isaac Newton publicou sua majestosa obra, Principia (NEW+

TON| |1687), que apresenta a hipotese da lei do inverso do quadrado da gravitagao universal. Em suas

palavra

“... deduzi que as for¢as que mantém os planetas em suas Orbitas devem [ser] reciproca-
mente como os quadrados de suas distédncias dos centros em torno dos quais eles giram:
e, portanto, comparei a forca necessaria para manter a Lua em sua 6rbita com a forca da
gravidade na superficie da Terra; e descobri que eles respondem quase que totalmente...”
(LINTON, 2004, p. 225) (tradugao do autor).

A teoria de Newton para gravitagdo foi de suma importancia na previsdo da existéncia de Netuno
com base nos movimentos de Urano que ndo podiam ser explicados pelas acdes dos outros plane-
tas, sendo até hoje usada como alicerce para a Astronomia. Contudo, durante o século XIX, uma
discrepancia na 6rbita de Mercurio apontou falhas na formulacdo newtoniana, dando as primeiras
indicacoes de que esta ndo deveria ser a palavra final para a gravidade.

Séculos depois, ja em 25 de novembro de 1915, Albert Einstein apresentou sua verséo final|
das equacdes da gravidade a Academia Prussiana, estabelecendo a teoria da Relatividade Geral
(RG) Einstein| (1915), que trouxe como consequéncia imediata a correcdo para a 6rbita de Mercurio,
provando que a Lei da gravitagdo universal de Newton era um caso particular de sua proposta,
funcionando muito bem apenas em limites de campos fracos. A construcao desta teoria foi realizada
ao longo de quase uma década, tendo inicio com um insight de seu criador, em 1907, de que seria
impossivel distinguir localmente a aceleragdo de origem gravitacional e a aceleracdo causada por um
referencial nio inercial, elaborando o principio de equivaléncia entre a massa gravitacional (mg) e a

massa inercial (m;). Experimentos recentes, como em Turyshev|(2008), mostram que esse principio

! <https://www.oxfordlearnersdictionaries.com/definition/english/gravitas>.

A citagdo vem de um memorando que acredita-se ter sido escrito por volta de 1714.

3 Einstein obteve os créditos pelas dedugdes das equacdes de campo para a gravidade. Mas, é necessério enfatizar que
ha controvérsias e indicios histéricos de que o matematico David Hilbert chegou a esses resultados antes de Einstein,
utilizando-se do principio variacional e antecedendo as deducdes finais do fisico em cinco dias (HILBERT] |1915).
Houve apelos, por terceiros, reivindicando que essas deveriam ser chamadas "equac¢des de campo de Einstein-Hilbert".
Contudo, Hilbert nio pressionou por essa prioridade, sugerindo, assim, que Einstein desenvolveu as equacoes de
campo corretas primeiro, mesmo Hilbert alcancado-as de forma independente (WINTERBERG;, [2004).

2
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permanece valido no regime 1 — mg/m; < 107!, Nos anos seguintes, Einstein precisou aprender
e aplicar uma geometria que mantivesse invariante o elemento de linha ds* = g, (x)dz"dz" em
transformacodes gerais de coordenada pois a esta altura ele sabia que o tensor métrico, objeto g,.,,
consistiria na dindmica do campo capaz de descrever a gravidade. Com a ajuda de seu amigo Marcel
Grossmann, Einstein fundamentou a covariancia geral que necessitava a sua teoria, moldando-a sob
os alicerces da Geometria Riemanniana e culminando nas equagdes de campo G, = —87GT},,. A
elaboracgdo de sua equacdo garante que nos limites classicos newtonianos, a RG recupera a equacio
de Laplace na auséncia de matéria p para um potencial gravitacional ®, V2® = 0, ou a equagio de
Poisson quando ha presenca de matéria, V2® = 47Gp. Isso significa que as equagdes de campo de
Einstein generalizam as equacdes de campo de Poisson e Laplace, analogas para o eletromagnetismo e
gravitacdo newtoninana, para uma entidade geométrica dindmica que corresponde ao proprio tecido
do espaco-tempo (PAIS!, |2005).

2.1 AS EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN PARA A GRAVIDADE

As equacdes de campo de Einstein podem ser obtidas, formalmente, pelo principio variacional
cujo procedimento foi o mesmo prescrito por Hilbert e é adotado em alicercadas literaturas, como
em Hobson, Efstathiou e Lasenby](2006) e |Carroll (2014). Para tal procedimento, sera seguido uma
linha similar a que esta presente na dissertacdo de mestrado de |Lima|(2017). Nesse formalismo, o
mecanismo inicia-se com a descri¢do apropriada da agdo que conduz a dindmica dos campos da
teoria em questdo. Em tal principio, a acdo total é a soma da acfo gravitacional (geométrica) de

Einstein-Hilbert Spy com a agdo que codifica o conteido de matéria Sy;:
S =S8gy + Su. (2.1)

Considerando-se uma regido limitada na variedade M do espago-tempo em (1 + 3) dimensdes, onde
os campos de interesse estdo imersos e construidos pelas densidades de lagrangianas gravitacional

Lpy = R/k? e de contetido de matéria £,,, a acio S é reescrita como:

1
S = ?/ \/—ng4x+/ V—gLd*z, (2.2)
M M

em que k2 = 167G, /— gd*z é o elemento de volume invariante, g o determinante do tensor métrico
o pA . _ pp i PP TP _ATP
9> = g"" R, o escalar curvatura de Ricci, B, = R Lp) O tensor de Ricci, R A = 0, &,FM
. )\ o )\ ~
+I'%, 7, =10, 1'% o tensor curvatura de Riemann e I';, = 1/29* (0,9, + 9,9,p — 0,9,u,) a conexao
afim.
Segundo o principio variacional, obtendo-se a minima acdo, S = 0, consequentemente tem-se

as equacOes de campo do fendmeno tratado. Tomando-se a varia¢do na a¢do do primeiro termo de
(2.2), tem-se
1
0SSk = ?/ (V—=99"" 6 R, +/—gR,,09" + R5\/—g)d4x. (2.3)
M

Esta notacéo para ds? generaliza a notacio de Minkowski utilizada nas descricdes da Relatividade Restrita, valida
somente em referenciais inerciais, ds? = dt? — dz? — dy2 — dz2.

4
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Descrito em termos dos produtos das conexdes afins e suas derivadas, a varia¢ao do tensor de Ricci

0R,, torna-se
ORy, = 0,01, — 8,010, + 01",y + 1,01, — 610,15, — 0,61, . (2.4)

Mesmo a conexdo afim sendo um objeto néo tensorial, sua variacdo se comporta tensorialmente.
0. tendo como resultado V,(617,) =
0,01y, + 16 01y, — 'y ol — I, 617, permitindo que 0 R, de (2.4) seja compactada na forma

Desse modo, pode-se tomar a derivada covariante sobre 61"

SRy, = V,(0T%,) — V,(6T%,). (2.5)

O termo variacional d/—g € descrito por

0v/—g = [8\2:} OGuw = 2\/1— <af]iy ) OG- (2.6)

Sabendo-se que o determinante da matriz métrica, g, pode ser expresso na forma g = ) _ g, Cof(g"")
v
=Cof(g")/g", sendo Cof(g"") o cofator do elemento g, do tensor métrico, segue de imediato

que, Cof(g") = 0g/0g,, = gg"”. Com isso, a expressdo torna-se
1
0/ —g = —égum/—gég“”. (2.7)
Usando-se e na expressao (2.3), tem-se
1 174
0Sen = — /M (V=99"IV,(0T%,) = ¥, (0T%,)] ) d'a (2.8)
1 1
2 / (\/ _gdg/ﬂ/ (Ruu - —Rgu,,>)d4a:,
K M 2
que, por sua vez, pode ser reescrita como
0Spr = — / (g"ory,) — V,,(g“”éfgu)]>d4x (2.9)
Y 1
—/ Voot (RW - gf) '
M

pois V,g"” = 0. Por uma questdo de simetria nas conexdes afins, realizando-se a troca de indices

p <> v na segunda parcela da primeira integral acima, obtem-se
0Spn = —/ (g" 0Ty, — g“péFl‘j#)Dd‘lx (2.10)
1 1 \
+ —2/ (759 (Fw = 50) )"
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Fundamentando-se no Teorema de Gauss covariante,
/ d*z/ =gVt = f dPx/—gnes, (2.11)
M M

em que OM ¢é a borda da regiio M, \/—gd>z é o elemento de hipersuperficie covariante e 7, é o

versor normal a hipersuperficie, a equacéo (2.10) passa a ser descrita como
0Sen = — 7{ (g 0Ty, — g“péFﬁu)])ﬁpd% (2.12)
Y 1
Iy v

Uma vez que a integral de superficie é nula na fronteira da regidao M, a parcela de Einstein-Hilbert

da acdo é reduzida a

1 1
0Spm = — / N (RW _ —ng)d%. (2.13)
K M 2

Tomando-se, agora, a variacdo na a¢do do segundo termo de (2.2) e utilizando-se da expressao (2.7),

tem-se

68y = /Mé(\/—_gﬁm)d‘*x (2.14)
- / <£m§\/—_g+ %@“W—_g)d%
_ / \/— 1

B w4
(9g“” Qﬁmguy)&] d x.

De modo geral, o tensor energia-momento é definido como:

2 0(y/—9Ln oL,
T,, = V=9Lw) _ 0w _fp (2.15)
Vg dg dgr g
permitindo-se visualizar a expressio na forma
1
55y = / V=gT8g" d's. (2.16)
M

Em posse das expressdes (2.13) e (2.16), que estao associadas as varia¢des geométrica e de matéria,

respectivamente, a variacao total da acao torna-se

0§ = 08y + 0S8y (2.17)
1 1 1
- E/ V_gagw(Rw——ng )zt / V=GT,,0" d'

= /M (R - Rguu"’ )59“”\/_ d'z = 0.

Assim, para toda e qualquer variacdo arbitraria da métrica dg**, as equacdes de campo de Einstein se
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revelam como:
(2

1
GIU’ = R“V - éRg,u,V == —?Tlu,, (218)
em que (G, € o tensor de Einstein com as identidades de Biachi contraidas, V,G*" = 0. O tensor de
Einstein G, representa a dindmica do espaco-tempo frente a um tensor energia-momento 7},, que o

estabelece, ou, segundo a descricdo sucinta de John Archibald Wheeler:

“... 0 espaco-tempo diz a matéria como se mover e a matéria diz ao espago-tempo como
se curvar..” (WHEELER; FORD) 2000, p. 235) (tradugao do autor).

2.2 CONSERVACAO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

A lei de conservagao para o tensor energia-momento assegura que o fluxo total do conteudo de
energia e momento que atravessa uma regido M em (1 + 3) dimensdes é nula, como mostrado em
Gren e Hervik| (2007) e Carroll (2014),

/ T"n,do =0, (2.19)
oM

em que O M ¢é a borda da regido M e n” é o vetor normal a superficie infinitesimal do. Aplicando-se
o Teorema de Gauss covariante, dado pela expressao (2.11)) em (2.19) obtem-se

/ V=gV, T"d*z =0, (2.20)
M

para toda e qualquer regido arbitraria M. Desse modo, pode-se apresentar a formulacéo para lei de

conservacao de energia-momento na forma:
Vv, T" = 0. (2.21)

Lé-se as componentes do tensor energia-momento como: 7% densidade de matéria e energia; T*
densidade de momento na dire¢io u, com p # 0; T% fluxo de densidade de energia na direcio v,
com v # 0; T fluxo de densidade de momento na direcio j, com p # 0 e T fluxo de densidade
da tensdo de cisalhamento na direcdo v, com u # v.

E valido notar que a expressao generaliza a ideia de for¢a, F' = —V ¢, como gradiente de
uma energia potencial. E, uma vez conservada, significa que a densidade de quadri-for¢a f#* é nula,
garantindo-se que nio haja interacdo atuando sobre a regido externa a borda OM da variedade M.

Entender o contetdo de matéria presente no universo, e consequentemente representado pelo
tensor energia-momento, tem se tornado cada vez mais necessario tanto para a Cosmologia quanto
para os alicerces da Fisica de Particulas. Por isso, o capitulo seguinte descreve, de forma sucinta, as
bases mais relevantes que tangem a um desses ingredientes de matéria, caracterizado no personagem

inerente a esta tese e proeminente candidato a matéria escura: o férmion de dimensdo de massa um.
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3 FERMIONS DE DIMENSAO DE MASSA UM

O presente capitulo elucida aspectos relevantes acerca da natureza estrutural e dinAmica do
campo espinorial de spin-1/2, que compde um conjunto completo de autoespinores com helicidade
dual do operador conjugacdo de carga, associado as particulas fermionicas de dimensédo candnica
de massa um, conhecido na literatura de lingua inglesa como Mass dimension one fermions (MDO).
Detalhes sobre a descoberta tedrica, bem como a conceitualizacido, desenvolvimento algébrico e
processos de quantizacdo desse campo estdo presentes nas obras originais de /Ahluwalia e Grumiller
(2005a) e Ahluwalia e Grumiller| (2005b). Apos a redefini¢do da construcédo da estrutura dual de tal
objeto, no qual forneceu uma descricao quantica local e covariante por Lorentz, Ahluwalial (2017b),
estudos sistematicos e minuciosos da teoria foram bem explorados e podem ser consultados na tese

de doutorado de Rogério (2018) e no livro|Ahluwalia (2019), respectivamente.

3.1 BASES - REPRESENTACAO DE WEYL PARA ESPINORES

Historicamente, os espinores foram descobertos e apresentados na matematica, de forma genérica,
por Elie Joseph [Cartan| (1913) e posteriormente alcunhado por Paul Ehrenfest (TOMONAGA, 1997).
A incorporacgio desses elementos a Fisica veio através da mecéanica quantica nao relativistica de Pauli
(1927), ao introduzir suas matrizes de spin e da mecéanica quantica relativistica de Dirac (1928), com
uma teoria relativistica completa para os elétrons, alicercando uma das bases para a Teoria Quantica
de Campos (TQC) e Fisica de Particulas, uma vez que os espinores sio os objetos matematicos mais
rigorosos para a transcricao de estados quanticos dos férmions - particulas de spin semi-inteiros e
entes fundamentais da matéria existente.

Sabe-se que, no ano seguinte a publicacdo de Dirac, o qual tinha em mente o foco na descricdo
da natureza dos elétrons como campos fermiénicos munidos de massa, spin e carga elétrica, Weyl
(1929) mostrou que férmions sem massa podiam ser tratados por uma equacdo mais simples, gerando
como solu¢do um ente de duas componentes para caracterizacio desse hipotético campo estudado,
em contraste as quatro componentes de Dirac emergentes de sua teoria. Em 1930, Pauli propos a
existéncia do neutrino para explicar o problema do espectro continuo de energia dos elétrons em
decaimento beta, mantendo a conservacdo de carga e energia do sistema. Mesmo néo tendo publicado
oficialmente essa hipotese, Pauli comentou-a em diversas cartas a colegas, como relatado em Pauli
e Kronig (1964), Pauli (1978) e Pais (1986). Uma das consequéncias por tras dessas particulas era
que deviam ser ausentes de massa, conforme previsto no primeiro modelo quantitativo formulado
por Fermi (1934). Com tal premissa, conjecturou-se, a época, que neutrinos eram férmions de Weyl.
Anos depois, foi experimentalmente comprovado que neutrinos, além de serem massivos (REINES;
COWAN] [1956)), possuem oscilacido de massa (FUKUDA et al.; 1998), para o caso de neutrinos solares.

Devido a isso, até hoje nio se ha observado quaisquer férmions de Weyl como particula, & principidfl}

! Nenhuma das particulas elementares no Modelo Padrio sio férmions de Weyl, apesar de terem sido observados

apenas como quasi-particulas na Fisica de Matéria Condensada, vide semimetal de Weyl, Vishwanath|(2015).
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Embora nenhuma particula elementar conhecida (ou mesmo pressuposta) possa ser um férmion de
Weyl, o conceito por tras, em utiliza-lo, é muito util, porque férmions de Weyl podem ser entendidos
como blocos de construcgdo de qualquer campo de férmions de spin-1/2 (PAL,[2011), que sdo os casos
dos férmions de Dirac, Majorang| e inclusive do MDO, principal objeto deste capitulo, como sera
visto a seguir.

A equacdo de Weyl pode ser expressa, na forma de equacio diferencial de primeira ordem, como
(WOAN; 2000; PESKIN; SCHROEDER| |1995):

a0, =0, (3.1)

em que 0" = (1,0), sendo 1 a representacio da matriz identidade 2 x 2 e ¢ = (0',0%,03) =

(04,04,0,) o conjunto de matrizes de Pauli, com ¢ = ¢(z*) designando um espinor de Weyl no
espaco das posicdes. A expressdo para a forma dual da equacio é usualmente escrita por
d"0,¢ =0, com " = (1, —0).

Por serem duas equacoes distintas, as solu¢des trazem o comportamento de quiralidade, gerando
espinores de helicidadesﬂ de mao esquerda (left L) e direita (right R),

oOubp =0 & 0,6, =0, (3.2)

explicitamente assim rotulados. A solucido para ambas quiralidades é via ondas planas, cada uma

com duas componentes:

6= oftx) = [ ©1) = xemitkren = yeer-rnn, (33)

P2

X1\ , . .
em que Y = ( € um espinor com as componentes em termos do momento que satisfaz
X2

a'puxr = (1E+ o -p)xL =0,

(3.4)
o'puxr = (1E — 0o - p)xr = 0.
Atuando diretamente os dois operadores (usual e dual) em Y, obtem-se
(0"p)(0"Pu)x = (P00 Pu)X = (P11 D)X = P'Pux = (B* = P*)x =0, (3.5)

que é correspondente a equacao de Klein-Gordon para particulas sem massa.

2 Ettore Majorana foi um fisico italiano, supervisionado por Enrico Fermi, que desenvolveu trabalhos promissores com

neutrinos e desapareceu misteriosamente no ano de 1938. Os espinores de Majorana séo autoespinores do operador
conjugacio de carga com autovalor positivo +1.
Helicidade é o termo que se refere a <orientacdo> das particulas, usando como referéncia a projecdo do spin na
dire¢do-sentido do momento linear das mesmas.



28

Averiguando a atuagio do operador helicidade, 33, sobre os estados do espinor de Weyl, tem-se:

o

Slr/n(p)) = Tﬁm@» = alér/m(D)), (3.6)
com os estados no espaco dos momentos e os autovaloreﬁ o = £1 para R e L, respectivamente.
E importante salientar que quiralidade e helicidade sio representados por operadores distintos
e, portanto, apresentam conceitos diferentes. Somente no caso de particulas ndo massivas que tais
operadores sdo idénticos (LANCASTER; BLUNDELL| 2014). Helicidade diz a informacdo de como esta
projetado o spin em relagdo ao momento (paralelo ou antiparalelo), o que revela sua dependéncia em
relacdo ao referencial que se é medido. Ja a quiralidade é uma propriedade mais inerante ao estado
quantico da particula, determinando como é o comportamento e a transformacdo em componentes
de mao esquerda (L) ou direita (R), via representacdo do grupo de Poincaré (PESKIN; SCHROEDER,
1995). No caso de particulas massivas, por exemplo, pode-se descrever um cenario de helicidade
positiva sobre uma dada particula e gerar um boosf’| com momento invertido, através de um dado
sistema de referéncia, revertendo sua helicidade original, mas ndo sua quiralidade, uma vez que seu
spin é invariante.
Dito isso, é possivel retomar a equacao e descrever uma equacdo de onda de primeira

ordem para particulas massivas com os operadores de energia e momento da Mecéanica Quantica

E +— py = i0p, p = p = —iV e com os espinores xr/r +> ¢r/r munidos de massa, através do
conjunto
110y —io -V = Mog,
(4100 )L Or (3.7)
(2100 + 0 - V)qu = mqu.
Ao superpor as equacdes de ¢, e ¢g, do sistema acima, tem-se:
(i7°00 — iy - V —m)y = 0, (3.8)

em que

o (01 (0 —o

sdo as chamadas matrizes gamas de Dirac, na representacdo de Weyl. De forma ainda mais compacta,

a equacio pode ser expressa como:
(i — m)y =0, (3.10)

sendo et 9, e v* = (7°,7). Essa é a chamada equacdo de Dirac para espinores massivos

de spin-1/2. O espinor 1 esta escrito na representacio de Weyl, que no espaco dos momentos é

*  Omitido o fator 1/2.
> Diz respeito a parte da transformagcio de Lorentz responsavel em mudar a velocidade do objeto estudado frente a um
sistema de coordenadas.
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caracterizado por

or(p")

A luz das conceituadas obras literarias de Weinberg (2005) e Ryder| (1996), uma sintese do com-

Y(p') = <¢R(pu)) : (3.11)

portamento dos, agora massivos, espinores ¢ (p*) e ¢r(p*) sob as transformagdes de Lorentz, pode
ser feita.
Admitindo-se um boost arbitrario, define-se que as componentes de mao direita e esquerda se

transformam como:
Pr(P") — eTPOR(K") & L (p") — e TP (KM), (3.12)

pertencentes aos espacos de representacdo (1/2,0) e (0,1/2) respectivamente, com ¢ sendo o
parametro de boost.

Os operadores de boosts sdo explicitamente

e E+m o-p
39 =/ 1+ 3.13
“ 2m ( E—l—m)’ (3.13)

sendo e2° = k(1/20) e =% = k(1/2 O pardmetro presente nas equacdes (3.12) e (3.13) é

emergente do operador exp(iK - ¢) que, ao atuar sobre um quadrimomento qualquer, é extraido via

b= (m, lim 2—’)  p=1nl (3.14)
p—0 p

devolvendo uma relacdo hiperbdlica que fisicamente resulta em cosh (¢) = F/m, sinh (@) = p/m
e ¢ = p, sendo ainda o vetor K = (K, K, K) o conjunto dos geradores de boost no espaco de
Minkowski. Com um processo analogo, atuando um operador de rotacdo exp(iJ - 0) sobre um
quadrivetor arbitrario, se extrai os geradores de rotacdo J = (J,,J,, J.), com 6 designando o

parametro angular. Os elementos de (K, J) sdo:

0 —i 0 0 0 —i 0 00 —i
i 0 00 0 0 00 0
K, =" K, = K, = (3.15)
0 00 i 0 0 00 0
0 00 0 0 0 i 00 0
e
000 0 0 0 0 00 0 0
00 0 0 0 i 00 —i 0
J, = L, = 1= - (3.16)
00 0 —i 0 0 0 i 0
00 i 0 0 —i 0 0 0 0

Juntos, o conjunto (K, J) nio satisfazem uma algebra e, portanto, nao formam um grupo fechado

como os geradores de rotacdo J, separadamente, [.J;, .J;| = i€;;;,Ji. Porém, é possivel tomar os seis
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geradores de (K, J) e redefinir dois novos geradores (RYDER, 1996), a saber,
1 _ 1 _
SU(2)a : A:§(J—|—ZK), SU(2)p : B:§<J—ZK), (3.17)
de modo que as relagdes de comutagao entre eles satisfacam a seguinte algebra:
[Ai, Aj] = i€ijiAx,  [Bi, Bj] = i€ By, [Ai, Bj] =0, (3.18)

sendo o tensor de Levi-Civita €;;, = £1 para mudancas ciclica e anti-ciclica nos indices, respectiva-
mente, e nulo para quaisquer indices repetidos.

Dessa forma, é estabelecido que (A, B) geram, individualmente, um grupo em SU(2), dito grupo
especial unitario de grau doif|e, logo, tem-se SU(2) ® SU(2) como o grupo de Lorent7’| (RYDER,
1996). Os geradores de boost e rotacdo das equagdes e podem ser escritos via matrizes de
Pauli, com o intuito de facilitar a soma direta do espaco de representacido de Weyl para os espinores
mao esquerda e direita, da seguinte maneira:

—io /2 0 oc/2 O

T\ o o) “=lo o/2) (3.19)

O conjunto de geradores (A, B) possuem autovalores (7, j/), respectivamente, com os rotulos

(1/2,0): JYV?=0/2, K'Y= —ic/2 (3.20)

0,1/2): JY?=¢/2, KY?=io/2. (3.21)

Assim, os espinores de Weyl obedecem a relagdo ¢r(p*) — (1/2,0) e ¢ (p*) — (0,1/2), com
transformacdes bem definidas, revelando ainda que o espinor de Dirac ¥ ¢ uma soma direta
(1/2,0) & (0,1/2) desses espinores, e caracterizado como uma representagéo irredutivel do grupo de
Lorentz.

Entre as simetrias discretas do espaco de Minkowski, o operador paridade é definido como o

mapeamento em Ahluwalia (2017b)

P: ot =0 x)— "= (2" —x), (3.22)

relacionando os espacos de representacdes de mao direita e esquerda (1/2,0) <— P(0, 1/2), dito

®  De modo geral, SU(n) (special unitary) é a denotacio de grupos especiais unitarios de matrizes complexas de grau

n e dimenséo n? — 1 cujos elementos possuem determinante igual a 1. No caso especifico de SU(2), de dimensio
2, ha uma relagéo sobrejetiva direta com SO(3) (special orthogonal group) (PURL [2001) que é o grupo de rotagdes
responsaveis em preservar distancias, sob essas transformacdes, no espaco euclidiano.

Grupo de rotagdes angulares (para rotagdes usuais) e hiperbolicas (para boost) no espaco-tempo de Minkowski.
Expressa parte das simetrias sobre o espago-tempo emergendo as leis fundamentais conhecidas na natureza. E
matematicamente, também, representado por O(1,3) (orthogonal group), com uma dimenséo no tempo e trés no
espaco (WEINBERG, |2005), preservando a distancia entre eventos (¢, z,y, z) — 2 — a2 — y2 — 22, Em esséncia,
SU(2) @ SU(2) é SOT(1, 3), um subgrupo de O(1, 3), grupo restrito de Lorentz que preserva a orientacio do espaco
S (spetial) e a direcdo do tempo 1 em respeito a causalidade.
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mais precisamente,

oL(z") = Por(z");  or(a") — Por(z"). (3.23)

Os autoespinores do operador P possuem autovalores 1 e sdo espinores de Dirac. Em Rogerio
(2018) é discutido e mostrado que espinores que possuem vinculo a relacdo de paridade devem
obedecer obrigatoriamente a dinamica da equacao de Dirac.

Quase uma década apds o proeminente trabalho de Dirac (1928) para elétrons e po6sitrons,|Majorana
(1937) deduziu um espinor que satisfaz a dinAmica expressa em (3.10), com a condi¢do de que o
espinor associado a particula fosse sua propria antiparticula. Em outras palavras, era apresentado
pela primeira vez na literatura um férmion massivo e de carga elétrica nula, cuja dinamica é expressa

na forma:

(i —mC)p = (id — m)y, = 0, (3.24)

0
C = (_WIC ”‘(‘;’C) , (3.25)

¢ o chamado operador de conjugacao de carga, na representacao de Weyl, sendo 7 uma fase arbitraria,

em que

geralmente dada por 7 = 1, w = 09 e K o operador que toma o complexo conjugado de qualquer
ente a sua direita. Este ¢ mais um dos operadores de simetrias discretas do espago de Minkowski,
junto com o operador de paridade P e de reversio temporalf| 7', que obedece a imposicio C? o 1. O

espinor 1. é explicitamente escrito, via componentes de mio esquerda de Weyl, como

Ve (p) = <_22;ZL?£Z;M>> : (3.26)

com a condi¢do de Majorana (RAMOND) 1981)

Coe(p") = +e(p"). (3.27)

Majorana elucidou que se um determinado campo espinorial ¢ um conjugado de carga de si
mesmo (autoconjugado de carga <autovalor restritamente positivo>), isto é, quando ). = v, entdo a
sua equacao reflete a equagdo de Dirac e possui solucdo interpretada como descricao de um campo
eletricamente neutro. Contudo, o operador de conjugacdo de carga nio tem um estado proprio
somente, como se pensou por muito tempo. Na realidade possui dois estados proprios distintos,
sendo um deles o espinor Elko/MDO que, apesar de nao ser solu¢cdo da equacdo de Majorana, traz
consequéncias interessantes quanto a sua dinadmica, estrutura e aplicacdes em Fisica de Particulas,
para além do Modelo Padrao, e Cosmologia (AHLUWALIA| 2019), uma vez que seu campo € um

proeminente canditado a descricdo da matéria escura.

8 Asaber,T: at= (20, 2)— 2" = (—2° ).
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3.2 CONSTRUCAO DOS AUTOESPINORES DO OPERADOR CONJUGACAO DE CARGA

Previamente foi mencionado que espacos de representacao de simetrias discretas e espinores
possuem uma correlacido. Em especial, os autoespinores do operador de paridade sdo naturalmente
descritos via a dinAmica da equagéo de Dirac (ROGERIO} 2018). Dentro dessa perspectiva e motivados,
entre outras questodes, pelo estudo de espinores potencialmente passiveis de emergir via simetrias
discretas do espago-tempo, Ahluwalia e Grumiller exploraram os efeitos fisicos por tras do operador
de reversdo temporal de Wigner, O, e suas consequéncias sobre os espinores de Weyl (AHLUWALIA;
GRUMILLER, 2005a). Sob a representacio de spin-1/2, esse objeto é simbolizado por

O -1
0= = —i09, (3.28)
1 O
sendo ©~! = —O. Quando atuado em conjunto com sua inversa sobre as matrizes de Pauli, observa-se
que
OcO ! = —o*. (3.29)

A relacio (3.29) foi nomeada por Pierre Ramond como "madgica das matrizes de Pauli" (RAMOND|
1981). Ao operar (3.28) sobre o complexo conjugado das transformacdes dos espinores de Weyl de

mao direita e esquerda, dados pela equacéo (3.12), tem-se o seguinte fato interessante:

[(,005(")] = e 2?[(,005(k")] & (00 ()] = et 2¢[(\0¢] (k)] (3.30)

revelando que enquanto ¢r(p*) e ¢ (p*) se transformam canonicamente como componentes de mio
direita e esquerda, respectivamente, seus correspondentes [(,O¢7,(p")] e [(AO¢7} (p*)] se transformam
de maneira oposta, ou seja, como componentes de méao esquerda e direita, nessa ordem, com as fases
(p € Cx ndo declaradas, por hora.

Diante o exposto do comportamento das transformacdes presentes em (3.30), /Ahluwalia e Gru}
miller| (2005a)-Ahluwalia e Grumiller| (2005b) propuseram uma representacgio tedrica de um novo

conjunto de espinores, sob o espaco de representagio de soma direta de Weyl (1/2,0) & (0, 1/2),

vy _ [ OPL(P) o _ [ or()
e ( or(p") ) o) (Cp@cb*R(p“))' Gy

A partir de agora cabe frisar que a apresentacdo e manejo desses espinores ficarao restritos

designados por:

somente ao objeto A(p*), uma vez que p(p*) nio traz nenhuma informacio fisica diferenciada. E
valido mencionar que os caminhos usados para construir os espinores em nao foram amparadas
por todas as simetrias discretas em consonancia com as simetrias continuas e, portanto, esses objetos
ndo pertencem, a principio, ao grupo de Lorentz (que inclui transformacodes por paridade, reversao
temporal, boosts e rotacdes) mas ao subgrupo de Lorentz ortécrono préprio SOT(1, 3).

Observando a similaridade na estrutura do espinor \(p*) de com o espinor de Majorana
Y.(p*) via expressao (3.26), a menos da fase arbitraria ¢, Ahluwalia buscou por um operador com

simetria discreta que pudesse ser escrito via o operador de reversao temporal de Wigner, a fim de
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fechar uma correlacdo para seu novo espinor, tal como a inspiracao P <+ 1) de Dirac. O candidato
para isso, obviamente, estava no operador conjugacao de carga C (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005b)

o
c=| - e K, (3.32)
-0 0

em que os autores propositalmente escolheram definir a fasef| — i e evidenciar w = icy — O,
quando comparado a notacio presente em (3.25).

Visto que os espinores de Majorana sao autoespinores do operador conjugacao de carga com
autovalor +1 mostrado em (3.27), é admissivel manejar os dois autovalores reais de C, a saber +1,
em virtude da escolha da fase () para o espinor A(p*), se imposto tal condi¢io. Assim, atuando com

o operador C sobre \(p"), tem-se que

w_ [ O O\ (GOeL()) _ [ iOeL(") \ _ .\ .
) (—i@ 0)( ¢’Z(p”)> <—2'C§¢L(p“)> A 539

no qual se permite fixar as fases (), = +i para \(p") ter autovalores duplamente degenerados +1, ao

serem estes autoespinores do operador C. De modo mais literal, pode-se separar
CXTAp) = =X ("), (3.34)

em que os espinores

sy _ [1©PL(P") appy _ [ 1O9L(P")
A7 (p") ((Mp“) > M (p") ( oo (o) ) (3.35)

sdo os chamados Self-Conjugate (autoconjugados) e Anti-Self-Conjugate (anti autoconjugados) de
carga, respectivamente, para elucidar os autoespinores com autovalores positivo e negativo, nessa
ordem, em relacdo ao C. Nio é surpresa, portanto, que os pais desses novos entes fisicos os tenham
batizados de Eigenspinoren des Ladungskonjugationsoperators, cujo acrénimo alemao é Elko [Auto-
espinores do operador conjugacdo de carga] (AHLUWALIA; GRUMILLER| [2005a; AHLUWALIA;
GRUMILLER; 2005b). Por terem essa natureza ndo interagente (ou quase nula) eletromagneticamente,
tais espinores nascem como novos candidatos as teorias de particulas associadas a matéria escura.
A fim de explorar as caracteristicas estruturais do espinor A, faz-se necessario entender o compor-
tamento de sua helicidade a partir de suas componentes ¢, e +i0¢;. Com isso em mente, partindo
primeiramente das bases da helicidade sobre os espinores de Weyl via equacéo (3.6), para um dado

momento arbitrario k*, ¢, (k") sera autoestado do operador helicidade expresso como
[ - Plor () = +07 ("), (3.36)

em que o vetor unitario p esta parametrizado em coordenadas esféricas (para melhor notagdo/manuseio

 Ha livros-textos e artigos em que a escolha da fase n — —i ou 1 — =1, como ocorreu no caso de Majorana,

anteriormente mostrado. Contudo, isso nio traz nenhuma alteracéo fisica nos resultados para a teoria estudada.
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futuro), p = (sin @ cos p, sin @ sin p, cos 6). De forma explicita, a componente ¢7 (k) é representada

o (k"
o (k") = (ZEEM?) : (337)

resultando, a partir da equacdo (3.36), nas duas relacdes positiva e negativa para ¢, a seguir. A

por

componente de helicidade positiva é deduzida como

o o cosf sinfe\ (o7 (k")) [ or (k")
o PlOL(F) = 01 (F) = (sin fe’?  —cosf ) (Qﬁzg(k")) - <¢zr2(ku) ’ (338)

cuja solugio para ¢}, apos algumas manipulagdes sobre as relagdes trigonométricas, é

o cos (0/2)e~%/?
o1 (k") = v/m ( in (6/2)¢? ) (3.39)

e, analogamente para a helicidade negativa

o cosf  sinfe o7, (k*) - o7, (k)

cuja solucdo para ¢, ¢ estabelecida por

—sin e~ ie/2
PL(K) = vim ( cos ((09//22))61'50/2 > ' (3.41)

Segundo Marinov| (1968), entende-se que para uma teoria com particulas massivas ser consistente,
no que tange as suas amplitudes de interacdes, a massa de tal objeto esta condicionado a forma m/,
sendo j o spin associado a particula de massa m. Por essa razio, o fator de massa /m é imposto
“amao” sob as solucdes e (AHLUWALIA; JOHNSON; GOLDMAN, (1994; AHLUWALIA;
GRUMILLER| [2005a), j& que espinores em repouso no espaco de representacdo (1/2,0) & (0,1/2)
nao existem no limite de massa nula, m — 0.

De maneira concisa, vé-se em Rogério| (2018) as consequéncias em obter os autoestados de
helicidade para os espinores de mio direita ©¢7* a outra componente da estrutura de \. Sua

descricdo é expressa como

[o- p|O¢L* (k") = FOoL ("), (3.42)

revelando que os autovalores de helicidades sio opostos a 7 (k*), quando comparada a expressio
(3.36). Tal resultado contrapde ao que ocorre com os espinores de Dirac ¢ e Majorana 1. (PAL, [2011),
uma vez que estes tltimos possuem suas duas componentes com helicidades iguais, didaticamente
apresentadas em Peskin e Schroeder (1995), Ryder (1996). Claramente, se A tivesse a mesma he-
licidade de ). de Majorana, estes dois espinores seriam indistinguiveis. Portanto, uma vez que o
comportamento da helicidade da componente de méo direita (1/2,0) <» iO¢} é simultaneamente

contrario a componente de méo esquerda (0, 1/2) <+ ¢, na estrutura espinorial de \(p"), este espi-
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nor é caracterizado por possuir helicidade dual (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005a; AHLUWALIA;
GRUMILLER, |2005b). Além disso, por ter duas relagdes (positiva e negativa) em gzﬁjf, ha 4 graus de

liberdade permitidos para o espinor Elko Ag/ 4 sendo ¢ a designacdo de helicidade associada, a partir
das bases presentes em (3.35), via as equacdes (3.36) e (3.42), cuja caracterizagdo formal e pictéricd”|

¢ explanada por:
19|¢, (k)] i© Zk“ *
o= ( o ) - (D B ( i ) - (ﬁ) o

para os autoconjugados de helicidade £ = {4, F}, com a primeira e segunda entrada para as

transformagdes R (1/2,0) e L (0,1/2) respectivamente, e

Ny () = (_G;M(;k;”) = (D N = (_iig{kﬂk)ﬂ”*> - (ﬁ) o

aos anti autoconjugados de helicidade £ = {+, F}.
Partindo da premissa das equagdes (3.12)-(3.13) para transformacéo por boost no tratamento dos

espinores de Weyl, o espinor A altera seu momento inicial k* para um arbitrario p* via
A(p") = " eA(K"), (3.45)

sendo Kk o gerador de boost em termos das matrizes de Pauli, retratado em (3.19), com seu respectivo
parametro . Assim, o operador de boost em (3.45) é obtido por Ahluwalia e Grumiller| (2005b) na

forma
) E 1 P 0]
ezli'tp — +m ( + E+m > . (346)

2 _ 9P
m 0 E+m

Munido da transformacio (3.45) com o operador (3.46) sobre as estruturas (3.43)-(3.44), tem-se

explicitamente:
E+m P
S/A _ 5/A
Men () =\ = (1 o m) ey (K7 (347)

para mudancas de momento relativistico do espinor tanto aos auto quanto anti-autoconjugados de

carga com suas helicidades duais, frente a qualquer referencial inercial.

Isto posto, se ha formalizado um conjunto completo de auto espinores do operador conjugacdo
de carga, )\fﬁﬂ(p“), mediante a transformacio de boost de Lorentz. E valido destacar, também, que
um estudo de simetria de paridade permite transformacdes nas helicidades dadas por: )\f R (p") —
A0 e My (") = AL (") (AHLUWALIA 2017b; ROGERIO, 2018). Porém, quando essa
transformacédo é empregada em )\ff ‘j‘+}, no limite de m — 0, é gerado um problema quanto ao niimero
de graus de liberdade da teoria, visto que o termo entre parénteses torna-se (1 —p/p) = 0, na equagéo
(3.47). Esse vinculo estrutural-simétrico reforca mais uma vez a obrigatoriedade de que o presente

espinor seja massivo, se porventura for observado na natureza.

10 Para evidenciar a configuragio da forma dual de sua helicidade.
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3.3 COMPOSICAO DA ESTRUTURA DUAL DO ESPINOR ELKO/MDO

Até o ano de 2016, acreditava-se que o espinor Elko quebrava a covariancia relativistica de
Lorentz, com um termo de quebra codificado nas soma de spin, devido a outrora construcao de
seu respectivo dual nos trabalhos originais de Ahluwalia e Grumiller| (2005a)-Ahluwalia e Grumiller
(2005b). A localidade da teoria apenas era satisfeita com a escolha de um eixo de propagacdo do
campo num dado sistema de referencial inercial, a saber, ao longo do eixo z (ROGERIO; SILVA, 2017).
Nesse contexto, a invariancia de Lorentz foi primeiramente contornada pela chamada Very Special
Relativit)[?| (VSR) [Relatividade Muito Especial], uma teoria proposta por Cohen e Glashow] (2006),
que coincidentemente deixa as somas de spin invariantes sob transformacoes dos grupo HOM (2)
e SIM(2), como é verificada minuciosamente em |Ahluwalia e Horvath (2010), Horvath| (2011) e
Souzal (2015). Com o advento da proposta de uma nova estrutura dual para a teoria do espinor A
(AHLUWALIA| 2017b), a soma de spin e localidade do campo, via preservacdo da covariancia de
Lorentz, foi, por fim, sanada.

Fazendo uma breve recaptulagao pela literatura (PESKIN; SCHROEDER, 1995) e (RYDER|[1996), a

estrutura dual dos espinores de Dirac é dada na forma

(") =", (3.48)

garantindo que 1) seja um invariante de Lorentz. Seguindo o mesmo raciocinio, é de se esperar que
uma descricio do dual permitida para o espinor Elko fosse tratada por A(p*) = Af(p*)vo, para ambos
os autoestados, autoconjugado (.5) e anti-autoconjugado (A). Contudo, seguindo essa prescricdo a la

Dirac, os candidatos a norma invariante da teoria seriam identificados como (AHLUWALIA| 2017b):
NN (") = =N NG () = F2im (3.49)
para combinacio trocada de helicidades ¢ = {&, F} e ¢ = {F, £} e nulapara ¢ = £. Além de gerar

AN =0, vee (3.50)

Em outras palavras, tal prescricdo ao objeto dual do espinor A é automaticamente descartada, visto
que sua norma ou é nula ou é uma quantidade imaginaria pura, nio sendo fisicamente compativel

com a nocao de invariancia por transformacdes de Lorentz e, desse modo, sem observavel fisico.

11" Propriedade inerente a um dado campo quanto a combinagéo de seus estados de spin, com o propésito de obter a matriz

S, amplitude de espalhamento de uma dada interacio, secio de choque e outros observaveis que permitem predigio
tedrica e constatacdo experimental associada a particula estudada (PESKIN; SCHROEDER| [1995; LANCASTER;
BLUNDELL!, 2014).

A VSR mantém as caracteristicas principais da Relatividade Especial, mas quebra a invaridncia rotacional. Nao pode
ser considerada uma simetria fundamental da natureza porque muitos fendmenos observados dependem da existéncia
de boost de Lorentz. No entanto, dentro do escopo das teorias de violagio de Lorentz, ela pode ter um papel relevante,
ja que esta quebrando a simetria de Lorentz de uma forma muito branda (ALFARO; RIVELLES; 2014). A relevéncia da
teoria VSR esté presente em pesquisas recentes desenvolvidas a respeito de fenomenologia de particulas e demais
interesses dentro da TQC a citar, por exemplo, Cheon, Lee e Lee|(2009), Alfaro|(2017), Selvaganapathy, Konar e Das
(2019).

Subgrupos do grupo de Lorentz que preservam a constincia da velocidade da luz, com representacdes redutiveis de
dimenséo finita. Sdo bases para a VSR bem como demais teorias nio locais.

12

13
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Portanto, é necessario que a estrutura dual a ser criada possa resultar, em uma combinacao com o
espinor usual, numa norma real, ndo nula e invariante por Lorentz. Um ansatz para isso é buscar
um operador genérico = atuando em ), antes de tomar sua transposta conjugada, e ainda uma nova
matriz que faca o papel similar & matriz gama de Dirac (AHLUWALIA, 2017b; ROGERIO, [2018),

Yo =1,

g def r—

Ae(p") = [E@)Ae (@), (3.51)
com as condicdes de que: (Z,7) seja um conjunto de matrizes 4 x 4, Z(p")\¢(p") = Ay (p) também
seja um autoespinor do operador C (trocando ou nao a helicidade dual original) e a existéncia de
(22 = 1,=7!) para garantir um mapa invertivel de usual = dual. Por definicio, Silva et al. (2016),

Ahluwalial (2017b), tem-se

def 1

E(p') = om ()\555\55 - /\?/_\?)
3

ipsin 0 —i(E+pcos(f))e™ ¥ 0 0

i(E'fpc;)ﬁLs(O))eWJ —ip:LiHG 0 0
- 0 0 —ipsin @ —i(E—pcos())e™ % | » (352)

0 0 i(E+pcos(h))e’? ipsin O
sendo a atuagdo de = sobre os espinores A demarcada como

EA L 0") = FidGE L0, EEALA0") = FidE o0, (3.53)

que por sua vez, evidencia a troca de helicidade quando operado sobre um espinor auto ou anti auto
conjugado. E importante dizer que, para os espinores de Dirac, Z(p") existe e é identicamente a
propria identidade 1.

Garantindo-se as condicdes e restri¢oes algébricas, por transformagoes de Lorentz, para 7, vé-se

em Rogerio e Silva (2017) que 7 = 7. Desse modo, a configuragio para a estrutura dual na equacao

(3.51), em posse de (3.52) e conhecendo 7, é declarada como:
TS/A S/A
A{i,q:}(pu) = :F[)\{:/F,i} (pu)]T%‘ (3.54)

Ao contrario da relacdo de ortonormalidade, a luz da dualidade de Dirac vista anteriormente, A\,
que ndo permite a existéncia de observavel fisico, agora tem-se que essa relacao, via o dual acima,
provém o conjunto de norma

~g s ~4 A YS/A A/S
N (A (") = 2mbge,  MAPINE(P") = —2mige, X/ (p“)Ag/ (»*) =0, (3.55)
fisicamente aceitavel.

De posse da estrutura do dual A é conveniente entender a soma de spin por tras da teoria, a fim

de assegurar uma amplitude de probabilidade lorentziana, bem como o operador de onda associado

aos autoespinores do operador conjugagio de carga. A soma de spin dos autoespinores S/A sdo
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designadas nas formas

PIPHISIHISE
¢

{EQ:"m <1 . ﬁﬂ (=N W oy ]+ 0N (RN ()]0

=m[l+ G(p)] (3.56)

S AN ) =
3

FE m 2 A i A m -\ A o A o
I (1= s )| O I R 4 X (I 0

= —m[1 =G(p)], (3.57)
em que G(¢) é um operador (AHLUWALIA| |2017b) expresso pela matriz anti-diagonal

0 0 0 —ie ™
0 0 ie'® 0
Glp) = , , 3.58
() 0 —ie® 0 0 (3:38)

ie'¥ 0 0 0

sendo possivel constatar que
GlIN (") = AT (). (3.59)

E notério que G(¢) nio tem o comportamento de um operador de onda associado ao espinor
Elko. Sob uma breve 6ptica comparativa, para o caso de espinores de Dirac, a mesma relacao reflete
em > Yo (p")Va(p”) = (p — m1) (RYDER, [1996), que é seu proprio operador de onda, contrastando,

portgnto, com o Elko. Além disso, é evidente nas somas de spin (3.56)-(3.57) que ha uma dire¢éo
espacial priorizada devida, justamente, a forma de G(i), demonstrando que este objeto é responsavel
pela quebra da covariancia relativistica de Lorentz da teoria original de Ahluwalia e Grumiller,
apresentada a comunidade cientifica em 2005. Por sorte, a proposta teérica da VSR, desenvolvida
no ano seguinte por Cohen e Glashow, possui as transformacodes necessarias para que um grupo do
sub-grupo de Lorentz permita as somas de spin acima serem covariantes sob transformacdes frente a
tal grupo, a saber, HOM (2) e SIM (2), descrito de forma sucinta-conceitual na abertura desta se¢éo,
e com os geradores e algebra expressos na Tabela[l] A localidade da teoria fica restrita apenas ao
longo do eixo z, como enfatizado em Rogerio e Silva|(2017) e Duarte et al. (2019), frente a um dado
sistema de referencial inercial adotado.

Por muito tempo, acreditou-se que o traco de néo localidade era considerado uma caracteristica
inerente a esse férmion cadidato a descri¢do da matéria escura. Contudo, recentemente, o trabalho de
Ahluwalial (2017b)) trouxe a tona uma proposta de deformagao sutil no espinor adjunto associado ao

Elko, levando a um novo campo local e, por essa razdo, o problema de soma de spin que nao apresentava
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Grupo Geradores Algebra

HOM(Q) Tl,TgeKZ [T17T2] :O, [T17KZ] :iTle[TQ,KZ} :ZTQ

SIM(Q) Tl,TQ, JZEKZ [T17T2] :O, [leKz] :iTle [TQ,KZ} :ZTQ
[le Jz] - —iTz, [T27 Jz] — lTl € [J27 Kz] =0

Tabela 1 — Geradores e algebra dos grupos HOM (2) e SIM(2), sendo os geradores T} = K, + J,
ely = K, — J, denotados em termos das componentes x e y dos geradores usuais J
(rotacdes) e K (boosts).

invariancia (ou covariancia) sob transformacdes de Lorentz foi “definitivamente” contornado. A
construgao fisica e matematica da (re)defini¢do destes novos espinores duais é mostrada em detalhe
no referido artigo, bem como na tese de doutorado de Rogerio|(2018). Dito isto, introduz-se o seguinte

conjunto de transformagdes dos antigos para os novos duais da teoria:

- _S _

AP = e () = A () A (3.60)
e ) ¥ )

MNP =ae () = N (B, (3.61)

sendo A e B operadores dados por

. [1-7G(p)
A=2 [—1 ) 1 (3.62)
€
B=2 [HT—Q(@} 7 (3.63)
1—72

respectivamente, em que 7 é um parametro conhecido por “r-deformacdo” cujo limite deve ser bem
definido em 7 — 1, a fim de que a soma de spin seja bem estabelecida, como mostrado adiante. Vale
observar, também, o fato de que G(y) é a exata matriz antidiagonal expressa pela equagéo (3.58).

Desse modo, o principio da ortonormalidade se mantém inalterada,

NI S Ay ﬂS/AuA/Su_
Ae (A (P1) = 2mbger, Ao (P)A (P") = =2mdge, A (P)AS7(P") =0, (3.64)
devido as propriedades
AN (P") =X (") e BX() = 200", (3.65)
A verificacdo das somas de spin reflete em
N 3 1-76(¢)

Z Ag(pu) xe (P) = Z /\g(p#))\?(p#)/l =2m[l+ G(y)] {ﬁ =2ml  (3.66)

3 13 T—1
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ST e () = SN RAWE = —2ml1 - G(p) [
13 13

= —2m1l, (3.67)

T—1

1 — 72

1+TG(90)}

valendo-se do fato de G?(p) = 1. E importante enfatizar que nio existe soluciio para 7 = 1, embora
exista nos limites infinitamente préximos as vizinhancas sob o parametro, tanto no limite pela
esquerda e pela direita desse valor.

Logo, é possivel notar que a redefini¢do da estrutura dual fornece uma teoria invariante por
transformacdes de Lorentz, que obedece ao principio da localidade, sem a necessidade de se recorrer
a VSR.

Como desfecho desta secdo, é interessante analisar a dinamica associada ao espinor com novo
dual, que néo se diferencia da dindmica para a teoria precedente. Partindo-se do fato que (SILVA et

al 2016)
%p“/\{si’ﬂ = :I:imA{S¢7i} e %p"/\fi;} = :Fimk{f;i}, (3.68)

tem-se, por consequéncia, que (para os autoconjugados (S))

WP D N 1y (1) = Fimyp’ N 1 (0") = —(1,0") (10" )AL 1 () = Him(FimAy o).

(3.69)
Como —(7,0")(7,0") = —3{Vu, 1 }0"0"”, entdo segue que
—OML (") = m? AL 1 (0"), (3.70)
sendo valido o mesmo raciocinio para os anti-autoconjugados (A). Portanto, de modo geral:
S/A
(O +m)\ (") = 0. (3.71)

Como esses campos satisfazem somente a dinamica de Klein-Gordon e, desta forma, a lagrangiana que
resulta na equacdo de movimento do campo ¢é idéntica a lagrangiana do campo escalar, isso implica
no fato de que esses espinores devem ser dotados de dimensao de massa um, explicando, portanto,
sua nomenclatura e sigla: MDO. Caracteristica diferentemente esperada para um campo espinorial
de Dirac, cuja dimensdo de massa é 3/2. Além disso, por satisfazer diretamente tal dindmica, a
conservacdo de energia é satisfeita. Nesse contexto, fica claro que a nova formulacdo representa os
espinores de dimensao de massa um, pertencentes ao grupo de Lorentz, sendo necessaria uma revisao
profunda do teorema no—g de Weinberg (AHLUWALIA| 2017a), enquanto a anterior se restringe as
simetrias da teoria VSR, portanto, ambas as formulacdes sdo distintas. E de suma importancia notar a
diferenca conceitual entre os espinores Elko (invariante da VSR) e os novos espinores locais MDO

(invariante de Lorentz).

14" Tal teorema afirma que é impossivel a existéncia de um campo espinorial de spin-1/2, além do campo de Dirac, que
seja local e néo viole as simetrias de Lorentz (AHLUWALIA, |2017a).
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3.4 CAMPO QUANTICO E PROPAGADOR DE FEYNMAN-DYSON DO FERMION MDO

Partindo do fato de que os espinores MDO generalizam os espinores de Majorana e, simultanea-
mente, obedecem somente a equacgao de Klein-Gordon, é natural que a conservacdo de energia seja
mantida e os coeficientes de expansédo de )\f/ A(k) sejam a 14 campo escalar, afim de definir o campo
quantico desse objeto em sua forma mais geral, em conformidade com o que fora apresentado em
Ahluwalia e Grumiller| (2005b), Rogério (2018). Assim, expandindo-se o campo quéntico do MDO, a

partir do espago das posigdes f(x) = f(x, t), em termos da transformada de Fourier, tem-se:

Bk a(kt Gow I
o) = | ) S (k)N (R)e e 1 L (k)N (et (3.72)

em que ¢¢(k) e ég(k:) sdo os operadores de aniquilagio e criacdo cujas relacoes algébricas devem ser

determinadas e a(k") € R é um parametro que tera sua condigdo revelada adiante. O operador que
aniquila o campo quantico deve ser tal que conduza as soluc¢des de ondas planas da equacao de
Klein-Gordon:

(9,0" +m*)f(z) = 0. (3.73)

A densidade de lagrangiana livre do férmion MDO é, portanto,

- -

L=0"f (x)0uf(x) —m® § (x)f(x). (3.74)

Ja a densidade de hamiltoniana, por sua vez, é expressa por

-

() 9] (x)

5 5 I (x) — L, (3.75)

H =1I(z)

em que, via equacao (3.74), os momentos conjugados sao denotados como

oL _9f@ 5= 08 9@ (3.76)

o) =50 = "ar : ot

Integrando H em todo espaco, utilizando (3.75) e (3.76), obtem-se a hamiltoniana:

1= [ @am= [ @@ | @ani) -0 f @) + m? | @), 67

exigindo-se a positividade da mesma.
Substituindo-se os operadores de campo quantico usual/dual, a partir da expressdo (3.72), e

realizando as operagdes necessarias, tem-se que

w = [ () (Temy) 06 5 o)

¢
x (el (k) (k) Rf (K)AS () + & (k) el (k) R? (k)AL (k))]. (3.78)
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Reconhecendo que (k2+k*+m?) = 2E%(k) e utilizando-se a condigio de ortogonalidade/normalidade
(3.55) do Elko que, por sua vez, é valida para a prescri¢io local do férmion MDO, a equagao (3.78)

passa a ser escrita como:

PE I
H= / el >m§[cg<k)c5(k>—c§(k)c§(k)]. (3.79)

E necessario observar que se ég(k:) e C¢(k) comutarem, a hamiltoniana pode assumir valores negativos,

assim as seguintes relacdes de anticomutacdo precisam ser satisfeitas:

{ee(k), él,(k:')} = b(k")(2m)*2E (k)5 (k — k)¢, (3.80)

de modo que
- / %aQ(w)mZ[eg(m@g(k) — b(k")(2m)*2E (k)&% (k — k') + ef(k)ee(Kk)].  (3.81)
3

Dessa maneira, a equacao (3.79) torna-se compativel com (3.80) quando os pardmetros

2E(k) 1
Ly — ) 22 bEM) = —— 3.82
o) = 22y - 352
sdo condicionados. Através dos valores de (a(k*),b(k*)) e munido da forma integral da delta de

Dirac, a Hamiltoniana torna-se, entao

B3k
H = H, + / Wﬂ?(k) ;262(16)6&(@, (3.83)
em que
1
Hy = Gy / d*x / d*k2E(k) (3.84)

assume o papel da energia do ponto zero do oscilador harmoénico simples cujo valor é (1/2)Aw.
Porém, aqui, este resultado vem com um sinal negativo, similar ao que ocorre no caso da energia do
ponto zero oriunda do férmion de Dirac. E importante analisar, ainda, que cada uma das helicidades
¢ = {&,F} dos espinores autoconjugados e anti autoconjugados, em (3.83), colabora com uma
energia de (1/2)E(k), totalizando 2E(k) que contrasta ao caso espinorial de Dirac cuja helicidade é
Unica e resulta na metade do valor para o férmion MDO, ou seja, E(k).

Com isso, as relagdes de anticomutacéo entre os operadores de criacio e aniquilacéo se estabelecem,
apos certo desenvolvimento, como (AHLUWALIA, 2017b; ROGERIO, 2018):

= (2m)*0%(k — k)0, (3.85)
= {e(k), ég (K))} = 0.

Por fim, aplicando-se o valor de a(k*) de (3.82) sobre o campo quantico para o férmion MDO em
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(3.72), tem-se:

) = [ s SNSRI 4 RN R (389
3

(2m)% \/2mE(k)

com seu dual dado por

< — &’k 1 Af N ikt | o N otk
)= [ o e SR e a0 3 (e 580

Agora, fazendo-se uso das descri¢des de campo quantico acima para f(x) e seu adjunto ; (x), tendo
em maos as somas de spin e nos calculos intermediarios, a amplitude para as particulas
descritas pelo par (f(z), ; (x)) se propagar do ponto do espago-tempo = para ' é (AHLUWALIA,
2017b) expressa por

Qo= [5G f @)] ) =20 | (j:;eiwmw{ t] e

ktk, —m? + ie

em que o operador T é o ordenamento temporal, exigindo que os campos sejam colocados em ordem
de causa e efeito, ou seja, aquele que possui maior z° fica a esquerda. O parametro ¢ = 0T e o fator
a € C é determinado de modo que, na fase global, quando (), _,,’ sofre integracio sobre todos os

possiveis valores entre (z — z’), o resultado seja condicionado a
Lo
a=gm, (3.89)

permitindo reescrever a expressao (3.88) como

4

Qusar = —m? / (;g e whmen) {kuku _l;“n o Z,J : (3.90)
Apds uma série de detalhes que podem ser visualizados em Ahluwalia e Grumiller (2005b), o propaga-
dor de Feynman-Dyson ¢é entao definido para ser proporcional a (),_,,s de tal forma que a constante
de proporcionalidade é ajustada, tornando o propagador de Feynman-Dyson coincidente com a
fungdo de Green associada a equacdo de movimento para o campo f(x). Levando em consideracio,
ainda, as observagdes quanto as condic¢des do fator «, tem-se o propagador do campo fermiénico
MDO:

1 d4k —ikH (2!, —x 14
SFD(Q;’ _ x) = _waﬁz, = / (271‘)46 (zp—2p) [k/tk“ — +@'5:| ) (3.91)

que por sua vez satisfaz a equacdo de Klein-Gordon
(000" +m?*1,)Spp(2' — ) = =6 (2’ — ). (3.92)

Como consequéncia imediata expressa pelo propagador (3.91), seguindo o protocolo definido na

Secdo [12.1] de Weinberg (2005), a dimensdo de massa desse objeto se torna indistinguivel de um
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campo escalar, sendo Dj(,) = 1 e concomitante ao conceito deste espinor em si.

E importante finalizar esta se¢io, e consequentemente este capitulo, apontando que o campo
fermidnico de dimensao de massa um possui interagdes fisicas com outros campos de matéria e de
gauge do modelo padrio de Fisica de Particulas de forma extremamente limitada, como detalhado em
Ahluwalia e Grumiller|(2005b). Os acoplamentos permitidos sdo basicamente restritos a: autointeracdo
quartica, interagdo com o boson de Higgs e acoplamento semelhante ao de Yukawa com os neutrinos.
Isto posto, um novo topico de estudos dentro da da Cosmologia e da TQC nasce. Nas palavras do

proprio pai da teoria:

“... destacamos que uma cosmologia de primeiro principio baseada no Elko e no MDO
nasceu. Nela, as particulas do modelo padrao, matéria escura, inflagdo e possivelmente
energia escura sao fundidas em um todo, onde as simetrias do espago-tempo e certas
simetrias discretas desempenham um papel crucial” (AHLUWALIA| 2017b) (tradugao do

autor).

Cabe salientar que, mesmo néo fazendo parte do modelo padrao, ainda, o graviton seria outro
campo fisicamente possivel em se acoplar com o férmion MDO, visto que todo e qualquer conteudo de
matéria e energia presente no universo interage gravitacionalmente. O proximo capitulo apresenta e

traz uma breve descricao fisica acerca do campo quantico associado a gravidade: o graviton.
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4 O CONCEITO DE GRAVITON

Do ponto de vista historico, o termo graviton foi assim cunhado no inicio dos anos de 30 do
século passado pelos fisicos Dmitrii Blokhintsev e Galperin| (1934). Admite-se que dentro das teorias
de gravitagcdo quantica, o graviton deve ser encarado como uma particula elementar, emergente de
um hipotético campo quantico associado a gravidade, que serve de mediagéo a forca gravitacional,
analogo ao foton na Eletrodindmica Quantica. E um fato conhecido na literatura de que nio ha uma
teoria quantica de campo completa e consistente aos gravitons, por dificuldades de acessibilidade aos
dados observacionais existentes e devido a problemas matematicos pendentes a renormalizacdo na
teoria da RG (ROVELLL 2000). Embora, existam métodos que tentam contornar problemas no regime
ultravioleta, como a teoria de Horava (2009) e tratamentos efetivos para a gravidade (DONOGHUE,
1995). Espera-se que, caso seja observado, o graviton se revele ndo massivoﬂ uma vez que a interacdo
gravitacional tem um alcance aparentemente infinito, além de se propagar a velocidade da luz. O
graviton deve ser um boson de spin-2 porque a base adjacente a gravidade é um tensor geométrico
cujo ranking é de segunda ordem. Em seu limite classico, uma teoria bem sucedida para gravitons
deve se reduzir a teoria da RG que, por sua vez, se reduz a lei da gravitacdo universal de Newton no
limite do campo fraco.

Uma das principais motivagdes para lidar com o problema da gravidade quantica foi explicada

por Peter Bergmann da seguinte forma:

“A fisica tedrica de hoje é amplamente construida em duas estruturas conceituais gigantes:
teoria quantica e relatividade geral. Como o primeiro governa principalmente os mundos
atdmico e subatomico, enquanto as principais aplicagdes do ultimo até agora tém sido
na astronomia e cosmologia, nossa falha em harmonizar quanta e gravitacdo ainda néo
impediu o progresso em nenhuma das frentes. No entanto, a possibilidade de que possa
haver alguma dissonancia profunda causou aos fisicos um mal-estar estético e fez com
que varias pessoas explorassem caminhos que poderiam levar a uma teoria quantica da
gravitacdo, ndo importa quantas décadas de distancia das observagoes dos ’gravitons’
pode estar no futuro” (BERGMANN] 1992, p. 24) (traducéo do autor).

Este capitulo tem como funcdo apresentar, de forma breve, algumas caracteristicas da natureza
do graviton, partindo das bases de ondas gravitacionais a campo fraco sobre o espaco-tempo de
Minkowski e elucidar a nocdo de helicidade ligada a essa estrutura. Em seguida, sera discutido de
que maneira os gravitons sdo definidos como particulas de spin-2 a partir de representagdes do grupo
de Poincaré e finalmente, a quantiza¢do do campo gravitacional em sua aproximacio linear, bem
como a descric@o de seu propagador. A esséncia para este aparato tedrico esta assentada a luz das
obras de Weinberg| (2005), Kiefer (2007) e das bases para a fisica do graviton de Holstein|(2006)).

1

Apesar de existir teorias que, analogamente a teoria de Proca para fétons massivos (TU; LUO; GILLIES, [2005),
consideram a possibilidade do graviton ser dotado de massa. Mas, esse assunto é um tanto quanto sutil e foge da
alcada desta tese, pois a ideia de gravitons massivos apresentam patologias perigosas, incluindo um modo fantasma e
uma descontinuidade com a RG no limite onde a massa do graviton vai a zero, como mostrado no trabalho de Hassan
e Rosen (2011).
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4.1 PERTURBACOES A CAMPO FRACO

Como ponto de partida, as equagdes de campo de Einstein desenvolvidas no Capitulo [2[serdo
(re)-obtidas sob a forma linearizada. Para que isso seja concretizado, faz-se necessario adotar um
regime a campo fraco, com decomposicdo de uma métrica do espago-tempo g,,, em um background

fixo (ou seja, ndo dinamico) de Minkowski e uma perturbacéo %, explicitamente dada por

Guw = N + '%h;wa (4-1)

em qu k% = 167G, |kh,| < 1ehy,, = h,, sendo um objeto simétrico. A componente inversa da

matriz métrica e o termo do elemento de volume do espaco-tempo perturbado sdo expressos como

g =" — KR 4 KPR 4 L+ O(K") (4.2)

1 K K2 K2
V=g = (—det[g,,))"* = exp (QTr[ln(gm,)]) =1+ §h — Zh‘“’hw + §h2 + ...+ O(K"), (4.3)
em que 7'r[] é o operador traco e h = h/; é o trago da perturbacio.
De modo a focar nas parcelas significativamente mais relevantes da perturbacdo, daqui em diante
serdo negligenciados os termos de ordem igual ou superior a O(x?). Com essa delimitagéo, tem-se
que as componentes da conexao afim (sem torc¢ao), do tensor de Ricci e do escalar curvatura sdo

denotados, respectivamente, nas formas

K
Thw = 5Ol + b0 = hy), (4.4)
K
RW:§@@ﬁ+@y@f4mwﬂ—@@MJ (4.5)
€
R =n"R,, = rx(0Oh — 0,0,h"). (4.6)

Antes de elucidar as equacdes de campo da gravidade linearizada, deve-se impor uma “condicéo
harmonica”, também chamada de gauge de deDonder. Essa condi¢ao desenvolve um papel analogo ao
gauge de Lorenz no eletromagnetismo (em que 0, A” = 0), e aqui é usada para fixar parcialmente as
coordenadas, assegurando g’“’Ffw = 0 e mantendo a invariancia da teoria completa sob transforma-
cOes de coordenadas. Por essa razdo, a teoria da RG pode ser encarada como uma teoria de gauge que

garante um difeomorfismd’ na ordem linearizada. Essa invariancia da gravitacdo em campo fraco é

2 2

Algumas referéncias adotam x“ = 327G, pois partem de uma acdo de Einstein-Hilbert prescrita como § =
(2/x?) [\, v/—9gRd*x. Em sutil contraste com a formulagio S = (1/x?) [,,/—gRd"x, adotada desde o Capi-
tulo

E um isomorfismo de variedades suaves: uma funcio invertivel que mapeia uma variedade diferenciavel em outra, de
modo que tanto a funcdo quanto sua inversa sejam suaves (CARMO} 2010, p. 87).
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dada por

= at ), e< 1, (4.7)
hu(z) — h;”,(x/) = h,(v) — 0,6, — Op€y, (4.8)

em que €, ¢ um vetor que gera o difeomorfismo. O gauge de deDonder ¢é, por sua vez, definido como:
5 1
0" hop — §8ah = 0. (4.9)

Ademais, esse gauge é importante para a definicao futura do propagador do graviton.
Assim, fazendo-se uso das equagdes (4.5) e (4.6), a relacdo entre o tensor de Einstein e o tensor

energia-momento € descrita na forma

1 1 1 1
G = Ry =50 B = Oy = 510,00 =0, (aﬁhﬁy — §ayh) -0, (aﬁhﬂu - 5auh) = —167GT,,.
(4.10)
Em posse do gauge de deDonder (4.9), as equacdes de campo de Einstein linearizadas podem ser

escritas na forma:
Ohy, = —167GT,,, (4.11)

em que B;w = h,, — 1/2n,,h. Ou, equivalentemente

1
Dhltu = —167G (TMV — én.U‘VT) s (412)

sendo T' = n**T},, o traco do tensor energia-momento.

Pode-se notar que a equacéo se assemelha, do ponto de vista estrutural, com as equacdes de
onda de Maxwell para o eletromagnetismo na prescrigéo covariante: 0A* = 47 j*. Observa-se, assim,
que a condi¢do harmdnica é consistente com 9, 7" = 0 (analogo a 0,,7¥ = 0 no eletromagnetismo),

mas ndo com V, 7" = 0. Portanto, embora 7},, atue como uma fonte para h,,, ndo ha dentro da

nvs
aproximacao linear nenhuma troca de energia entre a matéria e o campo gravitacional. Devido a este

ultimo argumento, a resolugdo da equacio (4.11)) é feita no vacuo, com auséncia de matéria (7),, = 0),

garantindo solugdes de ondas planas,
huw () = €ue™ + €5, e, (4.13)

chamadas ondas gravitacionais, em que €, é o tensor de polarizac¢do, sendo k,k* = 0. Analisando

essa solucdo com o gauge (4.9), tem-se
v 1 v
k Euv — 5]{3#5 =0. (414)

Uma vez que h,, continua obedecendo a condicdo dada pela equagéo (4.9), ao realizar uma nova
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transformagéo de coordenadas do tipo (4.7), estabelece-se que
v !’ / 1 ’ ’
0"hy,(x) — ia#h (') = —Oe,, (4.15)

sendo, segundo Kiefer| (2007), possivel fixar as coordenadas e escolher quatro funcdes ¢,(z) que
satisfacam Oe = 0, resultando em um total de dois graus de liberdade independente para o campo
gravitacional em aproximacao linear.

Em analises mais minuciosas, é conveniente que as ondas planas explicitadas na equacéo (4.13)
tenham um comportamento puramente espacial e transversal em sua propria dire¢do de propagacio
(e,wk” = 0), sendo €¥, = 0. Os dois estados de polarizacéo linear independentes sido geralmente
chamados de polarizagido + e polarizacdo x (THORNE; MISNER; WHEELER| 2000). Assim, supondo
que uma onda plana se mova na dire¢io xr3 = z, as dire¢des transversais (r; = x, 3 = y) terdo um
anel de particulas de teste deformadas em uma elipse pulsante, com o eixo da polarizacido + sendo

girado em 7/4 em comparacdo com a polarizagdo X, como se pode ver na[Figura 1

OO OO OVNO

-

— — = — — —
JI.“ B JI.“

L X

Figura 1 — Ondas gravitacionais com dois modos diferentes de polarizacdo transversal: polarizacdo +
(esquerda) e polarizacdo x (direita). Aqui, uma onda gravitacional que viaja ao longo do
eixo z e atua no plano (z,y) é representada. Imagens reproduzidas de Buonanno| (2007).

Explicitamente, a propagacdo de h,, que retrata as polariza¢des para o caso particular exemplifi-

cado acima é descrita como
By = 2R (g e 172, (4.16)

tomando-se a soma das amplitudes de (4.13)), sendo =0, =B=w>0ek'=k>=0, ja que
sua propagacao esta sobre o eixo z. Denotando e, e e, para caracterizagio dos vetores unitarios nas

direcdes z e y, respectivamente, tem-se que as polarizagdes 4 e X sdo expressas como

ener =cnle, ®e, — e, ®ey), (4.17)

cnex =cn(e; ®e, +e,®ey).
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Solucdes gerais da equacdo de onda podem ser obtidas realizando superposicdes dos estados de
polarizacdo linear. De modo particular,
(e, +iex) (e, —iex) (418)
ep = —(e; +ie e e, =—=(e; —ie .
\/§ X \/5 X/
sao os estados de polarizacdo na forma circular de componentes de méo direita e esquerda, respecti-
vamente.
E importante frisar que o comportamento das ondas h,,, em relagdo a uma rotacéo em torno do
eixo de propagacéo se faz util para entender uma peculariedade desse objeto frente a outros campos
de matéria ou de gauge conhecidos. Girando no sentido anti-horario com um angulo 6, os estados de

polarizacao se transformam como

e/, = e cos(20) + e sen(20),

(4.19)
e, = excos(20) — e sen(20).
Tomando essa prescri¢do, os estados presentes na equacio (4.18) seguem a transformagao:
errr ey =cep e ey e =e . (4.20)

Esses tensores de polarizagio, portanto, realizam uma volta completa sob um angulo de 2. Cabe
recapitular que se uma onda plana arbitréria, ¢, transforma-se como ¢ — ¢ = ¢e'"? sob uma
rotacdo em torno da direcdo de propagacio, este objeto / é denominado helicidade, como ja discutido
conceitualmente no Capitulo|3| A onda gravitacional polarizada circular de componentes de mao
esquerda e direita tem, portanto, helicidade 4-2. A critério de comparacdo, a componente do campo

vetorial, A,, no eletromagnetismo se move no espaco-tempo na forma
Ay =™ tele™ (4.21)
w=Epu g,u, ) .

sendo ¢, seu vetor de polarizacdo, com k,k* = 0 e k,e” = 0. As respectivas componentes via
polarizagao circular sdo expressas como

err ey =c e e e e;, =cep, (4.22)
revelando helicidades +1 para as maos esquerda e direita.

Toda onda plana com helicidade / tem seus eixos de polarizacgao linear inclinados um em direcao
ao outro por um angulo de 27h. Para uma particula de spin-1/2, por exemplo, significa dizer que
isso é correspondente a um angulo 7. No caso de uma onda tensorial %, se verifica, através da
transformacdo (4.20), que a invariincia para ela s é alcangada apds uma rotacio quatro vezes maior,
ou seja, 4. Estabelece-se, com isso, que tal onda deva ser caracterizada a particulas de spin-2. Dentro
da TQC, esses estados sdo reconhecidos como estados de helicidade associdados a particula graviton,

que sera explanado melhor na secdo seguinte.
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4.2 GRAVITONS COMO REPRESENTACOES DO GRUPO DE POINCARE

Na secdo anterior, foi salientada uma discussao acerca do carater ndo massivo e de spin-2 para a
particula adjacente a perturbacdo gravitacional, representada pela onda h,,. Mas, por que massa
nula? Pela natureza de longo alcance da interacdo gravitacional, é esperado que o graviton deve
ser dotado de uma pequena massa. Porém, a presenca de uma massa, por menor que seja, afeta a
deflexao da luz descontinuamente e isso leva a primeira conclusao de que a massa do graviton deve
ser estritamente zero, vide Dam e Veltman (1970). O mesmo argumento nio pode, necessariamente,
ser apreciado para fotons.

A presente secdo esta encarregada de apresentar apenas as nocdes de estados de uma particula,
na concep¢do da Mecéanica Quantica, a onda gravitacional. O palco principal é o espaco-tempo
plano de Minkowski com métrica 7),,,, fazendo o papel de um background de fundo fixo, trazendo
consigo as simetrias de Poincaré, a saber: translacdes, boosts e rotagdes. O uso do grupo de Poincaré,
nao extendido para além do nivel linearizado da RG, ja é um indicativo da natureza aproximada do
conceito de graviton.

De acordo com os robustos alicerces construidos por Wigner| (1939), “particulas” sdo classificadas
como representacdes irredutiveis do grupo de Poincaré. E, uma transformacao de Poincaré, sob uma

determinada coordenada z*, se define por
ot = o = A2V + at, (4.23)

em que A", representa as componentes da matriz de transformacéo de Lorentz e a* denota translagdes
no espaco-tempo minkowskiano. Consoante ao teorema de Wigner (KIEFER| |[2007), a tranformagao
geométrica (4.23) induz uma transformacio unitarig’|no espaco de Hilbert’| da teoria,

vy =U(A a), (4.24)

sendo U(A, a) o operador de transformacéo unitaria agindo no dominio de Poincaré. Uma vez que
este grupo é um grupo de Lid?}| é conveniente estudar os elementos do grupo fechado para a identidade.

Assim, tomando-se as transformacdes infinitesimais do espago de Poincaré,
B Sp " T
A =060 +wh, e a' =€, (4.25)

em que w,, = —w,,, tem-se a correspondente expansdo da tranformacéo unitaria no espago de

* O teorema também permite transformacdes anti-unitarias, mas estas sio relevantes apenas para simetrias discretas

(WIGNER| [1993).

Conceitualmente, é um espago vetorial que consiste em uma generalizacdo do espago euclidiano com um nimero
infinito de dimensdes, dotado de produto interno para defnini¢des precisas de distancia e angulos. Estabelece, também,
uma relacdo de completude, garantindo os aspectos de uma teoria continua com limites bem definidos.

Uma variedade diferenciavel que admite uma estrutura de grupo onde as operac¢des multiplicacido e inversao sdo
diferenciaveis.
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Hilbert explicitada por]
1 wo_ o ph
Ul4+w,e)=1+ ZEWW,J — i€, P" + ..., (4.26)

em que J* e P* denotam as dez componentes dos geradores hermitianog’| na representacio do
grupo de Poincaré, sendo reconhecidamente os geradores de boosts, na forma de momento angular e
quadrimomento linear, respectivamente. Esses objetos obedecem a seguinte algebra de Lie (KIEFER,
2007):

[P*, P"] =0, (4.27)
Q[T T = AR — AP P T — e A (4.28)
i[P*, JY) = PP — P (4.29)

Via de regra, os estados de uma particula sdo classificados segundo seu comportamento com
relacdo as transformacdes de Poincaré. Uma vez que os componentes P* dos quatro momentos

comutam entre si, ao atuar com este operador sobre um estado, tem-se

P#wp,a = p“%,a- (4.30)

A equacdo diz que ao atuar um operador P* sobre o autoestado de uma particula ¢, ,, obtem-se
um autovalor p* associado a este objeto, caracterizado por seu momento p no espaco-tempo e por
outros parametros intrinsecos denotados por o que, por sua vez, sdo codificadas em spin, carga
elétrica, carga de cor etc (se houver). Nessa mesma linha, a aplicacdo do operador unitario sobre

esses autoestados é dado por

UL, a)ipe = e P %ahy 5. (4.31)

Uma vez que tais estados seguem a transformacgio de Lorentz (no regime ortécrono proprio),
o método de inducdo de representacdes pode ser usado para encontrar as representagdes do little
group. Este grupo é caracterizado por manter um vetor invariante padrdo, k*, dentro da classe{]
p? < 0 e observando o sinal de p. Para p° positivo, pode-se distinguir entre os dois casos: a primeira
possibilidade é p> = —m? < 0, podendo-se escolher k* = (m,0,0,0), sendo o little group SO(3)
(grupo de rotagdes). Ja que essa é uma transformacdo de Lorentz que mantém uma particula com
k = 0 em repouso; a segunda possibilidade é p*> = 0, sendo possivel escolher k* = (1,0, 0, 1), sendo
o little group 150(2) (similar a geometria euclidiana bidimensional, mantendo translagdes e rotagdes
em 2 dimensdes), conforme observado em Kiefer (2007). A normalizacio entre dois estados distintos

de 9, » se faz de tal forma que o produto interno seja

<wp’,a’7 2ﬂp,a) = 500’5(1) - pl> (4-32)

O sinal positivo do primeiro termo de i é reforcado pela relagio de comutagéo [J;, J,] = i€ymnJ, enquanto o sinal
negativo do segundo termo de 7 é convencionado.

Elucida o mesmo conceito usado para operadores hermitianos em Mecanica Quéantica. Ou seja, objetos que comutam
e que podem ser medidos simultaneamente por observadores localizados em um mesmo referencial.

Restricio imposta com a finalidade de evitar a existéncia de taquions (particulas com m? < 0).
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Se for escolhido o primeiro caso (m # 0) para associar os autoestados de particulas do little group
SO(3) as ondas gravitacionais h,,, tem-se, a partir da Mecénica Quantica, uma soma direta de
representacdes unitarias irredutiveis denotadas por fog, cuja dimensdo é 25 + 1 (j =0,1/2,1,...).
Nesta situacdo, o momento angular com respeito ao eixo z é caracterizado por Jéj ) = Jg), sendo
(Jéj))wx = 0040/, em que 0 = —J, ..., +j. Agora, no segundo caso (m = 0) o little group é o 1SO(2).
Neste contexto, ocorre que os estados quanticos sao distinguidos apenas pelo autovalor de J3, tendo a
componente do momento angular na exata dire¢io do movimento (lembrando que £* = (1,0, 0, 1)),
ou seja,

J3Vpo = Vg, (4.33)

sendo o a propria helicidade. Esse comportamento concilia exatamente com a dnica informacgéo
adjacente as polarizacdes das ondas gravitacionais tratadas na secio anterior.

Por fim, ao analisar a situacdo com transla¢do nula com o operador U (A, 0) atuando no autoestado
Yy -, tem-se que

U<A7 O)w[’,o = Neioe(A,p)l/}Ap,oy (434)

em que N designa uma constante de normalizacio e 6 o angulo de rotacdo dentro das transformacdes
de Lorentz A. Uma vez que as particulas de massa nula ndo podem ser encontradas em repouso
sobre nenhum referencial inercial, a helicidade é uma propriedade invariante de Lorentz que permite
evidenciar uma particula com m = 0. Restam apenas as duas possibilidades de ter o momento angular
paralelo ou antiparalelo a direcio de propagacao da onda.

Observando a equacio (4.22), a helicidade o = £1 caracteriza o f()to Por outro lado, devido a
natureza de helicidade o = £2, em (4.20), das ondas gravitacionais h,, emergentes da perturbagdo a
campo fraco, fica caracterizada uma interagao gravitacional, cuja particula associada recebe o nome

de graviton, notoriamente uma particula fundamental de spin-2.

43 CAMPO QUANTICO E PROPAGADOR DO GRAVITON

Uma vez moldados os aspectos da particula por tras das ondas gravitacionais %, cabe apresentar
aqui, muito sucintamente, algumas peculiaridades no ambito da TQC para o graviton. A quantizagiao
do campo gravitacional linearizado é analisada em detalhes desde seus primordios, iniciado por
Bronstein| (1936)).

Como discutido em Weinberg (2005), a constru¢do de um campo quantico para uma teoria de
campos a gravidade linearizada segue a mesma linha que as usuais empregadas em campos escalares,
fermionicos e bosons de gauge de interacao. Assim, a superposicdo das ondas planas gravitacionais

oriundas da equagéao (4.13) remetem ao operador de campo quéntico do graviton, expresso por

Z/ \/2|_k: a(k,0)eu (k,0)e*™ +al(k,o)e fw(k,a)e_ikx], (4.35)

10" Devido a simetria de inversio no espaco, o = 1 e 0 = —1 ditam o comportamento da mesma particula. Essa explicaciio

¢é valida também para os gravitons. Mas, devido a violagdo da paridade ndo pode ser utilizada para explicar algum
estado de neutrinos sem massa (KIEFER,|2007).
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em que o par (a(k,o);a’(k, o)) designa os operadores de aniquilagdo e criacio para um graviton de

momento k e helicidade o, respectivamente. A algebra de comutacédo desses operadores obedecem a

{a(k,0),d'(K',0")} = 0,00(k—K'), (4.36)
{a'(k,0),d'(K',0")} = {a(k,0),a(k,0")} =0. (4.37)

Através do operador de campo quantico para o graviton, informacdes fisicas ligadas a produgao
de particulas a partir do vacuo, descricdo da hamiltoniana, estado de energia minima e outras
investigacdes podem ser realizadas. Steven [Weinberg (2005), inclusive, argumenta que se pode
derivar o principio de equivaléncia da RG, com a auséncia de outros campos de matéria, por meio da
invariancia de Lorentz da teoria de spin-2, partindo de uma analogia semelhante ao eletromagnetismo,
para mostrar que a carga elétrica deve ser conservada. Em sua analise, o acoplamento g,, devido
ao graviton deve assumir o valor g, = v/87G. Portanto, todas as particulas a baixas energias, com
spin-2 e m = ( acoplam-se de maneira igual. Deste ponto de vista, a RG pode ser encarada como
uma consequéncia da teoria quantica.

Ademais, é importante mencionar, para utiliza¢do no ultimo capitulo desta tese, que o operador
de propagacéo correspondente ao campo quantico do graviton é de natureza diferencial invertivel,
permitindo-se definir tal objeto frente as regras de Feynman de maneira direta, apesar da construcéo
explicita da gravidade apresentar uma complexidade em termos de notacédo devido a proliferacio dos
indices de Lorentz, como se pode observar em tHooft e Veltman|(1993). Em torno do espago-tempo
minkoskiano, o propagador de Feynman-Dyson associado ao graviton no espago dos momentum, via
o gauge harmonico (4.14), é definido por Donoghue| (1995):

L (non”® + P — pn*?)

DB (k) = = 4,
o () =3 k2 e ’ (4.38)

em que e = 4 —d — 0", quando d — 0 para dimensédo do espaco-tempo adotada, e k denota o
momento do graviton que se propaga do ponto pv ao ponto af.
O capitulo subsequente tem o proposito de descrever o acoplamento entre o férmion MDO e o

campo gravitacional, analisando certas bases para um estudo candnico da dita interacao.
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5 INTERACAO MDO-GRAVIDADE: UMA ABORDAGEM CANONICA

No capitulo em questdo, apresentamos uma forma de ampliar a a¢do gravitacional quanto a
incorporagio da matéria fermidnica de dimensio de massa um e spin-1/2, através do formalismo de
tetrada-ADM em uma generalizacdo da acdo de Einstein-Hilbert para Palatini-Holst. Desenvolvemos,
na sequéncia, uma analise dos vinculos hamiltoniano e de difeomorfismo oriundos deste campo de
matéria escura acrescido a gravidade, que trouxe a tona sua densidade de energia e sua densidade
direcional de fluxo de energia associada. Ademais, propusemos uma condicdo de acoplamento entre o
campo MDO e a gravitagdo, de modo a garantir uma funcio semelhante a constante cosmologica. Por
fim, uma discussédo conceitual e qualitativa acerca de um possivel programa de quantizacdo candnica

da teoria é realizada.

5.1 FORMULACAO HAMILTONIANA DA RELATIVIDADE GERAL

No Capitulo 2| a descrig¢do classica do campo gravitacional foi realizada através da variacao
funcional da densidade de lagrangiana associada a gravidade, pelo principio da minima agéo, re-
sultando nas equacdes de Einstein para a dindmica da RG. Uma formula¢do hamiltoniana dessa
teoria fornece meios para melhor compreensao de alguns aspectos da natureza dessa dindmica, como
sera apresentado na sequéncia, tornando-se um alicerce, inclusive, para a busca de uma possivel
quantizacdo candnica. O arcabouco tedrico desta secio esta sustentado em Kiefer| (2007), Dona e
Speziale| (2010) e Dias (2011).

O formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) foi construido entre o fim dos anos 50 e inicio
dos anos 60 (ARNOWITT; DESER; MISNER, |1959; ARNOWITT; DESER; MISNER, 1962), com a
finalidade de descrever as equagdes de movimento da gravitacdo, através de uma analise hamiltoniana,
estabelecendo um tratamento canénico que identifica as variaveis de configuracio e seus respectivos
momentos conjugados. Isso é obtido folheando o espago-tempo descrito por uma variedade munido
de uma métrica (M, g,,,) em um conjunto de hipersuperficies tipo espaco 3;, com ¢ denotando
funcdo de tempo global. A condigio necessaria é que tal variedade deve ser globalmente hiperbdlico,
ou seja, possuir uma superficie de Cauchy] > em um instante de tempo na qual os dados iniciais
podem ser descritos para determinar exclusivamente todo o espago-tempo, tal como relatado em
Wald (1984).

Ha um importante teorema, denominado teorema de Geroch, no qual é afirmado que para um
espaco-tempo globalmente hiperbdlico existe uma “fungéo tempo” global f tal que cada superficie f
constante é uma superficie de Cauchy (DIAS, 2011). Vé-se que ¢t € R faz o papel de f. Assim, M

pode ser folheada em hipersuperficies de Cauchy (X), tendo sua topologia como um produto direto
M=Rx . (5.1)

Realizando-se uma folheacdo do espaco-tempo nas superficies de Cauchy, >>;, por uma decompo-

1" Uma subvariedade Lorentziana, interpretada como defini¢iio para um “instante de tempo”.
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sicdo (3 + 1), o campo vetorial correspondente ao “fluxo de tempo” é denotado por ¢, obedecendo a
t"V,t = 1. Com isso, assumindo-se, a principio, uma assinatura métrica (—,+,+,+), a métrica do

espaco-tempo g,,, induz uma trimétrica em cada ;, expresso por

Quv = Guv + Ny, (5.2)

em que n, = —5/?/@ representa um vetor normal a >, com n*n, = —1 (sendo n* =
—goﬂ/m). A trimétrica g,,, atua como um projetor em X, g,,n” = 0 e g,,¢"" = 0.
A decomposicao de t* pode ser feita em termos de componentes normal e tangencial a hipersu-
perficie >, dada por
XMt =th = Np* + N, (5.3)

em que N é a chamada funcéo lapso, uma distdncia puramente temporal entre as hipersuperficies,
e N* = (0, N%) um objeto tridimensional denominado vetor shift, designando um vetor que parte
do ponto com coordenadas z* em ¢ (constante) para um ponto na propria hipersuperficie, com as
mesmas coordenadas 2% que flui para ¢+ dt (constante). Assim, pode-se interpretar t* = X* como um
vetor que aponta de um ponto com coordenadas (espaciais) x* em ¢ para um ponto com as idénticas
coordenadas em uma hipersuperficie vizinha ¢ + dt. Observe a[Figura 2|para melhor visualizacio da
decomposi¢do presente na equagao (5.3). Nessa representacdo, X* = (T, X*) = X*(z”) descreve
uma familia de hipersuperficies em Minkowski parametrizada em termos de coordenadas gerais e

arbitrarias ¥ = (¢, z), como discutido em Kiefer| (2007).

t+dt

Figura 2 — Intepretacdo geométrica da funcio lapso N e do vetor shift N* = N* X" = N%0,X*,
via t* = X*. Imagens reproduzidas de Kiefer|(2007) e Doné e Speziale| (2010).

Consequentemente, as componentes da métrica g, (e sua inversa) podem ser decompostas em

termos das componentes temporal e espacial devido a folheagao, sendo expressas por

N,N* — N2 N, W (-1NT NN
Y = 9 T b N2 ab bin2 | (5-4)
Ny Gab N?[N* ¢* — N°N°/N

em que q® é a inversa da métrica espacial g,;, obedecendo P — 0%. Assim, o elemento de linha

quadrimensional, ap6s a folheacéo, torna-se

d52 — g‘uydgjudxy — —N2dt2 + qab(dl’a —+ Nadt) (dl‘b + Nbdt)
= (qaN*N® — N3 dt? + 2qupNdadt + qupdr®da’. (5.5)
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Para estabelecer uma “velocidade” associada a trimétrica q,, na hipersuperficie 3, define-se um

campo tensorial simétrico
K, = ququvpng = qfvpn,, = K,,, (5.6)

que carateriza uma forma puramente espacial, assim como ¢,,, pois também ¢é ortogonal a n"
(K n* = K,,n" = 0). Por esses atributos, é possivel mapear tal obtejo para sua verséo tridimensio-
nal como uma contracdo entre a conexdo afim e n,, ou seja, K, = ", n, = =TI, /1/—g.

A interpretacdo geométrica de K, pode ser observada na toma-se os vetores normais em
dois pontos diferentes P e () de uma hipersuperficie Y. Estabelece-se n* o vetor em P que resulta do
transporte paralelo de n* ao longo de uma geodésica de () para P. A diferenga entre n* e n* garante
uma medida para a curvatura que incorpora . na variedade M em P. Assim, pode-se reconhecer o
uso do campo tensorial para descrever essa curvatura, também chamada de curvatura extrinseca,
uma vez que ela desaparece quando n* = n*. Em suma, este objeto desenvolve o papel da conexao
afim (I'§;,) sobre a correcio de transporte de um vetor em Y. Nio obstante, essa curvatura pode ser

reanalisada como uma derivada de Licf]

1 g
Ky = —qzqy(2v{png}) =

1 1
9 qZQZ(['ng)pa = —C]qu(ﬁnq - ‘Cn(n ® n))pa = _Enqiwa (5'7)
—_———

2 2

DO | —

0

em que n = n" ® e, denota o campo vetorial normal ao percurso, ja sendo empregado o conceito
entre a atuacio da derivada covariante em 7 e sua relacdo com a derivada de Lie em g sobre n, livre
de tor¢ao no operador V. Deve-se observar que a ortogonalidade aqui também ¢é garantida, ou seja,

" Lynqu = 0.

n*|g

nt|p n¥|p

Figura 3 — Interpretacdo geométrica da curvatura extrinseca. Imagem reproduzida de Kiefer| (2007).
Ademais, o trago desta curvatura é definido como

K=K"=q¢"Ky,, (5.8)

2 Resumidamente, é uma derivacio na algebra de funcdes diferenciaveis sobre uma variedade diferenciavel M, cuja

defini¢do pode estender-se a algebra tensorial da variedade em questéo. Seja X um campo diferenciavel de vetores,
define-se a derivada de Lie em relagdo a X como a tnica derivagdo tensorial tal que, em auséncia de torcéo, segundo
O’neill (1983): LxY para todo campo diferenciavel Y. No caso de um campo escalar ¢, Lx ¢ = X*V 0 = X0, 0.
Para um campo tensorial de ranking 1, LxTg = XV ,Ts + (V3 X*)T,. E assim sucessivamente para objetos de

ranking n. Em nosso caso particular: £, ¢,, = naMJro(Vpna)gag +(Von®)gpa = Vpne +Von, = 2Vy,nsy.
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sendo interpretado como expansido de mesma equivaléncia da geodésica ortogonal a ¥, segundo
Kiefer| (2007).

Garantindo-se as duas formas fundamentais em 3, (qm,, K W), ¢ imprescindivel estabelecer uma
derivada covariante sobre a métrica ¢ € ¥ que surta o mesmo efeito da derivada covariante usual da
RG sobre a métrica g € M, ou seja, uma derivada covariante D tal que D,¢"" =0 & V,g" = 0.
Dito isto, sejam f uma quantidade escalar e w uma quantidade vetorial (u,n* = 0) em Y. E, sejam f
uma quantidade escalar e u uma quantidade vetorial em M (e vizinha a ). Define-se a derivada
covariante D (DIAS,[2011) de tal forma que:

Duf=qN.f (5.9)

Dy, = ¢4,V g, (5.10)

sendo o raciocinio extendido para formas tensoriais de ranking superiores, com uma projecéo do tipo
¢! para cada indice tensorial. Assim, como os tensores em (3 + 1) da variedade podem ser projetados
em (3 + 1) na hipersuperficie, a t fixo, ndo é necessario o uso do “til” daqui em diante. A condi¢io da

derivada covariante sobre a métrica de ¥ é, portanto, estabelecida como:
Dy = a4t @, 45 Vi (gury +1wmy) = gl q @5 [(Vwnw)ng +n, (Vmy)] =0, (5.11)

assegurada também a comutacdo das derivadas sobre a quantidade escalar f,

v

DyDyf =1/2(DuD, f = D,Dy)f = ¢l (VaVef = VVa[)/2 = 0. (5.12)

Em suma, a operacgao de D sobre tensores espaciais é equivalente a operar V da maneira usual
em RG, seguida da projecdo espacial em X de todos os indices que aparecem, incluindo aquele na
qual a derivada é tomada.

De posse da defini¢do (5.10), o tensor de Riemann e o escalar curvatura de Ricci podem ser obtidos
para hipersuperficie em termos das formas fundamentais q,; e /4, relacionando as curvaturas ja
estabelecidas na RG em (3 + 1) de M com (3 + 1) de ¥, (veja a demonstracdo no Apéndice (A)):

(3)R,u11/\p = Qﬁ,qzlqung,u’y’Ae - KMAKV/) + KV)\Kupa (513)
®R = R+K?*-K,K", (5.14)

emque K = K H” é o traco da curvatura extrinseca, GR - f e R designam o tensor de Riemann
e o escalar curvatura em >, com Ru’u’ /\’fl e R sendo o tensor de Riemann e o escalar curvatura
quadrimensionais em M, nessa ordem. As equagdes e recebem os nomes de equagao de
Gauss e Codazzi, respectivamente.

Desconsiderando os termos de borda da variedade (0.M) e munido do termo de constante cos-

moloégica, a acdo de Einstein-Hilbert é reescrita em cenario de folheacdes M = R x ¥ aplicando o
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escalar curvatura de Ricci proveniente da equacio (5.14):

1 1
- d*ev/—g(R—2A) = —— [ dt | d*aNJq(K K® — K?>+®) R —2A
Seu 167rG/M wvV=g(R = 20) 167TG/R /Z tNVa(Ka 7 R —24)
1
= / dt / BrN(GP Ky Keq + PR — 2A])) = Sapur, (5.15)
167TG R »

em que /—g = N,/q é o termo de elemento de volume métrico (¢ elucida o determinante de g,),
Kap = (2N)"Y(dap — DaNy — DyN,), com a notacéo G, = Ligay, € G Koq = \/q(K* — Kq™),
sendo G a chamada métrica de DeWitt que é expressa em Kiefer| (2007), juntamente com sua
inversa, por

Gabcd — \/_a( ac bd ad _bc 2qachd) e

1
9 a9 +qq Gabcd = _<QaCde + QadQbe — QQabQCd)u (516)

2Va
obedecendo a relagio de identidade G***G gy = 1/ 2(53551 + 5;%52). A acdo ¢ denominada acéo
ADM em reconhecimento aos trabalhos de Arnowitt, Deser e Misner, cuja densidade de lagrangiana
é claramente identificada, Lapy = (167G) N (G K 3, Ko + \/6[(3)1% — 24]).

A fim de construir e analisar uma hamiltoniana associada a gravidade nesse cenario de folheagdes,
via uma transformacao de Legendre a partir da densidade de lagrangiana £ 4y, é necessario explorar

os momentos canonicamente conjugados. Estes sdo dados por

OLapm
= — =0 5.17
PN="0N (5.17)
oL
pNe = aXZM —0 e (5.18)
aLADM 1 aEADM 1 \/a
ab = e p—— — GadeKC —_vi Kab o K ab 519
b OGap 2N 0K, 167G d 167TG( q”), (5.19)

sendo py e pye. multiplicadores de Lagrange, uma vez que a densidade de lagrangiana £ 4py; nao
possui quaisquer “velocidades” ligadas a fungao lapso e ao vetor shift. Por ndo possuirem nenhum
envolvimento com a equacdo dinamica, sdo também chamados vinculos primarios. O parénteses de
Poisso entre a coordenada métrica ¢,; e seu momento canonicamente conjugado p é estabelecida,

segundo Kiefer| (2007), através das relacdes:

iy [ g (00() ) ) ) g g
(o) @) = [ s (G - S s ) ~ Tttt ). a0

{4ab(7), qua(2’)} = 0, (5.21)
{p™(x),p™(a')} = 0. (5.22)

Uma vez que a curvatura extrinseca pode ser escrita em termos de Gup, Koo = (2N) 71 (Gup —

D,Ny, — DyN,), e levando esse fato a equagéo (5.19), ja que esta pode ser invertida, a velocidade em

3 Definido, para duas grandezas A e B em fungdo das coordenadas generalizadas ¢,; e momentos canonicamente

. " SA(y) 6B(z §B(z) 8A
conjugados p®, como: {A(y), B(2)} = [ dz (5%:@) Wzb((gz) - 5qab((32) 51)&5%’2)).
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termos do momento se concretiza como

. 16nGN
Qab = —————
’ \/G

<2pab - anb) + DaNb + DbNaa (5-23)

em que p = p°, = pqqe.
Assim, em posse das equacdes (5.19) e (5.23), a densidade de hamiltoniana canénica emergente

da acdo ADM pode ser encontrada pela transformada de Legendre:

ViR = 2))
167G

HADM - pab(jab - £ADM = 167TGNGabcdpaprd - N - 2Nb(Dapab>a (524)

sendo Ny(Dop™) = N°Dyp? = N*\/qV(p./+/7)- Através da expressao (5.24), tem-se a respectiva

hamiltoniana

Hapy = / dPaHapu = / dPr(NHL + NH,), (5.25)
> >

sendo H | e H, identificaveis como

H, = 16wGGabcdpabpcd—ﬁ(“”)R—M) e (5.26)
167G

H, = —2Dyp). (5.27)

Retomando a agdo ADM,

1 )
Sapv = ——— dt/ Br(p™Gay—Hapy) =
>

1 3 ab - a
167G Jq 7TG/Rdt/Zd z(p®Ga—NH,L —N"H,), (5.28)

16
verifica-se que variando a mesma com respeito aos multiplicadores de Lagrange N e N, nota-se
que H, ~ 0 e H, ~ 0 (KIEFER, |2007). Por essa razdo, os objetos (, H,) sdo denominados vinculo
hamiltoniano e vinculo de difeomorfismo (ou momentum), respectivamente.

Isso implica que a densidade de hamiltoniana para a RG deve desaparecer com a equagao de
Einstein do vacuo G, = 0 (p,, = 0): Hapayr = 0. Em outras palavras, os vinculos H | ~ 0 ~ H, sdo
precisamente as quatro equacdes de Einstein como restricdes as condicdes iniciais. Portanto, ndo ha
um hamiltoniano adequado que néo seja trivial na superficie de vinculos. Isso esta em consonancia
com a nao existéncia de um tempo absoluto na RG, uma vez que um possivel hamiltoniano nao
nulo poderia gerar a evolucao do tempo frente um parametro de tempo externo. Em vez disso, a
dindmica é determinada pelos vinculos, de modo que a evolucdo como um fluxo de medidor pode
ser parametrizada arbitrariamente pelas quantidades ¢,; e p®°. Também é importante frisar que
estes vinculos recebem tais nomes por serem equivalentes aos vinculos K2 — K, K® +®) R =0
e DyK® — D,K = 0 nas analises das componentes tempo-tempo e espaco-tempo para a equagio
de Einstein no vacuo. A partir dessas estruturas pode-se, ainda, interpretar o papel vinculante
gravitacional da equagao com o mesmo desenvolvido pelo vinculo associado a uma particula na
concha de massa p? +m? = 0, cuja hamiltoniana nesse contexto ¢ determinada por H (z, p) = p,i" —
L= —p'i® 4+ pi — L = —p°2° + p2i®//p? + m2 + m+/(i%)2 — &° = i%(—p° + \/p? + m?) ~ 0,

com p° = \/p? + m2. Enquanto a equacéo (5.27) desenvolve uma funcio similar ao vinculo da Lei
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de Gauss no contexto da eletrodinamica, 0, E%(x) = VE(z) ~ 0, em que o fluxo de campo elétrico
¢ nulo em uma certa regido do espago, onde ha privacdo de fonte de carga elétrica, p. = 0, como
bem discutido em Kiefer| (2007). Essa analogia demarca uma correlacdo entre o formalismo ADM,
levantada para uma proposta hamiltoniana da RG, e a geometrodindmica. Ademais, assim como
constatado em Wald (1984), as equacdes de movimento sdo designadas pelos parénteses de Poisson
Gab = {qav, Hapnr } € % = {p®, Hpyr}, detalhadamente demonstrados em Dias|(2011).

Se, por ventura, houver incorporacdo de matéria ao espago-tempo no formalismo ADM, as equa-

Oes de Einstein tornam-se naturalmente G, n*n” = 8rGT,, n*n’ = 8rGp e consequentemente os
1 I

vinculos (5.26) e (5.27)) sdo generalizados para

H, = 167GGupeap™p® — ﬁ((3)}% —2N)+p=0 e (5.29)
167G

H, = 2Dyl + J, =0, (5.30)

sendo p a densidade de matéria de um certo campo de interesse e .J, = ¢/'T},,n” a corrente represen-
tando o “vetor de Poynting’f| associado.

Motivados por esta ultima argumentacéo, a secio seguinte trata de apresentar uma forma de
ampliar a acdo gravitacional quanto a incorporagido da matéria MDO sob o arcabouco tetrada-ADM
em uma generalizacdo de Einstein-Hilbert para Palatini-Holst, além de uma analise dos vinculos

hamiltoniano e de difeomorfismo oriundos deste campo de matéria escura acoplada a gravidade.

5.2 FERMION MDO ACOPLADO A GRAVIDADE VIA FORMALISMO CANONICO

A acdo de Einstein-Hilbert juntamente com a a¢do do férmion MDO para caracterizacio da matéria
escura em espaco curvo, segundo Boehmer et al,|(2010), Silva e Pereiral (2014), Pereira e Lima (2017),

sa0 expressas por

S = SEH-FS)\’X

1 - -

1 -
— / d*z/—gR + —/ d'r/=glg" (V, AV, A) —m? A A —ER )\ A, (5.31)

em que g ¢ o determinante da métrica g,,, I? é o escalar curvatura de Ricci, V, ;\ e V, )\ sdo as
derivadas covariantes atuando nos campos MDO usual e dual, respectivamente, m a massa do
espinor presente no termo de auto-interagao (;\, A), e £ uma constante de acoplamento entre o campo
espinorial MDO e o campo gravitacional, proveniente de TQC em espacos curvos. O termo de borda
(OM) da variedade M é negligenciado na anélise, sendo considerado uma contribuicdo nula.

E importante frisar que em TQC é recorrente a utilizagio da assinatura métrica (+, —, —, —), no
espaco-tempo de fundo para tratar campos de matéria e de interagdo, ao contrario da assinatura
comumente usada na literatura da RG, cuja notacdo métrica é demarcada por (—, +,+, +). Para
transcrever campos fermidnicos em TQC a RG, obedecendo a assinatura métrica, basta multiplicar as

matrizes de Dirac por ¢ € &(C), conforme esclarecido em Bojowald e Das (2008). Note que, de fato, a

*  Uma analogia, j4 que o vetor de Poynting ¢ a densidade direcional do fluxo de energia de um campo eletromagnético.
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algebra de Clifford é mantida,

{/7#7 WV}(TQC) = 29/“/ = 2<+7 R _> — {V“a’YV}(RG) - {Z.fyHJ Zryy} - i2{7u77y}(TQC) =
{’yuu WV}(RG) = _2g‘m/ = 2(_7 +7 +7 +)7 (532)

e vice-versa. Além disso, a densidade de lagrangiana de matéria em (5.31) para o campo fermidnico
MDO, E/\X = 1/2/=g[¢"(V,, A V,A) —m? X X — R X \] com assinatura métrica (+, —, —, —)

¢ equivalente a £ - = 1/2y/—g[—9"(V, A\ V., A) — m? AN—ER A A] com assinatura métrica
(—,+,+,+), devido a mudanca g"” <+ —¢"” de uma assinatura para outra.
Em espaco curvo, as derivadas covariantes atuantes nos campos usual e dual do férmion MDO

sdo definidas por Boehmer et al.[(2010), na forma:
VA=9A—T,\, VyA=0, A+ AT, (5.33)

sendo I',, a conexdo de spin, um elemento interpretado como campo de gauge, gerado por transfor-
macoes locais de Lorentz, cumprindo uma funcéo similar a conexdo afim para vetores, no contexto
de estruturas espinoriais em espacos de curvatura ndo nula. Este objeto bem como a comutacdo de
duas derivadas covariantes atuando no espinor A (veja a demonstracao no Apéndice (B)) podem ser
expostos como:
i ?
ab ab
r,= 19 Tabs V., Vo A= _Z;FW Tap\, (5.34)
ab _ _a vb a, pbrv 4 X : : 5| La

emque w,” = eld,e”’ + ele”T’ up € @ conexao escrita via campos de tetrada e (YEPEZL|2011) e

a conexao de Levi-Civita, sob indices do espago-tempo (indices externos ji) e de Lorentz (indices

b b b
c pue

do espinor A, similar a curvatura de Riemann para a gravidade e 04, = 7/2[Va, V5)-

internos a). O termo F' Wab = 0w, — 8,,wu“b +w,w,; — w, W, é a “curvatura” devido a conexao

A acdo de Holst (1996) foi originalmente desenvolvida no contexto de um formalismo para o
tratamento de uma possivel teoria de gravitagdo quantica nao perturbativa. Esta acdo é constituida
pela jun¢do da acdo de Hilbert-Palatini somado o termo dual de Holst. Partiremos dessa mesma
premissa a fim de estabelecer uma a¢do mais completa possivel para o acoplamento entre o férmion
de dimensao de massa um com a gravidade.

Reescrevendo a agéo em termos dos campos de tetradas a 14 Einstein-Cartan, considerando
a acdo gravitacional Sgy equivalente a acdo de Palatini-Holst (veja a demonstracdo no Apéndice (C))

e usando explicitamente a conexao de spin (5.33)-(5.34) sob o férmion MDO, temos

1 il
S = 60 /M d4x(€€7e?P[JKLFMVKL(w))(1 B 87rG§ X )\)
1 - -
+ 5 /M d4x(6)[(€‘?eljn[=}8ﬂ A 8,,)\) —m2 \ )\}

i k R e
+ g/ d*z(eelfemn’” )\ wi‘]au(&,)\) — (0, NN oynd —i/4 ) (wi‘]wi\/[NUUJMN))\],
M

(5.35)

> Construido usualmente como g,,, (z) = eﬁ(w)ef’,(w)nab, sendo eliel = 0L, efe) = stelel = vyl
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KL

sendo a curvatura F,, " " (w) = 28[Mw5}( L+ [wy, w,] descrita em termos da conexéo de Lorentz w/s *,

com os indices latinos maidsculos representando as componentes espaciais dos indices internos de
Lorentz (a, b). Enquanto o termo P?”..; da acdo de Holst, bem como seu inverso na forma compacta
sao explicitados por |Holst| (1996)), Bojowald e Das| (2008):

pll sl 1‘5UKL p-l1KL _ o SIE 5L 1€IJKL 5 36
KL= Ok00 =275 H B IJ_'_;T? (5.36)

em que 7y (ndo confundir com as matrizes de Dirac ¥*) é o parametro de Barbero-Immirzi (G.,|{1995;
IMMIRZI, [1997) e !/ 1, um tensor completamente antissimétrico, analogo ao tensor de Levi-Civita. E
importante elucidar que o termo de acoplamento entre o campo gravitacional e o campo fermiénico
foram aglutinados na acio de Palatini-Holst a fim de propormos £ = 2G ' p,../(R ) A), dependente
de fatores puramentes escalares e, portanto, invariantes, assumindo uma funcao similar a constante
cosmologica A nas equacdes de campo de Einstein em cenarios cosmologicos para modelos do tipo
A(t) |Peebles e Ratra|(1988), uma vez que A = 87 pyqc, sendo p,,. a densidade do Vécuoﬂ Ou mesmo
para teorias escalares-tensoriais a la Brans e Dicke (1961). Esta proposta esta sendo realizada para
os quadros em que o termo de Holst recupera o exato escalar curvatura de Ricci, R, originalmente
presente na acdo de Einstein-Hilbert. Além disso, é notado que a parte descompactada para a matéria,
em nosso caso, revela a soma de duas parcelas na acdo do campo MDO: uma parte que se assemelha
a dinamica de um campo escalar massivo e uma parte que carrega a informacdo quadratica da porcao
fermidnica pura com conexao de spin (Gltimo termo integrado sobre a variedade M da agéo (5.35)).
Isso se deve a natureza dinamica de Klein-Gordon para a conservacdo de energia e a estrutura desse
campo fermidnico, respectivamente.

Um formalismo candnico (hamiltoniano) é construido frente a uma transformada de Legendre na
densidade de lagrangiana da agdo. Por isso, sera necessario transcrevermos a acao (5.35), a partir
da variedade M, para uma familia de folheacdes >; constante, munida de uma métrica e orientada
por uma fung¢io no tempo ¢, imersos na variedade: (M, g.) — (3, 1) = X; x R C M, tal como
originalmente prescrito pelo formalismo ADM da sec¢ao anterior. Ou seja, ao invés de trabalharmos
com tensores do espago-tempo, usaremos a descri¢do de como um campo vetorial t* evolui de uma
hipersuperficie >J; para outra >, 5, em direcdo ao futuro, uma vez que estamos assegurados sob a
condicdo de Lorentz. Seguindo a dotagio dessa norma, vimos pela se¢io anterior que um quadrivetor

arbitrario no espacgo-tempo, t*, é decomposto em
tH = Nn" + N¥, (5.37)

sendo n* e N* os vetores normal e tangente a hipersuperficie ;, com N realizando a funcéo de ditar
a transi¢ao temporal de uma hipersuperficie a outra, sendo, portanto, (n*, N*) ortogonais N*n,, = 0.

A evolucdo espacial de t* deve obedecer t*V,t = 1, sendo a, b, c,... os indices tensoriais espaciais.

¢ A constante cosmolégica possui o mesmo efeito de uma densidade de energia intrinseca do vacuo, onde conversdes

modernas da RG ja estdo inseridas. Segundo estudos recentes, Ade et al[(2016), ha um indicativo de que a densidade
do vacuo assume um valor proximo de pyge >~ 5,96 X 10_27kg/m3.
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Em virtude disso, relembremos que a métrica g,,, ¢ decompposta em

v = Quv — NNy, (5-38)

com ¢, designando a projecdo em ;.

Tendo em vista que o tratamento de férmions ocorre em espagos curvos, é natural o uso da
formulacdo de campos de tetrada. Simultaneamente ao formalismo ADM para gravitagdo, sera
necessario estabelecer uma fixacdo de gauge sobre os vetores internos da tetrada, que se decompoe

em uma unidade de tempo, como um vetor e uma triad. Configurando o campo de vetor interno

constante n; = —0%, em que nin; =1, segundo [Das| (2008), temos que
n®=nled, €% =ct —nng, (5.39)

sendo n® a unidade normal a folheacio, £4n, = c¢n! = 0, com €¢ := triad (parte espacial da tetrata).
A partir da expressio (5.37),
n® = N"'(t* — N%), (5.40)

temos a projecdo das componentes normal e tangencial em ;.
Sabendo que |e| = [\/—g| = N /q e |det( ")| = \/q (parte espacial), o termo de densidade de

lagragiana gravitacional presente na acéo (5.35) sobre a hipersuperficie >; é expresso por
1 KL 17 KL
eere P FL o (W) = N\/qetes P Fy ™ (w), (5.41)
no qual, decompondo-se as tetradas via equagdo (5.39), temos

N/gege P Fo Kl (w) = Nyq(e§ — nng) (€Y — nPny) P Fy BE (W)
= Nq(eeh — e4n’ny — nniel + nnmPny) Py Fy B (w),

(5.42)

onde os ultimos trés termos entre parénteses da expressao acima sdo, a partir da relacdo (5.40) e a

condicdo de gauge n;, descritos como

n*ninbny —einlny — nnie’ = (N7'(t* = N)ng(N7HtP — N*))ny — e4(N7HtP — N®))ny
—(NTHt" = N*))nre
= N72(t" = N (t" — N®)(6969) — N~ 'e5t®n; + N~ 'e4Nn;
—N_ltanjal} + N_lNanjaf}
= —N7'e4t"ny + St ng] + NN el + Nonjyed]
= 2N 'ngt%h + 2N N eh. (5.43)

Assim, utilizando a relagéo (5.43) em , 0 termo de densidade lagrangiana gravitacional se torna

eefe s P F 5 (W) = Ny/qefeh — 2N 'ngtely + 2N Nonyeh ) P Fy M (W), (5.44)
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Seguindo as mesmas consideracdes para os termos carater “escalar” e fermionico da dindmica do

campo espinorial MDO, presente originalmente na acéo (5.35)), temos como resultado as parcelas:

e[(efesn’a, A Oy N\)—m? A N = N /q[(e5eh—2N " nptel+2N "Ny )n' (0, A Op\)—m? A Al
(5.45)

ek X W ap5(0,0) — (O NN onn A — /4 A (WM N o o)A

—>

N /qletel, — 2N ngtel + 2N NongehIn™ {i /208 wl vy — 1) (0)

—(Ba Nep™ ey — I alA) + /16 X (@i wd™ vy = vy — ) A}
(5.46)

Desse modo, através das transformacoes (5.44), (5.45) e (5.46), obtemos a agio associada ao campo de

matéria escura MDO acoplada a gravidade de Palatini-Holst descrita em formalismo ADM-tetrada,

configurado na forma compacta:

S[e,w,)\] = SPH,{ —FS}\;\E —|—S}\ﬁ

AR

_ / dt / BN g PV F K (w) (1 — 81GE A A)
167TG R )
42 / dt / BN Q50" (D0 X ) — m?> A A
~5 Lt [ EaN At 208wl a0

— (80 Nt yar, W) +1/16 X (W OV vl A, (5.47)

em que Q% = (%% — 2N~"Inst%" + 2N"1N%n;e%). Os subindices na acio de matéria, S s ©
S/\,;\F’ sao postos para diferenciar propositalmente a parcela de carater a 14 Klein Gordon (escalar7) ea
la Dirac quadratico puro (fermidnico) devido a ja mencionada natureza do campo espinorial aqui
tratado.

A acdo e a densidade de lagrangiana emergente dela se encontram na forma mais completa
para analises dentro do formalismo hamiltoniano em termos do campo de matéria de interesse. No
escopo desta tese, o cenario admitido sera sem tor¢do e com o quadro de Palatini-Holst recuperando o
escalar curvatura de Ricci. Portanto, admitindo tais requisitos, a mencionada acédo recai naturalmente
na agdo entre o campo gravitacional somada ao férmion de dimensao de massa um, expressa em

(5.31). Sob uma familia de folheagdes 3. na variedade e com o auxilio da expressédo (5.15), temos

1 -/
S = 16ﬂg/dt/ PrN(G" K Kea + \/6_1(3)}%)[1 — 81GE )\ )
R b

1 - -
+ 3 / dt/ >z N\/q[(¢" + n"n")(q} Da ¢ZDg)) —m? \ . (5.48)
R Jx
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A fim de buscar o tratamento candnico (hamiltoniano) que acopla este candidato a descricao
da matéria escura com a gravidade, e levando em consideracao a discusséo tratada no paragrafo da
equacio sobre a assinatura métrica, comecaremos com a escolha de uma variavel de configuracéo
e a defini¢do do momento para o MDO ('p = 0L/0¢'), de modo que garanta a transformada de

Legendre: .

Partindo-se da densidade de lagrangiana do férmion em questio,

= =

1 -
= 5\/—9[9’“’(8“ A+ AT)ON=T,N) —m? A A

_ %,/—_g[av NON — 0 AT AT 0= ATToA —m® A, (5.50)

os operadores

0L, 5 v=glo@ xa,n onrroN|  v=g o5 00N 5 0,00,
0(0,)) 2 (0 ) 00,0 | 2 9(0a)) (0
_ _V;g(av X 0%+ A T¥69%) (5.51)
€
L5 _ Vg o aan 0@ m)] Vg [a@vﬁaﬁ AN 99705 A m)]
0(a \) 2| 0(0a ) 0(a \) 2 0(Oa \) (D \)
_ vV —3g a(aﬁ i\) guﬁay/\ . a(aﬁ i\) guﬁry)\]
2 19(0a ) 90 \)
= Y H(530°A - 5507 (5.52)

sao obtidos, permitindo declarar seus momentos conjugados como

Pa PN+ AT e (5.53)

= \/__g(a")\ —T)\). (5.54)

pﬁ ey

Em seguida, as respectivas “velocidades” do campo em termos dos momentos sdo determinadas, com

o auxilio de (5.53) e (5.54),

A= VoA = (A — o)) = e (5.55)

2
\/_—ggoop:\
;\Ivo;\:(ao)\—i-)\ro):

(5.56)



66

Notemos, ainda, que a densidade de lagrangina (5.50) pode ser explicitamente encarada como

1 - - - - 1 = -
L~ = =/=g[0° X\ — 3" X\Tor+ X T2 — X TTy)| —5\/_—9[8’ A O +m® \ )

bWY 2
A
1 - .- -

sendo 5 o

_ (90 | y 10 . . 9oo

A= (0" X+ AT7)(0A Fo)\)——\/__g—\/__g(pAp;\). (5.58)
Assim,
L= 2 L 9 XN+ m2 AN — & ATON — 0 X Tyh— X\ T,
ax = g 0an) = V=g A OAEMEAA] = V=g TN = 0 ATA= AT

(5.59)

Com a transformada de Legendre realizada sobre EAX de (5.59), desenvolvemos a densidade de

hamiltoniana do férmion escuro em espago curvo,

H)\,;\ = p,\)\ —l—p;\)\ — E/\,X
2 2

1 iy 2y
= \/_—ggoo(p)pjﬂLp;pA) - \/_—ggoo(p)p;) +5V=g(@ A dA+mE AN

+ Vg T oA = 0 ATA= ATTN), (5.60)
obtendo
T L a0 N oA L mE AN £ S TITION — 6 A ToA— A T'T)A
r ,—_ggoo<p;\p,\) + B —g(0" X oA +m” X\ A) + 3 —gIAT 0N = 0" ATA—= A T'THA),

(5.61)

que por sua vez nos permite finalmente descrever a hamiltoniana do férmion MDO em cenario de
folheacoes ¥J; a la ADM na forma:

_ 3
HA,X - /Ed xHA,X
2p-pa - -

= / dP*zN [ —— + ﬂ(qabaa A O\ +m* A N)

> Vi 2

. 1, - - -

+ / d*rN“ (éqg[)\ DyON — Oy A Ted— ) rbrcA]nC>

)
— 3 a
= //S d x(NHL,A,j\ + N ’HMX), (5.62)

observando que as transformagdes \/—g — N, /g e \/—gg” A;B; = N 2qb( Ay B, )n® foram realizadas
para mapear M — R x 3.

O resultado presente na equacao (5.62) nos permite visualizar ’HL ) comoa densidade de energia
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do campo fermidnico MDO (Tyy = Py X)’ que “flui” através da func¢do lapso, e consequentemente
ortogonal a > em um dado instante de tempo ¢ fixo. Enquanto o termo H i pode ser interpretado

a,A,

como uma “corrente” (Ja)\’;\ = ¢, Ty.n¢) associado ao férmion, que se desloca através do vetor shift
N tangencial a hipersuperficie ¥;. E notavel que esta densidade direcional de fluxo de energia
depende exclusivamente da derivada espacial e da conexdo de spin do campo espinorial de dimensao
de massa um.

Como discutido no paragrafo das equagdes e no final da Secdo ha uma generali-
zagdo para os vinculos hamiltoniano e de difeomorfismo devido a incorporacido de matéria a agao de
Einstein-Hilbert em formalismo ADM. Portanto, para a gravidade em juncao com o férmion MDO

provenientes da acdo (5.48), declaramos tais vinculos por:

b, cd \/a @ \
H, = | 167GG gpeap™p™ — om0 R [1—87GE )\ N TP ~0 e (5.63)
Ha = —2Dyp/[L —87GENN + ], &0, (5.64)
ou ainda mais explicitamente,
(3)
o ab, cd \/a _ \
H, = (167TGGabcdp D —167TG R) [1 87TG£ A )\]
2 /g - -
A L Vg9, AN+ mEAN) | ~ 5.65
+(ﬂ+2(quab+mA) 0 e (5.65)
- 1, - - -
He = —2Dypl[1 —87GE N A + (ﬁqZ[)\ Dy0N — Op A Ted— ) FbFC)\]nC> ~0, (5.66)

lembrando que o termo —87G¢ X A foi unido ao escalar de Ricci na parcela geométrica da acdo a fim
de garantir um comportamento similar & constante cosmoldgica em modelos A(t) a partir da constante
de acoplamento ¢ entre o MDO e a gravidade, e da invariancia ortonormal A ()A(2") = £2mo(z—2')
para as mesmas helicidades do férmion em sua forma autoconjugado (5) e anti-autoconjugado (A),
respectivamente.

Apenas como analise comparativa, ao incorporar um campo escalar de densidade de lagrangi-
ana L4 = /—g(—1/2¢""V ,¢V,¢ — 1/2m*¢*) ao espago-tempo (KIEFER| 2007), os vinculos de ¢

adicionados aos vinculos H e H, da gravidade sao dados por

P Vi
2.7 2

E possivel notar, entre (5.65)-(5.66) e (5.67), que a densidade de energia do campo fermiénico MDO

Hig=pe= ( (¢"0a0B¢ + m2¢2)) e Hap = Jus = psOadd. (5.67)

(p/\’;\) se assemelha muito com o campo escalar (py), uma vez que a equacdo dindmica de ambos
os campos seguem a mesma forma de Klein Gordon. Contudo, enquanto a “corrente” - densidade
direcional de fluxo de energia - na hipersuperficie >; do campo MDO (Ja,;\,)\) esta em funcao das
derivadas espaciais e das conexdes de spin, a corrente do campo escalar, embora também esteja em

funcao da derivada espacial, ndo possui termo de conexdo de spin, obviamente. A diferenca é aclarada
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devido a estrutura espinorial do férmion em espago curvo.

Em suma, os vinculos e nao somente nos permite interpretar as equagdes de Einstein
com adicdo de um candidato a descricdo da matéria escura ao conteudo material, como também
nos da a liberdade de conceber esse férmion como contribuinte da energia escura, visto que este
substitui a fungao de uma energia intrinseca e fundamental do espago codificada em A, geralmente
apresentado como representante mais simples para esta hipotética fonte de energia e pressio, que
tendem a expandir aceleradamente o universo nos dias de hoje.

Como uma observacao adicional, cabe mencionar que a constru¢ao para os vinculos hamiltonianos,
devido a gravidade e ao campo MDO, foi realizada sobre uma métrica geral g,,,, cujo elemento de
linha geral em espago curvo é ds? = g,, datdz” = (quN*N® — N?)dt* + 2qu,Ndzdt + qupdz®da®.
Desse modo, as equagdes e fornecem as bases canodnicas para tratamentos desse férmion
via métricas particulares em cenarios de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (modelo FLRW),

black holes, wormholes e diversos outros panoramas cosmologicos de interesse fisico.

5.3 UMA POSSIVEL QUANTIZACAO CANONICA (?)

Uma vez obtidos os vinculos hamiltoniano e de difeomorfismo associados a gravidade e ao férmion
de dimensdo de massa um, o programa de quantizacdo candnica sera discutido no intuito de prescrever
provaveis “passos seguintes” quanto ao desenvolvimento deste trabalho.

Primeiramente, é valido discutir certos aspectos relacionados aos vinculos. No Capitulo [4] foi
visto que, em uma abordagem covariante para a RG, a estrutura das equagdes de campo linearizadas
mostra que apenas duas componentes do campo de graviton h,,, se propagam, correspondendo as
duas helicidades de uma particula ndo massiva de spin-2, para a contagem do nimero de graus de
liberdade na teoria. Uma vantagem do formalismo candnico é que ele nos permite confirmar essa
contagem de uma forma mais geral e robusta.

Recorrendo a fisica classica, cada ponto no espago de fase (“posi¢do e momento”) caracteriza uma
trajetoria fisica, e o nimero de graus de liberdade é definido como metade da dimensionalidade do
espaco de fase. Em teorias com vinculos, como a RG e teorias de gauge, é preciso ter uma atencio
quanto as restrigdes. Desse modo, é comum distinguir uma nogao de espago de fase cinematico e
de espaco de fase fisico. O espaco de fase cinematico é definido pela estrutura de Poisson da teoria.
Assim, caracterizando a métrica q,,(x) por seis niimeros por ponto de espaco, muitas vezes denotado
simbolicamente por 6 - 00®, e p?(2’) por 6 - co® também, tem-se que a dimensionalidade do espaco
de configuracio (gu (), p™(2')) é (6 + 6) - 003 = 12 - 0o®. Admitindo os vinculos hamiltoniano
H ., e de difeomorfismo H, com 1 - c0® e 3 - 0o® graus de liberdade, respectivamente, tem-se que a
dimensionalidade reduz-se a (12 — 1 — 3) - 00® = 8 - 00®. Levando em conta que os vinculos geram
quatro conjuntos de parAmetros de transformacdes de gauge na hipersuperficie 3, entdo 4 - 0o® graus
de liberdade devem ser subtraidos a fim de fixar esses gauges. Logo, restam (8 — 4) - 00® = 4 - 00®
variaveis no espago de fase. Este é o chamado espaco de fase fisico. Possui quatro dimensdes por
ponto de espaco, ou seja, a teoria possui dois graus de liberdades fisicos por ponto de espaco (ou
simplesmente dois graus de liberdade), um resultado consistente com a analise linearizada. Mais
detalhes sobre essa contagem podem ser vislumbradas emWipf (1994). A[Figura 4sintetiza a diferenca
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entre os espagos de fase cinematico e fisico aqui discutidos. Assim, para saber os dois graus fisicos
de liberdade da RG, é necessario controlar a solucdo geral da teoria. Esta é uma tarefa nada trivial
devido a alta nao linearidade das equacdes de Einstein (DONA; SPEZIALE, 2010).

(qubr ﬁ—“b) =12. ’}C-:i

/_'\// (‘Yub: "T“b) = &.00% 7

H=H"=10

I il — 4.
(_qub: " )V}?.fs‘ﬁ =4-00

Figura 4 — Interpretagio da diferenca do espaco de fase cinematico (qu;, %) = 12 - 00® e espaco de
fase fisico (phys) (qap, ) = 4 - 00®, reduzido devido aos vinculos. Na notagéo da figura,
7% = p?, Imagem reproduzida de Don4 e Speziale (2010).

Estando todo o contetido dindmico da RG nesses quatro vinculos (H |, H,), uma abordagem de
quantizacdo pelo programa de Dirac (1951) se torna interessante, visto que nesse prospecto os estados
fisicos dindmicos podem ser aniquilados pelos vinculos. Resumidamente, o procedimento pode ser

dividido em trés etapas:

« Encontrar uma representacio para as variaveis do espago de fase da teoria como operadores em
um espaco de Hilbert cinematico auxiliar .77, desde que satisfacam as rela¢des de comutacgéo

padréo previstos pela Mecanica Quantica, {-,-} — (1/ih)[-, ];
« Promover os vinculos (H, , H,) para operadores (7:[ 1, fﬂa) em Fin;

« Caracterizar o espago de solucdes dos vinculos que pertencam a um espacgo de Hilbert fisico

%’},demodoque?—lﬂl’:Oe’}:la\lf:(),‘v’\lfE%’}.

Sabendo que o procedimento de Dirac é mais geral que a prépria teoria da RG, podendo ser
empregado a qualquer sistema com vinculos, tomando o formalismo ADM original com a auséncia de
matéria no espaco-tempo, G, = 0, tem-se que a algebra de Poisson presente em (5.20)-(5.22) sofre a
transformacao quantizada (KIEFER| 2007)

[Gab (), ()] = ih6(,05)6(w — '), (5.68)
[Cjab(w)a dcd(a}/)] = 07 (569)
[0 (x), ¢ (x")] = 0, (5.70)

em que Gu(x) e p°(x) sdo os operadores associados a métrica e momento conjugado gy € Pap,

respectivamente, de modo que suas atuagdes sobre um funcional de onda V[g,, ()| associada as
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folheacdes do espago-tempo, pertencente a .77, sdo dadas por

qab<x>\1[{Qab(w)] - Qab(w) : \I/[Qab<w>]7 (5'71)
(@) V()] = —méq%@)\m%(mn, (5.72)

em que ¥[q,, ()] precisa necessariamente ser dotado de produto interno (¥|¥’) bem definido.
Assim, em posse das regras de comutacio (5.68)-(5.70) e de sua implementacao formal diretamente

presente em (5.71)-(5.72), chega-se a “dinAmica” com a quantizagido dos vinculos (5.26) e (5.27),

obtendo-se as seguintes equacdes para o funcional de onda:

Hiapn¥ = [ —167Gh2 G gpeq - L (DR —2A) ) ¥ =0 (5.73)
ADM ¥ = abed - 5(]ab5ch g 167G ) .
. L o0v
Ha,ADM\IJ = 2quaclh— = 0, (574)
(Sch

em que os dois pontos (:) indicam que uma ordem nos operadores precisa ser prescrita. As equagdes
e sao conhecidas como equacdes de Wheeler-DeWitt (KIEFER, [2007), devido ao trabalho
desenvolvido por estes no final dos anos 60, na tentativa de achar uma proposta para quantizacao da
gravidade a epoca.

E natural pensar que, com a incorporacio de contetido material no espaco-tempo, como na
ampliacdo obtida por nos em e para matéria e energia escura provindas do campo
fermidnico MDO, um processo de quantizacdo analogo ao mencionado pelas equacdes de Wheeler-
DeWitt ocorra. Contudo, além de ser necessario encontrar a forma com que os operadores do campo
MDO (H, o H, . 5)

Ugqp()], teriamos, a principio, um problema para caracterizagio de suas solugdes.

atuariam em um hipotético espaco de Hilbert munido de funcionais de onda

Nessa perspectiva, uma provavel solucdo para tal quantizacido candnica seria recorrer a acao
de Palatini-Holst com a inclusdo do campo MDO em folheagées ADM-tetrada que alcancamos na
equacao e trabalhar com a reformulacdo de |Ashtekar| (1987), onde este promove as variaveis
(qap(), p™ (")) para as chamadas novas variaveis canénicas (E?(z), A} (2')), triad densitizada e
conexdo de Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero, respectivamente. Esses objetos sdo estruturados em uma

teoria de gauge SU(2) e apresentados, segundo Kiefer|(2007) e Thiemann (2008), nas formas:

EXx) = \/qei(z) e (5.75)
Al(2') =T () + K (), (5.76)

em que £%(z) ¢ a triad (componente espacial da tetrada), I' (z’) = 1/2(€/,wi¥) é a conexdo para o
transporte paralelo de um vetor v7 com rotacio infinitesimal dw’ = ['dz?, Kj (') = Kya(2')e™ (')
€ a curvatura extrinseca contraida com a tetrada e v é o parametro de Barbero-Immirzi.

Essa reformulacéo analitica é a base para uma das modernas propostas de quantizagao da gravidade,
a LOG. Pretendemos abarca-la em investigacdes futuras, tendo como pretengao o estudo de uma

possivel quantizagdo do campo gravitacional acoplado ao férmion MDO.
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6 INTERACAO MDO-GRAVIDADE: UMA ABORDAGEM COVARIANTE

Neste capitulo, investigamos em detalhes a interagéo entre o campo fermidnico de spin-1/2, dotado
de dimensao de massa um, e a particula associada a gravidade em nivel quantico, o graviton, a luz da
prescricdo covariante. Obtemos um vértice de interacdo que mescla as caracteristicas dos vértices de
campo escalar-graviton e campo férmion (a la Dirac)-graviton, devido ao atributo dindmico escalar e
a estrutura fermionica do campo MDO. Mostramos que este vértice obedece a identidade da Ward-
Takahashi, assegurando a invariancia de gauge para a interagao. Derivamos a contribui¢do do férmion
MDO para o propagador do graviton, a nivel de um loop e encontramos suas condicdes fisicamente
possiveis de existir com um contra-termo cosmolégico. Em seguida, calculamos o processo de
espalhamento entre MDOs mediados por um graviton. Ademais, verificamos que, para baixas energias,
o resultado elucida somente a contribuicdo do setor escalar presente no vértice para o potencial
gravitacional, permitindo-nos avaliar que no limite no relativistico da interacdo gravitacional
chega-se naturalmente ao potencial newtoniano, obedecendo as circunstancias necessarias para um

candidato de matéria escura no cenario cosmologico atual, alicercado pelo modelo ACDM.

6.1 VERTICE DE INTERACAO MDO-GRAVITON

A acdo do férmion de dimensio de massa um e spin-1/2 em cenario de espago curvo de variedade
pseudo-Riemanniana é, como visto nos trabalhos de Boehmer et al|(2010), Silva e Pereiral(2014), dada

por

S = / N (wvu A VoA —m? A A) d*z, (6.1)
M

em que A = \(z) e A= () denotam o campo espinorial e sua correspondente estrutura adjunta
de massa m. O determinante da métrica é descrito como g = det(g,, ), com assinatura (+, —, —, —).
Neste caso, diferentemente do capitulo antecedente, consideramos a situacido de que o acoplamento
entre o campo fermidnico e a curvatura R seja nula, ou seja, um quadro de acoplamento minimo,

¢ = 0. As derivadas covariantes atuantes no férmion MDO sdo, novamente, explicitadas como

Vuod=0u A+ AT, e VA =9\ — T\, (6.2)
com a conexao de spin seguindo a notagé [, = A0 /2. Sendo os geradores de transformagéo
0% = —1/2[v*,+*], em que v* sio as matrizes de Dirac mapeadas em espaco localmente plano, para

que assim possa descrever a conexao via campos de tetradas e? (YEPEZ, 2011). Expressamente, o

termo da conexdo A, é designado na forma

a __ v a vpo a
pp = —ey 0,6y, + e i Cas (6.3)

! Sutilmente diferente da notagéo do capitulo anterior, no tratamento do formalismo candnico, e para fins de comparacio

com trabalhos existentes na literatura em estudos de interacdo de campo de matéria e graviton, segundo o formalismo
covariante.
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em funcdo da conexdo de Levi-Civita e munido de indices internos (a) para mapeamento de Lorentz
e externos () para o espago-tempo.

Tendo em vista que a abordagem para obtencdo do vértice de interagao constituira em analisar a
dindmica no espago dos momentum entre o férmion MDO e o graviton, é importante que se estenda a
meétrica genérica g,,,, € consequentemente os campos de tetradas e, com uma perturbacéo h,,, em
torno da métrica de Minkowski. Em outras palavras, iremos seguir uma prescri¢do a campo fraco,
assim como apresentado no Capitulo [4| nos estudos da natureza do graviton. Dito isso, a métrica e a

tetrada tornam-se expressas como

Guw = My + Khyw, KRy | < 1, (6.4)
¢ =1l — 1/26hg + 3/8k*hihS + O(k?), (6.5)
Ca =1l + 1/26hG = 1/8k%hay h™ + O(k), (6.6)
g% =0 — kh*? + K2hOXRE + O(KP), (6.7)

sendo k* = 167G e h,, = h,,(z) o campo associado ao béson graviton.

A partir da equagao (6.4), o elemento de volume do espago-tempo perturbado fracamente torna-se

K, K g K2, 5
De modo a preservar as contribuicoes mais relevantes na perturbacdo da métrica, as componentes

de ordem igual ou superior a k2 serdo negligenciadas de agora em diante. Assim, o termo de conexio
afim presente na expressio (6.3), com auxilio das equagdes (6.4)-(6.7), ¢ denotado por

(63 K (0%
re, o~ 37 5(8uhpy + Ouhs, — Oghy). (6.9)
Reescrevendo as tetradas (6.5)-(6.6) em primeira ordem de x como ef, = 0% + kcll, e = 6 — ke
com ¢, = hy,, /2 (HOLSTEIN] 2006) (7% = 0% e n% = 62), e utilizando a conexao afim (6.9), chegamos

a versdo perturbativa da conexdo A", (veja a demonstragio no Apéndice (D)) presente em (6.3):

K
Ar b = Enaa(abhou - aahub)~ (6.10)

“w

Tomando-se o gerador de transforma(;é 0, atentando para o fato de que [v*,~"] = 0205[v*,~”],

juntamente com a conexao (6.10), a conexdo de spin no limite de campo fraco é estabelecida

1 K
r,= 5Auabaab ~ —Z(ﬁghw — Gahgu)fya’yﬁ. (6.11)

A densidade de lagrangiana do campo MDO extraida da acdo em espaco curvo (6.1), sob um

2 Lembrando que através das relacdes {v*,7°} = 2n®% e [y*,77] = —20°F tem-se 07 = nF — 240,
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cenario de perturbagdo a métrica de Minkowski, é descrita por

L~ = V=gV Xg"V,A—m? A\
N - K K
= G [[@L A= A 5 Oshap = uhg )y (1" = W) 0N + 7 (Ophov = Dol )77
2

—m XA}, (6.12)

em que G é o termo de elemento de volume métrico \/—¢g em limite de campo gravitacional fraco
(6.8), denotado até a primeira ordem de perturbac¢io em x como G = (1 + kh/2). A conexao de spin
presente na equagao ja esta empregada ap0ds a atuacdo da derivada covariante nos espinores
nesse regime adotado, observando a prescricdo V,, A= O A+ A I'yeV,A=0,A-T,A\
Desenvolvendo a equagio (6.12) (veja a demonstragio no Apéndice (D)) e desprezando-se, nova-

mente, os termos de ordem > k2, segue que

0N, A
A

L~ = (B X0"N\—m? X\ +gh(8u XN —m2 A N) — KD, A R,

il

K \ (6%
+ Z[a“ A (Opht = 0sh J )V YA+ X (Oahpy — Oghau) v 0N, (6.13)

em que £0;\ \ ¢ a parcela referente a densidade de lagrangiana livre, emergente da métrica minkowski-
ana, e os demais termos tratam da parte interagente em primeira ordem, provindos da perturbacdo do
background em Minkowski. Os campos MDO e graviton, descritos a principio no espaco das posicoes,

podem ser expressos em funcdo do espaco dos momentum com as transformadas de Fourier:

)\(.T):/(271T)4€_ip$/\<p)d4p, (6.14)

Ay) = / @6“‘”’ A (g)d'q (6.15)
e

h(z):/(er)4e_irzh$(r)d4r, (6.16)

obedecendo as direcdes de propagacdes dos campos, estabelecidas a priori, para a aniquilacdo dos
férmions usuais de momento p e duais de momento ¢ quando ocorrer a interagdo na configuracao
da troca de momentos com o graviton de momento r. Desse modo, a transcri¢do da integragao da
densidade de lagrangiana de interacdo MDO-graviton no espaco das posic¢des, I', para o trés campos

envolvidos, £ -
wnt

NG EX W Eo;\ \» em funcao do espago dos momentum é escrita como:

[ Lozt = [ £, .00 -0k — dadya (617)
r Nt Nt
sendo dI" o elemento de integragdo na tripla (d*z, d*y, d*z), levando em conta a interaciio dos campos
MDO-usual, MDO-dual e graviton em vy, de propagacao regressiva do campo dual.

Inserindo as transformacdes dos campos presentes nas equagoes (6.14)-(6.16), no espacgo dos
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momentum, sobre a expressao (6.17) e absorvendo as integragdes em 9 no ponto de interacéo y, segue

que

. 4o dApdir 4,\3 ,i(g—p—r)y !

e R (L

S (2" X (@QAP) = KE(r)m® X (@AP)) = ~laup, X (@8 (r)A(P)

EX @@L ) = Tah L)V GAD) + 7 X (@) shan(r) = Tahia ()Y P AR))
(6.18)

+

Em geral as regras de Feynman para o vértice de interacdo de uma teoria quantica, em "nivel de
arvore'| podem ser definidas como a variacéo funcional da integracdo da densidade de lagrangiana
de interacdo (GREINER; SCHAEFER| |1995) p. 145, em I, com respeito aos campos (¢1, ..., ¢,,) no

espago dos momentum:

def 0 fr intdi,...,on dr
V;n Lt = 6.19
et = S ) btn(2) (6.19)

em que ¢ é a unidade imaginaria inserida na definicdo e sendo a, b, ..., z 0s momentos associados a

cada um dos campos (¢1, ..., ¢,,). Didaticamente falando, é de conhecimento prévio que a variacdo
funcional da acgdo, no espago das posicdes, com respeito aos campos de uma teoria resulta nas
equagdes de movimento desta. O vértice de interagdo é fisicamente um processo analogo, trazendo
consigo as informacodes da dinamica dos campos via suas trocas de momentos.

Uma vez que a parcela de integracdo dos trés campos no ponto de interagao y, junto ao termo de

normaliza¢ido de Fourier, é sintetizado na forma das d no espaco dos momentum como

1 3

[(27)1]

=8(q—p—r), (6:20)

/ d'ye TP = (2m) (g —p —1) = { / (d'y)e'tar=mu

sendo usada, daqui em diante, a notacio d(q — p — r) = 6 (g — p — r) compactamente para n

dimensdes, e partindo do fato que os campos associados ao graviton podem ser expressos por

R (1) = np<h"" (r); (6.21)
h(r) = neoh?*(r);  hJH(r) = neht(r); (6.22)
hau(T’) = naenuwheﬂ(r>; hﬁu(r) = n69nu7rh07r7 (6'23)

3 No livro de Matthew Schwartz, Quantum Field Theory And The Standard Model, p. 29, o autor declara: ".. Comegaremos
examinando cuidadosamente algumas das previsoes de que uma teoria acerta sem infinitos. Elas sdo chamados de
processos em nivel de arvore, o que significa que elas estdo liderando a ordem em uma expansdo em h. Uma vez que
ao tomar h — 0 se obtem o limite classico, os calculos em nivel de arvore estao intimamente relacionados aos calculos
na Teoria de Classica de Campos." (SCHWARTZ! [2014). Significa que nivel de arvore é o nome dado quando néo se
leva em conta termos de ordem superior & correcdo quéntica (A", n > 2) da teoria estudada, ou seja, ndo é posto em
consideracéo os efeitos de loop. Geralmente as teorias em nivel de arvore possuem uma representacgio via diagramas
de Feynman a partir de seu vértice de interagio, por trocas de momentos, que se assemelha a um galho de arvore.
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ao aplicar a expressao (6.18) sobre a defini¢do do vértice em (6.19), temos:

IS £im/\7;\(x, y,z)dl’

—i [ dad'pa'rilq ~ p - 1)3(q - )i~ B)5(r )

oA oAb (0
[0 e 1) g — m?) — LT
+ g((’f‘pnaé — ToTpp) (o0’ ; ) Y7 G
+  (T8Na6Tur — TallgeTpr) ("™ er negnm)vavﬂ p”)] ; (6.24)

valendo-se do fato que § A (q)/0 A (a) =0(q—a)edA(p)/dA(b) = 6(p — b). Na expressido acima foi
usada a identidade que surge da variacao de um campo de graviton com relagéo a outro (HOLSTEIN|
2006), prescrito na forma

(map(r) 1 P08 pB

—— = ("’ *)o(r — c). 6.25

5hoP(0) S 07 40" "7)d(r = ¢) (6.25)
Condensando as componentes das métricas de Minkowski emergentes das variacdes dos campos de
graviton no vértice resultante, tomando em seguida (¢ — ¢,b — p, ¢ — r) e operando a integracdo
da equacdo (6.24), chegamos a expressdo
(p-q—m?)n*"

I{/ I{I T T K T T
B -5l P +qtpT) + g[?”p(vgv”q + 9P qb)

— (VT + Y E) +ra(YV A+ 5 PT) — ra(v TPt + V‘W%T)]] . (6.26)

itk W(g—p—r)

podendo esta ser visualizada mais compactamente como

Vs = 1500 =2 =r)Ap-q—m’ W —4@p* +¢%7) + (6 — )0
+ (7F = 7d + (7F =+ (0 = T, (6.27)

sendo aqui empregada a notagdo de Feynman para contracdo de um vetor e uma matriz gama,
W o _
vt = vy = .
Transcrevendo os indices da expressio (6.27) na forma contravariante para a forma covariante e
renomeando estes em (£ — a, 7 — [3), temos que o vértice de intera¢io MDO-graviton em nivel de

arvore é descrito por

Vas(g,p,r) = igé(q —p=7)[4p-q—m*) g — 4(qaps + qsPa) 1+ Yo ¥l(p+0)5 + [15. ¥l(P + 0o,
(6.28)
em quer = q — pel =1, amatriz identidade.

O diagrama de Feynman representativo ao vértice MDO-graviton é evidenciado pela ilustragio a
seguir. A troca de momentos entre os campos MDO usual A(p), MDO dual A (q) e o graviton hy,(r),
exibida na ocorre via o vértice V,3(¢ — p — 1) expresso matematicamente pela equacéo
(6.28), em que esses obedecem as referéncias de propagacio definidas em (6.14)-(6.16), sendo e~ e
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Figura 5 — Vértice de interacdo MDO-graviton em nivel de arvore na ordem de x. Fonte: Producao
propria do autor.

et a9 dire¢des de entrada e saida dos campos no vértice, nessa ordem.
A critério de comparacéo, os vértices de interagdes gravitacionais para campos de spin-0 (escalar)

e de spin-1/2 (de Dirac) sdo dados por

Vas(p,q) = ig5(p —)((p- ¢ — m*)Nap — Pals — daDs) (6.29)
Vas(p,q) = igé(p —q) [% (%(% +q) — m) N — i(%(p +q)s +8(p + q)a)] : (6.30)

respectivamente, segunda analise desenvolvida por Holstein (2006).

E possivel notar que o vértice de interacio da equacio é composto de duas parcelas: a
primeira (4(p - ¢ — m?*)1nas — 4(qaps + ¢sPa)1) elucida um comportamento tipicamente conhecido
entre um campo escalar-graviton, enquanto a segunda ([Ya, ¥](p+q)s + V8, #] (P + @) ) explicita uma
caracteristica similar a fermidnica de Dirac-graviton, quando equiparado a analise de Holstein| (2006).
Este comportamento peculiar também é verificado em outros contextos ao se estudar espinores de
dimensao de massa um, como em Pereira, Silva e Santos|(2017), Pereira e Costa/(2019). A provavel razdo
para esse aspecto particular é ancorada sobre o perfil mesclado do campo MDO, cuja caracteristica
atende sua dindmica governada pela equacdo de Klein-Gordon e simultaneamente sua estrutura
espinorial.

Historicamente, sob o arcaboug¢o da TQC, John C. Ward e posteriormente Yasushi Takahashi
analisaram certas condicdes as funcdes de correlacdo que decorrem de simetrias globais ou de
gauge para que uma teoria permaneca valida apos sua renormalizacdo. Dentro da Eletrodinamica
Quantica, Ward e Takahashi obtiveram uma identidade relacionada a renormalizagdo da fung¢éo de
onda do elétron ao seu fator de renormalizacido de vértices (WARD), |1950; TAKAHASHI, [1957), o
que possibilitou o cancelamento da divergéncia ultravioleta nas ordens superiores de perturbacao.
Expondo de forma mais didatica, pode-se dizer que uma identidade de Ward-Takahashi é a versao
quantica correspondente a conservacdo de corrente classica associada a uma simetria continua pelo
teorema de Noether. A fim de explorar a invariancia de gauge para a interacdo entre férmions de
dimensdo de massa um e o graviton, a relacdo de Ward-Takahashi com viés de aplicacdo gravitacional,
como explorado em Just e Rossberg (1965), (Capper e Medrano (1974), sera necessaria para esse

contexto.
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Aplicando-se o momento do graviton, r = g — p, sobre o vértice MDO-graviton (6.28)), temos

15[4(61 —p)*(p-q— m*Nap — 4(q — )*(qaps + qsPa)

+ (=) (Narvlla =)0+ D) + 18, )@ — )" (2 + o). (6.31)

(67
T af

Desenvolvendo a equacéo (6.31), chegamos a

r*Vag =ig[4qxs(p2—m2)—419/3(612—m2)+(q—p)a([%mﬁ](q2—p2)—m%](ﬁ—f))]' (6.32)

Valendo-se do fato que S(p) = (p?>—m?)1é o operador inversdao propagador de Feynman-Dyson do
campo MDO com momento p, como mostrado em Ahluwalial (2017b) e que [V, V5] = —2045 = 2034,
apo6s algumas manipulacdes algébricas concluimos que a identidade de Ward-Takahashi para esse

caso especifico ¢ ditada por:

Ws(p, q) = 2r*Vap = ik[qsS(p) — psS(q) + (¢ — p)*(WiapyS(P) — S(@Q)wiapy)]; (6.33)

em que Wos = —Wga = 3048, 5endo Wiapy = Was + Waa = 0, caraterizando uma contribuicdo nula a

parcela de aspecto fermionico da identidade para a relacio MDO-graviton.

6.2 CORRECAO A UM LOOP NO PROPAGADOR DO GRAVITON VIA FERMION MDO

Veremos, nesta se¢io, o desenvolvimento e os conceitos fisicos adjacentes a correcdo a um loop
do propagador do graviton mediado pelo campo fermioénico MDO.
Em torno da métrica de Minkowski, o propagador de Feynman-Dyson associado ao graviton, no

espaco dos momentum, é expresso em Donoghue (1995), Kiefer| (2007) comoE]

i (nuanuﬁ + NupMva — nul/naﬁ)
2 k2 + ie

Z.g,u,y,aﬁa{:) - ) (634)

em que € = 01 e k 0 momento do graviton que se propaga do ponto pv ao ponto af3.
A influéncia da criacao de pares virtuais de férmions MDO-usual/dual sob o propagador do

graviton é modificada por uma correcio de ordem ", dada por
z'g;mﬁ(k) = i1Guw.ap(k) + z'ng(;e(k)ﬂ&”’”(k:)z'gpa,aﬂ(k) + ...+ O(K"), (6.35)

em que I1°9?? (k) é chamado tensor de polarizacio e corresponde & primeira parcela divergente em
um loop da correcio da auto-energia do graviton (x?), como mostrado por meio de diagramas de

Feynman na [Figura 6| Esse conceito é muito proximo a nocdo aplicada para o entendimento da

* A descricio propriamente dita do propagador de Feynman-Dyson, no espaco das posi¢des, do campo MDO ¢ dado

por Spp(z —z) = [ (327)74 e P (@) [m}, que satisfaz (8”/8“/ —m?)Spp(x —z) = =04z — )
(AHLUWALIA, 2017b).
A notagao comumente utilizada para o propagador do graviton Dg,,,, og(k) = G,u,ap (k) foi propositalmente alterada

por nés, a fim de diferenciar dos propagadores para fétons D, (k) ou mesmo para outros bésons de interagdo com
notagio similar, presentes na literatura.
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polarizacdo no vacuo, por meio dos fotons, pela Eletrodinamica Quantica (GREINER; REINHARDT],
1996, p. 234-246).

W‘W*W

Figura 6 — Propagador do graviton com corregéo a primeira ordem em um loop de 2. Fonte: Produgéo
propria do autor.

O tensor de polarizacdo, que nao esta na concha de massa, para o graviton de momento p e o

MDO de momento ¢ e massa m, é definido na forma

diq Tr[VrilVesil]
P (p) = — / 6.36
R B () e (639
sendo d = 4 — 2¢ a dimensdo de regularizacdo da integracdo, T[] o operador trago, V* =

Vi (—q,p,q —p) e V¥ = V(q,—p,p — q) os pontos de entrada e saida do vértice de intera-

1
< [(p—q)*—m?]"
representacdo na denotada por (a). E importante enfatizar que a orientacio de propagacio

WQM

Figura 7 — Dois diagramas, (a)—esquerda e (b)—direita (veja (D.8) do Apéndice (D)), que representam
os tensores de polarizagao, pelas criacdes de férmions MDO virtuais associadas a auto-
energia do propagador do graviton. Fonte: Producéo proépria do autor.

cdo MDO-graviton, ja respeitando os propagadores dos férmions ( e Vide sua

q*—m?)

para o momento do férmion MDO na parte superior em (a), (¢ — p) — (p — q), altera se for invertido
seu sentido. Mas, para ambas situagdes, a polarizagdo é indistinguivel. Ja a ilustragdo (b) corresponde

a um vértice de dois gravitons e um férmion MDO cuja equagao é ditada por

diq Tr[Vrvesil]
e (p) = — 6.37
(b) (p) / (27T)d (q2 _ m2) ) ( )

em que V% = Vi3 (—p, q, —q,p).
Com o auxilio do programa Mathematica| Versdo 10.0 (WOLFRAM, [2014), do pacote FeynCald'|
9.0 (SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA, [2016) e das bases de Bateman| (1953), Capper|(1975), a

6

Um programa de computador, originalmente concebido por Stephen Wolfram, e continuamente desenvolvido pela
empresa Wolfram Research, localizada em Champaign (Illinois), que implementa um sistema de algebra computacional
<https://www.wolfram.com/mathematica/new-in-10/>.

Um pacote do Mathematica para avaliagdo simbolica de diagramas de Feynman e calculos algébricos em Teoria
Quaéntica de Campos e Fisica de Particulas Elementares <https://feyncalc.github.io/>.
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partir do vértice (6.28) na equacéo (6.36), obtemos (veja a demonstra¢io no Apéndice (E)):

e (p) = w26(g—p—r{™n™2p- 9m* = (p-q)* = m"] = p"p’p'p")Jy

(ACHOY | fovn o pPuov | pfvony J

(poclgﬂ{lw} +p63a{uv} + puBV{ocﬂ} + pVBu{aﬂ})J2

(n*? Js + p°p” Jop'p” + (" Js + p'p” Ja)p°p” + (™" Js + p°pH Ji)C™
(0™ Js + p*p" Ja)C + () Js + pPp" J)CY + (0™ Js + p’p¥ Jy)C*

(P p’pp”)Jr = (™ ptp” + npp” + Aplonp)) I

(20?4 0Py Jo}, (6.38)

em que os termos do tipo A sido descritos compactamente por A3 = 1/4-n*[pPp¥ (p? +¢* —2-q)],
Bpor B} = 1/4:[n*p (p* —2p-q) +0*p* (p* —2p-q) +4p“ 0™ (p-q—m?)+(n™p"+n*"p")¢*] e C
por C°* = 1/4-n*(p*+¢*—2p-q) —p°p*, tendo ainda a notacio n°n8 = 1/2- (n*nHs +norn?).

Os termos J; sdo objetos que levam em si as divergéncias da integracgéo sobre (6.36)), expressos como:

Ji = 7T (e) @ (6.39)
Jy= 7T2F L 6.40
2= 5 =3O (6.40)
_m?2 1

J3 = 7T2P(€)( (2)7(272)45(3 —22), (6.41)

1
Jy = 7r2F(6)6 2 (6.42)

1
J; = 7T (e) S (6.43)

B (—m?) 3
Jg = WQF(G)W (1 — gZ) (644)
€
4

Jo =mT(e)3 (2%4 (15— 202+ 82, (6.45)

ja expandidos em torno de d — 4, sendo I'(e) = % — 7, na qual I é a fun¢io gama de Euler, ¢ = 0,
7 a constante de Euler-Mascheron{|e z = p?/4m?. Observa-se que nao existem os correspondentes
J5 e Js pois as componentes que deveriam dar origem a esses termos de divergéncia tém a forma
p*p°pt, estando esses ausentes no resultado (6.38) por consequéncias puramente matematicas na

tomada do traco do produto de dois vértices de interacdo MDO-graviton.

8 Constante definida pela primeira vez pelo matematico Leonhard Euler| (1740), podendo ser expressa como vy =

n
711Lngo < + — In(n) ) tendo as primeiras aproximagdes decimais da série: v = 0,5772156... Nao foi provado se 7 é

algébrico, transcendente ou até irracional (COURANT; JOHN; GOLDBERG,; |1974).



80

Como pode ser notado no Apéndice (E), em juncéo com o resultado proferido na equagéo (6.38),
a resolucdo analitica para o primeiro tensor de polariza¢do se mostrou um tanto quanto extensa e
trabalhosa. Contudo, a aplicacdo dos chamados operadores de Barnes—Rivers a esse contexto traz
uma solu¢do inteiramente processada pelo FeynCalc, além de mais compacta.

Sabe-se que o propagador do graviton é simétrico entre a combinacio de indices (uv)-(af)
e antissimétrico na combinacido de seus pares. Barnes e Rivers mostraram a existéncia de um conjunto
completo de operadores que abrangem as simetrias mencionadas, sendo esses definidos no espaco

dos momentum por Rivers| (1964),|Accioly et al. (2000)

1
P;?V,aﬁ = g@uu@a& (6.46)
-P_O,uu,aﬁ = WurWas, (647)
‘F;Bu,aﬁ = GMVWQB + W;w@aﬁa (6.48)
1
P;V,O(,B = 5((9#04("-}116 + @,uﬂwl/a =+ @uawyﬂ + @yﬁw”a)y (6.49)
2 1 1
P/w,a,é’ = 5(@ua61/5 + @uB@Va) - g@HV6a57 (6.50)

em que ©,, e w,, sdo os respectivos operadores de projecdo longitudinal e transversal, denotados

como b e bk
@m/:nuu_%y Wy = 22117

(6.51)

para gravitons ndo massivos de momento k. Tais operadores de projecio satisfazem as relacdes:
« « «
0,0% =0, W, = W, w5, =0. (6.52)

A colecio dos quatro elementos {P', P2, P°, PO} consiste em um conjunto completo de ope-
radores de projecao para tensores simétricos de segunda ordem. Sao idempotentes, mutuamente
ortogonais e satisfazem a relacdo de completude (ACCIOLY et al.,[2000). A partir da propria definicido

do conjunto de operadores { P!, P?, P° PO, 150}, dados em funcio dos operadores de projecdo do
graviton (6.51)), pode-se obter

1 _
5 el + Mushva) = [P+ P? + P’ + P, 08, (6.53)

Nutag = [3P° + PO+ P05, (6.54)

Nuakuks + Nuskuka + Nuakuks + Nuskuka = K*2P" + 4P% 08, (6.55)
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Dakaks + Naskoky = K2[2P0 + P 05, (6.56)

kukykaks = K* PO, 0. (6.57)

E possivel perceber que parte dos elementos contidos no lado esquerdo das equacdes (6.53)-(6.57)
se assemelham com as combinacoes métricas-métricas ou métricas-momentos presentes na equacio
do tensor de polarizagdo (6.38), em termos de um graviton com momento p. Isso é um informativo
prévio de que tensores de polarizacdo para corre¢do do propagador do graviton a um loop podem ser
escritos em termos dos operadores de Barnes-Rivers.

Diante desse conceito apresentado e em posse dos operadores de Barnes-Rivers (6.46)-(6.50), o
tensor de polarizagéo (a) e sua soma com (b) sdo computados diretamente pelo FeynCalc
9.0 (SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA| [2016), sendo expressos por:

2 4 8m2p? 5 m ~ 5 e —
Hﬂu,aﬁ _ K~ m- porva B porre po
w ) w2e (2-16 316 T\ 7216 tl316
m*  m?p? v,af S5m2p?  m? 3p* Vs
+ 516 )P - -0+ P ] 6.58
< 16 16> < 3.8 16 10-16> (6.58)
e
2 —
viaf K 4 2 9 ouv,af 4\ Salvaf 4 70,111/7(16
T = Tamme [~ (' = 2m®) P (o) P () P
+(2mt 4+ m?p?) P 4 (2m? 4 2m?p?) PR } : (6.59)
respectivamente.

Agora vamos focar no termo de tadpoleﬂ e sua correspondente contribuicio. E preciso, antes
de tudo, mencionar que no arcabouco da TQC, um tadpole é um diagrama de Feynman de um loop
com uma "perna externa"que contribui para uma funcao de correlacdo de um ponto, ou seja, o
valor esperado de vacuo do campo analisado. Para muitas teorias ndo massivas, esses diagramas
desaparecem na regularizacio dimensional”} Portanto, correcdes de tadpoles sio necessérias se o
campo externo correspondente tiver um valor esperado de vacuo diferente de zero, como o campo de
Higgs (ROJAS! 2015).

O termo de tadpole associado ao propagador do graviton devido a funcéo de correcéo pelo férmion

MDO é elucidado na|[Figura 8|

Sua parcela divergente é simplesmente dada por

mA
_K167T2677W’

W, = (6.60)

Traducéo literal: girino. Justamente pelo seu formato caracteristico. Os diagramas de Feynman com a forma de tadpole
foram utilizados nos anos de 1960 pela primeira vez. Um dos pioneiros foi Abdus (SALAM,1961) mas, o mesmo
ndo assumiu a autoria do nome para esse diagrama. Posteriormente, os fisicos Sidney |Coleman e Glashow| (1964)
aplicaram tadpoles para explicar a quebra de simetria presente na interacéo forte, durante meados dos anos 1960.

19 Por analise dimensional e pela auséncia de qualquer escala de massa inerente na integracéo do loop.
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Figura 8 — Diagrama do termo de tadpole para o propagador do graviton. Fonte: Produc¢ao propria do
autor.

extraida a partir da integracao

dd m i 2m4
/ 2q 4 q2 = 7T4 n"” + termos finitos, (6.61)
> —m €

para o propagador e o loop externo a esse, respectivamente.
Sabe-se que o funcional gerador para o graviton Z[g,s] = [ d[h JetS @'zL & jnvariante baixo

uma transformagio usual de coordenadas na forma /"' = x# + €. Essa 1nvariﬁncia ¢ dada por

0z = /d4l’ 0z (59043 = /d [EAaﬁ)\ 0Z O, (6.62)
0Gap Ohap

segundo Kiefer| (2007), que por meio de uma integracao por partes, garante-se o operador

N 1
Aa/@\ = —nmaﬁ — K (hm(% + 85hw — 5@)\ha5) . (6.63)

Em posse dessa analise, tomando-se a derivada funcional de Z[g,s] com respeito a h,s e convertendo

o resultado para o espaco dos momentum, com o uso das identidades de Barnes-Rivers,

MPp,l/aﬁ 'uP pr,aB T 07 (664)
1

P Puas = 5 (Ovabs + Ouspa) . (6.65)

P, OV o = PvOag; (6.66)

PPY s as = Dulags (6.67)

computamos, auxiliado pelo FeynCalc 9.0 (SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA| 2016)), a identi-

dade de Ward para essas corre¢des a um loop devido ao férmion MDO:
v,x K ro v (03 v Q,
pu I ’B+§(17 pHW5“+77 BpMW b —p"W ﬁ) =0. (6.68)

Sob uma verificacdo de consisténcia importante, observamos que a equagéo (6.68) é realmente satisfeita
por I1#:e8 = H‘(Z’)’aﬂ + iy % (6:59) junto com a contribui¢io do termo de tadpole apresentada na
equacao (6.60), como esperado.
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Além disso, notamos que se pode adicionar um termo cosmologico a densidade de lagrangiana

original, presente na acéo (6.1), assim como realizado em Capper|(1975),

L =L —AJ/—g, (6.69)

a fim de que o termo de constante cosmoldogica A possa cancelar a contribuicao do tadpole. A
densidade de lagrangiana (6.69), em primeira ordem de k, leva ao reconhecimento de que a parcela
oriunda de A implica em [A\/—_g = ﬁﬁ;e} que, por sua vez, é um contratermo ao tadpole para a
auto-energia do graviton.

Finalizamos esta se¢do fazendo duas adverténcias importantes. Certamente, em ordens superiores
de k, outros termos podem aparecer, modificando profundamente a auto-energia do graviton, mas
nao exploraremos esses termos nesta tese. Além disso, como esté claro, temos uma teoria com mais
termos de momento no propagador do que no caso fermiénico de Dirac. Esse fato pode levar a
alguma preocupacdo com a unitariedade, no sentido de que a teoria em questao poderia ser encarada,
portanto, como uma teoria fermidnica de "dimensdo superior". Observamos, no entanto, que os
férmions MDO também sao limitados pelas equacdes subsidiarias de primeira ordem, como elucidado
nas equagdes (3.36)-(3.39) de |Ahluwalia (2017b), ndo dindmica no presente caso que, por hipotese,
poderia auxiliar a fornecer uma fatoracdo de modo a garantir (ou preservar) a unitariedade, via Regras
de Cutkoski.

6.3 AMPLITUDE DE ESPALHAMENTO E POTENCIAL GRAVITACIONAL MDO-GRAVITON

O calculo adjacente a um processo de espalhamento pode ser realizado associando os respectivos
diagramas de Feynman em uma determinada ordem de perturbacéao. Tal procedimento, como é bem
conhecido na TQC (PESKIN; SCHROEDER; |1995), reproduz os resultados da Mecéanica Quantica
Relativistica, onde a interacdo entre particulas é descrita por um potencial V' (x). Como nosso
interesse aqui esta na analise do conteudo fisico codificado na interacdo entre os férmions MDO
e o graviton, estudaremos nesta secdo o limite ndo relativistico de tal interacdo, apos realizar os
calculos da amplitude de espalhamentd"| relativistica completa de dois férmions MDO mediados por
um graviton a nivel de arvore.

A relacdo entre o potencial V() e a amplitude de espalhamento M é dado por

— 1 d37“ . ir-x
V(x) = SF, 2F, / (QW)B(ZM(T'))G : (6.70)

em que 7 representa a troca de momento do graviton, com F; e F; sendo as trocas de energias das

particulas de matéria envolvidas no processo. A amplitude de espalhamento M () é designada por

11" Partindo da definicdio e dos principios da Mecanica Quantica, a amplitude de espalhamento é a mensuracio de
probabilidade entre a onda esférica de saida em relacédo a onda plana de entrada em um dado processo de espalhamento
de estado estacionario da interacéo entre particulas. Dito de forma mais simplificada, é uma amplitude de probabilidade
de um certo processo com interacio (ZETTILIL 2003} p. 600-601).
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1 ~S/A ~S/A . , ,
M——(/\,S (VN D) Gpvap A (K)V* A?A<p>>, (6.71)

m2
em que m é a massa do férmion MDO e os pares (V*? V#¥) sdo os vértices de interagio MDO-
graviton em dois pontos do processo, mediados pelo graviton. As demais quantidades que compdem

a amplitude de espalhamento sdo expressas por:

Xf (k) = A (k) A, X? (k) = M\(k)B, (6.72)

gaﬂ/w = (naunﬁu + NN — naﬁnlw)‘ (6-73)

202

O termo G, € 0 propagador do graviton no espaco dos momentum, ja apresentado na equacéo
(6.34), e aqui omitido o fator infinitesimal e. A sua construgao e fixacdo de gauge estdo apresentadas,
também, em Capper, Leibbrandt e Medrano|(1973). O indice inferior £ que aparece em (6.71)-(6.72),
nos espinores usuais e duais, representa as possibilidades de helicidade dos espinores {+, F}. Os
operadores A e B sdo escritos em termos da redefini¢do do espinor dual, necessaria para que a
teoria seja invariante de Lorentz, como visto na Sec¢édo Isso pode ser verificado analisando as
somas de spin no limite de 7 — 1, embutido implicitamente nesses mesmos operadores. Lembrando
que as relagdes de ortonormalidade também sdo mantidas intactas, assim como era na defini¢ao
original do espinor Elko, de acordo com |Ahluwalia (2017b). E importante elucidar que esse parametro,
bem como seu limite, como veremos, ndo desempenha nenhum papel em nossa analise, pela forma
que esta composta na definicdo da amplitude de probabilidade. Além disso, na amplitude (6.71),
deve-se escolher qual espinor usual/dual do MDO prescrever. Optamos pelo uso dos espinores
autoconjugados de carga (.5). O resultado final seria 0 mesmo, caso estivéssemos optado em usar os

espinores anti-autoconjugados de carga (A).

s
O gréfico de Feynman associado ao espalhamento Ag (p)Af (p') =\, (k) A (K'), mediado por

um graviton, pode ser visto na|Figura 9

-8 -s
Ae (k) Ae ()
g,u,lfozﬁ
A (p) A ()

Figura 9 — Diagrama de Feynman para férmions MDO com espalhamento mediado por um graviton.
Fonte: Producao proépria do autor.

Uma vez escolhido os espinores autoconjugados, a amplitude de espalhamento dada pela equacgao

(6.71) é reescrita como

1 /~ ~
M = — (RER)AV N (P) Gt N () AV N (1) ) (6.74)
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-8 ~
em que )\, (k) = AZ(k)A, sendo o operador A = 2[(1 — 7G)/(1 — 7%)], na qual G = G(y) é uma
matriz 4 X 4 constituida por elementos de funcao angular azimutal presente na soma de spin da
antiga forma do espinor Elko. Adotando-se, ainda, uma notac¢do mais compacta para o vértice de

interagad™] temos a descrigio

K

V;w — E[il(k,/ .p/ o m2)77,u1/ _ 4(klup/z/ + k”’p’“l—i— [’}/u, V](p/ + k/)z/ 4 h/uv ﬂ (p/ 4 k/);i]
Ehv Mo
K
= —(B"™+M"™ ,

véalida da mesma forma para os momentos de entrada em V*?. Os simbolos E** e M*” representam
os setores a 14 “escalar” (com uma matriz de identidade implicita) e fermidnico, respectivamente,
compondo o vértice MDO-graviton.

Em posse da compactacio (6.75), a amplitude de espalhamento torna-se

2

S <X§<k>EaﬁA§<p>+X§<k>-2(1_Tg) MaW(p))

256m2 1— 72
XSENVEAS () - 38 -2 (LTI | pmas(y
Guvap | A¢ (K') c(0') + A (K) - 1= c@) |, (6.76)

sendo admitido o fato de que AE*# /\g (p) = EP .A/\gg (p) = E*P /\? (p), por E*? ser uma quantidade
escalar acompanhado de uma matriz identidade e pela propriedade do operador A ser tal que
AN () = X (p), ja que GAZ (p) = AZ(p). A mesma explicacio ocorre para a aplicagio AE* \¢ (p).
A indexac?o |, a direita do operador A4, explicitamente atuando na matriz M*? (e M*"), é uma alusio
de que ao fim do dia sera tomado o limite de 7 +— 1.

E possivel notar que a matriz G atua sobre as parcelas matriciais fermionica M*® (e M*") na
equacao . Essas parcelas sdo estruturas compostas pela comutagao de matrizes gama de Dirac,

na forma [y#, v”]. Assim, atentemos para a propriedade
G =G = GMH = M™G, (6.77)

sendo valido lembrar, também, que GA¢ (p) = AZ(p). Munido da propriedade acima, seguimos que

li2

= (Xg (k) E“P\Z (p) + {

2 27’}

256m?> 1—72 1-—72

ngwawf(p))

T—1

Xg(k’)M””)\?(p’)>. (6.78)

- 2 2T
S vy S
Guvar (As (K)E™ 2 (p') + [1 21— 72]

T—1

12" Para uma enfatiza¢iio de simetria mais precisa no processo de espalhamento, inserimos um fator global 1/2 na acéo
do espinor MDO, expressa via equacéo (6.1). Por consequéncia, o vértice de interacio passa a ter esse fator global
acrescido em sua forma original, apresentada na equacio (6.28).
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Tomando-se o limite 7 — 1, a parcela entre colchetes assume o valor [1] e assim temos

/{2

= (Xﬁ(k:) EONE (p) + A2 (k) Maﬁ)\?(p)> Grovars (Xg(k VERAS() + MM AL(p >)

(6.79)

Apbs contrair o propagador do graviton (6.73) com um dos vértices e substituir explicitamente o par
(E*%, M*P) presente em (6.75) (veja a demonstra(;ao no Apéndice (F)), obtemos

M = 6[64m2(4m2(p/'k/)—4m4+2(k¢'k/)( )+ 16m° XL, (R)F + o, PN (@)
— 16mk - (k/+P)>\{+ RPN )—16mp (K + DAy RO A ()
+ 16m[m* Ay, (R)F + o N (o) — P - (k +P))\{+ SR AN ()
— K (k)M RN {+,—}(p)]+2/\{+ LB PN X ()
< a0+ K) - (0 + RN (0|, (6.80)

em que C = k?/(256m?r?), sendo r o momento do graviton.

Claramente, a amplitude de probabilidade expressa pela equagio esta descrita de forma
generalizada, com todas as trocas de energia e momento linear possiveis, em nivel de arvore, para um
processo de espalhamento MDO-graviton. Agora, vamos considerar um espalhamento no referencial
do centro de massa para nos aproximarmos de uma melhor simulacio de deteccio experimental,
caso isso fosse possivel. No referencial de centro de massa, tem-se a condicao rY = 0. Definimos
os momentos para os férmions e para o graviton presentes na interacdo como p* = (E,0,p,0),
k" = (E,psin,pcosh,0), r* = pt — k* = (0, —psiné,p — pcosh,0), p* = (E,0,—p,0) e
kr = (E,—psinf, —pcosh,0). Assim, dado essas condi¢des e apds o auxilio do programa MAPLE
13 (MAPLE, 2016) em paralelo com algumas manipula¢des analiticas, chegamos a amplitude de
espalhamento de momento arbitrario no referéncial de centro de massa para o processo MDO-

graviton:

M = c{ — 256m° + 128m*E?(E? + 2p® 4 2m?) + 128m?p*(p® — 2m? cos )

- ;i(zm (B +m)? = p*|(2E* — m® + p*(1 + cos 0))[~Ep cos(0/2) sin(6/2) sin 0]
85—2E+ x—) (B +m)? — p*2[4p? (cos  — 1) cos?(8/2) sin*(6/2)(1 + cos0)] }, (6.81)

em que r* = (p* — k*)(p, — ku) = 2p*(cos@ — 1) no fator C. Durante o calculo, foi levado em
consideragao as estruturas explicitas do férmion MDO em coordenadas esféricas (veja Apéndice (G))
e tomado o limite do 4ngulo azimutal ¢ — 0, ja que tal parametro se anula no referencial adotado.
Com o propésito de analisar a validade do potencial V' (x) a baixas energias, é ttil realizarmos
o limite ndo relativistico nesse processo. Esse limite corresponde em tomar (p — 0,6 — 0) na
amplitude de espalhamento, ja que E* = m? + p?> = m*(1 + p?/m?) e p®> < m? = E ~ m.
Sendo, portanto, p* ~ (m, 0). Tal procedimento equivale a My = —r*(128m°/256m?r?), ja que
2 _ 2 .2 2

r® =r{ —r° >~ —r”, com o subscrito N R designando “Nao-Relativistico”. Ocorre que nesse limite a
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amplitude final contém uma contribuicio oriunda apenas do setor a 14 “escalar” contido no vértice de
interacio. Desse modo, vemos que My = —+2(128m°/256m?r?) = —k*m*/(2r%) — iMyp =
—i8tGm?/r?, ja que k? = 167G. Agora, por meio da equacio (6.70), temos

i1 &Er - 1 dBr (8nGm*\ ..
VNR(m) - 2Ep 2Ek/ / (27T)3 (ZMNR)(T)e — _4m2 / (27T)3 ( 2 ) € ) (682)

que reescrita em coordenadas esféricas resulta em

4 1
SenlO)A0dpdr v meosto) — _ 2 . L

ok RSgn(R), (6.83)

Vyr(R) = —27Gm® /
em que 0 € [0, 7], ¢ € [0,27] e Sgn(R) = +R. E importante observar que mesmo o momento do
graviton estando escrito em termos das diferencas dos momentos dos férmions de dimensao de massa
um no limite néo relativistico, este foi absorvido ao fim da integracdo. Considerando R € [0, c0),
obtemos, finalmente, o potencial no regime néo relativisticd™|do processo de interagio MDO-gréaviton:

m2

Vyr(R) = _GF’ (6.84)
que, por sua vez, reproduz a energia potencial gravitacional, e consequentemente o potencial gravi-
tacional atrativo newtoniano. Este resultado pode ser encarado como um suporte adicional para a
afirmacao de que campos espinoriais de dimensdo de massa um sdo candidatos a matéria escura atual.
Isso porque o modelo cosmoldgico ACDM entende a matéria escura como fria (ndo termalizada e a
baixas energias), ndo-baridnica e sem colisdes, implicando que suas particulas interagem entre si e
com outras particulas apenas por meio da gravidade, sendo essa realizada possivelmente a campo
fraco, e constituindo cerca de 26,5% (TANABASHI; GROUP et al., 2019) da densidade de massa e
energia do universo. Ademais, o fator A deste modelo corrobora, como visto na Se¢ao para que
termos de tadpole sejam dissipados e, por conseguinte, permitem eliminar uma divergéncia a mais
presente dentro da primeira ordem de correcdo a um loop da interagao entre o férmion MDO e a

gravidade.

13 A titulo de curiosidade, a derivacio do potencial newtoniano da gravidade quéntica linear foi realizada pela primeira
vez por Bronstein Bronstein|(1936).
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7 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Neste ultimo capitulo apresentamos as conclusdes em relacdo as nossas contribuicdes, retomando,
naturalmente, aos resultados originais outrora discutidos e com destaques para certos detalhes.
Nao obstante, algumas consideracdes e ideias para possiveis trabalhos futuros também sao postos
nos paragrafos seguintes, visto que, em nosso entendimento, a finalizacdo de uma tese, embora
configurando parte imprescindivel para o doutoramento, nem sempre demarca um fim em si mesma.

Os capitulos[2] [3|e[4] constituem as sinteses das bases fundamentais para o entendimento conceitual
das teorias relacionadas a teoria da Relatividade Geral, ao férmion de dimensio de massa um e ao
graviton, respectivamente. Pecas elementares que alicercaram os capitulos seguintes.

No Capitulo |5/ apresentamos uma proposta investigativa para incorporacdo do férmion de di-
mensio de massa um e spin-1/2 a gravidade sob uma abordagem candnica. Iniciamos a primeira
secdo com a prescricdo hamiltoniana da RG, através do formalismo ADM (ARNOWITT; DESER;
MISNER| 1962)), que folheia uma variedade tratavel pseudo-Riemanniana munida de uma métrica
fisica (M, g, ), para um espaco-tempo globalmente hiperbdlico, em hipersuperficies de Cauchy
>; para cada t € R fixo, no molde M ~ R x }. Nessa formulagéo, a existéncia de duas formas
fundamentais, representadas pela decomposicéo trimétrica e da curvatura extrinseca (¢, /), em
juncdo com a derivada covariante projetavel D, na hipersuperficie, sio responsaveis em caracterizar
a chamada acdo ADM, cuja tranformacao de Legendre sobre a densidade de lagrangiana desta resulta
em vinculos geométricos hamiltonianos e de difeomorfismo associados a gravidade e que estabelecem
a dita dindmica da teoria sob auséncia de matéria. Na secdo subsequente, incorporamos efetivamente
o férmion MDO a agao de Einstein-Hilbert. Em busca de maior completude via interacdo fermionica
e gravitacional, a parte geométrica devido a Einstein-Hilbert foi reescrita em termos de tetradas a
uma extensdo de Palatini-Holst (1996), que detém um campo dual a teoria gravitacional original.
A parcela associada a constante de acoplamento entre o férmion e a gravidade foram reescritas de
modo a conformar, futuramente, o comportamento de uma constante cosmolégica. Realizando o
mesmo processo de folheacdo, a luz da prescricio ADM, construimos uma acio que une a matéria
escura MDO e a gravidade via Palatini-Holst em ADM-tetrada, vide equacio (5.47), comportando a
forma mais completa para uma analise hamiltoniana em termos do campo de matéria de interesse.

Partindo da analise em que o termo de Palatini-Hoslt recupera o escalar de Ricci para a agdo
original, onde este ultimo possui uma hamiltoniana conhecida gracgas a prescricdo canénica, nos
debrucamos a investigar a densidade de hamiltoniana ligada ao férmion MDO. Apés a devida trans-
formacao de Legendre para a densidade de lagrangiana do férmion em espaco curvo, conseguimos
declarar a hamiltoniana em cenario de folheacdes >; a 14 ADM, que explicitou a componente hamilto-
niana H \ 5 como a densidade de energia do campo fermionico MDO (Tyy = ,0/\7;\), que “flui” através

2Ny

da funcéo lapso, ortogonal a ) em um dado instante de tempo ¢ fixo. E, a decomposicédo 'Ha ), como

37\

uma densidade direcional de fluxo de energia em funcao das derivadas espaciais e das conexdes de

spin do campo espinorial de dimenséo de massa um sob a representagéo (.J N q..Tyen), que se
a 7

)

desloca através do vetor shift N tangencial a hipersuperficie ¥;. Desse modo, obtivemos os vinculos
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hamiltoniano e de difeomorfismo devido a incorporacdo da matéria MDO a acdo ADM, expressos pelas
equacdes -, que elucidam trés ingredientes para a dinamica canonica, a saber: gravidade,
matéria escura e energia escura, visto que esta ultima pode ser interpretada através da constante
cosmoldgica em modelos A(t), agora codificada no termo —87G¢ A A, sendo A )\ um invariante
ortonormal para todo e qualquer observavel, A (x)A(z") = £2md(xz — 2’), ditado para as mesmas
helicidades do férmion em sua forma autoconjugado (S) e anti-autoconjugado (A), respectivamente.
O papel desse acoplamento devido a £ pode, ainda, ser interpretado como parcela contribuinte em
teorias escalares-tensoriais tipo Brans-Dicke (S], 2021). Percebemos, ainda, que a densidade de energia
PAx proveniente de ‘H A tem forma similar ao esperado para um campo escalar (ps) no mesmo
cenario, diferentemente da estrutura observada para fluxo direcional de energia entre ambos os
campos de matéria, .J,. Cabe observar que essa construcao relativa aos vinculos foi realizada sobre
uma métrica geral g, = ¢, — 1,1, podendo assim ser aplicada a diversos cenarios de interesses
cosmologicos como FLRW, black holes, wormholes entre outros.

Examinando conceitualmente o programa de |Dirac|(1951), a fim de obter uma dinadmica de quan-
tizagdo a la equacdoes de Wheeler-DeWitt (7:[ Lapm¥ =0, 7:[(17 apm¥ = 0), aplicavel aos operadores

~

adicionais de vinculos, devido a presenc¢a do fémion MDO (H H \ ;\), nos deparamos com
a7 b

LAN
dois problemas: além de desconhecer como tais operadores de matéria atuariam em um hipotético
espaco de Hilbert fisico .7/; munido de funcionais de onda U[g,; ()], teriamos, ainda, um obstaculo
para caracterizacao de suas respectivas solu¢des. Para contornar tal situag¢do, uma possivel hipo-
tese levantada para investigacoes futuras seria recorrer as novas variaveis canonicas de Ashtekar
(E2(z), Al (2')), que hoje sustentam as bases da moderna teoria de quantizacio canénica da gravidade
(LQGﬂ e utiliza-las diretamente sobre a acédo em busca dos novos vinculos MDO-gravidade
que sejam potenciais a quantizacao.

Ainda no ambito da natureza MDO-gravidade, no Capitulo [6|investigamos a interagdo entre o
campo fermidnico de spin-1/2 e dimensédo de massa e a gravidade sob a dptica covariante. Preliminar-
mente, partimos da densidade de lagrangiana do respectivo férmion em espago curvo e acomodamos
esta em uma métrica fixa de background minkowskiano sob a perturbacio: g,, = 1, + kh,,, sendo
huw = hyu(2) o campo associado ao bdson graviton ndo massivo. Desenvolvemos a densidade de
lagrangiana na primeira ordem de x e transpomos ela no espago dos momentum. Essa prescricio
foi necessaria para tomar sua variacdo com relacdo aos campos de matéria envolvido (;\ (q), \(p))
e assim chegar ao vértice de interagdo, em nivel de arvore, entre 0 MDO e o graviton V,3(q,p, ),
expresso pela equacio (6.28). Interessantemente, observamos que a configuragio desse vértice é um
“misto” entre os vértices de interacdo escalar-graviton e Dirac-graviton. Essa peculariedade ocorre
de forma recorrente em outros trabalhos presentes na literatura para esse férmion escuro e deve-se,
exclusivamente, ao fato dele possuir uma dindmica tipo Klein-Gordon, embora tenha uma estrutura
espinorial. Na sequéncia, aplicamos o momento do béson de spin-2 intermediador sobre o vértice
MDO-graviton e encontramos a identidade de Ward-Takahashi W3 nesse caso especifico que,

de certo modo, nos diz o comportamento da corrente & nivel quantico da teoria em x(!),

1" Uma teoria quantica da gravitacio baseada numa formulacio geométrica, cuja pretensio é unir a Mecanica Quantica

e a Relatividade Geral, incorporando a matéria do Modelo Padréo ao arcabougo estabelecido para o caso da gravidade
quantica pura.
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Com o intuito de entender a correcio sobre o propagador relacionado a auto-energia do graviton,
através do férmion MDO, uma analise a um loop no propagador do boson foi realizada. Os termos
de divergéncia para o tensor de polarizacio H?:)’O‘B (p) emergiram de nossa solucéo analitica, como
se nota pela equagao (6.38). Levando em conta que era necessario obter o tensor de polariza¢io de
dois gravitons, a resolucao analitica se tornou um tanto quanto trabalhosa e uma possivel saida foi
reescrever as combinagdes métricas-métricas e métricas-momentos via os chamados operadores de
Barner-Rivers (1964) que, com o auxilio do programa FeynCalc 9.0, nos permitiu extrair a devida
soma dos tensores de polarizagéo H%’i‘fb) (p) (6.59). Sob a mesma linha procedimental, o termo de
divergéncia oriundo do loop de “perna externa” ao propagador do graviton pela funcio de correlagéo
do férmion MDO, chamado tadpole W,,,,, foi obtido na equacao (6.60). Isso nos permitiu identificar a
identidade de Ward para as corre¢des a um loop do boéson gravitacional devido ao férmion, configurado
na equacgio (6.68). Ademais, reparamos, assim como |Capper] (1975), que o termo de constante
cosmolodgica (—y/—gA) incorporada a acio original do MDO em espaco curvo consegue reproduzir
um termo analogo ao tadpole com sinal oposto, permitindo que ambos sejam auto-excludentes. Em
outras palavras, a presenca da constante cosmologica somada a densidade de lagrangiana do férmion
elimina a contribuicdo de tadpole para a auto-energia do graviton.

Como tltimo topico, estudamos a reacdo AZ (p)AZ (p') —>;\: (k) :\;9 (k') (o resultado seria o
mesmo se optassemos pelos espinores anti-autoconjugados (A)) mediada por um graviton, com o
proposito de obter a amplitude de espalhamento e observar o comportamento do potencial interagente
associado. Nessa perspectiva, foi necessario utilizar diretamente as novas defini¢des para o dual do
campo espinorial MDO (AHLUWALIA|[2017b), com o atributo da 7-deformacéo. Atingimos, com isso,
a amplitude de espalhamento arbitraria M e a amplitude para o referencial no centro de massa
para o processo MDO-graviton relativistico, como expresso na equagéio (6.81). Em uma aplicagio
direta, constatamos que no limite de baixas energias , o potencial newtoniano é alcangado,
dando um suporte adicional para o candidato a matéria escura dentro do modelo cosmolégico ACDM
atual, visto que o objeto em questdo torna-se frio (ndo relativistico), atrativo e autointeragente. Além
disso, o proprio fator A do modelo ja vem na linha contributiva para eliminac¢do do termo de tadpole.

Nessa premissa covariante, duas adverténcias se fazem importantes: primeiramente, em ordens
superiores de k, outros termos aparecem e podem modificar consideravelmente a auto-energia do
graviton. Em segundo lugar, tal fato provoca alguma preocupacido com a unitariedade da teoria,
fazendo-a ser encarada até como uma teoria fermionica de “dimenséio superior”. No entanto, vale
observar que os férmions MDO podem ser limitados pelas equacdes subsidiarias de primeira ordem,
como elucidado nas equacdes (3.36)-(3.39) de Ahluwalia (2017b). Todavia, ndo exploramos essas
consequéncias, ainda. Isso, por sua vez, abre espaco para estudos futuros.

Ressalta-se, portanto, que os capitulos|[5] e [6] trazem elementos com nossas contribui¢des originais
para a area de Fisica de Particulas e Campos, tendo como foco a interagéo entre o férmion de spin-1/2
dotado de dimensédo de massa um e a gravidade. Observa-se que, nesse ultimo capitulo citado, tivemos
os resultados publicados (ROGERIO et al.,[2019) no periédico EPL (Europhysics Letters).

Finaliza-se esta tese.

“The very foundation of science is to keep the door open to doubt.” — Carlo Rovelli
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APENDICE A - CURVATURA SOB FOLHEACOES DO FORMALISMO ADM

Demonstracao da equacio de Gauss-Codazzi, baseada em Dona e Speziale (2010) e Dias (2011).
O célculo tem por finalidade obter a caracterizacio de ®) R em termos de derivadas covariantes D

definidas como a projecdo de V em X via ¢¥, pois esse termo entrara na acio de Einstein-Hilbert.

g
pvp

RG: (S)pr"uo = (D,D, — D,D,)u,, sendo u, a componente de um quadrivetor u = u, ® e’.

A acdo dupla de uma derivada covariante D sobre um quadrivetor u, é

Para isso, deve-se primeiramente encontrar o tensor curvatura R 7, que parte da definicio a l4

/ 17"

DuDyu, = ) q)VwDyuy = a) q) Vu(a) a) Virug) = 4 @ a) [(Vwd) b Vorug]
A
+ @l a1 (Vwd \Norug) 04 @ 8 a0 ¢ N w Vo). (A1)
B

Uma vez que V.q° = V(g% + n.n’) = [(Veng)n® + n,V.n], tem-se que A pode ser visualizado

como

/1

_ rvop v p! VN p
A = qra g [(Vunw)n™ gy Vorugr + m (Viun™ ) gy Vot
_ rout o v p 7
- qﬁ qy qz (vu’nlj’)n (gp/ + np/np )V,/lup//
/ l// / l/” p// 1/” ) , V/ ,
- qﬁ qy qz Kvﬂ/nl/l)n gp/ vl///up” + (v#/nl//>n np’np V}///up//] = qﬁ ql/ qg (v“’ny’)(vnup’)a

(A.2)
sendo (V,u,) = 0"V, iy e

_ M/ Vl p/ V/l p// p// o M/ V// p/ p//
B = q“ qy qp (]V/ [(Vuznp/)n VV//UP// —+ TLp/(vM/TL )Vyuup//] = q# qy qp (vulnp')n vyllup//

/!

= ¢ ¢ ¢ (Vuny)(Vun Yu,, (A3)

., Z 1 Z ~
jaque Vo, (nf uy) = (Vynf )uy +n? Vyu,m = 0. Desse modo, em posse de A e B, a equagéo

torna-se
D,Dyu, = Q5/CJZ'(JZ/[(anu')(vnup') - (vu'np’)(vu’np”)up” + Vi Viuy]. (A4)
Assim, com uso de (A.4),

(3)RWPUUU = (DuDy, — DyD,)u,
Qﬁ/QZ/CJﬁl[(Vu’"u')(vnup') - (Vu’nu’)(vnup’) - (V,u’np’)(vl/np
+ (Vu/”p’)(vu’np”)up” + ViV =V V]
— M)q,'j/(Vl,/n"N)qZuua + Kz,pqﬁl(vu/np”)qguua +VuVyuy =V, Vuy

(K, K. — K, K, + q;;’qg’qg Ry S, (A.5)

1!

)Up”
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oa

Ly O tensor curvatura usual da

RG em (3 + 1) para uma variedade pseudo-Riemanniana M. Portanto, a equacgio de Gauss é expressa

em que K, ¢ identificada como a curvatura extrinsecaem X e R

por:
(3)R;u/p0' = qz/qslqglqg/Ru/V’p/a’ — 2Kp[#KV]<7' (A6)

Na sequéncia, é possivel determinar o escalar curvatura ®) R, objeto de interesse para a acio

gravitacional. Tem-se

(3)R = (3)R;wpoq#pqya = [KVpK,ucr - K,upKl/o}qupqyg + qz QZ qz Qg Ru’y’p’o’q'upqyg

= K"K, — K>+ ¢"¢" R0, (A.7)

em que K" = q,,4" K)o e K = ¢"" K, = K ' € otraco da curvatura extrinseca. A contracdo que
ocorre no tensor de Riemman para produzir R oficial da acdo de Einstein-Hilbert se da por meio da

métrica do espacgo-tempo g, e ndo via g de X,

R = Ruped" 9" = Ruvpo(q"® — n"n)(q"" — n¥n’)

Rypeld"q” — ¢"n"n® — nfnfq¢"" + n*nfn"nc|. (A.8)
Por outro lado, R, ,xn° = 2V, V,n,. Assim,

R = Rupwd"q”" — ¢""Rupen’n’ — q" Rypen!'n’ + Ry pennn’n?
= Rupeq"’q” — 24" 0"V, Vyn, — 2”0V, Vyne + 2(V,,V, = V.,V )n,n’nn”
= Ru,0q"q¢"" —2n"[V,, V,In* =V, V, n'n" +V,V, n"n"
= R,u,:¢"°q¢"" —2n"[V,, V,|n*, (A.9)

sendo o ultimo termo, a menos da constante —2, identificado como
n’[V,, V,n* =V, (n"V,n* —n#V,n") — (V,n")(V,n") + (V,n")(V,n"), (A.10)
observando que

Viu(n'ny) = (Vun")n,+n"(Vun,) = Vu(n,g0)nu+n” (Vn,) = (Vanp)n’+n” (V,n”) = 2n2Nm,”

(A.11)
Com base nesses preceitos, tem-se
K = K,ul/qw/ = qﬁqzvpnaquy = qpyq,fvpng = C]pavpna
9’V yne +nn°Vn, = ¢*°Vn, = V,n (A.12)

KW K" = (45a7V o) (@ q" a3a2V ans) = 4747V g Vans
= (¢” +nn°)(¢°* + nnM)V n,Vans = (V,n)(Van?), (A.13)
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que por sua vez, permite retomar a equacao (A.7) e explicitar a chamada equagao de Codazzi,
®R =R+2V,(n"V,n" —n'V,n") + K? — K, K" (A.14)

ou
®OR=R+K?—K,K", (A.15)

uma vez que o termo das derivadas covariantes entre parénteses s6 tem validade quando a a¢éo leva
em conta o termo de borda da variedade M sendo, portanto, nula para nosso interesse no Capitulo
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APENDICE B - OPERADOR CURVATURA ASSOCIADA AO FERMION MDO

Partindo-se da definicdo da conexao de spin e aplicando-a na derivara covariante previamente

definida, com a realizacdo de comutacgio de duas derivadas covariantes sobre o espinor MDO, temos:
V.,V A=V, VA=V, VA=V, <8,, 4wl, aab> A=V, (8 — w aab> A
= [a# (3,, 4w Uab> A=T7, (8 — Zw baab) A — szbaab(a M)+ 4wfjbaab4wy acd/\]

1
[0 (8 — w Oab> A=T7, <5’ — w Jab)A—Zwy Tab(0, /\)+4w§d06d4w# aab)\}

(B.1)

Sendo a parcela (9,0, — 9,0,)A = 0 e assumindo um cenério livre de torgdo (I, — I') ) = 0, segue

que
Vi VA = 50,00 0u) — 1iow(@) + S0 (0w + (s (0)
+jljl(wab0'abw6d0'cd — W dUdeabJab))\
) 1 ' '
= —Z(Guw“b)aabk — L—lw,ﬁ‘baab(ﬁ )\) 4(.0 aab(ﬁ )\) 4((9,,0.7 )O'ab)\
) {
+4wu Poan(O,N) + 4wy "oap (D) + Zz(w“baabwc‘iacd — Wil oeawoay) A
i
= —Z((‘?Mw“b Oyw )Uab>\—|— 44wzbw6d(aabacd — TedTab) A\ (B.2)

Uma vez que 0% = i/2[y%,7%] e {7%,7°} = 2n®, temos de imediato que °7¢ = 2y — vt e
o® =i/2[v*, 4% = i/2(7v%9" — 2% + 7%9b) = (794" — ). Usando 0% neste formato para o l-
timo termo de (B.2), entdo

V., VA = —%(wa“b Dy, oA — i(wzcwyc b_ Wy, Mo
7
— —Z[(E)Mw“b E)Vwab) + (Wi Wy b_ Wy W, Y owA. (B.3)

Portanto, tomando como base a equagdo acima, é possivel escrever a comutacao das derivadas

covariantes sob o campo MDO na forma:

?
ab
V., VA= _ZF“” Tab A, (B.4)
b b b b . . JO
emque I, = Jwy’ — Owy’ + wiw,, ” — wyw,,. ”, caracterizando assim uma espécie de opera-

dor curvatura agindo sobre o campo espinorial MDO, ), para sua analise em espago-tempo curvo,
dentro do contexto formulado na Segéo
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APENDICE C - DA ACAO DE EINSTEIN-HILBERT A ACAO DE PALATINI-HOLST

E fato estabelecido na literatura que, através da Geometria Riemanniana para tratamento da
RG (THORNE; MISNER; WHEELER| 2000, p. 270-275), o tensor de Riemann pode ser extraido da
comutacdo de duas derivadas covariantes atuantes em um vetor presente em uma variedade M.
Em componentes, para um quadrivetor V' = V, ® é” em uma variedade pseudo-Riemanniana, isso
significa que

V. VoV, = R%, Ve, RS, =0,0% —,% +T9 I —T7 10 (C.1)

v opp o pp= vo pv= po”

(0%
v pp

entre as derivadas covariantes em um objeto de indice interno S,. Assim [V, V,]S,:

A relacdo entre o tensor de curvatura R e I W“b, presente na Sec¢ao origina-se da comutacgio

[V VilSa = VuViuSe — VuV,uSa = (040,80 + w,0 "S) — T2, (0aSa + wWag "Sb)
W, (0Se + w,, vSy)] — (0,050 + Wy vS,) — [0, (00Sa + w,, °S)
FW,q (OpSe + W, bSb)}, (C.2)

que novamente, por estarmos em um cenario livre de torgéo I'}j, — I'} = 0, nos permite escrever

V.. VIS, = 0,0,S, + (0w, "Sy 4w, b(ausb) + w0 (0,5e) + W,y Wy bS,
_a’/aﬂsa - (a'/wua b)Sb - wua b(aVSb) — Wy c(a,uSC) — Wyq Cwuc bSb
= (@Mua b)Sb — (8,,ww b)Sb + wﬂa Cwyc bSb — Wy, Cwuc bSb, (C3)

onde podemos concluir que
[V, V]S =F,, *S,, (C.4)

ab __ ab ab ac b ac b
emque I, = 0w’ — Owy’ + wiw,, ’ —wyw,. . Agora, reescrevendo (C.1), com o vetor V,
em termos de tetradas e conhecendo o comportamento da comutagio da derivada covariante neste
objeto, a partir da expressio (C.4), temos

R Vo=V, VIV, = [V, V,]eiV, = €4V, V| Vo = €4F,, Ve = e4F, b ep Ve, (C5)

vpp o P~ pva P~ pva

assentindo a relacdo entre tensor curvaturae F),, % serem escritos na forma:

R>, =¢e'F, bes. (C.6)

1P P~ pva

Da expressdo acima, temos ainda que a seguinte simetria é satisfeita:

_ o a b o c d_a b o c _a bgd c _a d
RVUMp - gUaRl/ wp gJOcepF,uz/a € = nCdeo—eaepF,uua € = nCdeaepF,uz/a 51) — nCdeoepF;wa

Rpvo- (C.7)
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Uma vez que o escalar curvatura de Ricci é R = ¢"' R, = R,,,,,g""g"°, através de (C.7), obtemos

R = UCdegezFlﬂm ,r]ghe,ue nykepeg = ncdegesz/a 6“62"76”“6”6%
- UchChnakegegepeZehek ;wa - (ﬁlléﬁeheknakFuua
= eiekn“'“F
= eyerl, (C.8)

em que fazendo-se a mudanca indicial £ — a e d — b, o escalar curvatura via tetradas e conexao
(e,w) é expresso por:
_ ab _p v
R=F,“egep. (C.9)

O termo jacobiano para correciao de volume em espaco curvo, /—g, em funcao das tetradas é

caracterizado por

V=g = [—det(nuete’)]V/* = [—det(nap)det(ef)det(eh)]/? = [det(ef)det(el)]/? = (e2)'/? = e.
(C.10)

Desse modo, a acdo de Einstein-Hilbert pode ser equivalentemente escrito com o formalismo de
Riemann-Cartan, com o uso das expressdes (C.9) and (C.10), chamada assim de acdo de [Palatini
(1919)-Hilbert:

1

1
—_— 4 — pr—
SEH = 167G Cl T/ gR — SPH =

e d%(e)FuV“begeZ. (C.11)

Mais de 70 anos ap()s o desenvolvimento de Palatini, Holst (1996) obteve um duplo termo associado
a curvatura F,, ® no tratamento Hamiltoniano da gravidade, agora chamado de termo de Holst

(autodual da acdo Palatini), dada por

1

27€€I€JF S (w), (C.12)
em que (1, J) sdo as componentes espaciais dos indices internos de Lorentz (a, b) e v o pardmetro de
Barbero-G. (1995), Immirzi (1997), com sua func¢éo reconhecida por ambos, no qual a autoformulacao
do dual corresponde a escolha de v = —i. Esse termo de Holst permite que a acdo Palatini-Hilbert

seja generalizada para

1
167G

Spu = / d'w(eciey Py F R0 (W), (C.13)
M

em que o valor v = 44 nédo pode ser escolhido para lidar com o seu inverso:

1J mes 1 rr 1 KL _ 7 [K 1 6IJKL
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APENDICE D - OBTENCAO DO VERTICE DE INTERACAO MDO-GRAVITON

Antes de chegar a descricdo da densidade de lagrangiana do campo MDO em perturbacgio a campo
fraco presente na Secdo devemos primeiramente obter a conexao de spin para uso pratico dentro
desse contexto. Para isso, é necessario recordar que a derivada covariante de um campo de tetrada
deve ser nula, justamente porque esse campo faz o mapeamento de uma variedade (indice o) sobre
uma plataforma localmente lorentziana (indice a):

Vueq = Oueq — 1o ,e0 + A =0, (D.1)

ap-o
sendo a conexd@o expressa por

Al = —egdue;, + e 1 e (D.2)

uuoz

Tomando-se a conexao afim em termos de tetradas a campo fraco em primeira ordem de x, temos que

I, = %gaﬁ (0960 + Ou98u — p9uw)
- ; e 00 ached) + 0, (agyehed) — Dsngefed)]
= 5(55‘ — ke (65 — k)N [0,hgy + Ouhs, — Oshu)
= S0 (Duhp + Doy — Db (D3)
visto que a métrica em funcéo das tetradas € g,, = naeye e, as tetradas em campo fraco sio (% =
08 4+ kel ey = 0% — kcy) com ¢,y = €y = hy /2, tendo o elemento 0,gap = KO, hapg. Além disso,

aplicando-se as mesmas condicdes sobre a parcela e 0,5, obtemos
K
ey 0u€s = (0f — Key)0,(00 + Kkel) = (60f — ke )kOuC,, = Koy 0,Cy = KO,y = §8uhab. (D.4)

Aplicando os resultados das expressdes (D.3) e (D.4) na equacio (D.2), a conexdo pode ser visualizada

como

,uzza

Ay = —epduel + efTheh = —50h% + T,

K
= _§8uhab + 577ap(auhpb + Ovhpp — Ophy)
- —gauha,, n gauha,, n gnaﬂ(abhpu — Oyhy)

K
= 577ap(abhpu — Ophyu), (D.5)

em cenario de primeira ordem perturbativa da gravidade. Outro modo de apresentar esse termo de

conexao é

Apas = g(a,,hw — Ouh), (D.6)
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dando as bases para o estabelecimento da conexdo de spin, I',,.
A densidade de lagrangiana do campo MDO em espago curvo, sob um cenario de perturbagio a
métrica de Minkowski, é descrita por

L~ = V=glVuAg" VA —m? A\ )

I

- [ 04 % = 3 5(Oph = 0ol 11 = WPYDA -+ S Oy — O,y 177

|
>/ ]
I—l
i

(D.7)

em que G é o termo de elemento de volume métrico /—g em limite de campo gravitacional fraco,
denotado como G = (1+ xh/2), e observando a prescricago V, \A=0, A + A\, e V, A =9, A —T,\.

Desse modo,

K N \ v \ K N g
L, = (1 511) [au XN = ROy NI\ —m? XA+ Z0u X (D = 017N
- g ;\ (Ophay — O hﬁu)’Ya’Yﬁau)‘ 16 ;\ (Oshan — 8ahﬁu)7a'yﬂ(aphau - afhp#)'yo’yp)\
2 -/
K S0 X W Dpha — Do)+ % X (Oshay — Oahg )y h 9\
KJ3 N
T X Ohan = Dl )Y W Oy, - ac,h,www]. (D.8)

Neglicenciando os termos de ordem > 2, segue que

L -
%’A
- - o K - - il v
L= (Ouro"a— m? A \) +§h(8u AN —m?® N \) — kD, A WO, N
+ g[au A (Opht = 05h YA X (Dahisy — Ohay) 127 0N, (D.9)

em que ‘Co}\ N parcela referente a densidade de lagrangiana livre, emergente da métrica minkowski-
ana, e os demais termos tratam da parte interagente em primeira ordem, provindos da perturbacao do
background em Minkowski. Os campos MDO e graviton, descritos a principio no espaco das posicoes,

podem ser expressos em funcdo do espaco dos momentum com as transformadas de Fourier:

/\(x):/(27lr)4e_ip”:/\(p)d4p, (D.10)

A () = / ﬁe“qy A (g)d'q (D.11)
e

h(z):/(2;)46_"%3(7“)6#7“, (D.12)

obedecendo as direcdes de propagacdes dos campos, ja escolhidas a priori, para a aniquilacao dos
férmions conjugados e anticonjugados quando ocorrer a interacdo na configuracdo da troca de

momentos. Desse modo, a transcricdo da integracdo da densidade de lagrangiana de interagdo MDO-
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graviton no espaco das posi¢des, I, para o trés campos envolvidos, ﬁmtf\ N E; N ﬁo} \»em funcao
do espaco dos momentum é escrita como:
_ 4 4 4, 74 14
[ i 2dr = [£, (00008 — 0y = oy (D.13)
r Nt ntA\

sendo dI' o elemento de integragdo na tripla (d*z, d*y, d*z), levando em conta a interacio dos campos
MDO-usual, MDO-dual e graviton em vy, de propagacao regressiva do campo dual.
Inserindo as transformacdes dos campos presentes nas equacdes (D.10)-(D.12), no espago dos

momentum, sobre a expressao (D.13), temos

51 gzt [ Grstia)e™ X @i [ G amid'y
[ b i X @A) ') |5y — 0y
_/ il (271r)4(iq“)€iqyx(q>d4q>/ (271r)4€_"2h“”(7“)d47“
(/ (zfr)4 (=ip)e A (p)d'p) |54y — 2)0"(y — 2)d"ad'yd">
/g[/ (2;)4(2'Qy)ei‘1y;\(q)d4q(/ (271T)4(—Z’Tp)e_imhou(T)C#T—/(2;)4(—ira)e_imhp“(r)dllr)
1

=77 \(p)dp }54( 2)04(y — 2)d zd yd*z

s
1

3 ira)e " g, (r)dr — / Gy (irs)e "2 h (7 )d4>

|6ty — )0t (y — 2)d*wd yd 2.

Absorvendo as integragdes em 0 no ponto de interagao y, segue que

T P _ 4 74 47, 4 i(g—p—r)y 1
f Eunnstev it = [t [ttt
[g(hi(r)qw" A (@AD) — hEF)m® X (@A) — w(gup X (@ (F)AD))

FL A @) = ok ) 4M0) + T A (@) (shanlr) = rahs ()Y P NB)].
(D.15)

Uma vez que a parcela de integragio dos trés campos no ponto y, junto ao termo de normalizacdo

de Fourier, é sintetizado na forma das 4 no espago dos momentum como

1
[(2m)1]?

/d4ye P — (2m)*o(qg —p —7) :>/d4 la=p=r)y =d(qg—p—r), (D.16)

sendo usada, daqui em diante, a notacio §(¢ — p — r) = 6 (q — p — r) compactamente para n
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dimensoes, e partindo do fato que os campos associados ao graviton podem ser expressos por

he(r) = nexh"™ (r); (D.17)
hd'(r) = neoh**(r); b (r) = noph?* (r); (D.18)
ha,u(r) = naenwrheﬂ(r); hﬁu(r) = nBQUthQW; (D.19)

a expressao (D.15) torna-se

/F)Cint)\,;\(x’ Y Z)dr =

/ d'qd"pd'ré(q—p—r)

K -

5 (=™ ()" X (@A(P) = o (r)m? X ()A())

—k(qupy X (@R (1)A(p)) + Z A (@) (rpmioah () = 191,00 (1)1 17 qu A (p)

l{/ -
+7 A (@) (78106 R (1) — Tampenmh’™ (r))y*“y°p"A(p) | . (D.20)

O vértice de interagdo, em "nivel de arvore", de uma teoria quantica pode ser definido como a
variacdo funcional da integracao da densidade de lagrangiana de interacdo, em I', com respeito aos

campos (¢1, ..., ¢, ) no espaco dos momentum:

défidfr Lintgy,...pn AL
77777 " dp1(a)..00,(2)

(D.21)

em que ¢ é a unidade imaginaria inserida na defini¢édo e sendo a, b, ..., z 0s momentos associados a

cada um dos campos (¢1, ..., ¢,,). Aplicando a expresséo (D.20) sobre a defini¢do do vértice em (D.21),
temos

IS ﬁmt/\&(x, y,z)dl’

= i/d4qd4pd4r(5(q —p—7)d(qg—a)d(p—>b)d(r —c)

oA oAb (0
[g%( T+ 0" ) (g —m?) =k ot ; ) Gy
+ g((rpnae — T'oMpp) (on’® JQF ) YV Gy
+  (T8Na6Tur — TallgeTyr) U ;L n%nﬂ)vavﬂp“ﬂ ; (D.22)

valendo-se do fato que & A (q)/0 A (a) =0(q—a)edA(p)/dA(b) = é(p — b). Na expressdo acima foi
usado a identidade que surge da variacdo de um campo de graviton com relagao a outro (HOLSTEIN|

2006), prescrito na forma

OhP(r 1
5haﬁ((c; N 5(77(1”17"5 +07n*7)o(r — ¢). (D-23)

Condensando os termos da expressdo (D.22), via as métricas de Minkowski emergentes da variagao



108

dos campos de graviton, obtemos

o I{/ T TT
= / d*qd*pd*ré(q —p —r)6(q — a)d(p — b)é(r — ¢) [1(55779 + 050" ) (qup" — m?)

intA R
K; T U, vT K'/ T T T T (on
= S 0 ) qups + (o075 + 1467) = o (0765 + 0"07))Y Y g,
+ (ra(0705 + 6567) — ra(6505 + 5;52))7%%“]} . (D.24)

Tomando (¢ — ¢,b — p,c — ) e operando a integracdo da equacdo acima, chegamos a

expressao
K r_ B K
2

2 8
— (VT Y E) +ra(YV AP+ 5pT) — ra(v TPt + 7“7%7)]] (D.25)

Vg = a=p=n)|5@-a=mn" = S0 +ap7) + ("0 +97"¢")

podendo esta ser visualizada mais compactamente como

K T ] ) )
Vian = 150@=p=n)4p-a—m " —4a'p" +¢p") + (0Ff = #1%)g

+ (=) TF =0+ (O = O], (D.26)

sendo empregada a notacdo de Feynman para contracido de um vetor e uma matriz gama, v, " =
vy, = 9.

Transcrevendo os indices da expressdo (D.26) na forma contravariante para a forma covariante e
renomeando estes em (§ — «, 7 — (), temos que o vértice de interagio MDO-graviton em "nivel de

arvore"é descrito por

Vas(q,p, ) = ig5(q—p—r)[4(p-q—m2)lnaﬁ —4(¢app + 45Pa) L+ [Vas ¥+ ) + (18, 1P+ 0)al,
(D.27)

em quer = q —pel=1,amatriz identidade.



109

APENDICE E - OBTENCAO DA CORRECAO A UM LOOP DO GRAVITON VIA MDO

A parcela divergente em um loop da corregio da auto-energia do graviton na Se¢ao [6.2|é expressa

por
diq Tr[VHilVesil]

) = - [ E1

R O e (P ) .

sendo d = 4 — 2¢ a dimensédo de regularizagdo da integragdo, Tr[] o operador trago, V* =

Vi (—q,p,q—p) eV =V(q,—p,p — q) os pontos de entrada e saida do vértice de interacio

MDO-graviton que surge na primeira ordem de corre¢ao do propagador do graviton, respectivamente,

1
[(p—q)*—m?]"
Com o auxilio do programa Mathematica Versao 10.0 (WOLFRAM,|2014) e do pacote FeynCalc 9.0

(SHTABOVENKO; MERTIG; ORELLANA| 2016), o traco do produto de dois vértices MDO-graviton

terd como resultado a soma de termos acoplados aos momentos dos tipos: sem ¢*; com ¢*; com

. . , . 1
ja respeitando os propagadores dos férmions s ©

q*q¢?; com ¢“¢®¢*; com ¢“¢®qtq”. A separacdo desses termos sera necessaria para a integracio sob
os propagadores dos férmions MDO, d%q(27)~{(¢*> — m*)[(p — q)®> — m?]} !, presente em (E.1),
posteriormente. Dito isto, segue que o T'r[V#*i1V*%j1] é explicitamente composto de:

e Termos sem ¢“

K26(q —p — r){(™" " 2(p - Qm® — (p - q)> — m*] — p*p’p*p”)
F(ASHBY o AovB  pBuav | pBvenyy (E.2)

em que AP = 1/4 -+ [pPp* (p® + ¢* — 2 - q)].

e Termos com ¢“
/~£2(5(q —p— r){q“B’B{“”} + qﬂlga{wf} + tuV{aﬁ} + q”B’”{O‘B}}, (E.3)

em que BV = 1/4-[n*p¥ (p* —2p-q) + 0" p" (p* —2p-q) +4p°n (p- g —m?) + (0" +1°"p") ¢?].
e Termos com ¢®¢”

525(q — p — r){¢p'p” + ¢"¢" PP’ + ¢“¢"C*" + ¢°¢"CP" + ¢°¢"C™ + ¢°q"C*}, (E.4)

em que C = 1/4 - n**(p* + ¢*> — 2p - q) — p*p™.

e Termos com ¢®¢”¢*

e Termos com ¢®¢°q¢tq"

—¢“¢"q"q". (E.6)
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Tomando como base os trabalhog'| de Bateman| (1953) e [Capper]|(1975), todos os termos do traco
acoplados aos momentos dos tipos ("sem ¢*"até os "¢“¢’q"q"") serdo integrados em d’q sobre os
respectivos propagadores do férmion MDO, que possuem caracteristicas semelhantes ao propagador

de campo escalar. Assim sendo, tem-se que:

dq 1 -
/ (2m)d (@2 —m?)[(p — q)2 — m?] J1, (E.7)

d’q ¢
=p*J. E.8
/ Cri(@—m)p—q2—m2 7 E8)
d’q ¢°q° b o8
/ 2m) (2 — m?)[(p — q)2 — m?] =n*"J3+pp°Jy (E.9)
e
d’q 7*¢"q"q" B WBop v | o B o g (e B) ()
21)2 (@ — m2)[(p — q)% — m?] = (") + (™ p!p” + 0t pp” + Apt iy M) Jg

+ (2P By o}, (E.10)

com a notacio n*ntP = 1/2 - (g 4 nornrs),
Usando as bases de Bateman| (1953), Ryder| (1996)) e o programa (WOLFRAM, [2014), chegamos a

42 (m2)d/2—2
. o I
}llgzl; J1 = 7mT(e) o) 1, (E.11)
5o T g a2 13
2 = 5 - 9 ( - / ) (27T>d 2 1( - / s Ly / ,Z)
) 2 1
(ljlir}l Jy = ?F(e) ) -1, (E.12)
2yd/2—1
_ d/2 . (m?) ] _ _ _
J3 7T (2 d/2)2(1—d/2)(27r)d o F1(1—d/2,1;3/2; 2)
lmJs = 720(0)——" .l _ay (E.13)
vt (—=2)(2m)* 3 ’ '

E importante enfatizar uma pequena sutiliza no desenvolvimento dos calculos: nos estudos de Capper (1975), como
critério de base/comparacio, o propagador do campo escalar ¢ colocado na forma (¢> + m?)~!, enquanto o férmion
MDO possui o propagador (¢ — m?)~!. A diferenca esta na transformacio (¢? + m?) — (¢® + (im)?) = (¢*> — m?)
do Capper para o nosso contexto. Assim, a integragdo sobre dq(2m)~4{(¢> — m?)[(p — q)> — m?]} ! ocorre de
forma similar a d%q(27)~%{(¢> + m?)[(p — q)* + m?]} ~! porém, ajustastando os termos que levam a quadradica em
m : m? — (im)? = —m? absorvidos em J3, Jg e 2.
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Jy = 72— d/2)% 5 (2 —d/2,1,3;2,5/2; 2)
. 1
llli)l;ll Jy = 7T2F(e)6(27r)4 -1, (E.14)
/ —
J. = n¥’r(@Q2 - d/Q)% 3 (2 —d/2,5,1;3,7/2; 2)
. 1
lim J; = 7r2F(e)5 2t 1, (E.15)
2\d/2—1
Js = mT(2 - d/2)6(1<Td)/2)(2w)d 3 Fo(1—dj2,1,3,2,5/2; 2)
. —m?
}lgl;ll Jg = W2F(€)W : (1 - 32/5), (Elé)
2\d/2
Jo = =202 - d/2)4(d/2)(($2)_ i 2 Fad/213/%2)
4
lmJy = wT(0) o (?w) 115(15 202+ 822), (£.17)

em que ['(¢) = % — 7, naqual I" é a fun¢do gama de Euler, e = 0T, 7y a constante de Euler-Mascheroni,
z = p?/4m?, 2 Fi(a,b; c; 2) e 3F5(a, b, ¢; d, e; z) sido fungdes hipergeométricag?

Portanto, inserindo-se os valores de J; das equacdes (E.11)-(E.17) sobre as integragdes (E.7)-(E.10)
devido aos termos (E.2)-(E.6), obtemos o valor da expressio para a corre¢do em um loop da

auto-energia do graviton devido ao férmion MDO:

I (p)

K0(q —p—r){(n™ " 2(p - q)m® — (p- @) — m*] — p*p"p*p") )1
Aauﬂv Aauﬁu + Aﬁ/ww Ab’vau) Ji
paBﬁ{W} + pﬂBa{W} + puBV{aﬁ} + pVBu{aﬁ})J

(
(
(n*Js + p°p° Ja)p'p” + (" Js + p"p" Jo)p°p” + (™" Js + p*p*Ja)C™
(
(p"
(

+ o+ o+ o+

n™ Js + p®p” Ja)CPF + (0P J + pPpt Jy)C + (0¥ Js + pPp¥ J,)C
PP ) I — (P prpY + pep? + dplenPep)) I
2020 nB By Iy} (E.18)

2 a(a+1)-b(b+1) 2 +.

Um func¢io hipergeométrica pode ser transcrita pela série o F(a,b;¢;2) = 1 + Z—{’z + ST 12

b oo . , , .
1+ E (n, (c( Ju ;n sendo os subindices 5 e ; designados ao niimero de polos para os coeficientes do numerador e
denomlnador da série, respectivamente. As virgulas entre os coeficientes a e b indicam que ambos estdo no numerador
da série, enquanto o ponto e virgula entre c indica que este permanece ao denominador. Por fim, o dltimo ponto e
virgula indica que o termo a sua direita é a variavel da série, como pode ser visto em Baratal (2021), cap.15. O mesmo

raciocinio vale para 3F5(a, b, ¢; d, e; z), dentro do escopo das funcdes hipergeométricas generalizadas, denotadas por
kF1.
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APENDICE F - PARCELAS DA AMPLITUDE MDO-GRAVITON

A amplitude de probabilidade associada ao espalhamento do campo fermiénico MDO em juncao

com o graviton, como consta na Sec¢ao € compactamente escrita na forma

Ii2

= 5o (MW EN ) + XERIMN (P)) Guuar (X (W) E XE (W) + RER) M N (1))

(F.1)

sendo os termos (E*?, E*) e (M*?, M) oriundos das parcelas de comportamento “escalar” e

fermionico do vértice de interacao

V;w _ 1_2[4(]{/ _p/ _ m2)77;u/ _ 4(/€/“p”’ + k”/p/“) T [’Y“,?‘](P/ 4 k/)z/ + [,_Yu’ﬂ<p/ =+ k’)“],(F.Z)

-~

~~
Ewrv Mhuv

com o propagador do graviton expresso por

1
ga,@uy = ﬁ(naunﬂu + NauMor — naﬁ’r}uu)' (FS)

Realizando a contracao do propagador do graviton com as parcelas do vértice presentes na equacao

(F.1), temos:
1

gaﬁquW — ﬁ(naunﬁu + N8y Tow — naﬁnuu)[4(k, . p/ . m?)nuu o 4(k/up/u + k/uplu)]
1
= 5.5 [8(m"nag — kipl — ki) (F.4)
e
1
gaﬁ#l/M'uy = ﬁ(ﬁa;ﬂ?ﬁy + NauNay — naﬁnyyﬂhﬂu, 'ﬂ (p/ -+ k'/>l/ + [’)/V, f] (p/ -+ k/)‘u]

1

= 53206 I+ Pa + 2ba, \I(K +1)s = 20(p + K), ¥lnas), (F.5)

admitindo-se a simetria (uv) — («f3) no propagador.
Em posse das quantidades (F.4)-(F.5), dos valores explicitos de £*° e M“ via equacio (F.2), a
amplitude (F.1)) torna-se

52

M = e (A k= m®)n = Ak + K7p™) AL (RN () +XE (R) (07 )0 + K)
——
+2m
A+ DA ()] X [A(mPnas — Koty — Kypl) XSRS () + 35 (K (s 1K + 1)
+2m
+ P fIK 495 — [ + K Flnes) A (0], (F.6)

Fazendo a distributiva do resultado acima, obtemos a contracdo de quatro parcelas, a saber:
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e Primeira parcela

G4m?[(p -k — m*)n*™ — (k°p” + k7p*)][m*nap — kypls — ki), =
64m>[Am?(p' - k') — 4m* + 2(K" - k)(p' - p)); (F.7)

e Segunda parcela

8m((p- k —m®n™ — (kp® + EPp*)XE (K) ([, FI (K + p)a

s 1K+ )5 = [(F + K Fnas) AE(P) =

16m°Xg (K [(H + ), 1N () — 16mbk(K + p)AE (K FINE ()

—16mp(p’ + K )X (K)[K 11N (p); (E8)

e Terceira parcela

(R ([, Ao + k)P + [4°, %](k + p) )AL (0)8(m*1as — kvl — Kispl,) =
16m[m? X (B)[(F + B), FINE(p) — 0 - (0 + KNSR FIN ()] — K- (o + R)XE (), 11NE ()]

(F.9)
e Quarta parcela
X E)([ A+ R) + B K+ p) )N N R ([ FJK + 2 e+ D I + )5
=1 + K, flnap) X (W) =
208 () FIAE (D) AE (B s ¥ 0 + ) (0 + R)AE (9 (F.10)

Portanto, com as parcelas (F.7)-(F.10), obtemos a amplitude de espalhamento em nivel de arvore

para todas as trocas de quadrimomento possiveis do MDO e o graviton, transcrevendo a equacao
(F.6) para a forma

M = C [64m2(4m2(p’ k) —4m* 42k -K)(p-p)) + 16m3Xf+7_}(k)[/¢” +7 AN (0)
= 16mk - (K + PN, (W) P, FIAL ) = 16mp - (K + D)X, (R [K,FIX ()
+ 16m[mAL, () + 5 AN ) =0 (k)AL (RPN ()
— K (kP AN 0]+ 20 (R PIAL @A S (F)
X e A0+ K) - (p+R)AY ()], (F.11)

em que C = £?/(256m?r?), sendo r 0 momento do graviton.
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APENDICE G - ESTRUTURA EXPLICITA DOS ESPINORES MDO

Os espinores Elko/MDO sao construidos sob as bases dos espinores de mao esquerda de Weyl

cujas componentes se revelam como

cos (0/2)e/?
sin (0/2)e’/? ) G

o (k) = v/m (

—sin e~ ie/2
PL(k) = v/m ( Cos ((09//22))61'50/2 > ’ G2)

condicionando-se que para uma teoria com particulas massivas ser consistente, a massa de tal objeto
esta vinculada a forma m’, sendo j o spin associado a particula de massa m (MARINOV, |1968). Por

essa razdo, o fator de massa /m é imposto “a4 mao” sob as solug¢des (G.1) e (G.2) (AHLUWALIA;
JOHNSON; GOLDMAN| 1994)-(AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005a), uma vez que espinores em
repouso no espaco de representacio (1/2,0) @ (0,1/2) néo existem no limite de massa nula. Cabe

dizer que o vetor unitario p que alicerca esses espinores de Weyl é parametrizado em coordenadas

esféricas e representado como
D = (sen(f)cos(p), sen(f)sen(p), cos(d)). (G.3)

De forma explicita, as estruturas espinoriais Elko/ MDO autoconjugados (.5) e anti-autoconjugados

(A) sdo:
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em que B sdo os boosts aplicados a partir do espinor no referencial de repouso p = 0, XfiA:F}(m, 0),
dados por
E+m P
By = 1+ G.8
* 2m ( E+ m) ’ G8)

sendo p = |p|.
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