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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo de dois teoremas devidos a Hopf. Um deles nos
permite expressar algebricamente o segundo grupo de homologia de um grupo G. O outro
nos fornece uma seqiiéncia exata que relaciona a homologia de um espaco topolégico X
com a homologia de seu grupo fundamental para dimensoes maiores que 1.

Para tal propodsito fazemos inicialmente um estudo da teoria de homologia de
grupos e suas implicagdes com espacos topologicos.

Palavras-chave: espagos de recobrimento, K (G, 1)-complexos, (co)homologia de grupos,
teoremas de Hopf.

Abstract

The subject of this work is a study of two Hopf’s theorems. One of them allow
us to express algebraically the second homology group for a group G. The another one
provides us an exact sequence which relates the homology of a topological space X with
the homology of its fundamental group for dimensions greater than 1.

For this purpose we begin with a study of homology theory of groups and its
implications with topological spaces.

Keywords: covering spaces, K(G,1)-complexes, (co)homology of groups, Hopf’s theo-
rems.
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Introducao

A teoria de (Co)homologia de grupos esta fundamentada na A]gcbra e na Topolo-
gia. O desenvolvimento inicial de seus aspectos topoldgicos sao devidos a Hurewicz ([8]),
que provou, entre outra coisas, que a (Co)homologia de um espaco asférico depende ape-
nas de seu grupo fundamental. Ja a parte algébrica foi motivada pela descrigao feita
por Hopf ([6]) a respeito da influéncia do grupo fundamental sobre o segundo grupo de
homologia de um espaco dado.

Por espacos asféricos entende-se espagos conexos por caminhos que possuem
grupo fundamental m;(X) = (7, nao necessariamente trivial, cujos grupos de homotopia
superiores sao triviais, e denota-se usualmente por K(G,1).

O trabalho de Hurewicz discorre sobre o tipo de homotopia de um espaco asférico
X = K(G,1) ser completamente determinado por G. Em particular, os grupos de ho-
mologia de X dependem somente de G, sendo, portanto, razoavel pensar em tais grupos
como os grupos de homologia de G.

Assim, pode-se definir H.(G) := H.(K(G,1)), tendo sido adotada esta termi-
nologia apenas a partir da década de 40, por Eilenberg.

Embora Hurewicz tenha mostrado a unicidade, e nao a existéncia de espagos
asféricos, é fato conhecido que, dado um grupo G, sempre existe um espago K(G,1).
Deste modo, a definigdo topoldgica da homologia de um grupo G se aplica a qualquer
grupo.

Agora, para um grupo (G qualquer segue, da teoria de homologia singular, que
Ho(G) = Z e H\(G) = Gap, com Gy denotando o quociente de GG pelo seu subgrupo

comutador [G, G].
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O desenvolvimento algébrico para H,(G) em dimensoes maiores que 2 inicia-se
a partir do trabalho de Hopf que trata da descri¢ao de H,(G'), em termos puramente
algébricos, do seguinte modo: escolha uma presentagao de G como F//R, com F livre e R

um subgrupo normal de F'. Temos entao

H;(G) = RN [F, F]/[R, F]

com [A, B], para A,B C F, denotando o subgrupo gerado pelos comutadores [a,b] =

aba='b', coma € R,b € R.
Foi Hopf também quem deu evidéncia da importancia de H3(G) em topologia
provando o seguinte teorema: para qualquer espago X conexo com grupo fundamental G,

existe uma sequéncia exata
m2(X) = Ho(X) = Ho(G) — 0.

No final dos anos 40 foi dada uma defini¢ao de H,(() do ponto de vista da
“algebra homoldgica”e é sob esse aspecto que tratamos esses grupos neste trabalho. Vemos
também que tal definigao algébrica equivale a defini¢ao topdgica.

Iniciamos o Capitulo I com os preliminares algébricos essenciais ao nosso estu-
do, a saber, o anel grupo ZG, a partir do qual definimos ZG-médulos e médulos Z G-
projetivos e livres. Estabelecemos também o conceito de Z G-resolugoes projetivas e livres,
introduzindo a notagdo bar e a resolugdo padrao. A iltima secdo trata dos grupos dos
coinvariantes e dos invariantes que nos permitem construir, dados S, R anéisea: S — R
um homomorfismo, os S-médulos S @p M e Homp(S, M) para os quais apresentamos
alguns resultados interessantes.

No Capitulo II consideramos resultados topoldgicos importantes como o conceito
de espagos de recobrimento, estabelecendo quando um recobrimento é universal e regular;
vemos também as transformacdes de recobrimento e o recobrimento associado a um dado
conjunto. A seguir, temos CW-complexos e o complexo K (G, 1), além de algumas apli-
cagoes envolvendo os mesmos. Construimos ainda, as ZG-resolugoes periddicas através

de acoes livres em esferas.
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O Capitulo III é dedicado a teoria basica de Homologia e, para que o estudo fosse

mais abrangente, tratamos também o seu dual, a Cohomologia. Apresentamos H, e H*

como funtores; damos uma interpretacao topoldgica que relaciona a (Co)homologia de um

grupo G com a (Co)homologia do espago K (G, 1) e calculamos os grupos de (Co)homologia

de nivel 1.

Finalmente, no Capitulo IV, nos dedicamos ao objetivo principal do trabalho que

consiste da demonstracao dos dois teoremas devidos a Hopf, citados anteriormente.




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos de Algebra Homolégica impor-

tantes para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Anel Grupo e ZG-Moddulos

Definigao 1.1.1 Sejam G um grupo denotado multiplicativamente. Seja Z G o Z-modulo
livre gerado pelos elementos de G. Um elemento de Z G € expresso unicamente na forma

( E agg |, coma, € Z ea, =0, para quase lodo g em G (isto €, exceto para um nimero

g€eG
finito de elementos g em G).

Em Z G, definimos as operagoes de adigao e multiplicagao

(Z agg) + (Z bgg) =Y (a5 +b,)g

geG 9€G 9€G

(Zagg) : (Z bhh) =Y (agbn)(gh).

geG heG g,heG

as quais fazem de Z G um anel com unidade le (e: elemento neutro de G), chamado anel

grupo de G sobre Z.

Exemplo 1.1.1 Seja G um grupo ciclico de ordem n com gerador t. Entao t" =1 e

. Al
{L,t,¢%,...,t" '} € uma Z-base para Z G, isto €, ZG ~ #
<tr—1>




Exemplo 1.1.2 Seja G um grupo ciclico infinito com gerador t. Entdo {t'},cz ¢ uma

Z-base para ZG, a qual usualmente identificamos com o anel de polinomios de Laurent

ZILEY = Za;t‘,a; € Z,a; =0, para quase todo i ;.
€2

Definigao 1.1.2 Para todo grupo G o homomorfismo e : ZG — Z definido pore(g) = 1,

para todo g € (i, e estendido por linearidade € dito aplicagao aumentagao.

Definicao 1.1.3 Sejam X um conjunto ndo vazio ¢ G um grupo. Uma agao (a esquer-
da) de G sobre X, ou uma G-agéo sobre X, ¢ uma aplicagdo:
p: GxX — X
(9,2) = d(g,z)=g-
satisfazendo, para todo x € X, as condigoes:
(1) e-x=x (e: elemento neutro de GG)

(2) (9192) T =g1-(g2- ), para g1,9; € G.

Observagao 1.1.1 FEquivalentemente uma G-agdo sobre X € um homomorfismo
e: G —= Bij(X)
g = ¢lg)=w,

sendo Bij(X) o grupo das bijegcoes de X.

Pode-se simplificar a notagdo usando-se g ao invés de ,, com

gi=p,: X =+ X
z — g(lz)=g-=.

Fazemos a seguir algumas consideragoes importantes:
(i) Seja X um grupo aditivo. Para que a G-agao preserve a estrutura de grupo de X, o
homomorfismo g : X — X deve ser um homomorfismo de grupos, ou seja, dados g € G e
zy1,T2 € X, tem-se

g-(T1+22)=g- 214922

e a (G-agao sobre X é um homomorfismo ¢ : G — Aut(X), sendo Aut(X) o grupo dos

automorfismos de X.




(i) Seja X um espago topologico. A G-agdo preserva a estrutura topoldgica de X se
g: X — X é continua. Assim, uma (G-a¢ao sobre um espago topolégico X é um homo-
morfismo ¢ : G — Homeo(X), com Homeo(X) denotando o grupo dos homeomorfismos
de X. Ainda, se considerarmos em G a topologia discreta, a G-agao ¢ : G x X — X é

uma aplica¢ao continua.

(i) Um conjunto X é um G-conjunto se existe uma G-a¢ao sobre X. Se a G-agao é livre
(isto é, g - ¢ = z, para algum z € X se, e somente se, g = €), entao X é um G-conjunto
livre. Ainda, se a G-acao é trivial (isto é, g = z, para todo g € G e todo z € X) entéo

X é um G-conjunto trivial.

Podemos agora formalizar a definicao de um ZG-médulo.

Definicao 1.1.4 Um Z(G-médulo (ou G-médulo) (a esquerda), consiste de um

grupo abeliano B munido de um homomorfismo
p: ZG — End(B)
com End(B) denotando o anel dos homomorfismos de B.

Observacoes 1.1.1

(a) Um ZG-mddulo pode ser visto como um grupo abeliano B munido de uma G-ag¢do.
(b) Todo ZG-modulo (@ esquerda) M pode ser considerado como um ZG-médulo (a di-
reita), definindo-se, para g € G e m € M, a seguinte G-a¢do em M:

p: MxG — M
(m,g) = mxg=g—"'-m

Proposigao 1.1.1 Seja B um conjunto ndo vazio e G um grupo. B é um ZG-mdédulo

(@ esquerda) se, e somente se, B € um Z-mdédulo munido de uma G-agdo (a esquerda)

sobre B.

Demonstragao: Se B é um Z(G-mddulo, a G-acao sobre B definida por

p: ZG — End(B)
a = pla)=paq

3




com @4(b) = a - b, para todo b € B, induz uma aplicacao:

¢: GxB — B
(9,6) = &(g,b) := p(a)(b)

Além disso, podemos definir o homomorfismo

p: Z — FEndB)
a — pla)= plac)
com e denotando o elemento neutro de G. Este homomorfismo faz de B um ZG-moadulo.
Por outro lado, dado um Z-médulo B munido de uma agao ¢ : G — Aut(B),

temos induzido um homomorfismo

p: 4G — End(B)

Y a9 = p (Z ﬂgg) =) az0(9)

9g€G geG geG

o qual, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z-modulo B, faz de B um

Z G-modulo. [}

Observagoes 1.1.2

(a) Todo Z-modulo M pode ser visto como um ZG-modulo se considerarmos em M a
G-agado trivial.

(b) Seja e : ZG — Z a aplicagao aumentacao usual. Dado a € ZG tem-se o = Zagg

geG
e portanto

ela)=¢ (Zagg) =Y ael9) = Y a,

geG geG g€eG

Ainda, se A € um ZG-modulo trivial, temos

a-m= (Z af;lr;) m = Z ag(g-m) = Z agm = e(a)m.

g€G g€G geG

Definigao 1.1.5 Sejam X um G-conjunto ¢ = € X. Chamamos de G-6rbita de = o
conjunto G(z) :={g-z | g € G}.




Observagao 1.1.2 Considere X um G-conjunto e ZX (também denotado Z[X]) o
Z-modulo livre gerado por X. Um elemento a € ZX € da forma Z n,r, comn, € 7,

r€X
ny =0, para quase todo x. Ainda, a G-agdo em X pode ser estendida a ZX do seguinte

modo:

GxZX - ZX

(g, Z nr:r) — Z Ngg-T

reX reX
Assim, temos um ZG-modulo Z X, chamado médulo de permutacgao.

Proposicao 1.1.2 Sejam (X;)ie; G-conjuntos disjuntos. Entao
o
z|Jxi|=zx
i€l i€l
ou seja, a unido disjunta na categoria dos G-conjuntos corresponde a soma direta na

categoria dos G-modulos.

Demonstragao: Seja Z U X ] Entao
el

a= E n,x:E E £ A7

relJ X €L r,€X;

e como cada E n.,x; € 4X;, temos que a € E ZX;.
r€X; i€l
Agora, como ZX; N ZX; = {0}, para i # j, a soma ¢ direta e temos

Z [U X,] c P zx..
1€l I

Por outro lado, dado a € @ ZX;, temos a = Z Z ng, ;. Assim,

el i€Z rieX;

QB ZX.C Z U X,-] :

i€l i€l

Logo, Z LOJX,] = @ Z;.

iel i€l




Proposicao 1.1.3 Sejam X um G-conjunto livre e E um conjunto de representantes para

as G-orbitas em X. Entao ZX; € um ZG-modulo livre com base FE.

o
Demonstragao: Seja X um G-conjunto tal que X = U G(z), com E um conjunto de

reE
representantes para as G-orbitas de X. Temos que
G‘
G(z) ~
(2) = o

com G, = {g € G | g-x =z} o subgrupo de isotropia de G em X.

Assim,

e temos o médulo de permutagao Z X ~ @ Z[G|G,).

ek
Se a G-agao é livre, segue que G, = {1}. Portanto, G/G, ~ G.

Logo, ZX ~ @ZG.

r€EE
Corolario 1.1.1 Seja H um subgrupo de G. Entao Z G € um Z H-modulo livre com base
num conjunto E de representantes para as H-orbitas em G (que sdo as classes laterais a

esquerda de H em G), isto €, ZG = @gZH.
geE

Demonstragao: Note que G é um H-conjunto com acgao livre dada pela multiplicagao
dos elementos de H pelos elementos de G.

Assim, o resultado segue da Proposigao anterior.

1.2 Moddulos e Resolugoes ZG-projetivas

Para as consideragoes a seguir seja R um anel qualquer.

Definigao 1.2.1 Um R-mddulo P ¢ dito projetivo se existe solugdo para todo problema

de aplicagdo da forma

‘()

7
t’.'/ J\
o ; .

M — M— M"
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dada por uma aplicagio ¢ : P — M’ tal que i o) = ¢, com M’ s M - M" uma

seqiéncia exata de R-modulos.

Definigao 1.2.2 Um R-mddulo livre sobre um conjunto S € um R-mddulo F munido de
uma fung¢do f : S — F tal que, para toda fung¢ao g : S — X, com X um R-mddulo, existe
um unico homomorfismo h : F — X que comuta o diagrama:

f

g = F

| A

X

Observacao 1.2.1 Fquivalentemente um R-modulo F € livre se € a soma de cdpias de

R, isto €, se I ~ @ Ry;, com Ry; ~ R, para todo 1 € I.
i€l

Lema 1.2.1 Todo R-mddulo livre € projetivo.

Demonstragao: Sejam X um R-moédulo livre sobre S, com S C X, f: X — B um
homomorfismo ¢ g : A — B um epimorfismo de R-mddulos de modo que o diagrama a

seguir comuta:

Para algum s € S, existe um elemento j(s) € A, com g[j(s)] = f(s), pois g é
epimorfismo. Ainda, (por [14], 11.5.1) a aplicagdo s — j(s) define uma fungao 7: S — A
que pode ser estendida (por [14], 11.5.4) a um homomorfismo h : X — A tal que goh = f.

Portanto X é projetivo. W

Lema 1.2.2 Dado um R-mddulo P sio equivalentes as sequintes condigoes:
(1) P € projetivo.
(2) Toda seqiiéncia exata 0 — M' — M — P — 0 cinde.

(3) P ¢ somando direto de um mddulo livre.

7

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o .17

18



Demonstragao: (2], 1.8.2.

2 = ¢. Entdo, o ideal a

Exemplo 1.2.1 Seja e um elemento idempotente em R, isto €, e
esquerda Re € projetivo. Com efeito, tomemos m : R — Re tal que n(a) = ae, para todo
a € R. Temosa=r+ae, comr € Ker m, aec € Re, visto que paraa —ae =r € Ker 7,
seque que m(a — ae) = (a — ae)e = ae — ae* = ae — ae = 0.

Ainda, Ker mN Re = {0}, poisz € Ker tNRe = m(2) =0 ¢ x = ae = w(ae) =

U=>(ae)e=0=>ae?:(lez:§ex:0.

Assim, R = Ker m @ Re. Como R ¢ livre, temos pelo Lema 1.2.2(iii) que Re €

projetivo.

353 =9=23
Pelo Exemplo anterior seque que Z¢3 = {0,3} € projetivo.
Agora, Z¢3 ndo € um Zg-mdodulo livre, pois caso contrdrio, pela Observacio 1.2.1,

temos Zg3 ~ ®Zg. Mas, isto acarreta Z3 com, no minimo, 6 elementos.

Definigao 1.2.3 Um R-mddulo M € dito plano se para qualquer seqiéncia exata curta

de R-médulos 0 — N' — N —» N" — 0, tem-se a seqiiéncia ezata
0— N ®M-—NOrM— N @rM — 0.
Lema 1.2.3 Todo R-mddulo projetivo € plano.
Demonstragao: 7], pag. 82. [

Definigao 1.2.4 Seja M um R-modulo (a esquerda). Uma resolugao de M sobre R (ou

uma R-resolugao de M) € uma seqiiéncia exata de R-modulos
4 - 2 - o Al £
F:.oo.—F—>SF—F—M-—70

com ¢ : Fy —+ M a aplicacio aumentacao.

Se cada F; é R-mddulo livre (projetivo), a resolugdo ¢ dita livre (projetiva).

AVA
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Observagoes 1.2.1

(a) Denotamos uma R-resolug¢io de M pore: F — M.

(b) Toda resolugdo livre € projetiva.

(¢) Se existe um inteiro n tal que F; = 0, para i > n, dizemos que a resolugio tem

comprimento, no Marimo, n € €SCrevemos
0 —F, — - —FK—M—)0.
(d) Chamamos de R-resolu¢ao parcial de M de comprimento n a resolugdo:
FL— - ---— FK— M—0
que € exata alé o nivel n.
Lema 1.2.4 Sempre existe uma R-resolugdo livre de um R-modulo M.

Demonstracao: Tome (por (7], 1.4.6) M ~ Fy/Ap, com Fy R-livre.
Seja € : Fy = Fy/Ap a projecao candnica tal que e(xg) = Tp. Entdo Kere é
R-médulo, pois Ker ¢ é submddulo de Fy. Dai, Ker e ~ Fy/A,, com F; R-livre.
Repetindo o processo definimos Fs, F3, e assim por diante.
Assim, tomando-se J; : F; — F;/A;, com F; livre, para todo 7 > 1, obtemos a

sequéncia exata desejada
— 32 3] £
f‘:"'*——)i;g—}i'l—}FuﬂM—)U

com Kere =Imd, e Ker 0y = Im 0;4,, paraz > 1. [}

Lema 1.2.5 Sejam (C,9) e (C',9") complezos de cadeias, r um inteiro e (fi : C; — C})i<r

uma familia de aplicagées tais que 0; o f; = fi_y 0 0;, para i < r. Sejam C; projetivos,
parai>r, e H(C') =0, para i > r. Entdo (fi)i<r se estende a uma aplicagdo de cadeia
f:C = C' que € inica, a menos de homotopia. Isto equivale a dizer que quaisquer duas

extensoes sao homotopicas via h, com h; =0, para1 <r.

Demonstragao: 2], .7.4.

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Teorema 1.2.1 Sejame : F — M e ¢ : F' — M resolugées projetivas de um R-mddulo
M. Entdo existe uma aplica¢do de cadeia f : F — F', preservando aumentagio (isto €,

r ’, . . ra - -~ . .
¢ o f =¢), unica a menos de homotopia, a qual € uma equivaléncia de homotopia.

Demonstragao: [2], .7.5.
Resolucao Padrao e Notagao Bar

Sejam G' um grupo e X,, = {(go0,..-,9n) | g € G}.

Temos que X, é um G-conjunto livre, cuja G-ac¢ao é dada por

9-(90y---19n) =(9-90s---,9" gn)-

Seja o complexo de cadeia aumentado

t‘jn - ] d T J 1 Iy
e — P, — e — B2 R 3 Fh—2Z—0

com F, o Z-mddulo livre gerado pelo conjunto X, para todo n.
Podemos definir as aplicagoes bordo d, e aumentagao ¢ (e estendé-las por linea-

ridade) como sendo respectivamente:

O F, -  Fa : e: Fy —- Z

n

(gDa---'sgn) = Zdi(gﬂa“-sgﬂ) do = 1
1=0

sendo di(go, -, 9n) = (9o, -+, Gis- - -+ Gn)-

A G-agao em F, é obtida da G-agéo livre sobre X, e F,, ~ Z X, (pela Proposicao
1.1.3). Portanto F), é um ZG-mddulo livre com base E, sendo £ um conjunto de repre-
sentantes para as G-orbitas em X, e queremos explicitar esta base.

Se consideramos como representante da G-6rbita de (go, ..., g,) o elemento
(€,hy,...,hy), com h; = g5'g;

podemos expressa-lo na forma

LSl dytayonsliteni iy) com T, = h;_'lh,, e hg=e¢
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e assim, tomar como base para F),, as (n + 1)-uplas (e,¢1,9192,-.-,9192 - .. Gn).
Agora, o complexo (1.1) é exato.

De fato: Considere F' = (F;),com F_y = Z e h, : F, =& F,4; tal que

hn(gﬁa-"sgnj:(11909-"':9‘!1) se 7120
hn(1) (e) se n=—1

com ¢ o elemento neutro de G.
Devemos mostrar que F' é contratil e portanto, construir uma homotopia entre

idp e 0 (por [2], 1.0). Efetuando os calculos, segue que

th_l = %.dZ
h,_.l 0€+6| Oh(_} = Edjo

hn—l o a‘ﬂ + an+l 4 hn = idf‘};

Assim, h é uma homotopia de cadeia entre idp e 0, isto é, idp ~ 0.
Como F' é contratil, temos que F' é aciclico, ou seja Hy(F') ~ 0, para todo ¢, e
(por [2], 1.0) o complexo (1.1) é exato.

Logo
S Beip . B B p. S 2 S5
é uma Z G-resolugao livre de Z chamada resolugao padrao.

Notacao Bar

Seja o elemento (e,g1,9192,---,9192..-9a) € F. denotado por [g1|gz]...|gn].
Podemos considerar o ZG-médulo livre F,, gerado por [¢1]g2] ... |g.] €

n

Oulgrlgz] - - lga] = D (—1)'dilg1ga] - - - 19n]

1i=0

91[92|---!gn] se i:q
com  di[gi]ga] ... = [91] .- - |gi-11gigiv11Gis2l - - - 19n] se 0 SEsn
[91| fee |gn-1] e 1 =n.




Observacgoes 1.2.2

(a) Denotamos o elemento neutro de G por [ ]| e como Fy =~ (e) segue, na notagdao bar,
que Fo = ([ ]).

(b) Fo ~ ZG, via isomorfismo ¢: Fy — ZG tal que ¢(af |) = a, para todo a € ZG.

(¢) Ao usarmos a notagdo bar, a Resolug¢io Padrdo ¢ dita Resolugao Bar.

Exemplo 1.2.3 Na resolugao F; Y Fy Ay ZG -55 Z —s 0 temos:

D2[g1lge] = do[g1lga] — dilg1lg:] + d2[g1|g2]) = g1(g2] — [9192] + [91]
51([9‘1)] = d(f[gll—dl[gl]=91[ J=[]=g1—¢
Elg1 =

1.3 Coinvariantes e Invariantes
Sejam G um grupo e M um ZG-moédulo (a esquerda).

Definicao 1.3.1 O grupo dos coinvariantes de M, denotado por Mg, € dado por

Mg = M/A, sendo A=(g-m—m| g€ Geme M) um subgrupo aditivo.
Observagao 1.3.1 Mg € o maior quociente de M munido de G-agao trivial.

Proposicao 1.3.1 Mg ~ Z @Rz M (com Z um ZG-modulo a direita munido da G-agao

trivial).

Demonstragao: Observando que 1 ®@¢g-m =1-g® m = 1 @ m, podemos tomar a

aplicagao:
o: Mg - Z®@zM
m = oM =p(m+A):=10m

que esta bem definida e é homomorfismo de grupos.

Consideremos o seguinte diagrama:

ZxM —LT— M

I

Z Qzg M
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sendo T a aplicagao tensor e f(a,m) := am = (m + ...+ m) bilinear.
Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial existe ¢ : Z @z M — Mg de
modo que Y o1 = f.

Dai,
b: ZQzxM — Mg
a@m +— YPa®@m):= f(a,m)=am

Ainda, as aplicacoes ¢ e 1 sdo tais que uma € inversa da outra e temos portanto

o isomorfismo desejado. [ ]

Lema 1.3.1 Se F € um ZG mdédulo livre com base {¢;}ici, entdio Fg € um Z-modulo

livre com base {€; }ie;.

Demonstragao: O resultado segue usando-se a defini¢ao de médulo livre e a caracteri-

zacao de Fg dada pela Proposigao anterior. E

Definigdao 1.3.2 Chamamos de funtor de coinvariantes ao funtor —g = Z Qz¢ —

definido da categoria dos Z G-mddulos (d esquerda) para a categoria dos grupos abelianos.

Observagao 1.3.2 Seja um complexo de cadeias C :--- — Cy — Cy — 0. O funtor

Z @zc — aplicado a C (denotado por Cg) € dado por:
Cgl ---———)Z@zoCl—}Z@ngD—)U

Ainda, dado G um grupo qualquer, sempre podemos tomar C como sendo a reso-

lugdo padrdo e denotamos Cg por C.(G).

Defini¢do 1.3.3 O grupo dos invariantes de M, denotado por M“, ¢ dado por:

M® ={m e M | g-m =m, para todo g € G}.
Observacao 1.3.3 MS ¢ o maior submddulo de M munido de G-agdo trivial.

Proposicao 1.3.2 M® ~ Homzg(Z, M) (com Z um ZG-modulo com G-agdo trivial).




Demonstragao: Defina 1) : Homzg(Z, M) — M€ por ¥(f) :

Logo ¥ é um isomorfismo.

Os S-médulos S @g M e Hompg(S, M)

Sejam S um anel, a : R — S um homomorfismo de anéis e M um S-médulo (a
esquerda). Temos que M pode ser visto como um R-médulo (a esquerda), definindo-se a

seguinte R-agao:
p: RxM - M

(a,m) +— a-m:=ala)m
que nos fornece um funtor da categoria dos S-mdédulos (a esquerda) para a categoria dos
R-modulos (a esquerda) denominado restri¢ao de escalares (o R-moddulo M é denotado
por RespM).
Podemos entdao construir S-moédulos S @pr M e Homp(S,M) a partir de

R-moédulos como se segue:

(i) O anel S pode ser visto como um R-mddulo (a direita), via restrigio de escalares,

definindo-se a R-acao:

n: SxR —» S

(s,a) +— s-a:=sa(a) (a multiplicacao do anel)
Agora ¢ possivel considerar o produto tensorial S @g M definindo uma S-acao

(a esquerda) que o torna um S-moédulo da seguinte forma:

PiiSi(Son M)rsse S @M
(5,5 @m) +— s-(s @m):=ss @m.

O S-médulo (a esquerda) S@pr M é dito obtido de M por extensao de escalares

de R para S (via a).

Lema 1.3.2 Eriste uma aplicagdo natural de R-modulos:

i: M > SQrM
m = i(m):=10m

Demonstragao: Como1®a-m =1*a®@m =1-a(a)@m = a(a)-(1@m) = a*(1@m),

para todo a € R, segue que i(a-m) = a-m. Logo 1 é aplicagao de R-mddulos. ]
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Lema 1.3.3 Sejam M um R-médulo (a esquerda), N um S-modulo (a esquerda),

f: M — N uma aplicagio de R-modulos ¢ a : R — S um homomorfismo de anéis.
Entdo existe uma tinica aplicagdo de S-mddulos h : S®prM — N que comuta o diagrama

a sequir:

M—— S@r M
f] /
N

sendo 1t a aplicagao de R-modulos definida no Lema anterior.

Demonstracao: A aplicacao h existe se satisfizer h(s ® m) = sh(1 @ m) = sh(i(m)) =

sf(m). Assim, definindo

h: S@pM — N
s@m = h(s®@m) :=sf(m)

segue que h é tnica.

Observacao 1.3.4 Se no Lema anterior M = N e f = id, tem-se que a aplicagdo 1 €

um R-monomorfismo.

Proposigao 1.3.3 Sejam M um R-mdédulo (@ esquerda), N um S-mddulo (a esquerda)
ea: R— S um homomorfismo de anéis. Entio Homp(M,N) ~ Homs(S ®r M, N).

Demonstracao: Pelo Lema 1.3.3 podemos definir o homomorfismo de grupos

& H()’nln(ﬂﬁf,N) — H()ms(S ®r M,N)
if: = &(f):=h, com h(s @m) = sf(m)

Ainda, o homomorfismo

¢: Homg(S®@rM,N) — Hompgr(M,N)
h —  @(h):=hoi

¢ o inverso de o.

Logo Homp(M,N) ~ Homgs(S ®r M, N).




(ii) O anel S pode ser visto como um R-moédulo (a esquerda) por restricao de escalares,

definindo-se a R-acao:

&: BRx§ — 8§

(a,s) +— a-s:=a(a)s (a multiplicagao do anel)
Assim Homp(S, M) pode ser visto como um S-mddulo definindo-se a seguinte
S-acao (a esquerda):

v: Sx Homp(S,M) — Hompg(S,M)
(s, f) — s-f, com s-f(s'):= f(s's)

O S-modulo (a esquerda) Homp(S, M) é dito obtido de M por coextensao de

escalares de R para S (via a).

Lema 1.3.4 Sejam M um R-médulo e o S-mddulo Homp(S,M) visto como um

R-mddulo (via restrigdo de escalares). Entdo existe uma aplicagao natural de R-mdodulos:

m: Homgp(S,M) —» M
J = w(f) = f(1).

Demonstragao: Como w(a- f) = w(a(a)f) = (ala)f)(1) = f(ala)l) =
af(l) = arn(f), para todo a € R, tem-se que 7 é aplicagdo de R-mdédulos.

Lema 1.3.5 Sejam M um R-moddulo (a esquerda), N um S-modulo (a esquerda),
f: N — M uma aplicagao de R-mddulos ¢ a : R — S um homomorfismo de anéis.
Entdo eriste uma inica aplicagdo de S-modulos g : N — Homp(S, M) que comuta o
diagrama a sequir:

Homp(S, M)

N

com 7 a aplicagao de R-mddulos definida no Lema anterior.

Demonstragao: Para que g exista devemos ter g(s - n) = sg(n), para s € S, n € N.
Dai, g(s-n)(1) = s(gn)(1) = g(n)(1 - s) = g(n)(s), o que acarreta g(n)(s) = g(s-n)(1) =
m(g(s-n)) = f(s-n). Assim, definindo




g: N — Hompgp(S,M)
n +— g(n), com g(n)(s):= f(s-n)

segue que g é unica.

Proposicao 1.3.4 Sejam M um R-moédulo (a esquerda), N um S-mddulo (a esquerda)

e a: R — S um homomorfismo de anéis. Entao

H()m;a( N, ﬂ-’f) o~ H()ms(N, HO?RR(S., ﬂff)].

Demonstragao: Do Lema 1.3.5 segue o homomorfismo de grupos

¢o: Homp(N,M) — Homs(N,Homgp(S,M))
f = ¢(f) =g, com g(n)(s) := f(s-n)

Note que ¢ é bijetiva, pois
¢: Homg(N,Homp(S,M)) — Homp(N,M)
g = p(g)i=mog
¢ 0 homomorfismo inverso de ¢.

Logo Homp(N,M) ~ Homg(N, Hompg(S, M)).

Exemplo 1.3.1 Sejam € : ZG — Z a aplicagio aumentagio e M um ZG-modulo.
Entao o Z-modulo Z @z M, obtido de M por extensdo de escalares de ZG para Z, €
exatamente o grupo dos coinvariantes Mg. Ainda, o Z-modulo Homzg(Z, M), obtido de

M por coertensio de escalares de ZG para Z, € o grupo dos invariantes M©.

Podemos agora considerar M e N como Z(G-modulos. Assim, para @z e

Homzq, seguem os seguintes resultados:

Definigao 1.3.4 Sejam M ¢ N ZG-modulos. Entao M ¢ N sao naturalmente Z-modulos

e definimos em M @z N a G-agao diagonal como sendo:

g-(m@n)=g-m®g-n.
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Proposigao 1.3.5 Sejam M ¢ N ZG-mdodulos (a esquerda). Entao

M®zN

M ®zq N ~ (i‘rf Rz IVJ(; = 1

comA={(g-m@g-n—mAn|mneM®zN, g€ q).
Demonstracao: Inicialmente consideremos em M @z N a relagao:
(m*xg)@n~m@g-n; meM, g€ G.

Agora, a partir da Observacao 1.1.1.(b) segue que M pode ser tomado como um
ZG-médulo (a direita) com mx g = g~' - m, param € M, g € G.

Dai (m*g)@n=(¢g7'-m)®@n e tem-se
(7' -m)@n=m@g-n.

M ®zN
Portanto M @z N ~ = 22" e trocando-se m por g - m em (1.2) segue que

~

mAn=¢g-mQ®g-n. (1.3)
Obtemos assim, a G-a¢ao diagonal em M @z N
g-(m@n)=g-mQ@g-n.

e considerando M ®z N sob tal acao e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos

g+ (m®n)—m® n, segue que

M®z N
7 i

(J"rf ®z N)g =

Note que estamos identificando elementos da forma ¢g- m @ g-n com m @ n,

-1

m€ M, n € N, g € G, o que equivale a indentificar (¢7' - m) ® n = (m * g) ® n com

m ®n (por (1.2) e (1.3)).
M @,
Toue (3 0 Vg e e sakl b iitysion S

Coroléario 1.3.1 M @z6 N~ N @z¢ M.




Demonstragao: M @z N ~ (M ®@z N)g ~ (N ®z M)c ~ N ®@zc M.

Sejam agora M e N Z(G-mddulos (a esquerda) e consideremos Homz(M, N).

A G-acao M e N induz uma G-agdao em Homz(M, N) do seguinte modo:

G x Homz(M,N) — Homz(M,N)
(9, f) — g-f, comg-f(m)=g-f(g~'-m)

para g € G, f € Homz(M,N), m € M.

(1.4)

Note que pelo fato de Hom ser contravariante na primeira variavel utilizamos
g~ ! para definir a G-ac¢ao. Ainda, esta contravariancia é compensada ao convertermos M
a um ZG-moddulo a direita.

Assim, segue a G-agao dada por:

g-f(m)=g-flg7'-m)=g- f(mxg)

e tem-se Homz(M, N) um ZG-médulo (a esquerda).
Proposicao 1.3.6 Homzg(M,N) ~ Homz(M,N)C.

Demonstracao: Seja Homzg(M,N) = {f € Homz(M,N) | g- f(z) = f(g-z)}. Dali,

f€Homzg(M,N) & g-f(m)=f(g-m), geG, meM

r f(m):g_l-f-(g-m),gEG,mEM

(&) fm)=g'-f(m), ' €G, meM

& g-f=Ff, geqG
& fe Homz(M,N)C.

Logo Homzg(M,N) = Homz(M,N)®.




Capitulo 2

Espacos de Recobrimento e
CW-complexos

2.1 Espacgos de Recobrimento e Recobrimento Regu-
lar

Assumimos, a partir de agora, que os espagos topoldgicos utilizados sao conexos por
caminhos e localmente conexos por caminhos (e portanto, conexos) (ver [9], I11.7.32 e [18],

III.1.2, teorema 1).

Definicao 2.1.1 Seja X um espago topolégico. Um recobrimento (ou espago de re-
cobrimento) de X € um par (,i;,p), com X um espago de recobrimento e p: X — X
uma aplicagdo continua tal que:

(1) p € sobrejetiva.

(2) Todo ponto x € X possui uma vizinhanga U aberta, conexa por caminhos de modo

que a restri¢dio de p a cada componente conexa U de p~'(U) € um homeomorfismo.

Observacgao 2.1.1 Denominamos a aplicagio p e a vizinhanca U respectivamente de
projecao de recobrimento e vizinhanca elementar. Ainda, o conjunto p~'(z) €

denominado fibra sobre z, para todo x € X.

Exemplo 2.1.1 Seja p: IR — S' dada por p(t) = (sent,cost), t € IR. Entdo (IR,p) ¢
um recobrimento de S'. Além disso, todo subintervalo aberto de S' pode ser visto como

uma vizinhang¢a elementar.
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Exemplo 2.1.2 Podemos definir o plano projetivo P? como sendo um espago quociente
da esfera S* identificando pontos antipodas. Assim, (S?,p) € um recobrimento de P?, com
p a proje¢ao natural, e podemos tomar como uma vizinhan¢a elementar de qualquer ponto

z € P? um disco aberto contendo z.

Observagao 2.1.2 Sejam (,i;,p) e (}7’, q) recobrimentos de X e'Y respectivamente. Entdo
(X xY,pxq) € recobrimento de X xY , sendo a aplicagio px q definida como (pxq)(z,y) =
(p(z),p(y)). Agora, se U eV sao vizinhangas elementares de x € X ey € Y entao U xV
€ uma vizinhanga elementar de (zx,y) € X x Y. Como exemplo, temos os sequintes
recobrimentos de T* = S' x S, sendo p proje¢io e i inclusdo:

e (Rx IR,p xp) (o plano IR?)

e (IRx S',px1i) (o cilindro)

o (S'x S'ix i) (o préprio toro)

Proposicao 2.1.1 Seja (.‘\V’,p) um recobrimento de X, #o € X € 7o = p(Zo). Entdo, para
todo caminho f : I — X com ponto inicial o, existe um inico caminho g : [ — X com

ponto inicial & tal que pog = f.

Demonstragao: [13], V.3.1. =

Lema 2.1.1 Seja ()?,p) um recobrimento de X com go,q1 : [ — X caminhos em X de

mesmo ponto inicial. Se po gy~ po gy entao go ~ g1. Em particular, go € g1 possuem o

mesmo ponto final.
Demonstragao: [13], V.3.3. ]

Proposicao 2.1.2 Seja ()?,p) um recobrimento de X, &y € X e zg = p(&o). Entdo o

homomorfismo induzido p. : 71(X, o) = m1(X,20) € um monomorfismo.

Demonstragao: Sejam [go] e [¢1] classes de caminhos em X e consideremos o seguinte

diagrama comutativo:




=

a

I

Dali,

Lema 2.1.1

P=[90] = p.[91] = [pgo] = [Pg1] = Pgo = Pg1 =" go ~ g1 = [90] = 1.
Logo p. é monomorfismo. =

Sabemos ser possivel o levantamento de caminhos e queremos agora definir o
levantamento de aplicagdes. Para tanto, observe que dados X e Y espagos topoldgicos,
com rg € X, yo € Y, podemos considerar uma aplicagao continua ¢ : (Y,yo) — (X, zo)
de modo que ¢(yo) = xo. Ainda, sendo (f,p) um recobrimento de X, com & € X e
zo = p(do), dizemos que a aplicacdo 3 : (Y, y0) — (X, %o) é um levantamento de ¢ se o
seguinte diagrama comuta:

(X, Zo)

p

\ (X.,&','(]]

O resultado a seguir garante a existéncia de tal levantamento.

Proposicao 2.1.3 Sejam X e Y espagos topoldgicos e (5\;,;0) um recobrimento de X,
comyo €Y, 5o € X € z9 = p(Zo). Dada uma aplicagio ¢ : (Y,y0) — (X, z0), existe um

levantamento ¢ : (Y, yo) — (‘i;,i?g) se, e somente se, @, m(Y,y0) C p.;’rl[.i;,:if'?g).
Demonstragao: [13], V.5.1. ]

Definigao 2.1.2 Seja ()?,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo ¢ : X — X

€ dito transformacgido de recobrimento (ou Deck transformagdo) se po ¢ = p.

Ainda, o conjunto de todas as transformagées de recobrimento (denotado por A()?,p)) €

um grupo em relagio a composigdo.




Proposicao 2.1.4 O grupo A()?,p) atua livremente sobre )ﬁf, isto €, se g € A(X’,p) €

gk, ent&og-;f?;é:?:pamire.i;.

Demonstragao: Seja g € A(‘i;,p), g # 1. Suponha que g possua pontos fixos. Entao

existe # € X tal que g-& =& = 1-&, o que acarreta (por [13],V.6.1) g = 1. Portanto a
acao é livre. [
Definigao 2.1.3 Um recobrimento ()?,p) de X € dito recobrimento universal de X

se X € simplesmente conexo, isto €, se X € conexo por caminhos e m(X,z) = 0, para

todo € X.

Exemplo 2.1.3 Sao recobrimentos universais:
e 0 recobrimento S? de P?
e o recobrimento IR de S!

e 0 recobrimento IR?* de T?

Definigao 2.1.4 Um recobrimento ()?, p) de X € dito recobrimento regular se p.ﬂ'l()?, T)
€ um subgrupo normal de m(X,x). Ainda, esta condi¢io independe da escolha do ponto

base & € p~'(z).
Exemplo 2.1.4 Se m(X,z) € abeliano, entdo todo recobrimento (K’,p) de X € regular.
Exemplo 2.1.5 Todo recobrimento universal € regular.

Proposigao 2.1.5 Seja (i';p) um recobrimento regular de X. Entao A(f,p) € isomorfo

ao grupo quociente (X, z)/p.m(X,%), para todo = € X ¢ todo & € p~ ().
Demonstragao: [13], V.7.4. ]

Observagao 2.1.3 Em particular, se o recobrimento € universal, ;}.WI(X’,:E') ~ {1} e

portanto, A(X’,p) ~m(X;z).

Proposigao 2.1.6 Seja (X,p) um recobrimento regular de X. O grupo A(.)Ak;,p) atua

transitivamente sobre p~'(z) se, e somente se, (X,p) € um recobrimento regular de X .
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Demonstracdo: Vamos inicialmente denotar A(X,p) por G. Dada ¢, € G temos
@glp-1(z) : P (z) = p~'(z) e assim, podemos definir a G-agao em p~'(z)
Gxpl(z) = pi(z)
(9:%) = g-%:=py(%)

com G(&)={g-%|g € G} Cp~(z) a érbita de & e X/G={G@#)|ie€ X} o espaco de
orbitas de G.

Note que G opera transitivamente em p~!(z) e temos G(z) = p~!(z), para todo
Fe X Assim, dados #;,7, € p~'(z), existe g € G com g- & = &, e (por [13],V.6.5.)
segue que p.(m(X,%1)) = pu(m(X,&2)). Agora (por [13],V.4.2.), dados a,f € m (X, z),

temos

a_lp*(ﬂ-l(i;s fé])a = p*(ﬂl(‘i’szf:l)) = p*(ﬁl(‘?a-%Z)) = 6_110*(771(5;’1 j))ﬁ

e, dai (af) 'p.(m(X,7))(aB) = p(mi(X, T)).
Logo p*(rrl(X~, z)) é normal em (X, z). Portanto (X, p) é recobrimento regular.
A reciproca é imediatamente obtida seguindo-se o procedimento inverso das im-

plicagoes anteriores. [

Observacgoes 2.1.1

(a) Segue da proposi¢io anterior que se ()?,p) € recobrimento reqular de X, entao X €
homeomorfo ao espago quociente X'/A(:\;,p).

(b) (%, p) € um recobrimento regular de X se, e somente se, um levantamento de um cami-
nho fechado w € X € fechado (e portanto, todos os levantamentos de w sdo fechados)(por
[10], V.1 corolario 3).

(¢) Se o recobrimento € regular, temos A(X,p) ~ ?TI(X,I)/?TI()?,.%) identificando p.(ﬂ‘l(.i;,.ff
com m(X,%). Podemos ezxplicitar este isomorfismo como se segue:

Dados pontos base x € X, & € p~'(z), temos ¢ : m(X,z) — A(/i:,p) um homomorfismo

sobrejetor de modo que sew : [0,1] = X e o seu levantamento @ : [0,1] — X representam

respectivamente as classes de caminhos [w] e [@], com &(0) = &, entdo &(1) € p~'(z).

Ainda, ¢([w]) € definido como sendo o iinico elemento de A()?,p) tal que p([w])(Z) = @(1)

e temos que Ker ¢ =~ m(f,i:). Logo, ¢ induz o isomorfismo desejado.
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Definigao 2.1.5 Um grupo G' de homeomorfismos de X € dito propriamente descon-

tinuo se todo ponto x € X possui uma vizinhanga V tal que, para todo g € G, g # 1,

tem-se g- VNV =@2.

Proposigao 2.1.7 Sejam X um espago topolégico, G' o grupo propriamente descontinuo
de homeomorfismos de X e q: X — X /G a aplicagio quociente sobre o espago de drbitas

de G. Entao (X,q) € um recobrimento regular de X/G, com G = A(X,q).
Demonstragao: [13], V.8.2. l

Proposigao 2.1.8 Sejam ()?,p) e ()?,q) recobrimentos regulares de X e ?/G respecti-
vamente, com (G = A{}A{' q). Entdo existe um homeomorfismo € : )?/G — X que comuta

o diagrama:

AR

~ €
X/ X

Demonstragio: Dados 7,7, € X, temos p(z1) = p(Z2), quando &;,%, pertencem a
mesma fibra de p. Assim, existe ¢ € G tal que g - ¥, = #, (G atua transitivamente na
fibra) e temos G(%,) = G(&.,), ou seja, ¢(Z;) = q(Z2). Logo, as relagdes de equivaléncia
determinadas por p e ¢ coincidem e segue que £ : %/G — X é uma bijegao continua
(por [9], pag.66) , com £ o ¢ = p. Além disso, £ é um homeomorfismo (pois p é aplicagio
aberta). [ ]

A seguir vamos determinar sob quais condigoes é possivel construir um recobri-

mento associado a um conjunto dado.

Proposicao 2.1.9 Seja X um espago topolégico. Dados xo € X e um subgrupo H de
m (X, zo), existem um recobrimento (.Q,p) de X, com X conezo, € um ponto Iy € X tais

que p.mi(X,70) = H.

Demonstragao: [10], V.6.15.




2.2 CW-Complexos e K(G,1)-Complexos

Definigao 2.2.1 Um espago X de Hausdorff admite uma estrutura de CW-complexo
se possui uma colegdo de subconjuntos fechados o} (q > 0 representando a dimensdo e j
variando sobre um conjunto de indices J,) junto com uma familia de subespagos fechados

A’U C _Xl C R C Xq C ey Sendo Xq — U O-J ( com A}—l = g) P fT‘Oﬂie?'-?‘a dﬂd{]’,
p<q; j€Jp
por f] = o] N X97', satisfazendo:

(1) of — ff intercepta o] — f] sep=q e 1 =j.

2) X =1, X7

(3) Para cada o'f existe uma aplicagao caracteristica d)j : D7 — o';f' (com D? o disco
de dimensdo q) que leva S9! (esfera de dimensio q — 1) sobre f} e aplica D7 — S9!
homeomorficamente sobre o} — f! (com S~':=@).

(4) f; intercepta um nimero finito de conjuntos (o! — f1), i € J,.

(5) Um subconjunto Y de X ¢ fechado se Y N o} € fechado em o}, para todo q e todo

J € Jg, com o} admitindo a topologia quociente de D? (via ¢?).

Observagoes 2.2.1
(a) Denotamos por €7 = 09— f? a célula aberta de dimensdo q.

(b) As condigées (1) a (4) sdo satisfeitas se X € um complezo celular finito.

Exemplo 2.2.1 Dado X = IR, podemos considerar em IR uma estrutura natural de CW-
complezo, tomando as 0-células e 1-células como sendo, respectivamente, €2 = {n} e

et =(n,n+1), neZ.

Exemplo 2.2.2 Seja X = S%2. Temos uma estrutura de CW-complezo sobre S? dada por

uma 0-célula ¢ uma 2-célula, ou seja, S* = €° U €.




Exemplo 2.2.3 Consideremos X = Ty#7T5 a soma conera de 2 toros. Podemos dar a X

uma estrutura de CW-complero do seguinte modo: X = ®U e} UejUelUel Ue?.

Exemplo 2.2.4 Seja X = P*#...#P? a soma conexa de n-planos projetivos. FEntdo
X € um CW-complexo 2-dimensional contendo uma 0-célula, n I-células e uma 2-célula:
X=eUelU...Uelue?

|

Exemplo 2.2.5 Seja X = V S! o bouquet de circulos indexado por um conjunto S.

s€ES
Podemos dar a X uma estrutura de CW-complexo 1-dimensional, com uma inica 0-célula

e uma I-célula para cada elemento de S (X = €® U (U,cq€l))-

AVA
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Definigao 2.2.2 Um CW-complezo X € dito G-complexo se X € munido de uma G-ag¢do
que permuta as suas células, isto €, se S € o conjunto das células de X, entio g-S =S,
para todo g € G. Se a G-ag¢do em X permuta livremente as células, dizemos que X ¢ um

G-complexo livre.

Observacgao 2.2.1 Se o € uma célula de X, entdo g- o € também uma célula em X de
mesma dimensdo. Tal dimensdo € preservada pelo homeomorfismo ¢, : X — X, com

pg(r) = gz, induzido da G-agdo em X.

Podemos agora tomar complexos de cadeias a partir de um G-complexo X. Tal

complexo é denotado por C.(X, Z), com C(X, Z) o Z-mddulo livre gerado pelas n-células

de X. A acao em C.(X, Z), induzida da G-agao em X, é da forma:
g-(@mor1+...4+0a,0,):=a19-01+ ...+ 8,90,

e faz de C.(X,Z) um complexo de cadeias de ZG-mddulos, sendo a aplicagao
e: Co(X,Z) — Z definida por ¢(¢°) = 1, nas 0-células 0° de X, e estendida por lineari-
dade. Ainda, ¢ é aplicagao de ZG-médulos, visto que g - ¢° é 0-célula e temos G-acao

trivial em Z.

Proposigao 2.2.1 Seja X um G-complexo livre contrdtil. Entio o complero de cadeia

celular aumentado de X
meit S O N )0 A (K B) e —S O, 2) 25 05 (X, Z) —00 ) —5 0

€ uma ZG-resolugao livre de Z.




Demonstragao: Consideremos o conjunto X, = {0 € X | 0 é n-célula} e o Z-moddulo
livre C(X, Z) ~ Z X,,, gerado por 0.

Temos X,, C X um G-conjunto livre, pois X é G-complexo livre e, pela Proposi¢ao
1.1.3, segue que C,(X, Z) é um ZG-modulo livre com base F, sendo £ um conjunto de
representantes para as G-orbitas em X,.

Como X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto se X é contratil, temos

) Z se n=0
u,,(.x,z)zﬂn({xo}gz):{ 0 se n#0.

Agora, a ZG-resolugao de Z ¢ livre pois :
(1) Im 0, = Kere.

Considerando-se

A O RSO Z) P07 e a0
15
0

temos Z ~ Hy(X,Z) ~ Ker 0p/Im 0, ~ Co(X, Z)/Im 0, e, como ¢ é sobrejetora, pelo
Teorema do Homomorfismo, Co(X, Z)/Ker e~ Ime ~ Z.

Dai, Co(X,Z)/Im 0, ~ Co(X,Z)/Ker ¢.

Como Im 0, C Ker ¢ segue que Im 0, = Ker .
(22) Ker 8, >~ Im Opqq, n > 1.

Decorre do fato de que 0 ~ H,(X, R) ~ Ker 0,/Im 0y4;.

K(G,1)-complexos

Vamos agora definir um CW-complexo satisfazendo condigoes especiais, sendo
muito util no computo das resolugoes. Para tanto, fazemos inicialmente algumas conside-
ragoes importantes.

Sejam X um CW-complexo e (.i;,p) um recobrimento de X. Por [18], 111.6.9.2,
X é também um CW-complexo, cujas células & sdo as componentes conexas de p~!(o).

Mais ainda:




(i) O grupo G das transformagoes de recobrimento atua livremente em X permutando

suas células, sendo p : & — ¢ um homeomorfismo restrito a 6. Assim, X é um G-conjunto.

(ii) Se X é contratil, o complexo celular aumentado de X é uma Z G-resolugao livre de Z|
com C,(X,Z) um ZG-médulo livre com um elemento basico para cada orbita de célula
em X.

(iii) Se o recobrimento é regular, temos que GG atua transitivamente em p~!(o), ou seja,
G(d) = p~'(o), para todo & € p~!(o). Logo cada célula em X nos fornece uma érbita

de células de mesma dimensao em X. Se, além disso, o recobrimento é contratil, temos

C,.(X, Z) um Z(G-moédulo livre com um elemento basico para cada célula de X.

A partir das consideracoes feitas anteriormente podemos definir:

Definicao 2.2.3 Seja X um CW-complexo satisfazendo:

(1) X € conexo.

(2) m(X)=G.

(3) O recobrimento universal X de X € contritil (por (18], I11.6.9.1 e [5], 1.6.7 dado um

CW-complexo conexo sempre existe um recobrimento universal, o qual € regular).
O complezo X € dito de Eilenberg-MacLane do tipo (G,1), ou apenas,
K (G, 1)-complexo.

Observacgoes 2.2.2
(a) A condigdo (3) da defini¢io anterior pode ser equivalentemente tomada (por [2] 1.4)
como qualquer uma das condigoes a sequir:

(3) Hi(X)=0 parai>2.

(3)" mi(X)=0 parai>2.

o~

(b) Seja (Aﬂ;,p) um recobrimento universal de um CW-complexo X. FEntdo X € um
G-complero, com G = m(X).
(¢) E fato conhecido (ver [2], VIIL7.1) que dado um grupo G, sempre existe um K(G,1)-

complezo, o qual € iunico, a menos de homotopia.




Exemplo 2.2.6 Sejam X = S' e G =< a >~ Z. Como X ¢ um CW-complezo conezo,
com G = m(X) e o seu recobrimento universal X=R:¢ contrdtil, seque que X € um

K(G,1)-complexo.

Exemplo 2.2.7 Sejam X =T" ~ S' x ...x S! o toro n-dimensional e G =Z ®... B Z
um grupo abeliano livre de posto n. Temos que X € um CW-complexo conexo, G = m(X)

e o recobrimento universal X = IR™ ¢ contrdtil. Logo, X ¢ um K (G, 1)-complexo.

Exemplo 2.2.8 Sejam X = V S! o bouquet de circulos indexados por um conjunto S

SES
e G = F(S) um grupo livre gerado por S. O CW-complezo X € conexo de dimensdo 1

(Exemplo 2.2.5), com exatamente um vértice e uma I-célula para cada elemento de S.
Ainda, G = m(X) (por [13], IV.3.4) e o recobrimento universal X possui di-
mensdo 1 (p: Xepixnd homeomorfismo local) o que acarreta H,-()?) =0, parai > 2.

Logo X € um K(G,1)-complezxo.
Lema 2.2.1 Seja X um G-complexo livre compacto. Entio G € finito.

Demonstragao: Como X é um G-complexo livre, segue (por [2], ex.2, pag.17) que a acao
de G em X é propriamente descontinua e temos (X, p) um recobrimento regular de X/G,
com X /G o espaco das orbitas de X e p: X — X/G tal que p(z) =7.

Além disso, (por [5], pag.21) G atua livremente em X como o grupo das trans-

formacoes de recobrimento.

Dado 7y € X/G tem-se
P (To) ={z € X |p(a) =T} ={z € X |T=T0} = {x € X | = € G(0)}

e como a G-agao em X é livre, segue que p~'(Ty) esta em correspondéncia 1-1 com G.
Ainda, a fibra p~!(To) é discreta e fechada (por [13], pag.165).

Agora se supusermos que p~'(Tp) é infinita, entdao p~'(Zp) devera possuir um
ponto de acumulac¢ao (pois a fibra é compacta), o que contraria o fato de a fibra ser
discreta.

Logo p~!(Tp) ¢é finita e portanto, G é finito.
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Exemplo 2.2.9 Consideremos agora n wum inteiro positivo ndo nulo e o grupo

Ge=laity: Wanibr b H[a;,b;] =1). Temos que G € infinito (por [16], 6.4.3), sendo
1=1

exatamente o grupo fundamental da superficie orientada X de genus n (soma coneza de
n toros) (por [13], IV.5. exemplo 5.3).

Agora X € um K(G,1)-complexo pois, se (.f,p) € o recobrimento universal de
X, como G € infinito, seque pelo lema anterior que X nio € compacto.

Portanto X € uma superficie nao compacta e coneza.

Ainda Hy(X) = 0 (por [5], 111.22.25) e Hy(X) = 0 para k > 2, visto que X tem

dimensao 2. Dai tem-se Hi(X) = 0 para k > 2.

k
Exemplo 2.2.10 De modo andlogo ao exemplo anterior G = {(cy,. .., ck; HCE =1} ¢ea

i
grupo fundamental de uma superficie X fechada ndo orientdvel de genus k, k > 2 (soi

coneza de k planos projetivos) e X ¢ um K(G,1)-complezo.

A proposigao a seguir decorre imediatamente dos resultados vistos.

Proposigao 2.2.2 Seja X um K(G,1)-complezo. Entdo o complexo celular de cadeia

aumentado do recobrimento universal (X,p) de X
o3IO Z) B O (R 7 25 6 (R Z) 22—
€ uma ZG-resolugao livre de Z .

Demonstragao: Seja X é um K((G,1). Entao X éum (G-complexo livre contratil e pela

Proposicao 2.2.1 o resultado segue. &

Exemplo 2.2.11 Seja X = V S! um K(F(S),1)-complezo (Exemplo 2.2.8), com F(S)

S€ES
o grupo livre gerado por S. Vamos explicitar uma ZG-resolugao livre para tal complexo

do seguinte modo:
Seja (X',p) o recobrimento universal de X. Como Cfn(.i;,Z) tem um elemento

o~

bdasico para cada célula de X, podemos tomar um ponto base 7o, € X representando a
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inica G-érbita de vértices em X (correspondendo a 0-6rbita de vértices em X para cada
vértice em X ). Assim T gera o ZG-médulo livre C[)()?, Z) e tem-se C()(.SE, Z)~ ZG.
Como base para Cl(f, Z), podemos tomar para cada s € S uma 1-célula orienta-
da e, € Aﬁ;, que € projetada sobre S} (orientada no sentido positivo) e temos uma 1-drbita
em X para cada 1-célula em X.
Suponhamos que e; tem Ty como ponto inicial e, caso isto ndo ocorra, tomamos
outro representante e, com ponto inicial &y, ou seja, se e, tem um ponto inicial Ty, existe

g € G tal que g-e;, = e, (G atua livre ¢ transitivamente permutando as células de X).

Assim e; tem seu ponto final dado por s- xy.

De fato: Utilizando o isomorfismo explicitado na Observagao 4.1.1.(c) podemos identificar
o grupo das lransformagoes de recobrimento A()ﬂf,p) (denotado por G) com m1(X, o).
Ainda, pelo fato de cada S} representar um gerador em m (X, zo) ~ F(S), iden-
tificamos S! com s através deste mesmo isomorfismo.
Logo existe um inico levantamento § de s, come¢ando em T, com ponto final
3(1) = fs(&o) = s- 2o, sendo exatamente a 1-c€lula e, com p(e;) = S} = s (note que e, €
aplicada homeomorficamente em S! ).
Agora G ~ F(S), com s ~ fs e temos 0(es) = s-To—To = $-To—1-To = (s—1)-Zp.
Portanto

0— ZG¥) 2526 55 250

€ uma ZG-resolugdo livre de Z, sendo ZGS) = @ ZG um ZG-mddulo livre com base

sES

(€s)ses, O(es) =s—1ee(g)=1, para g € G.

Exemplo 2.2.12 Se S = {t}, entdo G = F(S) € ciclico infinito. Pelo Exemplo anterior

seque a sequéncia exala:

0 ZC A 720 232 - 50
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2.3 Resolucoes Periodicas via Acgoes Livres em Es-
feras

Queremos agora construir uma ZG-resoluc¢ao livre de Z a partir de um G-

complexo livre X homeomorfo a S™ (esfera de dimensao n).

Seja X =~ §2-1,

Podemos definir em Hyi_; (X, Z) uma G-agao induzida da a¢ao de G em X da
seguinte forma: dado g € G, seja o homeomorfismo ¢, : X — X tal que p,(z) = g - z.
Entao o homeomorfismo induzido em homologia ¢, : Hak—1(X,Z) = Hop—1(X,Z) é um
isomorfismo e temos que

G X Hy—1(X,Z) — Hyu_(X,Z)
(9, @) = pga)
define uma acao de G em Ho_1 (X, Z).

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:
Lema 2.3.1 A G-agao sobre Hyp_(X,Z) ~ Z definida anteriormente € trivial.

Demonstracao: A aplicagao ¢, : X — X tal que p,(z) = g- x é um homeomorfismo

sem pontos fixos, para g # 1 (a G-agao sobre X é livre).
2k—1

Seja Ay, = Z:(—l)'-tr(m,og).‘,- o numero de Lefschetz de ¢,, com
i=0

(os)sas Hi(X, 2) = Hi(X: Z)

a aplicacao induzida de ¢, no nivel : de homologia.
Como S%-! = ®Ue? !, existem apenas dois componentes no somatério a seguir:

2k—1

Mgy = D (—1)tr(0g)ei = tr{(pg)ao — tr(g)s,ze1
1=0

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz ([20], pag.174 ou [2], pag.21) segue que
Ay, = 0 (@4 € livre de pontos fixos para g # 1) e temos tr(py)w0 — tr(@g)«26-1 = 0.
Temos X conexo por caminhos, e portanto f.o = id, para toda f : X — X.

Assim tr(@g)e0 = 1 (pois Ho(X,Z) ~ Z).




Agora, tr(pg)s,1 = 1 e dai (¢g)«26-1 = 1d (pois Hox—1(X, Z) ~ Z).

Portanto, a G-agao em Hy_(X, Z) ~ Z é trivial.
Lema 2.3.2 A seqiéncia
(Sl SR BN G @ 4 e S SN s g AN gy APLECS SHA T

comn: 4 — Cyu_1(X,Z) ainclusio e Ci(X,Z) o ZG-modulo livre gerado pelas células

de dimensao t (uma em cada orbita de células) € exata.

Demonstragao: Dada a seqiiéncia

00— Ker Bipt <23 On (X, Z) 23 voo—3 BI(X. 2) 25 05X, 2) =+ 2 —5D

temos Oy : Cor(X, Z) >~ {0} = Cox—1(X, Z) a aplicagao nula (pois a dimenséao é 2k — 1)
e Hy_(X,Z)~ Z.
De Hy—1(X, Z) = Ker Oyk—1/Im Oz segue que Ker 0oy ~ Z. Como H;(X,Z) ~
0, para 0 < ¢ < 2k — 1, temos Ker 0; = Im 0;4,, para 0 <1 < 2k — 1.
Ainda, Cy(X,Z)/Kere ~ Ime ~ Z (e : sobrejetora). Considerando
e IO X2 2 O (K ) a2 B =300
oo
0
tem-se Z ~ Ho(X,Z) = Ker 0o/Im 0, ~ Co(X,Z)/Im 0,. Dai, Z ~ Co(X,Z)/Ker e ~
Co(X,Z)/Im 0y e como Im 0y C Ker ¢, segue que Im 0; = Ker ¢. [ ]

Observacao 2.3.1 Usando o Lema anterior construimos uma ZG-resolucdo livre de Z
de periodo 2k.
Denotemos C.(X,Z) por C. e consideremos o diagrama a seguir, com n a in-

clusdao e € a aumentagdo:

75

noe
j - C) * Co Cak-1




Como Im 0, = Kere e ainda Kere = Ker (no¢) e Im(noe) = Ker Oy

temos a ZG-resolugdo de Z:

noe Fok—1

a -
“‘—>Czk_1 —)"'—}01—1)‘(/{}—:‘02&_1

e O e U (L |

Exemplo 2.3.1 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador t.

va
€1

Seja S vista como um CW -complexo com n vértices (os quais podemos identificar
com as raizes n-ésimas da unidade) e n I-células.

Denotando por vo,vy,...,0n—1 08 vértices € por e; =)v;, viy1| as I-células de S*,
definimos a G-ag¢do em S por t*¥ - v; = viyi e t*-e; = eppi, comi,k=0,...,n— 1.

Note que G atua em S' como o grupo de rotagoes permutando livremente suas
células. Além disso, v; = t'-vg e €; = t' - ey, parai = 0,...,n. Eziste, portanto, uma
tinica drbita de 0-células e uma inica orbita de I-células o que acarreta Co(S',Z) ~
ZG ~ Cy(SY, 2).

Assim a seqiéncia
D026 25 Z (5257 5D

€ exata e como Z ~ H (S, Z) ~ Ker &,/Imd, ~ Ker d; (Imd; ~ 0), obtemos a

seqiéncia exata
022 5 72653 26 -25. 7 1=y,
Logo
v —t ZG 285 26 24 26 25 26 25 26 =3 Z — 0

€ uma ZG-resolugao livre de Z .




Vamos agora determinar 0y € noe¢.
e Oi(ep) =vyi—vog=t-vg—1-v9=(t —1)-vp.

Logo 0, € a multiplicagdo port — 1.

Seja N=1+t+...+t"'. Temos que Ney gera H\(S',Z) ~ Z.
De fato: Temos Z ~ H\(S',Z) = Ker 0,. Ainda

Oi(eg+t-eg+...+t"! ~eo) = (I +t+...+t”“l)(r)1(eg)

AQ+t+...+" )t —-1)- v
0

etemosTt =ey+t-eg+t2-eg+...+t" 1-ey€ Ker 0.

De 0y(z) = 0 tem-se
(go+art+...+an_12""1)0i(e0) = (ao+ast+...+ an_ltn‘l)(l —1) =0

e portanto (an_y — ag)vo+ ...+ (An-2 — @n_1 )" 1 - v = 0.
Como Co(X,Z) € um Z-modulo livre tendo as 0-células {vo,t - vo,...,t" " - vo}

como base, temos ag =a; = ... = a,—;. Assim,
-1
r=apleo+t-eo+...+t""" -e) = agNey.

Assim Z ~ H\(S',Z) = Ker 0, ~< Ney > € ainda Im(no¢) = Ker 0y, com
noée(vg) = Neg. Portanto noe(lzg) = N, ou seja, noe € a multiplicagao por N.

Logo obtemos a ZG-resolugdo periodica de Z com periodo 2:
326058 726 Y 26 R 2625 750

Observagao 2.3.2 No estudo feito nesta se¢ao a esfera considerada € de dimensdo impar,
jd que o caso em que a dimensdo € par ndo € interessante, pois se X ~ S* temos que Z,
€ o inico grupo atuando livremente em S**.

De fato: Sejam G um grupo atuando livremente em S** ¢ f, g € G.
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Como a agao € livre temos que f ndo tem pontos firos e ainda, como f € um
homeomorfismo, temos f o f~' = id. Portanto deg(f) - deg(f~') =1 (ver [20], pag.28) €
assim, deg(f) = £1.

Mais ainda, deg(f) = —1, visto que se deg(f) = 1, o nimero de Lefschetz (como

,2k)

visto na demonstragdo do Lema 2.3.1 considerando-se agora S** = €° U €**) serd

A(f)=1+(=1)"#0

o que acarreta f com pontos firos.

Agora deg(fof) = deg(f)-deg(f) = deg(f)* = 1, ou seja, ocorre (2.1) e portanto
f? tem ponto fizo. Como a agado € livre, seque que f? = id.

Analogamente tem-se g* = id.

Assim, se deg(fog) = 1, novamente por (2.1) tem-se fog = id e considerando-se
f? =id = g? concluimos que f = g~' = f~!.

Logo f = g € assim, G ~ Z,.




Capitulo 3

(Co)homologia de Grupos

3.1 A (Co)homologia de um grupo G

Sejam (G um grupo e M um ZG-médulo.

Dada a ZG-resolugao projetiva de Z
P —iy B 2250 P35 el B B Pty F e 5 ()
obtemos o complexo de cadeia
FzM: -+ — Fo@®26 M 2 Fo 1 @26 M — -+ — Fo®2z6 M — 0
e o complexo de cocadeia
Homzg(F,M): 0 — Homzg(Fo, M) 5—n> oo — Homzg(F,, M) T e

com J, := 9,® o operador bordo e §"(f) := f 0 9,4, o operador cobordo.

Definigao 3.1.1 O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M € dado

por:
H.(G, M) = H.(F ®2c M)

e o n-€simo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M por:

H™(G, M) := H"(Homzg(F, M)).
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Observagoes 3.1.1

(a) As defini¢oes de H.(G,M) e H*(G, M) independem da resolugdo projetivac: F — Z

escolhida (a menos de isomorfismo canonico).

De fato: Seja ¢ : F' — Z outra ZG-resolugio projetiva de Z. FEntao os complexos

F®zc M e F' @36 M sdo homotopicamente equivalentes (o funtor aditivo — @z M

preserva homotopias de cadeias, por [2], pag.33) e temos H.(F®z6 M) ~ H.(F @z M).
De modo andlogo, sequem que os complezos Homzq(F,M) e Homz(F', M) sio

homotopicamente equivalentes, ou seja, H*(Homzg(F,M)) ~ H*(Homzg(F', M)).
(b) Se considerarmos em M = Z a G-agdo trivial, temos

H.(G,Z) "% H,(G) ~ H.(F 826 Z) "%™° H.(F 82 Z)¢) ~ H.(Fq).
Proposigao 3.1.1 Seja M um ZG-modulo. Entao

Ho(G,M)~ Mg e H°(G,M)~ M°.

Demonstragao: Considere ¢ : F' — Z uma ZG-resolugao projetiva de Z. Aplicando o

funtor — ®zg M, obtemos o complexo:

—% P@zaM 25 BQuM = Z@aM — 0

I3,
0

o qual é exato a direita (por [7], 1.7.9).
Dai, Im 0, = Ker .
Como £ é sobrejetiva, usando o Teorema do Homomorfismo tem-se:

Ker do _Fo®zc M
Im 51 ~  Kere

rop.1.3.1
o ﬂ’f(';.

SR M~

Ho(G, M) =

Agora, ao aplicarmos o funtor Homzg(—, M) (que é exato por [7], 1.8.7) a reso-
lucao, temos
0 — Homzg(Z,M) -5 Homzg(Fo,M) 25 Homzg(Fi,M) —»
Ts-1
0
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Assim Im € = Ker §°. Ainda, como & é injetora segue que

# 0
HO(G. M) = Ker§

Prop.1.3.2
P ~
Im é-!

=Kerd® =Im&~ Homza(Z,M) =~"" MC.

Nos exemplos a seguir calculamos H.(G, M) e H*(G, M) para M um Z G-mddulo.

Exemplo 3.1.1 Seja G = F(S) o grupo livre gerado por um conjunto S e M = Z com
(i-agdo trivial. Pelo Exemplo 2.2.11 temos a ZG-resolugao livre (e portanto projetiva) de
Z dada por

0— ZG 252G = Z — 0
com ZGS) o ZG-mddulo livre de base (e,)ses, O(es) =s—1¢€ e(g) =1, g € G.

Pela Defini¢ao 3.1.1, seque que a homologia do grupo G' € a homologia do complezxo

65— 20 Rign 2250 26 B B~

Como Z € um ZG-modulo trivial, temos que 0 @ id € a aplicagdo € nula. Ainda,

ZGS) @z Z ~ (@ ZG‘) Ry 2 ~ @(Z(?@zg Z)~ @Z

sES SES SES

Assim, obtemos o complexo:

0—>€BZ—”>Z~%0

SES

Ho(G,Z)~ Z
H\(G,2)~ Pz

sES
H(G,Z)~0 parai> 2.

Exemplo 3.1.2 Seja G o grupo ciclico infinito com gerador t.

Do Exemplo 2.2.12 temos a ZG-resolugdo livre de Z
022G 242G =32 —0, comd =t—1.
Aplicando o funtor — @z M a resolugao (3.1), obtemos
0 —ZGQzg M i) ZGRz6 M — 0, com 0, = 0, @ id.
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A partir dos isomorfismos:

M Z0e M B e e M =y

m 1®m = (t—=1)@m — (t—1)-m

podemos considerar
81 M = M
m = (t—1)-m

Portanto H.(G, M) € a homologia do complezo:

0— M2 M0
Assim, Hi(G,M) = Ker 0,/{0} ~ Ker 0, e como
Kerdy=Ker(t—1)={meM|(t-1)-m=0}={meM|t-m=m}=M"

temos

H\(G, M) ~ MG

Ho(G, M) ~ Mg
H;(G,M)~0 para: > 2.

Prop.4.2.1

Note que Hi(G,M) ~ MS "~ H°G,M).

Agora, aplicando o funtor Homyzg(—, M) a resolugdo (3.1), obtemos o complexo
0 — Homzg(ZG, M) 25 Homzc(ZG, M) — 0.

Temos 8(f)(z) = (f o d)(z) = (f o (t = )(@) = (L = 1)- (&) = (t = DS (),
ou seja, 0° € a multiplicagdao por (t —1).
Considerando ainda
Homzc(ZG,M) 5 M
f = f(1)
seque que H*(G, M) € a cohomologia do complexo 0 — M N M50
Como HY (G,M) = Ker §'/Im §° ~ M/(t — 1)M ~ Mg, temos portanto

H°(G,M) ~ M€
HY(G,M) ~ Mg
H'(G,M) ~0, parai> 2.

Prop.4.2.1

Note que H\(G,M) ~ Mg %" Ho(G, M).
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Exemplo 3.1.3 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador t.
Vimos, pelo Exemplo 2.3.1, que
SS——f 6~ 26— 26— 20— B — 1)
n-—1 :
¢ ZG-resolugao projetiva de Z, com N = Z i.
1=0

Aplicando o funtor — @z M a resolugdo, obtemos o complezxo:
r st T O D gz M = 26 Gz M5 ZC @M =5 200 @z M —50
Como ZG @z M ~ M, o complexo se reduz a
MBS MM Lo

Portanto
( Mg se1=0
Ker(t—1) MG
ImN — NM

Ker N > Ker N
Im(t—-1)  (t-1)M

se i € impar

se 1 € par

.

Aplicando o funtor Homzg(—, M) a resolu¢ao, obtemos o complexo

0 — Homzg(ZG, M) >3 Homz6(ZG, M) =2 Homzg(ZG, M) Zs ...

com §"(f)(z) := (f © Bus1)(2)-

Utilizando o isomorfismo Homzg(ZG, M) ~ M, temos o complexo
-1 0 1 2
L 7 R Y ot Loyl 6

com 6*k=t—1e ' =N, k>0.
Logo

[ ME geft, =1
Ker N Ker N L

a se 1 € impar

Im(t—1)  (t—1)M B
Ker(t—1) - MC

ImN ~— NM

H(G,M) =~

se 1 € par
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Em particular, se M = Z (com G-ag¢do trivial), como (t—1) - m=t-m—m =10
eainda (1+t+...4t" ) m=m+t-m+...4+t""'-m=nm, temos que (1t — 1) € a
fungdo nula e N € a multiplicagdo por n.

Logo Ker(t —1)~Z, Im(t—1)~ {0} ~Ker N e Im N ~nZ.

Deste modo

sei=10
H:(G,Z) se 1 € impar
se 1 € par

_ se1 =10
H' (G, Z) se 1 € impar
n. -8€% &par
Proposigao 3.1.2 Seja G um grupo ciclico finito ndo trivial. Fntdio Z ndo admite

resolugdo projetiva sobre ZG de comprimento finito.

Demonstragao: Suponhamos que

F: 0—=F —F _,—--—F —F—Z—0

seja uma Z G-resolugao projetiva de Z de comprimento finito.
Prop.1.3.5

Logo H (G, Z) ~ H.(F' ®z6 Z) =" H.(F' ®z Z)g) ~ H.(F}).
Agora H.(Fg) = 0, para i > n, o que contradiz o fato de termos (pelo Exemplo

anterior) H.(G, Z) nao sao todos nulos, para i > n, e portanto, o resultado segue. E

Corolario 3.1.1 Se G tem tor¢ao, entio Z ndo admite resolucdo projetiva sobre ZG de

comprimento finito.

Demonstragao: Suponhamos que € : F — Z seja uma Z G-resolucgao projetiva de Z de
comprimento finito.
Seja x um elemento de tor¢ao de G e tomemos H =< x >. O subgrupo H é ciclico
finito. Ainda ¢ : F' — Z é uma ZG-resolugao projetiva de Z, pois pela Proposicao 1.1.3,
tem-se ZG um Z H-moédulo livre e como Fy é ZG-projetivo, pela condigao (1) do Lema
1.2.2, segue que Fy & Qr = @;e;(Z2G)i = D¢y jes(ZH)ij, ou seja, Fy, é Z H-projetivo.
Logo existe uma Z H-resolugao projetiva de Z de comprimento finito, com H um

grupo ciclico finito, o que contraria o resultado obtido na Proposi¢ao anterior. =
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3.2 Os funtores H,(G,—) e H*(G,—)

Seja N a categoria dos ZG-mddulos (a esquerda).

Como F @z — e Homzg(F,—) sao funtores covariantes em N, temos que
H.(G,-) e H*(G,—) também sao funtores covariantes em N

Consideremos M, N ZG-médulos e ¢ : M — N um ZG-homomorfismo. Seja

e : F = Z uma ZG-resolugao projetiva de Z. Entao temos as aplicagoes de cadeia:

pop: FQzeM — F®zc N
a = pa(a) :=1d® p(a)

e as aplicagoes de cocadeia:

o*: Homzg(F,M) — Homzg(F,N)
v = o*(f):==po f.

Assim, em nivel de homologia e cohomologia, temos os homomorfismos induzidos:

H.(G,¢): H.(G,M) — H.(G,N)
[z@m] = [pg(z@m)]

H*G,p): H*(G,M) - H*(G,N)
[Flemsatitia: | g%

Proposicao 3.2.1 Seja 0 — M’ s M s M" — 0 uma seqiéncia exata de ZG-
modulos. Entdo
(1) Para todo inteiro n, existe uma aplicagio natural 8, : H,(G,M") = H,_,(G,M"),

tal que a seqiiéncia:
oo —3 Hy (G, M) 25 Hi(G, M") 25 Hy(G, M) 5 Hy(G, M) 25 Hy(G,M") — 0
€ exata, com as aplicagoes iy, € ji induzidas em homologia, isto €,
ir = He(G,1) : Hy(G,M') — Hi(G, M)

g = Hi(G,7) : He(G, M) - H,(G,M").




2) Para todo inteiro n, existe uma aplicagio natural " : H(G,M") — H"*'(G,M"),

tal que a sequéncia:
0 — HYG, M) s H(G, M) L5 HO(G, M") £ H\(G, M) 2 H'(G, M) > .-
¢ exata, com as aplicagées i* e j* induzidas em cohomologia, isto €,
i* = H¥(G,1) : HY(G,M') = H*(G, M)
i* = H¥G, j) : H*¥(G,M) - H*(G,M").
Demonstracgao: Seja
TR e I GRG0 Y RN R

uma Z G-resolugao projetiva de Z.
(1) Como cada F), é ZG-projetivo, segue que

0SB Oz M 2 P R M B B iSze M —50

é exata para todo n (por [7], .9.E). Assim, temos o diagrama:

i !
9% F@ieM B F.emMia—:0
. - J‘ - . J’
S Fn—l @zc M ‘dﬁi Fn——l Qza AM” — 0
! !

com cada linha exata, o que nos fornece a seqiiéncia exata de complexos de cadeias:
I 5 n
0 2 F®z:cM — FQzgM — FQzcM — 0.
Assim (por [2], 1.0.4) segue a seqiiéncia exata longa em homologia:

— Hy(F®z6 M') 2% H\(F ®z¢ M) 2 Hi(F ®z6 M") 24 Hy(F ®z6 M') =%
— Ho(F ®z6 M) 22 Ho(F @z M") — 0
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que nos da a sequéncia exata longa desejada:
cor —5 Hy(G M) -5 H(G, M) 24 Hy (G, M) 25 Ho(G, M) 225 Ho(G, M) —>0.
(2) Analogamente, como cada F, é ZG-projetivo, e como
0 — Homzg(Fuy M') — Homzg(Foy M) — Homzg(F,,M') — 0
é exata, para todo n, (por [7], 1.9.4(e)) e temos

) ! !

&; 8;

0 — Homzg(F.,,M') =5 Homgzg(F,,M) — Homzg(F.-,M") — 0

1 } }

0 — Homza(Fui,M') < Homzg(Fat,M) =% Homzo(Fuy,M") — 0

1 l {

com cada linha exata.

Assim temos a sequeéncia exata curta de complexos de cocadeias:
r "
0 — Homzg(F,M') — Homzg(F,M) — Homzg(F,M ) — 0
que nos da a sequeéncia exata longa em cohomologia:

0 —s H(Homza(F,M')) -2 HO(Homzg(F, M)) <= H*(Homza(F,M")) 2>

—s  H'(Homzg(F,M')) == H'(Homzg(F,M)) — ---
ou seja, a seqliéncia exata longa desejada:
0 — H(G, M') 4 (G, M) 5 HYG,M") s Hy (G, M) s HY(G, MY s -

3.3 Interpretacao Topoldgica para a (Co)homologia

Agora vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia
do espago K (G, 1), definido anteriormente. Para tanto denotamos C,(—, Z) e C*(—, Z)

respectivamente por C.(—) e C*(—).




Proposicao 3.3.1 Sejam X um G-complezxo livre ¢ Y o complexo de orbitas X/G. Entio

C.(Y) ~ Ci(X)g-

Demonstragao: Dada a projecao canénica

p: X - X/G
z — plz):=G(x)={g-z|g€ G}

temos bem definida, em termos de complexo de cadeias, a aplicagao induzida

pe: Co(X) — Cu(X/G)
Yoaioi — Y a;G(oy)

com o; as n-células em X.

Seja ainda

com A=(g-a—a|g€ G, a € C(X)).

Como pg(g-0i—0:) = pg(g-0:) —px(0i) = G(g-0i) — G(0:) = G(0:) —G(oi) =0,
para toda n-célula o; e para todo g € G, temos que A C Kerpg. Assim, temos bem
definido o homomorfismo de grupos

o Co(X)e = Co(X]G)
a 2 @) =@(X aio) = pg(a) = 3 aiG(o3).

Agora, ¢ é injetivo.

De fato: Se p(a@) = 0 entdao Y @;G(0;) = 0 e assim a; = 0. Dai, ) a;0; = 0. Portanto
3 ajo; = 0.

@ € também sobrejetivo.

De fato: Dado = Y a;G(0;) € C.(X/G), sempre existe y = Y a;5; € C,,(X)g tal que
p(y) = x.

Logo ¢ € isomorfismo.

O resultado a seguir relaciona a homologia de um grupo GG com a homologia do

K (G, 1)-complexo.




Teorema 3.3.1 Sejam G um grupo e X um K(G,1)-complezo associado a GG. Entao:
(1) H.(G) ~ H.(X).
(2) H*(G)~ H*(X).

Demonstragao: Inicialmente consideremos X um K((G,1)-complexo com recobrimento
universal (,’Xw',p). Pela Proposicao , 0 complexo celular aumentado do recobrimento
universal (j\;,p} de X, dado por ¢ : C.(X') — Z, é uma ZG-resolugao livre de Z. Assim
temos:
(1) Como X é um (G-complexo livre, da Proposi¢ao 2.1.8, tem-se o complexo de orbitas
i‘/G ~ X. Ainda, da Proposigao anterior, segue que C'.(_?)G e O (X0):
Logo H.(G) ~ H.(C.(X)g) ~ H.(C.(X)) ~ H.(X).

(2) Temos que Homz6(Cu(X), Z) ~ HomZ(C*(X’)G, Z), pois dadas as aplicagoes:

p: })((JTT?-Zg((}*(.i;),Z) — Ho:rnz(C.(X')G.Z}

f = @(f), com o(f)(1®u) = f(u)

v Homz(CuX)g,Z) — Homzg(CiuX),Z)
g = P(g), com P(g)(u) = g(1 @ u)
temos que ="' = .
Portanto ¢ € isomorfismo.

Assim, temos que

})

H (G 2 HACZ) = e (HomzalCAX) 2 R HY(Homz(Ci( K )a: Z))

Prop.3.3.1
~

~ H*{Homz(C.()?/G'), Z))~ H* (Homz(C.(X),Z))
=  HYX,Z)"= H*(X).

Logo H*(G) ~ H*(X).

Exemplo 3.3.1 Seja o bouquet de circulos X = V S! indexado por um conjunto S.
SES

Vimos, pelo Exemplo 2.2.8, que X é um K(F(S),1)-complexo, com F(S) o grupo

livre gerado por S.




Assim, pela Proposi¢ao anterior e do Exemplo 3.1.1 temos

A se 1=10
H{(F(S)) ~ Hi(G) = @z se i=1

SES
0 se 1> 1.

Exemplo 3.3.2 Seja X a soma conexa de n toros.

Do Exemplo 2.2.9, X é um K (G, 1)-complexo.
Ainda, G = (ai,...,a4,b1,...,b5 1, [ai, bi] = 1).
Dali, pela Proposi¢ao anterior segue que

Z se 1 =10
Zd..dZ (2g vezes) se i =1
Z se 1 =2
0 se 1 > 3.
Exemplo 3.3.3 Sejam X = T" ~ S' x ... x S' (toro n-dimensional) ¢ G ~ Z" ~

Zd..02Z.

Temos 7™ um K(G,1)-complexo, pelo Exemplo 2.2.7.

Logo

|
H{(G) ~ Hy(T™) ~ Z%, com ki = —0

i(n—1)!

Proposigao 3.3.2 Se GG tem tor¢do, entdo ndo existe um K(G,1)-complezo X de di-

mensdo finita. Em particular, X nao pode ser variedade.

Demonstragao: Suponhamos X de dimensao finita. Sejam ¢ um elemento de torgao de
G e H = (t) o grupo ciclico finito de ordem n.

Tomemos, pela Proposigao 2.1.9, {5\;}1,?)) o recobrimento de X associado a H.

Agora, se (Xy, p) é um recobrimento de X, pela Proposi¢ao 2.1.2 e por [5], 7.12,

temos p, : m;(Xg) — mi(X) um monomorfismo, se : = 1, e isomorfismo, se z > 1.
Dai, m(Xp) ~ m(X) = 0, para 7 > 1.
Portanto, pela condicao (3)” da Observacio 2.2.2, temos Xz um K (H, 1)-complexo.

Além disso, Xy tem dimensao finita.




Assim H;(K(H,1)) ~ H;,(H) = 0, para 1 > n, e pelo Exemplo 3.1.2 temos um
absurdo.

Logo, nao existe K (G, 1)-complexo de dimensao finita.

Agora, se K(G,1) = M" (variedade de dimensao n), temos K (G, 1) um complexo

de dimensao finita. Portanto M™ nao pode ser variedade. ]

Seja X um conjunto que tem estrutura de grupo e estrutura de espago topologico.

O exemplo a seguir mostra que a homologia do espago X nao é, necessariamente, a mesma

do grupo X.

Exemplo 3.3.4 Seja X = IR. Podemos ver IR como um CW -complexo de dimensdo 1 e

também como um grupo (IR,+). Agora:
(i) Para IR um espago tem-se Hy(IR,Z) ~ 7 (IR). ~ {0} = {0}.
(ii) Para IR um grupo tem-se Hy\(IR,Z) ~ H\(K(IR,1),Z) ~ m(K(IR,1))a =~ IR. = IR.

Nosso objetivo agora é dar uma interpretacao topoldgica para a (co)homologia

de um grupo G que estende o Teorema 3.3.1. Para isto necessitamos do Lema a seguir.

Lema 3.3.1 Seja A um grupo abeliano com G-agdo trivial. Entao
(1) F®zc A~ Fs®z A.
(2) Homzg(F,A)~ Homz(Fg, A).

Demonstracao:
(1) Definimos f: FFx A = Fg ®z A tal que f(z,a) := 7 ® a. Como f é biaditiva, pela

Propriedade Universal do Produto Tensorial ([12], V.1.1), existe um homomorfismo:

@: F@Rzc A — Fo®z A
z®Ra + p(z®a):=TQRa.

Agora, sejag: Fgx A = F®z¢ A com ¢g(T,a) := x®a. Do mesmo modo, temos

g bem definida e biaditiva. Novamente por [12], V.1.1, segue o homomorfismo:

Yv: Fe®zA = FQzA
TR a — YP(T®a)=zQa.
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Logo, as aplicagoes ¢ e ¢ sao inversas uma da outra e F' @z A ~ Fg @7 A.

(2) Podemos definir as aplicagoes:

0: Homzg(F,A) Homz(Fg, A)

_>
i = 0(f), com 0(f)(T) = f(z)

p: Homz(Fg,A) — Homzq(F, A)
g = p(g), com p(g)(z) = g(T).

as quais sao homomorfismos, com 6 = p~1.

Portanto Homzg(F, A) ~ Homz(Fg, A).

Teorema 3.3.2 Sejam G um grupo e M um ZG-modulo trivial. Entdo
(1) H(G,M) ~ H.(K(G,1),M)
(2) H*(G,M) ~ H*(K(G,1), M).

Demonstragao: Sejam X = K(G,1) e (X,p) o recobrimento universal de X. Temos

que X ~ X/G (por [10], 5.5.11). Assim

Lema3.3.1(1)

(1) H.(G, M) H(C.(X,2)®zeM) =~  H.(C.X,Z)c®z M)
H.(Cu(X)s ®2 M) "8 H.(C.(X) @2 M)
H.(X, M).

Lema3.3.1(2)

H*(Homzg(Cu(X, Z),M)) = =~ H’(Homz(C,(j:’,Z)G,M)]

Prop'331

(X
H*(Horn.z(C(i')G,M)) H*(Homz(C.(X), M))
H*(X, M).

Observagao 3.3.1 Seja M um ZG-modulo nao trivial. Pode-se dar uma interpretacao
topologica para H.(G,M) e H*(G, M) da seguinte forma:

e H(G,M)~ H,(K(G,1),M)

e H*(G,M) ~ H*(K(G,1),M)

com M o sistema de coeficientes locais associado ao Z(G-médulo M. Agqui ndo

nos deteremos neste resultado. Para maiores detalhes ver [4].
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3.4 Os Grupos de (Co)homologia de nivel 1

Nesta se¢ao vemos como determinar de maneira simples, os grupos H,(G, M)

e H\(G, M).
Proposicao 3.4.1 Para todo grupo G tem-se H\(G,Z) ~ G/[G,G] = G.
Demonstracao: H,(G,Z)~ H\(K(G,1),Z) ~ m(K(G,1))a = Gap.
Corolario 3.4.1 Seja M um ZG-mddulo trivial. Entdo Hi(G,M)~ Gy @ M.
Demonstragao: Por [2], pag.60, temos

Hy(G,M) ~ Hy\(G,Z) ® M & Tor(Ho(G, Z), M).

Ainda, pela Proposicao 4.2.1, Hy(G, Z) ~ Zg.

Temos Z = Z se a G-agao é trivial e pela Proposicao anterior, H;(G, Z) ~ G,.
Assim, Hi(G,M) ~ Gy, @ M @ Tor(Z,M).

Por outro lado, segue de [20], pag.80, que T'or(Z, M) = 0 e obtemos o resultado

desejado. B
Lema 3.4.1 Hom(G, M) ~ Hom(Ga, M).

Demonstracao: Seja ¢ : Hom(G, M) — Hom(G,, M) tal que ¥ (f)(Z) := f(z), com
z € (G e T denotando um elemento de G,,. Temos ¥ bem definida sendo um homomorfismo
de grupos. Agora, dada a aplicagdo 0 : Hom (G, M) - Hom(G, M), com 0(g) :=gop
e p: G — Gy a projegao canonica, temos que 6 esta bem definida.

Ainda, as aplicagoes ¥ e 0 sao tais que uma é inversa da outra. Portanto i é

isomorfismo. "
Observacao 3.4.1 Seja G um grupo. Sempre podemos tomar a resolugdo projetiva

e: F — Z como sendo a resolugio padrao:

——>Fnﬁ>---—>Fii>F0——>Z—}0
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com cada F, o ZG-mddulo livre gerado por [gy]...|g.] €

On(lg1] - - - lgn]) = 91lg2] - |gn]+z —1)[q1]---1gigis1]---lga] + (=1)"([g1] - - - |gn=1])-

Denotamos por C.(G, M) e C*(G, M) respectivamente os compleros F' @z M e
Homzg(F,M).

Ainda, um elemento de C,(G, M) pode ser unicamente exrpresso como uma soma
finita de elementos da forma m @ [g1|...|gn] (consideramos em M @zg F,., a fim de

facilitar a notagao).

O operador bordo 0, : C,,(G,M) = C,_,(G, M) ¢ dado por:

Fn(m®[gi].-.lga]) = m®dulgnl...|gn]

n—1

m® gi[g2] - .- Ign] + m @ Z V(911 - - gigi+1lgival - - - 1ga]

+(—=1)"m ® [g1]-- - |gn-1]-

Agora, um elemento f € C*(G, M) € um homomorfismo:

f: Fn = M
[91]---1gn] = f(lg1l---|ga])-

Note que identificando (g1, . ..,g.) com [g1]-..|gx), f passa a ser vista como uma
fungdo de n varidveis f : G — M. Em particular, paran = 0, tem-se G° um conjunto

com um elemento (por exemplo, [ ]), de forma que C°(G,M) ~ M.
O operador cobordo "' : C"~1(G, M) — C™(G, M) € dado por:

@' ())(g15---19s) = f(Onlgn,---,9n))
= glf(gﬁa---:gn)+Z(_l)if(gh---a.(}igi-{-l:---:gn)

+(_1)ﬂf(gla- o 1971—1)'

Como exemplos sequem:

°(f)gr) = f(0i(91)) =g f([ ]) = F([ ])-
8 (f)(g91,92) = 91f(g2) — f(9192) + f(an)-
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Definicao 3.4.1 Sejam G um grupo e M um ZG-mddulo. O grupo das derivagoes ¢

o subgrupo das derivagoes principais de G em M sdo dados respectivamente por:
D={d:G— M|d(gh)=d(g)+ gd(h)}
D,={de€eD|d(g)=g-m—m, m€ M fizxo}.

Proposicao 3.4.2 Sejam G um grupo e M um ZG-médulo. Entio H'(G,M) ~ D/D,.
Em particular, se a G-agio em M € trivial, tem-se H'(G, M) ~ Hom(H,(G),M).

Demonstragao: Dado o complexo de cocadeias C*(G, M)

0 —s C°%(G, M) 2 o6, M) L5 cH G, M) —s -

2 1
temos H'(G, M) = %‘%
m

e Keré' = D.
Seja f € CY(G, M). Entdo f: G — M e §'(f) : G = M, com

e ainda:

8'(f)(g,h) = gf(h) — f(gh) + f(g)-
Dai,
f€Kerd & 8(f)=0®8(f)g,h) =0 flgh) = f(g) +9f(h) & f € D.

Logo Ker §' = D.
e Imé® = D,.
Agora v € Im §° e portanto, existe f : G° — M tal que v = §°(f).
Dai, v(g) = 6°(f)(9) =gf([ 1) = F([ ).
Como f([ ]) € M, temos f([ ]) =m € M. Assim, v(9) =g-m—mev € D,.
Reciprocamente, para v € D,, temos v(g) = g-m —m = §(f)(g), com

f([ ]) := m. Portanto v = 6°(f) € Imd&° e Im §° = D,.
Logo H'(G,M) ~ D/D,,.




Agora, se GG atua trivialmente em M, temos
D {d: G — M; d(gh) =d(g) + gd(h)}
{d: G — M; d(gh) =d(g)+d(h)}
Hom(G, M)
D,={d € D; d(g) =g-m—m} = {0}.

Deste modo

Lema3.4.1 Prop.3.4.1
~

HY(G, M) = Hom(G, M) """ Hom(Gu, M) =" Hom(Hy(G),M).
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Capitulo 4

Os Teoremas de Hopf

Este capitulo é dedicado a parte principal deste trabalho que consiste do estudo de
dois teoremas devidos a Hopf ([6]) apresentados em [2]. Para tanto, relembramos alguns

resultados, devidos a Hurewicz ([8]), necessarios aos nossos propésitos.

4.1 Relagao entre 7,(X) e H,(X), paran > 1

Seja X um espago topoldgico e denotemos por m,(X,z9) 0 n-ésimo grupo de
homotopia de X, para n > 1. Os elementos de ,(X,zo) sio classes de homotopia f
constituindo de aplicagées continuas f : ([",01") — (X,x0), com I"™ e @I" denotando

respectivamente o n-cubo e a fronteira de I™ e assim temos:
(X, z0) = {f | f: (I*,0I") = (X, z0) é continua}.

Maiores detalhes sobre estes grupos sao dados em [5] e [19].

Podemos considerar X conexo por caminhos.

Em particular, se n = 1 temos m;(X) o grupo fundamental de X, o qual rela-
cionamos com H;(X) a partir da aplicagdo continua f : I — X que pode ser vista como
um caminho ou como um 1-simplexo singular em X.

Se f é um lago com f(0) = f(1), seu 1-simplexo singular é um ciclo, pois df =

f(1) = f(0) = 0. Ainda, vendo lagos como 1-ciclos, obtemos uma aplicagao

h: m(X) — Hi(X)

F e[ G-




com [f]| denotando a classe de homologia de f.

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 A aplicag¢do definida anteriormente € um homomorfismo. Se X € conero
por caminhos entdo h € sobrejetiva e seu kernel € o subgrupo comutador de 7((X) de modo

que h induz um isomorfismo

B m(X)as = Hy(X).

Demonstragao: [5], XIL.1.

De um modo mais geral podemos definir a aplicagao h, para n > 1.
Para tanto, seja f : (I",01") — (X, o) tal que f € m,(X). Assim, temos

induzido em homologia um homomorfismo
fo: Ho(I",01™) — Hu (X, {z0}).

Como H,(I1",01") ~ Z ([19], pag.387) e H,(X,{zo}) ~ H.(X) ([5], 14.3), segue
que a aplicacao f. associa um gerador fixo « € H,(I",0I") a um elemento f.(a) € H,(X)

e definimos o homomorfismo

h: ma(X) = Ha(X)
f = fudo)

o qual é dito homomorfismo de Hurewicz.

Temos portanto, o seguinte teorema:

Teorema 4.1.2 Seja X um espago topologico conexo por caminhos com w;(X) = 0, para

1 <n(n>2). Entao H;(X) =0, para 0 <i < n, ¢ 0 homomorfismo de Hurewicz
h:m(X) = Ho(X)
€ um isomorfismo.

Demonstracgao: [19], VIL5.5.




Observacgoes 4.1.1

(a) A defini¢io da aplicagio anterior paran =1 € andloga a dada em (4.1). Entretanto,
esta ultima € mais usual neste caso.

(b) Paran > 2 o homomorfismo de Hurewicz € natural no seguinte sentido: uma aplicagdo
continua ¢ : (X, z9) = (Y, yo), entre espagos topologicos conexos por caminhos, induz um

diagrama comutativo

T X)) o Hi(X)

J—{E. ~l-s,o.
Tl X) 2 H,(X)

visto que, para f € m(X), com f : (I",0I") = (X,x0), tem-se h(f) = fu(a), sendo a
um gerador de H,(I",01") ~ Z.
Dat,

(0= 0 R)(f) = @=(h(f)) = pu(fula))

(ho @ )(f) = h(po f) =(po flla) = pu(f(a))

Portanto p.oh = h o @..

4.2 As Formulas de Hopf

Sejam G um grupo e n um inteiro. O lema a seguir nos permite calcular H;(G), com

i < n+ 1, a partir de uma resolugao projetiva parcial de comprimento n.

Lema 4.2.1 Seja F : F, — --- — Fy — Z —> 0 uma seqiéncia exata de ZG-
modulos, com cada F; projetivo. FEntio H;(G) ~ H;(Fg), para @ < n, e existe uma

sequéncia exata
0 — Hpop1(G) — (Hu(F))e — Hn(Fg) — Hn(G) — 0.
Demonstragao: Dada a sequiéncia
Bz FoF, q—sws 3 B3 2=+ 1
podemos construir uma ZG-resolu¢ao de Z como segue:

59




Seja F +1 o ZG-médulo livre gerado por Ker 9, "= H,(F) e considere o homo-

morfismo sobrejetivo

$: Fo. — Ha(F)

. . . -
dado por () = x, para € H,(F), e estendido por linearidade para F)
L h ; - ' ' ,
Repetindo-se este processo obtemos os ZG-médulos livres F, ,, F), . 5 e assim por
diante.

Considerando 7 a aplicagao inclusao temos o diagrama

Ker 8 H,(F

/l/l

e 11' n+2_ ! rl+l -
! el O F, ! o F,

com Im 0. htt =Imio =Imp = Ker 8, = H.(F).
Analogamente, temos Im 81-4_1 = Ker 9;, para i >n+ 1.
Portanto F'* é uma ZG-resolucao projetiva de Z.

Agora a seqiiéncia (4.2) pode ser vista como um complexo de cadeias
an 8l r
F: oo —0—F, 2F, 1 —-+—F-—Z—0

e aplicando a F' e F'* o funtor Z ®z5 — obtemos, respectivamente, os complexos de

cadeias:
ii‘G . P _)
+ .,
FG . i e 4 F

n+l¢G

Seja agora F o complexo quociente F/Fg, com operador bordo dado por

4 = 0 se k<n+1
A 0, sek>n+1
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Temos entao o seguinte diagrama comutativo, cujas colunas sao exatas:

0
i

do qual segue a seqiiéncia exata de complexos de cadeias
0— Fg— F} —F —0. (4.5)

Por (2], 1.04, temos a seqiiéncia exata longa de homologia associada a (4.5) dada

da seguinte maneira:

— Hop1(F) 25 H(Fo) — Ho(FE) — H(F) 25 Hy_y(Fg) — Hoa(FE) —

— Hoy(F) — -~ (4.6)

Além disso,

~0 e Hoy(F)= il = (4.7)

e ker d,
Ha(F) Im d,

Imd,y

Temos H,_y(Fg) ~ H,_1(FZ) e como H,_i(F&) ~ H,_1(G) (pela Observagao
3.1.1(b)), segue que H,_1(Fg) ~ H,_,(G).
Além disso, na seqiiéncia
— H(F) — Hi_(Fg) — H,_{(F}) — H;_((F)
I [
0 0
temos H;(F) ~ 0, para i < n.
Assim, H;_,(Fg) ~ H;_y(F}) ~ H;_,(G), para i < n, ou equivalentemente, para

p=1 <yl




Ker On41
Considerando (4.7) e que H,41(Fg) = Ld“ ~ 0, a seqiiéncia (4.6) sera
Im ()n+2

00— Hu(FE) — Ha(F) 2y Ha(Fe) — Ho(FE) — 0

Ainda, de (4.3) obtemos a seqiiéncia exata

!

2 Im 8., = ker 8, = Hy(F) — 0

4
' 8“+ '
Fn+2 —§ Fn+l

a partir da qual, aplicando o funtor Z ®z¢ —, segue a seqiiéncia exata:
, a! E a!
) n4 1 n nl
Frizg =3 Frpro —5 Ho(F)g — 0.

Dai,

! ’

Ker dn-H (Q) Fﬂ-HG (1?) FR-HG 'I'eonl_’lum

H, 1\ (F) ~ T w5 ~ ol B
i Im 3, , Im 9,,,, ker 8, e

Logo, compondo a aplicagao A com tal isomorfismo obtemos:

0 — Hpt1(G) — (Hu(F))e = H,(Fg) — H,(G) — 0
[

Corolario 4.2.1 Seja K uma ZG-resolu¢dao projetiva de Z. Se I é uma ZG-resolugao

projetiva parcial de Z de comprimento n, entdo
H(Fg) ~ H;(Kg), parai < n.

Demonstragao: Como F'* e K sao ZG-resolugoes projetivas de Z segue que existe

f = ([i)ien estendendo idz de modo que f é equivaléncia de homotopia.

&

Foose: —s 0 P2 i s R B =S (211 155

4 ; Jia. Jida dads

oy sl G e e B S -y B S A2 i — D
’l’fn+1 ‘I’fn ‘Lfo Jﬂ'dz

— Kppy —4 K, - se — ol —3 & 0

Tomando-se [ : FE,'-' — Hg, temos induzido o isomorfismo H,-(F;{) ;;5 H(Kg),

para i < n.

Pelo Lema anterior segue que H;( K¢) I’V_' Hi(FZ) £ H;(Fg), para i < n.
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Teorema 4.2.1 Seja X um CW-complexo conexo. Entdo existe uma aplicagdo canonica
Y : H (X) = HJ(G) (G = m(X)). Semi(X) =0, paral <i<n (n>2)entdop €

isomorfismo para i < n, e a seqiéncia
Tl X) 2 Ho(X) 5 HoG) —5 0
€ exata.
Demonstracao: Seja ()As;,p) o recobrimento universal de X e
P wpis oty T SPU Sy o8 S P S 4

uma Z G-resolugao projetiva de Z.
Seja ainda C = C.()?) o complexo aumentado de ZG-modulos livres sobre Z.
Pelo Lema 1.2.5, existe uma aplicagao de cadeia f : C — F bem definida e lnica, a menos

de homotopia, que estende 1dz

C: 5 = O X) 2" o O] 25 Z . —3.,0

$in : 45 bid
Binermame—ibmilins 3 Rttt & Foipst——baiZid. — 0

e podemos considerar a aplicacio de cadeias sobre coinvariantes [ : Co=3Fgi
Pela Proposicao 3.3.1 segue que C*(‘?)G ~ (C.(X) = C e considerando a aplicac¢ao
f:C— Fg,istoé,
— Co(X) — 0
7,
— (Fo)¢ — 0
e temos portanto a aplicagao induzida ¢ : H.(X) — H.(G).
Agora vamos construir a seqiiéncia exata desejada.
Suponhamos m;(X) = 0, para 1 < i < n. Como wi(g) ~ 7;(X), para 1 > 1, (por
[19], VIL3.7) temos ?T,'(X) =0,paral <i<n (jiv' é recobrimento universal e Wl(.;(:) = 0).

Assim, segue do Teorema 4.1.2 que H;(X) =0, para 0 <1 < n.

Podemos entao considerar uma Z G-resolucao livre parcial de Z

DD e[ XS X <52 —)
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que, vista como complexo de cadeias, tem Zﬂ(.:\;) = ker §, como n-ésimo grupo de
homologia, isto é, Hn(’ﬁ) = Zn(z?).

Pelo Lema 4.2.1 temos H;(Dg) ~ Hi(G), para i < n.

Mas D é uma Z G-resolugao projetiva parcial de Z e podemos completa-la a
uma Z G-resoluc¢ao projetiva Dt de Z (como na demonstracao do Lema 4.2.1), e temos

portanto o diagrama:
D YRR Y e ) G XS0 Z(0 —s 0
{ Jid, S Jidz
A g sidist] o U et X 2 Z2 30
J(}.-!'l-l—l J'f" J’fﬂ 'l’fdz

T . R st S b i g L
Como D* e F sdo ZG-resolugdes projetivas de Z, do Lema 1.2.5 segue que existe
uma extensao f = (f,-),‘eN de (fi)ien que € tnica, a menos de homotopia. Mas (f;)ien €
uma extensao de i1dz.
Portanto f ¢ uma extensao de idz.
Ainda pelo Lema 1.2.5, como D+ e F sio resolucoes, temos que f é equivaléncia
de homotopia.

Dali, pelo Corolario 4.2.1 temos, para i < n,

H,'(ﬁg) é H,'(Fg) o H,‘(G).

Agora f;, para ¢ < n, ¢ exatamente a aplicagao ». Como H,-(ﬁ(;] = H;(C), para
. b _
1 < n, temos que H;(X) ~ H;(G), para i < n.

Aplicando o Lema 4.2.1 a D obtemos a seguinte sequéncia exata:

!

0 — H,0(0) —(Z,(X))e =3 H, (D) —r H(G) —50

Além disso, H,(Dg) = ker 3,, com 8, : Co(X)G = Cuei(X)c.

Considerando p : X — X a projegao de recobrimento, temos que

y: CuX)e =2 Q26 C(X) = C.(X)
n®o = Y(n®o):=pg(n-o)
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¢ um isomorfismo (pela Proposicao 3.3.1) e, do fato de v ser aplicagao de cadeias, segue

que
Vicer 7.2 Ker 5, = Ker &, = Z,(X)

é também um isomorfismo.
LR )
Desse modo, H,(Dg) = ker 8, ~ Z,(X).
Temos portanto a seqiiéncia exata:

(Zo(X))e 25 Z.(X) -5 H,L(G) —> 0.

Determinaremos agora a aplicagao .

Seja o diagrama:

TR 1 o ML Gixy = 2 =350

{ ? Jiit dido itz

2R ) B e cxy <5 7 =50
J'-fn-} 1 i?n ”l'?o ‘I’id z

n ] a“ an ] '
Fbpp =S F, = ... —m F — Z — 0

-

B & o =
temos induzidas, respectivamente, por f = (f,)ieav € id as aplicacoes:
¥: Ha(X) — Ha(G) e gx : Zn(X) — Hp(X) = Z,(X)/B.(X)
[cn] = [falen)] a iz [Cl’]

Ainda, como C ~ Dg (Proposigao 3.3.1), dada a aplicag¢io induzida por f = (f,),

para 1 < n, temos
— HE(FG] ~ H,(G)
ee A (o]

Portanto zz; = oqy.
Vamos agora explicitar a aplicacio A : Zn(X)a — Zn(X).
Seja o diagrama, como na demonstragao do Lema 4.2.1:

= anl) CRas etk (K)E 5 0

5 lia,, Fidg

C.(X)g 2 »» —% Go(K)ag —.0
J«o o

0 cosl —p 0 — 0




com D* obtido da ZG- resolugao projetiva parcial D de comprimento n e D = D}, /'D(

Como H, (D) = % e Hn(Dg) = Ker §, podemos considerar a aplicacao:
m an42

—DHHG — Ker d,
Im dn+2
[e] = [id dppridnyy ()] = [dogi(a)]

sendo d,41 :=1d ® dpy1, com dpyq : Dypyy — C,;(,;\;).

Novamente como na demonstragao do Lema 4.2.1, temos a seqiiéncia exata:
dn+ . dn+ -
Dpys =28 Doy = Imdpyy = Ker 5, — 0
e portanto sera exata a sequéncia:
D DO e T

Dai, Im d,y2 = Ker dpyy (*).

Segue do Teorema do Homomorfismo que

~ D 2 Dy
Zn(X) é t1ig_ () Tl X = H,\ (D)
ker doyy  Im dpys

Temos entao o diagrama

Dn+l(; =4 ®za Dn+1 ST

e Z @Z ) Dn
Hu (D) = =5 o=
n+1

sendo gp a projecio natural e £ : H,y,(D) — Zn(,i;)g dada por £([a®@ z]) := a @ dpy1(T).
Vamos determinar £7'.

Dado um gerador r @ z € Z ®z¢ Zn (/\) existe a € Z @zg Dypyy de modo que

dpt1(@) = r @ z e definimos ¢(r ® z) = [a] = gp(a) nos geradores e estendemos por

linearidade.

Temos que ¢ esta bem definida e ¢ = .{;’_’.
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Ainda, A é a composta dos homomorfismos
2. (K )5 i1 (D) 2 H (D)= Ker 5 —. Z4(X):

Assim, para todo r @ z € ZH(X')G? existe & € (Dy41)c de modo que d,(a) =

r® z, e temos
Ar®@z)=(y0Ao¢)(r®@z)=70A([a]) = V(dns1(a)) =1(r @ z) = pu(r-z) (4.9)

com pg a aplicacao de cadeia induzida da projecao de recobrimento.

Considere agora a projecao natural p : 4,,()?) — Zn(f)g tal que p(z) =1®@z e
seja A=A op.

Temos entao 2&(:] =Aop(z) =A(l ® 2) S p#(2).

Logo A = pg|,. (%)-

Seja agora o diagrama

ZEy 2 e O NS me) s Y
dag dax did (4.10)
H (X)) - Ba HOX ) ah=Tr TG f—5,0

com ¢z, qx as projecoes naturais e p, o homomorfismo induzido pela proje¢io de reco-
brimento em homologia.

Como py é aplicacio de cadeia, temos pg(Im d,41) C Im bns1 € j4 vimos que
V=10 qx, e dai o diagrama é comutativo.

Portanto a seqiiéncia
Ho(X) 22 Ha(X) -5 Ho(G) — 0

¢ exata.

Pela Observacao 4.1.1(2) segue que o diagrama

mu(X) Ry H,(X)
J’ﬁ- ‘LP-
ma(X) 2 Ho(X)

é comutativo, sendo h, h os isomorfismos de Hurewicz e p. o isomorfismo induzido por p

nos grupos de homotopia.




Finalmente, temos a seqiiéncia exata

() 2 H (X)) 225 H(G) — 0.

visto que Im h = Im (hop,) = Im (p. o k) = Im p. “29 Ker . (]

Corolario 4.2.2 Sejam X um CW-complezo conexro ¢ G = m(X). FEntio temos a

sequéncia exata
mo(X) — Hy(X) — Hy(G) — 0.

Demonstragao: Note que as hipoteses do teorema sdo sempre validas para n = 2, pois
nao existe 7, com 1 < z < 2, de modo que ;(X) # 0.

Portanto temos o resultado desejado.

Exemplo 4.2.1 Seja X o espago projetivo real n-dimensional, n > 2, denotado por P"
e obtido da esfera S™ via identificagio de pontos antipodas. Temos que X € um CW-

complexo com uma célula e; em cada dimensdio i = 0,1,...,n, isto €,
P =egllej Ui Ue,

Além disso, m(P") ~ Z, =G e m;(P") =0, paral <i < n.
Logo, pelo Teorema 4.2.1, a aplicagio canédnica ¢ : H;(X) — H;(G) € isomorfis-

mo, paral <1 < n, e temos a seqiéncia exata

Ta(X) 23 Ho(X) -2 H.(G) — 0.

1t=0 e i=n ({impar)
1 impar, com 0 <1 <n
c.c;

Portanto

1=0
1 impar, com 0 <i<n
1 par, com 0 <i<n
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Ainda, como m,(X) ~ 7,(S™) >~ Z, a sequéncia
Z 52— H(G)—i0.

€ exata, para n tmpar, e a seqiéncia

Z 230 —s H.1E) —D.

€ exata, para n par.

Assim, temos

H,(G)#0  paran impar
H,(G)=0 paran par

Como consideramos um inteiro qualquer n > 2, seque que
Z  parai=0

H{(Z;) ~ Zy  parai impar
0 para 1 par.

Considere agora F' um grupo e R um subgrupo de F. Denotemos por [F, R] o
subgrupo de F' gerado por todos os comutadores [f,r] = frf~'r~! com f € F, r € R.

Temos que:

(i) [F, R] = R, F].

(ii) Se R é subgrupo normal em F', temos [F, R] normal em R.
(iii) Se R = F temos [F, F'] o subgrupo comutador de F.

Ainda, dado G um grupo, sempre existem um grupo livre F' ¢ R um subgrupo

normal de F' de modo que G' >~ F/R, isto é, todo grupo é quociente de um grupo livre

([13], 11L6.1).

RN [F,F]

Teorema 4.2.2 Seja G = F[R, com F livre. Entao Hy(G) ~ 7. A

Demonstragao: Sejam S um conjunto de geradores para F' e X o bouquet de circulos

indexados por S com vértice v. Temos entao 7y (X) ~ F.
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Como R é subgrupo de F', pela Proposi¢ao 2.1.9 existe um recobrimento (X, p)
de X, com X conexo. Ainda, pu(m (X,d)) ~ R, para & € p~'(v).

Além disso, pelo fato de R ser normal em F', tal recobrimento é regular e como
p# € monomorfismo, temos ?rl(.i;) =~ ],

Denotando por e, para s € S, cada circulo de X, como m(X) ~ F, podemos
identificar e, com s € 5.

Seja f € F. Entao f =s]'---s3*, coms; € S,n; € Z.

Temos que f pode ser visto como um caminho combinatorial em X, ou seja, uma
sequencia de 1-células orientadas (circulos) com vértice v. A partir deste fato identifi-
camos cada classe de homotopia de caminhos [w] € m(X) com f € F, f ~ w. Assim,
identificamos também m;(X) com F e p#(ﬂ'l(,i;)) com R.

Pela Proposicao 2.1.5, o grupo das transformagoes de recobrimento de X é iso-

morfo a ::Tl(X)/p#(?rl(,i;)) = F/R = (. Tal isomorfismo é induzido da aplicagao
p:m(X)=F =G

definida da seguinte forma: para cada caminho f € F, considere o tnico levantamento
f de f tal que f(0) = . Temos entio p(f(1)) = v e ¢(f) = f é definido como o tinico
elemento de G' de modo que ¢(f)-o = -5 = f(1).

Além disso, ¢ é um homomorfismo sobrejetivo cujo kernel é R ~ wl()?) (pela
Observagao 2.1.1(c)).

Ainda através de ¢, identificamos f € G com a classe fR € F/R.

Consideremos agora o complexo celular de cadeias aumentado C..()A\;). Pela
Proposicao 2.2.2 temos que este complexo é de Z(G-médulos livres. Como (‘1(3?) =~ (),
para k > 2 (X nao possui células de dimensio maior que 2), o complexo C.(X) se reduz

a sequencia:

Gi(X) 205X )25 7 —0. (4.11)




e como Im 0, C Ker ¢, segue que Ker ¢ = Im 0;. Portanto, temos que (4.11) é uma
Z G-resolugao livre parcial de Z.

Aplicando o Lema 4.2.1 temos a sequéncia exata

~

0 — Hy(G) <5 (Hy(F))e 25 Hy(Ci(K)e) — Hi(G) — 0.

Pela Observagao 2.1.1(a) temos X =~ ,i;/G e da Proposigao 3.3.1 segue que
CiX e &R

Dal, temos a seqtiéncia exata

0l O S X s 2 (X)) 5 L (G) —=0)

Agora, Hy(G) ~ Im & = KerA.

Assim, para chegarmos a conclusao do teorema, devemos determinar

Ker {(Hi(X))e =5 Hy(X)}.

-1
o~ h

Temos H(X) =~ 71'1(;‘:’)&;, ;";#4 R,s, com h o isomorfismo induzido do homomor-
fismo de Hurewicz (ver Teorema 4.1.2).

Vamos explicitar o isomorfismo Hl()"\;) ~ Ra.

Consideremos as aplicagoes p;l = p#(?rl(j’)) ) :rrl(i] eh: Trl()ﬁ{’) —» Hl()?).

Seja ainda d = h o p;' : R = Hy(X).

Para cada r € R, temos que o levantamento 7 de r é um caminho fechado em x
De fato, usando o homomorfismo ¢, segue que 7#(1) = ¢(r) -9 =7-0. Mas ¥ = rR e
portanto, 7(1) = 0.

Assim ;o;l(r) =7, pois por =r, er éfechado. Dai ¥ ¢ um caminho em )?'que
pode ser escrito como o produto de 1-células orientadas €;,...,€,, isto é, 7 = €; *...*€,.

Aplicando o homomorfismo de Hurewicz h a 7 temos que h(7) = € + ... + €,

(soma de 1-células orientadas) é um 1-ciclo em X.

Logo d(r) = (h Op;’)(r) =e1+...+en.

Como pg' ¢ isomorfismo segue que Ker d L Ker h = [m(X),m(X)]. Ainda,

como p'([R, R]) = [71(X), 71(X)], temos que Ker d = [R, R).
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Mas h é sobrejetiva e portanto, d é sobrejetiva. Temos assim o isomorfismo

induzido

Ry — Hi(X)
r[R,R] — d(r[R,R]):=d(r)
e mostremos que tal isomorfismo é de ZG-modulos.
Inicialmente notemos que a a¢ao de conjugacao de R em si mesmo induz a agao

trivial de R em R,;, que o torna um G-modulo.

De fato: Temos que
¢: RxR — R

(ri,r2) +— rlr'zrl-l

induz

é6: RxR/[R,R] -  R/[R,R]
(r1,r2[R,R]) — riror7![R, R] = ro[R, R] ()

pois, r;'rirery! € [R, R).

Agora,
x: FXR - R
(Fir)inet frfs

induz
X: F/Rx R/[R,R] — R/[R,R]
(fR,r[R,R]) w~ frf7'[R,R]

e \ esta bem definida:
De (fiR,m1[R, R])) = (f2R,r2[R, R]) temos f;' fo € R (II) e r{'r; € [R, R] (III).
Ainda,

it 7 fara f5 (R, R (fof7 ) firy ' [T fara f5 R, R
L AT T o) f5 (R, R)
LR, RI(fT )77 (f7 )[R, Rlr2f5 'R, R
f2[R, R)r7'[R, Rlrof; ' (R, R)

f2[R, Rri'ra[R, R f5 ' [R, R]

f2f2_1 [Rs R]
(R, R
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Portanto, flrlfl_l[R, R) = fg?‘gf-z_l[R, R).
e Y\ ¢é G-agao:

(i) X(1,7[R, R]) = r[R, R].

(ii) X(f1 R, X(f2R, (R, R])) X(HiR, farf7 (R, R))
fHilfar f3)fT (R, B]
(ifo)r(f1f2) 'R, R]
X(fif2R, (R, R]).

Logo R/[R, R] = R. é G-médulo.
Além disso, a G-a¢ao em HI(X’) ¢é dada por:

~ o~

Gx Hi(X) - Hi(X) N
(f;le]) = f.lo]:= f.lo], com f, € Aut(H\(X))
pois o homeomorfismo f : X — X induz o isomorfismo e H,(/r\;) — Hl()?) e a agao €
bem definida.
Com essas estruturas de G-médulos em R, R,; e Hl()?) verifiquemos que d e d
sao aplicagoes de G-modulos.
Dado r € R mostremos que d(f - r) = f - d(r), para todo f = fR € G.
Temos f-r = frf~! e o levantamento deste caminho é dado por:
f f7 i
7 f fo 5

com f -7 o tnico levantamento de r comecando em f-% = f(1), isto é, f-7 = fo7, sendo
que 7 é o unico levantamento de r comeg¢ando em v.

Considerando f o 7 = fy (), com fy : WI(X) — ?Tl(g) temos que

d(f-r) = d(frf™") =hopy'(frf™) = h(fu(f o 7). f") = h(f) + h(F o 7) + h(f )

Obs4.1.1(b)

= (ho fe)® "2 (Lo h)(F) = fu(hop3(r) = fuldr) = [ -dr.

Agora, d : R, — HI(X) ¢ também aplicacao de G-moédulos, pois

d(f(r[R, R])) = d(frf~"[R, R]) = d(frf™") = [ -d(r) = fd(r[R, R]).
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Como (H,(X’))G =Z Qza Hl()?), seguindo os mesmos passos da demonstragao

do Teorema 4.2.1, temos que
A H[( ))e = Ci( /\]o — H\(X) = C1(X)

é dada por A(r ® z) = p.(rz), com p, o homomorfismo induzido em homologia pela

projecao de recobrimento.

A partir da inclusdo R <5 F obtemos as aplicagoes

a:  (Ra)e — Fu e B: RI[F,R] - F/[F,F)]
n@r[R,R] — r*[F,F] r[F,R] — r[F,F]

m v 2
l'emos ainda o isomorfismo

(Rab)ﬂ' =4 @ZG Rub = ‘Rab/A
(n @ r[R, R]) — 1"[R, R]A

com A = ((f-r[R,R)r'[R,R] | f € F/R,r € R) o grupo dos coinvariantes denotado
multiplicativamente.

Agora, A = [F, R]|/|R, R).
De fato:

(i) Temos que

(/- r{B R)r(R,R) = (JR-rR R [R,R)  (frf ™[R, R (R, R))
fri™r R, B

e como frf~'r~! € [F, R), segue que (f-r[R, R))r~'[R, R] € [F, R]/[R, R).
Portanto A C [F, R]/[R, R].

(ii) Note que frf~'r~![R, R] € [F, R]/[R, R] acarreta
frf'r7'[R,R] = (f - r[R, R))r'[R, R]

para f € F/R, r € R.
Portanto, A D [F, R]/[R, R] e obtemos a igualdade desejada.

Logo temos as composi¢oes dos isomorfismos:
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(Ra)¢ — Ru/A — R/[F,R]
n®@r(R,R — r[R,RIA — r"[F,R]

Deste modo, obtemos o diagrama:

]

. R/[F,R)

~

s (e

T

=1

H\(X) —— (Fu)g—=— F/[F,F] (4.12)

Temos que (4.12) é comutativo devido a comutatividade do diagrama a seguir:

=1

B —% ol X —te Hi(X)

F -9 n(X) —2— H(X)
que também nos fornece o diagrama comutativo:

Hy(X)

etemos p.od =h'. (%)

De fato: Temos
Ao(id®d)(1®r[R,R]) = A1 @ d(r)) = p.(d(r)) € ' (r)

e ainda,

(k' o a)(1 ® r[R, R]) = k' (r[F, F]) = h'(r).

Logo Ao (id® d) = (h' o) e temos entdo h'_; o A = a0 (id @ d').

Além disso,

(Boj)(1 ®r[R, R]) = B(r[F, R]) = r[F, F] = (id o @)(1 ® 7[R, R]).

75




Portanto B o j =ido a.

Segue entdo do diagrama (4.12) que Hy(G) = Ker A ~ Ker f.

Mas, Ker f = %

, pois:

sr[F,Rl€ Ker B & PB(r[F,R])=0&r[F,F]=[F,F)&re€|[F,F]
RN [F, F]

& reRN[FFle P Rl€ =

Logo,
RN |[F, F]

H,G ~
2 [F, R]

o que demonstra o teorema.

Observagao 4.2.1 FEriste ainda uma demonstragao alternativa do Teorema anterior des-

crita em termos algébricos (ver [17]).

Exemplo 4.2.2 Seja G um grupo livre. Entdo R = {1} e temos

RN[F,F]
EE T

Exemplo 4.2.3 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n, isto é, G = (t | t" = 1).

Entio G = F/R, com F ~ Z ¢ R ~nZ e portanto

' nZNZ
Hy(G) ~ T {0}.
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