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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo de dois teoremas devidos a Hopf. Um deles nos
permite expressar algebricamente o segundo grupo de homologia de um grupo G. O outro
nos fornece uma sequência exata que relaciona a homologia de um espaço topológico X
com a homologia de seu grupo fundamental para dimensões maiores que 1.

Para tal propósito fazemos inicialmente um estudo da teoria de homologia de
grupos e suas implicações com espaços topológicos.

Palavras­chave: espaços de recobrimento, K(G, 1)­complexos, (co)homologia de grupos,
teoremas de Hopf.

A bstract

The subject of this work is a study of two Hopf's theorems. One of them allow
us to express algebraically the second homology group for a group G. The another one
provides us an exact sequence which relates the homology of a topological space X with
the homology of its fundamental group for dimensions greater than 1.

For this purpose we begin with a study of homology theory of groups and its
implications with topological spaces.

Keywords: covering spaces, K(G,1)­complexes, (co)homology of groups, Hopf's theo­
rems.
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Introdução

À teoria de (Co)homologia de grupos está fundamentada na Álgebra e na Topolo­
gia. O desenvolvimento inicial de seus aspectos topológicos são devidos a Hurewicz ([8]),

que provou, entre outra coisas, que à (Co)homologia de um espaço asférico depende ape­

nas de seu grupo fundamental. Já a parte algébrica foi motivada pela descrição feita

por Hopf ([6]) a respeito da influência do grupo fundamental sobre o segundo grupo de

homologia de um espaço dado.

Por espaços asféricos entende­se espaços conexos por caminhos que possuem

grupo fundamental n,(X) = G, não necessariamente trivial, cujos grupos de homotopia

superiores são triviais, e denota­se usualmente por K(G,1).

O trabalho de Hurewicz discorre sobre o tipo de homotopia de um espaço asférico

X = K(G,1) ser completamente determinado por G. Em particular, os grupos de ho­

mologia de X dependem somente de GG, sendo, portanto, razoável pensar em tais grupos

como os grupos de homologia de G.

Assim, pode­se definir H.(G) := H.(K(G,1)), tendo sido adotada esta termi­

nologia apenas a partir da década de 40, por Eilenberg.

Embora Hurewicz tenha mostrado a unicidade, e não a existência de espaços

asféricos, é fato conhecido que, dado um grupo G, sempre existe um espaço K(G, 1).

Deste modo, a definição topológica da homologia de um grupo G se aplica a qualquer

grupo.

Agora, para um grupo (7 qualquer segue, da teoria de homologia singular, que
HoW(G) = Z e H(G) = Gu, com Goat denotando o quociente de (7 pelo seu subgrupo

comutador [G, G].
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O desenvolvimento algébrico para H,.(G) em dimensões maiores que 2 inicia­se

a partir do trabalho de Hopf que trata da descrição de H32(G), em termos puramente

algébricos, do seguinte modo: escolha uma presentação de G como F/R, com F' livree R

um subgrupo normal de F. Temos então

HG) = RN(F, FI/IR, F]|

com [A, BJ, para A,B C F, denotando o subgrupo gerado pelos comutadores [a,b] =
aba"!b­, comae R,be R.

Foi Hopf também quem deu evidência da importância de H2(G) em topologia
provando o seguinte teorema: para qualquer espaço X conexo com grupo fundamental G,

existe uma sequência exata

T12(X) — (XX) — H(G) 0.

No final dos anos 40 foi dada uma definição de H.(G) do ponto de vista da

“álgebra homológica”e é sob esse aspecto que tratamos esses grupos neste trabalho. Vemos
também que tal definição algébrica equivale à definição topógica.

Iniciamos o Capítulo I com os preliminares algébricos essenciais ao nosso estu­

do, a saber, o anel grupo ZG, a partir do qual definimos ZG­módulos e módulos ZG­

projJetivos e livres. Estabelecemos também o conceito de ZG­resoluções projetivas e livres,

introduzindo a notação bar e a resolução padrão. A última seção trata dos grupos dos

coinvariantes e dos invariantes que nos permitem construir, dados 5, R anéise a: 5 > R

um homomorfismo, os S­módulos 5 &x M e Homrg(S, M) para os quais apresentamos

alguns resultados interessantes.

No Capítulo II consideramos resultados topológicos importantes como o conceito

de espaços de recobrimento, estabelecendo quando um recobrimento é universal e regular;

vemos também as transformações de recobrimento e o recobrimento associado a um dado

conjunto. À seguir, temos CW­complexos e o complexo K(G,1), além de algumas apli­

cações envolvendo os mesmos. Construímos ainda, as ZG­resoluções periódicas através

de ações livres em esferas.
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O Capítulo III é dedicado à teoria básica de Homologia e, para que o estudo fosse

mais abrangente, tratamos também o seu dual, a Cohomologia. Apresentamos H, e H*

como funtores; damos uma interpretação topológica que relaciona a (Co)homologia de um

grupo G com a (Co)homologia do espaço K(G, 1) e calculamos os grupos de (Co)homologia
de nível 1.

Finalmente, no Capítulo IV, nos dedicamos ao objetivo principal do trabalho que

consiste da demonstração dos dois teoremas devidos a Hopf, citados anteriormente.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo introduzimos alguns conceitos de Álgebra Homológica impor­
tantes para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1. Anel Grupo e ZG­Módulos

Definição 1.1.1 Sejam G um grupo denotado multiplicativamente. Seja ZG o Z­módulo

livre gerado pelos elementos de G. Um elemento de Z£G é erpresso unicamente na forma

) a1g |), coma, E Z ea, =0, para quase todo gq em G (isto é, exceto para um número
1€G

finito de elementos q em G).

Em £ZG, definimos as operações de adição e multiplicação

(= >) + > ho) =X (ay+bJ)g
9€G g€EG g€G

(Z >) : (T no = ) (ajba)(gh).
sEG heG g,heG

as quais fazem de Z G um anel com unidade le (e: elemento neutro de G), chamado anel

grupo de G sobre Z.

Exemplo 1.1.1 Seja G um grupo cíclico de ordem nº com gerador t. Então 1" = l e
Zi(1,8,8%,...,17 é uma Z­base para ZG, isto é, ZG >A.
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Exemplo 1.1.2 Seja G um grupo cíclico infinito com gerador t. Então (t'X;ez é uma
Z­base para ZG, a qual usualmente identificamos com o anel de polinômios de Laurent

Zt,t1) := Sata; E Z,a;=0, para quase todo à +.

1t€Z

Definição 1.1.2 Para todo grupo G o homomorfismo e : 4ZG — Z definido pore(g) =,
para todo gq E G, e estendido por linearidade é dito aplicação aumentação.

Definição 1.1.3 Sejam X um conjunto não vazio e G um grupo. Uma ação (à esquer­
da) de G sobre X, ou uma G­ação sobre X, é uma aplicação:

d: GXX 3 XX
(9,17) mw d(gx)=9"7

satisfazendo, para todo x E X, as condições:

(1) ex=x (e: elemento neutro de G)

(2) (ng): = an (go), para gi, E C.

Observação 1.1.1 Equivalentemente uma G­ação sobre X é um homomorfismo

Ç: G — Bij(X)
gm» (=,

sendo Bij(X) o grupo das bijeções de X.

Pode­se simplificar a notação usando­se q ao invés de v,, com

g=eeçÇ: X ms X
Tr m gít)=9"<.

Fazemos a seguir algumas considerações importantes:

(1) Seja X um grupo aditivo. Para que a G­ação preserve a estrutura de grupo de X, o

homomorfismo g : X — X deve ser um homomorfismo de grupos, ou seja, dados gE G e

11,172 E X, tem­se

g(t1itx)=9n+9­"X

e a G­ação sobre X é um homomorfismo 4 : G — Aut(X), sendo Aut(X) o grupo dos
automorfismos de X.
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(11) Seja X um espaço topológico. A G­ação preserva a estrutura topológica de X se

g: X — X é contínua. Assim, uma (G­ação sobre um espaço topológico X é um homo­

morfismo é : G — Homeo(X), com Homeo(X) denotando o grupo dos homeomorfismos
de X. Ainda, se considerarmos em GG a topologia discreta, a G­ação p : GX X — X é

uma aplicação contínua.

(111) Um conjunto X é um G­conjunto se existe uma G­ação sobre X. Se a G­ação é livre

(isto é, g­ r = x, para algum x E X se, e somente se, g = e), então X é um G­conjunto

livre. Ainda, se a G­ação é trivial (isto é, g­ 7 = x, para todo g E G e todo x E X) então
X é um G­conjunto trivial.

Podemos agora formalizar a definição de um ZG­módulo.

Definição 1.1.4 Um ZG­módulo (ou G­módulo) (à esquerda), consiste de um

grupo abeliano B munido de um homomorfismo

p: ZG —End(B)

com End(B) denotando o anel dos homomorfismos de B.

Observações 1.1.1

(a) Um ZG­módulo pode ser visto como um grupo abeliano B munido de uma G­ação.

(b) Todo ZG­módulo (à esquerda) M pode ser considerado como um ZG­módulo (à di­
reita), definindo­se, para g E Gem EM, a seguinte G­ação em M:

E: MxXG — M

(mg) m m*xg=g'":m

Proposição 1.1.1 Seja B um conjunto não vazio e G um grupo. B é um ZG­módulo

(à esquerda) se, e somente se, B é um Z­módulo munido de uma G­ação (à esquerda)
sobre B.

Demonstração: Se B é um ZG­módulo, a G­ação sobre B definida por

p: £ZG —y— Ernd(B)
a = pla)=%a

3
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com ya(b) = a ­ b, para todo b E B, induz uma aplicação:

d: GxB ss DB
(9,6) = Qe(g9,b):= p(o)(b)

Além disso, podemos definir o homomorfismo

p: 6 —»> Ernd(B)
a > Bla)=p(ao)

com e denotando o elemento neutro de (7. Este homomorfismo faz de B um ZG­módulo.

Por outro lado, dado um Z­módulo B munido de uma ação é : G — Aut(B),
temos induzido um homomorfismo

p: ZG > Ernd(B)

Nag op (= e1 =)  a/6(9)
s€EG gEG sEG

o qual, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z­módulo B, faz de B um

ZG­módulo. =

Observações 1.1.2

(a) Todo Z­módulo M pode ser visto como um ZG­módulo se considerarmos em M a

G­ação trivial.

(b) Seja e : HG —> Z a aplicação aumentação usual. Dado a E ZG tem­se a = Y ag
s4€G

e portanto

e(a)=e (>e = > age(g) = Dr
9EG .9€G sEG

Ainda, se A é um ZG­módulo trivial, temos

a­m= (ze) m=>) a(g:m)=X am=e(o)m.
9€G sEG g€G

Definição 1.1.5 Sejam X um G­conjunto e x E X. Chamamos de G­órbita de x o

conjunto G(x) := (g­ xr |g E G).
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Observação 1.1.2 Considere X um G­conjunto e ZX (também denotado Z[X]) o

Z­módulo livre gerado por X. Um elemento a € ZX é da forma Nina, com nç E 4,
xEX

nx. = O, para quase todo x. Ainda, a G­ação em X pode ser estendida a ZX do seguinte
modo:

rEX

Assim, temos um Z G­módulo 4X, chamado módulo de permutação.

Proposição 1.1.2 Sejam (X;)ier G­conjuntos disjuntos. Então

1 Ux| ­ Dex
El iEel

ou seja, a união disjunta na categoria dos G­conjuntos corresponde à soma direta na

categoria dos G­módulos.

Demonstração: SejaZ Ux |. Então
iel

a= XY ne=X" NX nu
rEU X; 1t€EZ n;EX;

e como cada > nxº,;tT; E 4X;, temos que a E > ZX:;.
r;EX; i€El

Agora, como ZX; N ZX; = (0), para 1 £ j, a soma é direta e temos

Z |O x C & ZX;.
El El

Por outro lado, dado a E & ZX;, temos a = > Y” nx,Ti. Assim,
iEel 1€Z r;EX;

;PzX:cZ Us :
El :€El

Logo, Z Ux = DZ:
El tel
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Proposição 1.1.3 Sejam X um G­conjunto livre e E um conjunto de representantes para

as G­órbitas em X. Então Z X; é um ZG­módulo livre com base E.
o

Demonstração: Seja X um G­conjunto tal que X = U G(x), com E um conjunto de
rEE

representantes para as (7­órbitas de X. Temos que

G

com G, = (g EG |g­r =x) o subgrupo de isotropia de G em X.

Ássim,
G

Xx=|) &
rEE

e temos o módulo de permutação Z X > & ZIG/G;).
rEeE

Se a (7­ação é livre, segue que G, = (1). Portanto, G/G, = G.

Logo, ZX = ED ZG.
rEeE

Corolário 1.1.1 Seja H um subgrupo de G. Então ZG é um ZH­módulo livre com base

num conjunto E de representantes para as H­órbitas em G (que são as classes laterais à

esquerda de H em G), isto é, ZG = DPsZH.
9€EE

Demonstração: Note que (7 é um H­conjunto com ação livre dada pela multiplicação

dos elementos de H pelos elementos de Ç.

Assim, o resultado segue da Proposição anterior.

1.2 Módulos e Resoluções ZG­projJetivas

Para as considerações a seguir seja R um anel qualquer.

Definição 1.2.1 Um R­módulo P é dito projetivo se eriste solução para todo problema

de aplicação da forma
P.

A NRVV É ÚVÁRIAS MS
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dada por uma aplicação v: P > M talqueioyvy =, com M' A MM uma
sequência exata de R­módulos.

Definição 1.2.2 Um R­módulo livre sobre um conjunto S é um R­módulo F munido de

uma função f : 5 — F tal que, para toda função g : S — X, com X um R­módulo, existe

um único homomorfismo h : F — X que comuta o diagrama:

Observação 1.2.1 Equivalentemente um R­módulo F é livre se é a soma de cópias de

R, isto é, se F > Ts Ryx;, com R.; >= R, para todo i E [.
iEel

Lema 1.2.1 Todo R­módulo livre é projetivo.

Demonstração: Sejam X um R­módulo livre sobre S, com 5 CX, f: X— Bum

homomorfismo e gq : A B um epimorfismo de R­módulos de modo que o diagrama a

já
A —*—EB

seguir comuta:

Para algum s E S, existe um elemento j(s) E A, com glji(s)) = f(s), pois g é

epimorfismo. Ainda, (por [14], 11.5.1) a aplicação s — 13(s) define uma função 7: 5 A

que pode ser estendida (por [14], 11.5.4) a um homomorfismo h : X — A tal que goh = f.

Portanto X é projetivo. =

Lema 1.2.2 Dado um R­módulo P são equivalentes as seguintes condições:

(1) P é projetivo.

(2) Toda sequência exata 0 — M' — M — P — O cinde.
(3) P é somando direto de um módulo livre.

7
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Demonstração: [2], 1.8.2.

*?=e. Então, o ideal àExemplo 1.2.1 Seja e um elemento idempotente em R, isto é, e

esquerda Re é projetivo. Com efeito, tomemos n : R—> Re tal que n(a) = ae, para todo

a ER. Temosa=r+ae, comr E Kern, ae E Re, visto que para a — ae =r E Kern,

segue que T(a — ae) = (a — ae)E = ae — ae? = ae — ae =O.

Ainda, KernN Re = (0), poisxz E Ker tNRe=>n(r1)=0 exr=ae>n(ae)=
0 => (ae)d =0=>ad=0Sx=0.

Assim, R= Kern E Re. Como R é livre, temos pelo Lema 1.2.2(ii1) que Re é
projetivo.

3­3=9=3.

Pelo Exemplo anterior segue que Ze3 = (0,3) é projetivo.
Agora, Ze3 não é um Ze­módulo livre, pois caso contrário, pela Observação 1.2.1,

temos Z63 — PDZeo. Mas, isto acarreta Zed com, no mínimo, 6 elementos.

Definição 1.2.3 Um R­módulo M é dito plano se para qualquer sequência exata curta

de R­módulos 0 — N' — N — N" — O, tem­se a sequência exata

0 — NOM NORM—NSM — O.

Lema 1.2.3 Todo R­módulo projetivo é plano.

Demonstração: [7], pag. 82. "

Definição 1.2.4 Seja M um R­módulo (à esquerda). Uma resolução de M sobre R (ou
uma R­resolução de M) é uma sequência exata de R­módulos

Fica RB RBRÔMSO

com e: fo —> M a aplicação aumentação.

Se cada F; é R­módulo livre (projetivo), a resolução é dita livre (projetiva).
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Observações 1.2.1

(a) Denotamos uma R­resolução de M pore: F— M.

(b) Toda resolução livre é projetiva.

(c) Se existe um inteiro n tal que F; = O, para i > n, dizemos que a resolução tem

comprimento, no márimo, n e escrevemos

0 — 2 — hM — O.

(d) Chamamos de R­resolução parcial de M de comprimento n à resolução:

Ff 2". — FRhR>M0

que é exata até o nível n.

Lema 1.2.4 Sempre existe uma R­resolução livre de um R­módulo M.

Demonstração: Tome (por [7], 1.4.6) M > Fo/Ao, com Fo R­livre.

Seja e : Fo — Fo/Ao a projeção canônica tal que e(ro) = To. Então Kere é

R­módulo, pois Ker e é submódulo de Fo. Dat, Ker e — F/A, com F, R­livre.

Repetindo o processo definimos F32, F3, e assim por diante.

Assim, tomando­se 0; : F; — F;/A;, com F; livre, para todo i > 1, obtemos a

sequência exata desejada

F: RS RDBRSMS0

com Ker e = Imd e Ker d, = Im 0:41, para 1 > 1. sm

Lema 1.2.5 Sejam (C,ô) e (0,9) complexos de cadeias, r um inteiro e (f;: Ci> Ci)iar
uma família de aplicações tais que 0,0 f; = fi10Ô, parai <r. Sejam C; projetivos,
para i >r, e H(C') =0, para i > r. Então (fi)i<r se estende a uma aplicação de cadeia
Ff:C>C' que é única, a menos de homotopia. Isto equivale a dizer que quaisquer duas
ertensões são homotópicas via h, com h; = O, para i <r.

Demonstração: [2], L.7.4.
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Teorema 1.2.1 Sejume: FS Me e: F'— M resoluções projetivas de um R­módulo
M. Então existe uma aplicação de cadeia f : F— F', preservando aumentação (isto é,
e of= E), única a menos de homotopia, a qual é uma equivalência de homotopia.

Demonstração: [2], 1.7.5.

Resolução Padrão e Notação Bar

Sejam G um grupo e X, = f(go,­­., mm) | g: E G).

Temos que X, é um G­conjunto livre, cuja G­ação é dada por

9* (Jor.In) = (9*Gor­­­;9*Gn).

Seja o complexo de cadeia aumentado

o AB Raio RA RAS RSDZSO0 (1.1)

com F, o Z­módulo livre gerado pelo conjunto X,, para todo n.

Podemos definir as aplicações bordo 3, e aumentação e (e estendê­las por linea­
ridade) como sendo respectivamente:

On: Fr — Fra E: Fo — Zz

(Go...) = DX dlgo...,Mm) go + 1
—

sendo d;(g9o, ­ ­., In) = (Go, .... Ji... Gn).

A G­ação em EF, é obtida da G­ação livre sobre X, e F, = ZX, (pela Proposição

1.1.3). Portanto F, é um ZG­módulo livre com base E, sendo E um conjunto de repre­

sentantes para as G­órbitas em X, e queremos explicitar esta base.

Se consideramos como representante da G­órbita de (go, ­­., gn) o elemento

(e,h1,...,hn),com hi; =95"9

podemos expressá­lo na forma

(e, t1,t1to,. . .,t1to. . tr), com tn = hall ha e ho =e"e

10
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e assim, tomar como base para F,, as (n + 1)­uplas (e,91, 9192; ­.., AP.
Agora, o complexo (1.1) é exato.

De fato: Considere F = (F;), com F.1 = Ze h,: Fh > Fry tal que

hn(9Go, ­ ­ ­ mn) = (1,90; ­­­, Ir) se n>O
hr(1) = (e) se n=­—l

com e o elemento neutro de G.

Devemos mostrar que F' é contrátil e portanto, construir uma homotopia entre

idr e O (por [2], 1.0). Efetuando os cálculos, segue que

eoha = idz
h,1oe+O oho idr,

hn­1 o On + Ôn4+1 o hr = 1dr,

Assim, h é uma homotopia de cadeia entre 1dr e O, isto é, dr = O.

Como F' é contrátil, temos que F é acíclico, ou seja H,(F) = 0, para todo q, e

(por [2], 1.0) o complexo (1.1) é exato.
Logo

et AB Ra eo AD RS ZSO

é uma ZG­resolução livre de Z chamada resolução padrão.

Notação Bar

Seja o elemento (e,g1,9192,­­­,9I192­­­9n) E Fr denotado por [g1]92]..­|gn).
Podemos considerar o Z G­módulo livre F, gerado por [g1|g2]...|gn] e

Onlanilgal..­ ln] = 3 "(1)'dilgilo92l.­­ los]
i=0

CACADNSCA se 1=0

com dilgilgal... [a1|. e gi loga lg] fon] se 0 <c<t<n
[1] .e.. |gn=1] se 1=n.
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Observações 1.2.2

(a) Denotamos o elemento neutro de G por[ | e como Fo = (e) segue, na notação bar,

que Fo =([)).

(b) Fo =» ZG, via isomorfismo q: Fo > ZG tal que d(al |) = a, para todo a € ZG.

(c) Ao usarmos a notação bar, a Resolução Padrão é dita Resolução Bar.

Exemplo 1.2.3 Na resolução F> =, F 2 ZC E Z— 0 temos:
Oalgilaa] = dolgilga) — dilgilga] + dalgilg2) = alga] — [9192] + [o]

di = dolo] = dalai] = gl ] = [ l=a­eEÃ91 =

1.3 Coinvariantes e Invariantes

Sejam G um grupo e M um ZG­módulo (à esquerda).

Definição 1.3.1 O grupo dos coinvariantes de M, denotado por Mc, é dado por

Mao = M/A, sendo A=(g­m—m|geGemeEM) um subgrupo aditivo.

Observação 1.3.1 Mg é o maior quociente de M munido de G­ação trivial.

Proposição 1.3.1 Mg = ZOzeM (com Z um ZG­módulo à direita munido da G­ação

trivial).

Demonstração: Observando que 18g­m=1­:g98Gm=18Gm, podemos tomar a

aplicação:
E: Mg Z Oz M

m =» ç(m)=eç(m+A):=lem
que está bem definida e é homomorfismo de grupos.

Consideremos o seguinte diagrama:

ZxM —— Mc

1
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sendo 7 a aplicação tensor e f(a,m) := am = (m + ... + Tm) bilinear.

Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial existe 4: Z &za M — Mc de

modo que pv oT = f.
Daí,

v :coZL SzGg M — Mae
agm =» vlagm):=f(a,ym)=am

Ainda, as aplicações 4 e / são tais que uma é inversa da outra e temos portanto

o isomorfismo desejado. =

Lema 1.3.1 Se F é um ZG módulo livre com base fe;ikiert, então Fg é um Z­moódulo

livre com base fezkier.

Demonstração: O resultado segue usando­se a definição de módulo livre e a caracteri­

zação de Fg dada pela Proposição anterior. =

Definição 1.3.2 Chamamos de funtor de coinvariantes ao funtor —G = Z Ozg —

definido da categoria dos ZG­módulos (à esquerda) para a categoria dos grupos abelianos.

Observação 1.3.2 Seja um complexo de cadeias C 1. — CC — Co — 0. O funtor

Z Oze — aplicado a C (denotado por Ce) é dado por:

Cg: ­— Z Oz — Z ze Co — O

Ainda, dado G um grupo qualquer, sempre podemos tomar C' como sendo a reso­

lução padrão e denotamos Cg por C.(G).

Definição 1.3.3 O grupo dos invariantes de M, denotado por Mº, é dado por:

Mº =(m E M |g­m = m, para todog€ G).

Observação 1.3.3 MS é o maior submódulo de M munido de G­ação trivial.

Proposição 1.3.2 MS = Homze(Z,M) (com Z um ZG­módulo com G­ação trivial).
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Demonstração: Defina v : Homze(Z, M) — Mº por v(f) := f(1).
Logo % é um isomorfismo.

Os S­módulos S &x M e Homr(S, M)

Sejam S um anel, a : R > S um homomorfismo de anéis e M um S­módulo (à

esquerda). Temos que M pode ser visto como um R­módulo (à esquerda), definindo­se a

seguinte R­ação:
nu: RXxXM — M

(a,m) ms a­m:=a(a)m

que nos fornece um funtor da categoria dos S­módulos (à esquerda) para a categoria dos

R­módulos (à esquerda) denominado restrição de escalares (o R­módulo M é denotado

por Res%M).
Podemos então construir S­módulos S &rR M e Homp(S,M) a partir de

R­módulos como se segue:

(1) O anel S pode ser visto como um R­módulo (à direita), via restrição de escalares,
definindo­se a R­ação:

n: SxRo SS
(s,a) — s­a:=sa(a) (a multiplicação do anel)

Agora é possível considerar o produto tensorial S &r M definindo uma S­ação

(à esquerda) que o torna um S­módulo da seguinte forma:

v: SX(SOSRM) — SORM
(ss Om) nm s(sQm)=ssOm.

O S­módulo (à esquerda) S&rx M é dito obtido de M por extensão de escalares

de R para 5 (via o).

Lema 1.3.2 Ertiste uma aplicação natural de R­módulos:

11: M — SERM
m = úÚn)=l18m

Demonstração: Como 18am = 1lxa&Gm = 1­a(a)Om = a(a)­ (1lO&m) = ax(1Qm),
para todo a E R, segue que (a ­ m) = a ­ m. Logo 1 é aplicação de R­módulos. =

14
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Lema 1.3.3 Sejum M um R­módulo (à esquerda), N um S­módulo (à esquerda),
SS: MN uma aplicação de R­módulos ea: R—y> S um homomorfismo de anéis.

Então existe uma única aplicação de S­módulos h: SERM — N que comuta o diagrama
a seguir:

N

sendo à a aplicação de R­módulos definida no Lema anterior.

Demonstração: A aplicação h existe se satisfizer h(s Gm) = sh(18&m) = sh(i(m)) =

sf(m). Assim, definindo

h: SORM —­ N
sem » h(s&m):=sf(m)

segue que h é única.

Observação 1.3.4 Se no Lema anterior M = N e f = id, tem­se que a aplicação 1 é

um R­monomorfismo.

Proposição 1.3.3 Sejam M um R­módulo (à esquerda), N um S­módulo (à esquerda)

ea: R—> 5 um homomorfismo de anéis. Então Home(M, N) = Homs(S &x M,N).

Demonstração: Pelo Lema 1.3.3 podemos definir o homomorfismo de grupos

$: Honrk(M,N) — Homs(S&ekM,N)
f o é()i=h,comh(sgm)=sf(m)

Ainda, o homomorfismo

ç: Homs(SORM,N) — Home(M,N)
h mm vp(h):i=hoi

é o inverso de &.

Logo HomeR(M, N) = Homs(S &rx M, N).

15
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(11) O anel S pode ser visto como um R­módulo (à esquerda) por restrição de escalares,

definindo­se a R­ação:

E: RXK53 5
(a,s) = a­s:=a(a)s (a multiplicação do anel)

Assim Homp(S, M) pode ser visto como um S­módulo definindo­se a seguinte

S­ação (à esquerda):

v: Sx Homp(S,M) — Hompe(S,M)
(sf) sf, com s­f(s)i=S(ss)

O S­módulo (à esquerda) Homp(S, M) é dito obtido de M por coextensão de

escalares de R para 5 (via a).

Lema 1.3.4 Sejm M um R­módulo e o S­módulo Hompe(S,M) visto como um

R­módulo (via restrição de escalares). Então existe uma aplicação natural de R­módulos:

nn: Honr(S,M) — M
Í m T(f)=/(1).

Demonstração: Como n(a­ ff) = r(a(a)f) = (a(a) (1) = f(a(a)1) = f(a­1) =
af(1) = an(f), para todo a E R, tem­se que 7 é aplicação de R­módulos. —

Lema 1.3.5 Sejm M um R­módulo (à esquerda), N um S­módulo (à esquerda),
SS: N—> M uma aplicação de R­módulos ea: R—y> S um homomorfismo de anéis.

Então existe uma única aplicação de S­módulos gq : N — Homp(S, M) que comuta o
diagrama a seguir:

Homp(S, M)

N

com mn a aplicação de R­módulos definida no Lema anterior.

Demonstração: Para que g exista devemos ter g(s ­ n) = sg(n), para s E S, n € N.

Daí, 9(s ­ n)(1) = s(gn)(1) = g(n)(1­ s) = g(n)(s), o que acarreta gín)(s) = 9(s­n)(1) =
n(g9(s­n)) = f(s­n). Assim, definindo
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g: N —y— Hompe(S,M)
n 3 g(m), com gín)(s):=f(s­n)

segue que gq é única.

Proposição 1.3.4 Sejim M um R­módulo (à esquerda), N um S­módulo (à esquerda)

ea: R>5S um homomorfismo de anéis. Então

Homp(N, M) = Homs(N, Hompe(S, M)).

Demonstração: Do Lema 1.3.5 segue o homomorfismo de grupos

$: Home(N,M) — Homs(N,Homge(S,M))
Íf > gQ(f):=g9, com g(n)(s):=f(s­n)

Note que & é bijetiva, pois

ç: Homs(N, Homr(S,M)) — Hompe(N,M)
E m geíg)i=TOg

é o homomorfismo inverso de 9.

Logo HomeR(N, M) = Homs(N, Hompe(S, M)).

Exemplo 1.3.1 Sejam e : ZG — Z a aplicação aumentação e M um ZG­módulo.

Então o £­módulo Z &zg M, obtido de M por extensão de escalares de ZG para Z, é

exatamente o grupo dos coinvariantes Mg. Ainda, o Z­módulo Homze(Z,M), obtido de
M por coexrtensão de escalares de ZG para Z, é o grupo dos invariantes MC".

Podemos agora considerar M e N como ZG­módulos. Assim, para &zg e

Homzçg, seguem os seguintes resultados:

Definição 1.3.4 Sejam M e N ZG­módulos. Então M e N são naturalmente Z­módulos

e definimos em M &z N a G­ação diagonal como sendo:

Ig (MQ&Gn)=gmog'n.

17
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Proposição 1.3.5 Sejam M e N ZG­módulos (à esquerda). Então

Me NM Oz N = (M 87 N)ai= nr —
com AÀ= (g:mOgn—moen|monEMOÓzN,geG).

Demonstração: Inicialmente consideremos em M &z N a relação:

(m*xg)Onv—mQeggnmEM,geECG.

Agora, a partir da Observação 1.1.1.(b) segue que M pode ser tomado como um

ZG­módulo (à direita) com mx g=g !­m, paramE M,gEG.

Daí (nm *xg) On = (g!­m) &n e tem­se

(gr '!mjan=mQeg­n. (1.2)

Me; NPortanto M &zÊ N > DL OZ e trocando­se m por gq ­ m em (1.2) segue que
[a

manr=g:mQOgr:n. (1.3)

Obtemos assim, a G7­ação diagonal em M &z N

gg (mMOn)=g­mQ&g­n.

e considerando M &z N sob tal ação e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos
g:(nNOn)­mQ& n, segue que

Moe;N
—n— .(M Oz N)a =

Note que estamos identificando elementos da forma g­ m&G gn com mOn,

m EM,nEN,geE(G,o que equivale a indentificar (gq! ­m)&Gn = (m*g) Gn com

m & n (por (1.2) e (1.3)).

Corolário 1.3.1 M &za N = N ze M.
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Demonstração: M &z6 N = (MOz N)>; = (N&z Mia = N Oze M.

Sejam agora M e N ZG­módulos (à esquerda) e consideremos Homz(M, N).

A G­ação M e N induz uma G­ação em Homz(M, N) do seguinte modo:

G x Honmz(M,N) — Homz(M,N)
(9, f) mm g­f, comg S(m)=9­f(g'­m) (1.4)

para gq € G,f E Honz(M,N), m € M.

Note que pelo fato de Hom ser contravariante na primeira variável utilizamos

g ' para definir a G­ação. Ainda, esta contravariância é compensada ao convertermos M
a um ZG­módulo à direita.

Assim, segue a (G­ação dada por:

9: f(m)=9­f(g'­m)=9­f(m*g)

e tem­se Homz(M, N) um ZG­módulo (à esquerda).

Proposição 1.3.6 Homze(M,N) = Homz(M, N)Jº.

Demonstração: Seja Homze(M,N)=4(feHomz(M,N)|g­f(x)=f(g­x)). Daí,

f € Homze(M,N) & g­f(m)=/f(gm), geG,me M
& fnm)=g9'­f­ (gm), geG, me M
& sím=9" fm), g'eG,meM
&— gf=/,9€8G

& feHomz(M,NJº.

Logo Homze(M,N) = Homz(M, N)Jº.
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Capítulo 2

Espaços de Recobrimento e
CW­complexos

2.1. Espaços de Recobrimento e Recobrimento Regu­
lar

Assumimos, a partir de agora, que os espaços topológicos utilizados são conexos por

caminhos e localmente conexos por caminhos (e portanto, conexos) (ver [9], III.7.32 e [18],
IIIL.1.2, teorema 1).

Definição 2.1.1 Seja X um espaço topológico. Um recobrimento (ou espaço de re­
cobrimento) de X é um par (X,p), com X um espaço de recobrimento e p : XxX
uma aplicação contínua tal que:

(1) p é sobrejetiva.

(2) Todo ponto x E X possui uma vizinhança U aberta, conera por caminhos de modo

que a restrição de p a cada componente conexa U de p!(U) é um homeomorfismo.

Observação 2.1.1. Denominamos a aplicação p e a vizinhança U respectivamente de

projeção de recobrimento e vizinhança elementar. Ainda, o conjunto p'(x) é
denominado fibra sobre x, para todo x E X.

Exemplo 2.1.1 Seja p: IR —> S' dada por p(t) = (sen t,cost), te IR. Então (IR,p) é
um recobrimento de S'. Além disso, todo subintervalo aberto de S! pode ser visto como
uma vizinhança elementar.
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Exemplo 2.1.2 Podemos definir o plano projetivo P? como sendo um espaço quociente

da esfera S? identificando pontos antípodas. Assim, (Sº,p) é um recobrimento de Pº, com
p a projeção natural, e podemos tomar como uma vizinhança elementar de qualquer ponto

x E P? um disco aberto contendo rx.

e e

Observação 2.1.2 Sejam (X,p) e (Y ,q) recobrimentos de X e Y respectivamente. Então

(XxY,pxq) é recobrimento de X xY, sendo a aplicação pxq definida como (pxqa)(x,y) =
(p(x), p(y)). Agora, se U e V são vizinhanças elementares dez E X ey E Y então UxV

é uma vizinhança elementar de (x,y) E XxY. Como exemplo, temos os seguintes
recobrimentos de Tº = S* x Sl, sendo p projeção e i inclusão:

e (IRxR,pxp) (o plano IR?)
e (Rx S,pxi) (o cilindro)

e (S' x Sl,ix1) (o próprio toro)

Proposição 2.1.1 Seja (X,p) um recobrimento de X, £o E Xex= p(Xo). Então, para
todo caminho f : | — X com ponto inicial xo, existe um único caminho g : | — X com

ponto inicial X tal que pog=/f.

Demonstração: [13], V.3.1. =

Lema 2.1.1 Seja (X,p) um recobrimento de X com go,g1: 1 > X caminhos em X de
mesmo ponto inicial. Se po go = po qa então go = gi. Em particular, go e gi possuem o

mesmo ponto final.

Demonstração: [13], V.3.3. "

Proposição 2.1.2 Seja (X,p) um recobrimento de X, ig E X ex = Pp(ã%o). Então o
homomorfismo induzido p. : m(X, ão) — m(X,xo) é um monomorfismo.

Demonstração: Sejam [go] e [g1] classes de caminhos em X e consideremos o seguinte
diagrama comutativo:
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FA|
Daí,

Lema 2.1.1
Pe[90o] = pl] > [pg9o] = [pai] > pao =P =>" gorn=>l]=[a).

Logo p. é monomorfismo. =

Sabemos ser possível o levantamento de caminhos e queremos agora definir o

levantamento de aplicações. Para tanto, observe que dados X e Y espaços topológicos,

com xo E X, yo E Y, podemos considerar uma aplicação contínua & : (Y, yo) — (X, xo)

de modo que v(yo) = ro. Ainda, sendo (X,p) um recobrimento de X, com 99 E X e
ro = p(Xo), dizemos que a aplicação $ : (Y, yo) — (X, o) é um levantamento de 4 se o
seguinte diagrama comuta:

(X, To)

O resultado a seguir garante a existência de tal levantamento.

Proposição 2.1.3 Sejam X e Y espaços topológicos e (X,p) um recobrimento de X,
com yo E Y, fg E X e xo = p(ão). Dada uma aplicação & : (Y,Yo) > (X, xo), existe um
levantamento & : (Y, yo) — (X,ão) se, e somente se, v.m(Y, Yo) C p.Tmi(X, ão).

Demonstração: [13], V.5.1. =

Definição 2.1.2 Seja (XX,p) um recobrimento de X. Um homeomorfismo & : X3>X
é dito transformação de recobrimento (ou Deck transformação) se pop = p.

Ainda, o conjunto de todas as transformações de recobrimento (denotado por A(X,p)) é
um grupo em relação à composição.
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Proposição 2.1.4 O grupo A(X,p) atua livremente sobre XxX, isto é, se g E A(X,p) e
g£ 1, entãog­ ILE para & € X.

Demonstração: SejagE A(XPp), g £ 1. Suponha que g possua pontos fixos. Então
existe 3 E X tal que g­ T=32=1­ã%,0 que acarreta (por [13],V.6.1) g = 1. Portanto à
ação é livre. ”

Definição 2.1.3 Um recobrimento (X,p) de X é dito recobrimento universal de X
se X é simplesmente conerxo, isto é, se X é conexo por caminhos e m(X,ã) = 0, para
todo X E X.

Exemplo 2.1.3 São recobrimentos universais:

e o recobrimento 5? de P?

e o recobrimento IR de Sº

e o recobrimento IRº de T?

Definição 2.1.4 Um recobrimento (X,p) de X é dito recobrimento regular se p.T(X,
é um subgrupo normal de m(X,x). Ainda, esta condição independe da escolha do ponto

base X E p' (x).

Exemplo 2.1.4 Se m(X,x) é abeliano, então todo recobrimento (X,p) de X é regular.

Exemplo 2.1.5 Todo recobrimento universal é regular.

Proposição 2.1.5 Seja (X,p) um recobrimento regular de X. Então A(X,p) é isomorfo
ao grupo quociente m(X,x)/pati(X,ã), para todo x E X e todo X E p' (x).

Demonstração: [13], V.7.4. —

Observação 2.1.3 Em particular, se o recobrimento é universal, paT(X,ã) mille
­—

portanto, A(X,p) = m(X,r).

Proposição 2.1.6 Seja (X,p) um recobrimento regular de X. O grupo A(X,p) atua
transitivamente sobre p(x) se, e somente se, (X,p) é um recobrimento regular de X.

23
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Demonstração: Vamos inicialmente denotar A(X;p) por G. Dada é, E G temos
Paloi(a) : PO(x) > p' (x) e assim, podemos definir a G­ação em p(x)

Gxp'(x) > p'(s)
(9,3) =» gí:=p(3)

com G(ã) = (9­3 | g E GY) Cp! (x) a órbita de 3 e X/G = (G(%) | & € X) o espaço de
órbitas de G.

Note que (7 opera transitivamente em p'(r) e temos G(%) = p ' (x), para todo
3 EX. Assim, dados 31,32 E Pp(x), existe g E G com g ­ 47 = %, e (por [13], V.6.5.)

segue que p.(m(X,ã1)) = p.(m(X,%2)). Agora (por [13], V.4.2.), dados a,8 E m(X,x),
temos

a p(m(X,$))a = p(m(X,ã1)) = pA(m(X,$2)) = BTp(M(X,5))8

e, daí (aB)!p.(m(X,ã))(0b) = p(m(X,ã)).
Logo p.(r1 (X, )) é normal em nm (X,x). Portanto (X,p) é recobrimento regular.
A recíproca é imediatamente obtida seguindo­se o procedimento inverso das im­

plicações anteriores. =

Observações 2.1.1

(a) Segue da proposição anterior que se (X,p) é recobrimento regular de X, então X é
homeomorfo ao espaço quociente X/A(X,p).
(b) (X,p) é um recobrimento regular de X se, e somente se, um levantamento de um cami­
nho fechado w E X é fechado (e portanto, todos os levantamentos de w são fechados)(por

[10], V.1 corolário 3).

(c) Se o recobrimento é regular, temos A(X,p) fa m(X,1)/m(X,ã) identificando p.(m(X,i
com m(X,%). Podemos explicitar este isomorfismo como se segue:
Dados pontos base x E X, X E p(x), temos pv : m(X,x) — A(X,p) um homomorfismo
sobrejetor de modo que sew: [0,1] > X e o seu levantamento & : [0,1] — X representam
respectivamente as classes de caminhos [w] e [5], com &(0) = Z, então &(1) E p ' (x).

e temos que Kero > m(X,ã). Logo, & induz o isomorfismo desejado.
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Definição 2.1.5 Um grupo G de homeomorfismos de X é dito propriamente descon­

tínuo se todo ponto x E X possui uma vizinhança V tal que, para todo g E G, g É 1,

tem­seg: VNNV = O.

Proposição 2.1.7 Sejam X um espaço topológico, G o grupo propriamente descontínuo

de homeomorfismos de X eq:x X/G a aplicação quociente sobre o espaço de órbitas
de G. Então (X,q) é um recobrimento regular de X/G, com G = A(X,q).

Demonstração: [13], V.8.2. "

Proposição 2.1.8 Sejam (X,p) e (X,q) recobrimentos regulares de X e X/G respecti­
vamente, com G = A(X,q). Então existe um homeomorfismo É : X/G — X que comuta
o diagrama:

X

KN
X/G

Demonstração: Dados Z1,%3 E X, temos p(%1) = p(%X2), quando Z1,Z%2 pertencem à
mesma fibra de p. Ássim, existe g E G tal que g ­ 71 = 2 (G atua transitivamente na

fibra) e temos G(%1) = G(X2), ou seja, 4(%1) = q(Z2). Logo, as relações de equivalência
determinadas por p e q coincidem e segue que É : X/G — X é uma bijeção contínua
(por [9], pág.66) , com E oq=p. Além disso, é é um homeomorfismo (pois p é aplicação

aberta). —.

A seguir vamos determinar sob quais condições é possível construir um recobri­

mento associado a um conjunto dado.

Proposição 2.1.9 Seja X um espaço topológico. Dados ro E X e um subgrupo H de

m(X,ro), existem um recobrimento (X,p) de X, com X conerxo, e um ponto ão E X tais
que p.T(X, ão) = H.

Demonstração: [10], V.6.15.
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2.2 CW­Complexos e K(G,1)­Complexos

Definição 2.2.1 Um espaço X de Hausdorff admite uma estrutura de CW­complexo

se possui uma coleção de subconjuntos fechados oi (q > O representando a dimensão e j
variando sobre um conjunto de índices J,) junto com uma família de subespaços fechados

XºCXCQ.CXTC..., sendo X*º = U 0; ( com X"! := D) e fronteira dada
p<q; jEJp

por fi = NX, satisfazendo:

(1) o7 — fi intercepta o? — f;sep=qei=).
(2) X=U,X.
(3) Para cada oº existe uma aplicação característica 9º : Dº — o: (com Dº o disco
de dimensão q) que leva St (esfera de dimensão q — 1) sobre f? e aplica Dt — St!

homeomorficamente sobre oi — Ff (com 57! =).
(4) f; intercepta um número finito de conjuntos (07 — fi), i E Ja.?

(5) Um subconjunto Y de X é fechado se Y N1 oi é fechado em os, para todo q e todo
JE Ja, com oi admitindo a topologia quociente de Dº (via 21).

Observações 2.2.1
(a) Denotamos por et=0%— fa célula aberta de dimensão q.

(b) As condições (1) a (4) são satisfeitas se X é um complexo celular finito.

Exemplo 2.2.1 Dado X = IR, podemos considerar em IR uma estrutura natural de CW­

complexo, tomando as O­células e I­células como sendo, respectivamente, eº = fnk e

er=(n,n+1), ne Z.

Exemplo 2.2.2 Seja X = Sº. Temos uma estrutura de CW­complezo sobre 5º? dada por

uma O­célula e uma 2­célula, ou seja, S?º = eºU e?.

Ah
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Exemplo 2.2.3 Consideremos X = TattTa a soma conexa de 2 toros. Podemos dar a X
uma estrutura de CW­complexo do seguinte modo: X = e? Uel U ed U el UelLU €?.

Exemplo 2.2.4 Seja X = Pº*l...HP? a soma conexa de n­planos projetivos. Então

X é um CW­complexo 2­dimensional contendo uma O­célula, nº I­células e uma 2­célula:

X =eºUelU...UelUuUe?
1

e

Exemplo 2.2.5 Seja X = V S! o bouquet de círculos indexado porum conjunto S.
ses

Podemos dar a X uma estrutura de CW­complexo 1­dimensional, com uma única O­ceélula

e uma I­célula para cada elemento de S (X = eº U (Uzcsel)).
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Definição 2.2.2 Um CW­complexo X é dito G­complexo se X é munido de uma G­ação

que permuta as suas células, isto é, se S é o conjunto das células de X, então g­ S5S= 5,

para todo g E GG. Se a G­ação em X permuta livremente as células, dizemos que X é um

G­complexo livre.

Observação 2.2.1 Se o é uma célula de X, então g­ o é também uma célula em X de

mesma dimensão. Tal dimensão é preservada pelo homeomorfismo q, : X — X, com

Pa(r) = gx, induzido da G­ação em X.

Podemos agora tomar complexos de cadeias a partir de um G­complexo X. Tal

complexo é denotado por Cx.(X, £), com Cr(X, Z) o Z­módulo livre gerado pelas n­células

de X. À ação em C.(X,£Z), induzida da G­ação em X, é da forma:

9 (1 +... +anon):i=ag­nn +... +ang on

e faz de C.(X,Z) um complexo de cadeias de ZG­módulos, sendo a aplicação

e : Co(X, 4) > Z definida por e(0º) = 1, nas O­células 0º de X, e estendida por lineari­
dade. Ainda, e é aplicação de ZG­módulos, visto que g ­ dº é O­célula e temos G­ação
trivial em Z.

Proposição 2.2.1 Seja X um G­complexo livre contrátil. Então o complero de cadeia
celular aumentado de X

1 Cn(X,Z) 25 Ca1(X,Z) — ­­— CX,Z) OD Co(X, 47) — Z—0

é uma ZG­resolução livre de Z.
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Demonstração: Consideremos o conjunto X, = fo E X | o é n­célula) e o Z­módulo

livre C,(X,Z) = ZXn, gerado por o.
Temos X, C X um G­conjunto livre, pois X é G­complexo livre e, pela Proposição

1.1.3, segue que C,(X,Z) é um ZG­módulo livre com base E, sendo E um conjunto de

representantes para as G­órbitas em Xn.

Como X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto se X é contrátil, temos

H.(X,Z) = Hn(feo), 2) = À Z se n=—=0O se nÃ£o.

Agora, a ZG­resolução de Z é livre pois :

(1) ImO, = Kere.
Considerando­se

— a(X,Z7) 3 oX,4) SOS Z 0

ta,
0

temos Z > Ho9(X,Z) — Ker do/Im O, = Co(X, 4)/Im O, e, como e é sobrejetora, pelo

Teorema do Homomorfismo, Co(X,Z)/Kere = Ime>Z.

Daí, Co(X, £)/Im di = Co(X, Z)/Ker e.

Como Im à, C Ker e segue que Im 0, = Ker e.

(11) Ker 0d, = Im dn41,n > 1.

Decorre do fato de que 0 = H,(X, R) = Ker 0,/Im On41.

K(G,1)­complexos

Vamos agora definir um CW­complexo satisfazendo condições especiais, sendo

muito útil no cômputo das resoluções. Para tanto, fazemos inicialmente algumas conside­

rações importantes.

Sejam X um CW­complexo e (X,p) um recobrimento de X. Por [18], III.6.9.2,
X é também um CW­complexo, cujas células & são as componentes conexas de p"!(0).
Mais ainda:
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(1) O grupo G das transformações de recobrimento atua livremente em X permutando
suas células, sendo p : & — o um homeomorfismo restrito a 6. Assim, X é um G­conjunto.

(ii) Se Xé contrátil, o complexo celular aumentado de XéumaZG­resolução livre de Z,
com CA(X,4) um ZG­módulo livre com um elemento básico para cada órbita de célula
em X.

(11) Se o recobrimento é regular, temos que G atua transitivamente em p'(0), ou seja,
G(ã) = p!'(0), para todo à E p"'(0). Logo cada célula em X nos fornece uma órbita
de células de mesma dimensão em X. Se, além disso, o recobrimento é contrátil, temos
CX,4) um ZG­módulo livre com um elemento básico para cada célula de X.

A partir das considerações feitas anteriormente podemos definir:

Definição 2.2.3 Seja X um CW­complero satisfazendo:

(1) X é conerxo.

(9) m(X)=G.

(3) O recobrimento universal X de X é contrátil (por [18], II1.6.9.1 e [5], 1.6.7 dado um
CWYW­complexo conexo sempre existe um recobrimento universal, o qual é regular).

O complexo X é dito de Eilenberg­MacLane do tipo (G,1), ou apenas,
K(G,1)­complexo.

Observações 2.2.2

(a) À condição (3) da definição anterior pode ser equivalentemente tomada (por [2] 1.4)
como qualquer uma das condições a seguir:

(3) H(X)=0 paraí>2.
(3)' m(X)=0 parai > 2.

(b) Seja (X,p) um recobrimento universal de um CW­complezo X. Então Xéum
G­complexo, com G = m(X).
(c) É fato conhecido (ver [2], VIIL.7.1) que dado um grupo G, sempre existe um K(G,1)­
complexo, o qual é único, a menos de homotopia.
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Exemplo 2.2.6 Sejam X=S! eEG=<a>> 4Z. Como X é um CW­complexo conerxo,

com G = m(X) e o seu recobrimento universal X = IR é contrátil, segue que X é um

K(G,1)­complero.

Exemplo 2.2.7 Sejam X=T"=mS!x...x5S' o toro n­dimensional e G= ZED...PZ

um grupo abeliano livre de posto n. Temos que X é um CUW­complexo conexo, G = m(X)

e o recobrimento universal X = IR” é contrátil. Logo, X é um K(G,1)­complexo.

Exemplo 2.2.8 Sejam X=WV/S! o bouquet de círculos indexrados por um conjunto 5s Pp
ses

e G = F(S) um grupo livre gerado por S. O CW­complexzo X é conexo de dimensão 1

(Exemplo 2.2.5), com exatamente um vértice e uma I­célula para cada elemento de S.
Ainda, G = m(X) (por [13], IV.34) e o recobrimento universal X possui di­

mensão 1 (p: X>Xé homeomorfismo local) o que acarreta H;(X) = 0, para 1 > 2.
Logo X é um K(G,1)­complerxo.

Lema 2.2.1 Seja X um G­complexo livre compacto. Então G é finito.

Demonstração: Como X é um G­complexo livre, segue (por [2], ex.2, pág.17) que a ação

de G em X é propriamente descontínua e temos (X,p) um recobrimento regular de X/G,

com X/G o espaço das órbitas de X ep: X — X/G tal que p(x1) =.

Além disso, (por [5], pág.21) G atua livremente em X como o grupo das trans­

formações de recobrimento.

Dado To E X/G tem­se

Pp '(no)=(z EX |p(s)=X7)=(reX|z=m)=(reEX|x1EG(xo))

e como a G­ação em X é livre, segue que p” (xo) está em correspondência 1­1 com G.
Ainda, a fibra p! (To) é discreta e fechada (por [13], pag.165).

Agora se supusermos que p'(x,o) é infinita, então p"'(Xxo) deverá possuir um
ponto de acumulação (pois a fibra é compacta), o que contraria o fato de a fibra ser
discreta.

Logo p!(xo) é finita e portanto, G é finito.
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Exemplo 2.2.9 Consideremos agora n um inteiro positivo não nulo e o grupo

G =(a1,...,an,bi,..., br; Ta: bi] =1). Temos que G é infinito (por [16], 6.4.3), sendo
i=1

exatamente o grupo fundamental da superfície orientada X de genus n (soma conexa de

n toros) (por [13], IV.5. exemplo 5.3).

Agora X é um K(G,1)­complexo pois, se (X,p) é o recobrimento universal de
X, como G é infinito, segue pelo lema anterior que X não é compacto.

Portanto X é uma superfície não compacta e conerxa.

Ainda Ha(X) = O (por [5], 111.22.25) e Hi(X) = O para k > 2, visto que X tem
dimensão 2. Daí tem­se H.(X) = O para k > 2.

: k

Exemplo 2.2.10 De modo análogo ao exemplo anterior G = (c1,...,Ck; II =l1)) éo
1=1l

grupo fundamental de uma superfície X fechada não orientável de genus k, k > 2 (soma

conexa de k planos projetivos) e X é um K(G,1l)­complexo.

À proposição a seguir decorre imediatamente dos resultados vistos.

Proposição 2.2.2 Seja X um K(G,1)­complexo. Então o complexo celular de cadeia

aumentado do recobrimento universal (X,p) de X

eO(X,Z) OS O(X,Z7) 25 O(X,7) OS Z 0

é uma £ZG­resolução livre de Z.

Demonstração: Seja X é um K(G,1). Então Xéum G­complexo livre contrátil e pela
Proposição 2.2.1 o resultado segue. =

Exemplo 2.2.11 Seja X = V Si um K(F(S),1)­complezo (Exemplo 2.2.8), com F(S)
ses

o grupo livre gerado por S. Vamos explicitar uma ZG­resolução livre para tal complexo

do seguinte modo:

Seja (X,p) o recobrimento universal de X. Como Cn(X,Z) tem um elemento
básico para cada célula de X, podemos tomar um ponto base %o E X representando a
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única G­órbita de vértices em X (correspondendo a O­órbita de vértices em X para cada
vértice em X). Assim xo gera o ZG­módulo livre CX, Z) e tem­se CohX, Z) = ZG.

Como base para CX, Z), podemos tomar para cada s E S uma l­célula orienta­

da e; E XxX, que é projetada sobre S! (orientada no sentido positivo) e temos uma l­órbita
em X para cada 1­célula em X.

Suponhamos que e. tem £o como ponto inicial e, caso isto não ocorra, tomamos

outro representante er, com ponto inicial £o, ou seja, se er, tem um ponto inicial £o, existe

g E G tal que g­ es = er (G atua livre e transitivamente permutando as células de X).
Assim e, tem seu ponto final dado por s­ Xo.

De fato: Utilizando o isomorfismo explicitado na Observação 4.1.1.(c) podemos identificar
o grupo das transformações de recobrimento A(X,p) (denotado por G) com m(X, xo).

Ainda, pelo fato de cada S] representar um gerador em m(X,xo) = F(S), iden­
tificamos 5! com s através deste mesmo isomorfismo.

Logo existe um único levantamento 8 de s, começando em £o com ponto final

S(1) = f.(£o) = s­ Do, sendo exatamente a I­célula es, com p(e,)= Sl =s (note que e, é

aplicada homeomorficamente em S1).

Agora G = F(S), coms >» f, e temos O(e,) = s­Xo—­Lo = s­Xo—­1­%o = (s—1)­%£o.
Portanto

0 — ZGO SB ZESZS0

é uma ZG­resolução livre de Z, sendo ZG = & ZG um ZG­módulo livre com base
ses

(es)ses, (es) =s—1 ee(g)=1, para g E G.

Exemplo 2.2.12 Se S = ft), então G = F(S) é cíclico infinito. Pelo Exemplo anterior
segue a sequência exata:

03 ZGBEBZGSZSO.
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2.3 Resoluções Periódicas via Ações Livres em Es­
feras

Queremos agora construir uma ZGr­resolução livre de Z a partir de um G­

complexo livre X homeomorfo a 5" (esfera de dimensão n).
Seja X nu SEA,

Podemos definir em Harx­1(X,Z) uma G­ação induzida da ação de G em X da

seguinte forma: dado g E G, seja o homeomnorfismo 4, : X — X tal que pí(tx) = g­.

Então o homeormnorfismo induzido em homologia 4,4, : Hax­1(X,4) — Ha 1(X,4) é um
isomorfismo e temos que

Gx Ha1(X,4) — Haa1(NX,Z)
(9,0) m (o)

define uma ação de G em H2ax­1(X,%Z).

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Lema 2.3.1 À G­ação sobre Hof 1(X,Z)>4&%Z definida anteriormente é trivial.

Demonstração: AÀ aplicação é, : X — X tal que v,(r) = g­r é um homeomorfismo

sem pontos fixos, para gq £ 1 (a G­ação sobre X é livre).
2k­1

Seja Av, = 3 (C)tr(os)ss o número de Lefschetz de &,, com
1=0

(Pgde:i: H;(X,4) > H;(X,Z)

a aplicação induzida de 4, no nível 1 de homologia.

Como S?ºt­! — g0Je?t­l, existem apenas dois componentes no somatório a seguir:
2k­1

Ag, = DO(Dtr(96).i = tr(694)10 — tr(69). a
1=0

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz ([20], pág.174 ou [2], pág.21) segue que

Aç, = O (4, é livre de pontos fixos para g £ 1) e temos tr(6,).o — tr(Pa)+a 2x1 = O.
Temos X conexo por caminhos, e portanto f.o = 1d, para toda f/ : X — X.

Assim tr(6,)..o = 1 (pois Ho(X,Z) = AZ).
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Agora, tr(6,).1 =1 e daí (1). 2x—1 = 1d (pois Hax­1(X,Z)>=X%Z).

Portanto, a G­ação em Han 1(X,Z)>24Z é trivial.

Lema 2.3.2 AÀ sequência

0 ZDCr1(X,Z) 3 O(X,Z) 2 C(X,27)SS 70
com n : 4 > Car 1(X,Z) a inclusão e C;(X,Z) o ZG­módulo livre gerado pelas células
de dimensão i (uma em cada órbita de células) é exata.

Demonstração: Dada a sequência

0 — Ker dar E Car 1(X,Z)3 CI(X,Z) 25 Oo(X,7) SO Z 0

temos 02x : Cor(X, 4) > (0) — Cor­1(X,Z) a aplicação nula (pois a dimensão é 2k — 1)
e Han1(X,Z)>Z.

De H2a14­1(X,Z) = Ker Oax1/Im Oo segue que Ker Oax­1 >» Z. Como H;(X,Z) ">

O, para 0 <i < 2k — 1, temos Ker 0; = Im 0.41, para 0 <1 <2k — 1.

Ainda, Co(X,4)/Kere »ImemZ (e: sobrejetora). Considerando

— C(X,Z7) 2 o(XZ7) S Z7 50
ão
0

tem­se Z = Ho(X,Z) = Ker do/Im O, = CX, 4)/Im dr. Daí, Z = Co(X,Z)/Kere >
CX, Z)/Im O, e como Im 0, C Ker e, segue que Im 0, = Ker e. =

Observação 2.3.1 Usando o Lema anterior construímos uma ZG­resolução livre de £

de período 2k.

Denotemos C.(X,Z) por C. e consideremos o diagrama a seguir, com n a in­

clusão e € a aumentação:

/N
noe

Cc, Co Cox­1
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Como Im O, = Kere e ainda Kere = Ker(noe) e Imínoe) = Ker Oox:

temos a ZG­resolução de Z:

noe Dak—1fe)o Cap 9 CD O > Cori —D Co E — 0.

Exemplo 2.3.1 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n com gerador t.
v2

e1

Seja S'! vista como um CW ­complerxo com n vértices (os quais podemos identificar

com as raízes n­ésimas da unidade) en I­células.

Denotando por vo,v1,­..,Un­1 OS vértices e por e; =|uz, vi+1|[ as L­células de Sº,
definimos a G­ação em 5! por th ­v; = vii € th ­e;=exi, comi,kh=0,...,n—L.

Note que G atua em 5! como o grupo de rotações permutando livremente suas

células. Além disso, v; = tv e ex =t­ eo, parai = 0,...,n. Eriste, portanto, uma

única órbita de O­células e uma única órbita de 1­células o que acarreta C(SL,Z) >

Assim a sequência

0 ZG;DZCEBZO0

é exata e como Z = H(5,4) — KerO /Imô, — Kerd, (Imôs >» O), obtemos a
sequência exata

03 ZDZCÍIZCSTFSO.

Logo

o ZCES ZOO ZC ES ZA Zoo SZS0

é uma ZG­resolução livre de Z.
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Vamos agora determinar O, e noe.

º O1(eo) = vi = vo = t­ vo 1 + vo = (t— 1) ­ vo.
Logo O, é a multiplicação por t — 1.

Seja N=1+t+...+t*!. Temos que Neo gera H(S,4)> Z.
De fato: Temos Z = H(5),47) = Ker 07. Ainda

leo+t­eo+...+t” º ­e) (1+t+...+t1* )A(eo)
(1+t+...+ I(t­1):vo
0

e lemos rt = eg +t­eg + ­et+... + tiee Ker O,
De Oi(x) = O tem­se

(ao + at +... + an1t” !)O(eo) = (ao + at +... + an1tº)(t — 1) Uuv= 0

e portanto (an­1 — ao)vo +... + (ano — Ana)! ug =O0.

Como Cov(X,Z) é um Z­módulo livre tendo as O­células fuo,t vo, ..., 1º ­vot
como base, temos ag = a;7 =... = an—17. Ássim,

1 = ao(eo +t:­eg+... +17: e) =anNeo.

Assim Z = H(5,4)= Ker dy, =< Neo > e ainda Im(noe) = Ker Oi, com
n o e(vo) = Neo. Portanto noe(lza)=N, ou seja, noe é a multiplicação por N.

Logo obtemos a ZG­resolução periódica de £ com período 2:

ZECAZe DICPIBZCS]SZS0.

Observação 2.3.2 No estudo feito nesta seção a esfera considerada é de dimensão ímpar,

já que o caso em que a dimensão é par não é interessante, pois se X = S*t temos que Z»z

é o único grupo atuando livremente em SºF.

De fato: Sejam G um grupo atuando livremente em S*t e f,g E G.
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Como a ação é livre temos que f não tem pontos fixos e ainda, como f é um

homeomorfismo, temos f o f! = id. Portanto deg(f) ­ deg(f!) = 1 (ver [20], pág.28) e

assim, deg(f) = 1.

Mais ainda, deg(f) = —1, visto que se deg(f) = 1, o número de Lefschetz (como

visto na demonstração do Lema 2.3.1 considerando­se agora S** = eº U et) será

MAS) =1+(1)º* 20 (2.1)

o que acarreta f com pontos fixos.

Agora deg(fof) = deg(f)­deg(f) = deg(f)*º = 1, ou seja, ocorre (2.1) e portanto
fº tem ponto fizo. Como a ação é livre, segue que fº =id.

Analogamente tem­se qº = id.

Assim, se deg(fog) = 1, novamente por (2.1) tem­se fog =1d e considerando­se
f=id=9º concluímos que f=9g9"2"=fL,

Logo f = gq e assim, G > Z,.
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Capítulo 3

(Co)homologia de Grupos

3.1 A (Co)homologia de um grupo G

Sejam GG um grupo e M um ZG­módulo.

Dada a ZG­resolução projetiva de Z

Fio RAS Ra o RARO ZSO

obtemos o complexo de cadeia

FOoZAM: ­­­ — F, Oza M O Fr Oz Mo — FozM — O
e o complexo de cocadeia

Homze(F,M): 0 — Homza(Fo,M) O «­— Homze(F.,M)ÉS ­­­

com Ô, := Ô,8 o operador bordo e ó6”(f) := f o dn41 o operador cobordo.

Definição 3.1.1 O n­ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é dado

por:

H,(G, M) = H.(F OzGg M)

e o n­ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M por:
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Observações 3.1.1

(a) As definições de H.(G, M) e H*(G, M) independem da resolução projetivae : FZ
escolhida (a menos de isomorfismo canônico).
De fato: Sejae : FF — Z outra ZG­resolução projetiva de Z. Então os complexos
FQM e F QOza M são homotopicamente equivalentes (o funtor aditivo — &za M
preserva homotopias de cadeias, por [2], pág.33) e temos H(F&ze M) = H.(F' Oze M).

De modo análogo, seguem que os complexos Homze(F,M) e Homze(F', M) são
homotopicamente equivalentes, ou seja, H*(Homze(F, M)) = H*(Homze(F', M)).

(b) Se considerarmos em M = Z a G­ação trivial, temos

not. Prop.1.3.5H.(G, 27) "É H(G) > H(FE8Z6Z) | H((FOzZ)a)> H.(Fo).

Proposição 3.1.1 Seja M um ZG­módulo. Então

HG, M)= Mg e Hº(G,M) >= Mº.

Demonstração: Considere e : F — Z uma ZG­resolução projetiva de Z. Aplicando o

funtor — &zg M, obtemos o complexo:

— FezM 2, Fo Ora M Ê ZezgM — O
A
0

o qual é exato à direita (por [7], 1.7.9).

Daí, Im 0, = Ker E.

Como & é sobrejetiva, usando o Teorema do Homomorfismo tem­se:

Ker
O,

rop.1.3.fer do > Fo Sze M > Z Ore M” poa Mc.
Imà KerE

Agora, ao aplicarmos o funtor Homze(—, M) (que é exato por [7], 1.8.7) à reso­

lução, temos

0 — Homze(Z, M) O Homze(Fo, M) E Homze(Fr, M) —=—
tn
0
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Assim Imé = Ker 5º. Ainda, como € é injetora segue que
oH%WG,M)= Ker ó Prop.].3.2= Ker 8º = Imê> Homze(Z, M) Mº.

Im ó7º

Nos exemplos a seguir calculamos H.(G, M) e H*(G, M) para M um ZG­módulo.

Exemplo 3.1.1 Seja G = F(S) o grupo livre gerado por um conjunto S e M=Z com

G­ação trivial. Pelo Exemplo 2.2.11 temos a ZG­resolução livre (e portanto projetiva) de

Z dada por

0 — ZGO DD ZGSZS0
com ZGÓ o ZG­módulo livre de base (es)ses, Nes)=s—­1e e(g)=1,gEC.

Pela Definição 3.1.1, segue que a homologia do grupo G é a homologia do complexo

oO8:d0 — ZGO ge Z 2 ZCIT 0.

Como £ é um ZG­módulo trivial, temos que O&id é a aplicação é nula. Ainda,

ses ses ses

Assim, obtemos o complexo:

0 Dz 32Z70
sEeS

H(G,Z) = Z

H(G,4) => (DZ
ses

H(G,Z4)>0 para i >2.

Exemplo 3.1.2 Seja G o grupo cíclico infinito com gerador £.

Do Exemplo 2.2.12 temos a ZG­resolução livre de £

2ZC OZ >Z—0, comdà=t­1l.

Aplicando o funtor — &zg M à resolução (3.1), obtemos

0 ZCM 2ÊS ZCM— 0, comd, = A, Qid.
41
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A partir dos isomorfismos:

M =“ ZGOM É ZOOM — M
m o leem > (t­Nem =» (t­l1):m

podemos considerar
.

m =» (t—­1):m
Portanto H.(G, M) é a homologia do complexo:

03 MBMO

Assim, H(G, M) = Ker 0,/10) = Ker à, e como

Ker d, = Kerft ­1) = (me M |(t = 1): m=0) = (me M |t« m=m) = Mº
temos

H(G, M ) = Mº
H(G,M)=0 para 1 >2.

Note que H(G,M) = MS “EX nº(G,M).
Agora, aplicando o funtor Homze(—,M) à resolução (3.1), obtemos o complexo

0 — Homze(ZG, M) <> Homze(ZG,M) — O.

Temos 8º(f)(x) = (f o d)(a) = (fo (1 =1)(2) = St =1)­ (0) = (= DJ(0),
ou seja, 0º é a multiplicação por (t — 1).

Considerando ainda

Homze(ZG, M) 3 M
r>Í (1)

segue que H*(G, M) é a cohomologia do complexo 0 — M DEL MO.
Como H'(G, M) = Ker 8! /Im 6º = M/(t —­JM = Mç, temos portanto

Hº(G,M) = Mº

H'(G,M) = 0, para 1 >2.

Prop.4.2.1
Note que H(GGM)= Mg >= H(G,M).
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Exemplo 3.1.3 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n com gerador t.

Vimos, pelo Exemplo 2.3.1, que

es EB Ze DZ BZ S 70
n—l :

é ZG­resolução projetiva de £, com N = DIZ
1=0

Aplicando o funtor — &zg M à resolução, obtemos o complexo:

— ZG Oz: M OD ZC Oz M DO ZCOzZeM DD ZCOZEM — O.
Como £G OzeaM = M, o complexo se reduz a

oo MBMBMSBM20.

Portanto

( Ma sei=0

Ker(t—1) Mº
ImN NM

Ker N ­ Ker N
Im(t—­1) (t­1)M

set é ímpar

se? é par
JS

Aplicando o funtor Homze(—,M) à resolução, obtemos o complexo

0 — Homze(ZG, M) É Homze(ZG, M) O Homze(ZG,M) É «­­

com ó"(f)(x) := (fo dn41)(7).
Utilizando o isomorfismo Homze(ZG, M) = M, temos o complexo

87! 8º sº 8?
0> MSM Me

com º=t—1e SH =N,k>O.

Logo

[MS ser=0
Ker N Ker N o

o mparImtt=1) (t=­nUnM “EMP?
Ker(t—1) Mº

ImN NM
set é par
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Em particular, se M = Z (com G­ação trivial), como (t­ 1): m=t:m—m=O0

e ainda (| FL +... +17) mem+tim+...+tcc menm, temos que (t=1) é a
função nula e N é a multiplicação porn.

Logo Ker(t — 1) = Z, Im(t —1) => (0) = Ker N eIm N>nZ.
Deste modo

ser=0

H;(G,Z) > set? é ímpar
sei é par

ser=0

H'(G,Z) sei é ímpar
n SEÉ par

Proposição 3.1.2 Seja G um grupo cíclico finito não trivial. Então Z não admite

resolução projetiva sobre ZG de comprimento finito.

Demonstração: Suponhamos que

F: SF SER es RS RS2ZO0

seja uma ZG­resolução projetiva de Z de comprimento finito.
Prop.1.3.5Logo H.(G, 2) = H(F &ze 4) = H((FSz7Z)o)>= HF).

Agora H.(F) = O, para 1 > n, o que contradiz o fato de termos (pelo Exemplo
anterior) H.(G, Z) não são todos nulos, para à > n, e portanto, o resultado segue. =

Corolário 3.1.1 Se G tem torção, então Z não admite resolução projetiva sobre ZG de
comprimento finito.

Demonstração: Suponhamos que e : F > Z seja uma ZG­resolução projetiva de Z de

comprimento finito.

Seja r um elemento de torção de G e tomemos H =< r >. O subgrupo H é cíclico

finito. Ainda e : F > Z é uma ZG­resolução projetiva de Z, pois pela Proposição 1.1.3,

tem­se £ZG um Z H­módulo livre e como Fr, é ZG­projetivo, pela condição (1) do Lema

1.2.2, segue que Fr PD Qx = P;er(46): = Bier jes(ZDij, ou seja, Fx é Z H­projetivo.
Logo existe uma 4H­resolução projetiva de Z de comprimento finito, com H um

grupo cíclico finito, o que contraria o resultado obtido na Proposição anterior. =
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3.2 Os funtores H.(G,—) e H*(G,—)

Seja N a categoria dos ZG­módulos (à esquerda).
Como F &zg — e Homze(F,—) são funtores covariantes em NM, temos que

H.(G,—) e H*(G,—) também são funtores covariantes em N/.
Consideremos M, N ZG­módulos e p : M — N um ZG­homomorfismo. Seja

e: F—> Z uma ZG­resolução projetiva de Z. Então temos as aplicações de cadeia:

ve: FOZM —­ FozeN
a > vala) :=1idop(a)

e as aplicações de cocadeia:

Ç*: Homze(F,M) — Homze(F,N)
f m ptf(f)i=çof.

Assim, em nível de homologia e cohomologia, temos os homomorfismos induzidos:

H.(G,p9): H.(GM) — H(GN)
HSm =» [os(t Sm)

HG): H(G,M) 3 H(GN)
[A] m [2*(D).

Proposição 3.2.1 Seja 0 — M A MIM 0 uma sequência exata de ZG­
módulos. Então

(1) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural 0, : H(G,M') > H. (G,M'),
tal que a sequência:

— H(G,M) 2 1(G,M”) 2 H(G,M) =S Ho(G,M) 25 H(G,M) 0

é exata, com as aplicações 1, e j, induzidas em homologia, isto é,

ir = H(G,1): H(G,M) > H1(G,M)

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



(2) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural 6" : H"(G,M") > H*UG,M)),
tal que a sequência:

0 — Hº(G, M) Es Hº(G, M) ÉS Hº(G,M) ES (GM) o (GM) 25

é exata, com as aplicações i1* e j* induzidas em cohomologia, isto é,

it = H(G,): (GM) > H*(G, M)

3º = H(G,j): H(G,M) > H*(G, M”).

Demonstração: Seja

Fio RA Ra Deco RD RS ZDO

uma Z(G­resolução projetiva de Z.

(1) Como cada F,, é ZG­projetivo, segue que

0 — F, Se MB EMA RSEM 0

é exata para todo n (por [7], I.9.E). Assim, temos o diagrama:

JL
0 —y FexgM

L
0 — Fr18OzeM

1 L

1

,

com cada linha exata, o que nos fornece a sequência exata de complexos de cadeias:

0 — FOZ M — FOZEM — FOZAM —O.

Assim (por [2], 1.0.4) segue a sequência exata longa em homologia:

— H(F Oz M) == H(F&Oze M) 2 H(F Oza M) 2O H(FOze M'
— Ho(F&z6 M) 3 H(FOZEM”)—O
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que nos dá a sequência exata longa desejada:

e H1(G,M) 2 H(G,M") 25 Ho(G,M) => Ho(G,M) O Ho(G,M”) — 0.

(2) Analogamente, como cada F, é ZG­projetivo, e como

0 — Homze(F., M') — Homze(Fa, M) — Homze(F., M ) — O

é exata, para todo n, (por [7], 1.9.4(e)) e temos

+ “ó “)
0 — Homze(Fn, M') ——> Homze(F,, M) E, Homze(Fn1, M”) — O

“ + “
0 — Homzel(Fii,M) “o Homze(Fii,M)  Homze(Fan,M) — O

+ + +

com cada linha exata.

Assim temos a sequência exata curta de complexos de cocadeias:

0 — Homze(F, M') — Homze(F, M)— Homze(F,M)— O

que nos dá a sequência exata longa em cohomologia:

0 — Hº(Homze(F, M')) > Hº(Homze(F, M)) * Hº(Homze(F, M)) ÉS
— H'(Homze(FM)) “> H'(Homze(FM)) —­­­

ou seja, a sequência exata longa desejada:

0 — HG, M) 2 HG, M) 2 HG, M) É H(G,M) O H(G,M) DS

3.3 Interpretação Topológica para a (Co)homologia

Agora vamos relacionar a (co)omologia de um grupo G com a (co)romologia

do espaço K(G,1), definido anteriormente. Para tanto denotamos C.(—, 4) e C*(—,Z)

respectivamente por C.(—) e C*(—).
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Proposição 3.3.1 Sejam X um G­complexo livre e Y o complexo de órbitas X/G. Então

C.(Y) = C.(X)eg.

Demonstração: Dada a projeção canônica

pp: X 3 X/G
x m p(1):=G(t)=(g­1|9€G)

temos bem definida, em termos de complexo de cadeias, a aplicação induzida

pr: CÃ(X) — Cn(X/G)
Nao; > > a;G(0;)

com o; as n­células em X.

Seja ainda

com A=(g:­a­a|gEeG,aEC(X)).

Como pg (9­0:0;)= pa(9:0:)— pa(0:) = G(9:0:)— G(0;:) = G(0;:) —G(0:) =O,
para toda n­célula 0; e para todo g E G, temos que À C Kerpg. Assim, temos bem

definido o homomorfismo de grupos

q: Ca(X)a = CA(X/G)
a mn» p(a)=ç(3 a0)=ps(0)=>0:G(0;).

Agora, & é injetivo.

De fato: Se v(m) = 0 então > a;G(0;) = 0 e assim a; = 0. Daí, XY a;o; = 0. Portanto
> aço; = 0.

& é também sobrejetivo.

De fato: Dado x =X" a;G(0;) E Cn.(X/G), sempre existe y = > a;õ; E Cn(X)g tal que

(y) =.
Logo & é isomorfismo.

O resultado a seguir relaciona a homologia de um grupo GG com a homologia do

K(G,1)­complexo.
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Teorema 3.3.1 Sejam G um grupo e X um K(G,1)­complerxo associado a G. Então:

(1) H.(G) = H.(X).

(2) H*(G) = H*(X).

Demonstração: Inicialmente consideremos X um K(G, 1)­complexo com recobrimento
universal (X,p). Pela Proposição 2.2.2, o complexo celular aumentado do recobrimento
universal (X,p) de X, dado por e : CX)> Z, é uma ZG­resolução livre de Z. Assim
temos:

(1) Como X é um G­complexo livre, da Proposição 2.1.8, tem­se o complexo de órbitas
X/G =X. Ainda, da Proposição anterior, segue que C.(X)g = C.(X).

Logo H,(G) = H(C.(X)a) = H(C.(X)) = H.(X).
(2) Temos que Homze(C.(X), 7) = Homz(C.(X)a, Z), pois dadas as aplicações:

ww: Homze(C(X),Z) — Homz(C.(X)a,Z)
Í + e(f), com p(f)(18u)=/f(u)

v Homz(C(X)a,4) — Homze(C.(X),Z)
9 = (g), com v(g)(u)=9(18u)

temos que 67º = 4.

Portanto & é isomorfismo.

Assim, temos que

Prop1.3.5H(G)EH(GZ) =  H(Homze(C(X),Z)) H*(Homz(C.(X)a,Z))
Prop.3.3.1Wm  H(Homz(C.(X/G),Z)) >= H*(Homz(C,(X),Z))

= H(X,47)É H(X).

Logo H*(G) = H*(X).

Exemplo 3.3.1 Seja o bouquet de círculos X = V S! indexado por um conjunto S.
ses

Vimos, pelo Exemplo 2.2.8, que X é um K(F(S),1)­complexo, com F(S) o grupo

livre gerado por 5.
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Assim, pela Proposição anterior e do Exemplo 3.1.1 temos

Z se z=0

H(F(S)=H(G) = | DZ sei=!
ses
0 se1>Ll

Exemplo 3.3.2 Seja X a soma conerxa de n toros.

Do Exemplo 2.2.9, X é um K(G, 1)­complexo.

Ainda, G = (a1,...,a9,b1,..., bs; [12[a5bi]=1).
Daí, pela Proposição anterior segue que

VÁ se1=0

ZoO...p$pZ (2g vezes) sei=l1

0 se1 >3.

T1
10

17
/0

2

Exemplo 3.3.3 Sejam X = T" =m Sl! x...x S'! (toro n­dimensional) e G > VAQROS
Zoo... Z.

Temos T"” um K(G,1)­complexo, pelo Exemplo 2.2.7.

Logo

. ao ­ UA AO ki — n!

Proposição 3.3.2 Se G tem torção, então não existe um K(G,l)­complexo X de di
mensão finita. Em particular, X não pode ser variedade.

Demonstração: Suponhamos X de dimensão finita. Sejam t um elemento de torção de

G e H = (t) o grupo cíclico finito de ordem n.
Tomemos, pela Proposição 2.1.9, (Xn,p) o recobrimento de X associado a H.
Agora, se (Xn,p) é um recobrimento de X, pela Proposição 2.1.2 e por [5], 7.12,

temos p. : T;(Xy) — 1;:(X) um monomorfismo, se + = 1, e isomorfismo, se à > 1.

Daí, mn;(Xn) >= m;(X) = 0, para 1 > 1.

Portanto, pela condição (3) da Observação 2.2.2, temos Xg um K(H, 1)­complexo.
Além disso, Xy tem dimensão finita.
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Assim H;(K(H,1)) = H;(H) = O, para à > n, e pelo Exemplo 3.1.2 temos um
absurdo.

Logo, não existe K(G, 1)­complexo de dimensão finita.

Agora, se K(G,1) = M" (variedade de dimensão n), temos K(G,1) um complexo

de dimensão finita. Portanto M” não pode ser variedade. =

Seja X um conjunto que tem estrutura de grupo e estrutura de espaço topológico.

O exemplo a seguir mostra que a homologia do espaço X não é, necessariamente, a mesma

do grupo X.

Exemplo 3.3.4 Seja X = IR. Podemos ver IR como um CW ­complexo de dimensão 1 e

também como um grupo (IR, +). Agora:
(1) Para IR um espaço tem­se H(IR, 4) =» m(R)ar > fO)as = (0).

(it) Para IR um grupo tem­se H, (IR,4) = I(K(R,1),4) = m(K(R1))); = Rua = R.

Nosso objetivo agora é dar uma interpretação topológica para a (co)homologia

de um grupo G que estende o Teorema 3.3.1. Para isto necessitamos do Lema a seguir.

Lema 3.3.1 Seja A um grupo abeliano com G­ação trivial. Então

(1) FoZANFGOZA.

Demonstração:

(1) Definimos f: FX A Fr Oz À tal que f(rt,a):=TQGa. Como f é biaditiva, pela
Propriedade Universal do Produto Tensorial ([12], V.1.1), existe um homomorfismo:

ç: FOzZgA — FRezÃ
r1Oa nm p(tOwa)=TOa.

Agora, seja g : FRx A — FOzg A com g9(T,a) := x &a. Do mesmo modo, temos

g bem definida e biaditiva. Novamente por [12], V.1.1, segue o homomorfismo:

vv: FeSzA — FOZzA
Ta nm VítTRaA=r8a.
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Logo, as aplicações y e % são inversas uma da outra e F&Oz6 A“ Fr Oz A.

(2) Podemos definir as aplicações:

0: Homze(F, A) — Homz(Feg, A)
Í > A(f), com 0(f)(x)= f(x)

Pp: Homgz(Fç, A) Homze(F, A)—

g — p(g), com p(g)(x)=9(7).

as quais são homomorfismos, com 0 = p"!

Portanto Homze(F, A) = Homz(Feg,A).

Teorema 3.3.2 Sejam G um grupo e M um ZG­módulo trivial. Então

(1)H.(G, M)= H.(K(G,1), M)
(2) H*(G,M) = H*(K(G,1), M).

Demonstração: Sejam X = K(G,1) e (X,p) o recobrimento universal de X. Temos
que X =» X/G (por [10], 5.5.11). Assim

Lema.3.2210)(1) H.(G,M) H.(C, (X, Z)OzgM)
Prop33. 1

H.(C.(X,Z)a Oz M)
" H(C(X)a Oz M) H.(C.(X) Oz M)

H(X,M).

H*(Homze(C.(X,Z), M)) TRMO q(Homz(C.(X,Z)e, M))
Prop331H*(Homz(C.(X)a, M))

H*(X,M).

H"(Homz(C.(X), M))

Observação 3.3.1 Seja M um ZG­módulo não trivial. Pode­se dar uma interpretação

topológica para H.(G, M) e H*(G, M) da seguinte forma:

e H.(G,M) = H.(K(G,1),M)
e H*(G,M) = H(K(G,1), M)
com M o sistema de coeficientes locais associado ao ZG­módulo M. Aqui não

nos deteremos neste resultado. Para maiores detalhes ver [A].
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3.4 Os Grupos de (Co)homologia de nível 1

Nesta seção vemos como determinar de maneira simples, os grupos H|(G,M)
e H'(G, M).

Proposição 3.4.1 Para todo grupo G tem­se H)(G,Z) —» G/[G,G] = Gu.

Demonstração: H,|(G,Z) = H(K(G,1), 4) = m(K(G,1))Jar = Gar.

Corolário 3.4.1 Seja M um ZG­módulo trivial. Então H(G, M) = Gu & M.

Demonstração: Por [2], pág.60, temos

H1(G, M) = H(G,Z)  M O Tor(Ho(G,Z),M).

Ainda, pela Proposição 4.2.1, Ho(G, Z) > Zç.

Temos Zg = Z se a G­ação é trivial e pela Proposição anterior, H)(G, Z) = Gar.
Assim, H(G, M) = G1 & M E Tor(Z, M).

Por outro lado, segue de [20], pág.80, que Tor(Z, M) = O e obtemos o resultado
desejado. =

Lema 3.4.1 Hom(G, M) = Hom(Gu, M).

Demonstração: Seja yv: Hom(G,M) — Homí(Ga,M) tal que v(f)(E) := f(x), com
xr E G eT denotando um elemento de Gy. Temos v bem definida sendo um homomorfismo

de grupos. Agora, dada a aplicação 9 : Hom(Gau, M) — Hom(G, M), com 0(g) := gop
ep: G —> Ga projeção canônica, temos que 0 está bem definida.

Ainda, as aplicações 4 e 0 são tais que uma é inversa da outra. Portanto 4 é

isomorfismo. =

Observação 3.4.1 Seja G um grupo. Sempre podemos tomar a resolução projetiva
e: F> %Z como sendo a resolução padrão:

us Bean RSZ0
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com cada F, o ZG­módulo livre gerado por [g1|...|gn] e
n—l

Onllanl.­. gn) = lgel.­­lgn) + DS (Yan giga lo lan + CD" ln):
i=1

Denotamos por C.(G, M) e C"(G, M) respectivamente os complexos F&zoa M e

Homze(F, M).

Ainda, um elemento de C,(G, M) pode ser unicamente expresso como uma soma

finita de elementos da forma m & [1]... |gn] (consideramos em M &zg Fr, a fim de

facilitar a notação).

O operador bordo 9, : CA(G, M) > Cn­1(G,M) é dado por:

dn(m S[gl...lgm)) = medial: on)

m&S gnlgel.. ln +mE De!la. ­­ liga lil lg]
+(—ym O al... |gn1]).

Agora, um elemento f E C"(G, M) é um homomorfismo:

Ífi Fr — M
[allan] =D Salle).

Note que identificando (g1,...,gn) com[gl...lgn), f passa a ser vista como uma
função de nº variáveis f : G* — M. Em particular, para n = O, tem­se Gº um conjunto
com um elemento (por exemplo, [ ]), de forma que Cº(G, M) = M

O operador cobordo 677! ; C*(G,M) — C”"(G, M) é dado por:

(IF) = fg)

S(92,­ 5 GnE f(g 0IInn)
CEaS(g1,­.., 91).

Como exemplos seguem:

en=1: 8(D(g)=/(A())= Af([))­ SID.

en=2: S(PD(g,92) = 1 f(92) — f(ng2) + JS(Mn).
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Definição 3.4.1 Sejam G um grupo e M um ZG­módulo. O grupo das derivações e

o subgrupo das derivações principais de G em M são dados respectivamente por:

D=1d:G>M | d(gh) =d(9) + gd(h))

D,=(de D|d(g)=gm—m,meEeM fixo).

Proposição 3.4.2 Sejam G um grupo e M um ZG­módulo. Então H'(G, M) = D/D,.

Em particular, se a G­ação em M é trívial, tem­se H'(G, M) = Hom(H(G),M).

Demonstração: Dado o complexo de cocadeias C*(G, M)

0 — C%(G, M) É C(G,M) O C(GM) +
Ker óº
——— e ainda:
Im óº

temos H'(G, M) =
eKeró' =D.

Seja f € C'(G,M). Então f: G > M e (f): Gº > M, com

'(F)(9,h) = gf(h) — f(gh) + f(g).

Daí,

fe Kers' SS(f)=00S(fS)(g,h) =0 f(gh)=f(g)+9f(h)ofeD.

Logo Ker ó' = D.

eImóº=D,.

Agora v E Im óº e portanto, existe f : Gº > M tal que v = 56º(f).
Daí, v(g) = 5º(S)(9) = af([1) — SL).

Como f([ |) E M, temos f([ )) = m € M. Assim, víg) = g' m—meveE D,.
Reciprocamente, para v € D,, temos v(g) = gm —m = 5º(f)(g), com

Í([ 1) = m. Portanto v = 60º(f) E ImóºeImóº=D,.
Logo H'(G, M) = D/D,.
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Agora, se (7 atua trivialmente em M, temos

D = (d:G>M; d(gh) = d(g) + gd(h))
(1d: G—> M; d(gh) = d(g9) + d(h))

Hom(G, M)

D,=(deD; díg)=9m—mj =í0).

Deste modo

Lema3.4.1 Prop.3.4.1
H'(G,M) = Hom(G,M) > Hon(G,M) = Hom(H(G),M).
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Capítulo 4

Os Teoremas de Hopf

Este capítulo é dedicado à parte principal deste trabalho que consiste do estudo de

dois teoremas devidos à Hopf ([6]) apresentados em [2]. Para tanto, relembramos alguns
resultados, devidos a Hurewicz ([8]), necessários aos nossos propósitos.

4.1 Relação entre n,(X) e H,(X), para n > 1

Seja X um espaço topológico e denotemos por T.(X,ro) o n­ésimo grupo de

homotopia de X, para n > 1. Os elementos de t,(X,r0) são classes de homotopia f
constituindo de aplicações contínuas f : (In,0I") — (X,xo), com I” e OI” denotando

respectivamente o n­cubo e a fronteira de [” e assim temos:

Tn(X, xo) = (f | f: (17,017) > (X, xo) é contínua).

Maiores detalhes sobre estes grupos são dados em [5] e [19].

Podemos considerar X conexo por caminhos.

Em particular, se n = 1 temos m(X) o grupo fundamental de X, o qual rela­

cionamos com H,(X) a partir da aplicação contínua f : 1 — X que pode ser vista como

um caminho ou como um l­simplexo singular em X.

Se f é um laço com f(0) = f(1), seu l­simplexo singular é um ciclo, pois 9f =

f(1) — f(0) = 0. Ainda, vendo laços como l­ciclos, obtemos uma aplicação

hi: m(X) 3 H(X)
fo ão

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



com [f/] denotando a classe de homologia de f.

Temos então o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1 À aplicação definida anteriormente é um homomorfismo. Se X é conexo

por caminhos então h é sobrejetiva e seu kernel é o subgrupo comutador de 1(X) de modo
que h induz um isomorfismo

hi m(X)a > H1(X).

Demonstração: [5], XIL.1.

De um modo mais geral podemos definir a aplicação h, para n > 1.

Para tanto, seja f : (17,0I") > (X,xo) tal que f E Tn(X). Assim, temos
induzido em homologia um homomorfismo

fa: H,(17,017) — H.(X,íxo)).

Como H,(1”,9I”) = Z ([19], pág.387) e H.(X,fxo)) = H.(X) ([5], 14.3), segue
que a aplicação f, associa um gerador fixo a € H,(I", 01”) a um elemento f.(a) € Hn(X)
e definimos o homomorfismo

S

o qual é dito homomorfismo de Hurewicz.

Tn(X) — H.(X)
m ff. (a)

Temos portanto, o seguinte teorema:

Teorema 4.1.2 Seja X um espaço topológico conerxo por caminhos com m;(X) = O, para

i<n(n>2). Então H;(X)=0, para O0O<i<n, eo homomorfismo de Hurewicz

h:n(X) > H.(X)

é um isomorfismo.

Demonstração: [19], VIIL.5.5.
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Observações 4.1.1

(a) A definição da aplicação anterior para n = 1 é análoga à dada em (4.1). Entretanto,
esta última é mais usual neste caso.

(b) Paran > 2 o homomorfismo de Hurewicz é natural no seguinte sentido: uma aplicação

contínua 4 : (X, xo) > (Y, yo), entre espaços topológicos conexos por caminhos, induz um
diagrama comutativo

T(X) ­ H(X)
le. de.

Ta(X) > HA(X)
visto que, para f E Tn(X), com f : (17,017) — (X,xo), tem­se h(f) = f.(a), sendo a
um gerador de H,(I",0I") = Z.

Daí,

(6. o h)(F) = p(h(f)) = p.(f.(0))

(ho F.)(f) = h(pof) =(pof).(a) =.(fe(0))
Portanto 6. oh =ho&Q,.

4.2 As Fórmulas de Hopf

Sejam G um grupo e n um inteiro. O lema a seguir nos permite calcular H;&(G), com
i <n + 1, a partir de uma resolução projetiva parcial de comprimento n.

Lema 4.2.1 Seja F: Ff, — ­­— FR — &Z— 0 uma sequência exata de ZG­

módulos, com cada F; projetivo. Então H;(G) =» H;(Fg), paraà < n, e existe uma
sequência exata

0 — H.n1(G) — (H.(F)) — H.(Fg) — H.(G) — O.

Demonstração: Dada a sequência

F: FAB FRaeco ROOZ0

podemos construir uma ZG­resolução de Z como segue:

59

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Seja F.,, o ZG­módulo livre gerado por Ker 9, "E H.(F) e considere o homo
morfismo sobrejetivo

vv: Fm > HA(P)

dado por V(r) = x, para x E H,.(F), e estendido por linearidade para Fry
Repetindo­se este processo obtemos os ZG­módulos livres F 12, F,13€ assim por

diante.

Considerando : a aplicação inclusão temos o diagrama

Ker d.,1 Hn(F)n

+
, dn+2 , +! On

com Im d,,, = Imioy=Imy=Ker dn = H.(F).
Analogamente, temos Im 3;41 =/Ker O., para i > n + 1.

Portanto F* é uma ZG­resolução projetiva de Z.

Agora a sequência (4.2) pode ser vista como um complexo de cadeias

Fi 0 EA Ra Deco RÓZSO0

e aplicando a F e F* o funtor Z &zg — obtemos, respectivamente, os complexos de
cadeias:

fo dn
Frios + — Fg —m e. — Ff — 0

9'n411 dnFE: + Ra DD Rhg oDc o RR — 0
Seja agora F o complexo quociente F4/Fa, com operador bordo dado por

do = 0 se Ek<n+1
Na A sekt>n+1
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Temos então o seguinte diagrama comutativo, cujas colunas são exatas:

0

+
0

"

— o “e. — Rh — O
"

— Fu e. Rg o 0 (4.4)
Tinta Lo

— Fig e. — O

+ +
0 0

do qual segue a sequência exata de complexos de cadeias

0 — Fr — FE FE —Oo, (4.5)

Por [2], 1.04, temos a sequência exata longa de homologia associada a (4.5) dada
da seguinte maneira:

— H, (FP) Ê Ha(Fo) — H.(F$) — H.(P) 3 Hi1(Fe) — H.1(F$) —

— HAI(P)—­­ (4.6)

Além disso,

— ker d,
HP)

ker da
“Tm dao = 4.)

Temos H,1(Fgo) =» H. 1 (FS) e como H,1(F$) = Hr. 1(G) (pela Observação
3.1.1(b)), segue que H,1(Fg) = H.1(G).

Além disso, na sequência

W" W"

0 0

temos H;(F) = 0, para i <n.
Assim, H;1(Fg) = H;1(F$) = H;1(G), para 1 < n, ou equivalentemente, para

1­1<n—1l.
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Ker On41
— O, a sequência (4.6) será

Im ÔInt+2
Considerando (4.7) e que Hr11(Fg) =

0 — H. (FE) — H.1n(P) O Ha(Fo) — HÁ (F$) — O

Ainda, de (4.3) obtemos a sequência exata
U1 o, 1 o, ,

a partir da qual, aplicando o funtor Z &zg —, segue a sequência exata:

— H,(F), — O.

Daí,
t

er +1 (42) n+lg 3) — HG. Teo Ha(F)g­
Im dn12 Im 0,42 ker Ina

H,11(FP) >

Logo, compondo a aplicação À com tal isomorfismo obtemos:

0 — Hai(G) — (Ha(P))a D Ha(Fe) — HÁ(G) — 0

Corolário 4.2.1 Seja K uma ZG­resolução projetiva de Z. Se F é uma ZG­resolução

projetiva parcial de Z£ de comprimento n, então

H;(Fe) = H;(KGg), parai <n.

Demonstração: Como F*+ e K são ZG­resoluções projetivas de Z segue que existe

f = (fi)iem estendendo idz de modo que f é equivalência de homotopia.

Fies 0  —<RE Besos ROS Z
| Lia, tido Lia,

E dnFT: — Fry 2H ER Doe RR <D Zn

da bm tro Vidz
ôn ­ dn ­K: “«— Kun E KR DBDes>sKh6hw DD Z

Tomando­se f : Ft — Ha, temos induzido o isomorfismo H;(Fj) + H;(Kçe),
para t<n.

Pelo Lema anterior segue que H;(Kg) & H;(FÍ) x H;(Fg), para i <n.
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Teorema 4.2.1 Seja X um CW­complero conexo. Então existe uma aplicação canônica

v : H.((X) — H.(G) (G = mn(X)). Sen(X)=0,paral <i<n(n>2) entãov é
isomorfismo para à <n, e a sequência

Tn(X) 3 H,(X) É H.(G)=0

é exata.

Demonstração: Seja (X , D) o recobrimento universal de X e

Fio RAS Ra Deo RÓÁÓZSO
uma ZG­resolução projetiva de Z.

Seja ainda À = C,(X) o complexo aumentado de ZG­módulos livres sobre Z.
Pelo Lema 1.2.5, existe uma aplicação de cadeia f : C — F bem definida e única, a menos
de homotopia, que estende tdz

Cio CX) E5 o o WA) DS Z o
dm tro lia

nFies FER Be—y+> RR << Z —oOo
e podemos considerar a aplicação de cadeias sobre coinvariantes f : Co = Fa.

Pela Proposição 3.3.1 segue que C.(X)ea = C.(X) = C e considerando a aplicação
f:C>Fe,istoé,

Cie 00) So o 0) o
a

A

7º
Fe: > (F)e A o (Fo)>q — O

e temos portanto a aplicação induzida v : H.(X) — H.(G).

Agora vamos construir a sequência exata desejada.

Suponhamos n;(X) = O, para 1 <i <n. Como T;i(X) > T;(X), para 1 > 1, (por
[19], VIL.3.7) temos T;(X) = 0, para 1 <i <n (X é recobrimento universal e m(X) = 0).
Assim, segue do Teorema 4.1.2 que H;(X) = 0, para 0 <i<n.

Podemos então considerar uma ZG­resolução livre parcial de Z

D=Cluni: CA(X) Se 0X) S/S ZO0
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DA

que, vista como complexo de cadeias, tem Z.(X) = ker ó, como n­ésimo grupo de

homologia, isto é, H,(D) = Za(X).
Pelo Lema 4.2.1 temos H;(Doa) = H;(G), para i <n.
Mas D é uma ZG­resolução projetiva parcial de Z e podemos completá­la a

uma Z(CG­resolução projetiva D+ de Z (como na demonstração do Lema 4.2.1), e temos
portanto o diagrama:

Di 0 —­ CX) o GQ) Db Z o
L tida dido Liaz

— Da E CX) o O(A) »D Z —sOo
Ura A th tidz

E dn— FunDB FR Be RR + Z —o

Como D* e F são ZG­resoluções projetivas de Z, do Lema 1.2.5 segue que existe
uma extensão f = (fi)ien de (fi)sev que é única, a menos de homotopia. Mas (fi):en é
uma extensão de 1dz.

Portanto f é uma extensão de idz.
Ainda pelo Lema 1.2.5, como D* e F são resoluções, temos que Íf é equivalência

de homotopia.

Dai, pelo Corolário 4.2.1 temos, para t <n,

H;(Da) f H;(Fo) = H;(G).

Agora fo para 1 < n, é exatamente a aplicação v/v. Como H;(Dea) = H;(C), para
1 < n, temos que H;(X) Â H;(G), para i <n.

Aplicando o Lema 4.2.1 a D obtemos a seguinte sequência exata:

0H(6) > (Z1(D)e 2 HÁ(De) — HG) —< 0

Além disso, H,. (Dea) = ker d,, com d, : Cr(X)a — C, 1(X)e.
Considerando p : Xy>Xa projeção de recobrimento, temos que

7: C(X)a=ZOzx6C(X) — CX)
não mm 7(n&o):=pg(n­o)
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é um isomorfismo (pela Proposição 3.3.1) e, do fato de + ser aplicação de cadeias, segue

que

Tlxer 5, : Ker dn — Ker d, = Zn(X)
é também um isomorfismo.

Desse modo, H,(Dg) = ker dn ú Zn(X).
Temos portanto a sequência exata:

(Za(X))a &D Z(X) 2 HA (G) — 0.
Determinaremos agora a aplicação 7.
Seja o diagrama:

— 0 Cox) +». CX) 5 3 — o
“

:

dido Lido tidz
— Cau(X) “9 o(X) À XX) DD Z o

TA 1 A A Liz
Fies Fo | on Beoems RR SS Z so

temos induzidas, respectivamente, por f = (f;)jew e id as aplicações:

v: H(X) 3 HG) e qx: ZOO) 3 HÁ(X)=2Z(X)/Bn(X)
[el = [fn(en)] a nm a]

Ainda, como C€ » De (Proposição 3.3.1), dada a aplicação induzida por f = (f;),
para 3? < n, temos

Ha(De)=ZA(X) ­ H,
a =» l,

Hn(Fc)= Hn(G)
(a)]

Portanto 7 = %oqx.
Vamos agora explicitar a aplicação À : Z.(X)a ­ Zn(X).
Seja o diagrama, como na demonstração do Lema 4.2.1:

— 0 — Ca SO >> og 0
' tida

Ú

tido
— Duç E CX) 3 = > QÃag = 0

didnyo lo do
— Dune —, 0 — =... — 0 — O
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com D* obtido da ZG­resolução projetiva parcial D de comprimento n e D = DL /Da.
— Dr, o

T

. . ”Como H,.41(D) = Ts e Hr,(Dg) = Ker dó” podemos considerar a aplicação:
n+2

Drrig — Keró,
Im drn+2

[a] m [ddaida(o)] = [di1(o)]
sendo dh41 := 1d & da41, com dai : Dir CA(X).

Novamente como na demonstração do Lema 4.2.1, temos a sequência exata:

Drr12 *B Dr EB Imdis = Ker da — O

e portanto será exata a sequência:

Drt26 2 Dano 2 (Ker da)Ja — O.

Daí, Im dr12 = Ker dr41 (*).

Segue do Teorema do Homomorfismo que

= É D, * D, —==Zn(X)a& HG. À Ho o 1.1 (D)
ker dna Im dr+2

Temos então o diagrama

dr ” ­

Drtvig = 2Z Oz Dry1 —H. Z Oz Zn(X) = Zn(X)a
9D a)

É

Z Ozo DrnmH,.11(D) = —n(P) =, dns1

sendo qp a projeção natural e € : Hy1(D) — Z.(X)g dada por E([a & x]) := a Gdr4ni().
Vamos determinar E7!.

Dado um gerador r & z E Z Oza Za(X) existe a E Z &Ozg Dn, de modo que
da+1(a) = r Q z e definimos g(r & 2) = [a] = qu(a) nos geradores e estendemos por
linearidade.

Temos que & está bem definida e 9 = E,
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Ainda, À é à composta dos homomorfismos

Za(X)a < Ha (D) & Ha(Da) = Ker da > Zn(X).

Assim, para todo r& z E Za(X)a, existe a E (Drn41)g de modo que dr411(0a) =
rO 2, e temos

A(r&z) = (70 Aogd)(r&z)=70A(lal) =7(dani(0)) =79(7 Oz) =pa(r­z) (49)

com pz a aplicação de cadeia induzida da projeção de recobrimento.

Considere agora a projeção natural p : Z1(X) — Za(X)a tal que pe) = 1 & ze

seja A=AÃo Pp.
Temos então A(z) = Aop(z)=A(18:z) O pPe(2).
Logo À = PrlZ.(X:
Seja agora o diagrama

2 tz DS (GO 30
H(X) 3 H(X) *» H(G) — O

com q5, qx as projeções naturais e p., o homomorfismo induzido pela projeção de reco­

brimento em homologia.

Como px é aplicação de cadeia, temos pg(Im ón411) C Im Ón+1 e já vimos que
= vo qx, e daí o diagrama é comutativo.

Portanto a sequência

HA(X) 25 HA(X) * H.(G) — 0

é exata.

Pela Observação 4.1.1(2) segue que o diagrama

Ta(X) + A(X)
UA UM

TA(X)  HA(X)

é comutativo, sendo h, h os isomorfismos de Hurewicz e p. o isomorfismo induzido por p

nos grupos de homotopia.
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Finalmente, temos a sequência exata

TA(X) = HA(X)  H.(G) — O.

visto que Im h = Im (hoB,) = Im (p. oh) = Im p. (2 Ker V.

Corolário 4.2.2 Sejam X um CW­complero conexo e G = m(X). Então temos a
sequência exata

Demonstração: Note que as hipóteses do teorema são sempre válidas para n = 2, pois

não existe 1, com 1 < 1 < 2, de modo que m;(X) £ O.
Portanto temos o resultado desejado.

Exemplo 4.2.1 Seja X o espaço projetivo real n­dimensional, n > 2, denotado por P”

e obtido da esfera 5” via identificação de pontos antípodas. Temos que X é um CW­

complexo com uma célula e; em cada dimensão 1 = O,1,...,n, isto é,

P"=eQUeaU...Ue,

Além disso, m(P") = Z2=G emnm(P") =0, para L<t <n.

Logo, pelo Teorema 4.2.1, a aplicação canônica E : H;(X) — H;(G) é isomorfis­
mo, para | <1<n, e temos a sequência exata

TA(X) => HA(X) << HA (G) — O.

i=0 e i=n (ímpar)
à impar, com O <i<n
c.Ce.

Portanto

i=0

1 ímpar, com O<i<n
t par, com O <i<n
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Ainda, como n,(X) = mr (S") = Z, a sequência

ZEZ3H(G)—<O0.

é exata, para nº impar, e a sequência

Z 0 H(G)—0.

é exata, para n par.

Assim, temos

H.(G)£0  paran ímpar
H,.(G)=0  paran par

Como consideramos um inteiro qualquer n > 2, segue que

Z  parai=0
H;(42) > £2 parai ímpar

0 para + par.

Considere agora F um grupo e R um subgrupo de F. Denotemos por [F,R] o
subgrupo de F gerado por todos os comutadores [f/,r] = frf!r!, com fe F,re R.
Temos que:

() [F, R|=[R,F].

(i1) Se R é subgrupo normal em F, temos [F, R] normal em R.

(111) Se R = F temos [F, F]| o subgrupo comutador de F.

Ainda, dado G um grupo, sempre existem um grupo livre F e R um subgrupo

normal de F' de modo que G = F/R, isto é, todo grupo é quociente de um grupo livre
([13], IIL.6.1).

RNIF,F)
Teorema 4.2.2 Seja G= F/R, com F livre. Então H3(G) > (FR)
Demonstração: Sejam 5 um conjunto de geradores para F e X o bouquet de círculos

indexados por 5 com vértice v. Temos então nm(X) >= F.
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Como R é subgrupo de F', pela Proposição 2.1.9 existe um recobrimento (XPp)
de X, com X conexo. Ainda, pg(nm(X,5)) = R, para 6 E p"!(v).

Além disso, pelo fato de R ser normal em F, tal recobrimento é regular e como

Pp; é monomorfismo, temos n1(X) > R.
Denotando por e,, para s E 5, cada círculo de X, como m(X) = F, podemos

identificar es com s E 5.

Sejaf E F. Então f = sy'­­­sit, com s; ES, n; E Z.
Temos que f pode ser visto como um caminho combinatorial em X, ou seja, uma

sequência de l­células orientadas (círculos) com vértice v. AÀ partir deste fato identifi­

camos cada classe de homotopia de caminhos [w] E m(X) com f E F, f = w. Assim,

identificamos também nm(X) com F e pPe(m(X)) com R.
Pela Proposição 2.1.5, o grupo das transformações de recobrimento de X é iso

morfo a m1(X)/pa(m(X)) = F/R=G. Tal isomorfismo é induzido da aplicação

e:nmx)=FS+G

definida da seguinte forma: para cada caminho f E F', considere o único levantamento

f de f tal que f(o) = à. Temos então p(f(1)) = v e (Ff) = f é definido como o único
elemento de G de modo que 6(f)­b=f­d=f(1).

­—

Além disso, 1º é um homomorfismo sobrejetivo cujo kernel é R = m(X) (pela

Observação 2.1.1(c)).

Ainda através de &, identificamos f E G com a classe fR e F/R.
Consideremos agora o complexo celular de cadelas aumentado CX). Pela

Proposição 2.2.2 temos que este complexo é de ZG­módulos livres. Como CX)J=O,
para k > 2 (X não possui células de dimensão maior que 2), o complexo CX) se reduz
à sequência:

(4.11)
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e como Im O, C Ker e, segue que Ker e = Im O”. Portanto, temos que (4.11) é uma

ZG­resolução livre parcial de Z.

Aplicando o Lema 4.2.1 temos a sequência exata

0 —3 H(G) S In(O)e 2 (Do) — H(G) — 0.

Pela Observação 2.1.1(a) temos X > X/G e da Proposição 3.3.1 segue que
C(X)a É C1(X).

Dai, temos a sequência exata

0 — HG) S; In(ÃO)a DS A(X) 3 H(G) << 0.
Agora, H23(G) = Im € = Keri.
Assim, para chegarmos à conclusão do teorema, devemos determinar

Ker ((UINn(X))Ja OS H(X)).

Temos H, (X) & m(X)as É Ra, com h o isomorfismo induzido do homomor­
fismo de Hurewicz (ver Teorema 4.1.2).

Vamos explicitar o isomorfismo H(X) = Rav­
Consideremos as aplicações pz' : R= pa(m, (X)) > m(X)eh:m(X) > H(X).
Seja ainda d = hopzy': R— H(X).
Para cada r E R, temos que o levantamento 7 de r é um caminho fechado em X.

De fato, usando o homomorfismo 4, segue que 7(1) = é(r) ­

portanto, f(1) = 7.

Assim rx (7) = f, pois pof =r, e 7 é fechado. Dai f é um caminho em X'que
pode ser escrito como o produto de 1­células orientadas é1,...,ên, isto é, T = é *...*EÊn.

Aplicando o homomorfismo de Hurewicz h a 7 temos que h(f) = 64 +... +ên

(soma de 1­células orientadas) é um 1­ciclo em X.
Logo d(r) = (hopg' )(r) = ea +...+en.

­

Como Pa é isomorfismo segue que Ker d "£ Kerh= m(X), mn (X)). Ainda,
como PZ' (IR, RR) = [mm (X), 11 (X)], temos que Ker d =[R, RJ.
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Mas h é sobrejetiva e portanto, d é sobrejetiva. Temos assim o isomorfismo

induzido

Ru > H(X)
riR,R)] = d(r[R,R]):=d(r)

e mostremos que tal isomorfismo é de ZG­módulos.

Inicialmente notemos que a ação de conjugação de R em si mesmo induz a ação

trivial de R em Ra, que o torna um G­módulo.

De fato: Temos que
9: RxR —y— R

(r1, r2) Um rirora

d: RxR/IRR] —  R/IRA)
(ra, ra[R, RJ]) . rirar? [R, R) = ralR, R) (1)

pois, rzrirarr E [R, A).
Ágora,

x: FXxR — R
(fr) =» frfº

x: FIRXR/IRR] — R/IR,R)
(FfRriRR) =» frfo[RA)

e x está bem definida:

De (f1R,r1i[R, R]) = (faR,ro[R, RI) temos fr!fa E R (II) err'roa E [R, R] (II).
Ainda,

fr fi fara fa [R, AR) (li )AT Sofarafa [RR]

LS? fura Si fad)rafa "IR, R)
falR, RS fa) ro (fe foDIR, Bra f2'(R, R)

LalR, Rlr7'[R, Rlr2 f2'[R, R)

LolR, Rlr7 'rolh, FR) f3' [R, R]

[R, R)
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Portanto,firifi[RR]= farofa] '"[R, A).
e 3 é Gação:

(1) X(1,r[R, R)) = r[R, À).

(3) X(AR,X(aR,r[R, R])) X(R, forfa [R, R])

h(frfa)SiIR, A)
(Afa)r(ffa) [RA]

x(fAfaRrlR, R)).

Logo R/[R, R] = Ry é G­módulo.

Além disso, a G­ação em H, (X) é dada por:
GXxXH(X) s H(X)

(Fflol) = f]loli=/.[ol, com f, E Aut(H1(X))

pois o homeomorfismo f : X — X induz o isomorfismo fa: H (X) — HH (X) € a ação é
bem definida.

Com essas estruturas de G­módulos em R, R e H, (X) verifiquemos que d e d
são aplicações de G­módulos.

Dado r E R mostremos que d(f «r) = f ­ d(r), para todo f = fReE G.
Temos f «r = frf! e o levantamento deste caminho é dado por:

fi fo

D 7

com f ­f o único levantamento de r começando em f ­ô = fo), isto é, f­f =
que 7 é o único levantamento de r começando em 7.

Considerando f of = fy4(f), com fg: m(X) > m(X) temos que

d(frf) = hopy'(frf')=h(Ff(Ffor)Lfi')=h(f)+h(For)+A(F')
(ho fa)(9) EP (f.oh)(6) = fa(hopg'(n)) = S.(dr) = f­dr.

Agora, d: RyÊ > Hi (X ) é também aplicação de G­módulos, pois

d(f(r[R, RI) = d(frf"[R, RI) = d(frfo)) = f­d(r) = fd&IR, A).
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Como (H, (X))a = Z OH(X), seguindo os mesmos passos da demonstração
do Teorema 4.2.1, temos que

A : (11(X))g = Ci(X)a > H1(X) = C(X)

é dada por A(r & z) = p.(rz), com p. o homomorfismo induzido em homologia pela
projeção de recobrimento.

A partir da inclusão R <> F obtemos as aplicações

a: (Re)> — Fi e 8: R/IFRM — F/IF,F|
noeriR,R] sm r[F,F] riF,R| = r[F,F]

Temos ainda o isomorfismo

(Ru) = ZOzae Ra > Ryu/Ã
(n &r[R, R)) + r"[R,RJA

com À = ((f ­ r[R, RI)r[R,R] | f e F/R,r E R) o grupo dos coinvariantes denotado
multiplicativamente.

Agora, A = [F, R]/[R, RJ.
De fato:

(1) Temos que

(FriRR)MIRA = (fSR­+rlR, RIR A) É (frf(R, ADORA)
frfr(R A

e como frf!r"! E [F, R), segue que (f­r[R, R))r"[R, R] e [F, RI/[R, A).
Portanto A C [F, RI/[R, RJ.

(11) Note que frf!r"'[R,R] Ee [F, RI/[R, À] acarreta

frfr[R, RA] =(f­r[R,R)ro[R,R)

para fe F/R,reE R.

Portanto, A 5 [F, R]/[R, R] e obtemos a igualdade desejada.

Logo temos as composições dos isomorfismos:
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dj: (Re)>a <> Ra/A —­ R/IF,A
noriR,R] =» rIRRA =» r[F,R)

Deste modo, obtemos o diagrama:

(H(X))a AO (Re)>e = R/[F, RJ)
a| a B

——!

Mn(X) “e (Fu)>gE F/IF,F] (4.12)

Temos que (4.12) é comutativo devido à comutatividade do diagrama a seguir:
—l

PáR > n(X) —— HH(X)
|
FE n(X)= H(X)

que também nos fornece o diagrama comutativo:

F > Hn(X)

e temos p, od=h. (x)
De fato: Temos

1,Ao (idQD(18r|R, RI) = A(18 d(r)) = p.(d(r)) 2 (7)

e ainda,

(h' oa)(1BGrTIR, RI) = W'(rlF, FI) = h' (7).

Logo À o (id Qd) = (h' o a) e temos então h' ., o A = a o (id gd).
Além disso,

(80 3)(1 SrlR, RI) = B(rlF, RJ) =r[F, F] = (ido 0)(1 QrlR, RJ).
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Portanto Bo =idoa.

Segue então do diagrama (4.12) que H23(G) = Ker À =» Ker B.

Mas, Ker P = ROSE)FE , pois:

erfPR Ee Kerb e B(riF,R)=0er|F,Fl=[FF]ere[F,F]
RN(F,F)&S rekn[FF]erlFRe TA

Logo,

o que demonstra o teorema.

Observação 4.2.1 Ezxiste ainda uma demonstração alternativa do Teorema anterior des­

crita em termos algébricos (ver [17]).

Exemplo 4.2.2 Seja G um grupo livre. Então R= (1) e temos

m(G) = ROIEFTm

Exemplo 4.2.3 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n, isto é G=(t | =1).

Então G = F/R, com F=ZeR>ndZ e portanto

HX(G) =a = (0).
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