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RESUMO

O principal objeto de estudo desta Tese é uma classe especial de equacgdes diferen-
ciais chamadas de sistemas forcados (ou sistemas com impasses). Este trabalho é
dividido em duas partes, e em cada parte ndés abordamos dois problemas classicos
oriundos do estudo de equacdes diferenciais ordinarias. O primeiro deles é o estudo
de singularidades de sistemas for¢cados e a classificacdo de seus retratos de fase. Um
algoritmo de resolugéo de singularidades para esta classe de sistemas é apresentado,
e aplicamos esta teoria na classificacdo topoldgica de suas singularidades. Resulta-
dos classicos a respeito da classificacéo topolégica de campos de vetores analiticos
sdo estendidos para o contexto de sistemas forcados analiticos. A segunda parte
diz respeito ao estudo do fluxo de um campo de vetores polinomial tridimensional em
superficies algébricas invariantes. Provamos que, para uma certa classe de superfi-
cies, o fluxo pode ser descrito por um sistema forgado polinomial planar. Além disso,
as singularidades dos sistemas forcados estdo profundamente relacionadas com pro-
priedades geométricas da superficie, assim como com o fluxo do campo de vetores.

Sistemas famosos vindos das ciéncias aplicadas exemplificam nossos resultados.

Palavras-chave: Sistemas forgados, Blow-up, Classificagao topologica, Superficies in-
variantes.



ABSTRACT

The main object of study of this Thesis is a special class of differential equations cal-
led constrained differential systems (or impasse systems). This work is divided in two
parts, and in each part we address two classical problems from ordinary differential
equations. The first one concerns the study of singularities of constrained systems
and the classification their of phase portraits. An algorithm of resolution of singulari-
ties for such class of systems is presented, and we use this theory in the topological
classification of singularities. Classical results on topological classification of analytic
vector fields are extended to the context of analytic constrained systems. The second
part concerns the study of flows of three-dimensional polynomial vector fields on in-
variant algebraic surfaces. We prove that, for a certain class of surfaces, the flow can
be described by a polynomial constrained system defined on the plane. Moreover, the
singularities of the constrained system are deeply related to geometric properties of
the surface, as well as the flow of the vector field. Well-known systems from applied

sciences exemplify our results.

Keywords: Constrained systems, Blow-up, Topological classification, Invariant surfa-
ces.
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1 Introducao

Sistemas Dindmicos, e em particular a Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais
Ordinarias, é a area da Matematica que busca compreender o comportamento e o estado
de fendmenos cuja evolugao é dada por uma determinada regra (ou fungdo). Seu estudo
se inicia no final do século XIX com o matematico francés Henri Poincaré, a partir de
seu célebre trabalho Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle, onde
cunhou a frase: “Investigar quais sdo as propriedades das equagoes diferenciais € uma
questao do mais alto interesse”.

Desde entao, o estudo qualitativo das equagoes diferenciais ordinarias se desenvolveu
muito, motivado tanto pelos desafios intrinsecos da Matematica quanto pelas suas aplica-
¢Oes em varias areas, tais como Fisica, Quimica, Biologia e Economia. Juntamente com
esse desenvolvimento, varias classes de sistemas surgiram e ganharam destaque dentro da
comunidade cientifica, como, por exemplo, equacoes diferenciais suaves por partes e equa-
¢oes diferenciais com varias escalas de tempo. O principal objeto de estudo deste trabalho
é o estudo da classe dos chamados Sistemas Forgados (ou Sistemas com Impasse).

Sistemas Forcados sao definidos por equacgoes diferenciais da forma

em que x € U C R", A é uma matriz n X n cujas entradas sao fungoes diferenciaveis e
F : U — R™ também é diferencidvel. Nestas condigbes, um ponto p tal que det A(p) =0
é chamado ponto de impasse, e o chamado conjunto de impasse é o conjunto A =
{p € U;det A(p) = 0}. As referéncias [25, 43, 44] sao artigos cldssicos a respeito de tais
sistemas, e aplicagdes podem ser encontradas em [37, 38, 42].

Neste trabalho, exigiremos que a matriz A nao tenha rank constante e que o conjunto
de impasse possua codimensao maior ou igual a um. Uma caracteristica interessante desta
classe de sistemas é que o Teorema de Existéncia e Unicidade das EDO’s s6 é valido fora
do conjunto de impasse (veja o Capitulo 2).

Como ficara claro na Secao 2.1, sem perda de generalidade podemos escrever um

sistema forcado como
I(x)x = X (x)

em que X (x) = A*(x)F(x) é o chamado campo de vetores adjunto e §(x) = det A(x)
é a funcao que define o conjunto de impasse.

Este trabalho essencialmente aborda dois problemas, cada um deles trazendo para o
contexto de Sistemas Forgados questoes que ja foram estudadas para o caso das equagoes
diferenciais ordinarias classicas. O primeiro deles é o estudo de singularidades via blow-
ups, bem como a classificacao topoldgica de tais sistemas.

Singularidades de sistemas for¢ados na parte suave do conjunto de impasse foram
estudados em [43, 44]. Um dos objetivos deste trabalho é estudar singularidades nao

17
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apenas na parte suave, mas também na parte singular do conjunto de impasse. Além do
interesse matematico, é possivel encontrar na literatura modelos das ciéncias aplicadas
que apresentam este tipo de singularidade. Por exemplo, o sistema

or

(Lo @) (r)e=-5 cwi=%

oy

descreve a dindmica de um circuito RLC. Veja o Exemplo 6 de [42] para mais detalhes,
onde também podem ser encontrados outros exemplos.

Em [9] os autores usaram blow-ups homogéneos para estudar pontos singulares do
conjunto de impasse de um sistema for¢cado real polinomial no plano. Além disso, foi
adotada a hipotese de que o polindbmio é homogéneo, dentre outras condi¢oes de nao
degenerecéncia. O primeiro resultado do nosso trabalho, que também pode ser encontrado
na pré-publicagao [34], é um teorema de resolugao de singularidades de sistemas forgados
reais analiticos que nao requer tais condi¢oes de nao degenerecéncia.

Como nossa prova utiliza blow-ups com peso, precisamos trabalhar numa categoria
mais geral de variedades, que sao as variedades com esquinas. Ficara claro ao longo deste
trabalho que, ao aplicar um blow-up em uma singularidade, estamos substituindo um
ponto por um conjunto homeomorfo & S, e este processo modifica o espaco ambiente, que
agora serd uma variedade com esquinas (veja a Figura 1.1). Dessa forma, para enunciar
o teorema precisamos fazer mencao ao espago ambiente, e isto demandara também que
definamos um sistema forcado globalmente. Esta definicdo é dada de forma precisa na
Secao 2.1, mas vamos introduzi-la agora brevemente com o objetivo de enunciar nossos
resultados.

/
AN

N -

4
\

EERAN

Figura 1.1: Sistema forcado em uma variedade com esquinas ap6s blow-up.

Uma variedade com esquinas 2-dimensional M ¢é uma variedade analitica cujos
abertos sdo homeomorfos a abertos de (Rsq)?.

Uma 1-folheagao orientada analitica, por sua vez, é uma cole¢do de pares X =
{(Ui, X;) }ier tal que {U;}ier é uma cobertura aberta de M, X; = (P;, Q;) é um campo de
vetores analitico definido em U; e, na intersecgao de dois abertos U; N Uj, os campos X; e
X coincidem a menos de uma funcao estritamente positiva.

Finalmente, feixe de ideais principais Z = {(U;, ¢;) }ie; ¢ uma colegao de pares tal
que {U; }ier é uma cobertura aberta de M, ¢; é uma fungao analitica irredutivel definida
em U; e, na interseccao de dois abertos U; N Uj, as fungoes d; e d; coincidem a menos
de uma funcao estritamente positiva. O conjunto de zeros deste ideal é o conjunto de
impasse.
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Um sistema forgado 2-dimensional analitico é a terna (M, X, 7).

De maneira intuitiva, o processo de resolugao de singularidades consiste em substituir
uma singularidade de um sistema forcado por um novo conjunto compacto. Neste novo
conjunto compacto, singularidades menos degeneradas deverao aparecer. Novamente apli-
camos este raciocinio para as novas singularidades que aparecem, e ao final do processo
obtemos as singularidades mais “simples” possiveis. Esta no¢ao de “simples” ¢é justamente
a nocao de ponto elementar. Ambas as defini¢oes de singularidade e de ponto elementar
de um sistema forcado estao apresentadas com detalhes na Secao 2.2.

Agora estamos aptos para enunciar nosso primeiro resultado.

Resultado A. Seja (M, X,Z) um sistema forgado real analitico 2-dimensional definido
numa variedade compacta com esquinas. Existe uma sequéncia finita de blow-ups com
peso

(M,;C\:,i) = (Mna‘)(naIn> % te % (M07X07IO) = (M,X,I)
tal que (./(/lv, /'F,f) ¢ elementar.

O enunciado preciso do Resultado A é o Teorema 3.19, que é o objeto de estudo de
todo o Capitulo 3, e tanto seu enunciado quanto sua prova podem ser encontrados na
Sub-secao 3.3.2. Para mais detalhes a respeito da noc¢ao de sistema forcado elementar,
veja as Definigdes 2.6 e 3.6 e o Teorema 3.8.

O primeiro Teorema de resolucao de singularidades para campos de vetores planares
analiticos foi enunciado por Bendixson [5] e foi provado por Seidenberg [40]. Tal resultado
foi generalizado por Dumortier [15] para campos de vetores reais C*°. Brunella e Miari [6]
consideraram blow-ups com peso para resolver singularidades isoladas de campos de veto-
res analiticos sob algumas condigoes de nao degenerecéncia. Pelletier [33] deu uma prova
sem tais condicoes de nao degenerecéncia, e no mesmo trabalho a autora também deu
uma estimativa para o nimero de blow-ups com peso necessarios para resolver uma sin-
gularidade. Panazzolo [32] provou o teorema de resoluc¢ao de singularidades para campos
de vetores analiticos em dimensao 3.

No que diz respeito a resolugao de singularidades de sistemas forcados, o Teorema
3.19 pode ser provado da seguinte forma. Primeiro, aplicamos o resultado classico de
Bendixson—Seidenberg para resolver as singularidades da folheagao X, e em seguida aplica-
se resultados da Geometria Algébrica a respeito de resolugao de singularidades de conjun-
tos analiticos subordinados a folheagoes. De fato, uma vez que a folheagdo possui apenas
pontos elementares, pelo teorema principal de [3] existe uma resolugao de singularidades
para o ideal de impasse Z de modo que os pontos da folheacdo continuam elementares.

Por outro lado, a abordagem utilizada nesta trabalho nao utiliza resultados de Ge-
ometria Algébrica, e a folheacdo e o conjunto de impasse sdo dessingularizados simul-
taneamente. Neste sentido, algumas ideias e defini¢oes utilizadas foram inspiradas em
[4, 32, 33].

Uma vez que o Teorema de resolucao de singularidades de sistemas forgados foi pro-
vado, podemos usar blow-ups para estudar e classificar retratos de fase dessa classe de
sistemas. Este é justamente o contetido desenvolvido no Capitulo 4 e que podem ser
encontrado também na pré publicagao [35]. Como tal estudo ¢é local, vamos denotar um
sistema forgado definido em uma vizinhanga de um ponto p pela terna (X, 4, p), em que
X denota o campo de vetores adjunto e ¢ é uma funcao analitica irredutivel cujo conjunto
de zeros é o conjunto de impasse As. Quando p é a origem, denotamos o sistema forgado
simplesmente por (X 0).
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Primeiramente, damos uma condicao baseada na resolucao de singularidades que
determina quando dois sistema forgados sdo equivalentes (ou mais precisamente, C°-
orbitalmente equivalentes). Esta condigao é chamada esquema elementar de singulari-
dades (veja a Definigdo 4.5, Se¢ao 4.1). A grosso modo, provamos que se dois sistemas
forcados possuem a mesma resolucao de singularidades, entao eles sao equivalentes. Este
resultado estende o Teorema B de [15] para o contexto de sistemas com impasses. Em
outras palavras:

Resultado B. Se dois sistemas forcados possuem o mesmo esquema elementar de singu-
laridades entao, localmente, eles sao equivalentes.

O enunciado preciso do Resultado B ¢ exatamente o enunciado do Teorema 4.10 (veja
Secgao 4.1), e a defini¢do de equivaléncia que adotamos ao longo deste trabalho pode ser
encontrada na Sec¢ao 2.1. Tal teorema é um resultado chave para provar os Resultados C
e D e no desenvolvimento do restante do Capitulo 4.

No que diz respeito ao Resultado C, suponha que 0 é uma singularidade do sistema
forgado (X,d), em que 0 é um ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto X e
um ponto regular da curva de impasse A simultaneamente. Associamos um poligono
de Newton P a este sistema forcado e mostramos no Resultado C que os termos que
estao na fronteira 0P do poligono determinam topologicamente o retrato de fase. Em
outras palavras, os termos na fronteira 0P definem a chamada parte principal (Xq,d) do
sistema forgado (veja a Definigao 4.14, Secao 4.2), e provamos que, sob certas condi¢oes
de nao degenerecéncia, o sistema forcado original é orbitalmente equivalente a sua parte
principal.

De um ponto de vista pratico, o Resultado C diz que se quisermos estudar propriedades
topoldgicas de uma singularidade préxima a parte regular de A, podemos “descartar” os
termos da expansao em Taylor que nao estao na fronteira 0P do poligono. Este resultado
estende o Teorema A de [6] para o contexto de sistemas forgados.

Resultado C. Sob certas condigoes de nao degenerecéncia, um sistema forgado (X, 9) é,
localmente, equivalente a sua parte principal (Xq, ).

O enunciado preciso do Resultado C é o Teorema 4.19, cuja prova pode ser encontrado
na Secao 4.2.

O préximo objetivo é classificar retratos de fase de sistemas forgados cuja curva de
impasse é singular. Defina o conjunto A como sendo o conjunto dos sistemas forcados
(X, 0) definidos numa vizinhanca da origem tais que:

1. O campo de vetores adjunto é constante, isto é, X(z,y) = (a,b) com a,b € R e
a’ + b £ 0.

2. A funcao 0 é uma das func¢oes dadas pela classificacdo das singularidades do tipo
ADE de Arnold [2] (veja a tabela 4.1 na Segao 4.3).

O Resultado D da condigoes para garantir quando um sistema forgado (X, ) é equi-
valente a um sistema em .4, em que os coeficientes a_; o e by _1 na expansao

5(3:7 y)l' = G_10+ QoT +a_11Y + ..., (1 1)
(S(JJ, y)y = b07,1 + bo,oy + b17,1$ + . ’
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satisfazem a2, ;4 b5 _; # 0 e a funcdo ¢ é uma das dadas pela Tabela 4.1.

Resultado D. Sdo dadas condigoes para que um sistema for¢ado da forma (1.1) seja
equivalente a um sistema do conjunto A, e também classificam-se todos os retratos de
fase possiveis.

O enunciado preciso do Resultado D é o Teorema 4.20, Secao 4.3.

Ja na segunda parte desta trabalho, no Capitulo 5, é realizado um estudo de fluxos de
campos de vetores polinomiais tridimensionais em superficies algébricas invariantes, cujos
resultados estdo na publicagao [41]. Mais precisamente, o objetivo é criar uma ponte entre
o estudo de sistemas forgados e o estudo de fluxo em tais superficies. Para isso, vamos
considerar campos de vetores tridimensionais cuja superficie algébrica invariante pode ser
escrita da forma

M = {(IL‘,y, Z);H(:E7ya Z) = f(x,y)z - g(w,y) = 0}7

onde f, g : R? — R sdao polindmios.

Como sera explicitado mais adiante, superficies como M podem ser conexas ou desco-
nexas, regulares ou singulares, etc. Além disso, sistemas famosos na literatura de ciéncias
aplicadas (Equacao de Falkner—Skan, Sistema de Interagdo de Trés ondas, Sistema de
Lorenz, Sistema de Chen) possuem superficies algébricas invariantes dessa forma.

A superficie M pode ser escrita como a uniao disjunta de dois subconjuntos: G,; e
Zy. O primeiro deles é o gréfico da funcao z = (g/f)(z,y), e o segundo deles representa
o subconjunto de M que nao pode ser escrito como grafico com relagao as variaveis x e
y. O conjunto Z,; serd chamado de conjunto de pseudo-impasse.

Devido a existéncia do conjunto de pseudo impasse, o fluxo do campo de vetores
polinomial tridimensional X em M nao pode ser globalmente descrito por um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias no plano. Por outro lado, provamos que o fluxo pode ser
descrito por um sistema forgado.

Exemplo 1.1. Considere o campo de vetores X (x,vy, z) = (2y, 22z, (22 — 1)z — (y* — 1)),
que possui H(z,y,z) = (x> —1)z—(y*—1) como polinémio de Darboux. Podemos escrever
M = H™(0) da forma M = Gy U Iy, em que

Gor = {(,9,2) € Mz = (4 — 1)/(2” — 1),z £ £1}, o

Ty = {(2,y,2) e M|y’ —1=0=2> 1,z € R}.

Geometricamente, Zp; C M é formado por quatro retas paralelas ao eixo z. O fluxo
de X em G, é descrito pelo sistema de equacgoes diferenciais ordinarias

T o= 2y;
oo 2y - 1) (1.2)
b= oy

ao passo que o fluxo em toda a superficie M é descrito pelo sistema forcado

T = 2y
{(ﬁ—l)g = (1), (13)
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Observe que a projecao de Zy; no plano xy é um conjunto de pontos de equilibrio do
tipo no hiperbdlico do sistema adjunto

@ o= 2y(a® - 1);
{z'/ = 2z(y® - 1). (14)

Pode-se mostrar que Z;; nao contém pontos de equilibrio de X, e que essas quatro
retas nao sao invariantes pelo fluxo de X. Veja a Figura 1.1.
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Figura 1.2: Retrato de fase de (1.2) (esquerda) e superficie M (direita). O conjunto de
impasse A esta destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse Z,, esta destacado
em azul.

A questao que norteia o desenvolvimento do quinto Capitulo é: como o estudo de
sistemas forgados no plano pode ser 1itil no entendimento dos fluxos de campos de vetores
tridimensionais em superficies invariantes da forma M = {f(z,y)z — g(z,y) = 0}7 Para
responder a esta pergunta, deve-se olhar para o conjunto de pseudo impasse Z; e nossa
abordagem buscou responder as seguintes questoes:

1. Como uma singularidade de um sistema forcado pode nos ajudar a descrever o fluxo
de X na superficie invariante M?

2. As singularidades de um sistema forcado estao relacionadas com a geometria da
superficie M, isto é, estdo relacionadas com o fato de M ser regular ou singular,
conexa ou desconexa?

3. Como ¢ a projecao do conjunto de pseudo impasse no plano? Como sao das dina-
micas do sistema forcado em torno do ponto projetado?

4. Quando o fluxo de X de em M é transversal a Z,,? Quando Z,; é invariante por
X7

Equacoes diferenciais ordinarias descrevem o fluxo de X apenas em G, a0 passo que
sistemas forcados podem descrever o fluxo em toda a superficie M. Nesta dire¢ao, nossos
principais resultados sdo:
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Resultado E. Seja M = {f(z,y)z — g(z,y) = 0} uma superficie algébrica invariante
do campo de vetores polinomial X = ( a(z,vy, 2), 5(z,y, 2),v(x,y, z)) Entao existe um

sistema, polinomial forcado definido em R? tal que
1. O conjunto de impasse de tal sistema é dado por A = {f(z,y) = 0};

2. No conjunto aberto R*\ A, as curvas solucao do sistema forgado sdo as projecoes no
plano xy das curvas solucao de X em G;

3. A projegao do conjunto de pseudo impasse Zy; no plano xy esté contida no conjunto

de impasse A e é um conjunto de pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto
A*F.

Resultado F. Se ¢ = (z9,y0) ¢ um ponto de impasse e equilibrio hiperbélico do campo
de vetores adjunto, entao a reta r = {(xo, vo, 2)|2 € R} C I satisfaz:

1. O fluxo do campo de vetores tridimensional em M ¢é transversal a r;
2. Nao ha pontos singulares de M em r;

3. A linha r ndo contém pontos de equilibrio do campo de vetores tridimensional.

Os Resultados E e F dizem respeito aos Teoremas 5.5 e 5.21, respectivamente. Além
disso, mostramos que propriedades geométricas de M estao relacionadas com o tipo de
singularidade do sistema forcado.

Este trabalho estda organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 apresentamos os
conceitos necessarios para o entendimento e desenvolvimento dos resultados. Todo o
Capitulo 3 é dedicado ao estudo do algoritmo de resolugao de singularidades (também
abordado na pré-publicacao [34]), que serd fundamental no desenvolvimento do Capitulo 4,
onde nds usamos a resolucao de singularidades como ferramenta para estudar e classificar
retratos de fase de sistemas forgados (veja a pré-publicagao [35]). Finalmente, no Capitulo
5 apresentamos os resultados relacionados ao estudo de fluxos em superficies invariantes,
que também podem ser encontrados na publicacao [41].



2 Conceitos preliminares

Neste capitulo apresentaremos o principal objeto de estudo deste trabalho, sistemas
forcados, bem como nossas principais ferramentas: blow-ups e o poligono de Newton. Em
cada secao o leitor podera encontrar as referéncias de cada definicdo adotada. Na Secao
2.5 introduzimos o chamado campo de vetores auxiliar, que sera um objeto bastante til
durante o processo de dessingularizacao de sistemas forcados. Ao final deste capitulo,
apresentamos dois exemplos que ilustram todos os conceitos aqui introduzidos.

2.1 Sistemas forcados

Existe uma extensa literatura que trata de sistemas forcados. As defini¢bes apresen-
tadas nesta secdo seguem aquelas presentes em [9, 25, 43, 44]. Aplicagoes podem ser
encontradas em [38, 42].

Defini¢do 2.1. Um sistema forgado n-dimensional analitico (ou sistema com im-
passe) em um aberto U C R" é dado por

A(x)x = F(x), (2.1)

emque x € U CR" A:U — Mat(R,n) e F: U — R" sao fungoes analiticas. Um
ponto p tal que det A(p) = 0 é chamado ponto de impasse, e o chamado conjunto de
impasse é o conjunto A = {p € U;det A(p) = 0}.

Ao longo deste trabalho, vamos supor que A nao possui rank constante. Também
vamos supor que det A(x) = 0 apenas em um conjunto de codimensdo maior ou igual a
um. Isto implica que a matriz adjunta A* de A (a transposta da matriz dos cofatores de
A) ndo é identicamente nula e AA* = A*A = det(A)I (veja o Lema 37.1, [37]). Sistemas
forcados no plano cuja matriz associada possui rank constante foram minuciosamente
estudados em [11, 12].

Observe que fora do conjunto de impasse o sistema for¢ado pode ser escrito da forma

x = A (x)F(x),

que é uma equagcao diferencial ordinaria classica.
Multiplicando ambos os lados de (2.1) pela matriz adjunta A* de A, pode ser mostrado
que v é solugao de (2.1) se, e somente se, 7 é solugao de

§(x)x = A*(x)F(x); (2.2)

em que ¢ : U — R é a fungao determinante e {x € U;J(x) = 0} ¢ o conjunto de impasse A
(veja o Lema 37.2, [37]). Observe que, como A é analitica, A* e § também sao analiticas.

24



Sistemas forcados 25

Definicao 2.2. O campo de vetores X (x) = A*(x)F(x) serd chamado de campo de
vetores adjunto e um sistema forgado da forma (2.2) serd chamado de sistema forgado
diagonalizado.

Em um ponto de impasse p, como o operador A(p) nao é invertivel, resultados clas-
sicos da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias nao sao verdadeiros neste
contexto, como por exemplo o teorema de existéncia e unicidade. Entretanto, podemos
descrever a dinamica préxima a um ponto de impasse da seguinte forma. No aberto onde
det A(q) > 0, o retrato de fase é dado pelo campo de vetores adjunto X. Por outro lado,
no aberto onde det A(q) < 0 o retrato de fase é dado por —X.

Como nossa prova utiliza blow-ups com peso, precisamos trabalhar numa categoria
mais geral de variedades, que sao as variedades com esquinas. Uma variedade com
esquinas 2-dimensional é uma variedade analitica cujos abertos sdo homeomorfos a
abertos de (R>()?. Para mais detalhes, veja [21]. Como ficard mais claro nos capitulos
seguintes, quando aplicamos um blow-up em uma singularidade nés obtemos um novo
espaco ambiente, que é uma variedade com esquinas. Ao longo desta Tese, uma variedade
com esquinas 2-dimensional serd denotada por M. Veja a Figura 1.1

Uma 1-folheagao orientada analitica em M é uma colegdo X = {(U;, X;) }ies tal
que {U;}ie; € uma cobertura aberta de M, X; = (P;, Q);) é um campo de vetores analitico
definido em Uj e, para cada 4,7 € I, existe uma funcao estritamente positiva u; ; tal que
X, = u;;X; em U; N U;. Também vamos supor que OM é um conjunto invariante pela
folheacao e que P; e (); ndo possuem fator comum, isto é, os pontos de equilibrio de X;
sao isolados.

Um feixe de ideais principais Z é uma colegao de pares Z = {(U;, ;) }ier tal que
{Ui}ier é uma cobertura aberta de M, ¢; é uma fungao analitica irredutivel definida em
Ui e, para cada i, 7 € I, existe uma funcao estritamente positiva v; ; tal que d; = v; ;0, em
U;NUj. Dizemos que T ¢é o ideal de impasse do sistema for¢ado e seu conjunto de zeros
A (localmente dado por {J; = 0}) é o conjunto de impasse.

Um célculo direto mostra que curvas de fase do sistema forgado coincidem na inter-
seccao U; NU; de dois abertos da cobertura. Globalmente, um sistema forcado ¢ definido
como a terna (M, X', 7), em que M é uma variedade com esquinas, X é uma 1-folheagao
orientada e Z é o ideal de impasse.

Defini¢ao 2.3. Dois sistemas forcados d;(x)x = X;(x), i = 1,2, sdo orbitalmente
equivalentes nos pontos p; € A;, i = 1,2, se existem abertos V; 2 p; e V5 3 ps e um
difeomorfismo analitico ® : V; — V5 tal que

1. ® leva o conjunto de impasse A; no conjunto de impasse As;

2. ® leva curvas de fase de X; em Vi\A; em curvas de fase de Xy em V5\Ay, néo
necessariamente preservando orientacgao.

No caso em que ® preserva orientacao, dizemos que ¢ ¢ uma equivaléncia orbital que
preserva orientacao.

Para encerrar esta se¢ao, apresentamos a definicao de equivaléncia orbital global.

Definicao 2.4. Sejam (M, X,Z) e (M', X', 7') dois sistemas forgados. Dizemos F' :
M — M’ é uma equivaléncia orbital global entre (M, X Z) e (M’ X', 7") se F é
um difeomorfismo analitico que leva folhas de X em folhas de X’ preservando orientac¢ao
e leva geradores de Z em geradores de 7.
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2.2 Singularidades de sistemas forcados

A defini¢do de singularidade de um sistema forcados que adotamos nesta Tese é um
pouco mais geral que aquela presente em [43, 44], pois nesses trabalhos os autores estu-
daram a dinamica em torno de pontos suaves do conjunto de impasse. Como foi dito na
introducao, aqui também vamos considerar pontos singulares do conjunto de impasse A.
Observamos também que, para nosso conhecimento, nao havia, até entao, uma defini¢ao
na literatura de ponto elementar de um sistema forcado planar.

Definicao 2.5. Dizemos que p € U é uma singularidade do sistema forgcado se uma
das seguintes condigoes ¢ satisfeita:

1. p é um ponto de equilibrio de X, isto é, X (p) = 0;
2. o conjunto de impasse A é singular em p;
3. p é um ponto de tangéncia entre X e A, isto é, dj(X) = 0.

Caso contrario, dizemos que p é nao singular. Veja as Figuras 2.1 e 2.2.

e |

Figura 2.1: Singularidades de um sistema forcado planar. O conjunto de impasse estd
destacado em vermelho.

T
/»\233
T

Figura 2.2: Pontos nao singulares de um sistema forcado planar. O conjunto de impasse
esta destacado em vermelho.

Daqui em diante, vamos considerar apenas sistemas forcados no plano. Dizemos que
um ponto de equilibrio de um campo de vetores é semi hiperbolico se ao menos um dos
autovalores de sua linearizagao possui parte real nao nula.

Definigao 2.6. Um sistema forcado planar é elementar em p € U C R? se uma das
seguintes condic¢oes é satisfeita:

1. p é um ponto nao singular;

2. p é um ponto de equilibrio semi hiperbdlico de X e p & A;
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3. Se p é um ponto de equilibrio semi hiperbdlico de X e p € A, entdao A coincide com
uma trajetoria de X.

Dizemos que (M, X,Z) é elementar se (M, X, Z) é elementar em todo p € M. Veja
a Figura 2.3.

X

Figura 2.3: Pontos elementares do sistema forcado. O conjunto de impasse esta destacado
em vermelho.

2.3 Blow-up quase-homogéneos

Nesta secao sao introduzidos blow-ups com peso, também chamados de blow-ups
quase-homogéneos. Seguiremos as definigoes apresentadas em [32] para blow-ups em va-
riedades com esquina n-dimensionais. As referéncias [1, 16] fazem uma introducao desta
ferramenta para o caso 2-dimensional. A grosso modo, explodir uma singularidade (ou
aplicar um blow-up nela) significa substituir tal ponto por um novo conjunto compacto,
e assim obtém-se um novo espago ambiente. Neste novo conjunto compacto, novas singu-
laridades menos degeneradas podem aparecer.

Seja (M, X,Z) um sistema forcado real analitico 2-dimensional e fixe coordenadas
locais na vizinhanca de um ponto.

Defini¢ao 2.7. Um vetor peso é um vetor w = (wy, ...,w,) cujas entradas sdo inteiros
positivos. Um w-blow-up quadratico com peso é a aplicagao real analitica sobrejetora

d,: M= Sr=1 x RZO — Rn,

(z,71) = TYE = (TZ, ., T T,

em que S" ! = {z € R"; 3", 2 = 1}. O conjunto Q2 = {(0,...,0)} é chamado centro do
blow-up e o conjunto ®;(Q) = S x {0} = E é chamado divisor excepcional.

Observe que M é uma variedade com esquinas e ®,,| AME ¢ um difeomorfismo analitico

que leva seu dominio em R™\Q. O blow-up é definido da mesma forma para o caso onde
o centro do blow-up esta definido na fronteira OM de M. -

Quando explodimos um ponto fora da fronteira OM, entao E é a fronteira de M. Por
outro lado, se explodimos um ponto em M, entao previamente ja hd um divisor D em
M e a fronteira M é dada por D = (D) NE.
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Defini¢ao 2.8. Dada uma folheagao analitica orientada X em M, o pull back de X
¢ a folheacao analitica orientada X = & X definida em M, que € equivalente a X' fora
de E. Analogamente, o pull back de Z é o ideal de impasse Z = ;7 definido em M
cujos geradores sao levados nos geradores de Z por ®,,. A terna (M X I) serda chamada
transformada estrita de (M, X, 7).

Pode-se checar que fora do divisor excepcional as ternas (M, X,Z) e (/ﬁ , X, , f) sao
orbitalmente equivalente e com mesma orientacao.

Em muitas situagoes é mais pratico considerar blow-ups direcionais ao invés do blow-
up quadrético. Dados o vetor peso w = (wy,...,w,) € 0 € {+,—}, considere o conjunto
‘/7;0'

Vo = {(i’,T) S Snil X RZO;U.’L'Z' > O},
defina a projecao
. ve — R x Ry,
(LE,T) —> (i’l,...,Li'z',l,T,i'iJrl?...,:Cn),
e a aplicagao
(I)Zw R x Rzo — R"™
(1, ey Tp) = (B31,..., T

)

wj Wy ~

D, 0T T T, e, T,
Defini¢ao 2.9. A carta x;-direcional é dada pelos pares (V;7,1I7) e o blow-up com
peso na diregao w; ¢ dado por @7

Pode se mostrar que o Diagrama 2.4 é comutativo. O pull-back de X, o pull-back de
7 e a transformada estrita (M, X,Z) de (M, X, T) sdo definidos como anteriormente.

.,
Ve —— R*"N{oz; >0}

Iy id

3

@{w
U —"3 RN {ox; > 0}

Figura 2.4: Equivaléncia entre os blow-ups quadratico e direcional.

2.4 O poligono de Newton

Uma pergunta que surge naturalmente é: como escolhemos o vetor peso para o blow-
up? Para fazer uma boa escolha no contexto de resolucao de singularidades, utilizamos o
poligono de Newton associado a um campo de vetores analitico. Nesta secao vamos ver a
construgao de tal objeto matematico, que também pode ser encontrada em [1, 16, 33].

Seja X um campo de vetores analitico. Assim como em [32], escrevemos X na chamada
base logaritmica. Mais precisamente, considere

. 9 0

em que os coeficientes ay, », b, € R satisfazem as seguintes condigoes para m,n € Z:
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1. Param < -1 oun < —1, ap, = 0;

2. Param < —-1loun< —1, by, =0.

Seja w = (w1, wsy) um vetor de inteiros positivos. Podemos escrever o campo de vetores
planar X da forma

X(z,y) = Y X (2,y), (2.3)
d=-—1
em que
X("“’"J?)(x y) = Z My <a :132 +b ya). (2-4)
¢ ’ wim+twon=d 7 a$ 7 ay

Em outras palavras, estamos escrevendo X como a soma de componentes quase-
homogéneas.

Definigao 2.10. Dizemos que (2.3) é uma (w;,wsy)-graduagao de X. Cada Xéwlm) é
chamado nivel d da (w;,ws)-graduagao.

Dada uma (wy, ws)-graduacao de X, associa-se 0S monomios a,, ,&™y" € by, ,x™y" de
coeficientes ndo nulos a um ponto (m,n) do plano de poténcias. Observe que cada ponto
(m,n) estd contido em uma reta da forma {wym + wen = d}. Além disso, note que em
geral a aplicacdo que leva um monoémio a um ponto (m,n) nao é injetora.

Definicao 2.11. O suporte Q de X ¢ o conjunto
Q = {(m,n) € Z*%a;,,, + by, # 0}.

Definicao 2.12. O poligono de Newton P associado ao campo de vetores analitico X
é o fecho convexo do conjunto Q + Ri.

A fronteira do poligono de Newton 0P é a uniao de um nimero finito de segmentos.
Tais segmentos sao enumerados da esquerda para a direita: o, 71, ..., Ver1. Observe que
Yo € vertical e y.1 é horizontal. Analogamente, os pontos nao regulares de JP sao
enumerados da esquerda para a direita: vy, ..., vy.

Definicao 2.13. Dizemos que vy, ..., v; sdo os vértices do poligono de Newton. O
vértice vg = (19, So) é chamado vértice principal e o segmento ; é chamado segmento
principal. O ntmero sy é chamado altura do poligono de Newton. Veja a Figura
2.5.

O segmento principal estd contido em uma reta da forma {mw; + nws = R}, e o vetor
w = (w1, ws) é normal a esta reta. No processo de resolugao de singularidades de campos
de vetores analiticos, escolhe-se o vetor w como vetor peso (veja [1, 33]).

Dada uma funcao analitica § : U C R? — R escrita da forma

d(z,y) = Z ck,lxkyl,
0<k,l
podemos definir de forma completamente analoga o suporte, o poligono de Newton, vértice
e segmento principal e altura para a funcao 6. A escolha do vetor peso para a resolugao
de singularidades de uma curva analitica também ¢é feita a partir do segmento principal
do poligono.

O poligono de Newton depende fortemente do sistema de coordenadas em que se esta
trabalhando. Isto significa que aplicando uma mudanca de coordenadas, os mondémios do
campo de vetores mudam e consequentemente obtemos um poligono de Newton diferente.
Isto pode ser um obstaculo durante o processo de resolucao de singularidades. Mais
adiante veremos como resolver este problema.
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i

Figura 2.5: Poligono de Newton de um campo de vetores analitico. O vértice principal e
o segmento principal estao destacados em azul.

2.5 Campo de vetores auxiliar

Para o nosso conhecimento, nao esta definido na literatura o que é um poligono de
Newton de um sistema forcado no plano. Esta secao trata justamente de como podemos
definir tal objeto matematico para esta classe de sistemas.

Lembre que um sistema forcado em sua forma diagonalizada ¢ escrito da forma

em que §(z,y) é uma fungao real analitica irredutivel que pode ser escrita como

6(%, y) = Z Ck,lxkyl7
em que c¢;; € R é tal que ¢;; = 0 quando £ < 0 ou [ < 0.

Definigao 2.14. O campo de vetores auxiliar X4 associado ao sistema forcado (2.5)
é o campo de vetores real analitico

XA(Ivy):é(mvy) (P(x’y)£+Q(x7y)aay) = (ch,lxkyl) (Zwmy" <am,nmgz+bm,ny§y>) . (26)

E ficil esbocar o retrato de fase do campo de vetores auxiliar. Fora do conjunto de
impasse, o campo de vetores auxiliar (2.6) é obtido multiplicando o sistema for¢ado (2.5)
pela funcdo positiva §2. Por outro lado, o conjunto de impasse A é uma curva de pontos
de equilibrio de (2.6).

Como o campo de vetores auxiliar é analitico, todas as defini¢oes e observacoes ante-
riores a respeito do poligono de Newton sdo verdadeiras para (2.6). Entretanto, observe
que os pontos do plano de poténcias sao da forma (k + m,l + n), e portanto o suporte Q
toma a forma

Q= {(k+m,l+n)cZ ckﬁl(afn’n + bim) #0}.

Em outras palavras, o suporte do campo de vetores auxiliar é obtido pela Soma de
Minkowski [39] entre os pontos do suporte do campo de vetores X e o suporte da curva
0. Além disso, os niveis da (w;,ws)-graduagao sao escritos da forma

w1k+wal=d1 wim—+twon=ds

w1,w m.n 0 0
‘X:(LX,d7 2 - ( Z Ck,ll‘kyl> ( Z Ty (am,nxax + bm,nyay>)7
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em que d; + d; = d. Finalmente, observamos que o poligono de Newton do campo de
vetores adjunto e do campo de vetores auxiliar ndo sdo necessariamente os mesmos.

Para o nosso conhecimento, ndo ha na literatura uma definicao de poligono de Newton
para sistemas forcados. Para contornar este problema, associamos um sistema forcado
planar ao seu campo de vetores auxiliar X 4, e entao utilizamos o poligono de Newton de
X 4. Além disso, a vantagem de escrever o campo de vetores auxiliar desta forma é que
isto torna nossos calculos mais faceis, e durante o processo de resolucao de singularidades
poderemos ver o que estd acontecendo com o campo de vetores e com a curva, ja que
na nossa abordagem o campo de vetores e a curva de impasse sao dessingularizados ao
mesmo tempo.

Os proximos exemplos tem como objetivo ilustrar os conceitos introduzidos até aqui.

2.6 Exemplos

Exemplo 2.15. Considere o sistema forcado na forma diagonalizada

ryi =y, ryy = 2’ (2.7)
cujo campo de vetores auxiliar é
0 0
X = — . 2.8
alz,y) = (@y)y 5+ (ay)o o (2.8)

O suporte de (2.8) é o conjunto Q = {(0,2),(3,0)}. Portanto, o vértice principal do
poligono de Newton associado a (2.8) é (0,2), a altura do poligono de Newton é igual a 2
e o segmento principal 7, estd contido na reta {2r + 3s = 6}. Veja a Figura 2.6.

™~

*

Figura 2.6: Retrato de fase de (2.7) (esquerda) e poligono de Newton de (2.8) (direita). O
conjunto de impasse estd destacado em vermelho e o vértice e segmento principais estao
destacados em azul.

A prova do teorema de resolucao de singularidades é feita usando blow ups direcionais,
e o vetor peso escolhido ¢ o vetor normal a reta que contem o segmento principal. Neste
exemplo, o segmento principal estd contido na reta {2r +3s = 6} e portanto o vetor peso
é w = (2,3). Faremos os célculos apenas nas diregdes x e y positivas, pois nas cartas
negativas os cdlculos sao anédlogos.

As transformacoes sao da forma

(z,y) = (2%, 2°9), (z,y) = (¥*z,9°),
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nas dire¢oes x e y, respectivamente. Na direcao x, o campo de vetores auxiliar toma a

forma - 5 P
Y9 R o s
Xa = @iyigig. + @i - 5a)ig

e entdo multiplicando esta expressdo por ~% obtém-se
~ g.o0 . ( 3 ) 0
X = 1—=
4= (@)575-+ () 2V ) a7

o que implica que nds temos o seguinte sistema forcado na dire¢do x positiva:

%32

Y

g 37"
2’

~ A NL:1_ )
Yr = - Yy 9

Nesta direcao, os pontos (0, i\/g ) sao selas hiperbdlicas do campo de vetores adjunto

e o conjunto de impasse intersecta o divisor excepcional {z = 0} na origem. E interessante
observar o que acontece com o poligono de Newton do campo de vetores auxiliar (2.8)
quando explodimos a origem nesta direcao. O segmento principal 7; é enviado a um
segmento vertical 4; contido na reta {r = 6} do plano rs. Quando multiplicamos o
campo de vetores auxiliar por 7%, transladamos esse segmento vertical J; para o eixo s.
Veja a Figura 2.7.

Analogamente, na dire¢ao y positiva o campo de vetores auxiliar (2.8) toma a forma

e multiplicando esta expressao por y~¢ obtemos

XAz(m<f4—3x

Observe que nesta diregdo o conjunto de impasse toca o divisor excepcional {y = 0}
. 3\ 1 / . /1 .
na origem e o ponto ((5)3,0) ¢ uma sela hiperbdlica do campo de vetores adjunto. O
segmento principal v; é enviado a um segmento horizontal 4; contido na reta {s = 6}
do plano rs. Quando multiplicamos o campo de vetores auxiliar por %, transladamos o
segmento horizontal 4; para o eixo r. Veja a Figura 2.7.
Observe que todos os pontos no divisor excepcional sdo elementares, portanto a trans-

formada estrita de (2.7) é elementar. Veja a Figura 2.8.
Exemplo 2.16. Considere o sistema forcado diagonalizado
(x—y")i =0; (z -y )y =1

A origem é uma tangéncia entre o campo de vetores adjunto X (z,y) = (0,1) e o conjunto
de impasse A = {z — y* = 0}. O campo de vetores auxiliar é

Xa(z,y) = (v — yk)aay
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Figura 2.7: Segmento principal apés blow-up na diregdo y (acima) e apés blow-up na
dire¢do z (abaixo).

Y

Figura 2.8: Sistema forcado (2.7) antes (direita) e depois (esquerda) do blow-up com peso
na origem.

O suporte Q de X4 ¢é o conjunto Q@ = {(1,—1),(0,k — 1)}. Dessa forma, o vértice
principal vy da poligono de Newton Py, é (0,k—1) e o segmento principal v, esta contido
na reta {kr+s = 1} e portanto o vetor peso é w = (k,1). Assim, os blow-ups nas dire¢oes
T e y positivas sao, respectivamente,

=3 y=77 e x=y"7, y=1;

e portanto em cada carta obtemos os sistemas for¢ados

Veja a Figura 2.9.



Exemplos 34

Figura 2.9: Tangéncia quadratica antes (direita) e depois (esquerda) do blow-up com peso
na origem.



3 Resolucao de singularidades de
sistemas forcados

O objetivo central deste capitulo é provar o Teorema 3.19, presente na pré-publicacao
[34]. Na Segao 3.1.1 damos ferramentas para controlar o poligono de Newton durante
o processo de resolucao de singularidades, tendo em vista que este objeto matematico
¢ extremamente sensivel a mudanca de coordenadas. Logo em seguida, na Secao 3.2,
mostramos como identificar pontos elementares do sistema forcado usando o poligono
de Newton. Finalmente, a Se¢do 3.3 é dedicada a provar o Teorema de resolucao de
singularidades de sistemas forcados.

3.1 Propriedades do poligono de Newton: controla-
bilidade e coordenadas admissiveis

Como foi discutido anteriormente, o poligono de Newton depende fortemente do sis-
tema de coordenadas adotado. Isto significa que, apds blow-up ou mudanga de coor-
denadas, podemos obter um poligono completamente diferente. Nosso objetivo agora é
definir ferramentas para controlar o poligono de Newton durante o processo de resolugao
de singularidades. Também vamos abordar uma mudanca de coordenadas que serd ttil
durante esse processo, chamada mudanca de coordenadas admissivel.

3.1.1 Preparacao de coordenadas

Definigao 3.1. (Defini¢ao 5.1, [15]) Dizemos que um sistema de coordenadas ¢ adaptado
ao divisor E se em tal sistema de coordenadas o divisor excepcional ¢ dado por E, =

{r=0},E,={y =0} ouE,, = {zy = 0}.

Lembre que, apods explodir uma singularidade, o espago ambiente é agora uma varie-
dade com esquinas. Em coordenadas adaptadas, tais esquinas sao os conjuntos E,, E, ou
E.y.

Definicao 3.2. O poligono de Newton P associado a um campo de vetores é controlavel
se o vértice principal estd contido em {0} x Z ou {—1} x Z.

Considere o sistema forcado na forma diagonalizada

5($7y>$ - P(Qj,y);
{5(x,y)g) = Q(z,y); (3.1)

35
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cujo campo de vetores auxiliar X4 associado a (3.1) é dado por

0 0
o k1l m, n
XA(:E? y) - (ch,lx y) (Zw Yy (am,nx% + bm,nyay)) (32)

Em [33] foram estudados campos de vetores com singularidades isoladas. Esta hipdtese
implica que OP intersecta os eixos r e s do plano rs. Entretanto, isto nem sempre acontece
quando consideramos campos de vetores que possuem curvas de singularidades, que é o
caso do campo de vetores auxiliar. Por exemplo, considere o sistema for¢cado

ryi = 2% zyy = 2y,

em que k,l > 1 e cujo campo de vetores auxiliar é

0 0
Xy = awyat— + zyy' —.
A Y o vy By
O suporte Q de X4 é da forma Q = {(k,1),(1,1)}, e portanto P nao intersecta os
eixos r e s do plano rs.
Durante o processo de resolucao de singularidades, vamos assumir que 0P intersecta
a0 menos o eixo s. O préximo Lema mostra que isto ndo é uma condicao restritiva.

Lema 3.3. Considere o sistema forcado (3.1) e seu campo de vetores auxiliar (3.2).
Defina a mudanga de coordenadas

(z,9) = (T + Ay, 9); (3.3)
em que X € R. Entao as sequintes afirmagoes sobre ® sao verdadeiras:

1. O difeomorfismo ® nos dd uma C°equivaléncia orbital que preserva orientacio entre
(3.1) e
S(@+NG,Y)E = P(E+M,5) = Q& + A3, 9). (3.4)
0T+ Ay, )y = Q@+ Ay, y).
2. O difeomorfismo ® define uma equivaléncia topoldgica entre (3.2) e o campo de

vetores auziliar de (3.4).

3. O poligono de Newton P associado ao campo de vetores auxiliar de (3.4) possui
(0,7) ou (—1,7) como vértice principal, onde r € o grau mais baizo de sua expansao
em componentes quase homogéneas.

K|

Demonstragio. Observe que
= :; N {:L‘ T = g,

{ y = 9,

e entao obtém-se o sistema (3.4). Como ® ¢ um difeomorfismo, ele leva o conjunto de im-
passe de (3.4) no conjunto de impasse de (3.1). Além disso, ¢ leva curvas de fase de (3.4)
em curvas de fase de (3.1). Isto implica que (3.4) e (3.1) sdo orbitalmente equivalentes.
Nao obstante, (3.2) e o campo de vetores auxiliar de (3.4) sdo topologicamente equivalen-
tes, tendo em vista que, fora do conjunto de impasse, as curvas de fase do sistema forgado
e do campo de vetores auxiliar sdo as mesmas. Isto prova os itens 1 e 2.

N
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Apods a mudanca de coordenadas ®, o campo de vetores auxiliar toma a forma

Xa= (Z k(T + Ay)kyl> (Z(m +Ay)"y" ((am,n(i + Ay) — /\bm,ngj)% + bm’"y;y)> .

Sem perda de generalidade (e com o intuito de simplificar a nota¢ao), vamos considerar
a primeira graduacao daqui em diante. Entao obtemos

k

Z ek, l )\’L k—1 H—'L < Z "’H’J (am,nfi + )\g(am7n - bm,n))) %

1=0 3=0
na componente r e

k m

_0
chl )\1 =k—1i l-H(Z )\J m—j n+men>y8g

=0 7=0

na componente y.

Se existe um par (m,n) tal que ap, — by, # 0, entdo a componente z dd uma
contribuicao da forma (—1,7) para o novo suporte Q, em que r = (k+m) + (I +n). No
caso onde Gy, — by, = 0 para todo (m,n), observe que pelo menos um by, , ¢ nao nulo
e entdo a componente y dd uma contribuigao da forma (0,r) para o novo suporte. O

Pelo Lema 3.3 sempre podemos supor que o poligono de Newton do campo de vetores
auxiliar é controlavel. Observe que quando olhamos para um ponto que estda no divisor
excepcional E,, o poligono de Newton do campo de vetores auxiliar neste ponto ja ¢é
controlavel pois [E, é um conjunto invariante do campo de vetores adjunto.

3.1.2 Mudanca de coordenadas admissivel

Nesta subsecao apresentamos outra mudancga de coordenadas que sera ttil durante o
processo de resolucao de singularidades. Tal mudanga de coordenadas foi chamada de
mudanga de coordenadas admissivel em [33].

Lema 3.4. Considere um sistema forcado escrito na forma diagonalizada como em (3.1) e
seu campo de vetores auxiliar (3.2). Suponha que seu poligono de Newton Py é controldvel.
Defina a mudanga de coordenadas

U(z,9) = (7, —az” + p), (3.5)
em que « € R e f € N. Entao as sequintes afirmacoes sobre VU sdo verdadeiras:

1. O difeomorfismo ¥ é uma C° equivaléncia orbital que preserva orientacdo entre

(3.1) e

= P(z,y — az?),

z 3.6
5z, —azf)y = aBP(z,y— ax®)2P 1 +Q(z,y — az?). (3.6)

2. O difeomorfismo VU é uma equivaléncia topoldgica entre (3.2) e o campo de vetores

auziliar de (3.6).

3. Os poligonos de Newton Py e Py associados aos campos de vetores auziliar de (3.6)
e (3.1), respectivamente, possuem a mesma altura.
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4. Se esta mudanga de coordenadas € aplicada em um ponto p € E,, entdo neste novo
sistema de coordenadas o divisor excepcional ainda é um conjunto invariante do
campo de vetores adjunto.

Demonstragdo. Os itens 1 e 2 sdo provados usando os mesmos argumentos usados na
prova do Lema 3.3, portanto vamos nos concentrar em provar os itens 3 e 4.

Ap6s uma mudanga de coordenadas da forma (3.5), o campo de vetores auxiliar asso-
ciado a (3.6) toma a forma

(Z k@ (G — afﬁ)l) (Za-:m(g _ afﬂ)namﬁn>f;

na componente xr e

<Z ck’ljk (g — afﬁ)l> (Z im(g — afﬂ)n ((aﬁam,n — (Jcl7m7n)‘ilie + bmﬂnﬂ)> %

na componente y. Novamente, sem perda de generalidade (e com o intuito de simplificar
a notagdo) vamos considerar apenas a primeira graduagdo. Temos entao

l n

(Z C (i) (_a)liwkwLﬁ(li)yi) (Z (3‘) (—a)”jam,n;varB(”j)yj) 5;%

i=0 j=0
na componente r e

l n

(R aycar o005 ) (30 () o210 (-t

i=0 =0
o
bm,ny)> %
na componente y.

Por hipdtese, o poligono de Newton do campo de vetores auxiliar (3.2) possui vértice
principal da forma (—1,7) ou (0,7), onde  é 0 menor grau na expansao em componentes
quase homogéneas. Isto implica que existem (k,[) e (m, n) tais que (k+m) = —1 (respec-
tivamente 0) e (I4+n) = r. Pelas duas expressdes obtidas anteriormente, esta propriedade
continua valida para todo 8 € N, e dessa forma o poligono de Newton ainda é controlavel.

No caso onde o divisor excepcional é dado por E,, o vértice principal é da forma (0, r)
pois E, é um conjunto invariante pelo campo de vetores adjunto. Apds esta mudanca
de coordenadas, o divisor excepcional continua invariante e ainda é dado localmente por

E,. ]

Definicao 3.5. A composigao finita de difeomorfismos da forma (3.5) é chamada mu-
danca de coordenadas admissivel.

Ap6s uma mudanca de coordenadas admissivel, obtemos um sistema de coordenadas
adaptado ao divisor, divisor excepcional continua invariante pelo campo de vetores adjunto
e o poligono de Newton do campo de vetores auxiliar ainda é controlavel.

3.2 Identificando pontos elementares usando o poli-
gono de Newton

Durante o processo de resolucao de singularidades, devemos aplicar um ntimero finito
de operagoes (blow-ups) de modo a obter um sistema forgado mais simples. Esta nogao de
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simples vem da nocao de ponto elementar de um sistema for¢ado (veja a Definigao 2.6).
No que segue, descreveremos como identificar pontos elementares de um sistema forcado
usando o poligono de Newton do campo de vetores auxiliar.

Definicao 3.6. Um sistema forcado planar ¢ Newton elementar em p se o poligono
de Newton P do campo de vetores auxiliar X 4 satisfaz uma das seguintes condigoes:

« O vértice principal de P é (0,0), (0,—1) or (—1,0) (isto é, a altura é menor ou igual
a 0);
e O segmento principal v; é horizontal.

Exemplo 3.7. O seguinte exemplo justifica o porque consideramos o caso onde 7; é
horizontal como elementar. Seja o sistema for¢cado

yr =2z, yy = —y.

O suporte do campo de vetores auxiliar contém apenas o ponto (0, 1), e é facil verificar
que a origem é uma sela hiperbélica do campo de vetores adjunto, em que {x = 0} e
{y = 0} sdo as separatrizes. Isto significa que {y = 0} é ao mesmo tempo uma separatriz
e conjunto de impasse. Nao é possivel mudar estar configuragdo com uma sequéncia finita
de blow ups na origem. Veja a Figura 3.1.

e

Figura 3.1: Sistema forcado do Exemplo 3.7 ap6s blow-up.

Teorema 3.8. Um sistema forcado é elementar em p se, e somente se, é Newton ele-
mentar em p.

Demonstracao. Fixe um sistema de coordenadas controlavel em p e considere o campo de

vetores auxiliar
0] 7]
_ k.1 m, n
Xa(z,y) = < E Crz”y >< E ™y (am,nx—ax +bm,nyay)). (3.7)

Primeiramente, suponha que o sistema forcado é Newton elementar em p. Observe
que nao temos m = —1 e n = —1 ao mesmo tempo em (3.7). Sendo assim, suponha sem
perda de generalidade que m > 0 and n > —1.

Se (0,0) € P, pela expressao (3.7) segue que (k+m) = 0e (I+n) = 0. Imediatamente
obtém-se k =m = 0. Como (I+n) =0,n > —1el > 0, temos dois casos para considerar:

e Sel=1en=—1, entdo § é regular em p e p nao é ponto de equilibrio de X. Se
p € E,, entdo A intersecta o divisor excepcional transversalmente em p. Para o caso
em que p € E,, lembre que o divisor excepcional deve ser invariante, e portanto nao
podemos ter n = —1 aqui.
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e« Sel=mn=0,entdo p € A. Além disso, como a_;; = 0 e a?y + b3y # 0, p é um
ponto de equilibrio elementar de X.

Segue que se (0,0) € P, entdo o sistema for¢ado é elementar em p.

Suponha agora que (0,—1) € P. Temos (k+m) = 0 e (I +n) = —1, e portanto
Ek=m=101=0en = —1. Portanto p € A e p nao é um ponto de equilibrio de X. A
prova para o caso em que o vértice principal é dado por (—1,0) é completamente andloga.

Finalmente, suponha que o segmento principal v; é horizontal e que o poligono tenha
altura positiva. Como o poligono de Newton do campo de vetores auxiliar é obtido por
meio da soma de Minkowski entre o suporte do campo de vetores adjunto e o suporte da
curva de impasse, entao ambos os poligonos de Newton do campo de vetores adjunto e da
curva de impasse possuem segmento principal horizontal. Isto implica que neste sistema
de coordenadas a curva de impasse é dada por

=y <Co,1 + Z Ck,lxkyl) »

e portanto devemos considerar os seguintes casos, tendo em vista que p é ou um ponto de
equilibrio isolado ou um ponto regular do campo X:

e a_19 # 0, o que implica que b,, 1 = 0 para todo m e entdo a curva de impasse
coincide com uma curva de fase de X;

e by _1 #0, o que implica que X é transversal a A;

2 2 . . ~ . .
o agy+ b5y # 0 (e portanto a_1 o = by 1 = 0), e entdo uma curva de fase coincide com
a curva de impasse.

Nos trés casos, o sistema forcado é elementar em p.

Agora, para provar a volta, suponha que o sistema forcado é elementar em p. Sem
perda de generalidade, escolha um sistema de coordenadas tal que §(z,y) = y.

Quando p nao é um ponto de equilibrio de X e p € A, entao a%LO + b(Q),—l #£0=#£ ¢y e
portanto (0, —1) € P ou (—1,0) € P.

Se p € A mas p ndao é um ponto de equilibrio de X, entao temos duas possibilidades:

o O campo de vetores adjunto é transversal ao conjunto de impasse A e portanto
co1 7 0 e by _1 # 0, o que implica que (0,0) € IP.

e A curva de fase passando por p coincide com o conjunto de impasse A, e portanto
a_10 # 0 e by, 1 = 0 para todo m. Entao a_;o # 0 # ¢y nos da a contribuicao
(—1,1) € P e portanto o segmento principal é horizontal.

Se p é um ponto de equilibrio semi hiperbdlico de X e p € A, entao estamos no caso
classico de campos de vetores analiticos e portanto (0,0) € P (veja a Proposi¢do da pagina
898 de [33]).

Finalmente, suponha que p é um ponto de equilibrio semi hiperbélico de X e p € A.
Lembre que estamos considerando coordenadas adaptadas e d(z,y) = y. Por hipdtese,
A deve estar contida em uma separatriz ou variedade central de p. Isto significa que tal
curva de fase nao ¢é transversal a A e todos os coeficientes da forma b, _; sdo nulos. Este
fato e a condicao aao + b(2)70 # 0 implicam que o segmento principal é horizontal. O



O Teorema de resolugao de singularidades de sistemas forcados 41

Para finalizar esta secao, observamos que quando o divisor excepcional é da forma
E,,, ndo é possivel obter um sistema forcado elementar tal que A intersecta a origem. De
fato, como A nao estd contida em E, UE, e A é transversal a E, e E, simultaneamente,
segue que cio + 6(2)71 # 0. Levando em conta que E,, é sempre um ponto de equilibrio
hiperbélico do campo de vetores adjunto, obtemos aZ, + b3, # 0, donde (1,0),(0,1) € P
e portanto o processo de resolucao de singularidades deve prosseguir.

3.3 O Teorema de resolucao de singularidades de sis-
temas forcados

Nesta secao provaremos o Teorema de resolucao de singularidades de sistemas forgados.
Primeiramente nés mostraremos a prova do teorema local, que é basicamente a descri¢cao
do algoritmo de resolugao de singularidades, e posteriormente vamos provar os lemas
e proposicoes utilizadas na prova do Teorema 3.9. Focaremos apenas nas diregoes x e
y positivas porque os calculos nas dire¢bes negativas sdo analogos. Enfatizamos que o
nosso Teorema trata de singularidades isoladas. A prova do Teorema 3.19 se encontra na
Subsecao 3.3.2.

Teorema 3.9. (Teorema Local) Seja (M, X,ZI) um sistema forcado 2-dimensional e tome
p € M. Fize coordenadas locais tais que o poligono de Newton do campo de vetores
auxiliar X 5o seja controldvel. Entdo existe uma sequéncia finita de blow-ups com peso tal
que a transformada estrita é elementar em todos os pontos do divisor excepcional.

Demonstrag¢io. Como sempre, neste sistema de coordenadas denote o campo de vetores
adjunto por X e o conjunto de impasse por A. Seja X4 o campo de vetores auxiliar.
Primeiramente encontramos a expressao da reta {rw; + sws = R} que contém o segmento
principal v;. Se ~; é horizontal, entdo o ponto p ja é elementar pelo Teorema 3.8. Se este
nao for o caso, denote a altura do poligono de Newton por h e defina o vetor peso por
w = (w1, ws). Ap6s um blow-up na dire¢ao y, segue do Lema 3.11 que a origem do divisor
excepcional E, ¢ um ponto elementar. Isto significa que apenas um blow-up com peso na
direcao y ¢ suficiente para tornar a origem de [E, um ponto elementar, e agora devemos
nos preocupar apenas com a direcao .

Aplicando um blow-up com peso na direcao x, pelo Lema 3.12 a nova altura h; do
poligono de Newton na origem do divisor [E, é menor que h, e portanto a altura decresceu.
Agora, precisamos analisar também os outros pontos de E,. Devido a Proposicao 3.14,
temos duas possibilidades:

1. Existe um nimero finito N de pontos p;, 1 < i < N no divisor excepcional tal que
a altura h,, do poligono de Newton ¢ positiva. Além disso, h,, < h, para todo i.

2. Se existe um ponto p; em E, tal que h,, = h (isto é, a altura do poligono neste ponto
é igual a altura antes do blow-up), entao este é o tinico ponto do divisor excepcional
E, com altura positiva.

No primeiro caso, existe um ntimero finito de pontos p; no divisor excepcional tal que
ou p; nao é um ponto de equilibrio semi hiperbdlico do campo de vetores adjunto ou que o
conjunto de impasse A intersecta E, em p;. Eventualmente, um ponto pode ser equilibrio
e impasse ao mesmo tempo. Devemos continuar aplicando blow-ups nos pontos nas quais
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a altura do poligono de Newton é positiva e o segmento principal nao é horizontal. Os
pesos dos blow-ups sao escolhidos conforme explicado anteriormente.

Para o segundo caso, observamos que este ponto nao pode ser a origem. Em seguida,
é possivel mostrar que a primeira graduacao do campo de vetores auxiliar possui uma
forma particular (veja a Proposigao 3.15). Entao aplicamos uma mudanga de coordenadas
admissivel, assim como foi descrito em 3.4. Tal mudanca de coordenadas ndao aumenta
a altura do poligono de Newton, mas ela aumenta a inclinagao do segmento principal.
Dessa forma, obtém-se novos pesos para continuar o processo de dessingularizagao, devido
a Proposicao 3.16.

Em cada passo, temos sempre essas duas possibilidades. Como existe um nimero
finito de pontos nao elementares no divisor excepcional, a altura é finita e a cada passo a
altura decresce (eventualmente aplicando mudangas de coordenadas admissiveis), ap6s um
numero finito ny de blow ups com peso teremos que todos os pontos do divisor excepcional
ou nao terao altura positiva ou o segmento principal é horizontal. Isto significa que todos
os pontos sao elementares.

Um cendrio possivel é quando a composicao finita de mudangas de coordenadas ad-
missiveis nao ¢é suficiente para obter um vetor peso para o blow-up faca decrescer a altura
do poligono de Newton. Neste caso, prova-se que existe uma mudanga de coordenadas
analitica tal que, neste novo sistema de coordenadas, o segmento principal é horizontal e
entao terminamos o processo de resolugao (veja a Proposi¢ao 3.16).

m

Na préxima subse¢ao mostramos todos os lemas e proposi¢oes usados na prova anterior.
Antes de fazer este estudo, vamos discutir algumas similaridades e diferencas entre nossa
abordagem e a abordagem de [33].

Assim como no trabalho de Pelletier [33], nossa prova é baseada em blow-ups com
peso e analise do poligono de Newton. Portanto, muitas ideias apresentadas aqui podem
ser encontradas em tal trabalho, como por exemplo o comportamento do poligono de
Newton durante o processo de resolucao. Entretanto, muitas defini¢bes adotadas aqui
foram inspiradas em [4, 32].

E importante enfatizar que em [33] a autora considerou campos de vetores analiticos
cuja origem é um ponto de equilibrio isolado. Além disso, em tal trabalho a autora
provou que aplicando uma sequéncia finita de blow-ups (e eventualmente mudancas de
coordenadas admissiveis) em uma singularidade, a chamada multiplicidade total do ponto
decresce.

Entretanto, neste trabalho consideramos o poligono de Newton do campo de veto-
res auxiliar, que é um campo de vetores analitico que possui uma curva de pontos de
equilibrio. Aqui, provamos que aplicando uma sequéncia finita de blow-ups com peso
(eventualmente aplicando mudangas de coordenadas admissiveis), a altura do poligono de
Newton decresce.

3.3.1 Dessingularizacao local

Daqui em diante, fixe coordenadas locais para o sistema forgado (M, X', T), e nestas
coordenadas denote o campo de vetores adjunto por X e o conjunto de impasse por A.
Como sempre, o campo de vetores auxiliar (3.2) serd denotado por X4. Vamos assumir
que o poligono de Newton de X4 é controlavel e que o seguimento principal v; nao é
horizontal. Lembre que o vetor peso w = (wy,ws) é o vetor normal a reta {rw; + swy = R}
que contém o segmento principal.
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Lema 3.10. Apds um blow-up com peso w = (wy,ws), 0 campo de vetores auziliar (3.2)
toma a forma

= a 1o} w 1o}
XA(:E,Q) _ (ch’l.ﬁkw1+lwzgl) (Z jmwﬁrnu&gn (%i‘ﬁ + (bm,n — wjam’n)ﬂag)> (3.8)

na direcdao x e

X (75 ~k ~kw w! ~m ~mwi+nw w1 .0 b’~8
XA(df,y) = (ch,likyk 1+ 2) (Zaf Yy i+ 2((am,7L - IQbm,n)x£ + Z2ny8g)) (39)

na direcao y.

Demonstragao. Note que na dire¢ao x o blow-up

T =T,y =1y

i\ [ wdt 0 '
g ]\ wpiwrly e

e (3.1) se torna o sistema forgado

nos da a relagao

e R
~—

S(F%r 72\ f = Frwitnws mn Am,n 7
Y Y
Y w Y
1

. w
dE z2g)y = SR (b — )
w1
cujo campo de vetores auxiliar ¢ da forma (3.8). Analogamente obtém-se a expressao
(3.9) na diregao y. O

Lema 3.11. Apos um blow-up na diregio y, o poligono de Newton continua controldvel,
o divisor excepcional E, € invariante pelo campo de vetores adjunto X e a origem € um
ponto elementar do sistema forcado.

Demonstragio. Considere o primeiro nivel da (wy,ws)-graduagao
X(wl’WQ)(a:,y) = Z cr iyt Z z™y" (am nxﬂ +bm nyﬁ) )
A,d ) " O T 0y
w1 k+wol=d1 wim+twan=dz

em que di + dy = d. Ap6s um blow-up na direcao y o campo de vetores auxiliar toma a
forma

N (a5 — ~k ~kwi+lws ~m ~mwi+nwsy _ ﬂ ~2 b”h" ~3 _
Xa(#,9) = <§ k1" )<§ "y ((@mn = Zbm gz + —205-) | =
S ety ) (Y eyt _wyy 0 bmn O
( CrlT'yY >( Yy ((am,n w0 bm,n)xa,~ + o yag) .

No plano (r, s), esta operagao envia retas da forma {rw; + swy = R} em retas horizon-
tais. Isto implica que o segmento principal v; é agora um segment horizontal. Dividindo
a expressdo acima por 74, nés movemos este segmento horizontal para o eixo r (veja a
Figura 3.2). Observe que as primeiras coordenadas dos pontos do poligono nao se alteram
pois este blow-up nao muda as poténcias de x. Dessa forma, o vértice principal do poli-
gono de Newton na origem de E, é (—1,0) ou (0,0). Pelo Teorema 3.8, agora a origem é
um ponto elementar. O

8
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\ |

Figura 3.2: Segmento principal do poligono de Newton apds blow-up na direcao .

Lema 3.12. Apds um blow-up na diregio x, o vértice principal estd contido em {0} xN (e
portanto o poligono de Newton continua controldvel), o divisor excepcional B, € invariante
pelo campo de vetores adjunto X e a altura do poligono de Newton decresce.

Demonstragdo. Lembre que a escolha do vetor peso é feita a partir do segmento principal
~. Uma vez que a escolha foi feita, tome o primeiro nivel da (w,ws)-graduagao

(w1,w2) _ k1l m, n 5} g
Xy W wy) = ( Z Crz"Y ) ( Z z™y (am,nx% +bm’”y8y)>’

w1 k+wol=d1 wim+twan=dz

em que dy + dy = d.

Primeiramente, vamos simplificar a notacao, pois é suficiente estudar o primeiro nivel
da graduacao. Para cada [, existe um unico k tal que wik + wol = d;. Analogamente,
para cada n, existe um tnico m tal que wym + wen = dy. Entao reescrevemos a tultima
expressao por

T2

1
(w1,w2) _ k1l m, n 5} a
Xy W wy) = ( g Crazy )( g z™y (am,nx—ax +bm,ny8y>>,

1=0 n=—1

em que wery = di; e wore = dy (se o vértice principal esta contido em {0} x N) ou
wory = do + wy (se o vértice principal estd contido em {—1} x N). De (3.8), apds blow-up
na direcao = obtém-se

1 79
0 w2 0
o 18wl k+wal ~l Fwimtwangn (llm,n 7 b _ i ) .
( g k,l Yy E Yy o1 0F +( m,n w1 am,n)yag

=0 n=—1

No que diz respeito ao poligono de Newton, esta operagao envia retas da forma {rw; +
swe = R} em retas verticais. Além disso, as segundas coordenadas dos pontos do poligono
nao mudam, pois o blow-up altera apenas as poténcias de . Portanto o segmento principal
71 é enviado a um segmento vertical. Multiplicando o campo de vetores auxiliar por ¢,

obtemos a expressao

1 ro
) nf Omn . O wa _0

=0 n=-—1

Esta operacdo move retas verticais para a esquerda. Em particular, agora o segmento
principal v, esté contido em {0} x N (veja a Figura 3.3). Dessa forma, o vértice principal é
da forma (0, 7), o poligono de Newton é controlavel e o divisor excepcional E, é invariante
pelo campo de vetores adjunto. Finalmente, como existe um vértice vy = (i, j;) € 71 tal
que j; ¢ menor que a ordenada do vértice principal vy antigo, conclui-se que a altura do
poligono de Newton decresceu. [
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N BRI

Figura 3.3: Segmento principal do poligono de Newton apds blow-up na diregao x.

Agora, devemos estudar o que acontece com os outros pontos do divisor E,.

Lema 3.13. Considere o campo de vetores auziliar (3.10), que é o campo de vetores
auxiliar apos blow-up na diregdo x. Apds uma translacio da forma

Qz,y) = (z,y+9), (3.11)

em que & € R, o campo de vetores auziliar toma a forma (descartando as barras e os
tildas para simplificar a notagao)

(z,y) = <ZC ©y’ ) <Zoaj(§)ij;m + Z ﬁj(i)yjyaay), (3.12)
=

j=—1

em que
Ci(€) = Sty s (1), (&) = oy 226 (M) € Bi(€) = Xy (bn — £2a,)€7 7 (1)),
e tais constantes satisfazem as relacoes
5eCi(&) = (1 + D)Cita(8), gai(€) = (7 + Daya(§) e ge;(€) = (5 + 2)a;1(8).
Além disso, apds esta mudanga de coordenadas, a altura do poligono de Newton nao

aumenta, o vértice principal continua contido em {0} xN e o divisor excepcional continua
ivariante pelo campo de vetores adjunto.

Demonstragio. Considere a equagao (3.10) e a translagao (3.11). Primeiramente, lembra-
mos da seguinte propriedade de somatorio:

n o4 n o n
DD =22 F
i=k j=k j=ki=j

em que, £ < 7 <1 < n sao inteiros. Na componente x do campo de vetores auxiliar,
obtemos (abandonando os tildas para simplificar a notagao):

(icz(wé)l)(i(wé (e ))x_(zcl;yw )(z zygw )=
(BB 0) (B3O (o) (o)

n=j

Na componente y, temos (novamente abandonando os tildas):

<Zyl€ © > ( Z (bn — Zjan)(y+§)n+1> -

n=-—1

_ ic, N w2, narl)
(;ycz(‘f))(Z(bn o n)(y+8) y)y

n=-—1

1 "2 n+1
= (Zlez(f)> ( Z (bn — :—jan) Zyj71§n+17j (n-]i-l))y _
1=0 o

n=-—1
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71 T2 N

— <Zyici(£)> (Z (bN_1 _ iaN_l) Zyjflngj (];[)>y —
i=0 N=0 3=0

= (Zy"@%&)) (Zyjl Z (bN—l - %GN—l)fNij (7)) =
i=0 j=0 N=j

- (;yicz(e)) (z > (-2 e (0 )o-

= (Zzﬂ@-(ﬁ)) ( > yJﬁa(E))Z;

Por simplicidade, nesta tltima expressao vamos denotar o J por j. Observe que

9 9 - ” N SN : I
2“0 = 5 <+ > czf“(i)) = D al=iem () = Y g e =
l=i+1 l=i+1 l=i+1
I Y (i+nu G .
=D at Groi— oy (NG

l=i+1

As outras expressoes envolvendo a derivada com respeito a £ sdo mostradas de forma
analoga. Note que C,, =¢,, #0, e
Ay, = % € /BTQ - <b’f2 - ﬂa’r‘g)
w1 w1
nao se anulam simultaneamente. Portanto, a altura do poligono de Newton nao aumenta
e o divisor excepcional ainda é um conjunto invariante pelo campo de vetores adjunto. [

Proposicao 3.14. Apds blow-up na diregio x, as sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

1. O conjunto de impasse A intersecta o divisor excepcional apenas em wm niumero
finito de pontos;

2. Existe um numero finito de pontos no divisor excepcional que nao sao equilibrios
semi hiperbolicos do campo de vetores adjunto X;

3. Se existe um ponto tal que a altura nao decresceu, entdo este é o unico ponto do
divisor excepcional com altura positiva.

Demonstragao. Pelo Lema 3.13, a curva de impasse é da forma
D i) = Col®) + Cr(Ey + -+ Cry (O™
1=0

Observe que existe um nimero finito de pontos (0, &) no divisor excepcional tal que
Co(&) = 0. Em outras palavras, como existe um ntimero finito de raizes de Cy(&), o
conjunto de impasse A intersecta o divisor excepcional em um nimero finito de pontos.

No que diz respeito ao campo de vetores adjunto, observe que os polinémios

W@ =) T @ =Y bn- an)et!
n=0 n=-—1

nao se anulam simultaneamente. De fato, se este fosse o caso, teriamos a,, = b, = 0 para
todo —1 < n < ry e isso iria contradizer o fato de que a translacdo nao aumenta a altura
do poligono de Newton. Portanto f_; =0 ou oy = 0.

Se _1 # 0, este polindmio possui uma quantidade finita de raizes, e pela expressao do
campo de vetores auxiliar (3.12) existe um nimero finito de pontos no divisor excepcional
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que sdo equilibrio (0, &) do campo de vetores adjunto (e eventualmente alguns deles nao
sao semi hiperbolicos). Se f_; = 0, entdo agy # 0. Neste caso, todos os pontos do divisor
excepcional sdo pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto (isto é, estamos na
situacao dicritica). Como o polindmio «q possui um ndmero finito de raizes, entao por
(3.12) existe um nimero finito de pontos (0,&) cujo poligono de Newton possui altura
positiva. Em outras palavras, existe um nimero finito de pontos de equilibrio no divisor
que nao sao elementares.

Finalmente, vamos mostrar que se existe um ponto no divisor excepcional tal que a
altura nao decresceu, este é o inico ponto no divisor com altura positiva. Seja (0,&y) o
ponto em que a altura nao diminuiu. Observe que &, # 0, pois pelo Lema 3.12 a altura
na origem sempre decresce. Portanto obtemos

Co(&) = = Crn-1(60) = 0 , Cr(&) # O
ap(o) = = arp-1(6) = 0 , ar(é) # O
B-1(%0) = = Brp-1&) = 0 , Bry(é0) # O

Pelo Lema 3.13 sabemos que

5 Ci(&) = (1 + D)Cita(€), Zy(€) = (5 + Dy (€) and 55;(€) = (J + 2)a;1(8).

Entao & deve ser, simultaneamente, raiz de multiplicidade r; de Cy, raiz de multipli-
cidade ry de aq e raiz de multiplicidade 7, + 1 de 5_;. Pelo grau de tais polindmios, esta
raiz é unica, e portanto (0,&p) é o tinico ponto do divisor excepcional com altura positiva.
Observe que este ponto é simultaneamente um equilibrio do campo de vetores adjunto e
um ponto de impasse. O

Proposicao 3.15. Sob as condigoes da Proposicao 3.14, suponha que apos um blow-up
com peso na diregdo x a altura nao decresceu. Entdo, antes do blow-up na direcao x, a
primeira graduagao do campo de vetores auziliar (3.2) é da forma

T (N T (O T

wy P
+ 2, (y — for ™ )T2>y>
w1 By

(3.13)

se o vértice principal estd contido em {0} x N ou

w2\ ©2.\ 0\ 8 w2 _ w2 9
Xa - < (v ozt ) ) (( (r-6005)") 2+ (- Loy - oo )may) (3.14)
se o vértice principal estd contido em {—1} x N. Em ambos os casos, Z—f e N.

Demonstracao. Vamos caracterizar a expressao da primeira graduacao do campo de ve-
tores auxiliar (e por conseguinte do sistema for¢ado) antes do blow-up.

Caso 1: Suponha que o vértice principal do poligono de Newton é da forma (0, d;+ds).
Lembre que & # 0 pois na origem a altura do poligono de Newton decresce. Lembre
também que wory = dy € wary = dy. Além disso, a_y,, = 0. Como em (0, &) a altura nao
decresce, segue que

Clgl = CO(&) = Crl(g_gﬂ)Tl = Crq gj(—fo)rlij 7"1 ;
2 > ()
;Zf&” = al) = DRE-gr = n ;Ej(—éo)Trj ()
T2 - T2+1J_ 1
DA = Ba(©) = M- = Ay Zsﬂ'(—go)m*“(”j ):
n=-—1 j=0
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onde \,, = (bn - g—fan>. Entao para cada [ e n temos as seguintes igualdades:

] = Crq (_50)7-171(7'1);
ary (=€) 7" (%)
(bTQ - %C"Tz) (=€) " (

an

bn

+1 _
D+ e ()

Lembre que para cara k e m temos k = £2(ry — ) e m = £2(r — n). Portanto antes
do blow-up na dire¢ao = a primeira graduacao do campo de vetores adjunto é da forma

(e Ererer

= (en (- éw)) ( v - £x>)xai

na componente x, e na componente y temos

T2

< > ((brg - Zjam)(—@)m_n (TQ * 1) + Zjarg(_fo)TQ_n (:j))xif (”n)y") 9 _

= n+1 y(‘?y
"2 Wa To + 1 "2 Wa w2 _ T2 0
— br o , W Y2~ . w1 \r2—n —
(32 = Shan)o(—&or) (n+1)+nzow ary" (~Eoa™) (n>>yay
r2
Wo N—1 @2 o n(ret1 Wa wg T> 0
= E bT — —Q — wy )2 —Qy — wy )72 _—=
<N:0( 2 (Ula Q)y ( §0x ) < N ) + wla 2(y fox ) yay
w 0
— -1 bT — % ” wy \r2+1 g . _ w2 r2> —
<?/ ( 2 wlaz)(y f.% 1) +w1a2(y fOx 1) yay

Para finalizar o caso 1, observe que ¢,, # 0 e portanto

e Se a,, # 0, entdo a componente z da as contribuicoes (0,71 +13) e (z—j, r 41y —1)
para o suporte Q.

« Se a;, = 0, entdo b,, # 0 e a componente y da as contribui¢des (0,7, + r2) e
(%’f, r1 + 19 — 1) para o suporte Q.

Em ambos os casos, vale que 2el

Caso 2: Suponha que o vértice principal é da forma (—1,d; + d). Recorde que
wary = dy € wory = dy + w1, € que também vale a,, = a_1,, # 0 e b, = b_1,, = 0. Este
caso é quase andlogo ao Caso 1, com um termo a mais na expansiao dos polinémios ag(&)
e B-1(€). A expressao de Cj permanece exatamente a mesma, entdo podemos focar nas
outras expressoes. Para cada k e m temos k = %f(ﬁ —l)em= %(TZ —n) — 1. Portanto



O Teorema de resolugao de singularidades de sistemas forcados 49

na componente x obtemos
<§: cl:ckyl> ( i a xmy”>xa =
1=0 = O
— wl rgnTQ zfv"gn—ln g_
- (Cm(y 501: ><Zar2 50 (TL)(J: ) Ty )xax -
=2 ro—n_ n a
~ (=) ) (35 an () ct0a ) 5 -

= (Cn (y — foxwf)’“) (am (y— fomz?)m) aax

Antes de calcularmos a expressao da componente y, devemos encontrar a expressao
dos coeficientes b,,. Como b,, = 0, para cada n temos

+1
b, = —gam(—go)rrn (TQ ) -+ %am(—fo)rrn <T2> =
w w1

1 n+1

Wa S ro +1 T9 B
(1) ()

Wa _ T9\T9 — 1 W2 _ T2
= —Jlarz(_§0)rz n<n> = —JIGTQ(_£O)T2 n( ))

n+1 n+1

e finalmente obtemos

T2 a
k,l m, n I
(;}Clx y)( > bua™y )yay

n=-—1
<chx )(anx y) =
n=—1 a
_ _ ZQ r1 T2 B % . TO—"N ] 5 (2 n) —1 n) _
<Cr1(y 50]7 1) )(nzzl( 10/72( 50) <Tl—|— 1))']7 ! r 'y yay
=2 1 2 —1 = ro—n T2 =2 (re—n), n a
= (enly =&y ) (= Jana™ 3 (e )@y )y <
= (C (y—¢ 11333)7"1)(— a7t 3 (1) (gt vy 1)ya -
1 0 ) T2 &= N 0 ay
— :2 1 _ ﬂ — %_1 S T2 — :72 (TQ_N) N>a e
(o= ) (= Zan (e 3 (7)) 2
= (en = &™) ) (= S (eor® T &™)
Da expressao na componente x, o poligono de Newton contém o ponto (—1,71 + 79).
Além disso, a componente y dé a contribuigao (22 —1,71 47— 1). Novamente, em ambos
os casos verifica-se que gf e N. O

Proposigao 3.16. Suponha que o segmento principal v; ndao € horizontal e que apds blow-
up na direcao x existe um ponto no divisor excepcional E, tal que a altura do poligono de
Newton ndo diminuiu. Entdo existe uma mudanca de coordenadas analitica tal que uma
das sequintes situagoes ocorrem:
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o Obtemos um novo vetor peso w = (wy,ws) tal que, apds um blow-up na dire¢io x
com este peso, o vértice principal estd contido em {0} x N, a altura decresce e existe
apenas um numero finito de pontos nao elementares no divisor excepcional E,;

e O segmento principal € horizontal.

Demonstracdo. Ja sabemos que existe apenas um ponto nao elementar p no divisor ex-
cepcional e que a expressao do campo de vetores auxiliar antes do blow-up é dada pela
Proposicao 3.15. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: O ponto p é um ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto. Neste
caso, considere a mudanga de coordenadas admissivel

w2

\Ill<x7y) = (I,y - 503771)

Lembre que Z—f € N, pela Proposicao 3.15. Pelo Lema 3.4, tal mudanca de coordenadas
nao altera a altura do poligono de Newton. Aplicando esta mudanca de coordenadas nas
expressoes obtidas na Proposicao 3.15, a primeira graduagao do campo de vetores auxiliar
toma a forma.

oz

se o vértice principal estd contido em {0} x N ou

0 0
Xa=cny" (amy”x + bmy”yag) + ..

'S T 8
Xa=c,y" (amy an) + ...

se o vértice principal estd contido em {—1} x N. Em ambos os casos, a inclinagdo do
vértice principal aumenta, e entao obtemos novos pesos para continuar com o processo de
resolucao de singularidades, dado que o ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto
é isolado. Veja a Figura 3.4.

\
\

Figura 3.4: Poligono de Newton do campo de vetores auxiliar ap6és uma mudanca de
coordenadas da forma (3.5).

Agora devemos aplicar um blow-up com este novo vetor peso. Apds este blow-up,
novamente temos duas possibilidades: ou o novo blow-up diminui a altura do poligono
de Newton ou ele nao decresce a altura. Neste tltimo caso, novamente aplicamos uma
mudanca de coordenadas ¥y dado pelo Lema 3.4. Observe que esta operagdao nao muda
a altura do poligono de Newton e ela aumenta a inclinagdo do segmento principal. Assim
continuamos sucessivamente.

Se for necessario, aplicamos n mudancas de coordenadas V¥, dada pelo Lema 3.4. O
segmento principal nao sera horizontal e novamente obtemos novos pesos para continuar
com a resolucdo de singularidades. Estes novos pesos diminuem a altura do poligono de
Newton e portanto a Proposicao é verdadeira.
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Neste caso onde p é um ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto, afirmamos
que esta iteracado de mudancas de coordenadas admissiveis tem um fim. De fato, se este
nao fosse o caso, a cada passo a inclinacao do poligono de Newton aumentaria, e apds a
composi¢ao infinita de mudanca de coordenadas admissiveis

V(z,y) = (x, Yy — Z&x@l)

deveriamos obter um poligono de Newton com segmento principal horizontal. Isto im-
plicaria que ap6s a mudancga de coordenadas V., o campo de vetores adjunto se anula
na curva de impasse A, o que é uma contradicao pois o ponto de equilibrio é isolado.
Portanto a iteracdo de mudanga de coordenadas admissiveis é finita neste caso.

Caso 2: O ponto p nao ¢ um ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto, e isto
implica que ro = 0. Aplicando uma mudanca de coordenadas admissivel ¥, nas expressoes
obtidas na Proposicao 3.15, temos duas possibilidades:

e A inclinacao do segmento principal aumenta e temos novos pesos para continuar o
processo de resolucao de singularidades;

e O segmento principal é horizontal.

No primeiro caso devemos aplicar um blow-up na origem com esses novos pesos. Apoés
este blow-up, novamente teremos as duas possibilidades listadas acima. Caso seja ne-
cessario, aplicamos n mudangas de coordenadas dadas pelo Lema 3.4. Dessa forma, ou
o segmento principal serd horizontal ou obteremos novos pesos para continuar com o
processo de resolucao de singularidades.

Isto nos leva ao caso onde este processo pode nao se encerar, e entao devemos aplicar
uma mudanca de coordenadas da forma

Uz, y) = <$,y — z@:&xwl>

Apo6s a mudanca de coordenadas V., o segmento principal é horizontal, ja que a
cada etapa sua inclinacao aumenta. Para concluir a demonstracao, devemos provar que
esta mudanca de coordenadas é analitica. De fato, observe que a curva de impasse A
sempre contém este ponto nao elementar. Pela forma como ¥, foi construida, a curva
{y—>2; &x% = 0} estd contida em A. Em outras palavras, a curva {y—3, &% = 0} deve
ser uma componente do conjunto analitico A, o que garante a convergéncia da série. [

Exemplo 3.17. Considere o sistema for¢ado
(y —a¥)d = (y —2°)x; (y—2%)y = —s(y — 2% +sy(y — )" +y**, (3.15)

cujo campo de vetores auxiliar é

6 b S\T S\T a
Xa=(y—a)y—a")ag+ (y—r8)<— sy~ y —a®) T+ s(y - 2°) +y’“)yay; (3.16)
em que k > r + 1. Observe que a origem é um ponto de equilibrio isolado do campo de
vetores adjunto. O vértice principal é da forma (0,7) e portanto a altura é r. Aplicando
um blow-up na origem com peso w = (1, s) na diregdo x, obtém-se

Y. (s ~ 1\ ﬁ ~ e~ 1\l ~(kr)s~k:>~a
Xa=@—-1(y 1)xax+(y 1)( s (—-1)"" +1% 7 )igy
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Observe que na origem a altura decresceu, mas quando olhamos para o ponto (0, 1) €
E, vemos que a altura do poligono de Newton ainda é r. Portanto, antes do blow-up
devemos aplicar uma mudancga de coordenadas da forma

_ - s
L=, Yy=Yy—,

e entdo (3.16) toma a forma
Xa=yyt—+yy+z)— (3.17)
e portanto temos um novo vetor peso para continuar o processo.
Exemplo 3.18. Seja o sistema forcado
(y—a”)i=(y—a*); (y—a*)y=s""(y —a2") +y"*, (3.18)

cujo campo de vetores auxiliar é

0 0
Xa=w—2°)y—a°)"—+ (y—2° (s:r;81 Ty —2*) + k) —; 3.19
A=y =)y —a2%) o+ (y — %) y(y)yyay (3.19)
em que k > r+1. Observe que a origem é um ponto de equilibrio isolado, o vértice principal
¢ (—1,r) e portanto a altura é r. Ap6s um blow-up na origem com peso w = (1,s) na
direcao x positiva, obtém-se

Xa=@G-1- 1)?":651 F =D (557G = 1) = sl - 173

_0
) By’

Na origem a altura decresceu, porém no ponto (0,1) € E, a altura ainda é r. Entao
antes do blow-up devemos aplicar uma mudanca de coordenadas admissivel da forma

e entao (3.19) toma a forma
Xa=gy 5= + g+ )" o (3.20)

e assim obtemos um novo vetor peso para continuar o processo.

3.3.2 Resolucao de singularidades: Teorema Global

Agora que o algoritmo local de resolucao de singularidades foi estudado, estamos aptos
para provar o Teorema 3.19. Suponha que (M, X,Z) é um sistema forgado real analitico
definido em uma variedade com esquinas compacta de dimensao 2. Dessa forma, X’ é uma
1-folheagao analitica e A é um subconjunto analitico de M.

Teorema 3.19. Seja (M, X, T) um sistema forcado real analitico 2-dimensional definido
numa variedade compacta com esquinas. Fxiste uma sequéncia finita de blow-ups com
peso

(M,.E\C’J,ZN:) = (Mnanuzn) % e E} (M07X07IO) = (M,X,I)
tal que (M, X, T) é elementar-
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Demonstragao. Lembre que nas representacoes locais de X', as componentes P e () de X
nao possuem fator comum, o que implica que todos os pontos de equilibrio da folheacao
sao isolados. Analogamente, o ideal de impasse Z é localmente gerado por uma funcgao
analitica irredutivel 0, e entdo ¢ possui pontos singulares isolados. Como todos os nossos
objetos sao analiticos, existe um ntmero finito de tangencias entre a folheagao e o conjunto
de impasse. Devido a compacidade de M, existe um conjunto finito {p;}*_, de pontos
nao elementares.

Em cada ponto p;, fixamos coordenadas locais (¢;, U;) de modo que o poligono de
Newton do campo de vetores auxiliar seja controlavel. Aplicando o Teorema 3.9 em cada
ponto nao elementar, obtemos (éu (Nf@) de tal modo que em U: o sistema forcado possui
apenas pontos elementares.

Assim, obtemos uma sequéncia finita de blow-ups

(Mv7?7:z) = (MnaXnaIn) cI)_n> T ﬂ (M07X07IO) = (M7X7I)

tal que a transformada estrita (/\7 X, f) possui apenas pontos elementares.

Observe que fora do divisor excepcional os blow-ups sao difeomorfismos analiticos que
levam folhas de X' em folhas de X' e levam geradores de 7 em geradores de Z, e portanto
fora do divisor excepcional as ternas (M, X, f) e (M, X,Z) sao globalmente orbitalmente
equivalentes.

O



4 Classificacao topoldgica de
retratos de fase de sistemas forcados
no plano

Este capitulo é dedicado a classificacao de retratos de fase de sistemas forcados sob
equivaléncia topolégica, isto é, CP-equivaléncia orbital que preserva orientacao. Como este
é um estudo local, daqui em diante vamos denotar um sistema for¢ado pela terna (X, d, p),
em que X é o campo de vetores adjunto, 0 é a funcao analitica irredutivel cujo zero é o
conjunto de impasse As e p denota o ponto na qual estamos estudando a vizinhanca.

Os resultados abaixo (e que também estdo presentes na pré-publicagdo [35]) usam
fortemente o Teorema de resolu¢ao de singularidades provado no Capitulo 3 (Teorema
3.19). Na Secao 4.1 damos a prova do Teorema 4.10, em que se estabelece uma condi-
¢ao baseada na resolucao de singularidades para garantir quando dois sistemas forgados
sdo CYorbitalmente equivalentes. Tal condicdao é chamada esquema elementar de singu-
laridades. O Teorema 4.10 é um resultado essencial para a prova dos Teoremas 4.19 e
4.20.

O Teorema 4.19 é uma extensao do teorema principal de [6] para o contexto de sis-
temas forcados com curva de impasse suave. Aqui, provamos que os termos associados
a fronteira do poligono de Newton do campo de vetores auxiliar determinam topologi-
camente o retrato de fase numa vizinhanca da singularidade do sistema forcado. J& o
Teorema 4.20, por sua vez, diz respeito a retratos de fase de sistemas forcados cuja curva
de impasse é singular. Mais precisamente, classificamos os retratos de fase de sistemas
forgados cuja curva de impasse é uma daquelas classificadas por Arnold [2] (veja a Tabela
4.1).

4.1 Construcao da (C’-equivaléncia orbital em torno
do divisor excepcional

Seja (X, 6, p1) um sistema forgado definido préximo a um ponto de impasse p; € As.
Suponha que p; é um ponto de equilibrio de X ou um ponto singular do conjunto de
impasse As. Vimos anteriormente que neste ponto é possivel aplicar uma sequéncia finita
de blow-ups com peso, cuja composicao vamos denotar simplesmente por . De acordo
com o Teorema 3.19, no final deste processo obtém-se um sistema forcado (X 5, D) tal
que todos os pontos do divisor excepcional Dy = &~ 1(p1) sdo elementares. Além disso,
Dy é um conjunto invariante de X.

Analogamente, seja (Y, 7, p2) um sistema forcado no plano em que p, € A, é um ponto

o4
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de equilibrio do campo de vetores adjunto Y ou um ponto singular do conjunto de impasse
A,. Apés uma sequéncia finita de blow-ups com peso (cuja composi¢ao vamos denotar
simplesmente por V), obtém-se a transformada estrita (}7, 7, Ds) onde todos os pontos no
divisor excepcional Dy = U~!(py) sdo elementares e Dy ¢ um conjunto invariante de Y.
O principal objetivo agora é usar a resolugdo de singularidades na classificagdo topo-
logica de retratos de fase. Para atingir este objetivo, o primeiro passo ¢ dar condic¢oes
que dependam da resolugao de singularidades para garantir quando dois sistemas forcados
sao equivalentes. Em outras palavras, devemos estudar a existéncia de uma equivaléncia
orbital que preserva orientacao H entre (X,d,p1) e (Y,7,p2). A Proposicao 4.1 garante
que quando existe uma equivaléncia orbital H entre (X8, D) e (Y, 7, Dy) em uma vizi-

nhanga do divisor excepcional, entao (X, d,p1) e (Y, 7, p2) s@o equivalentes. Veja a Figura
4.1.

(Yagvpl) - (?7’77D2)

H
(Xa 67 pl) E— (Y7 77p2)

Figura 4.1: Diagrama da Proposicao 4.1.

Seja W1 > p1 e Wy 3 py vizinhangas dos pontos p; e po, respectivamente. Observe
que Wy = @' (Wi\{p1}) e Wo = U~ (Wa\{p2}) sdo conjuntos abertos. Defina os abertos
U= W1 UDy eV =WeUDye suponha que existe um homeomorfismo (se necessario
tomando vizinhangas W; e W, menores) H : U — V satisfazendo as seguintes condic¢oes:

(H1) H(D,) = Dy;
(H2) E(Aé) = AW;

(H3) Seja p € U e denote por b5 (p, t) o fluxo de X passando por p. Suponha que
b5 (p, 0, s]) C U\Ay, para algum tempo s > 0. Entao existe § > 0 tal que

i (Gb;z (. 0 s])) — 65 (fﬂm, 0, §]) .

Proposigdo 4.1. Se existe um homeomorfismo H satisfazendo as condigoes (H1), (H2)
e (H3) acima, entdo existem abertos U > py e V 3 py e uma C°-equivaléncia orbital que
preserva orientacio H : U — V entre os sistemas for¢ados (X, 0,p1) e (Y, 7, p2).

Demonstragio. Denote U = ®(U) e V = W(V) e defina a aplicacio H : U — V por
H(p) =ps H(p) =T oHod '(p), p€ &(W).

A funcdo H é justamente a CY-equivaléncia orbital que preserva orientagao entre
(X, 6,p1) e (Y,7,p2) que estamos procurando. Lembre que @ restrita a W, = @~ 1(W;\{p;:})
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Dy
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D,

H A,
+ T
s

Figura 4.2: Homeomorfismo H que satisfaz as hipéteses (H1), (H2) e (H3). O conjunto
de impasse esta destacado em vermelho.

¢ um difeomorfismo analitico que leva As em Ag, e leva curvas de fase de X em cur-
vas de fase de X, preservando orientagao. Propriedades andlogas para W restrita a
Wy = U HW,y\{p2}) também sdo verdadeiras. Além disso, ®(D;) = p;, H(Dy) = D,
e U(Dy) = po.

Um célculo direto mostra que H leva conjunto de impasse em conjunto de impasse.
Além disso, se ¢x (p, t) ¢ o fluxo de X passando por p € U e ¢x (p, [0, s]) C U\A; para
algum s > 0, entdo existe 5§ > 0 tal que

H (ng (p, [Oa S])) = ¢y (H(p)7 [07 §]) )

e portanto H é uma CY-equivaléncia orbital que preserva orientacao. O

Como a existéncia de H garante a existéncia de uma C%-equivaléncia orbital H entre
(X,0,p1) e (Y,7,p2), o préximo passo ¢ buscar uma condicdo baseada na resolugao de
singularidades que garanta a existéncia de tal homeomorfismo H. Esta condigao serd cha-
mada de esquema elementar de singularidades. O proximo Teorema diz que se (X, g, Dy)e
(17, 7, Ds) possuem o mesmo esquema elementar de singularidades, entao ambas as ternas
sdo C%-orbitalmente equivalentes em uma vizinhanca do divisor excepcional. Tal resultado
combinado com a Proposicao 4.1 ird garantir que (X, 6, p;) e (Y, 7, p2) sdo C°-orbitalmente
equivalentes.

4.1.1 Pontos basicos, intervalo singular basico e esquema ele-
mentar de singularidades

Seja (X, 0,p;) um sistema forcado planar em que p; € As é um ponto de equilibrio
de X ou um ponto singular do conjunto de impasse. Denote a transformada estrita por
(X,0,Dy) em que todos os pontos do divisor excepcional D; sao elementares.

Definig¢ao 4.2. (Definigao 5.1, [15]). Um sistema de coordenadas é adaptado ao divisor
excepcional se em tal sistema de coordenadas o divisor excepcional ¢ dado por E, =

{z =0}, Ey = {y = 0} ou E,y = {zy = 0}
Defina os seguintes campos de vetores com dominio restrito, em que o, f € {—1,1}:

1 Vlozﬁ: O‘xa% + 53/8%, y > 0. Veja a Figura 4.3;

2. VaP: pa?d + aya%, y > 0. Veja a Figura 4.4;
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3. Va ozxa% — ozya%, x> 0and y > 0. Veja a Figura 4.5;
4. Vi aya%, 0<z<1ey>0. Veja a Figura 4.5.

Analogamente, defina os seguintes sistemas for¢ados com dominio restrito, em que

a,fe{-1,1}
1. Cf’ﬁ: i = ax,xy = Py, y > 0. Veja a Figura 4.6;
2. Cg’ﬁz xi = B2?, 2y = ay, y > 0. Veja a Figura 4.7;
3. C¢: zx=oa,2y =0, 0 <z <1andy>0. Veja a Figura 4.8;

4. Oz =0,zy=ay, 0 <z <1andy > 0. Veja a Figura 4.8.

R A L

Figura 4.3: Singularidades bésicas da forma Vlo‘”B .

R G S g, 37

Figura 4.4: Singularidades basicas da forma Vza’ﬁ :

LS Ry

S &
7 <

Figura 4.5: Singularidades bésicas da forma V§* (esquerda) e V* (direita).

R A L

Figura 4.6: Singularidades bésicas da forma C7' 0 conjunto de impasse esta destacado
em vermelho.

oY S N, P %

Figura 4.7: Singularidades bésicas da forma C% PO conjunto de impasse estd destacado
em vermelho.
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Figura 4.8: Singularidades béasicas da forma C$ (esquerda) Cf (direita). O conjunto de
impasse esta destacado em vermelho.

Definig¢ao 4.3. Um ponto p € D; é uma singularidade basica se existe um sistema de
coordenadas adaptado ao divisor tal que em uma vizinhanca U de p o sistema forcado é
C° orbitalmente equivalente a Vf"ﬁ ou CJ‘?"B, em que i,j = 1,2, 3.

Definicao 4.4. Um intervalo singular basico é um arco d C D tal que todos os pontos
em d sao pontos de equilibrio e existe um sistema de coordenadas adaptado ao divisor tal
que em uma vizinhanga U de d o sistema forgado é C° orbitalmente equivalente a V,* ou

cs

Como o divisor excepcional é uma uniao finita de arcos suaves dy,...,d,, pode-se
enumera-los no sentido horario. Dessa forma, d;y; sucede d; e d,+1 = d;. Com esta
orientacao, também podemos definir uma ordem para as singularidades basicas e intervalos
singulares bésicos que aparecem no divisor excepcional. A disposi¢do das singularidades
basicas e dos intervalos singulares basicos no divisor define uma palavra finita construida
usando o alfabeto

(VoL u{G Y L U Voo v (G,

Tal disposi¢ao define uma relagao de equivaléncia no conjunto ¥ das ternas ()? .0, Dy)
da seguinte forma: duas ternas (X,d, D) e (17', 7, D9) sao equivalentes se, e somente se,
uma palavra associada a (X,d,D;) é igual a palavra associada a (}7, 7, Ds) a menos de
permutacao ciclica.

Definicao 4.5. Uma classe de equivaléncia em ¥ é chamada esquema elementar de
singularidades.

Exemplo 4.6. O esquema elementar de singularidades associado ao sistema forcado do
Exemplo 2.15 ¢é dado pela palavra C3V, " Civy M Cloyt.

O proximo Teorema ¢é verdadeiro sob a hipdtese de que o esquema elementar de sin-
gularidades nao contém apenas palavras escritas com simbolos da forma V* ou C¥'. Isto
é equivalente a requerer a seguinte condi¢ao: Sejam (X, 4, Dy) e (37, 7, D) as transforma-
das estritas dos sistemas forgados (X, d,p1) e (Y, 7, p2), respectivamente, em que p; € Ag
e po € A,. Se p; e py sao pontos de equilibrio dos campos de vetores adjuntos X e Y,
respectivamente, entao ambos p; e ps possuem Orbita caracteristica. Em outras palavras,
p1 € p2 ndo sdo nem um centro e nem um foco. Veja a Figura 4.9.

Definicao 4.7. Um esquema elementar de singularidades ¢ degenerado se a palavra
associada a terna (X, 0, D;) contém apenas simbolos da forma Vi* e C§. Caso contrario,
dizemos que o esquema elementar de singularidades é nao-degenerado.
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)

(Y (&)
3/

Figura 4.9: Singularidades de um sistema for¢cado. O ponto de equilibrio do campo de
vetores adjunto nao possui érbita caracteristica.

4.1.2 Prova do Teorema 4.10: Construcao de uma C"-equivaléncia
orbital que preserva orientacao

O préximo Lema é um resultado de Topologia Geral e que serd 1util na prova da
Proposicao 4.9.

Lema 4.8. (Lema da Colagem, Teorema 18.3, [31]) Sejam M, N espagos topoldgicos
e sejam Ay, Ay C M conjuntos abertos (ou fechados). Denote A = A; N As. Sejam
f:A — f(A) CN eg: Ay — g(As) C N homeomorfismos tais que f|la = gla. Entao
existe um homeomorfismo H : Aj U Ay — H(A1UAs) C N tal que H|a, = f e H|a, = g.

Proposigio 4.9. Suponha que as ternas (X,0,Dy) e (Y,7, Dy) possuam o mesmo es-
quemna elementar de singularidades nao degenerado. Entao existe uma C° equivaléncia
orbital que preserva orientagao H entre (X,6,D1) e (Y,7, D) tal que H(Dy) = Dy.

Demonstrag¢io. Dado um arco ¢; C Dy, também temos um arco ¢; C Dy. A construgao do
homeomorfismo comega préximo a um ponto bésico p (ou um intervalo singular bésico) de
(X, 9, D1) que nao é nem da forma V{* nem Cf. Entao existe um ponto equivalente p (ou
intervalo singular bésico) de (37, 3, Ds). Isto significa que existem coordenadas adaptadas
ao divisor

h:U—=R% h:U— R

para (X,0,Dy) e (Y,7,Ds,), respectivamente, em que U 2 p e U 5 p. Denote h(U) =
h(U) = W. As vizinhancas U e U sdo escolhidas de tal forma que exista apenas um tinico
ponto basico (ou apenas um intervalo singular bésico).

SR A
Sa

Figura 4.10: Neighborhoods U, U and W.

Se comecarmos a constru¢ao do homeomorfismo a partir de um ponto basico, tomamos
o conjunto aberto W de tal forma que sua fronteira seja transversal aos eixos coordenados.
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Por outro lado, se a construcao se inicia a partir de um intervalo singular basico, a
vizinhanca W é escolhida de tal forma que ela é transversal as retas {z = 0} e {z = 1}.

Portanto, temos que h=*(0W) é transversal a D; NU. Isto também é verdade quando
consideramos (h) ™' (W) e DyNU. Aplicando este raciocinio para todos os pontos bésicos
e todos os intervalos singulares béasicos no divisor excepcional, entao uma vizinhanca do
divisor excepcional D; é dividido em um numero finito de setores. Se este setor nao é
localmente dado por V*, entdo podemos subdividir este setor pelo segmento h~!({z = 0}).
Aplicamos 0 mesmo raciocinio para a terna (17, 5, Ds).

Estes setores sao limitados por arcos do divisor excepcional, curvas solucao, curvas de
impasse ou curvas transversais ao divisor excepcional. Considerando o € {—1,1}, estes
setores sao escritos em coordenadas locais da forma:

e Setor S¢: a(z? + 92)3%’ em que —1 <z <1ey > 0. Este setor é equivalente ao
ponto basico V5;

o Setor S5 axa%—i—aya%, emque —1 <z <ley>0;
o Setor 5% aya%,emque —1<z<ley>0;
e Setor F%: aa%,emque—lgxgleyzo;

o Setor SI{': x& = axr,xy = ay, em que ax > 0 ey > 0;

o Setor SIS xi = —ax,xy = —ay, em que ax > 0ey > 0;
o Setor SIS: i = ax,xy = —ay, em que ax > 0 e y > 0;
e Setor SI{: x& = —ax,ry = ay, em que axr > 0 ey > 0;

e Setor SI: z& = 0,2y = ay, em que ax > 0 ey > 0;
o Setor SI§: zi = 0,2y = —ay, em que ax > 0 ey > 0;
e Setor FI*: zi =a,zy=0,em que -1 <xr<ley>0.

Observe que o setor S§ é C%-orbitalmente equivalente a V3.

Figura 4.11: Setores S¢ (esquerda) e S$ (direita).

Figura 4.12: Setores S§ (esquerda) e F'® (direita).

Considere mais uma vez o ponto p que tomamos no comecgo desta prova. Lembre que
este ponto ndo ¢ nem da forma V3* nem C§. Sabemos que (h)™ oh : U — U é um
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Gl L

Figura 4.13: Setores SI{* (esquerda) e SI$ (direita). O conjunto de impasse esta destacado

em vermelho.

Figura 4.14: Setores SI{ (esquerda) e ST (direita). O conjunto de impasse esta destacado
em vermelho.

Figura 4.15: Setores SIY (esquerda) e SI§ (direita). O conjunto de impasse esta destacado
em vermelho.

< N N <
~ 7 7 ~
< N N <
N 7 7 N
< N N <
N 7 7 N
v S S v
~ 7z 7 ~

Figura 4.16: Setores F'I*. O conjunto de impasse esta destacado em vermelho.

homeomorfismo tal que h(p) = p, leva curvas de fase de )N(Aem curvas de fase de Y e leva
conjunto de impasse em conjunto de impasse. Além disso, (h)'oh leva divisor excepcional
em divisor excepcional. Entao construimos um homeomorfismo neste primeiro setor.

O setor adjacente (no sentido horario) deve ser da forma F'“ ou FI*. Neste segundo
setor estd definida uma C° equivaléncia orbital h entre (XV 0, Dy) e (57, 4, Ds). Observe

que na fronteira dU os homeomorfismos (7)~! o h e h coincidem.

Y YV VY
AN N A

S

d

A4
N

Figura 4.17: Colagem de dois setores adjacentes. O conjunto de impasse esta destacado
em vermelho.

Lembre que cada curva de fase intersecta QU em penas um ponto. Agora, pelo Lema
da Colagem 4.8, existe um homeomorfismo definido em ambos os setores e que envia
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curvas de fase de X em curvas de fase de Y, leva conjunto de impasse em conjunto de
impasse e leva divisor excepcional em divisor excepcional.

Entre cada setor da forma S ou ST pode ser que haja um setor da forma F'* ou
FI¢, e precisamos colar todos esses setores em torno do divisor excepcional. Na fronteira
de cada setor, o Lema da Colagem 4.8 é aplicado.

No final do processo, devemos colar o ultimo e o primeiro setor de forma a “fechar”
a construcao do homeomorfismo, dado que estamos construindo tal fun¢gdo em torno do
divisor excepcional (que é homeomorfo & S'). Observe que, em geral, esta construcio sé
pode ser fechada se o ponto basico p que tomamos no inicio da demonstracao nao é nem
da forma V5* e nem Cf. Geometricamente, isso significa que estamos evitando o caso do
centro-foco.

Dessa forma, construimos um homeomorfismo H tal que H(D;) = D,, leva curvas de
fase de X em curvas de fase de Y e leva As em AW. Portanto H é a C° equivaléncia
orbital procurada. O

Combinando as Proposicoes 4.1 e 4.9 obtemos o Teorema 4.10, que nos da uma con-
di¢do baseada na resolucao de singularidades que garante quando dois sistemas forcados
sao C° orbitalmente equivalentes de mesma orientacao.

Teorema 4.10. Considere dois sistemas forcados (X,8,p1) e (Y,7,p2), em que p; € Ag
e p2 € A, sdo singularidades. Se a transformada estrita de ambos os sistemas possuem o
mesmo esquema elementar de singularidades ndo degenerado, entio (X,6,p1) e (Y,7,p2)
sio C°-orbitalmente equivalentes.

Como a classificagao de retratos de fase depende da nocgao de equivaléncia adotada,
este resultado ir4 desempenhar um papel importante daqui em diante.

4.2 Determinacao topolégica de um sistema forcado
usando o poligono de Newton

Primeiramente, vamos recordar um resultado classico da literatura. Seja X um campo
de vetores planar analitico definido préximo a origem tal que X (0) = 0, e denote seu
poligono de Newton por Py. Em [6] os autores provaram que, sob certas condigoes de
nao degenerecéncia, os termos de X associados a fronteira OPx do poligono de Newton
determinam o retrato de fase de X proximo ao ponto de equilibrio.

Mais precisamente, dado um campo de vetores analitico X, os termos de X associados
aos pontos em 0Py definem um campo de vetores chamado parte principal de X, ao
qual denotamos por Xq. O Teorema A de [6] garante que X e X sdo topologicamente
equivalentes.

A seguir, apresentaremos uma versao deste resultado para sistemas for¢gados analiticos
no plano cuja curva de impasse ¢ suave. Nossa estratégia ¢ trabalhar em um sistema de
coordenadas conveniente de tal modo que o resultado classico apresentado em [6] possa
ser aplicado durante o processo de resolucao de singularidades.

4.2.1 Coordenadas favoraveis

Como nosso estudo é local, por simplicidade vamos denotar um sistema forcado real

analitico planar préximo a origem por (X, ), em que X = (P(x7 y), Q(z, y)) ¢ 0 campo
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de vetores adjunto e § é uma funcao real analitica e irredutivel. Como sempre, o campo
de vetores auxiliar sera denotado por X4. Os poligonos de Newton do campo de vetores
adjunto e do campo de vetores auxiliar serao denotados por Px e Px,, respectivamente.

Nesta se¢ao vamos considerar sistemas forcados com conjunto de impasse regular. Por
“conjunto de impasse regular” queremos dizer que o vetor gradiente V4 nao se anula na
origem. O objetivo é estender o Teorema A de [6] para o contexto de sistemas for¢ados, isto
é, o objetivo é mostrar que os termos associados a fronteira 0Px, do poligono de Newton
do campo de vetores auxiliar determina (sob equivaléncia topolégica) o retrato de fase
proximo a singularidade do sistema forcado. Para atingir este objetivo, primeiramente
vamos definir um sistema de coordenadas conveniente.

Lema 4.11. Seja (X,0) um sistema forcado tal que a origem é um ponto de equilibrio
isolado e o conjunto de impasse € reqular. Entdo existe um sistema de coordenadas tal
que:

o A curva de impasse é dada por A = {y = 0};

o Os poligonos de Newton Px, e Px do campo de vetores auziliar X4 e do campo de
vetores adjunto X sdo controldveis;

» O poligono de Newton Px, € obtido aumentando em uma unidade a sequnda coor-
denada de cada ponto do poligono Px.

Demonstragcao. O primeiro item é verdadeiro devido ao Teorema da Funcao Implicita.
Para o segundo item, podemos aplicar a mudanca de coordenadas

r=IT+A\y; y=1,

com A € R. Observe que mesmo apds esta mudanca de coordenadas a curva de impasse
continua da forma A = {y = 0}. Lembre que o poligono de Newton Px, do campo de
vetores auxiliar é obtido pela soma de Minkowski dos poligonos de Newton de § e X.
Como neste sistema de coordenadas a funcao 0 é dada simplesmente por § = y, segue
que o poligono de Newton Px, do campo de vetores auxiliar X4 ¢ obtido aumentando
em uma unidade a segunda coordenada de cada ponto do poligono de Newton Px de X.
Veja a Figura 4.18. O

\ﬁ | .—

Figura 4.18: Poligonos de Newton Px (esquerda) e Px, (direita).

Definicao 4.12. O sistema de coordenadas dado pelo Lema 4.11 é chamado favoravel.
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Devido ao Lema 4.11, sem perda de generalidade sempre podemos tomar coordenadas
favoraveis para (X, ). Também pelo Lema 4.11, segue que Px, e Px possuem o mesmo
nimero de segmentos. Além disso, dado um segmento 7; C 9Px,, o respectivo segmento
vi C OPx possui a mesma inclinacdo que ~;. Isto implica que, se o segmento principal
71 C OPx, esta contido numa reta da forma {rw; +sws = R}, entdo o segmento v C 0Px
estd contido numa reta da forma {rw; +swy = S}. Portanto, a cada passo da resolugao de
singularidades, os pesos dos blow ups que usamos na dessingularizagao do sistema forcado
e do campo de vetores X sao os mesmos.

Agora estamos aptos para definir a parte principal de um sistema forcado planar
analitico com conjunto de impasse regular.

Defini¢ao 4.13. (Definigao pagina 347, [6]). A parte principal X de um campo de
vetores real analitico X com respeito a um sistema de coordenadas fixado é o campo

de vetores dado por
n

Xg(x,y) = ;Xj(x,y),

em que X; ¢ o campo de vetores definido pelos termos de X que pertencem ao segmento
v; C OPx, em que 7, ndao é nem horizontal e nem vertical.

Definicao 4.14. A parte principal de um sistema forcado com curva de impasse
regular é um par (Xq,d) em coordenadas favoraveis, em que Xq é a parte principal do
campo de vetores adjunto X no sentido da Defini¢ao 4.13.

Exemplo 4.15. Considere o sistema forcado na sua forma diagonalizada
yi =y’ + 2%y, yy = xy +a’y (4.1)

na qual ja estd escrito em coordenadas favoraveis e cujo campo de vetores auxiliar é dado
por

Xa(z,y) :y(y3+$2y)£+y<my+x4)(%. (4.2)

O suporte de (4.2) é o conjunto Q = {(—1,4);(1,2);(4,0);(1,1)}, e os termos associ-

0 0

ados a fronteira 0Px, do poligono de Newton de X4 sao y(y3) —, y(xy) — e y(x4) —
x

0 oy oy
Portanto a parte principal de (4.1) é

yi = 1>, yy = oy + 2t (4.3)

4.2.2 Condicoes de nao degenerecéncia

Nesta subsecao discutiremos algumas condi¢oes de nao degenerecéncia que devemos
impor para o par (X, ) para que seja possivel provar a existéncia de uma C° equivalén-
cia orbital entre (X,d) and (Xq,d). Enfatizamos que estamos considerando (X, J) em
coordenadas favoraveis.

A primeira hipdtese é que a origem é um ponto de equilibrio isolado do campo de
vetores adjunto X. Isto implica que 0Px intersecta os eixos coordenados do plano 7s.
Entretanto, observamos que, em geral, o poligono de Newton 0Px, do campo de vetores
auxiliar intersecta apenas o eixo s.

A préxima condigdo de nao degenerecéncia foi introduzida em [6].
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Definicao 4.16. (Defini¢do pagina 351, [6]) Seja X um campo de vetores analitico tal
que p ¢ um ponto de equilibrio isolado e seja X sua parte principal. Dizemos que X ¢é
Newton nao degenerado em p se qualquer componente quase homogénea X; de Xg
associada ao lado v; C dPx nao possui pontos de equilibrio em (R\{0})?, isto ¢, se cada
X, nao possui pontos de equilibrio fora dos eixos coordenados.

Esta condicao de nao degenerecéncia implica que, durante o processo de resolucao de
singularidades de campos de vetores analiticos, o tinico ponto do divisor excepcional que
possui altura positiva ¢ a origem na direcao . Em outras palavras, todos os pontos de
equilibrio em (Ez\{(o, 0)}> UE, sao elementares (veja Proposicao B, [33]).

Além disso, tal condigao depende do sistema de coordenadas adotado. Isto é, um
campo de vetores pode ser Newton nao degenerado em um sistema de coordenadas, mas
pode ser degenerado em outro sistema de coordenadas (veja os exemplos da Secao 2.3.4
de [33]). Entretanto, ser Newton niao degenerado é uma propriedade genérica do conjunto
formado por todos os campos de vetores analiticos (veja Proposigao 6, [6]), e portanto é
uma propriedade genérica no conjunto I' de todos os sistemas for¢ados no plano definidos
préximo a origem e que estao em coordenadas favordveis.

Para encerrar esta subsecao, vamos fazer uma pequena observacao. Suponha que Px
contém um ponto da forma (M, —1). Em outras palavras, suponha que a componente @
de X = (P,Q) possui um termo da forma by, 2™, com by 1 # 0. Geometricamente,
esta condigao significa que nenhuma curva de fase de X coincide com a curva de impasse
A = {y = 0}. Pelo Lema 4.11 segue que Py, possuird um ponto da forma (M, 0).

Por outro lado, se Px nao possui um ponto da forma (M, —1), entéo a curva de impasse
A ird coincidir com uma curva de fase do campo de vetores adjunto. Pelo Lema 4.11,
segue que Px, nao intersecta o eixo 7 do plano rs.

A observagao acima sera importante para a demonstragao do Teorema 4.19.

4.2.3 Prova do Teorema 4.19: Equivaléncia topolégica entre um
sistema forcado e sua parte principal

Primeiramente, vamos considerar o caso onde a fronteira do poligono de Newton possui
apenas um lado que nao é horizontal e nem vertical, e posteriormente vamos provar o caso
geral. Daqui em diante, (X, 0) satisfaz as hipdteses discutidas na subse¢ao anterior.

Lema 4.17. Seja (X,d) um sistema forcado planar escrito em coordenadas favordveis.
Suponha que

1. O campo de vetores adjunto X é Newton ndo degenerado na origem;

2. Xq = Xy, isto €, a fronteira OPx do poligono de Newton de X possui apenas um
segmento que nao € vertical nem horizontal.

Entio (Xq,d) e (X,0) possuem o mesmo esquema elementar de singularidades.

Demonstra¢io. Vamos estudar o caso em que o vértice principal é da forma (0, N), tendo
em vista que o caso em que o vértice principal é da forma (—1,N) é completamente
analogo. Esta prova ¢é baseada em blow-ups direcionais com peso e novamente vamos
focar nas dire¢oes z e y positivas, ja que as contas nas dire¢oes negativas sao similares.
Como estamos adotando coordenadas favoraveis, a curva de impasse {y = 0} aparece
apenas na direcao x. Isto significa que, na direcao y, ndo ha pontos de impasse no divisor
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excepcional apés um blow-up com peso, e portanto estamos no caso classico de campos
de vetores analiticos. Dessa forma, segue que na diregdo y ambos os pares (Xq,d) e
(X, ) possuem os mesmos pontos de equilibrio e eles estao dispostos da mesma forma.
Enfatizamos que tais pontos de equilibrio sdo semi-hiperbélicos (e portanto elementares),
porque o sistema forcado é Newton nao degenerado.

Apo6s um blow-up na direcdo x, a primeira graduacdo do campo de vetores auxiliar
toma a forma

~ (& _sap,. O w .0
XA:y( Z yn( ’ x+(bm,n—wiam7n)yag>).

Nt} wp 0%

Observe que a curva de impasse ainda é da forma { = 0}, os pontos de equilibrio
das transformadas estritas X e X sao os mesmos e sao semi hiperbodlicos. Isto acontece
independentemente se a curva de impasse coincide ou nao com uma curva de fase que
contém a origem. A diferenca é que, no primeiro caso, o segmento principal do poligono
apo6s o blow-up serd horizontal, e no segundo caso o poligono de Newton apds blow up
nao tera altura positiva.

Segue entdo que os pares (Xq,d) e (X,0) possuem o mesmo esquema elementar de
singularidades. O

E importante notar que no Lema 4.17, o processo de resolucao de singularidades
essencialmente dessingulariza o campo de vetores, dado que o conjunto de impasse ja estéd
numa forma “simples”. Esta ideia serd importante na prova da préxima proposicao.

Proposigao 4.18. Seja (X, 9) um sistema forcado planar em coordenadas favordveis. Se
a origem é Newton ndo degenerada, entdo os pares (Xq,0) e (X,0) possuem o mesmo
esquema elementar de singularidades.

Demonstracao. Mais uma vez vamos considerar blow ups direcionais com peso e estuda-
remos o caso em que o vértice principal é da forma (0, N), tendo em vista que o caso
em que o vértice principal é dado por (—1, N) é completamente andlogo. A ideia da
prova consiste em comparar o processo de resolugao de singularidades de (Xq,d) e (X, 0).
Como os segmentos dos poligonos de Newton Py, e Px, , possuem a mesma inclinacao,
a cada passo do processo aplica-se blow-ups com o mesmo peso para ambos os sistemas
forcados. O caso onde a fronteira do poligono possui apenas um lado que nao é vertical
nem horizontal foi estudado no Lema 4.17 e portanto vamos provar o caso geral.

Assim como no Lema 4.17, o conjunto de impasse {y = 0} aparece apenas na diregao x.
Isto significa que em todos os outros pontos do divisor E,, ambos os pares (Xg,d) e (X, 6)
possuem os mesmos pontos de equilibrio, todos eles sao semi-hiperbodlicos e a disposicao
desses equilibrios sdo a mesma para ambos os pares (Xq,0) e (X, ), dado que na diregao
y positiva estamos essencialmente analisando apenas os campos de vetores adjuntos e eles
sao Newton nao-degenerados. Portanto basta olhar para a origem na direcdo x. Veja a
Figura 4.19.

Aplicando o primeiro blow-up com peso w = (w;,ws) na dire¢ao z, obtém-se as trans-
formadas estritas (X, d;) e (X', 6;). Em ambos casos, a fungio § ainda é dada por § = y,
e portanto a origem é o tnico ponto de impasse no divisor excepcional. No que diz res-
peito ao campo de vetores adjunto, com calculos similares aqueles da demonstracao do
Lema 4.17 prova-se que no divisor E, temos os mesmos pontos de equilibrio para X e para
Xq. Enfatizamos que todos os pontos de equilibrio em E,\{(0,0)} sdo semi hiperbélicos.



Determinacao topolégica de um sistema for¢ado usando o poligono de Newton 67

Figura 4.19: Blow-up na direcao y.

L
.

Figura 4.20: Blow-up na direcao x.

Além disso, a disposicao de tais equilibrios no divisor excepcional é a mesma, e a origem
é um ponto de equilibrio e um ponto de impasse ao mesmo tempo.

Devido ao Lema 4.11, os poligonos de Newton de (X},d;) e (X',d;) sdo obtidos
aumentando em uma unidade a segunda coordenada de cada ponto do poligono Px1.
Sabemos que devemos prosseguir com o processo de resolucao de singularidades, pois a
origem nao é um ponto elementar. Também é claro que, a cada passo, as fronteiras dos
poligonos sdo iguais e portanto usa-se blow-ups com os mesmos pesos em ambos (X, d;)
(S (XZ, 51)

Essencialmente, estamos apenas dessingularizando os pontos de equilibrio de X e Xq
e preservando a curva de impasse.

Ao final do processo, temos trés casos a considerar com relagdo ao ponto de impasse
(0,0) € E,. Os dois primeiros dizem respeito ao caso onde o conjunto de impasse nao
coincide com uma curva solucao do campo de vetores adjunto, isto é, o caso em que Px
possui um ponto da forma (M, —1). O terceiro e tltimo caso diz respeito ao caso em que
Px nao possui um ponto da forma (M, —1), e portanto a curva de impasse coincide com
uma curva de fase do campo de vetores adjunto.

Caso 1: Os poligonos de Newton Px,, , e Px, possuem vértice da forma (1,0) mas
nao possui vértice da forma (m, 1), com m < M. Isto implica que o poligono de Newton
do campo de vetores adjunto Px possui vértice da forma (M, —1) mas nao possui vértice
da forma (m,0).

Ap6s o tltimo blow-up com peso na diregao x necessario para dessingularizar a origem,
segue do Lema 4.17 que o poligono de Newton P do campo de vetores adjunto X ird

conter o ponto (0, —1), o que significa que a origem nao é um ponto de equilibrio de X. No
que diz respeito aos pontos de equilibrio que aparecem no divisor excepcional, eles serao
os mesmos para ambos (Xq,d) e (X, 0), e a disposigao destes pontos no divisor também
¢ a mesma para ambos os pares.

Além disso, quando olhamos para P)?Q’A e P§A7 vemos que esses poligonos possuem o

ponto (0,0) como vértice, pois a origem de E, é um ponto de impasse (veja a Figura 4.21).
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Em resumo, a origem nao é um ponto de equilibrio e é um ponto de impasse, portanto
a origem ¢ um ponto elementar. Observe que aplicamos o mesmo nimero de blow-ups
em ambos os pares (Xgq,0) e (X,0), e a cada passo usamos os mesmos pesos para ambos.
Portanto ambos os pares possuem o mesmo esquema elementar de singularidades.

Figura 4.21: Segmento principal antes e depois do tltimo blow-up no Caso 1, onde os
poligonos de Newton Px,, , e Px, ndo possuem um vértice da forma (m, 1).

Caso 2: Os poligonos de Newton Px,, , e Px, possuem vértices da forma (m,1) e
(M, 0), com m < M. Isto significa que o poligono de Newton Py de X possui vértices da
forma (m,0) (M, —1). Apds um nimero finito de blow-ups na direcdo =, o poligono de
Newton P3 do campo de vetores adjunto X ird possuir um vértice da forma (0,0), o que
significa que a origem ¢ um ponto de equilibrio semi hiperbélico de X. Por outro lado,
quando olhamos para P)?Q’A e P)?A, vemos que esses poligonos possuem o ponto (0,1)
como vértice principal, dado que a origem é um ponto de equilibrio semi hiperbélico e um
ponto de impasse a0 mesmo tempo.

Dessa forma, este caso se difere do Caso 1 pois devemos aplicar mais um blow-up nos
objetos (Xq,d) e (X,0) na diregdo x. Observe que, como ambos P);Q’A e Pg, possuem

pontos da forma (0,1) e (]\7 ,0), aplicamos um blow-up com o mesmo peso em ambos 0s
pares. No final do processo, o Lema 4.17 garante que (Xq,d) e (X,d) possuem o mesmo
esquema elementar de singularidades.

—

Figura 4.22: Segmento principal antes e depois do tltimo blow-up no Caso 2, em que o0s
poligonos de Newton Py, , e Px, possuem um vértice da forma (m,1).

Caso 3: Suponha agora que o conjunto de impasse coincide com uma curva de fase.
Seguindo as ideias apresentadas nos casos anteriores, vemos que o processo de dessingula-
rizacao do sistema forcado é, essencialmente, o processo de dessingularizacao do campo de
vetores adjunto. Apds uma conveniente sequéncia finita de blow-ups, os pontos de equili-
brio no divisor excepcional sdo os mesmos para ambos Xq and X. Além disso, a disposi¢ao
de tais pontos de equilibrio sao os mesmos para Xqo and X e todos eles sao elementares.
Como o conjunto de impasse coincide com uma curva de fase passando por (0,0) € E,,
segue que (Xgq,0) e (X,d) possuem o mesmo esquema elementar de singularidades. [
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Combinando o Teorema 4.10 e a Proposicao 4.18, obtemos o Teorema 4.19.

e

Teorema 4.19. Seja (X, d) um sistema forcado planar analitico tal que A = {§ = 0} ¢é
uma curva reqular e a origem € uma singularidade Newton ndo-degenerada. Se X possui
orbita caracteristica (isto €, nao é nem um centro e nem um foco), entao (Xq,0) e (X,0)
sio CY-orbitalmente equivalentes.

4.2.4 Exemplo

Considere o sistema forcado diagonalizado
yi =y’ + 2’y +ats yy =2+ ay’ +y (4.4)
que ja estd escrito em coordenadas favoraveis. O suporte de seu campo de vetores auxiliar
X4 é o conjunto Q = {(—1,4),(1,2),(3,1),(3,0),(0,4)}, e portanto a parte principal de

(4.4) é dada por
yi = > + 2%y; yy = 2% + zy’. (4.5)

\‘\\

X

Figura 4.23: Poligono de Newton do campo de vetores auxiliar de (4.4).

Observe que os sistemas forgados (4.4) e (4.5) estao sob as hipdteses do Teorema 4.19.
O segmento principal 7, C Py, esta contido na reta {r+s = 6}, e portanto o vetor peso
é w = (1,1). Pode ser verificado que, para ambos os sistemas (4.4) e (4.5), na dire¢ao y
positiva os pontos (£1,0) € E, sdo selas hiperbdlicas do campo de vetores adjunto. Por
outro lado, na dire¢do z positiva os pontos (£1,0) € E, sao selas hiperbdlicas e a origem
¢ um ponto de impasse. Os sistemas (4.4) e (4.5) possuem o mesmo esquema elementar
de singularidades, e portanto eles sdao C° orbitalmente equivalentes. Veja a Figura 4.24.

o

Figura 4.24: Sistema forgado (4.4) antes e ap6s blow-up.

<

p
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4.3 Sistemas forcados com conjunto de impasse sin-
gular e a prova do Teorema 4.20

O objetivo desta secao é classificar retratos de fase de sistemas for¢ados no plano
proximos a pontos singulares da curva de impasse. Na Introducao foi definido o conjunto
A, que é o conjunto dos sistemas for¢ados (X, 0) definidos numa vizinhanga da origem e
que satisfazem:

1. O campo de vetores adjunto é constante, isto é, X(z,y) = (a,b) com a,b € R e
a®+v* #0.

2. A fungdo § é uma das curvas do tipo ADE classificadas por Arnold [2] (veja a tabela
4.1 e as Figuras 4.25, 4.26 e 4.27).

Tipo Forma normal | Codimensao
Ap, k>1 2?2 4+ gyt k—1
Dy, k>4| 2%y+yF! k—1
Eg 3 £yt )

E; Y3 — yad 6

Fy 23+ P 7

Tabela 4.1: Singularidades do tipo ADE classificadas em [2]. Veja as Figuras 4.25, 4.26 e
4.27.

=

Figura 4.25: Da esquerda para a direita: curvas Ay para k = 1, Ay para k par e A, para
k fmpar e k > 3.

o+

Figura 4.26: Da esquerda para a direita: curvas Dy para k = 4, D, para k impar e Dy
para k par e k > 6.
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/
<

Figura 4.27: Da esquerda para a direita: curvas Fg, F7 e Ej.

Escolhemos um sistema de coordenadas tal que ¢ é uma das fungoes dada pela tabela
4.1. Como o campo de vetores adjunto e § sao analiticos, e assumindo que X (0) # 0, isto
é, os coeficientes a_; o e by _1 na expansao

{ 0z, y)T = a—10+ @ +a_11y + ..., (4.6)

5(1'7 y)y = b07,1 + bo,oy + 51,7135 + ...

satisfazem a2_170 + bg,_l # 0, o Teorema 4.20 da condigbes para garantir quando o Sistema
(4.6) é C° orbitalmente equivalente ao sistema

5(1’,y).§(f = a_1,0,
) ’ 4.7
{5(967y)y = bo_1, (4.7)

que pertence ao conjunto A.

Teorema 4.20. Considere o sistema forcado planar analitico (X,0) definido prozimo a
origem tal que X(0) # 0 e a origem é uma singularidade de § do tipo ADE. Entao o
sistema (1.1) é C°-orbitalmente equivalente a um sistema em A se ele satisfaz uma das
condigoes da Tabela 4.2, Secao 4.3.

A prova do Teorema 4.20 é dada por calculos diretos. De fato, devemos comparar o
processo de resolugdo de singularidades de ambos os sistemas (4.6) e (4.7) para estabele-
cer condicoes que os coeficientes da expansao de Taylor devem satisfazer para que, apos
uma conveniente e finita sequéncia de blow-ups com peso, tais sistemas tenham o mesmo
esquema elementar de singularidades. O sistema (4.6) deve satisfazer uma das condigoes
presentes na tabela 4.2, em que ng é o primeiro inteiro positivo tal que a_1,, 7# 0. Ge-
ometricamente, as condigdes buscam evitar tangencias entre o campo de vetores adjunto
de (4.6) e as componentes da curva de impasse.

No que segue vamos descrever os retratos de fase possiveis de (4.7) préximo ao divisor
excepcional para cada curva 6 da Tabela 4.1.

4.3.1 Curva A, k>1

Para esta curva, quando a_;o # 0 o poligono de Newton possui vértices da forma
(1,0) e (—1,k+ 1). Por outro lado, quando by 1 # 0 o poligono de Newton tem vértices
da forma (2,—1) e (0,k). Em ambos os casos, o vetor peso serd da forma w = (k + 1, 2).

Na diregdo z, quando a_; o # 0 o campo de vetores auxiliar toma a forma

N , ) o ) . 8
Xap =@£g"h (k 1 (a-1,07 + 0,072 + a1 g B0 G0 4 ) o+
2 2
_ i oi b i@kl —

( Fy1oTney T e T k+1

~ N 0
a—1,me@ 00T 4 ) (,)y)
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Curva ¢ Condigoes

Casol: k>1lea_19#0

Ak Caso2: k=1e0 7é a—1,0 7£ :l:bo’_l

Caso 3: a_190=0ek—1<2n

Caso 4: a_19 # 0 € by,y,—1 = 0 para todo inteiro my > 0
Dy, Caso5: k=4e0#a_197# +by_1

Caso 6: a_10=0ek—4 < 2n

Caso 7: by_1 #0

Caso 8: a_j9 # 0 € by,y,—1 = 0 para todo inteiro mgy > 0
Nao ¢é necessario requerer hipoteses sobre a

expansao em Taylor do campo de vetores adjunto.

Er

E6 ou Eg

Tabela 4.2: O sistema forgado (4.6) deve satisfazer uma das condigoes desta tabela para
que seja equivalente a um sistema em A. O nimero ng é o primeiro inteiro positivo tal

que a_q ., 7# 0.

e quando a_; o = 0 temos (assumindo k — 1 < 2ny)

i,2ng—k+2

=~ 1o}

~2ng— N 0
(bO,—l _ a_17n0x2n0 k:+1yng+l + ) r) .
Oy

2
k+1
Na diregao y, por sua vez, quando a_; o # 0 obtemos

k+1 ok
boy_lzyk

= _ —on, 7] 1 . 0
Xa, = (xz +1) ((a—l’o - ! +‘l—l,noy2 o+ )£ + 5(50,—1yk + )(9y>7

e quando a_; 9 = 0 tem-se

Xa, = (@ +1) <( _k ; L b0 18 + a1 §2m0 R + ) % + %(bo,,lg +.) ;;).

Primeiramente assumimos as condi¢oes do Caso 1. Apds um blow-up com peso na
direcdo x, a origem 0 € E, é uma sela hiperbdlica e a curva de impasse satisfaz 1+g*+ = 0.
Na direcao y nao ha pontos de equilibrio em [, e a curva de impasse satisfaz a equagao
72+ 1 =0. Veja as Figuras 4.28 e 4.29.

A andlise do Caso 2 ¢é semelhante a andlise do Caso 1. Observe que as condigbes
a_10 # 0, bp_1 # 0 e a_19 # bp_1 devem ser exigidas para que o campo de vetores
adjunto nio tangencie uma das componentes da curva z? — y? # 0.

Agora, considere o Caso 3. Apds um blow-up com pesos na dire¢ao x, nao ha pontos
de equilibrio em [E,, e na direcao y a origem 0 € E, é uma sela hiperbélica. A curva de
impasse se comporta assim como nos outros dois casos.

E importante compreender o que a condicio k — 1 < 2ng significa geometricamente.
Seja ng o primeiro inteiro nao nulo tal que a_; ,, # 0. Entdo o campo de vetores adjunto
tangencia o eixo y na origem, e essa tangéncia ¢ de ordem ng+ 1. Por outro lado, para k
impar k£ > 2, a curva de impasse tangencia o eixo y na origem, e esta tangéncia ¢ de ordem
%. Dessa forma, a relagdo k — 1 < 2n( estabelece uma relagao entre essas tangéncias.
Também ¢ interessante notar que quando k — 1 > 2ng o segmento principal do campo de
vetores auxiliar de (4.6) possui um vértice da forma (1,n0), e tal ponto nao aparece no
poligono de Newton do campo de vetores auxiliar de (4.7). Veja as Figuras 4.30 e 4.31.
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s D e X

Figura 4.28: Retrato de fase quando a_; # 0, para ¢ do tipo Ay, k impar.

Figura 4.29: Retrato de fase quando a_; # 0, para ¢ do tipo A, k par.

Figura 4.30: Retrato de fase quando a_; o = 0, para ¢ do tipo A, k impar.

Figura 4.31: Retrato de fase quando a_; o = 0, para ¢ do tipo Ay, k par.

4.3.2 Curva Dp, k>4

Se a_10 # 0, o suporte contém pontos da forma (1,1) e (—1,k — 1). Por outro lado,
se bp—1 # 0 o suporte contém pontos da forma (2,0) and (0, k — 2). Em ambos os casos,
o0 vetor peso serd w = (k — 2,2).

Na dire¢ao z quando a_; o # 0 o campo de vetores adjunto toma a forma

~ o 1 _ e _om, o 15]
Xp, = G +3" 1)(k_2(a1,ow+ao,oxk b aq pya?notigno +...)%+

2 _ k-4 2 ~2ng ~mo+1 0
(— k_za—l,oy-i-bo,—lw — k_2a—1,noJC ogno +)87y )
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e quando a_; o = 0 temos (assumindo k — 4 < 2ny)

2,
[0k

1 - 90— kA5~
5 (0,07 + a—1,no @m0 oGm0 )

Xp, = (ﬂig’“)(k_

Om— - 0

k—2 dy

Ja na diregao y, por sua vez, quando a_1 9 # 0 o campo de vetores adjunto toma a
forma

k—2

> 19} 1 19}
Xp, = (@ £1) ((a—l,o - bo, 125" 4 a1,n 570 + )ﬁ + 5(170,—1?]’“73 + ) By)’

e quando a_; o = 0 obtemos (novamente assumindo k — 4 < 2ny)

2

~ 2 o] 1 o
Xp, = (52 +1) (( _ bo, 17+ ail,n052n07k+4 + )ﬁ + §(b07,13} + ) ) .

Jy

Assuma as hipoteses do Caso 4. Apds um blow-up com peso na direcao x, a origem
0 € E, é um ponto de sela do campo de vetores adjunto X e existe uma curva de fase que
coincide com a componente y = 0 da curva de impasse A = {§ £ ¢*! = 0}. Na direcio
y, nao ha pontos de equilibrio em E, o conjunto de impasse é dado por {#? + 1 = 0}.

Enfatizamos que a condi¢ao b,,, -1 = 0 para todo inteiro my > 0 implica que o campo
de vetores adjunto nao tangéncia a componente {y = 0} na origem. Isto nos levaria a uma
resolugao de singularidades diferente para o sistema (4.7). Veja as figuras 4.32 e 4.33.

Agora, assuma as hipdteses do Caso 5 para k > 4. Na direcdo y nao hé pontos de
equilibrio de X em E,. Por outro lado, na dire¢ao = a origem 0 € [E, ¢ uma sela hiperboélica
do campo de vetores adjunto e um ponto de impasse ao mesmo tempo. Aqui, o poligono
de Newton contém os pontos (0, 1), (0,k—1), (k—4,0) e (k—4; k—2), e portanto devemos
aplicar um novo blow-up de peso w = (1,k — 4). Nestas condigoes, apds este blow up
obtemos

Xp, = =&"1gth ((i_lgx + )% + (bo,-1 —a—1,05 + ) ;y)

na dire¢do z. Ja na dire¢do y o campo de vetores auxiliar toma a forma

= 1k _ bo—1 _p_ 9 2a-1,0 _ o bo,—1 _p_y-
X = (14 gk 1kl B Yo, k=3, 9 _ ) ; k—dz
pp = Q| (a-r02 - T T 4 ) 5o 4 ( TR LA A AR

Ja para o Caso 5 quando k = 4, enfatizamos que as condigdes a_1o # 0, bp_1 # 0
e a_1p # bp_1 evitam tangéncias entre o campo de vetores adjunto e a componente
{z? — y* = 0} da curva de impasse. Veja as figuras 4.34 e 4.35.

Finalmente, assuma as hipdteses do Caso 6. Na dire¢do = a curva de impasse satisfaz
7+ 7! = 0 e ndo ha pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto em E,. Por outro
lado, na diregao y a curva de impasse ¢ dada por 72 +1 = 0 e a origem 0 € E, é uma sela
hiperbélica.

E importante compreender o que a condicio k — 4 < 2n, significa geometricamente.
Seja ng o primeiro inteiro nao nulo tal que a_; ,, # 0. Entdo o campo de vetores adjunto
tangencia o eixo y na origem, e essa tangéncia ¢ de ordem ng+ 1. Por outro lado, para k
par k > 6, a curva de impasse tangencia o eixo y na origem, e esta tangéncia ¢ de ordem
%. Dessa forma, a relagdo k — 4 < 2n( estabelece uma relacao entre essas tangéncias.
Também ¢ interessante notar que quando k — 4 > 2ng o segmento principal do campo de
vetores auxiliar de (4.6) possui um vértice da forma (1,1 + 1), e tal ponto nao parece no

poligono de Newton do campo de vetores auxiliar de (4.7). Veja as Figuras 4.36 e 4.37.

&l
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Figura 4.32: Retrato de fase quando a_, o = 0, para ¢ do tipo Dy, k par.

Figura 4.33: Retrato de fase quando a_, o = 0, para ¢ do tipo Dy, k impar.

Figura 4.34: Retrato de fase quando a_; # 0, para ¢ do tipo Dy, k par.

4.3.3 Curva Ej

Se a_19 # 0, o suporte contém os pontos (—1,4) e (2,0). Por outro lado, by 1 # 0
implica que o suporte contém os pontos (0,3) e (3, —1). Em ambos os casos o vetor peso
serd da forma w = (4, 3).

Suponha sem perda de generalidade que § = 2* — y*. Na diregao x, quando a_1 # 0
o campo de vetores auxiliar toma a forma

~ 1 0
Xpgg =(1—-73% (4(61—1,053 + a0,08° + a_1,18%5 + )£+

3 3 B 3 4. 3 5o E)
(* 70-1.09 + bo,—1Z + (bo,0 — Zao,o)z §— 01137 + )87/ ;
e se a_i o= 0 temos

= 1 0
Xpg =1 -7 (4 (a0,08* +a—123%g + ...) Tl

3 3 0
(bo,—1 + (bo,0 — Zao,o)i‘?’zj - Za_1,15:2372 + ) )
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Z @ - Z///
%/
Figura 4.35: Retrato de fase quando a_, # 0, para ¢ do tipo Dy, k impar.

P A o

Figura 4.36: Retrato de fase quando a_; = 0, para ¢ do tipo Dy, k par.

TN - TN -

i
T ¥

Figura 4.37: Retrato de fase quando a_, o = 0, para J do tipo Dy, k impar.

Por outro lado, na diregao y quando a_; o # 0 vale

~ N 4 L 3 4 4 0
XE6 = (x3 — 1) ((a_l,o — §b07_1xy +a-119" + (CL()70 — gbo’o)xy + ) %-f—

1 2 -5 -6 9
g(bO,—ly +b0,09° + b1,-127 +)87y ;

e se a_1o = 0 obtemos

= 4 4 1o}
Xpe =@ -1)( (- gbo. 12+ a—1,19% + (ao,0 — gbo,o)iﬂg’ +o) ot

[0k

0
(bo,~19 + bo,od* + b1,~177° + ...) ay).

Wl

Na dire¢ao x positiva a curva de impasse intersecta o divisor excepcional nos pontos
(0,1). Para a_1 # 0 a origem 0 € E, é uma sela hiperbdlica e se a_; ¢ = 0 nao temos
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pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto em E,. Na direcao y positiva, a curva
de impasse intersecta o divisor excepcional em (1,0). Se a_1o # 0, ndo ha pontos de
equilibrio do campo de vetores adjunto em E,, e se a_1 o = 0 a origem 0 € E, é uma sela
hiperbodlica. Veja as Figuras 4.38 e 4.39.

<l C el

Figura 4.38: Retrato de fase quando a_; # 0, para d do tipo Eg.

N

>
Z
~

Figura 4.39: Retrato de fase quando a_; = 0, para ¢ do tipo Eg.

4.3.4 Curva E;

Se a_1 # 0, o suporte contém os pontos (—1,3) and (2,1). Por outro lado, by 1 # 0
implica que o suporte contém os pontos (0,2) e (3,0). Em ambos os casos escolhemos o
vetor w = (2,3) como vetor peso.

Na dire¢ao z, o campo de vetores auxiliar toma a forma

=~ . f1 N N 5 - 0
Xp, = (@ - 9) <2 (a-1,02 +ao,03* +a—1,13°5 + ...) =t

%)

3 3 el
(bo,—1 — 5d-1,oi‘ﬂ +b1,_182 — 5a—1,157?4?§2~--)
e na dire¢ao y obtemos

~ 2 2 15) 1 0
_ -3 . ~ =22 - -3
Xg,=1-% )((a1,0y - gbo,ﬂﬂc - §b1,71x J° + )ﬁ + g(bo,ﬂy +b1,127 ) 8y>

Suponha que a_; o # 0 € by, —1 = 0, para todos os inteiros my > 0. Na diregao x
positiva, a curva de impasse intersecta o divisor excepcional E, nos pontos (0,—1), (0,0)
e (0,1). Além disso, a origem é uma sela hiperbdlica do campo de vetores adjunto e existe
uma curva de fase coincidindo com uma das componentes da curva de impasse. Na direcao
y positiva, nao ha pontos de equilibrio de X em E, e o conjunto de impasse intersecta o
divisor excepcional em (1,0).

Novamente observamos que a condigao b, -1 = 0 evita tangéncias entre o campo
de vetores adjunto X e a componente {y = 0} do conjunto de impasse. Tais pontos de
tangéncia podem levar a diferentes resolugoes de singularidades.

Finalmente, se consideramos by _; # 0, na diregdo z positiva ndo ha pontos de equili-
brio de X em E,, e na direcdo y positiva a origem 0 € E, ¢ um ponto de sela de X. A
curva de impasse é dada como no caso anterior. Veja as Figuras 4.40 e 4.41.
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/ /
/ /
\ \
\ \
Figura 4.40: Retrato de fase quando b,,, —; = 0 para todo my > 0, em que ¢ é do tipo E7.

PSR RS S LR
EANEERR Y N R

Figura 4.41: Retrato de fase quando by _; # 0, para ¢ do tipo E7.

4.3.5 Curva Ejg

Se a_1 # 0, o suporte contém os pontos (—1,5) e (2,0). Por outro lado, se by_; # 0
o suporte contém os pontos (0,4) e (3,—1). Em ambos os casos aplicamos um blow-up
direcional com peso w = (5, 3).

Na diregdo z, quando a_; o # 0 o campo de vetores auxiliar toma a forma

=~ 1 o 3 3 0
XES = (1 + g5) (5(a_1’0§? —+ ao’oj‘;ﬁ + a_1’1§;4g —+ )ﬁ —+ ( — ga_l’oyj + bO,—1f2 _ ga_l,lj?’gz + )ay>,

e se a_io = 0 obtém-se

= 1 o 3 d
_ -5 -4 =2~ o -2 \ 9
Xps=(1+7 )(5(a0,0$ +a-11%°9+ )% + (bo,—l 50-117Y ) 8y>'
Por outro lado, na diregdo y quando a_; # 0 o campo de vetores auxiliar toma a

forma

= 5 o 1 0
_ (a3 5 -2 -3 o, 1 -3 -6 9
Xpg = (2" +1) <((l1,0 — 5bo 137" ta-119” + ) 2513 (bo,~15° + bo,07° + ... 8y)’

e se a_1o = 0 obtemos

5 0 1 1o}
widetildeXE8 = (573 + 1) (( — §b0,712~7 +a_119+ ao}o:ﬁ:l]B + ) % + g (b()y,lg + 50,03}4 + ) 8:[/) .

Na diregao x positiva, a curva de impasse intersecta o divisor excepcional em (0, —1).
Se a_19 # 0, a origem 0 € E, é uma sela hiperbélica do campo de vetores adjunto e se
a_10 = 0 nao ha pontos de equilibrio em E,. Finalmente, na dire¢ao y positiva a curva
de impasse intersecta o divisor excepcional E, em (—1,0). Se a_1o # 0, ndo ja pontos
de equilibrio do campo de vetores adjunto em E, e se a_; 9 = 0 a origem ¢ uma sela
hiperbdlica. Veja as Figuras 4.42 e 4.43.
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R

Figura 4.42: Retrato de fase quando a_; # 0, para ¢ do tipo Es.

Figura 4.43: Retrato de fase quando a_; o = 0, para ¢ do tipo Es.



5 Descrevendo fluxos em superficies
invariantes a partir de sistemas
forcados

Este capitulo é dedicado ao estudo de fluxos de campos de vetores polinomiais em
superficies invariantes. Mais precisamente, aqui abordaremos as contribui¢oes presentes
em [41], onde os resultados tratam da relacdo entre sistemas forgados em tais fluxos.
Daqui em diante, X sempre denotara um campo de vetores polinomial em R3.

Definicao 5.1. Seja X : R* — R3 um campo de vetores polinomial. Dizemos que um
polinémio H € R[x,y, z] é polindbmio de Darboux de X se (VH, X) = uH, em que
p = p(z,y,z) é um polindémio real chamado cofator de H. A equagao H(x,y,z) = 0
define uma superficie algébrica invariante de X. No caso em que (VH, X) = 0,
dizemos que H ¢é integral primeira de X, e aqui a equacao H(z,y,2) = k define uma
superficie algébrica invariante de X, para qualquer k£ € R.

A investigacao em [41] procurou responder, primeiramente, em quais casos obtemos
um sistema com impasse ao estudar fluxos em superficies invariantes. Supondo que X é
um campo de vetores polinomial, provamos que sistemas for¢ados surgem naturalmente
quando

M = {(l‘ﬂya Z);H(I7y7 2) = f(CL’,y)Z - g(CL’,y) = 0}7

¢ uma superficie algébrica invariante de X, em que f, g : R> — R sdo polindmios. Veja o
Teorema 5.5.

Em seguida, procuramos responder o que as singularidades do sistema forcado podem
dizer a respeito do fluxo de X em M. As Proposicoes 5.16 e 5.17 e o Teorema 5.21 dizem
respeito justamente a esta questao.

Neste momento, recomendamos ao leitor que reveja o Exemplo 1.1 para se familiarizar
melhor com o tipo de problema que vamos estudar neste capitulo, que estd organizado da
seguinte forma. Na Secao 5.1 estudamos as propriedades geométricas da superficie M =
{f(z,y)z — g(z,y) = 0}, que desempenhard um papel fundamental no desenvolvimento
do assunto. Nas Secoes 5.2 e 5.3 investigamos como descrever o fluxo de um campo de
vetores polinomial X em M a partir de um sistema for¢cado e como as singularidades
de tais sistemas nos auxiliam no estudo desses fluxos. J4 na Se¢do 5.4, por sua vez,
aplicamos os resultados obtidos em algumas equacgoes famosas da literatura: Equacgao de
Falkner—Skan, Sistema da Interacao de Trés Ondas, Sistema de Lorenz e Sistema de Chen.
Finalmente, na Se¢ao 5.5 discutimos brevemente como os resultados obtidos aqui podem
ser generalizados em dimensoes maiores.

30
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5.1 Estudando a Geometria da Superficie M

Seja X um campo de vetores definido em R3 que tem M = {f(x,y)z — g(z,y) =
0} como superficie algébrica invariante. Assim como discutido anteriormente, pode-se
escrever M como uma uniao disjunta da forma

M:gM UIM7

em que Gy € o grafico de (4)(z,y) e Zy = {f(z,y) =0 = g(z,y)} é o chamado conjunto
de pseudo-impasse de M.

Proposicao 5.2. Denote por Z; e Z, o conjunto de zeros dos polinomios f e g, respec-
tivamente.

(a) Se Z;NZ, =0, entao Iy =0 e M = G5

(b) Se ZyN2Z, é um conjunto contendo apenas pontos isolados, entdo Ly é um conjunto
de retas paralelas ao eixo z. Veja a figura 5.1;

(c) Se os polinomios f e g possuem fator comum, entdo Ly contém uma variedade
algébrica que € ortogonal ao plano xy;

(d) Se existem p # q € R? tais que f(p)- f(q) <0 eIy =0, entio M é uma superficie
desconexa;

(e) Se p é um ponto singular de M, entio p € ).

Demonstragdo. Os conjuntos Z; e Z, sdo curvas algébricas em R2. Se f e g ndo possuem
fator comum, entao ou Z; N Z, é o conjunto vazio ou Zy N Z, ¢ um conjunto de pontos
isolados. O primeiro caso implica em Z); = () e o segundo caso implica que Zy; é um
conjunto de retas paralelas ao eixo z. Se f e g possuem fator comum, entao Z;NZ, contém
uma curva algébrica e portanto Z,; contém uma variedade algébrica que é ortogonal ao
plano zy. Desta forma, os itens (a), (b) e (c) sdo verdadeiros.

Vamos provar agora o item (d). Suponha que Zy; = 0, isto é, M = Gy;. Por hipétese,
a imagem de f atinge valores positivos e negativos, e portanto podemos escrever M da
forma

M =Gy, UGy,

em que

Gur = {f(x,y) >0,2=(g/f)(x,9)}, e Gy = {f(x,y) <0,2=(9/f)(z,y)}.

Os conjuntos Gj; e G, sdo conjuntos abertos em M tais que Gi; NG, = 0, e portanto
a superficie M é desconexa.

Finalmente, vamos provar o item (e). Note que um ponto p = (xg,%0,20) € M é
singular se, e somente se, VH(p) = 0. Em outras palavras, um ponto p é singular se

fa;(l”o,?/o)zo = ga:(ﬂfo,?/o)a fy(ffovyo)zo = gy(any0)7 f(ivo,yo) = 0.

A 1ltima equagao garante que p € Zyy. L]
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Figura 5.1: Conjunto de pseudo impasse Z,; destacado em azul.

Neste momento é importante fazer algumas consideragoes a respeito da Proposicao
5.2. O conjunto Z); nao é necessariamente formado apenas por pontos singulares de M.
De fato, como veremos em varios exemplos a seguir, podem ocorrer casos onde a superficie
M é regular e I, # (. Além disso, é natural esperar que pontos singulares de M sempre
estarao em 7, pois tais pontos nao podem aparecer em G,;, que é o subconjunto de M
que pode ser escrito como grafico. A respeito do item (d), observamos que a hipdtese de
que f atinge valores positivos e negativos é crucial.

Se X é um campo de vetores polinomial, podemos estudar sua dinamica global apli-
cando um processo de compactificacio de R®. Com a compactificacio de Poincaré,
podemos identificar o R? com um dos hemisférios de S%, e entdo o equador S? C S? faz o
papel do infinito. Dessa forma, obtemos um campo de vetores analitico que é a extensao
do campo X até o infinito. Tal extensao é feita com detalhes em [13], e ela também pode
ser feita para variedades algébricas. Em [22] os autores provaram o seguinte lema que
mostra como obter a expressao de uma superficie no infinito.

Lema 5.3. (Lema 2.1, [22]) Sejam H : R3 — R um polinémio de grau m e H(x,y,z) =0
uma superficie algébrica. A extensao desta superficie no infinito é obtida resolvendo o
sistema

w"H(x/w,y/w,z/w) =0, w=0.

Se P é um polindémio, denote o grau de P por deg(P). Escreva P como a soma de
polindmios homogéneos, isto é, escreva P da forma

Pla.y) = iow,yx

onde P; ¢ um polindomio homogéneo de grau j.

Proposicao 5.4. A extensao da superficie M para o infinito contém os polos norte e
sul (0,0,£1). Em particular, se deg(f) > deg(g), entao tais extensoes também contém o
grande circulo {z = 0}.

Demonstragdo. Se H é um polindmio de grau m, entao ocorre uma das seguintes situacoes:

o Se deg(g) = m e deg(f) < m — 1, o Lema 5.3 garante que a extensao de M é
exatamente a extensao da superficie {g,,(z,y) =0,z € R};

o Sedeg(g) <medeg(f)=m—1, 0 Lema 5.3 implica que a extensao de M é a unido
do grande circulo {z = 0} com a extensao da superficie {f,,—1(x,y) =0,z € R}.
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o Sedeg(g) =m edeg(f) =m—1, como gn(x,y) e fm—1(z,y) sdo polindmios homo-
géneos de grau m e m — 1 respectivamente, segue do Lema 5.3 que os polos norte e
sul (0,0, +£1) pertencem a extensao da superficie no infinito

]

5.2 Fluxos em superficies invariantes que sao descri-
tos por sistemas forcados

Até aqui, consideramos propriedades geométricas da superficie M, bem como sua
extensao para o infinito. Agora que entendemos sua geometria, estamos aptos para estudar
o fluxo de um campo de vetores tridimensional X sobre M. Nosso primeiro resultado nesta
direcdo afirma que o fluxo de X em M é descrito por um sistema forcado.

Primeiramente, considere o campo de vetores tridimensional polinomial X

X(x,y,2) = (a(x,y,z),ﬂ(m,y,z),y(x,y,z)),

em que os polindmios «, 3 sdo escritos da forma

alz,y,z) = Zai(x,y)zi, Blx,y,z) = Zb’j(x,y)zj.
i=0 j=0

Teorema 5.5. Seja M = {f(x,y)z — g(x,y) = 0} uma superficie algébrica invariante do
campo de vetores polinomial X = (a, 3,7). Entao existe um sistema polinomial forcado
definido em R? tal que

1. O conjunto de impasse de tal sistema é dado por A = {f(z,y) = 0};

2. No conjunto aberto R*\A, as curvas solucdo do sistema forcado sio as projecoes no
plano xy das curvas solugdo de X em Gy,

3. A projecio do conjunto de pseudo impasse Ly no plano xy estda contida no conjunto
de impasse A e € um conjunto de pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto

A*F.

Demonstrag¢io. Se (x,y,z) € Gy, segue que z = &(z,y) = (9/f)(x,y). Portanto a di-
namica do campo de vetores X em G,; é descrito pelo sistema de equacoes diferenciais
ordinarias

i = raitey)((9/0)w)
i = Soti@n(e/ney).

Reescrevendo (5.1) e omitindo as variaveis (x,y) para simplificar a notagao, obtém-se
o sistema forcado

%
)

(5.1)

o= Xl S s
. i=0J 9 5.2
{ "y = j:(]f 197 Bj; (5:2)

k I
onde f*(z,y) = <f(x,y)> egl(x,y) = (g(x, y)) e os inteiros k, [ sao nao negativos.
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A curva de impasse de (5.2) é dada por A = {f(x,y) = 0}. Além disso, os sistemas
(5.2) e (5.1) possuem as mesmas curvas solucao no aberto R*\ A. Conclui-se que as érbitas
de (5.2) em R?\A sdo obtidas projetando no plano zy as dérbitas do campo X que estao
em QM

O campo de vetores adjunto de (5.2) é dado por

o= fr ( o fm"giozi) :
(5.3)
gy = fm ( =0 fn_jgjﬁj) .

Por fim, verifica-se que a projecao do conjunto de pseudo impasse Z,; no plano xy é
dado por {f(z,y) = 0 = g(z,y)} C A, que é um conjunto de pontos de equilibrio do
campo de vetores adjunto (5.3). O]

Na prova do Teorema 5.5, observe que toda a curva de impasse A é uma curva de
pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto (5.3). Isto nos leva a estudar casos
menos degenerados. Sendo assim, vamos considerar um campo de vetores polinomial em
R3 definido pelo sistema de equacoes diferenciais

& = ofr,y); ,
Y >0 B, y)2; (5.4)
z = q(zy,2).

Observe que o polindomio « ndo depende da variavel z. Entretanto, ressaltamos que o
estudo deste caso ¢ justificado pois na literatura existem sistemas famosos que se encaixam
nesta hipétese. Por exemplo, a equacao de Falkner—Skan, o sistema da interacao de trés
ondas, o sistema de Lorenz e o sistema de Chen sao da forma (5.4). Assim como na prova
do Teorema 5.5 obtém-se o sistema forcado

T =
n, ’r’z n—1 rn—j j 9.9
{fy = Bt S B, (5:5)
onde novamente omitimos as variaveis (x,y) para simplificar a notagao.
Observe que o conjunto de impasse é dado por A = {f(z,y) = 0}. Finalmente,
obtemos a expressao do campo de vetores adjunto de (5.5), que é

T = flo
{@J = B+ SIS B, (5:6)

Ja sabemos pelo Teorema 5.5 que a projecao do conjunto de pseudo impasse Z,; no
plano zy esta contido no conjunto de impasse A associado a (5.5). Além disso, a projegao
de Zj; é um conjunto de pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto (5.6). S&o
justamente esses pontos de equilibrio que devemos estudar para entender o fluxo de (5.4)
em Ty C M.

Antes de prosseguir com o estudo, vamos fixar algumas hipdteses e nomenclaturas.
Vamos considerar que a curva de impasse A é sempre uma curva regular. Seja pp € A
um ponto regular de impasse e considere as seguintes condic¢oes.

(A) O espago vetorial ker A(pg) é transversal a A;
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(B) O vetor F(pg) ndo pertence a imagem de A(po).

Como a matriz A néo possui rank nulo, da Algebra Linear temos as igualdades img A =
ker A* e ker A = img A*. Portanto, a condi¢do (A) significa que o campo de vetores

adjunto A*F é transversal a A em pg e a condigdo (B) significa que py ndo é um ponto
de equilibrio de A*F.

Definicao 5.6. Seja pg € A um ponto regular de impasse. Dizemos que
1. po é nao singular se py satisfaz as condicoes (A) e (B).
2. po ¢ K-singularidade (kernel singularidade) se pg satisfaz (B) e nao satisfaz (A).
3. po ¢ R-singularidade (range singularidade) se py satisfaz (A) e nao satisfaz (B).

4. po ¢ RK-singularidade (range-kernel singularidade) se po nao satisfaz as condigoes

(A) e (B).

A préxima proposigao classifica as singularidades do sistema forgado (5.5) a partir dos
polindémios f e g que definem a superficie M. Lembre que p é um ponto de impasse de
(5.5) se, e somente se, f(p) = 0.

Proposicao 5.7. Seja p € A um ponto de impasse do sistema (5.5). Dizemos que:
1. p é R-singularidade se, e somente se, g(p) =0 ou B,(p) = 0;
2. p é K-singularidade se, e somente se, f,(p) =0;

3. p é RK-singularidade se, e somente se, p é R-singularidade e K-singularidade
simultaneamente;

4. p € nao singular se, e somente se, p ndo satisfaz nenhuma das condigoes anteri-
ores.

Demonstragdo. Este resultado segue diretamente das condigoes listadas na Defini¢do 5.6
e da expressao do campo de vetores adjunto (5.6). O

Defini¢ao 5.8. Um ponto de impasse p de (5.5) serd chamado de R-singularidade do
tipo I de ¢g(p) = 0. Dizemos que p é R-singularidade do tipo II se /3,,(p) = 0.

O conjunto das R-singularidades do tipo I é exatamente a projecdo de Zp; no plano
xy. Além disso, pode ser que aparecam R-singularidades que sao do tipo I e II simulta-
neamente. Analogamente, pode-se definir RK-singularidades do tipo I ou do tipo II.

Os Corolérios 5.9 e 5.10 sao consequéncias das Proposicoes 5.2 e 5.4, respectivamente.
Tais resultados relacionam as singularidades do sistema forcado com a geometria da su-
perficie M.

Corolario 5.9. Considere o campo de vetores adjunto (5.6).

1. Seja p um ponto singular da superficie M. FEntdo a projecio de p no plano xy €
uma R-singularidade do tipo I do sistema forcado.

2. Se existem p # q € R? tais que f(p) - f(q) <0 e a curva de impasse A sdo possui
R-singularidades do tipo I, entdo M ¢é desconexa.
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Demonstragao. Para provar o item 1, lembre que a Proposicao 5.2 garante que p € Zy,.
Isto implica que p é uma R-singularidade do tipo I. No que diz respeito ao item 2, observe
que se A nao contém R-singularidades do tipo I, entao Z); é vazio. Com isto, aplicamos
a Proposicao 5.2 e finalizamos a demonstracao. O

Seja r C Zp; uma reta paralela ao eixo z e ¢ € A a interseccdo entre r e o plano
xy. Segue do Corolario 5.9 que se ¢ ndo é nem uma R-singularidade do tipo I ou uma
RK-singularidade do tipo I, entdo r nao intersecta a superficie M. Entretanto, como
consequéncia da Proposicao 5.4, a linha r intersecta M no infinito.

Corolario 5.10. Seja q € A uma K-singularidade, R-singularidade do tipo II ou RK-
singularidade do tipo II, e suponha que tal singularidade do sistema for¢ado (5.5) seja
isolada. Entao a reta v = {(q, z)|z € R} intersecta M no infinito.

Demonstracio. Nos ja sabemos pela Proposicao 5.4 que a extensao de M no infinito
contém os pélos norte e sul (0,0+1). O corolario segue observando que tal reta intersecta,
esses pontos no infinito. O

Os seguintes exemplos visam ilustrar os resultados até aqui.

Exemplo 5.11. O polinémio H(z,y,z) = yz — 1 é um polinémio de Darboux do campo

de vetores X(z,y,z) = (0,2, —2%), cujo cofator é u(z,y,z) = —z2. O fluxo de X em
M = H~(0) ¢ descrito pelo sistema forgado

z = 0

yy = L

Pelo Corolario 5.9 segue que M ¢é uma superficie desconexa. Veja a Figura 5.2.

o

—— e e .

L L L L L - ~e 1
-2 -1 0 1 2 a

Figura 5.2: Retrato de fase do Exemplo 5.11. O conjunto de impasse esta destacado em
vermelho.

Exemplo 5.12. O polindémio H(x,y,2) = (z+y*)z—1 é polindmio de Darboux do campo
de vetores X (z,y,2) = (0, 2, —2yz%), cujo cofator é u(z,y,z) = —2yz% O fluxo de X em
M = H~'(0) ¢ descrito pelo sistema for¢ado

z = 0
(x+y*)y = L
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Figura 5.3: Retrato de fase do Exemplo 5.12. O conjunto de impasse esta destacado em
vermelho.

Pode ser verificado que a origem é uma K-singularidade. Além disso, segue do Coro-
lario 5.9 que M é uma superficie desconexa. Veja a Figura 5.3.

Exemplo 5.13. Seja A € R um pardmetro satisfazendo |[A| > 1. O polindémio H(x,y, z) =
(y—x)z—1 é polindmio de Darboux do campo de vetores X (z,y, z) = (1, \yz, 22— \yz? ),

cujo cofator é p(x,y, 2) = z— Ayz? O fluxo de X em M = H~1(0) é descrito pelo sistema
forcado

{ z = 1
-2y = Ay

A origem é um ponto de equilibrio hiperbélico do campo de vetores adjunto, cujos
autovalores sao —1 e A e seus respectivos autovetores sao v_; = (1,0) and vy = (1, 1+ \).
Se A > 1, entao a origem é um ponto de sela. Se A < —1, a origem é um n6 atrator. Em
ambos 0s casos, a origem é uma R-singularidade do tipo II do sistema forcado. Veja a
Figura 5.4.

QNN

0 1

7

2 -4

Figura 5.4: Retrato de fase do Exemplo 5.13 para A > 1 (esquerda) e para A < 1 (centro).
O conjunto de impasse esta destacado em vermelho.

Exemplo 5.14. Seja A € R um parametro satisfazendo A > 0. O polinémio H(x,y, z) =

(y — x)z — 1 é polindmio de Darboux do campo de vetores X (z,y,z) = %, —(A\z +
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y)z, Az + y)z3>, cujo cofator é u(z,y,2) = (Ar + y)2z%. O fluxo de X em M = H~1(0) ¢

descrito pelo sistema forcado

1402,
{ P B
vy = —(A\z+y).

A origem é uma R-singularidade do tipo II. Além disso, tal singularidade é um foco
—14+y/—3—4)
2

hiperbdlico do campo de vetores adjunto cujos autovalores sao . Veja a Figura

2.5.

0

Figura 5.5: Retrato de fase do Exemplo 5.14. O conjunto de impasse esta destacado em
vermelho.

Exemplo 5.15. O polinomio H(z,y,2) = y*2 — (z +y) é integral primeira do campo de
vetores X (z,y,2) = (§,—3(yz+ 1),2?). O fluxo de X em M = H(0) ¢ descrito pelo
sistema forcado

yg = —3(3 +a)
A origem é uma R-singularidade do tipo I. Além disso, tal singularidade é um no6

hiperbélico do campo de vetores adjunto cujos autovalores sio —1 e —i. Veja a Figura

2
5.6.

5.3 Caso particular: §(z,y, z) é um polindmio de grau
1 com respeito a variavel z

Considere o campo de vetores adjunto (5.6) do sistema forgado (5.5) e denote sua

linearizacio por JX (z,). Se n > 2 (em que n é a maior poténcia de z do polindmio
B(z,y,z) em (5.5)), entdo JX(x,y) é da forma

(oo o Fohes i ) 6
9N nGgeBn + 9Bnz) + X010 Sie 9" NGy Bn + 9Bny) + 00 Sy ) '
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-2 -1 0 1 2

Figura 5.6: Retrato de fase do Exemplo 5.15. O conjunto de impasse estd destacado em
vermelho e o conjunto de pseudo impasse esta destacado em azul.

em que

Sm = fn_i_lgi_l <fgﬂz:c + ((n —1 fx.g + ng:r: Bl)?

Siy = 177G (F98, + ((n = hyg + ifan) 5 ).

Se p € R? é uma R-singularidade (do tipo I ou II), entdo JX (p) seré identicamente
nula e p serd sempre um ponto de equilibrio degenerado do campo de vetores adjunto. No
que segue, consideraremos casos menos degenerados. Vamos supor que n = 1, isto é, o
campo de vetores polinomial tridimensional X é dado por

&= afz,y);
o= vy 2);

cujo fluxo em M é descrito pelo sistema forgcado

&= or,y);
{f(x,y)z) = g(z,9)B(z,y) + flz,y)Bo(x,y); (5.9)

e seu campo de vetores adjunto é dado por

& = fx,y)alr,y);
{?J = g(z,y)B(z,y) + f(z,y)Bo(z, y); (5.10)

A linearizacao JX (z,y) do campo de vetores adjunto (5.10) é da forma

< Jea+ fog fya+ fay ) (5.11)
(.fBOz + gﬁlx) + (fa:BO + gzﬁl) (fﬁOy + gﬁly) + (fyﬁO + gyﬁl) ' '

Todos os exemplos apresentados na préxima se¢ao (Equacao de Falkner—Skan, Sistema
de Interacao de Trés Ondas, Sistema de Lorenz e Sistema de Chen) estdo na forma (5.8).
Além disso, em [18] os autores estudaram métodos para simplificar o cofator do polinémio
de Darboux de sistemas da forma (5.8). Outra justificativa para analisarmos este caso é
que muitos campos de vetores lineares sao escritos da forma (5.8).
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N E importante observar que pode existir um polindmio f : R? — R tal que f (x,y) =
f(x,y)p1(z,y), isto é, o polindbmio f; é um fator de f. De fato, isto acontece nos Sistemas
de Lorenz e de Chen. Isto implica que do Sistema (5.8) obtém-se o sistema forgado

&= az,y);
{f(il%y)y‘ = Q(CC,y)—i-f(:C,y)ﬂo(x,y); (5.12)

cujo campo de vetores adjunto é

T = f(l’,y)oz(:v,y);
{?) = gz, )+ f(z,9)Bo(z, y); (5.13)

Neste caso, o Sistema (5.12) nao possui R-singularidades do tipo II. Além disso, o
conjunto de pseudo impasse Zy; ¢ a uniao de dois conjuntos: o conjunto das linhas que
intersectam o plano xy nos pontos de {f(z,y) =0 = g(z,y)} e o conjunto das linhas que
intersectam o plano zy nos pontos de {f:(z,y) =0 = g(x,y)}. O Sistema (5.12) descreve
o fluxo apenas no primeiro conjunto. Por outro lado, tanto no Sistema de Lorenz quanto
no Sistema de Chen vale f = (51 e portanto focaremos neste caso.

Até aqui, foram provados resultados que relacionam o tipo da singularidade do sistema
forcado com a geometria da superficie M. As proximas proposic¢oes, teoremas e corolarios
relacionam a singularidade do sistema for¢cado com o fluxo do campo tridimensional X

no conjunto de pseudo impasse Zp; C M.

Proposigao 5.16. Considere o sistema for¢ado polinomial (5.9) e a retar = {(xg, yo, 2); 2z €
R} C Zy. Entao valem as sequintes afirmagoes:

1. O ponto q = (x0,y0) € uma singularidade de (5.9). Além disso, ou q é uma RK-
singularidade do tipo I ou q é uma R-singularidade dos tipos I e II simultaneamente;

2. Se q € uma RK-singularidade do primeiro tipo I, entdo q é um ponto de equilibrio
hiperbélico do campo de vetores adjunto (5.10) se, e somente se, ¢ é um ndé com
apenas um autovalor;

3. Se q € uma R-singularidade dos tipos I e II, entao q € nao hiperbilico.

Demonstra¢io. Como H(x,y,z) = f(x,y)z — g(z,y) é polindmio de Darboux do campo
de vetores (5.8), entdao a equacao

21,00+ 2(afo+ Bofy = rgy ) — (age + bogy ) + 7S = it

¢ védlida para todo (x,y, z) € R?. Em particular, a equagao acima ¢ valida para pontos do
conjunto de pseudo impasse Z,;, isto é a equacao acima continua valida para para pontos
que satisfazem f(x,y) = g(z,y) = 0, e assim obtém-se a equacao

2 f,B1 + Z(O-/fx + Bofy — 619y> — <ozgx + Bogy> = 0.

Obtemos assim um polindémio na varidvel z que é identicamente nulo. Isso implica
que seus coeficientes sdo identicamente nulos para todo (z,y) € R?, e assim valem as
igualdades

fuB1=0; af.+ Bofy — Bigy =0; gy + Bogy = 0. (5.14)
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A primeira equagdo em (5.14) garante que todo ponto ¢ = (xg, %) que é uma R-
singularidade do tipo I satisfaz ou f,(¢) = 0 ou fi(¢) = 0. Em outras palavras, todo
ponto ¢ = (o, ¥yo) que é uma R-singularidade do tipo I ou é uma RK-singularidade do
tipo I ou é uma R-singularidade do tipo I e II.

No que diz respeito a segunda afirmacao, se ¢ é uma RK-singularidade do tipo I, entao
a linearizacdo do campo de vetores adjunto (5.10) é dada por

o fra 0
TX(@y) = ( (fzBo + 9251) 9P >’

o que implica que ¢ ¢ um ponto de equilibrio hiperbdlico se, e somente se, f,a e g,51
sao ambos nao nulos. Além disso, a segunda equagao (5.14) garante que f,a = g,0; e
portanto ¢ é um no6 hiperbdlico de (5.10).

Finalmente, com relagao a terceira afirmagao, se ¢ ¢ uma R-singularidade dos tipos I
e II simultaneamente, entao a linearizagdo do campo de vetores adjunto (5.10) é da forma

e seus autovalores sao 0 e fya + f, 3, e portanto ¢ é nao hiperbdlico. O]

O préximo resultado trata do fluxo em uma reta r C Zy; que se projeta em um ponto
de equilibrio nao hiperbdlico do campo de vetores adjunto (5.10).

Proposicao 5.17. Seja q = (x¢,y0) € A uma singularidade isolada de (5.9) e r uma reta
passando por q tal que r C Ly;. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Se Vf(q) e Vg(q) sao linearmente independentes e q é R-singularidade dos tipos
I e II simultaneamente, entdo r € invariante pelo fluxo do campo de vetores tridi-
mensional (5.8). Além disso, a linearizacao (5.10) computada em q € identicamente
nula;

2. Se Vf(q) e Vg(q) sao linearmente independentes e q é RK-singularidade do tipo
I, entdo r € invariante pelo fluro do campo de vetores tridimensional (5.8) se, e
somente se, a(q) = 0;

3. Se Vf(q) e Vg(q) sdo linearmente dependentes, entdo existe um ponto singular de
M em r.

Demonstragdo. A Proposicao 5.16 garante que ¢ é um ponto de equilibrio nao hiperbdlico
do campo de vetores adjunto (5.10). Como ¢ é uma R-singularidade dos tipos I e II
simultaneamente, entdo a equagao (5.14) toma a forma

afz + BOfy = 07 ag, + ﬁOgy = 0.

Pode-se reescrever as equacgoes anteriores da forma

((a9), Bo(@)), VF(@) =0, {(a(a), Bo(a) ) Va(g)) = 0.

Como V f(q) e Vg(q) sao linearmente independentes, segue que

(a(q), Bolq)) = (0,0);
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e portanto a(q) = Po(q) = Pi(q¢) = 0. Dessa forma, r é um conjunto invariante de
(5.8). Além disso, a linearizacdo do campo de vetores adjunto (5.10) calculada em ¢ é
identicamente nula.
Com relagdo a segunda afirmagao, como ¢ é uma RK-singularidade entao g,(q) # 0 e
a equacao (5.14) toma a forma
Gz

afy
50 = ) 61 =
Gy 9y

Y

e portanto a(q) = 0 é uma condicao necessaria e suficiente para garantir que o conjunto
de pseudo impasse Z); seja invariante.

Finalmente, no que diz respeito a terceira afirmagao, se V f(q) e Vg(q) sao linearmente
dependentes, entao existe ¢ # 0 tal que Vg = ¢V f. Portanto

VH(g.2) = ((z = fus (= 1.0);

e tem-se que (zg, Yo, ¢) é ponto singular de M. ]

Observacao 5.18. Em geral, as afirmacoes 2 e 3 da Proposi¢ao 5.16 e a Proposicao 5.17
nao valem para sistemas da forma (5.12). Por exemplo, no Exemplo 5.15 a R-singularidade
do campo de vetores adjunto possui dois autovalores distintos. Por outro lado, os seguintes
resultados também sao validos para sistemas da forma (5.12).

Lema 5.19. Suponha que Zy e Z, se intersectam em pontos isolados, isto €, f e g ndo
possuem fator comum. FEntdo as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Seja p = (x0, Yo, 20) € Ly wm ponto do conjunto de pseudo impasse e r C Ly uma
reta contendo p. Se If X(p) € r, entao q = (xo,yo) € um ponto de equilibrio nao
hiperbolico do campo de vetores adunto (5.10);

2. Se p = (xo,Y0,20) € Ly € um ponto singular de M, entao q = (xo,yo) € um ponto
de equilibrio nao hiperbélico do campo de vetores adjunto (5.10);

3. Se q = (xg,y0) € uma RK-singularidade do tipo I hiperbolica, entio r = {(q, z),z €
R} C Zys nao contém pontos de equilibrio do campo de vetores tridimensional (5.8).

Demonstrag¢io. Supondo que X (p) € r, entdo X (p) = (0,0,y(p)). Em particular, segue

que a(xg, o) = 0 e portanto a linearizagao J)?(xo, yo) do campo de vetores adjunto (5.10)
em (o, yo) ¢

0 0
( (f:cﬁo +gxﬁl> (fyﬁo +gy61) > '

Como os autovalores da matriz acima sao 0 e f, 3y + g,51, o ponto g é nao hiperbdlico.

Para a segunda afirmacao, o Corolario 5.9 garante que ¢ ¢ uma R-singularidade do
tipo I e portanto ¢ é um ponto de equilibrio do campo de vetores adjunto (5.10). Como
p é um ponto singular da superficie, obtemos as equacoes

fz(ffmyo)zo = 91(5190790), fy(%;yo)»’«’o = Qy(ﬁoayo), f(x07y0) =0,

e portanto a linearizacio JX (¢) de (5.10) calculada em ¢ é dada por

( Jea Jy )
fe(Bo+ 2081)  fy(Bo+ 2061) )
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Os autovalores da matriz acima sao 0 e fya + f, (8o + f120), donde segue que ¢ é um
ponto de equilibrio nao hiperbdlico.

Finalmente, considere a terceira afirmagao. Como ¢ = (xg,yp) é uma R-singularidade
hiperbélica do tipo I, tem-se f(q) = ¢(q) = f,(¢) = 0. Note também que a linearizacao
JX (z,y) de (5.10) calculada em ¢ é da forma

(¥ i)
(fzﬁo—i_g:rBl) gyﬁl ’

Em particular, a(g) # 0 e portanto a reta r = {(zo, vo, 2), 2 € R} C Zj ndo contém
pontos de equilibrio do sistema tridimensional (5.8). O

Lema 5.20. Seja r C Zy; uma reta invariante pelo fluzo do sistema tridimensional (5.8).
Entao a projecao de r no plano xy € um ponto de equilibrio nao hiperbolico do campo de
vetores adjunto (5.10).

Demonstragio. Note que para todo p € r vale que X(p) € r. O resultado segue do
primeiro item do Lema 5.19. [

Os resultados provados acima implicam no seguinte Teorema.

Teorema 5.21. Se ¢ = (xo,y0) € uma RK-singularidade hiperbdlica do tipo I, entao a
reta r = {(xo, Yo, 2)|z € R} C Iy satisfaz:

1. O fluxo do campo de vetores tridimensional (5.8) € transversal d r;
2. Nao hd pontos singulares de M em r;
3. A linha v nao contém pontos de equilibrio do sistema (5.8).

Teorema 5.22. Seja p = (xo, Y0, 20) € Ly um ponto singular de M e seja r uma reta
contendo p tal que r C Iy. Entao X (p) € r se, e somente se, a lineariza¢io do campo de
vetores adjunto (5.10) em q = (xo,yo) € identicamente nula.

Demonstragcio. Como p é um ponto singular, obtemos as equagoes

J2(20,Y0)20 = 9=(Z0,Y0); fy(Z0,Y0)20 = 9y(x0,Y0); f(z0,y0) = 0;

e portanto a linearizacao do campo de vetores adjunto (5.10) em ¢ é

—— e fyox
7X@ = ( Jo(Bo+2081)  fy(Bo + 20f1) ) |

Lembre que estamos supondo que a curva de impasse A ¢ regular. Sendo assim,
f2(q) # 0 ou f,(q) # 0. Conclui-se que JX(q) é identicamente nula se, e somente se,
a(g) =0 e Bo(q) + 2081(q) = 0. O

Corolario 5.23. Seja r = {(xo,y0,2)|z € R} C Iy uma reta. Se r é um conjunto
singular de M, entdo r é invariante por (5.8) se, e somente se, a lineariza¢io de (5.10)
em q = (xg,yo) € identicamente nula.

Demonstragio. Basta observar que para todo p € r vale X (p) € r. O
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5.4 Exemplos

Nesta secao aplicaremos os resultados obtidos até aqui no estudo de fluxos em superfi-
cies invariantes a partir de sistemas forcados. Para isso, vamos considerar alguns sistemas
famosos da literatura: Equagao de Falkner-Skan (relacionado a dindmica dos fluidos),
Sistema de Interagdo de Trés Ondas, Sistema de Lorenz (relacionado a meteorologia) e
Sistema de Chen (que apresenta um comportamente cadtico). Na segdo seguinte, usando
a Equagao de Fisher-Kolmogorov (relacionado a dindmica populacional) faremos algumas
breves consideracoes a respeito de como nossos resultados se comportariam em dimensoes
mais altas.

5.4.1 Equacgao de Falkner—Skan

Em dindmica dos fluidos, A Equacao de Falkner—Skan foi estudada em [17] e é uma
equacao diferencial da forma

I T ML= () = 0

em que A\ é um parametro. Esta equacao descreve um modelo do fluxo bi-dimensional de
um fluido ligeiramente viscoso incompressivel quando se passa uma cunha. Esta equagao
pode ser representada pelo sistema de equagoes diferenciais ordindarias

To= Y
= —xz—MN1—-192).

No artigo [26] os autores provaram que o polinémio H(z,y,z) = 2zz + (1 —y?) é o
tinico polindmio de Darboux de (5.15) quando A = 3, cujo cofator ¢ u(z,y, z) = —z.
A superficie M = {H(z,y,z) = 0} é suave e o conjunto de pseudo impasse Zy; C M
¢ formado por duas retas: 75 = {(0,£1,2),z € R}.
Escreva f(z,y) = 2z e g(z,y) = y*> — 1. O fluxo do Sistema (5.15) em M ¢é descrito
pelo sistema forcado
{ e (5.16)

2xy y2 —1;

cujo conjunto de impasse é A = {x = 0}. O campo de vetores adjunto é da forma

T = 2zy;
. ’ 5.17
{y = ¥ -5 (5:-17)

e seus pontos de equilibrio p; 5 = (0,%£1) € A sao RK-singularidades do tipo I. Note que
0s pontos p; 2 sao as interseccoes das retas 71 2 no plano zy. Além disso, como o campo de
vetores adjunto nao possui pontos de equilibrio fora do conjunto de impasse A, conclui-se
que nao hé pontos de equilibrio de (5.15) em Gy quando A = %
A linearizagao do campo de vetores adjunto (5.17) é dada por

= 2y 2x
JX(I7?J):< J 2y>,

e portanto p; € um no hiperbdlico repulsor e p, € um nd hiperbdlico atrator. Pelo Teorema
5.21 tem-se que o fluxo do sistema (5.15) quando A = % é transversal ao conjunto de pseudo
impasse Zyy, e Zp; nao contém pontos de equilibrio de (5.15). Veja a Figura 5.7.
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E importante observar que em pontos de M o Sistema (5.15) toma a forma

=y
y = z
z = 0

e isso implica que em pontos de M as trajetérias estao contidas e planos paralelos ao
plano xy. Outra forma de verificar tal fato é prejetando no plano zz o fluxo de (5.15)
quando A = %, obtendo assim o sistema

\

!
\‘\x;l// 22

/

/
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1»
P

/;/ N T
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Figura 5.7: Retrato de fase do campo de vetores adjunto (5.16) (esquerda) e superficie M
(direita). O conjunto de impasse A estd destacado em vermelho e o conjunto de pseudo
impasse Z,; esta destacado em azul.

5.4.2 O Sistema da Interagao de Trés Ondas

O Sistema Reduzido de Interacao de Trés Ondas é o sistema

T = yr—oy+2xy;
y = 0x+yy— 22+ 2 (5.18)
gy o= —2z(l+y);
em que as varidveis (r,y,z) € R3 sdo proporcionais & magnitude da amplitude das trés
ondas e (7,d) € R? sao parametros (veja [36]).
Em [30] os autores caracterizaram todos os polindémios de Darboux e integrais primeiras
do Sistema (5.18). Duas das superficies algébricas invariantes podem ser escritas da forma,

Mi = {H;1<O>}; Hi(x,y,z) = fl<x7y)"7’ - gl(xvy)v

i = 1,2. No que segue, analisaremos o fluxo de (5.18) nessas superficies a partir de
sistemas forgados. Veja a Tabela 5.1.
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Caso (7,9) filz,y) | gi(z,y)
(a) [(=2,0),0#0 3z |—(®+¢°)
(b) (2,0) x k,keR

Tabela 5.1: Superficies algébricas invariantes do Sistema de Interacao de Trés Ondas
(5.18) catalogadas em [30].

Caso (a): 7=-2,0#0

Neste caso, o Sistema (5.18) toma a forma

T = —2x—dy+ 2zy;
y = oz —2y—2z%+ z; (5.19)
y = —2z(1+y);

cujo fluxo em M; = {3zz + (2% + y?) = 0} ¢ descrito pelo sistema for¢ado

T = —=2x— dy+ 2uxy;
2 2 .
—xy = x(ém — 2y — 2x2> — (2* + 9°); (5:20)
4] o
e seu sistema adjunto é
) 2
T = x(—2x—5y+2xy>;
9 (5.21)
y = 5:6(53: — 2y — 2:172> — (2® 4+ 9.

A curva de impasse do sistema for¢ado (5.20) é Ay = {x = 0} e seu sistema adjunto
(5.21) possui dois pontos de equilibrio: (0,0) € A; e (4,—1) € A;. A origem ¢ uma
RK-singularidade do tipo I e a linearizagao de (5.21) em (0,0) é identicamente nula.
Como V f1(0,0) e Vg1(0,0) sdo linearmente dependentes, segue da Proposigao 5.17 que o
conjunto de pseudo impasse Zy;, = {(0,0, 2)} contém um ponto singular de M;. Por fim,
a ponto de equilibrio (%, —1) € A, sempre serd uma sela. Veja a Figura 5.8.

Caso (b): (+,6) = (2,0)
Neste caso, o Sistema (5.18) toma a forma
i = 2z(1+y);

y = 2y—22*+z (5.22)
gy = —2z(1+y);

Observe que Hy(x,y,z) = xz é integral primeira de (5.22). Dessa forma, toda super-
ficie da forma My = {xz = k} ¢é invariante pelo fluxo de (5.22). O fluxo ¢ descrito pelo

sistema forcado
t = 2z(l+vy);
{ vy = x(2y—22%) + k; (5.23)

e seu sistema adjunto é

T = 22%(1+y);
{ y = x(2y — 22?) + k; (5.24)
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Figura 5.8: Retrato de fase de (5.20) (esquerda) e superficie M; (direita). O conjunto
de impasse A; estda destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse Zy;, estd
destacado em azul.

A curva de impasse do sistema for¢ado (5.23) é Ay = {z = 0}. Devemos agora dividir
nossa analise em dois casos.
Se k # 0, o sistema adjunto (5.24) possui um unico ponto de equilibrio dado por

2%—%({'/—%+\/M)2
( o({~9k + VBT + 18) _1>¢A2'

Observe que todos os pontos em Ay sdo nao singulares do sistema forgado (5.23), e
portanto pelo Corolario 5.9 a superficie MY é desconexa e IMéc = (). Veja a Figura 5.9.

Quando k£ = 0, o conjunto de pseudo impasse Lo ¢é o plano zz e portanto o conjunto
de impasse Ay é uma curva de pontos de equilibrio do sistema adjunto (5.24). Veja a
Figura 5.10.

5.4.3 O Sistema de Lorenz

O Sistema de Lorenz ¢é dado por

i = s(—x+y)
Yy = rx—y—xz; (5.25)
z = xy— bz

em que (7,7, 2) € R? sdo variaveis e (s,7,b) € R? sdo parametros. Este modelo diz respeito
ao estudo de fendmenos meteoroldgicos e foi proposto por Lorenz em 1963 no artigo [28].
E sabido que quando (s, r,b) = (10, 28, %) este sistema apresenta comportamento cadtico.
Em [27] os autores mostraram todas as seis superficies algébricas invariantes do Sistema
de Lorenz (5.25). Em [8] foi estudado o fluxo do sistema em tais superficies e no artigo
[22] os autores estudaram as dinamicas globais de (5.25).

Trés das seis superficies algébricas invariantes dadas em [27] podem ser escritas da
forma

M; = {H'(0)}; Hi(x,y,2) = fi(x,y)z — gi(x,y);
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Figura 5.9: Retrato de fase de (5.23) (esquerda) e superficie My (direita) quando k # 0.
O conjunto de impasse A, esta destacado em vermelho.

Figura 5.10: Retrato de fase de (5.23) (esquerda) e superficie M5 (direita) quando k = 0.
O conjunto de impasse Ay esta destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse
T ME esta destacado em azul.

em que i = 1,2,3. No que segue, analisaremos o fluxo de (5.25) em tais superficies. Veja
a Tabela 5.2.

Caso (a): (s,7,b) = (%,r, 0)
Neste caso, o Sistema de Lorenz (5.25) é da forma

1

T = g(—x +9);
Yy = rr—yY— Tz (5.26)
z o= wy;
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Caso (s,7,0) fi(z,y) 9i(%,y)
(a) (3,7,0) —2a? sy? + Say — gra® — ot
(b) (1,7,4) —42? —16(1 —r) 4ra? — 8xy + 4y? — 2t
(¢) | (s,2s—1,65—2) —4sx? 45%y% — 4s(4s — 2)zy + (4s — 2)%2% — 2*

Tabela 5.2: Superficies algébricas invariantes do Sistema de Lorenz (5.25) catalogadas em
[27].

cujo fluxo em My = {H,(z,y,z) = 0} é descrito pelo sistema forgado
1
i = Z(=r+y);
4 §< ke 8 e (5.27)
389 = ga(re—y)+ gy + gy — et — o
e o sistema adjunto é dado por
4
& = ca(-r+y);
. 3( WL N S (5.28)
g = gelre—y)+ gy +gry - gre” —at.

A origem (0,0) € Ay = {x = 0} é o tnico ponto de equilibrio de (5.28). Como o
conjunto de pseudo impasse Zy, = {(0,0,2)|z € R} é um conjunto singular de M; ¢ a
linearizagao do sistema adjunto (5.28) calculada em (0,0) é identicamente nula, segue do
Teorema 5.22 que o conjunto de pseudo impasse Z,;, ¢ invariante pelo fluxo de (5.26).
Este fato também pode ser checado observando que todos os pontos de Z,;, sao pontos
de equilibrio. Observe que fora do conjunto de impasse A; nao ha ponto de equilibrio do
sistema adjunto (5.28), e portanto ndo hé pontos de equilibrio de (5.26) em G,;,. Veja a
Figura 5.11.

-2 -1 0 1 2

Figura 5.11: Retrato de fase de (5.27) (esquerda) e superficie M; (direita). O conjunto
de impasse A; esta destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse Zy;, esta
destacado em azul.

Caso (b): (s,7,b) = (1,7,4)

Primeiramente, observe que para r < 1 a fungao f; é sempre nao nula. Ja parar =1 a
fungao tem apenas uma raiz e para r > 1 ela tem duas raizes. Como estamos interessados
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no caso em que fo possui raizes reais (ja que é o caso onde surgem sistemas forgados),
vamos estudar apenas os casos r =1 e r > 1.
Para r = 1, o Sistema (5.25) toma a forma

T = —x+Y;
Y = T —y—x2; (5.29)
z = —4dz+xy;

cujo fluxo em My = {—4x?z — (42* — 8xy + 4y* — z*) = 0} é descrito pelo sistema forgado

T —T+Y;
{ dry = dx(x —y) + (4% — Szy + 4y* — zt); (5.30)

e seu sistema adjunto é

T = dx(—z+y);
{ g = dax(z—y)+ (42® — 8xy + 4y — 2%). (5-31)

A origem (0,0) € Ay = {x = 0} é o tnico ponto de equilibrio de (5.31). Como o
conjunto de pseudo impasse Zy, = {(0,0,z)|z € R} é um conjunto singular de M, e a
linearizagao de (5.31) computada em (0,0) ¢ identicamente nula, segue do Teorema 5.22
que o conjunto de pseudo impasse Zy;, é invariante pelo fluxo de (5.29). Este fato também
pode ser verificado observando que nos pontos de Z,;, o campo de vetores definido pelo
Sistema (5.29) é dado por (O, 0, —42). Veja a Figura 5.12.

Supondo agora r > 1 o Sistema (5.25) toma a forma

T = —rty;
Y o= rr—y—az; (5.32)
2 = —4dz4xy;

e a superficie algébrica invariante é
My = {( — 42* — 16(1 — r)>z — (4ra® — 8xy + 4y° — 2) = 0}.

O fluxo de (5.32) em M, é dado pelo sistema forgado

T = —x+y;
( —4x? — 16(1 — r))g) = (— 4% —16(1 — r))(m" —y) — z(4rz? — 8xy + 4y* — 2*);
(5.33)
cujo campo de vetores adjunto é
T o= (=422 = 16(1 —7r))(—x +y);
(5.34)
gy = (=422 —16(1 —7r))(rz —y) — x(4rz® — 8xy + 4y* — z%).

Neste caso, o conjunto de impasse AF = {(£2v7 — 1, y),y € R} do sistema forcado
(5.33) é formado por duas retas paralelas. Ja o conjunto de pseudo impasse em M, é dado
pelas retas

Ty, = {(£2vr —1,£2Vr —1,2), 2 € R}.
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Observe que

Vfo(z,y,7) = (—82,0), Vga(z,y,7) = (—4a® + 8ra — 8y, —8x + 8y),

e portanto nos pontos (+2v/r — 1, £2/r — 1) os vetores V f5 € Vs sdo linearmente depen-
dentes. Segue da Proposicao 5.17 que cada reta do conjunto de pseudo impasse contém um
ponto singular da superficie M,. A saber, tais pontos sao dados por (£2v/r — 1, +£2v/r — 1,7—
1) € I]j\[@, e eles também sao pontos de equilibrio de (5.32). Todos os outros pontos do
conjunto de pseudo impasse sao regulares.

O Sistema (5.34) possui trés pontos de equilibrio, e dois deles estdo no conjunto de
impasse. Mais precisamente (£2v/7 — 1, £2v/7 — 1) € AF. A linearizacio do campo de
vetores adjunto (5.34) computado em tais pontos é identicamente nula. Ja o terceiro
ponto de equilibrio de (5.34) estd na origem é é uma sela hiperbdlica. Portanto, hd um
ponto de sela em Gyy,. Veja a Figura 5.13.
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Figura 5.12: Retrato de fase de (5.30) (esquerda) e superficie My quando r = 1 (direita).
O conjunto de impasse A, estd destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse
Iy, esta destacado em azul.

Caso (c): (s,7,b) = (5,25 — 1,65 — 2)
Neste caso, o Sistema de Lorenz (5.25) toma a forma
& = s(=r+y);
gy = (2s—1)z—y—axz (5.35)
2 = —(6s—2)z+xy;
O fluxo de (5.35) em M3 = {H;(z,y,2) = 0} é definido pelo sistema forgado

{ & = s(=r+y);

dszy = 45I((23 — 1)z — y) + (432y2 + (4s — 2)%2% — 4s(4s — 2)xy — x4>; (5.36)

cujo campo de vetores adjunto é

{j: = 4s’z(—z +y);

y = 4‘%((25 — Lz — ?J) + (45292 + (4s — 2)22? — 4s(4s — 2)zy — x4>. (5.37)
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Figura 5.13: Retrato de fase de (5.33) (left) (esquerda) e superficie My quando r > 1
(direita). O conjunto de impasse Ay estd destacado em vermelho e o conjunto de pseudo
impasse 7y, estda destacado em azul.

A curva de impasse de (5.36) ¢ dada por Ag = {x = 0} e a origem ¢ o tnico ponto de

equilibrio de (5.37). Como o conjunto de pseudo impasse Zyz, =

{(0,0,2)|z € R} é um

conjunto singular de Mj e a linearizacao do campo de vetores adjunto (5.37) computada
em (0,0) é identicamente nula, segue do Teorema 5.22 que Z,y, é invariante pelo fluxo de
(5.35). Este fato também pode ser checado observando que em Zyz, o campo de vetores
definido pelo Sistema (5.35) é dado por X = (O, 0, —(6s — 2)2)

Observe que fora do conjunto de impasse Aj o sistema adjunto possui dois pontos
de equilibrio dados por (£2v/1 + 3s2 — 4s, £2v/1 + 3s2 — 4s). Tais pontos sdo distintos

quando s > 1 ou s < % e eles colidem quando s =1 ou s =

%. Conclui-se que existem

dois pontos de equilibrio de (5.35) em Gy, quando s > 1 ou s < % Veja a Figura 5.14.
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Figura 5.14: Retrato de fase do Sistema (5.36) (esquerda) e superficie M; quando s = 1
(direita). O conjunto de impasse Aj estd destacado em vermelho e o conjunto de pseudo
impasse 7y, esta destacado em azul.
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5.4.4 O Sistema de Chen
O Sistema de Chen é dado por

i = a(-r+y);
y = (c—a)xr+cy—xz; (5.38)
z = xy— bz

em que (z,y,z) € R? sdo as varidveis e (a,b,c) € R® sao parametros. Este modelo foi
proposto pela primeira vez em [10] e ele apresenta comportamento caético para uma
escolha conveniente de pardmetros. No artigo [29] foram dadas seis superficies algébricas
invariantes para o Sistema de Chen (5.38). J& em [7] os autores estudaram as dindmicas
de (5.38) em tais superficies. Finalmente, em [24] foram estudas a dindmica global deste
sistema.

Duas das seis superficies algébricas invariantes classificadas em [29] estdo escritas na
forma

em que ¢ = 4,5. Veja a Tabela 5.3.

Caso | (a,b,¢) fiz,y) 9i(2,9)
(d) (—£.,0,¢) %ch 196 232 —i— cry + %chz —zt
(e) | (—c,—4e,c) | dex® + 483 | 4Py 8c ry — 8c?x? — 2t

Tabela 5.3: Superficies algébricas invariantes do Sistema de Chen (5.38) catalogadas em
[29].

Observe que para todo ¢ € R a funcao f5(z,y) = 4cx? + 48¢® é sempre nao nula. Isto
implica que o conjunto de pseudo impasse Zy, é vazio e portanto o fluxo de (5.38) em Mj;
é descrito por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias classico. Assim sendo, nao
estudaremos este caso.

Considere entao o caso em que (a,b,c) = (—%,0,¢). O Sistema de Chen ¢ da forma

C

i = —g(-r+y);
y = c(gx +y) — xz; (5.39)
o= xy;
e o seu fluxo na superficie My = {Hy(z,y, z) = 0} é descrito pelo sistema forgado
io= —%(—xﬂﬂ;
4 4 (4 n ) (162 2+8 +4 4) (5.40)
—cxy = —cr(zw — | —=cz cx cyt—x
3¢ T 30T Ty gC TGy
cujo campo de vetores adjunto é
te g . (5.41)
16 8 4 :
Yy = 3¢ (31’ + y) (962x2 + 602:1:34 + §02y2 — x4>;

A curva de impasse do Sistema (5.40) é dada por Ay = {z = 0} e a origem ¢é o
tnico ponto de equilibrio do sistema adjunto (5.41). Como o conjunto de pseudo impasse
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Iy, = {(0,0,2)|z € R} é um conjunto singular de M e a linearizacao do sistema adjunto
(5.41) calculada em (0,0) é identicamente nula, segue do Teorema 5.22 que Zp;, é um
conjunto invariante de (5.39). Observe que fora do conjunto de impasse A4 ndo ha pontos
de equilibrio de (5.41) e por conseguinte nao hé pontos de equilibrio de (5.39) em Gy,
Veja a Figura 5.15.

A

Figura 5.15: Retrato de Fase do Sistema (5.40) (esquerda) e superficie My (direita). O
conjunto de impasse A, esta destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse Zyy,
esta destacado em azul.

5.5 Fluxos em hiperficies e sistemas forcados em di-
mensoes maiores

Nesta secao discutiremos como o problema de descrever fluxos em hiperficies a partir
de sistemas forcados pode ser estendido para dimensoes maiores. Em outras palavras,
discutiremos brevemente algumas questoes a respeito do problema abordado neste capitulo
em dimensoes maiores que 3. Para isso, vamos analisar um exemplo.

A Equagao de Fisher-Kolmogorov foi introduzida em [19] e ela se trata de um modelo
de dinamica populacional. Tal equacao é dada por

ut:um—l—u—ug’.
Em [14] os autores propuseram a Equacao de Fisher-Kolmogorov Estendida (a qual
abreviaremos por EFK), que é da forma

Ut = —YUzgax + Uge +U — u3;
em que v € um parametro satisfazendo v > 0. Observe que para v = 0 a equacao EFK se
reduz a Equacao de Fisher—Kolmogorov classica.

Considerando solugoes estaciondrias (isto é, solugoes que nao dependem do tempo t),
a equacao EFK toma a forma

—YUgzze + Uz +u—ud= 0, v>0.
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Aplicando algumas transformacoes e mudancas de coordenadas, pode-se expressar as
solugoes estacionarias da equacao EFK por meio do sistema de equacgoes diferenciais

= y;
- (5.42)
= x—qz— %

ISTERSHEV-JN N

em que (z,y,2,w) € R* e ¢ € R é um parametro negativo.
No artigo [23] os autores provaram que
P —1?—22 gt

+ — +wy

H(x7y7zﬂw): 2 4

é uma integral primeira do Sistema (5.42) e portanto H!(k) é uma hiperficie algébrica

invariante, para todo k € R. Para os valores k # 0 e k # —1 a hiperficie H~'(k) suave
3-dimensional. Observe que H é escrita na forma H(x,y, z,w) = f(x,y, z)w — g(z,y, 2),

e portanto pode-se escrever M como a uniao disjunta dos conjuntos Gy, e Zy;, em que

_ _ g(.T,y,Z)‘ .
gM - {U) - f(x,y,z)’f(x’y’z> 7& O}a

Ty = {f(:c,y,z) =0=g(x,y, z)}

Assim, é possivel mostrar para M um resultado andlogo a Proposicao 5.2.
Em [23] os autores também provaram que o fluxo de (5.42) em H (k) é descrito pelo
sistema forcado

T =y
y = z (5.43)
dyz = 4k +2(2* + 22 — qy?) — 2%
cujo campo de vetores adjunto
o=y
y = 4dyz; (5.44)

i o= 4k +2(2* + 22 — qy*) — 2t

As ideias usadas para provar tal fato sdo as mesmas usadas na prova do Teorema 5.5.
Note que o conjunto de impasse A de (5.43) é o plano xz em R3 e quando projetamos o
conjunto de pseudo impasse

2 2 _ .2 4
IM = {(xayaZﬂU)H/ =0= W + % —|—/<:,w S R}
em A obtemos uma curva de pontos de equilibrio do sistema adjunto (5.44).

Embora a Proposicao 5.2 e o Teorema 5.5 sejam facilmente generalizados para dimen-
soes maiores, generalizar o Teorema 5.21 e a Proposi¢ao 5.16 é uma tarefa mais dificil. No
caso estudado neste capitulo, a projecao do conjunto de pseudo impasse é um conjunto de
pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto. Em dimensoes maiores, se M é uma
hiperficie n-dimensional em R"*! entdo Zy; C M é uma subvariedade (n—1)-dimensional.
Além disso, o conjunto de impasse A é uma subvariedade (n — 1)-dimensional em R"™. A
projecao de Zp; em A é uma subvariedade (n — 2)-dimensional em R™ que consiste ape-

nas de pontos de equilibrio do campo de vetores adjunto. Este caso requer analise mais
detalhada.
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