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RESUMO

O principal objeto de estudo desta Tese é uma classe especial de equações diferen-

ciais chamadas de sistemas forçados (ou sistemas com impasses). Este trabalho é

dividido em duas partes, e em cada parte nós abordamos dois problemas clássicos

oriundos do estudo de equações diferenciais ordinárias. O primeiro deles é o estudo

de singularidades de sistemas forçados e a classificação de seus retratos de fase. Um

algoritmo de resolução de singularidades para esta classe de sistemas é apresentado,

e aplicamos esta teoria na classificação topológica de suas singularidades. Resulta-

dos clássicos a respeito da classificação topológica de campos de vetores analíticos

são estendidos para o contexto de sistemas forçados analíticos. A segunda parte

diz respeito ao estudo do fluxo de um campo de vetores polinomial tridimensional em

superfícies algébricas invariantes. Provamos que, para uma certa classe de superfí-

cies, o fluxo pode ser descrito por um sistema forçado polinomial planar. Além disso,

as singularidades dos sistemas forçados estão profundamente relacionadas com pro-

priedades geométricas da superfície, assim como com o fluxo do campo de vetores.

Sistemas famosos vindos das ciências aplicadas exemplificam nossos resultados.

Palavras-chave: Sistemas forçados, Blow-up, Classificação topológica, Superfícies in-
variantes.



ABSTRACT

The main object of study of this Thesis is a special class of differential equations cal-

led constrained differential systems (or impasse systems). This work is divided in two

parts, and in each part we address two classical problems from ordinary differential

equations. The first one concerns the study of singularities of constrained systems

and the classification their of phase portraits. An algorithm of resolution of singulari-

ties for such class of systems is presented, and we use this theory in the topological

classification of singularities. Classical results on topological classification of analytic

vector fields are extended to the context of analytic constrained systems. The second

part concerns the study of flows of three-dimensional polynomial vector fields on in-

variant algebraic surfaces. We prove that, for a certain class of surfaces, the flow can

be described by a polynomial constrained system defined on the plane. Moreover, the

singularities of the constrained system are deeply related to geometric properties of

the surface, as well as the flow of the vector field. Well-known systems from applied

sciences exemplify our results.

Keywords: Constrained systems, Blow-up, Topological classification, Invariant surfa-
ces.
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1 Introdução

Sistemas Dinâmicos, e em particular a Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais
Ordinárias, é a área da Matemática que busca compreender o comportamento e o estado
de fenômenos cuja evolução é dada por uma determinada regra (ou função). Seu estudo
se inicia no final do século XIX com o matemático francês Henri Poincaré, a partir de
seu célebre trabalho Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle, onde
cunhou a frase: “Investigar quais são as propriedades das equações diferenciais é uma
questão do mais alto interesse”.

Desde então, o estudo qualitativo das equações diferenciais ordinárias se desenvolveu
muito, motivado tanto pelos desafios intrínsecos da Matemática quanto pelas suas aplica-
ções em várias áreas, tais como Física, Química, Biologia e Economia. Juntamente com
esse desenvolvimento, várias classes de sistemas surgiram e ganharam destaque dentro da
comunidade científica, como, por exemplo, equações diferenciais suaves por partes e equa-
ções diferenciais com várias escalas de tempo. O principal objeto de estudo deste trabalho
é o estudo da classe dos chamados Sistemas Forçados (ou Sistemas com Impasse).

Sistemas Forçados são definidos por equações diferenciais da forma

A(x)ẋ = F (x),

em que x ∈ U ⊆ Rn, A é uma matriz n × n cujas entradas são funções diferenciáveis e
F : U → Rn também é diferenciável. Nestas condições, um ponto p tal que detA(p) = 0
é chamado ponto de impasse, e o chamado conjunto de impasse é o conjunto ∆ =
{p ∈ U ; detA(p) = 0}. As referências [25, 43, 44] são artigos clássicos a respeito de tais
sistemas, e aplicações podem ser encontradas em [37, 38, 42].

Neste trabalho, exigiremos que a matriz A não tenha rank constante e que o conjunto
de impasse possua codimensão maior ou igual a um. Uma característica interessante desta
classe de sistemas é que o Teorema de Existência e Unicidade das EDO’s só é válido fora
do conjunto de impasse (veja o Capítulo 2).

Como ficará claro na Seção 2.1, sem perda de generalidade podemos escrever um
sistema forçado como

δ(x)ẋ = X(x)
em que X(x) = A∗(x)F (x) é o chamado campo de vetores adjunto e δ(x) = detA(x)
é a função que define o conjunto de impasse.

Este trabalho essencialmente aborda dois problemas, cada um deles trazendo para o
contexto de Sistemas Forçados questões que já foram estudadas para o caso das equações
diferenciais ordinárias clássicas. O primeiro deles é o estudo de singularidades via blow-
ups, bem como a classificação topológica de tais sistemas.

Singularidades de sistemas forçados na parte suave do conjunto de impasse foram
estudados em [43, 44]. Um dos objetivos deste trabalho é estudar singularidades não

17
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apenas na parte suave, mas também na parte singular do conjunto de impasse. Além do
interesse matemático, é possível encontrar na literatura modelos das ciências aplicadas
que apresentam este tipo de singularidade. Por exemplo, o sistema(

L ◦ f(x)
)(
f ′(x)

)2
ẋ = −∂P

∂x
, C(y)ẏ = ∂P

∂y

descreve a dinâmica de um circuito RLC. Veja o Exemplo 6 de [42] para mais detalhes,
onde também podem ser encontrados outros exemplos.

Em [9] os autores usaram blow-ups homogêneos para estudar pontos singulares do
conjunto de impasse de um sistema forçado real polinomial no plano. Além disso, foi
adotada a hipótese de que o polinômio é homogêneo, dentre outras condições de não
degenerecência. O primeiro resultado do nosso trabalho, que também pode ser encontrado
na pré-publicação [34], é um teorema de resolução de singularidades de sistemas forçados
reais analíticos que não requer tais condições de não degenerecência.

Como nossa prova utiliza blow-ups com peso, precisamos trabalhar numa categoria
mais geral de variedades, que são as variedades com esquinas. Ficará claro ao longo deste
trabalho que, ao aplicar um blow-up em uma singularidade, estamos substituindo um
ponto por um conjunto homeomorfo à S1, e este processo modifica o espaço ambiente, que
agora será uma variedade com esquinas (veja a Figura 1.1). Dessa forma, para enunciar
o teorema precisamos fazer menção ao espaço ambiente, e isto demandará também que
definamos um sistema forçado globalmente. Esta definição é dada de forma precisa na
Seção 2.1, mas vamos introduzi-la agora brevemente com o objetivo de enunciar nossos
resultados.

Figura 1.1: Sistema forçado em uma variedade com esquinas após blow-up.

Uma variedade com esquinas 2-dimensionalM é uma variedade analítica cujos
abertos são homeomorfos a abertos de (R≥0)2.

Uma 1-folheação orientada analítica, por sua vez, é uma coleção de pares X =
{(Ui, Xi)}i∈I tal que {Ui}i∈I é uma cobertura aberta deM, Xi = (Pi, Qi) é um campo de
vetores analítico definido em Ui e, na intersecção de dois abertos Ui ∩Uj, os campos Xi e
Xj coincidem a menos de uma função estritamente positiva.

Finalmente, feixe de ideais principais I = {(Ui, δi)}i∈I é uma coleção de pares tal
que {Ui}i∈I é uma cobertura aberta deM, δi é uma função analítica irredutível definida
em Ui e, na intersecção de dois abertos Ui ∩ Uj, as funções δi e δj coincidem a menos
de uma função estritamente positiva. O conjunto de zeros deste ideal é o conjunto de
impasse.
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Um sistema forçado 2-dimensional analítico é a terna (M,X , I).
De maneira intuitiva, o processo de resolução de singularidades consiste em substituir

uma singularidade de um sistema forçado por um novo conjunto compacto. Neste novo
conjunto compacto, singularidades menos degeneradas deverão aparecer. Novamente apli-
camos este raciocínio para as novas singularidades que aparecem, e ao final do processo
obtemos as singularidades mais “simples” possíveis. Esta noção de “simples” é justamente
a noção de ponto elementar. Ambas as definições de singularidade e de ponto elementar
de um sistema forçado estão apresentadas com detalhes na Seção 2.2.

Agora estamos aptos para enunciar nosso primeiro resultado.

Resultado A. Seja (M,X , I) um sistema forçado real analítico 2-dimensional definido
numa variedade compacta com esquinas. Existe uma sequência finita de blow-ups com
peso

(M̃, X̃ , Ĩ) = (Mn,Xn, In) Φn−→ · · · Φ0−→ (M0,X0, I0) = (M,X , I)
tal que (M̃, X̃ , Ĩ) é elementar.

O enunciado preciso do Resultado A é o Teorema 3.19, que é o objeto de estudo de
todo o Capítulo 3, e tanto seu enunciado quanto sua prova podem ser encontrados na
Sub-seção 3.3.2. Para mais detalhes a respeito da noção de sistema forçado elementar,
veja as Definições 2.6 e 3.6 e o Teorema 3.8.

O primeiro Teorema de resolução de singularidades para campos de vetores planares
analíticos foi enunciado por Bendixson [5] e foi provado por Seidenberg [40]. Tal resultado
foi generalizado por Dumortier [15] para campos de vetores reais C∞. Brunella e Miari [6]
consideraram blow-ups com peso para resolver singularidades isoladas de campos de veto-
res analíticos sob algumas condições de não degenerecência. Pelletier [33] deu uma prova
sem tais condições de não degenerecência, e no mesmo trabalho a autora também deu
uma estimativa para o número de blow-ups com peso necessários para resolver uma sin-
gularidade. Panazzolo [32] provou o teorema de resolução de singularidades para campos
de vetores analíticos em dimensão 3.

No que diz respeito a resolução de singularidades de sistemas forçados, o Teorema
3.19 pode ser provado da seguinte forma. Primeiro, aplicamos o resultado clássico de
Bendixson–Seidenberg para resolver as singularidades da folheação X , e em seguida aplica-
se resultados da Geometria Algébrica a respeito de resolução de singularidades de conjun-
tos analíticos subordinados à folheações. De fato, uma vez que a folheação possui apenas
pontos elementares, pelo teorema principal de [3] existe uma resolução de singularidades
para o ideal de impasse I de modo que os pontos da folheação continuam elementares.

Por outro lado, a abordagem utilizada nesta trabalho não utiliza resultados de Ge-
ometria Algébrica, e a folheação e o conjunto de impasse são dessingularizados simul-
taneamente. Neste sentido, algumas ideias e definições utilizadas foram inspiradas em
[4, 32, 33].

Uma vez que o Teorema de resolução de singularidades de sistemas forçados foi pro-
vado, podemos usar blow-ups para estudar e classificar retratos de fase dessa classe de
sistemas. Este é justamente o conteúdo desenvolvido no Capítulo 4 e que podem ser
encontrado também na pré publicação [35]. Como tal estudo é local, vamos denotar um
sistema forçado definido em uma vizinhança de um ponto p pela terna (X, δ, p), em que
X denota o campo de vetores adjunto e δ é uma função analítica irredutível cujo conjunto
de zeros é o conjunto de impasse ∆δ. Quando p é a origem, denotamos o sistema forçado
simplesmente por (X, δ).
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Primeiramente, damos uma condição baseada na resolução de singularidades que
determina quando dois sistema forçados são equivalentes (ou mais precisamente, C0-
orbitalmente equivalentes). Esta condição é chamada esquema elementar de singulari-
dades (veja a Definição 4.5, Seção 4.1). A grosso modo, provamos que se dois sistemas
forçados possuem a mesma resolução de singularidades, então eles são equivalentes. Este
resultado estende o Teorema B de [15] para o contexto de sistemas com impasses. Em
outras palavras:

Resultado B. Se dois sistemas forçados possuem o mesmo esquema elementar de singu-
laridades então, localmente, eles são equivalentes.

O enunciado preciso do Resultado B é exatamente o enunciado do Teorema 4.10 (veja
Seção 4.1), e a definição de equivalência que adotamos ao longo deste trabalho pode ser
encontrada na Seção 2.1. Tal teorema é um resultado chave para provar os Resultados C
e D e no desenvolvimento do restante do Capítulo 4.

No que diz respeito ao Resultado C, suponha que 0 é uma singularidade do sistema
forçado (X, δ), em que 0 é um ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto X e
um ponto regular da curva de impasse ∆ simultaneamente. Associamos um polígono
de Newton P a este sistema forçado e mostramos no Resultado C que os termos que
estão na fronteira ∂P do polígono determinam topologicamente o retrato de fase. Em
outras palavras, os termos na fronteira ∂P definem a chamada parte principal (XΩ, δ) do
sistema forçado (veja a Definição 4.14, Seção 4.2), e provamos que, sob certas condições
de não degenerecência, o sistema forçado original é orbitalmente equivalente a sua parte
principal.

De um ponto de vista prático, o Resultado C diz que se quisermos estudar propriedades
topológicas de uma singularidade próxima a parte regular de ∆, podemos “descartar” os
termos da expansão em Taylor que não estão na fronteira ∂P do polígono. Este resultado
estende o Teorema A de [6] para o contexto de sistemas forçados.

Resultado C. Sob certas condições de não degenerecência, um sistema forçado (X, δ) é,
localmente, equivalente a sua parte principal (XΩ, δ).

O enunciado preciso do Resultado C é o Teorema 4.19, cuja prova pode ser encontrado
na Seção 4.2.

O próximo objetivo é classificar retratos de fase de sistemas forçados cuja curva de
impasse é singular. Defina o conjunto A como sendo o conjunto dos sistemas forçados
(X, δ) definidos numa vizinhança da origem tais que:

1. O campo de vetores adjunto é constante, isto é, X(x, y) = (a, b) com a, b ∈ R e
a2 + b2 6= 0.

2. A função δ é uma das funções dadas pela classificação das singularidades do tipo
ADE de Arnold [2] (veja a tabela 4.1 na Seção 4.3).

O Resultado D dá condições para garantir quando um sistema forçado (X, δ) é equi-
valente a um sistema em A, em que os coeficientes a−1,0 e b0,−1 na expansão{

δ(x, y)ẋ = a−1,0 + a0,0x+ a−1,1y + ...,
δ(x, y)ẏ = b0,−1 + b0,0y + b1,−1x+ ...,

(1.1)
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satisfazem a2
−1,0 + b2

0,−1 6= 0 e a função δ é uma das dadas pela Tabela 4.1.

Resultado D. São dadas condições para que um sistema forçado da forma (1.1) seja
equivalente a um sistema do conjunto A, e também classificam-se todos os retratos de
fase possíveis.

O enunciado preciso do Resultado D é o Teorema 4.20, Seção 4.3.
Já na segunda parte desta trabalho, no Capítulo 5, é realizado um estudo de fluxos de

campos de vetores polinomiais tridimensionais em superfícies algébricas invariantes, cujos
resultados estão na publicação [41]. Mais precisamente, o objetivo é criar uma ponte entre
o estudo de sistemas forçados e o estudo de fluxo em tais superfícies. Para isso, vamos
considerar campos de vetores tridimensionais cuja superfície algébrica invariante pode ser
escrita da forma

M = {(x, y, z);H(x, y, z) = f(x, y)z − g(x, y) = 0},

onde f, g : R2 → R são polinômios.
Como será explicitado mais adiante, superfícies como M podem ser conexas ou desco-

nexas, regulares ou singulares, etc. Além disso, sistemas famosos na literatura de ciências
aplicadas (Equação de Falkner–Skan, Sistema de Interação de Três ondas, Sistema de
Lorenz, Sistema de Chen) possuem superfícies algébricas invariantes dessa forma.

A superfície M pode ser escrita como a união disjunta de dois subconjuntos: GM e
IM . O primeiro deles é o gráfico da função z = (g/f)(x, y), e o segundo deles representa
o subconjunto de M que não pode ser escrito como gráfico com relação às variáveis x e
y. O conjunto IM será chamado de conjunto de pseudo-impasse.

Devido à existência do conjunto de pseudo impasse, o fluxo do campo de vetores
polinomial tridimensional X em M não pode ser globalmente descrito por um sistema de
equações diferenciais ordinárias no plano. Por outro lado, provamos que o fluxo pode ser
descrito por um sistema forçado.

Exemplo 1.1. Considere o campo de vetores X(x, y, z) = (2y, 2xz, (x2− 1)z− (y2− 1)),
que possui H(x, y, z) = (x2−1)z−(y2−1) como polinômio de Darboux. Podemos escrever
M = H−1(0) da forma M = GM ∪ IM , em que

GM = {(x, y, z) ∈M |z = (y2 − 1)/(x2 − 1), x 6= ±1}, e

IM = {(x, y, z) ∈M |y2 − 1 = 0 = x2 − 1, z ∈ R}.

Geometricamente, IM ⊂ M é formado por quatro retas paralelas ao eixo z. O fluxo
de X em GM é descrito pelo sistema de equações diferenciais ordinárias

ẋ = 2y;

ẏ = 2x(y2 − 1)
(x2 − 1) ; (1.2)

ao passo que o fluxo em toda a superfície M é descrito pelo sistema forçado{
ẋ = 2y;

(x2 − 1)ẏ = 2x(y2 − 1). (1.3)
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Observe que a projeção de IM no plano xy é um conjunto de pontos de equilíbrio do
tipo nó hiperbólico do sistema adjunto{

ẋ = 2y(x2 − 1);
ẏ = 2x(y2 − 1). (1.4)

Pode-se mostrar que IM não contém pontos de equilíbrio de X, e que essas quatro
retas não são invariantes pelo fluxo de X. Veja a Figura 1.1.

-2 -1 0 1 2
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0
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Figura 1.2: Retrato de fase de (1.2) (esquerda) e superfície M (direita). O conjunto de
impasse ∆ está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse IM está destacado
em azul.

A questão que norteia o desenvolvimento do quinto Capítulo é: como o estudo de
sistemas forçados no plano pode ser útil no entendimento dos fluxos de campos de vetores
tridimensionais em superfícies invariantes da forma M = {f(x, y)z − g(x, y) = 0}? Para
responder a esta pergunta, deve-se olhar para o conjunto de pseudo impasse IM e nossa
abordagem buscou responder as seguintes questões:

1. Como uma singularidade de um sistema forçado pode nos ajudar a descrever o fluxo
de X na superfície invariante M?

2. As singularidades de um sistema forçado estão relacionadas com a geometria da
superfície M , isto é, estão relacionadas com o fato de M ser regular ou singular,
conexa ou desconexa?

3. Como é a projeção do conjunto de pseudo impasse no plano? Como são das dinâ-
micas do sistema forçado em torno do ponto projetado?

4. Quando o fluxo de X de em M é transversal a IM? Quando IM é invariante por
X?

Equações diferenciais ordinárias descrevem o fluxo de X apenas em GM , ao passo que
sistemas forçados podem descrever o fluxo em toda a superfície M . Nesta direção, nossos
principais resultados são:
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Resultado E. Seja M = {f(x, y)z − g(x, y) = 0} uma superfície algébrica invariante
do campo de vetores polinomial X =

(
α(x, y, z), β(x, y, z), γ(x, y, z)

)
. Então existe um

sistema polinomial forçado definido em R2 tal que

1. O conjunto de impasse de tal sistema é dado por ∆ = {f(x, y) = 0};

2. No conjunto aberto R2\∆, as curvas solução do sistema forçado são as projeções no
plano xy das curvas solução de X em GM ;

3. A projeção do conjunto de pseudo impasse IM no plano xy está contida no conjunto
de impasse ∆ e é um conjunto de pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto
A∗F .

Resultado F. Se q = (x0, y0) é um ponto de impasse e equilíbrio hiperbólico do campo
de vetores adjunto, então a reta r = {(x0, y0, z)|z ∈ R} ⊂ IM satisfaz:

1. O fluxo do campo de vetores tridimensional em M é transversal à r;

2. Não há pontos singulares de M em r;

3. A linha r não contém pontos de equilíbrio do campo de vetores tridimensional.

Os Resultados E e F dizem respeito aos Teoremas 5.5 e 5.21, respectivamente. Além
disso, mostramos que propriedades geométricas de M estão relacionadas com o tipo de
singularidade do sistema forçado.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No Capítulo 2 apresentamos os
conceitos necessários para o entendimento e desenvolvimento dos resultados. Todo o
Capítulo 3 é dedicado ao estudo do algoritmo de resolução de singularidades (também
abordado na pré-publicação [34]), que será fundamental no desenvolvimento do Capítulo 4,
onde nós usamos a resolução de singularidades como ferramenta para estudar e classificar
retratos de fase de sistemas forçados (veja a pré-publicação [35]). Finalmente, no Capítulo
5 apresentamos os resultados relacionados ao estudo de fluxos em superfícies invariantes,
que também podem ser encontrados na publicação [41].



2 Conceitos preliminares

Neste capítulo apresentaremos o principal objeto de estudo deste trabalho, sistemas
forçados, bem como nossas principais ferramentas: blow-ups e o polígono de Newton. Em
cada seção o leitor poderá encontrar as referências de cada definição adotada. Na Seção
2.5 introduzimos o chamado campo de vetores auxiliar, que será um objeto bastante útil
durante o processo de dessingularização de sistemas forçados. Ao final deste capítulo,
apresentamos dois exemplos que ilustram todos os conceitos aqui introduzidos.

2.1 Sistemas forçados
Existe uma extensa literatura que trata de sistemas forçados. As definições apresen-

tadas nesta seção seguem àquelas presentes em [9, 25, 43, 44]. Aplicações podem ser
encontradas em [38, 42].

Definição 2.1. Um sistema forçado n-dimensional analítico (ou sistema com im-
passe) em um aberto U ⊆ Rn é dado por

A(x)ẋ = F (x), (2.1)

em que x ∈ U ⊆ Rn, A : U → Mat(R, n) e F : U → Rn são funções analíticas. Um
ponto p tal que detA(p) = 0 é chamado ponto de impasse, e o chamado conjunto de
impasse é o conjunto ∆ = {p ∈ U ; detA(p) = 0}.

Ao longo deste trabalho, vamos supor que A não possui rank constante. Também
vamos supor que detA(x) = 0 apenas em um conjunto de codimensão maior ou igual a
um. Isto implica que a matriz adjunta A∗ de A (a transposta da matriz dos cofatores de
A) não é identicamente nula e AA∗ = A∗A = det(A)I (veja o Lema 37.1, [37]). Sistemas
forçados no plano cuja matriz associada possui rank constante foram minuciosamente
estudados em [11, 12].

Observe que fora do conjunto de impasse o sistema forçado pode ser escrito da forma

ẋ = A−1(x)F (x),

que é uma equação diferencial ordinária clássica.
Multiplicando ambos os lados de (2.1) pela matriz adjunta A∗ de A, pode ser mostrado

que γ é solução de (2.1) se, e somente se, γ é solução de

δ(x)ẋ = A∗(x)F (x); (2.2)

em que δ : U → R é a função determinante e {x ∈ U ; δ(x) = 0} é o conjunto de impasse ∆
(veja o Lema 37.2, [37]). Observe que, como A é analítica, A∗ e δ também são analíticas.

24
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Definição 2.2. O campo de vetores X(x) = A∗(x)F (x) será chamado de campo de
vetores adjunto e um sistema forçado da forma (2.2) será chamado de sistema forçado
diagonalizado.

Em um ponto de impasse p, como o operador A(p) não é invertível, resultados clás-
sicos da teoria qualitativa das equações diferenciais ordinárias não são verdadeiros neste
contexto, como por exemplo o teorema de existência e unicidade. Entretanto, podemos
descrever a dinâmica próxima a um ponto de impasse da seguinte forma. No aberto onde
detA(q) > 0, o retrato de fase é dado pelo campo de vetores adjunto X. Por outro lado,
no aberto onde detA(q) < 0 o retrato de fase é dado por −X.

Como nossa prova utiliza blow-ups com peso, precisamos trabalhar numa categoria
mais geral de variedades, que são as variedades com esquinas. Uma variedade com
esquinas 2-dimensional é uma variedade analítica cujos abertos são homeomorfos a
abertos de (R≥0)2. Para mais detalhes, veja [21]. Como ficará mais claro nos capítulos
seguintes, quando aplicamos um blow-up em uma singularidade nós obtemos um novo
espaço ambiente, que é uma variedade com esquinas. Ao longo desta Tese, uma variedade
com esquinas 2-dimensional será denotada porM. Veja a Figura 1.1

Uma 1-folheação orientada analítica emM é uma coleção X = {(Ui, Xi)}i∈I tal
que {Ui}i∈I é uma cobertura aberta deM, Xi = (Pi, Qi) é um campo de vetores analítico
definido em Ui e, para cada i, j ∈ I, existe uma função estritamente positiva ui,j tal que
Xi = ui,jXj em Ui ∩ Uj. Também vamos supor que ∂M é um conjunto invariante pela
folheação e que Pi e Qi não possuem fator comum, isto é, os pontos de equilíbrio de Xi

são isolados.
Um feixe de ideais principais I é uma coleção de pares I = {(Ui, δi)}i∈I tal que

{Ui}i∈I é uma cobertura aberta deM, δi é uma função analítica irredutível definida em
Ui e, para cada i, j ∈ I, existe uma função estritamente positiva vi,j tal que δi = vi,jδj em
Ui∩Uj. Dizemos que I é o ideal de impasse do sistema forçado e seu conjunto de zeros
∆ (localmente dado por {δi = 0}) é o conjunto de impasse.

Um cálculo direto mostra que curvas de fase do sistema forçado coincidem na inter-
secção Ui ∩Uj de dois abertos da cobertura. Globalmente, um sistema forçado é definido
como a terna (M,X , I), em queM é uma variedade com esquinas, X é uma 1-folheação
orientada e I é o ideal de impasse.

Definição 2.3. Dois sistemas forçados δi(x)ẋ = Xi(x), i = 1, 2, são orbitalmente
equivalentes nos pontos pi ∈ ∆i, i = 1, 2, se existem abertos V1 3 p1 e V2 3 p2 e um
difeomorfismo analítico Φ : V1 → V2 tal que

1. Φ leva o conjunto de impasse ∆1 no conjunto de impasse ∆2;

2. Φ leva curvas de fase de X1 em V1\∆1 em curvas de fase de X2 em V2\∆2, não
necessariamente preservando orientação.

No caso em que Φ preserva orientação, dizemos que Φ é uma equivalência orbital que
preserva orientação.

Para encerrar esta seção, apresentamos a definição de equivalência orbital global.

Definição 2.4. Sejam (M,X , I) e (M′,X ′, I ′) dois sistemas forçados. Dizemos F :
M → M′ é uma equivalência orbital global entre (M,X , I) e (M′,X ′, I ′) se F é
um difeomorfismo analítico que leva folhas de X em folhas de X ′ preservando orientação
e leva geradores de I em geradores de I ′.
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2.2 Singularidades de sistemas forçados
A definição de singularidade de um sistema forçados que adotamos nesta Tese é um

pouco mais geral que aquela presente em [43, 44], pois nesses trabalhos os autores estu-
daram a dinâmica em torno de pontos suaves do conjunto de impasse. Como foi dito na
introdução, aqui também vamos considerar pontos singulares do conjunto de impasse ∆.
Observamos também que, para nosso conhecimento, não havia, até então, uma definição
na literatura de ponto elementar de um sistema forçado planar.

Definição 2.5. Dizemos que p ∈ U é uma singularidade do sistema forçado se uma
das seguintes condições é satisfeita:

1. p é um ponto de equilíbrio de X, isto é, X(p) = 0;

2. o conjunto de impasse ∆ é singular em p;

3. p é um ponto de tangência entre X e ∆, isto é, dδ(X) = 0.

Caso contrário, dizemos que p é não singular. Veja as Figuras 2.1 e 2.2.

Figura 2.1: Singularidades de um sistema forçado planar. O conjunto de impasse está
destacado em vermelho.

Figura 2.2: Pontos não singulares de um sistema forçado planar. O conjunto de impasse
está destacado em vermelho.

Daqui em diante, vamos considerar apenas sistemas forçados no plano. Dizemos que
um ponto de equilíbrio de um campo de vetores é semi hiperbólico se ao menos um dos
autovalores de sua linearização possui parte real não nula.

Definição 2.6. Um sistema forçado planar é elementar em p ∈ U ⊂ R2 se uma das
seguintes condições é satisfeita:

1. p é um ponto não singular;

2. p é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico de X e p 6∈ ∆;



Blow-up quase-homogêneos 27

3. Se p é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico de X e p ∈ ∆, então ∆ coincide com
uma trajetória de X.

Dizemos que (M,X , I) é elementar se (M,X , I) é elementar em todo p ∈M. Veja
a Figura 2.3.

Figura 2.3: Pontos elementares do sistema forçado. O conjunto de impasse está destacado
em vermelho.

2.3 Blow-up quase-homogêneos
Nesta seção são introduzidos blow-ups com peso, também chamados de blow-ups

quase-homogêneos. Seguiremos as definições apresentadas em [32] para blow-ups em va-
riedades com esquina n-dimensionais. As referências [1, 16] fazem uma introdução desta
ferramenta para o caso 2-dimensional. A grosso modo, explodir uma singularidade (ou
aplicar um blow-up nela) significa substituir tal ponto por um novo conjunto compacto,
e assim obtém-se um novo espaço ambiente. Neste novo conjunto compacto, novas singu-
laridades menos degeneradas podem aparecer.

Seja (M,X , I) um sistema forçado real analítico 2-dimensional e fixe coordenadas
locais na vizinhança de um ponto.

Definição 2.7. Um vetor peso é um vetor ω = (ω1, ..., ωn) cujas entradas são inteiros
positivos. Um ω-blow-up quadrático com peso é a aplicação real analítica sobrejetora

Φω : M̃ = Sn−1 × R≥0 → Rn,
(x̄, τ) 7→ τωx̄ = (τω1x̄1, ..., τ

ωnx̄n),

em que Sn−1 = {x̄ ∈ Rn;∑n
i=1 x̄

2
i = 1}. O conjunto Ω = {(0, ..., 0)} é chamado centro do

blow-up e o conjunto Φ−1
ω (Ω) = Sn−1 × {0} = E é chamado divisor excepcional.

Observe que M̃ é uma variedade com esquinas e Φω|M̃\E é um difeomorfismo analítico
que leva seu domínio em Rn\Ω. O blow-up é definido da mesma forma para o caso onde
o centro do blow-up está definido na fronteira ∂M deM.

Quando explodimos um ponto fora da fronteira ∂M, então E é a fronteira de M̃. Por
outro lado, se explodimos um ponto em ∂M, então previamente já há um divisor D em
M e a fronteira M̃ é dada por D̃ = Φ−1

ω (D) ∩ E.
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Definição 2.8. Dada uma folheação analítica orientada X em M, o pull back de X
é a folheação analítica orientada X̃ = Φ∗ωX definida em M̃, que é equivalente a X fora
de E. Analogamente, o pull back de I é o ideal de impasse Ĩ = Φ∗ωI definido em M̃
cujos geradores são levados nos geradores de I por Φω. A terna (M̃, X̃ , Ĩ) será chamada
transformada estrita de (M,X , I).

Pode-se checar que fora do divisor excepcional as ternas (M,X , I) e (M̃, X̃ , Ĩ) são
orbitalmente equivalente e com mesma orientação.

Em muitas situações é mais prático considerar blow-ups direcionais ao invés do blow-
up quadrático. Dados o vetor peso ω = (ω1, ..., ωn) e σ ∈ {+,−}, considere o conjunto
V σ
i

V σ
i = {(x̄, τ) ∈ Sn−1 × R≥0;σxi > 0},

defina a projeção
Πσ
i : V σ

i → Rn−1 × R≥0,
(x̄, τ) 7→ (x̄1, ..., x̄i−1, τ, x̄i+1, ..., x̄n),

e a aplicação
Φσ
i,ω : Rn−1 × R≥0 → Rn,

(x̃1, ..., x̃n) 7→ (x̃ω1
i x̃1, ..., x̃

ωi−1
i x̃i−1, σx̃

ωi
i , x̃

ωi+1
i x̃i+1, ..., x̃

ωn
i x̃n).

Definição 2.9. A carta xi-direcional é dada pelos pares (V σ
i ,Πσ

i ) e o blow-up com
peso na direção xi é dado por Φσ

i,ω.
Pode se mostrar que o Diagrama 2.4 é comutativo. O pull-back de X , o pull-back de

I e a transformada estrita (M̃, X̃ , Ĩ) de (M,X , I) são definidos como anteriormente.

V σ
i Rn ∩ {σxi ≥ 0}

U Rn ∩ {σxi ≥ 0}

Φω

Πσ
i id

Φσi,ω

Figura 2.4: Equivalência entre os blow-ups quadrático e direcional.

2.4 O polígono de Newton
Uma pergunta que surge naturalmente é: como escolhemos o vetor peso para o blow-

up? Para fazer uma boa escolha no contexto de resolução de singularidades, utilizamos o
polígono de Newton associado a um campo de vetores analítico. Nesta seção vamos ver a
construção de tal objeto matemático, que também pode ser encontrada em [1, 16, 33].

SejaX um campo de vetores analítico. Assim como em [32], escrevemosX na chamada
base logarítmica. Mais precisamente, considere

X(x, y) =
∑

xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

)
;

em que os coeficientes am,n, bm,n ∈ R satisfazem as seguintes condições para m,n ∈ Z:
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1. Para m < −1 ou n ≤ −1, am,n = 0;

2. Para m ≤ −1 ou n < −1, bm,n = 0.
Seja ω = (ω1, ω2) um vetor de inteiros positivos. Podemos escrever o campo de vetores

planar X da forma
X(x, y) =

∞∑
d=−1

X
(ω1,ω2)
d (x, y), (2.3)

em que
X

(ω1,ω2)
d (x, y) =

∑
ω1m+ω2n=d

xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

)
. (2.4)

Em outras palavras, estamos escrevendo X como a soma de componentes quase-
homogêneas.
Definição 2.10. Dizemos que (2.3) é uma (ω1, ω2)-graduação de X. Cada X(ω1,ω2)

d é
chamado nível d da (ω1, ω2)-graduação.

Dada uma (ω1, ω2)-graduação de X, associa-se os monômios am,nxmyn e bm,nxmyn de
coeficientes não nulos a um ponto (m,n) do plano de potências. Observe que cada ponto
(m,n) está contido em uma reta da forma {ω1m + ω2n = d}. Além disso, note que em
geral a aplicação que leva um monômio a um ponto (m,n) não é injetora.
Definição 2.11. O suporte Q de X é o conjunto

Q = {(m,n) ∈ Z2; a2
m,n + b2

m,n 6= 0}.
Definição 2.12. O polígono de Newton P associado ao campo de vetores analítico X
é o fecho convexo do conjunto Q+ R2

+.
A fronteira do polígono de Newton ∂P é a união de um número finito de segmentos.

Tais segmentos são enumerados da esquerda para a direita: γ0, γ1, ..., γk+1. Observe que
γ0 é vertical e γk+1 é horizontal. Analogamente, os pontos não regulares de ∂P são
enumerados da esquerda para a direita: v0, ..., vk.
Definição 2.13. Dizemos que v0, ..., vk são os vértices do polígono de Newton. O
vértice v0 = (r0, s0) é chamado vértice principal e o segmento γ1 é chamado segmento
principal. O número s0 é chamado altura do polígono de Newton. Veja a Figura
2.5.

O segmento principal está contido em uma reta da forma {mω1 +nω2 = R}, e o vetor
ω = (ω1, ω2) é normal à esta reta. No processo de resolução de singularidades de campos
de vetores analíticos, escolhe-se o vetor ω como vetor peso (veja [1, 33]).

Dada uma função analítica δ : U ⊂ R2 → R escrita da forma
δ(x, y) =

∑
0≤k,l

ck,lx
kyl,

podemos definir de forma completamente análoga o suporte, o polígono de Newton, vértice
e segmento principal e altura para a função δ. A escolha do vetor peso para a resolução
de singularidades de uma curva analítica também é feita a partir do segmento principal
do polígono.

O polígono de Newton depende fortemente do sistema de coordenadas em que se está
trabalhando. Isto significa que aplicando uma mudança de coordenadas, os monômios do
campo de vetores mudam e consequentemente obtemos um polígono de Newton diferente.
Isto pode ser um obstáculo durante o processo de resolução de singularidades. Mais
adiante veremos como resolver este problema.
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Figura 2.5: Polígono de Newton de um campo de vetores analítico. O vértice principal e
o segmento principal estão destacados em azul.

2.5 Campo de vetores auxiliar
Para o nosso conhecimento, não está definido na literatura o que é um polígono de

Newton de um sistema forçado no plano. Esta seção trata justamente de como podemos
definir tal objeto matemático para esta classe de sistemas.

Lembre que um sistema forçado em sua forma diagonalizada é escrito da forma

δ(x, y)ẋ = P (x, y), δ(x, y)ẏ = Q(x, y), (2.5)

em que δ(x, y) é uma função real analítica irredutível que pode ser escrita como

δ(x, y) =
∑

ck,lx
kyl,

em que ck,l ∈ R é tal que ck,l = 0 quando k < 0 ou l < 0.

Definição 2.14. O campo de vetores auxiliar XA associado ao sistema forçado (2.5)
é o campo de vetores real analítico

XA(x,y)=δ(x,y)

P (x,y) ∂
∂x

+Q(x,y) ∂
∂y

=

∑ ck,lx
kyl

∑xmyn
(
am,nx

∂
∂x

+bm,ny ∂
∂y

). (2.6)

É fácil esboçar o retrato de fase do campo de vetores auxiliar. Fora do conjunto de
impasse, o campo de vetores auxiliar (2.6) é obtido multiplicando o sistema forçado (2.5)
pela função positiva δ2. Por outro lado, o conjunto de impasse ∆ é uma curva de pontos
de equilíbrio de (2.6).

Como o campo de vetores auxiliar é analítico, todas as definições e observações ante-
riores a respeito do polígono de Newton são verdadeiras para (2.6). Entretanto, observe
que os pontos do plano de potências são da forma (k +m, l+ n), e portanto o suporte Q
toma a forma

Q = {(k +m, l + n) ∈ Z2; ck,l(a2
m,n + b2

m,n) 6= 0}.
Em outras palavras, o suporte do campo de vetores auxiliar é obtido pela Soma de

Minkowski [39] entre os pontos do suporte do campo de vetores X e o suporte da curva
δ. Além disso, os níveis da (ω1, ω2)-graduação são escritos da forma

X
(ω1,ω2)
A,d =

 ∑
ω1k+ω2l=d1

ck,lx
kyl

 ∑
ω1m+ω2n=d2

xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

),
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em que d1 + d2 = d. Finalmente, observamos que o polígono de Newton do campo de
vetores adjunto e do campo de vetores auxiliar não são necessariamente os mesmos.

Para o nosso conhecimento, não há na literatura uma definição de polígono de Newton
para sistemas forçados. Para contornar este problema, associamos um sistema forçado
planar ao seu campo de vetores auxiliar XA, e então utilizamos o polígono de Newton de
XA. Além disso, a vantagem de escrever o campo de vetores auxiliar desta forma é que
isto torna nossos cálculos mais fáceis, e durante o processo de resolução de singularidades
poderemos ver o que está acontecendo com o campo de vetores e com a curva, já que
na nossa abordagem o campo de vetores e a curva de impasse são dessingularizados ao
mesmo tempo.

Os próximos exemplos tem como objetivo ilustrar os conceitos introduzidos até aqui.

2.6 Exemplos
Exemplo 2.15. Considere o sistema forçado na forma diagonalizada

xyẋ = y, xyẏ = x2, (2.7)

cujo campo de vetores auxiliar é

XA(x, y) = (xy)y ∂
∂x

+ (xy)x2 ∂

∂y
. (2.8)

O suporte de (2.8) é o conjunto Q = {(0, 2), (3, 0)}. Portanto, o vértice principal do
polígono de Newton associado a (2.8) é (0, 2), a altura do polígono de Newton é igual a 2
e o segmento principal γ1 está contido na reta {2r + 3s = 6}. Veja a Figura 2.6.

Figura 2.6: Retrato de fase de (2.7) (esquerda) e polígono de Newton de (2.8) (direita). O
conjunto de impasse está destacado em vermelho e o vértice e segmento principais estão
destacados em azul.

A prova do teorema de resolução de singularidades é feita usando blow ups direcionais,
e o vetor peso escolhido é o vetor normal à reta que contem o segmento principal. Neste
exemplo, o segmento principal está contido na reta {2r+ 3s = 6} e portanto o vetor peso
é ω = (2, 3). Faremos os cálculos apenas nas direções x e y positivas, pois nas cartas
negativas os cálculos são análogos.

As transformações são da forma

(x, y) = (x̃2, x̃3ỹ), (x, y) = (ȳ2x̄, ȳ3),
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nas direções x e y, respectivamente. Na direção x, o campo de vetores auxiliar toma a
forma

X̃A = (x̃5ỹ)x̃ ỹ2 x̃
∂

∂x̃
+ (x̃5ỹ)x̃

(
ỹ−1 − 3

2 x̃ỹ
)
ỹ
∂

∂ỹ
,

e então multiplicando esta expressão por x̃−6 obtém-se

X̃A = (ỹ) ỹ2 x̃
∂

∂x̃
+ (ỹ)

(
1− 3

2 ỹ
2
)
∂

∂ỹ
,

o que implica que nós temos o seguinte sistema forçado na direção x positiva:

ỹ ˙̃x = x̃ỹ

2 , ỹ ˙̃y = 1− 3ỹ2

2 .

Nesta direção, os pontos (0,±
√

2
3) são selas hiperbólicas do campo de vetores adjunto

e o conjunto de impasse intersecta o divisor excepcional {x = 0} na origem. É interessante
observar o que acontece com o polígono de Newton do campo de vetores auxiliar (2.8)
quando explodimos a origem nesta direção. O segmento principal γ1 é enviado a um
segmento vertical γ̃1 contido na reta {r = 6} do plano rs. Quando multiplicamos o
campo de vetores auxiliar por x̃−6, transladamos esse segmento vertical γ̃1 para o eixo s.
Veja a Figura 2.7.

Analogamente, na direção y positiva o campo de vetores auxiliar (2.8) toma a forma

XA = (x̄ȳ5)ȳ
(
x̄−1 − 2

3 x̄
2
)
x̄
∂

∂x̄
+ (x̄ȳ5)ȳ x̄

2ȳ

3 ȳ
∂

∂ȳ
,

e multiplicando esta expressão por ȳ−6 obtemos

XA = (x̄)
(
x̄−1 − 2

3 x̄
2
)
x̄
∂

∂x̄
+ (x̄) x̄

2ȳ

3 ȳ
∂

∂ȳ
,

o que implica que na direção y positiva o sistema forçado é da forma

x̄ ˙̄x = 1− 2
3 x̄

3, x̄ ˙̄y = x̄2ȳ

3 .

Observe que nesta direção o conjunto de impasse toca o divisor excepcional {y = 0}
na origem e o ponto

(
(3

2) 1
3 , 0

)
é uma sela hiperbólica do campo de vetores adjunto. O

segmento principal γ1 é enviado a um segmento horizontal γ̄1 contido na reta {s = 6}
do plano rs. Quando multiplicamos o campo de vetores auxiliar por ȳ−6, transladamos o
segmento horizontal γ̄1 para o eixo r. Veja a Figura 2.7.

Observe que todos os pontos no divisor excepcional são elementares, portanto a trans-
formada estrita de (2.7) é elementar. Veja a Figura 2.8.

Exemplo 2.16. Considere o sistema forçado diagonalizado

(x− yk)ẋ = 0; (x− yk)ẏ = 1.

A origem é uma tangência entre o campo de vetores adjunto X(x, y) = (0, 1) e o conjunto
de impasse ∆ = {x− yk = 0}. O campo de vetores auxiliar é

XA(x, y) = (x− yk) ∂
∂y
.
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Figura 2.7: Segmento principal após blow-up na direção y (acima) e após blow-up na
direção x (abaixo).

Figura 2.8: Sistema forçado (2.7) antes (direita) e depois (esquerda) do blow-up com peso
na origem.

O suporte Q de XA é o conjunto Q = {(1,−1), (0, k − 1)}. Dessa forma, o vértice
principal v0 da polígono de Newton PXA é (0, k−1) e o segmento principal γ1 está contido
na reta {kr+s = 1} e portanto o vetor peso é ω = (k, 1). Assim, os blow-ups nas direções
x e y positivas são, respectivamente,

x = x̃k, y = x̃ỹ; e x = ȳkx̄, y = ȳ;

e portanto em cada carta obtemos os sistemas forçados{
(1− ỹk) ˙̃x = 0;
(1− ỹk) ˙̃y = 1;

{
(x̄− 1) ˙̄x = −kx̄;
(x̄− 1) ˙̄x = ȳ.

Veja a Figura 2.9.
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Figura 2.9: Tangência quadrática antes (direita) e depois (esquerda) do blow-up com peso
na origem.



3 Resolução de singularidades de
sistemas forçados

O objetivo central deste capítulo é provar o Teorema 3.19, presente na pré-publicação
[34]. Na Seção 3.1.1 damos ferramentas para controlar o polígono de Newton durante
o processo de resolução de singularidades, tendo em vista que este objeto matemático
é extremamente sensível à mudança de coordenadas. Logo em seguida, na Seção 3.2,
mostramos como identificar pontos elementares do sistema forçado usando o polígono
de Newton. Finalmente, a Seção 3.3 é dedicada a provar o Teorema de resolução de
singularidades de sistemas forçados.

3.1 Propriedades do polígono de Newton: controla-
bilidade e coordenadas admissíveis

Como foi discutido anteriormente, o polígono de Newton depende fortemente do sis-
tema de coordenadas adotado. Isto significa que, após blow-up ou mudança de coor-
denadas, podemos obter um polígono completamente diferente. Nosso objetivo agora é
definir ferramentas para controlar o polígono de Newton durante o processo de resolução
de singularidades. Também vamos abordar uma mudança de coordenadas que será útil
durante esse processo, chamada mudança de coordenadas admissível.

3.1.1 Preparação de coordenadas

Definição 3.1. (Definição 5.1, [15]) Dizemos que um sistema de coordenadas é adaptado
ao divisor E se em tal sistema de coordenadas o divisor excepcional é dado por Ex =
{x = 0}, Ey = {y = 0} ou Ex,y = {xy = 0}.

Lembre que, após explodir uma singularidade, o espaço ambiente é agora uma varie-
dade com esquinas. Em coordenadas adaptadas, tais esquinas são os conjuntos Ex, Ey ou
Exy.

Definição 3.2. O polígono de Newton P associado a um campo de vetores é controlável
se o vértice principal está contido em {0} × Z ou {−1} × Z.

Considere o sistema forçado na forma diagonalizada{
δ(x, y)ẋ = P (x, y);
δ(x, y)ẏ = Q(x, y); (3.1)

35
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cujo campo de vetores auxiliar XA associado a (3.1) é dado por

XA(x, y) =
∑ ck,lx

kyl

∑xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

) (3.2)

Em [33] foram estudados campos de vetores com singularidades isoladas. Esta hipótese
implica que ∂P intersecta os eixos r e s do plano rs. Entretanto, isto nem sempre acontece
quando consideramos campos de vetores que possuem curvas de singularidades, que é o
caso do campo de vetores auxiliar. Por exemplo, considere o sistema forçado

xyẋ = xk; xyẏ = 2yl,

em que k, l ≥ 1 e cujo campo de vetores auxiliar é

XA = xyxk
∂

∂x
+ xyyl

∂

∂y
.

O suporte Q de XA é da forma Q = {(k, 1), (1, l)}, e portanto ∂P não intersecta os
eixos r e s do plano rs.

Durante o processo de resolução de singularidades, vamos assumir que ∂P intersecta
ao menos o eixo s. O próximo Lema mostra que isto não é uma condição restritiva.

Lema 3.3. Considere o sistema forçado (3.1) e seu campo de vetores auxiliar (3.2).
Defina a mudança de coordenadas

Φ(x̄, ȳ) = (x̄+ λȳ, ȳ); (3.3)

em que λ ∈ R. Então as seguintes afirmações sobre Φ são verdadeiras:

1. O difeomorfismo Φ nos dá uma C0equivalência orbital que preserva orientação entre
(3.1) e {

δ(x̄+ λȳ, ȳ) ˙̄x = P (x̄+ λȳ, ȳ)− λQ(x̄+ λȳ, ȳ),
δ(x̄+ λȳ, ȳ) ˙̄y = Q(x̄+ λȳ, ȳ). (3.4)

2. O difeomorfismo Φ define uma equivalência topológica entre (3.2) e o campo de
vetores auxiliar de (3.4).

3. O polígono de Newton P associado ao campo de vetores auxiliar de (3.4) possui
(0, r) ou (−1, r) como vértice principal, onde r é o grau mais baixo de sua expansão
em componentes quase homogêneas.

Demonstração. Observe que{
x̄ = x− λy,
ȳ = y,

⇒
{ ˙̄x = ẋ− λẏ,

˙̄y = ẏ,

e então obtém-se o sistema (3.4). Como Φ é um difeomorfismo, ele leva o conjunto de im-
passe de (3.4) no conjunto de impasse de (3.1). Além disso, Φ leva curvas de fase de (3.4)
em curvas de fase de (3.1). Isto implica que (3.4) e (3.1) são orbitalmente equivalentes.
Não obstante, (3.2) e o campo de vetores auxiliar de (3.4) são topologicamente equivalen-
tes, tendo em vista que, fora do conjunto de impasse, as curvas de fase do sistema forçado
e do campo de vetores auxiliar são as mesmas. Isto prova os itens 1 e 2.
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Após a mudança de coordenadas Φ, o campo de vetores auxiliar toma a forma

XA =
(∑

ck,l(x̄+ λȳ)kȳl
)(∑

(x̄+ λȳ)mȳn
(
(am,n(x̄+ λȳ)− λbm,nȳ)

∂

∂x̄
+ bm,nȳ

∂

∂ȳ

))
.

Sem perda de generalidade (e com o intuito de simplificar a notação), vamos considerar
a primeira graduação daqui em diante. Então obtemos

k∑
i=0

ck,l
(k
i

)
λix̄k−iȳl+i

( m∑
j=0

(m
j

)
λj x̄m−j ȳn+j

(
am,nx̄+ λȳ(am,n − bm,n)

)) ∂

∂x̄

na componente x̄ e
k∑
i=0

ck,l
(k
i

)
λix̄k−iȳl+i

( m∑
j=0

(m
j

)
λj x̄m−j ȳn+jbm,n

)
ȳ
∂

∂ȳ

na componente ȳ.
Se existe um par (m,n) tal que am,n − bm,n 6= 0, então a componente x̄ dá uma

contribuição da forma (−1, r) para o novo suporte Q, em que r = (k +m) + (l + n). No
caso onde am,n − bm,n = 0 para todo (m,n), observe que pelo menos um bm,n é não nulo
e então a componente ȳ dá uma contribuição da forma (0, r) para o novo suporte.

Pelo Lema 3.3 sempre podemos supor que o polígono de Newton do campo de vetores
auxiliar é controlável. Observe que quando olhamos para um ponto que está no divisor
excepcional Ex, o polígono de Newton do campo de vetores auxiliar neste ponto já é
controlável pois Ex é um conjunto invariante do campo de vetores adjunto.

3.1.2 Mudança de coordenadas admissível
Nesta subseção apresentamos outra mudança de coordenadas que será útil durante o

processo de resolução de singularidades. Tal mudança de coordenadas foi chamada de
mudança de coordenadas admissível em [33].

Lema 3.4. Considere um sistema forçado escrito na forma diagonalizada como em (3.1) e
seu campo de vetores auxiliar (3.2). Suponha que seu polígono de Newton P1 é controlável.
Defina a mudança de coordenadas

Ψ(x̄, ȳ) = (x̄,−αx̄β + ȳ), (3.5)

em que α ∈ R e β ∈ N. Então as seguintes afirmações sobre Ψ são verdadeiras:

1. O difeomorfismo Ψ é uma C0 equivalência orbital que preserva orientação entre
(3.1) e {

δ(x̄, ȳ − αx̄β) ˙̄x = P (x̄, ȳ − αx̄β),
δ(x̄, ȳ − αx̄β) ˙̄y = αβP (x̄, ȳ − αx̄β)x̄β−1 +Q(x̄, ȳ − αx̄β). (3.6)

2. O difeomorfismo Ψ é uma equivalência topológica entre (3.2) e o campo de vetores
auxiliar de (3.6).

3. Os polígonos de Newton P1 e P2 associados aos campos de vetores auxiliar de (3.6)
e (3.1), respectivamente, possuem a mesma altura.
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4. Se esta mudança de coordenadas é aplicada em um ponto p ∈ Ex, então neste novo
sistema de coordenadas o divisor excepcional ainda é um conjunto invariante do
campo de vetores adjunto.

Demonstração. Os itens 1 e 2 são provados usando os mesmos argumentos usados na
prova do Lema 3.3, portanto vamos nos concentrar em provar os itens 3 e 4.

Após uma mudança de coordenadas da forma (3.5), o campo de vetores auxiliar asso-
ciado a (3.6) toma a forma(∑

ck,lx̄
k(ȳ − αx̄β)l

)(∑
x̄m(ȳ − αx̄β)nam,n

)
x̄
∂

∂x̄

na componente x̄ e(∑
ck,lx̄

k(ȳ − αx̄β)l
)(∑

x̄m(ȳ − αx̄β)n
(
(αβam,n − αbm,n)x̄β + bm,nȳ

)) ∂

∂ȳ

na componente ȳ. Novamente, sem perda de generalidade (e com o intuito de simplificar
a notação) vamos considerar apenas a primeira graduação. Temos então( l∑

i=0

ck,l
(l
i

)
(−α)l−ix̄k+β(l−i)ȳi

)( n∑
j=0

(n
j

)
(−α)n−jam,nx̄

m+β(n−j)ȳj
)
x̄
∂

∂x̄

na componente x̄ e( l∑
i=0

ck,l
(l
i

)
(−α)l−ix̄k+β(l−i)ȳi

)( n∑
j=0

(n
j

)
(−α)n−j x̄m+β(n−j)ȳj

(
(αβam,n−αbm,n)x̄β+

bm,nȳ
)) ∂

∂ȳ

na componente ȳ.
Por hipótese, o polígono de Newton do campo de vetores auxiliar (3.2) possui vértice

principal da forma (−1, r) ou (0, r), onde r é o menor grau na expansão em componentes
quase homogêneas. Isto implica que existem (k, l) e (m,n) tais que (k+m) = −1 (respec-
tivamente 0) e (l+n) = r. Pelas duas expressões obtidas anteriormente, esta propriedade
continua válida para todo β ∈ N, e dessa forma o polígono de Newton ainda é controlável.

No caso onde o divisor excepcional é dado por Ex, o vértice principal é da forma (0, r)
pois Ex é um conjunto invariante pelo campo de vetores adjunto. Após esta mudança
de coordenadas, o divisor excepcional continua invariante e ainda é dado localmente por
Ex.

Definição 3.5. A composição finita de difeomorfismos da forma (3.5) é chamada mu-
dança de coordenadas admissível.

Após uma mudança de coordenadas admissível, obtemos um sistema de coordenadas
adaptado ao divisor, divisor excepcional continua invariante pelo campo de vetores adjunto
e o polígono de Newton do campo de vetores auxiliar ainda é controlável.

3.2 Identificando pontos elementares usando o polí-
gono de Newton

Durante o processo de resolução de singularidades, devemos aplicar um número finito
de operações (blow-ups) de modo a obter um sistema forçado mais simples. Esta noção de
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simples vem da noção de ponto elementar de um sistema forçado (veja a Definição 2.6).
No que segue, descreveremos como identificar pontos elementares de um sistema forçado
usando o polígono de Newton do campo de vetores auxiliar.

Definição 3.6. Um sistema forçado planar é Newton elementar em p se o polígono
de Newton P do campo de vetores auxiliar XA satisfaz uma das seguintes condições:

• O vértice principal de P é (0, 0), (0,−1) or (−1, 0) (isto é, a altura é menor ou igual
à 0);

• O segmento principal γ1 é horizontal.

Exemplo 3.7. O seguinte exemplo justifica o porque consideramos o caso onde γ1 é
horizontal como elementar. Seja o sistema forçado

yẋ = 2x, yẏ = −y.

O suporte do campo de vetores auxiliar contém apenas o ponto (0, 1), e é fácil verificar
que a origem é uma sela hiperbólica do campo de vetores adjunto, em que {x = 0} e
{y = 0} são as separatrizes. Isto significa que {y = 0} é ao mesmo tempo uma separatriz
e conjunto de impasse. Não é possível mudar estar configuração com uma sequência finita
de blow ups na origem. Veja a Figura 3.1.

Figura 3.1: Sistema forçado do Exemplo 3.7 após blow-up.

Teorema 3.8. Um sistema forçado é elementar em p se, e somente se, é Newton ele-
mentar em p.

Demonstração. Fixe um sistema de coordenadas controlável em p e considere o campo de
vetores auxiliar

XA(x, y) =
(∑

ck,lx
kyl

)(∑
xmyn

(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

))
. (3.7)

Primeiramente, suponha que o sistema forçado é Newton elementar em p. Observe
que não temos m = −1 e n = −1 ao mesmo tempo em (3.7). Sendo assim, suponha sem
perda de generalidade que m ≥ 0 and n ≥ −1.

Se (0, 0) ∈ P , pela expressão (3.7) segue que (k+m) = 0 e (l+n) = 0. Imediatamente
obtém-se k = m = 0. Como (l+n) = 0, n ≥ −1 e l ≥ 0, temos dois casos para considerar:

• Se l = 1 e n = −1, então δ é regular em p e p não é ponto de equilíbrio de X. Se
p ∈ Ex, então ∆ intersecta o divisor excepcional transversalmente em p. Para o caso
em que p ∈ Ey, lembre que o divisor excepcional deve ser invariante, e portanto não
podemos ter n = −1 aqui.
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• Se l = n = 0, então p 6∈ ∆. Além disso, como a−1,1 = 0 e a2
00 + b2

00 6= 0, p é um
ponto de equilíbrio elementar de X.

Segue que se (0, 0) ∈ P , então o sistema forçado é elementar em p.
Suponha agora que (0,−1) ∈ P . Temos (k + m) = 0 e (l + n) = −1, e portanto

k = m = l = 0 e n = −1. Portanto p 6∈ ∆ e p não é um ponto de equilíbrio de X. A
prova para o caso em que o vértice principal é dado por (−1, 0) é completamente análoga.

Finalmente, suponha que o segmento principal γ1 é horizontal e que o polígono tenha
altura positiva. Como o polígono de Newton do campo de vetores auxiliar é obtido por
meio da soma de Minkowski entre o suporte do campo de vetores adjunto e o suporte da
curva de impasse, então ambos os polígonos de Newton do campo de vetores adjunto e da
curva de impasse possuem segmento principal horizontal. Isto implica que neste sistema
de coordenadas a curva de impasse é dada por

δ = y

(
c0,1 +

∑
ck,lx

kyl

)
,

e portanto devemos considerar os seguintes casos, tendo em vista que p é ou um ponto de
equilíbrio isolado ou um ponto regular do campo X:

• a−1,0 6= 0, o que implica que bm,−1 = 0 para todo m e então a curva de impasse
coincide com uma curva de fase de X;

• b0,−1 6= 0, o que implica que X é transversal a ∆;

• a2
00 + b2

00 6= 0 (e portanto a−1,0 = b0,−1 = 0), e então uma curva de fase coincide com
a curva de impasse.

Nos três casos, o sistema forçado é elementar em p.
Agora, para provar a volta, suponha que o sistema forçado é elementar em p. Sem

perda de generalidade, escolha um sistema de coordenadas tal que δ(x, y) = y.
Quando p não é um ponto de equilíbrio de X e p 6∈ ∆, então a2

−1,0 + b2
0,−1 6= 0 6= c00 e

portanto (0,−1) ∈ P ou (−1, 0) ∈ P .
Se p ∈ ∆ mas p não é um ponto de equilíbrio de X, então temos duas possibilidades:

• O campo de vetores adjunto é transversal ao conjunto de impasse ∆ e portanto
c0,1 6= 0 e b0,−1 6= 0, o que implica que (0, 0) ∈ ∂P .

• A curva de fase passando por p coincide com o conjunto de impasse ∆, e portanto
a−1,0 6= 0 e bm,−1 = 0 para todo m. Então a−1,0 6= 0 6= c0,1 nos dá a contribuição
(−1, 1) ∈ P e portanto o segmento principal é horizontal.

Se p é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico de X e p 6∈ ∆, então estamos no caso
clássico de campos de vetores analíticos e portanto (0, 0) ∈ P (veja a Proposição da página
898 de [33]).

Finalmente, suponha que p é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico de X e p ∈ ∆.
Lembre que estamos considerando coordenadas adaptadas e δ(x, y) = y. Por hipótese,
∆ deve estar contida em uma separatriz ou variedade central de p. Isto significa que tal
curva de fase não é transversal a ∆ e todos os coeficientes da forma bm,−1 são nulos. Este
fato e a condição a2

0,0 + b2
0,0 6= 0 implicam que o segmento principal é horizontal.
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Para finalizar esta seção, observamos que quando o divisor excepcional é da forma
Exy, não é possível obter um sistema forçado elementar tal que ∆ intersecta a origem. De
fato, como ∆ não está contida em Ex ∪ Ey e ∆ é transversal a Ex e Ey simultaneamente,
segue que c2

1,0 + c2
0,1 6= 0. Levando em conta que Exy é sempre um ponto de equilíbrio

hiperbólico do campo de vetores adjunto, obtemos a2
00 + b2

00 6= 0, donde (1, 0), (0, 1) ∈ P
e portanto o processo de resolução de singularidades deve prosseguir.

3.3 O Teorema de resolução de singularidades de sis-
temas forçados

Nesta seção provaremos o Teorema de resolução de singularidades de sistemas forçados.
Primeiramente nós mostraremos a prova do teorema local, que é basicamente a descrição
do algoritmo de resolução de singularidades, e posteriormente vamos provar os lemas
e proposições utilizadas na prova do Teorema 3.9. Focaremos apenas nas direções x e
y positivas porque os cálculos nas direções negativas são análogos. Enfatizamos que o
nosso Teorema trata de singularidades isoladas. A prova do Teorema 3.19 se encontra na
Subseção 3.3.2.

Teorema 3.9. (Teorema Local) Seja (M,X , I) um sistema forçado 2-dimensional e tome
p ∈ M. Fixe coordenadas locais tais que o polígono de Newton do campo de vetores
auxiliar XA seja controlável. Então existe uma sequência finita de blow-ups com peso tal
que a transformada estrita é elementar em todos os pontos do divisor excepcional.

Demonstração. Como sempre, neste sistema de coordenadas denote o campo de vetores
adjunto por X e o conjunto de impasse por ∆. Seja XA o campo de vetores auxiliar.
Primeiramente encontramos a expressão da reta {rω1 + sω2 = R} que contém o segmento
principal γ1. Se γ1 é horizontal, então o ponto p já é elementar pelo Teorema 3.8. Se este
não for o caso, denote a altura do polígono de Newton por h e defina o vetor peso por
ω = (ω1, ω2). Após um blow-up na direção y, segue do Lema 3.11 que a origem do divisor
excepcional Ey é um ponto elementar. Isto significa que apenas um blow-up com peso na
direção y é suficiente para tornar a origem de Ey um ponto elementar, e agora devemos
nos preocupar apenas com a direção x.

Aplicando um blow-up com peso na direção x, pelo Lema 3.12 a nova altura h1 do
polígono de Newton na origem do divisor Ex é menor que h, e portanto a altura decresceu.
Agora, precisamos analisar também os outros pontos de Ex. Devido à Proposição 3.14,
temos duas possibilidades:

1. Existe um número finito N de pontos pi, 1 ≤ i ≤ N no divisor excepcional tal que
a altura hpi do polígono de Newton é positiva. Além disso, hpi ≤ h, para todo i.

2. Se existe um ponto pi em Ex tal que hpi = h (isto é, a altura do polígono neste ponto
é igual à altura antes do blow-up), então este é o único ponto do divisor excepcional
Ex com altura positiva.

No primeiro caso, existe um número finito de pontos pi no divisor excepcional tal que
ou pi não é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico do campo de vetores adjunto ou que o
conjunto de impasse ∆ intersecta Ex em pi. Eventualmente, um ponto pode ser equilíbrio
e impasse ao mesmo tempo. Devemos continuar aplicando blow-ups nos pontos nas quais
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a altura do polígono de Newton é positiva e o segmento principal não é horizontal. Os
pesos dos blow-ups são escolhidos conforme explicado anteriormente.

Para o segundo caso, observamos que este ponto não pode ser a origem. Em seguida,
é possível mostrar que a primeira graduação do campo de vetores auxiliar possui uma
forma particular (veja a Proposição 3.15). Então aplicamos uma mudança de coordenadas
admissível, assim como foi descrito em 3.4. Tal mudança de coordenadas não aumenta
a altura do polígono de Newton, mas ela aumenta a inclinação do segmento principal.
Dessa forma, obtém-se novos pesos para continuar o processo de dessingularização, devido
à Proposição 3.16.

Em cada passo, temos sempre essas duas possibilidades. Como existe um número
finito de pontos não elementares no divisor excepcional, a altura é finita e a cada passo a
altura decresce (eventualmente aplicando mudanças de coordenadas admissíveis), após um
número finito n0 de blow ups com peso teremos que todos os pontos do divisor excepcional
ou não terão altura positiva ou o segmento principal é horizontal. Isto significa que todos
os pontos são elementares.

Um cenário possível é quando a composição finita de mudanças de coordenadas ad-
missíveis não é suficiente para obter um vetor peso para o blow-up faça decrescer a altura
do polígono de Newton. Neste caso, prova-se que existe uma mudança de coordenadas
analítica tal que, neste novo sistema de coordenadas, o segmento principal é horizontal e
então terminamos o processo de resolução (veja a Proposição 3.16).

Na próxima subseção mostramos todos os lemas e proposições usados na prova anterior.
Antes de fazer este estudo, vamos discutir algumas similaridades e diferenças entre nossa
abordagem e a abordagem de [33].

Assim como no trabalho de Pelletier [33], nossa prova é baseada em blow-ups com
peso e análise do polígono de Newton. Portanto, muitas ideias apresentadas aqui podem
ser encontradas em tal trabalho, como por exemplo o comportamento do polígono de
Newton durante o processo de resolução. Entretanto, muitas definições adotadas aqui
foram inspiradas em [4, 32].

É importante enfatizar que em [33] a autora considerou campos de vetores analíticos
cuja origem é um ponto de equilíbrio isolado. Além disso, em tal trabalho a autora
provou que aplicando uma sequência finita de blow-ups (e eventualmente mudanças de
coordenadas admissíveis) em uma singularidade, a chamada multiplicidade total do ponto
decresce.

Entretanto, neste trabalho consideramos o polígono de Newton do campo de veto-
res auxiliar, que é um campo de vetores analítico que possui uma curva de pontos de
equilíbrio. Aqui, provamos que aplicando uma sequência finita de blow-ups com peso
(eventualmente aplicando mudanças de coordenadas admissíveis), a altura do polígono de
Newton decresce.

3.3.1 Dessingularização local
Daqui em diante, fixe coordenadas locais para o sistema forçado (M,X , I), e nestas

coordenadas denote o campo de vetores adjunto por X e o conjunto de impasse por ∆.
Como sempre, o campo de vetores auxiliar (3.2) será denotado por XA. Vamos assumir
que o polígono de Newton de XA é controlável e que o seguimento principal γ1 não é
horizontal. Lembre que o vetor peso ω = (ω1, ω2) é o vetor normal à reta {rω1 +sω2 = R}
que contém o segmento principal.
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Lema 3.10. Após um blow-up com peso ω = (ω1, ω2), o campo de vetores auxiliar (3.2)
toma a forma

X̃A(x̃, ỹ) =
(∑

ck,lx̃
kω1+lω2 ỹl

)(∑
x̃mω1+nω2 ỹn

(am,n
ω1

x̃
∂

∂x̃
+ (bm,n −

ω2

ω1
am,n)ỹ

∂

∂ỹ

))
(3.8)

na direção x e

X̃A(x̃, ỹ) =
(∑

ck,lx̃
kỹkω1+lω2

)(∑
x̃mỹmω1+nω2

(
(am,n −

ω1

ω2
bm,n)x̃

∂

∂x̃
+
bm,n

ω2
ỹ
∂

∂ỹ

))
(3.9)

na direção y.

Demonstração. Note que na direção x o blow-up
x = x̃ω1 , y = x̃ω2 ỹ

nos dá a relação (
ẋ
ẏ

)
=
(

ω1x̃
ω1−1 0

ω2x̃
ω2−1ỹ x̃ω2

)( ˙̃x
˙̃y

)
,

e (3.1) se torna o sistema forçado
δ(x̃ω1 , x̃ω2 ỹ) ˙̃x =

∑
x̃mω1+nω2 ỹn

am,n
ω1

x̃,

δ(x̃ω1 , x̃ω2 ỹ) ˙̃y =
∑

x̃mω1+nω2 ỹn
(
bm,n −

ω2

ω1
am,n

)
ỹ,

cujo campo de vetores auxiliar é da forma (3.8). Analogamente obtém-se a expressão
(3.9) na direção y.

Lema 3.11. Após um blow-up na direção y, o polígono de Newton continua controlável,
o divisor excepcional Ey é invariante pelo campo de vetores adjunto X e a origem é um
ponto elementar do sistema forçado.

Demonstração. Considere o primeiro nível da (ω1, ω2)-graduação

X
(ω1,ω2)
A,d

(x, y) =
( ∑
ω1k+ω2l=d1

ck,lx
kyl

)( ∑
ω1m+ω2n=d2

xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

))
,

em que d1 + d2 = d. Após um blow-up na direção y o campo de vetores auxiliar toma a
forma

X̃A(x̃, ỹ) =
(∑

ck,lx̃
kỹkω1+lω2

)(∑
x̃mỹmω1+nω2

(
(am,n −

ω1

ω2
bm,n)x̃

∂

∂x̃
+
bm,n

ω2
ỹ
∂

∂ỹ

))
=(∑

ck,lx̃
kỹd1

)(∑
x̃mỹd2

(
(am,n −

ω1

ω2
bm,n)x̃

∂

∂x̃
+
bm,n

ω2
ỹ
∂

∂ỹ

))
.

No plano (r, s), esta operação envia retas da forma {rω1 +sω2 = R} em retas horizon-
tais. Isto implica que o segmento principal γ1 é agora um segment horizontal. Dividindo
a expressão acima por ỹd, nós movemos este segmento horizontal para o eixo r (veja a
Figura 3.2). Observe que as primeiras coordenadas dos pontos do polígono não se alteram
pois este blow-up não muda as potências de x. Dessa forma, o vértice principal do polí-
gono de Newton na origem de Ey é (−1, 0) ou (0, 0). Pelo Teorema 3.8, agora a origem é
um ponto elementar.
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Figura 3.2: Segmento principal do polígono de Newton após blow-up na direção y.

Lema 3.12. Após um blow-up na direção x, o vértice principal está contido em {0}×N (e
portanto o polígono de Newton continua controlável), o divisor excepcional Ex é invariante
pelo campo de vetores adjunto X e a altura do polígono de Newton decresce.

Demonstração. Lembre que a escolha do vetor peso é feita a partir do segmento principal
γ1. Uma vez que a escolha foi feita, tome o primeiro nível da (ω1, ω2)-graduação

X
(ω1,ω2)
A,d

(x, y) =
( ∑
ω1k+ω2l=d1

ck,lx
kyl

)( ∑
ω1m+ω2n=d2

xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

))
,

em que d1 + d2 = d.
Primeiramente, vamos simplificar a notação, pois é suficiente estudar o primeiro nível

da graduação. Para cada l, existe um único k tal que ω1k + ω2l = d1. Analogamente,
para cada n, existe um único m tal que ω1m + ω2n = d2. Então reescrevemos a última
expressão por

X
(ω1,ω2)
A,d

(x, y) =
( r1∑

l=0

ck,lx
kyl

)( r2∑
n=−1

xmyn
(
am,nx

∂

∂x
+ bm,ny

∂

∂y

))
,

em que ω2r1 = d1; e ω2r2 = d2 (se o vértice principal está contido em {0} × N) ou
ω2r2 = d2 +ω1 (se o vértice principal está contido em {−1}×N). De (3.8), após blow-up
na direção x obtém-se( r1∑

l=0

ck,lx̃
ω1k+ω2lỹl

)( r2∑
n=−1

x̃ω1m+ω2nỹn
(
am,n

ω1
x̃
∂

∂x̃
+ (bm,n −

ω2

ω1
am,n)ỹ

∂

∂ỹ

))
.

No que diz respeito ao polígono de Newton, esta operação envia retas da forma {rω1 +
sω2 = R} em retas verticais. Além disso, as segundas coordenadas dos pontos do polígono
não mudam, pois o blow-up altera apenas as potências de x. Portanto o segmento principal
γ1 é enviado a um segmento vertical. Multiplicando o campo de vetores auxiliar por x̃−d,
obtemos a expressão( r1∑

l=0

ck,lỹ
l

)( r2∑
n=−1

ỹn
(
am,n

ω1
x̃
∂

∂x̃
+ (bm,n −

ω2

ω1
am,n)ỹ

∂

∂ỹ

))
. (3.10)

Esta operação move retas verticais para a esquerda. Em particular, agora o segmento
principal γ1 está contido em {0}×N (veja a Figura 3.3). Dessa forma, o vértice principal é
da forma (0, r), o polígono de Newton é controlável e o divisor excepcional Ex é invariante
pelo campo de vetores adjunto. Finalmente, como existe um vértice v1 = (i1, j1) ∈ γ1 tal
que j1 é menor que a ordenada do vértice principal v0 antigo, conclui-se que a altura do
polígono de Newton decresceu.
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Figura 3.3: Segmento principal do polígono de Newton após blow-up na direção x.

Agora, devemos estudar o que acontece com os outros pontos do divisor Ex.
Lema 3.13. Considere o campo de vetores auxiliar (3.10), que é o campo de vetores
auxiliar após blow-up na direção x. Após uma translação da forma

Ω(x̄, ȳ) = (x̄, ȳ + ξ), (3.11)
em que ξ ∈ R, o campo de vetores auxiliar toma a forma (descartando as barras e os
tildas para simplificar a notação)

XA(x, y) =
( r1∑

i=0

Ci(ξ)yi
)( r2∑

j=0

αj(ξ)yjx
∂

∂x
+

r2∑
j=−1

βj(ξ)yjy
∂

∂y

)
, (3.12)

em que
Ci(ξ) = ∑r1

l=i clξ
l−i
(
l
i

)
, αj(ξ) = ∑r2

n=j
an
ω1
ξn−j

(
n
j

)
e βj(ξ) = ∑r2

n=j(bn − ω2
ω1
an)ξn−j

(
n+1
j+1

)
,

e tais constantes satisfazem as relações
∂
∂ξ
Ci(ξ) = (i+ 1)Ci+1(ξ), ∂

∂ξ
αj(ξ) = (j + 1)αj+1(ξ) e ∂

∂ξ
βj(ξ) = (j + 2)αj+1(ξ).

Além disso, após esta mudança de coordenadas, a altura do polígono de Newton não
aumenta, o vértice principal continua contido em {0}×N e o divisor excepcional continua
invariante pelo campo de vetores adjunto.
Demonstração. Considere a equação (3.10) e a translação (3.11). Primeiramente, lembra-
mos da seguinte propriedade de somatório:

n∑
i=k

i∑
j=k

zi,j =
n∑
j=k

n∑
i=j

zi,j,

em que, k ≤ j ≤ i ≤ n são inteiros. Na componente x do campo de vetores auxiliar,
obtemos (abandonando os tildas para simplificar a notação):( r1∑

l=0

cl(y + ξ)l
)( r2∑

n=0

(y + ξ)n
(
an

ω1

))
x =

( r1∑
l=0

cl

l∑
i=0

yiξl−i
(l
i

))( r2∑
n=0

an

ω1

n∑
j=0

yjξn−j
(n
j

))
x =

=
( r1∑

i=0

yi
r1∑
l=i

clξ
l−i
(l
i

))( r2∑
j=0

yj
r2∑
n=j

an

ω1
ξn−j

(n
j

))
x =

( r1∑
i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

j=0

yjαj(ξ)
)
x.

Na componente y, temos (novamente abandonando os tildas):( r1∑
i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

n=−1

(
bn −

ω2

ω1
an
)
(y + ξ)n+1

)
=

=
( r1∑

i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

n=−1

(
bn −

ω2

ω1
an
)
(y + ξ)n+1 1

y

)
y =

=
( r1∑

i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

n=−1

(
bn −

ω2

ω1
an
) n+1∑
j=0

yj−1ξn+1−j
(n+ 1

j

))
y =
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=
( r1∑

i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

N=0

(
bN−1 −

ω2

ω1
aN−1

) N∑
j=0

yj−1ξN−j
(N
j

))
y =

=
( r1∑

i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

j=0

yj−1
r2∑
N=j

(
bN−1 −

ω2

ω1
aN−1

)
ξN−j

(N
j

))
y =

=
( r1∑

i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

J=−1

yJ
r2∑
n=J

(
bn −

ω2

ω1
an
)
ξn−J

(n+ 1
J + 1

))
y =

=
( r1∑

i=0

yiCi(ξ)
)( r2∑

J=−1

yJβj(ξ)
)
y.

Por simplicidade, nesta última expressão vamos denotar o J por j. Observe que

∂

∂ξ
Ci(ξ) =

∂

∂ξ

(
ci +

r1∑
l=i+1

clξ
l−i
(l
i

))
=

r1∑
l=i+1

cl(l − i)ξl−(i+1)
(l
i

)
=

r1∑
l=i+1

clξ
l−(i+1) l!

i!(l − (i+ 1))!
=

=
r1∑

l=i+1

clξ
l−(i+1) (i+ 1)l!

(i+ 1)!(l − (i+ 1))!
= (i+ 1)Ci+1(ξ).

As outras expressões envolvendo a derivada com respeito a ξ são mostradas de forma
análoga. Note que Cr1 = cr1 6= 0, e

αr2 = ar2
ω1

e βr2 =
(
br2 −

ω2

ω1
ar2
)

não se anulam simultaneamente. Portanto, a altura do polígono de Newton não aumenta
e o divisor excepcional ainda é um conjunto invariante pelo campo de vetores adjunto.

Proposição 3.14. Após blow-up na direção x, as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. O conjunto de impasse ∆ intersecta o divisor excepcional apenas em um número
finito de pontos;

2. Existe um número finito de pontos no divisor excepcional que não são equilíbrios
semi hiperbólicos do campo de vetores adjunto X;

3. Se existe um ponto tal que a altura não decresceu, então este é o único ponto do
divisor excepcional com altura positiva.

Demonstração. Pelo Lema 3.13, a curva de impasse é da forma
r1∑
i=0

yiCi(ξ) = C0(ξ) + C1(ξ)y + ...+ Cr1 (ξ)yr1 .

Observe que existe um número finito de pontos (0, ξk) no divisor excepcional tal que
C0(ξk) = 0. Em outras palavras, como existe um número finito de raízes de C0(ξ), o
conjunto de impasse ∆ intersecta o divisor excepcional em um número finito de pontos.

No que diz respeito ao campo de vetores adjunto, observe que os polinômios

α0(ξ) =
r2∑
n=0

an

ω1
ξn, β−1(ξ) =

r2∑
n=−1

(bn −
ω2

ω1
an)ξn+1

não se anulam simultaneamente. De fato, se este fosse o caso, teríamos an = bn = 0 para
todo −1 ≤ n ≤ r2 e isso iria contradizer o fato de que a translação não aumenta a altura
do polígono de Newton. Portanto β−1 ≡ 0 ou α0 ≡ 0.

Se β−1 6≡ 0, este polinômio possui uma quantidade finita de raízes, e pela expressão do
campo de vetores auxiliar (3.12) existe um número finito de pontos no divisor excepcional
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que são equilíbrio (0, ξk) do campo de vetores adjunto (e eventualmente alguns deles não
são semi hiperbólicos). Se β−1 ≡ 0, então α0 6≡ 0. Neste caso, todos os pontos do divisor
excepcional são pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto (isto é, estamos na
situação dicrítica). Como o polinômio α0 possui um número finito de raízes, então por
(3.12) existe um número finito de pontos (0, ξk) cujo polígono de Newton possui altura
positiva. Em outras palavras, existe um número finito de pontos de equilíbrio no divisor
que não são elementares.

Finalmente, vamos mostrar que se existe um ponto no divisor excepcional tal que a
altura não decresceu, este é o único ponto no divisor com altura positiva. Seja (0, ξ0) o
ponto em que a altura não diminuiu. Observe que ξ0 6= 0, pois pelo Lema 3.12 a altura
na origem sempre decresce. Portanto obtemos{

C0(ξ0) = ... = Cr1−1(ξ0) = 0 , Cr1 (ξ0) 6= 0;
α0(ξ0) = ... = αr2−1(ξ0) = 0 , αr2 (ξ0) 6= 0;
β−1(ξ0) = ... = βr2−1(ξ0) = 0 , βr2 (ξ0) 6= 0.

Pelo Lema 3.13 sabemos que
∂
∂ξ
Ci(ξ) = (i+ 1)Ci+1(ξ), ∂

∂ξ
αj(ξ) = (j + 1)αj+1(ξ) and ∂

∂ξ
βj(ξ) = (j + 2)αj+1(ξ).

Então ξ0 deve ser, simultaneamente, raíz de multiplicidade r1 de C0, raíz de multipli-
cidade r2 de α0 e raíz de multiplicidade r2 + 1 de β−1. Pelo grau de tais polinômios, esta
raíz é única, e portanto (0, ξ0) é o único ponto do divisor excepcional com altura positiva.
Observe que este ponto é simultaneamente um equilíbrio do campo de vetores adjunto e
um ponto de impasse.

Proposição 3.15. Sob as condições da Proposição 3.14, suponha que após um blow-up
com peso na direção x a altura não decresceu. Então, antes do blow-up na direção x, a
primeira graduação do campo de vetores auxiliar (3.2) é da forma

XA =
(
cr1

(
y − ξ0x

ω2
ω1
)r1

)((
ar2

(
y − ξ0x

ω2
ω1
)r2
)
x
∂

∂x
+
(
y−1
(
br2 −

ω2

ω1
ar2

)
(y − ξ0x

ω2
ω1 )r2+1+

+
ω2

ω1
ar2 (y − ξ0x

ω2
ω1 )r2

)
y
∂

∂y

) (3.13)

se o vértice principal está contido em {0} × N ou

XA =
(
cr1

(
y − ξ0x

ω2
ω1
)r1

)((
ar2

(
y − ξ0x

ω2
ω1
)r2
)
∂

∂x
+
(
−
ω2

ω1
ar2 (−ξ0x

ω2
ω1

−1)(y − ξ0x
ω2
ω1 )r2 ∂

∂y

)
(3.14)

se o vértice principal está contido em {−1} × N. Em ambos os casos, ω2
ω1
∈ N.

Demonstração. Vamos caracterizar a expressão da primeira graduação do campo de ve-
tores auxiliar (e por conseguinte do sistema forçado) antes do blow-up.

Caso 1: Suponha que o vértice principal do polígono de Newton é da forma (0, d1+d2).
Lembre que ξ0 6= 0 pois na origem a altura do polígono de Newton decresce. Lembre
também que ω2r1 = d1 e ω2r2 = d2. Além disso, a−1,r2 = 0. Como em (0, ξ0) a altura não
decresce, segue que

r1∑
l=0

clξ
l = C0(ξ) = cr1 (ξ − ξ0)r1 = cr1

r1∑
j=0

ξj(−ξ0)r1−j
(r1
j

)
;

r2∑
n=0

an

ω1
ξn = α0(ξ) = ar2

ω1
(ξ − ξ0)r2 = ar2

ω1

r2∑
j=0

ξj(−ξ0)r2−j
(r2
j

)
;

r2∑
n=−1

λnξ
n+1 = β−1(ξ) = λr2 (ξ − ξ0)r2+1 = λr2

r2+1∑
j=0

ξj(−ξ0)r2+1−j
(r2 + 1

j

)
;
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onde λn =
(
bn − ω2

ω1
an
)
. Então para cada l e n temos as seguintes igualdades:


cl = cr1 (−ξ0)r1−l

(r1
l

)
;

an = ar2 (−ξ0)r2−n
(r2
n

)
;

bn =
(
br2 −

ω2
ω1
ar2

)
(−ξ0)r2−n

(r2 + 1
n+ 1

)
+
ω2

ω1
ar2 (−ξ0)r2−n

(r2
n

)
.

Lembre que para cara k e m temos k = ω2
ω1

(r1 − l) e m = ω2
ω1

(r2 − n). Portanto antes
do blow-up na direção x a primeira graduação do campo de vetores adjunto é da forma
( r1∑
l=0
clx

kyl
)( r2∑

n=0
anx

myn
)
x
∂

∂x
=

=
( r1∑
l=0

cr1(−ξ0)r1−l
(
r1

l

)
(x

ω2
ω1 )r1−lyl

)( r2∑
n=0

ar2(−ξ0)r2−n
(
r2

n

)
(x

ω2
ω1 )r2−nyn

)
x
∂

∂x
=

=
( r1∑
l=0

cr1

(
r1

l

)
(−ξ0x

ω2
ω1 )r1−lyl

)( r2∑
n=0

ar2

(
r2

n

)
(−ξ0x

ω2
ω1 )r2−nyn

)
x
∂

∂x
=

=
(
cr1
(
y − ξ0x

ω2
ω1
)r1)(ar2(y − ξ0x

ω2
ω1
)r2)x ∂

∂x

na componente x, e na componente y temos
( r2∑
n=−1

((
br2 −

ω2

ω1
ar2
)(−ξ0)r2−n

(
r2 + 1
n+ 1

)
+ ω2

ω1
ar2(−ξ0)r2−n

(
r2

n

))
x
ω2
ω1

(r2−n)
yn
)
y
∂

∂y
=

=
( r2∑
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(
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ω2

ω1
ar2
)
yn(−ξ0x

ω2
ω1 )r2−n

(
r2 + 1
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)
+
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ω1
ar2y

n(−ξ0x
ω2
ω1 )r2−n

(
r2
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∂

∂y
=

=
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(
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ω1
ar2
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yN−1(−ξ0x

ω2
ω1 )r2+1−N

(
r2 + 1
N

)
+ ω2

ω1
ar2(y − ξ0x

ω2
ω1 )r2
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∂

∂y
=

=
(
y−1(br2 − ω2

ω1
ar2
)(y − ξ0x

ω2
ω1 )r2+1 + ω2

ω1
ar2(y − ξ0x

ω2
ω1 )r2

)
y
∂

∂y
.

Para finalizar o caso 1, observe que cr1 6= 0 e portanto

• Se ar2 6= 0, então a componente x dá as contribuições (0, r1 + r2) e (ω2
ω1
, r1 + r2 − 1)

para o suporte Q.

• Se ar2 = 0, então br2 6= 0 e a componente y dá as contribuições (0, r1 + r2) e
(ω2
ω1
, r1 + r2 − 1) para o suporte Q.

Em ambos os casos, vale que ω2
ω1
∈ N.

Caso 2: Suponha que o vértice principal é da forma (−1, d1 + d2). Recorde que
ω2r1 = d1 e ω2r2 = d2 + ω1, e que também vale ar2 = a−1,r2 6= 0 e br2 = b−1,r2 = 0. Este
caso é quase análogo ao Caso 1, com um termo a mais na expansão dos polinômios α0(ξ)
e β−1(ξ). A expressão de C0 permanece exatamente a mesma, então podemos focar nas
outras expressões. Para cada k e m temos k = ω2

ω1
(r1 − l) e m = ω2

ω1
(r2 − n)− 1. Portanto
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na componente x obtemos
( r1∑
l=0

clx
kyl
)( r2∑

n=0
anx

myn
)
x
∂

∂x
=

=
(
cr1
(
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=

=
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cr1
(
y − ξ0x

ω2
ω1
)r1)(ar2(y − ξ0x

ω2
ω1
)r2) ∂

∂x
.

Antes de calcularmos a expressão da componente y, devemos encontrar a expressão
dos coeficientes bn. Como br2 = 0, para cada n temos

bn = −ω2

ω1
ar2(−ξ0)r2−n

(
r2 + 1
n+ 1

)
+ ω2

ω1
ar2(−ξ0)r2−n

(
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)
=
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n
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ω1
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(
r2

n+ 1

)
,

e finalmente obtemos( r1∑
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kyl
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myn
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.

Da expressão na componente x, o polígono de Newton contém o ponto (−1, r1 + r2).
Além disso, a componente y dá a contribuição (ω2

ω1
−1, r1 +r2−1). Novamente, em ambos

os casos verifica-se que ω2
ω1
∈ N.

Proposição 3.16. Suponha que o segmento principal γ1 não é horizontal e que após blow-
up na direção x existe um ponto no divisor excepcional Ex tal que a altura do polígono de
Newton não diminuiu. Então existe uma mudança de coordenadas analítica tal que uma
das seguintes situações ocorrem:
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• Obtemos um novo vetor peso ω = (ω1, ω2) tal que, após um blow-up na direção x
com este peso, o vértice principal está contido em {0}×N, a altura decresce e existe
apenas um número finito de pontos não elementares no divisor excepcional Ex;

• O segmento principal é horizontal.

Demonstração. Já sabemos que existe apenas um ponto não elementar p no divisor ex-
cepcional e que a expressão do campo de vetores auxiliar antes do blow-up é dada pela
Proposição 3.15. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: O ponto p é um ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto. Neste
caso, considere a mudança de coordenadas admissível

Ψ1(x, y) = (x, y − ξ0x
ω2
ω1 ).

Lembre que ω2
ω1
∈ N, pela Proposição 3.15. Pelo Lema 3.4, tal mudança de coordenadas

não altera a altura do polígono de Newton. Aplicando esta mudança de coordenadas nas
expressões obtidas na Proposição 3.15, a primeira graduação do campo de vetores auxiliar
toma a forma.

XA = cr1y
r1
(
ar2y

r2x
∂

∂x
+ br2y

r2y
∂

∂y

)
+ ...

se o vértice principal está contido em {0} × N ou

XA = cr1y
r1
(
ar2y

r2
∂

∂x

)
+ ...

se o vértice principal está contido em {−1} × N. Em ambos os casos, a inclinação do
vértice principal aumenta, e então obtemos novos pesos para continuar com o processo de
resolução de singularidades, dado que o ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto
é isolado. Veja a Figura 3.4.

Figura 3.4: Polígono de Newton do campo de vetores auxiliar após uma mudança de
coordenadas da forma (3.5).

Agora devemos aplicar um blow-up com este novo vetor peso. Após este blow-up,
novamente temos duas possibilidades: ou o novo blow-up diminui a altura do polígono
de Newton ou ele não decresce a altura. Neste último caso, novamente aplicamos uma
mudança de coordenadas Ψ2 dado pelo Lema 3.4. Observe que esta operação não muda
a altura do polígono de Newton e ela aumenta a inclinação do segmento principal. Assim
continuamos sucessivamente.

Se for necessário, aplicamos n mudanças de coordenadas Ψn dada pelo Lema 3.4. O
segmento principal não será horizontal e novamente obtemos novos pesos para continuar
com a resolução de singularidades. Estes novos pesos diminuem a altura do polígono de
Newton e portanto a Proposição é verdadeira.
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Neste caso onde p é um ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto, afirmamos
que esta iteração de mudanças de coordenadas admissíveis tem um fim. De fato, se este
não fosse o caso, a cada passo a inclinação do polígono de Newton aumentaria, e após a
composição infinita de mudança de coordenadas admissíveis

Ψ∞(x, y) =
(
x, y −

∑
i

ξix
ω̃i
)

deveríamos obter um polígono de Newton com segmento principal horizontal. Isto im-
plicaria que após a mudança de coordenadas Ψ∞ o campo de vetores adjunto se anula
na curva de impasse ∆, o que é uma contradição pois o ponto de equilíbrio é isolado.
Portanto a iteração de mudança de coordenadas admissíveis é finita neste caso.

Caso 2: O ponto p não é um ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto, e isto
implica que r2 = 0. Aplicando uma mudança de coordenadas admissível Ψ1 nas expressões
obtidas na Proposição 3.15, temos duas possibilidades:

• A inclinação do segmento principal aumenta e temos novos pesos para continuar o
processo de resolução de singularidades;

• O segmento principal é horizontal.

No primeiro caso devemos aplicar um blow-up na origem com esses novos pesos. Após
este blow-up, novamente teremos as duas possibilidades listadas acima. Caso seja ne-
cessário, aplicamos n mudanças de coordenadas dadas pelo Lema 3.4. Dessa forma, ou
o segmento principal será horizontal ou obteremos novos pesos para continuar com o
processo de resolução de singularidades.

Isto nos leva ao caso onde este processo pode não se encerar, e então devemos aplicar
uma mudança de coordenadas da forma

Ψ∞(x, y) =
(
x, y −

∑
i

ξix
ω̃i

)
.

Após a mudança de coordenadas Ψ∞, o segmento principal é horizontal, já que a
cada etapa sua inclinação aumenta. Para concluir a demonstração, devemos provar que
esta mudança de coordenadas é analítica. De fato, observe que a curva de impasse ∆
sempre contém este ponto não elementar. Pela forma como Ψ∞ foi construída, a curva
{y−∑i ξix

ω̃i = 0} está contida em ∆. Em outras palavras, a curva {y−∑i ξix
ω̃i = 0} deve

ser uma componente do conjunto analítico ∆, o que garante a convergência da série.

Exemplo 3.17. Considere o sistema forçado

(y − xs)ẋ = (y − xs)rx; (y − xs)ẏ = −s(y − xs)r+1 + sy(y − xs)r + yk+1, (3.15)

cujo campo de vetores auxiliar é

XA = (y− xs)(y− xs)rx ∂
∂x

+ (y− xs)
(
− sy−1(y− xs)r+1 + s(y− xs)r + yk

)
y
∂

∂y
; (3.16)

em que k ≥ r + 1. Observe que a origem é um ponto de equilíbrio isolado do campo de
vetores adjunto. O vértice principal é da forma (0, r) e portanto a altura é r. Aplicando
um blow-up na origem com peso ω = (1, s) na direção x, obtém-se

X̃A = (ỹ − 1)(ỹ − 1)rx ∂
∂x

+ (ỹ − 1)
(
− sỹ−1(ỹ − 1)r+1 + x̃(k−r)sỹk

)
ỹ
∂

∂y
.
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Observe que na origem a altura decresceu, mas quando olhamos para o ponto (0, 1) ∈
Ex vemos que a altura do polígono de Newton ainda é r. Portanto, antes do blow-up
devemos aplicar uma mudança de coordenadas da forma

x̄ = x; ȳ = y − xs,

e então (3.16) toma a forma

XA = ȳȳrx̄
∂

∂x̄
+ ȳ(ȳ + x̄s)k ∂

∂ȳ
, (3.17)

e portanto temos um novo vetor peso para continuar o processo.

Exemplo 3.18. Seja o sistema forçado

(y − xs)ẋ = (y − xs)r; (y − xs)ẏ = sxs−1(y − xs)r + yk+1, (3.18)

cujo campo de vetores auxiliar é

XA = (y − xs)(y − xs)r ∂
∂x

+ (y − xs)
(
sxs−1y−1(y − xs)r + yk

)
y
∂

∂y
; (3.19)

em que k ≥ r+1. Observe que a origem é um ponto de equilíbrio isolado, o vértice principal
é (−1, r) e portanto a altura é r. Após um blow-up na origem com peso ω = (1, s) na
direção x positiva, obtém-se

X̃A = (ỹ − 1)(ỹ − 1)rx ∂
∂x

+ (ỹ − 1)
(
sỹ−1(ỹ − 1)r − s(ỹ − 1)rx̃(k−r)s+1ỹk

)
ỹ
∂

∂y
.

Na origem a altura decresceu, porém no ponto (0, 1) ∈ Ex a altura ainda é r. Então
antes do blow-up devemos aplicar uma mudança de coordenadas admissível da forma

x̄ = x; ȳ = y − xs,

e então (3.19) toma a forma

XA = ȳȳr
∂

∂x̄
+ ȳ(ȳ + x̄s)k+1 ∂

∂ȳ
, (3.20)

e assim obtemos um novo vetor peso para continuar o processo.

3.3.2 Resolução de singularidades: Teorema Global
Agora que o algoritmo local de resolução de singularidades foi estudado, estamos aptos

para provar o Teorema 3.19. Suponha que (M,X , I) é um sistema forçado real analítico
definido em uma variedade com esquinas compacta de dimensão 2. Dessa forma, X é uma
1-folheação analítica e ∆ é um subconjunto analítico deM.

Teorema 3.19. Seja (M,X , I) um sistema forçado real analítico 2-dimensional definido
numa variedade compacta com esquinas. Existe uma sequência finita de blow-ups com
peso

(M̃, X̃ , Ĩ) = (Mn,Xn, In) Φn−→ · · · Φ0−→ (M0,X0, I0) = (M,X , I)
tal que (M̃, X̃ , Ĩ) é elementar.



O Teorema de resolução de singularidades de sistemas forçados 53

Demonstração. Lembre que nas representações locais de X , as componentes P e Q de X
não possuem fator comum, o que implica que todos os pontos de equilíbrio da folheação
são isolados. Analogamente, o ideal de impasse I é localmente gerado por uma função
analítica irredutível δ, e então δ possui pontos singulares isolados. Como todos os nossos
objetos são analíticos, existe um número finito de tangencias entre a folheação e o conjunto
de impasse. Devido a compacidade de M, existe um conjunto finito {pi}ki=1 de pontos
não elementares.

Em cada ponto pi, fixamos coordenadas locais (φi, Ui) de modo que o polígono de
Newton do campo de vetores auxiliar seja controlável. Aplicando o Teorema 3.9 em cada
ponto não elementar, obtemos (φ̃i, Ũi) de tal modo que em Ũi o sistema forçado possui
apenas pontos elementares.

Assim, obtemos uma sequência finita de blow-ups

(M̃, X̃ , Ĩ) = (Mn,Xn, In) Φn−→ · · · Φ0−→ (M0,X0, I0) = (M,X , I)

tal que a transformada estrita (M̃, X̃ , Ĩ) possui apenas pontos elementares.
Observe que fora do divisor excepcional os blow-ups são difeomorfismos analíticos que

levam folhas de X̃ em folhas de X e levam geradores de Ĩ em geradores de I, e portanto
fora do divisor excepcional as ternas (M̃, X̃ , Ĩ) e (M,X , I) são globalmente orbitalmente
equivalentes.



4 Classificação topológica de
retratos de fase de sistemas forçados
no plano

Este capítulo é dedicado à classificação de retratos de fase de sistemas forçados sob
equivalência topológica, isto é, C0-equivalência orbital que preserva orientação. Como este
é um estudo local, daqui em diante vamos denotar um sistema forçado pela terna (X, δ, p),
em que X é o campo de vetores adjunto, δ é a função analítica irredutível cujo zero é o
conjunto de impasse ∆δ e p denota o ponto na qual estamos estudando a vizinhança.

Os resultados abaixo (e que também estão presentes na pré-publicação [35]) usam
fortemente o Teorema de resolução de singularidades provado no Capítulo 3 (Teorema
3.19). Na Seção 4.1 damos a prova do Teorema 4.10, em que se estabelece uma condi-
ção baseada na resolução de singularidades para garantir quando dois sistemas forçados
são C0-orbitalmente equivalentes. Tal condição é chamada esquema elementar de singu-
laridades. O Teorema 4.10 é um resultado essencial para a prova dos Teoremas 4.19 e
4.20.

O Teorema 4.19 é uma extensão do teorema principal de [6] para o contexto de sis-
temas forçados com curva de impasse suave. Aqui, provamos que os termos associados
a fronteira do polígono de Newton do campo de vetores auxiliar determinam topologi-
camente o retrato de fase numa vizinhança da singularidade do sistema forçado. Já o
Teorema 4.20, por sua vez, diz respeito a retratos de fase de sistemas forçados cuja curva
de impasse é singular. Mais precisamente, classificamos os retratos de fase de sistemas
forçados cuja curva de impasse é uma daquelas classificadas por Arnold [2] (veja a Tabela
4.1).

4.1 Construção da C0-equivalência orbital em torno
do divisor excepcional

Seja (X, δ, p1) um sistema forçado definido próximo a um ponto de impasse p1 ∈ ∆δ.
Suponha que p1 é um ponto de equilíbrio de X ou um ponto singular do conjunto de
impasse ∆δ. Vimos anteriormente que neste ponto é possível aplicar uma sequência finita
de blow-ups com peso, cuja composição vamos denotar simplesmente por Φ. De acordo
com o Teorema 3.19, no final deste processo obtém-se um sistema forçado (X̃, δ̃, D1) tal
que todos os pontos do divisor excepcional D1 = Φ−1(p1) são elementares. Além disso,
D1 é um conjunto invariante de X̃.

Analogamente, seja (Y, γ, p2) um sistema forçado no plano em que p2 ∈ ∆γ é um ponto

54
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de equilíbrio do campo de vetores adjunto Y ou um ponto singular do conjunto de impasse
∆γ. Após uma sequência finita de blow-ups com peso (cuja composição vamos denotar
simplesmente por Ψ), obtém-se a transformada estrita (Ỹ , γ̃, D2) onde todos os pontos no
divisor excepcional D2 = Ψ−1(p2) são elementares e D2 é um conjunto invariante de Ỹ .

O principal objetivo agora é usar a resolução de singularidades na classificação topo-
lógica de retratos de fase. Para atingir este objetivo, o primeiro passo é dar condições
que dependam da resolução de singularidades para garantir quando dois sistemas forçados
são equivalentes. Em outras palavras, devemos estudar a existência de uma equivalência
orbital que preserva orientação H entre (X, δ, p1) e (Y, γ, p2). A Proposição 4.1 garante
que quando existe uma equivalência orbital H̃ entre (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2) em uma vizi-
nhança do divisor excepcional, então (X, δ, p1) e (Y, γ, p2) são equivalentes. Veja a Figura
4.1.

(X̃, δ̃, D1) (Ỹ , γ̃, D2)

(X, δ, p1) (Y, γ, p2)

Φ Ψ

H̃

H

Figura 4.1: Diagrama da Proposição 4.1.

Seja W1 3 p1 e W2 3 p2 vizinhanças dos pontos p1 e p2, respectivamente. Observe
que W̃1 = Φ−1(W1\{p1}) e W̃2 = Ψ−1(W2\{p2}) são conjuntos abertos. Defina os abertos
Ũ = W̃1 ∪ D1 e Ṽ = W̃2 ∪ D2 e suponha que existe um homeomorfismo (se necessário
tomando vizinhanças W1 e W2 menores) H̃ : Ũ → Ṽ satisfazendo as seguintes condições:

(H1) H̃(D1) = D2;

(H2) H̃(∆̃δ) = ∆̃γ;

(H3) Seja p ∈ Ũ e denote por φ
X̃

(
p, t
)
o fluxo de X̃ passando por p. Suponha que

φ
X̃

(
p, [0, s]

)
⊂ Ũ\∆̃δ, para algum tempo s > 0. Então existe ŝ > 0 tal que

H̃

φ
X̃

(
p, [0, s]

) = φ
Ỹ

H̃(p), [0, ŝ]
.

Proposição 4.1. Se existe um homeomorfismo H̃ satisfazendo as condições (H1), (H2)
e (H3) acima, então existem abertos U 3 p1 e V 3 p2 e uma C0-equivalência orbital que
preserva orientação H : U → V entre os sistemas forçados (X, δ, p1) e (Y, γ, p2).

Demonstração. Denote U = Φ(Ũ) e V = Ψ(Ṽ ) e defina a aplicação H : U → V por

H(p1) = p2; H(p) = Ψ ◦ H̃ ◦ Φ−1(p), p ∈ Φ(W̃1).

A função H é justamente a C0-equivalência orbital que preserva orientação entre
(X, δ, p1) e (Y, γ, p2) que estamos procurando. Lembre que Φ restrita a W̃1 = Φ−1(W1\{p1})
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H̃

D1

D2

∆̃δ

∆̃γ

Figura 4.2: Homeomorfismo H̃ que satisfaz as hipóteses (H1), (H2) e (H3). O conjunto
de impasse está destacado em vermelho.

é um difeomorfismo analítico que leva ∆̃δ em ∆δ, e leva curvas de fase de X̃ em cur-
vas de fase de X, preservando orientação. Propriedades análogas para Ψ restrita a
W̃2 = Ψ−1(W2\{p2}) também são verdadeiras. Além disso, Φ(D1) = p1, H̃(D1) = D2
e Ψ(D2) = p2.

Um cálculo direto mostra que H leva conjunto de impasse em conjunto de impasse.
Além disso, se φX

(
p, t
)
é o fluxo de X passando por p ∈ U e φX

(
p, [0, s]

)
⊂ U\∆δ para

algum s > 0, então existe ŝ > 0 tal que

H

φX(p, [0, s])
 = φY

H(p), [0, ŝ]
,

e portanto H é uma C0-equivalência orbital que preserva orientação.

Como a existência de H̃ garante a existência de uma C0-equivalência orbital H entre
(X, δ, p1) e (Y, γ, p2), o próximo passo é buscar uma condição baseada na resolução de
singularidades que garanta a existência de tal homeomorfismo H̃. Esta condição será cha-
mada de esquema elementar de singularidades. O próximo Teorema diz que se (X̃, δ̃, D1) e
(Ỹ , γ̃, D2) possuem o mesmo esquema elementar de singularidades, então ambas as ternas
são C0-orbitalmente equivalentes em uma vizinhança do divisor excepcional. Tal resultado
combinado com a Proposição 4.1 irá garantir que (X, δ, p1) e (Y, γ, p2) são C0-orbitalmente
equivalentes.

4.1.1 Pontos básicos, intervalo singular básico e esquema ele-
mentar de singularidades

Seja (X, δ, p1) um sistema forçado planar em que p1 ∈ ∆δ é um ponto de equilíbrio
de X ou um ponto singular do conjunto de impasse. Denote a transformada estrita por
(X̃, δ̃, D1) em que todos os pontos do divisor excepcional D1 são elementares.

Definição 4.2. (Definição 5.1, [15]). Um sistema de coordenadas é adaptado ao divisor
excepcional se em tal sistema de coordenadas o divisor excepcional é dado por Ex =
{x = 0}, Ey = {y = 0} ou Exy = {xy = 0}

Defina os seguintes campos de vetores com domínio restrito, em que α, β ∈ {−1, 1}:

1. V α,β
1 : αx ∂

∂x
+ βy ∂

∂y
, y ≥ 0. Veja a Figura 4.3;

2. V α,β
2 : βx2 ∂

∂x
+ αy ∂

∂y
, y ≥ 0. Veja a Figura 4.4;
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3. V α
3 : αx ∂

∂x
− αy ∂

∂y
, x ≥ 0 and y ≥ 0. Veja a Figura 4.5;

4. V α
4 : αy ∂

∂y
, 0 ≤ x ≤ 1 e y ≥ 0. Veja a Figura 4.5.

Analogamente, defina os seguintes sistemas forçados com domínio restrito, em que
α, β ∈ {−1, 1}:

1. Cα,β
1 : xẋ = αx, xẏ = βy, y ≥ 0. Veja a Figura 4.6;

2. Cα,β
2 : xẋ = βx2, xẏ = αy, y ≥ 0. Veja a Figura 4.7;

3. Cα
3 : xẋ = α, xẏ = 0, 0 ≤ x ≤ 1 and y ≥ 0. Veja a Figura 4.8;

4. Cα
4 : xẋ = 0, xẏ = αy, 0 ≤ x ≤ 1 and y ≥ 0. Veja a Figura 4.8.

Figura 4.3: Singularidades básicas da forma V α,β
1 .

Figura 4.4: Singularidades básicas da forma V α,β
2 .

Figura 4.5: Singularidades básicas da forma V α
3 (esquerda) e V α

4 (direita).

Figura 4.6: Singularidades básicas da forma Cα,β
1 . O conjunto de impasse está destacado

em vermelho.

Figura 4.7: Singularidades básicas da forma Cα,β
2 . O conjunto de impasse está destacado

em vermelho.
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Figura 4.8: Singularidades básicas da forma Cα
3 (esquerda) Cα

4 (direita). O conjunto de
impasse está destacado em vermelho.

Definição 4.3. Um ponto p ∈ D1 é uma singularidade básica se existe um sistema de
coordenadas adaptado ao divisor tal que em uma vizinhança U de p o sistema forçado é
C0 orbitalmente equivalente a V α,β

i ou Cα,β
j , em que i, j = 1, 2, 3.

Definição 4.4. Um intervalo singular básico é um arco d ⊂ D1 tal que todos os pontos
em d são pontos de equilíbrio e existe um sistema de coordenadas adaptado ao divisor tal
que em uma vizinhança U de d o sistema forçado é C0 orbitalmente equivalente a V α

4 ou
Cα

4 .

Como o divisor excepcional é uma união finita de arcos suaves d1, . . . , dn, pode-se
enumerá-los no sentido horário. Dessa forma, di+1 sucede di e dn+1 = d1. Com esta
orientação, também podemos definir uma ordem para as singularidades básicas e intervalos
singulares básicos que aparecem no divisor excepcional. A disposição das singularidades
básicas e dos intervalos singulares básicos no divisor define uma palavra finita construída
usando o alfabeto

{V α,β
i }2

i=1 ∪ {C
α,β
j }2

j=1 ∪ {V α
i }4

i=3 ∪ {Cα
j }4

j=3.

Tal disposição define uma relação de equivalência no conjunto Σ das ternas (X̃, δ̃, D1)
da seguinte forma: duas ternas (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2) são equivalentes se, e somente se,
uma palavra associada a (X̃, δ̃, D1) é igual a palavra associada a (Ỹ , γ̃, D2) a menos de
permutação cíclica.

Definição 4.5. Uma classe de equivalência em Σ é chamada esquema elementar de
singularidades.

Exemplo 4.6. O esquema elementar de singularidades associado ao sistema forçado do
Exemplo 2.15 é dado pela palavra C1

3V
−1,1

1 C1
3V
−1,1

1 C1
3C
−1
3 .

O próximo Teorema é verdadeiro sob a hipótese de que o esquema elementar de sin-
gularidades não contém apenas palavras escritas com símbolos da forma V α

3 ou Cα
3 . Isto

é equivalente a requerer a seguinte condição: Sejam (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2) as transforma-
das estritas dos sistemas forçados (X, δ, p1) e (Y, γ, p2), respectivamente, em que p1 ∈ ∆δ

e p2 ∈ ∆γ. Se p1 e p2 são pontos de equilíbrio dos campos de vetores adjuntos X e Y ,
respectivamente, então ambos p1 e p2 possuem órbita característica. Em outras palavras,
p1 e p2 não são nem um centro e nem um foco. Veja a Figura 4.9.

Definição 4.7. Um esquema elementar de singularidades é degenerado se a palavra
associada a terna (X̃, δ̃, D1) contém apenas símbolos da forma V α

3 e Cα
3 . Caso contrário,

dizemos que o esquema elementar de singularidades é não-degenerado.
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Figura 4.9: Singularidades de um sistema forçado. O ponto de equilíbrio do campo de
vetores adjunto não possui órbita característica.

4.1.2 Prova do Teorema 4.10: Construção de uma C0-equivalência
orbital que preserva orientação

O próximo Lema é um resultado de Topologia Geral e que será útil na prova da
Proposição 4.9.

Lema 4.8. (Lema da Colagem, Teorema 18.3, [31]) Sejam M,N espaços topológicos
e sejam A1, A2 ⊂ M conjuntos abertos (ou fechados). Denote A = A1 ∩ A2. Sejam
f : A1 → f(A1) ⊂ N e g : A2 → g(A2) ⊂ N homeomorfismos tais que f |A = g|A. Então
existe um homeomorfismo H : A1 ∪A2 → H(A1 ∪A2) ⊂ N tal que H|A1 = f e H|A2 = g.

Proposição 4.9. Suponha que as ternas (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2) possuam o mesmo es-
quema elementar de singularidades não degenerado. Então existe uma C0 equivalência
orbital que preserva orientação H entre (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2) tal que H(D1) = D2.

Demonstração. Dado um arco ci ⊂ D1, também temos um arco ĉi ⊂ D2. A construção do
homeomorfismo começa próximo a um ponto básico p (ou um intervalo singular básico) de
(X̃, δ̃, D1) que não é nem da forma V α

3 nem Cα
3 . Então existe um ponto equivalente p̂ (ou

intervalo singular básico) de (Ỹ , γ̃, D2). Isto significa que existem coordenadas adaptadas
ao divisor

h : U → R2, ĥ : Û → R2,

para (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2), respectivamente, em que U 3 p e Û 3 p̂. Denote h(U) =
ĥ(Û) = W . As vizinhanças U e Û são escolhidas de tal forma que exista apenas um único
ponto básico (ou apenas um intervalo singular básico).

U Û

h ĥ

W

Figura 4.10: Neighborhoods U , Û and W .

Se começarmos a construção do homeomorfismo a partir de um ponto básico, tomamos
o conjunto abertoW de tal forma que sua fronteira seja transversal aos eixos coordenados.
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Por outro lado, se a construção se inicia a partir de um intervalo singular básico, a
vizinhança W é escolhida de tal forma que ela é transversal às retas {x = 0} e {x = 1}.

Portanto, temos que h−1(∂W ) é transversal a D1 ∩U . Isto também é verdade quando
consideramos (ĥ)−1(∂W ) e D2∩Û . Aplicando este raciocínio para todos os pontos básicos
e todos os intervalos singulares básicos no divisor excepcional, então uma vizinhança do
divisor excepcional D1 é dividido em um número finito de setores. Se este setor não é
localmente dado por V α

4 , então podemos subdividir este setor pelo segmento h−1({x = 0}).
Aplicamos o mesmo raciocínio para a terna (Ỹ , γ̃, D2).

Estes setores são limitados por arcos do divisor excepcional, curvas solução, curvas de
impasse ou curvas transversais ao divisor excepcional. Considerando α ∈ {−1, 1}, estes
setores são escritos em coordenadas locais da forma:

• Setor Sα1 : α(x2 + y2) ∂
∂x
, em que −1 ≤ x ≤ 1 e y ≥ 0. Este setor é equivalente ao

ponto básico V α
3 ;

• Setor Sα2 : αx ∂
∂x

+ αy ∂
∂y
, em que −1 ≤ x ≤ 1 e y ≥ 0;

• Setor Sα3 : αy ∂
∂y
, em que −1 ≤ x ≤ 1 e y ≥ 0;

• Setor Fα: α ∂
∂x
, em que −1 ≤ x ≤ 1 e y ≥ 0;

• Setor SIα1 : xẋ = αx, xẏ = αy, em que αx ≥ 0 e y ≥ 0;

• Setor SIα2 : xẋ = −αx, xẏ = −αy, em que αx ≥ 0 e y ≥ 0;

• Setor SIα3 : xẋ = αx, xẏ = −αy, em que αx ≥ 0 e y ≥ 0;

• Setor SIα4 : xẋ = −αx, xẏ = αy, em que αx ≥ 0 e y ≥ 0;

• Setor SIα5 : xẋ = 0, xẏ = αy, em que αx ≥ 0 e y ≥ 0;

• Setor SIα6 : xẋ = 0, xẏ = −αy, em que αx ≥ 0 e y ≥ 0;

• Setor FIα: xẋ = α, xẏ = 0, em que −1 ≤ x ≤ 1 e y ≥ 0.

Observe que o setor Sα1 é C0-orbitalmente equivalente a V α
3 .

Figura 4.11: Setores Sα1 (esquerda) e Sα2 (direita).

Figura 4.12: Setores Sα3 (esquerda) e Fα (direita).

Considere mais uma vez o ponto p que tomamos no começo desta prova. Lembre que
este ponto não é nem da forma V α

3 nem Cα
3 . Sabemos que (ĥ)−1 ◦ h : U → Û é um
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Figura 4.13: Setores SIα1 (esquerda) e SIα2 (direita). O conjunto de impasse está destacado
em vermelho.

Figura 4.14: Setores SIα3 (esquerda) e SIα4 (direita). O conjunto de impasse está destacado
em vermelho.

Figura 4.15: Setores SIα5 (esquerda) e SIα6 (direita). O conjunto de impasse está destacado
em vermelho.

Figura 4.16: Setores FIα. O conjunto de impasse está destacado em vermelho.

homeomorfismo tal que h(p) = p̂, leva curvas de fase de X̃ em curvas de fase de Ỹ e leva
conjunto de impasse em conjunto de impasse. Além disso, (ĥ)−1◦h leva divisor excepcional
em divisor excepcional. Então construímos um homeomorfismo neste primeiro setor.

O setor adjacente (no sentido horário) deve ser da forma Fα ou FIα. Neste segundo
setor está definida uma C0 equivalência orbital ̂̂h entre (X̃, δ̃, D1) e (Ỹ , γ̃, D2). Observe
que na fronteira ∂U os homeomorfismos (ĥ)−1 ◦ h e ̂̂h coincidem.

Figura 4.17: Colagem de dois setores adjacentes. O conjunto de impasse está destacado
em vermelho.

Lembre que cada curva de fase intersecta ∂U em penas um ponto. Agora, pelo Lema
da Colagem 4.8, existe um homeomorfismo definido em ambos os setores e que envia
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curvas de fase de X̃ em curvas de fase de Ỹ , leva conjunto de impasse em conjunto de
impasse e leva divisor excepcional em divisor excepcional.

Entre cada setor da forma Sαi ou SIαj pode ser que haja um setor da forma Fα ou
FIα, e precisamos colar todos esses setores em torno do divisor excepcional. Na fronteira
de cada setor, o Lema da Colagem 4.8 é aplicado.

No final do processo, devemos colar o último e o primeiro setor de forma a “fechar”
a construção do homeomorfismo, dado que estamos construindo tal função em torno do
divisor excepcional (que é homeomorfo à S1). Observe que, em geral, esta construção só
pode ser fechada se o ponto básico p que tomamos no início da demonstração não é nem
da forma V α

3 e nem Cα
3 . Geometricamente, isso significa que estamos evitando o caso do

centro-foco.
Dessa forma, construímos um homeomorfismo H tal que H(D1) = D2, leva curvas de

fase de X̃ em curvas de fase de Ỹ e leva ∆̃δ em ∆̃γ. Portanto H é a C0 equivalência
orbital procurada.

Combinando as Proposições 4.1 e 4.9 obtemos o Teorema 4.10, que nos dá uma con-
dição baseada na resolução de singularidades que garante quando dois sistemas forçados
são C0 orbitalmente equivalentes de mesma orientação.

Teorema 4.10. Considere dois sistemas forçados (X, δ, p1) e (Y, γ, p2), em que p1 ∈ ∆δ

e p2 ∈ ∆γ são singularidades. Se a transformada estrita de ambos os sistemas possuem o
mesmo esquema elementar de singularidades não degenerado, então (X, δ, p1) e (Y, γ, p2)
são C0-orbitalmente equivalentes.

Como a classificação de retratos de fase depende da noção de equivalência adotada,
este resultado irá desempenhar um papel importante daqui em diante.

4.2 Determinação topológica de um sistema forçado
usando o polígono de Newton

Primeiramente, vamos recordar um resultado clássico da literatura. Seja X um campo
de vetores planar analítico definido próximo a origem tal que X(0) = 0, e denote seu
polígono de Newton por PX . Em [6] os autores provaram que, sob certas condições de
não degenerecência, os termos de X associados a fronteira ∂PX do polígono de Newton
determinam o retrato de fase de X próximo ao ponto de equilíbrio.

Mais precisamente, dado um campo de vetores analítico X, os termos de X associados
aos pontos em ∂PX definem um campo de vetores chamado parte principal de X, ao
qual denotamos por XΩ. O Teorema A de [6] garante que X e XΩ são topologicamente
equivalentes.

A seguir, apresentaremos uma versão deste resultado para sistemas forçados analíticos
no plano cuja curva de impasse é suave. Nossa estratégia é trabalhar em um sistema de
coordenadas conveniente de tal modo que o resultado clássico apresentado em [6] possa
ser aplicado durante o processo de resolução de singularidades.

4.2.1 Coordenadas favoráveis
Como nosso estudo é local, por simplicidade vamos denotar um sistema forçado real

analítico planar próximo a origem por (X, δ), em que X =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
é o campo
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de vetores adjunto e δ é uma função real analítica e irredutível. Como sempre, o campo
de vetores auxiliar será denotado por XA. Os polígonos de Newton do campo de vetores
adjunto e do campo de vetores auxiliar serão denotados por PX e PXA , respectivamente.

Nesta seção vamos considerar sistemas forçados com conjunto de impasse regular. Por
“conjunto de impasse regular” queremos dizer que o vetor gradiente ∇δ não se anula na
origem. O objetivo é estender o Teorema A de [6] para o contexto de sistemas forçados, isto
é, o objetivo é mostrar que os termos associados à fronteira ∂PXA do polígono de Newton
do campo de vetores auxiliar determina (sob equivalência topológica) o retrato de fase
próximo a singularidade do sistema forçado. Para atingir este objetivo, primeiramente
vamos definir um sistema de coordenadas conveniente.

Lema 4.11. Seja (X, δ) um sistema forçado tal que a origem é um ponto de equilíbrio
isolado e o conjunto de impasse é regular. Então existe um sistema de coordenadas tal
que:

• A curva de impasse é dada por ∆ = {y = 0};

• Os polígonos de Newton PXA e PX do campo de vetores auxiliar XA e do campo de
vetores adjunto X são controláveis;

• O polígono de Newton PXA é obtido aumentando em uma unidade a segunda coor-
denada de cada ponto do polígono PX .

Demonstração. O primeiro item é verdadeiro devido ao Teorema da Função Implícita.
Para o segundo item, podemos aplicar a mudança de coordenadas

x = x̄+ λȳ; y = ȳ,

com λ ∈ R. Observe que mesmo após esta mudança de coordenadas a curva de impasse
continua da forma ∆ = {y = 0}. Lembre que o polígono de Newton PXA do campo de
vetores auxiliar é obtido pela soma de Minkowski dos polígonos de Newton de δ e X.
Como neste sistema de coordenadas a função δ é dada simplesmente por δ = y, segue
que o polígono de Newton PXA do campo de vetores auxiliar XA é obtido aumentando
em uma unidade a segunda coordenada de cada ponto do polígono de Newton PX de X.
Veja a Figura 4.18.

Figura 4.18: Polígonos de Newton PX (esquerda) e PXA (direita).

Definição 4.12. O sistema de coordenadas dado pelo Lema 4.11 é chamado favorável.
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Devido ao Lema 4.11, sem perda de generalidade sempre podemos tomar coordenadas
favoráveis para (X, δ). Também pelo Lema 4.11, segue que PXA e PX possuem o mesmo
número de segmentos. Além disso, dado um segmento γi ⊂ ∂PXA , o respectivo segmento
γ′i ⊂ ∂PX possui a mesma inclinação que γi. Isto implica que, se o segmento principal
γ1 ⊂ ∂PXA está contido numa reta da forma {rω1+sω2 = R}, então o segmento γ′1 ⊂ ∂PX
está contido numa reta da forma {rω1 +sω2 = S}. Portanto, a cada passo da resolução de
singularidades, os pesos dos blow ups que usamos na dessingularização do sistema forçado
e do campo de vetores X são os mesmos.

Agora estamos aptos para definir a parte principal de um sistema forçado planar
analítico com conjunto de impasse regular.

Definição 4.13. (Definição página 347, [6]). A parte principal XΩ de um campo de
vetores real analítico X com respeito a um sistema de coordenadas fixado é o campo
de vetores dado por

XΩ(x, y) =
n∑
j=1

Xj(x, y),

em que Xj é o campo de vetores definido pelos termos de X que pertencem ao segmento
γj ⊂ ∂PX , em que γj não é nem horizontal e nem vertical.

Definição 4.14. A parte principal de um sistema forçado com curva de impasse
regular é um par (XΩ, δ) em coordenadas favoráveis, em que XΩ é a parte principal do
campo de vetores adjunto X no sentido da Definição 4.13.

Exemplo 4.15. Considere o sistema forçado na sua forma diagonalizada

yẋ = y3 + x2y, yẏ = xy + x4; (4.1)

na qual já está escrito em coordenadas favoráveis e cujo campo de vetores auxiliar é dado
por

XA(x, y) = y
(
y3 + x2y

) ∂
∂x

+ y
(
xy + x4

) ∂
∂y
. (4.2)

O suporte de (4.2) é o conjunto Q = {(−1, 4); (1, 2); (4, 0); (1, 1)}, e os termos associ-
ados a fronteira ∂PXA do polígono de Newton de XA são y

(
y3
) ∂
∂x

, y
(
xy
) ∂
∂y

e y
(
x4
) ∂
∂y

.
Portanto a parte principal de (4.1) é

yẋ = y3, yẏ = xy + x4. (4.3)

4.2.2 Condições de não degenerecência
Nesta subseção discutiremos algumas condições de não degenerecência que devemos

impor para o par (X, δ) para que seja possível provar a existência de uma C0 equivalên-
cia orbital entre (X, δ) and (XΩ, δ). Enfatizamos que estamos considerando (X, δ) em
coordenadas favoráveis.

A primeira hipótese é que a origem é um ponto de equilíbrio isolado do campo de
vetores adjunto X. Isto implica que ∂PX intersecta os eixos coordenados do plano rs.
Entretanto, observamos que, em geral, o polígono de Newton ∂PXA do campo de vetores
auxiliar intersecta apenas o eixo s.

A próxima condição de não degenerecência foi introduzida em [6].
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Definição 4.16. (Definição página 351, [6]) Seja X um campo de vetores analítico tal
que p é um ponto de equilíbrio isolado e seja XΩ sua parte principal. Dizemos que X é
Newton não degenerado em p se qualquer componente quase homogênea Xj de XΩ
associada ao lado γj ⊂ ∂PX não possui pontos de equilíbrio em (R\{0})2, isto é, se cada
Xj não possui pontos de equilíbrio fora dos eixos coordenados.

Esta condição de não degenerecência implica que, durante o processo de resolução de
singularidades de campos de vetores analíticos, o único ponto do divisor excepcional que
possui altura positiva é a origem na direção x. Em outras palavras, todos os pontos de
equilíbrio em

(
Ex\{(0, 0)}

)
∪ Ey são elementares (veja Proposição B, [33]).

Além disso, tal condição depende do sistema de coordenadas adotado. Isto é, um
campo de vetores pode ser Newton não degenerado em um sistema de coordenadas, mas
pode ser degenerado em outro sistema de coordenadas (veja os exemplos da Seção 2.3.4
de [33]). Entretanto, ser Newton não degenerado é uma propriedade genérica do conjunto
formado por todos os campos de vetores analíticos (veja Proposição 6, [6]), e portanto é
uma propriedade genérica no conjunto Γ de todos os sistemas forçados no plano definidos
próximo à origem e que estão em coordenadas favoráveis.

Para encerrar esta subseção, vamos fazer uma pequena observação. Suponha que PX
contém um ponto da forma (M,−1). Em outras palavras, suponha que a componente Q
de X = (P,Q) possui um termo da forma bM,−1x

M , com bM,−1 6= 0. Geometricamente,
esta condição significa que nenhuma curva de fase de X coincide com a curva de impasse
∆ = {y = 0}. Pelo Lema 4.11 segue que PXA possuirá um ponto da forma (M, 0).

Por outro lado, se PX não possui um ponto da forma (M,−1), então a curva de impasse
∆ irá coincidir com uma curva de fase do campo de vetores adjunto. Pelo Lema 4.11,
segue que PXA não intersecta o eixo r do plano rs.

A observação acima será importante para a demonstração do Teorema 4.19.

4.2.3 Prova do Teorema 4.19: Equivalência topológica entre um
sistema forçado e sua parte principal

Primeiramente, vamos considerar o caso onde a fronteira do polígono de Newton possui
apenas um lado que não é horizontal e nem vertical, e posteriormente vamos provar o caso
geral. Daqui em diante, (X, δ) satisfaz as hipóteses discutidas na subseção anterior.

Lema 4.17. Seja (X, δ) um sistema forçado planar escrito em coordenadas favoráveis.
Suponha que

1. O campo de vetores adjunto X é Newton não degenerado na origem;

2. XΩ = X1, isto é, a fronteira ∂PX do polígono de Newton de X possui apenas um
segmento que não é vertical nem horizontal.

Então (XΩ, δ) e (X, δ) possuem o mesmo esquema elementar de singularidades.

Demonstração. Vamos estudar o caso em que o vértice principal é da forma (0, N), tendo
em vista que o caso em que o vértice principal é da forma (−1, N) é completamente
análogo. Esta prova é baseada em blow-ups direcionais com peso e novamente vamos
focar nas direções x e y positivas, já que as contas nas direções negativas são similares.

Como estamos adotando coordenadas favoráveis, a curva de impasse {y = 0} aparece
apenas na direção x. Isto significa que, na direção y, não há pontos de impasse no divisor
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excepcional após um blow-up com peso, e portanto estamos no caso clássico de campos
de vetores analíticos. Dessa forma, segue que na direção y ambos os pares (XΩ, δ) e
(X, δ) possuem os mesmos pontos de equilíbrio e eles estão dispostos da mesma forma.
Enfatizamos que tais pontos de equilíbrio são semi-hiperbólicos (e portanto elementares),
porque o sistema forçado é Newton não degenerado.

Após um blow-up na direção x, a primeira graduação do campo de vetores auxiliar
toma a forma

X̃A = ỹ

 N∑
n=−1

ỹn
(
am,n
ω1

x̃
∂

∂x̃
+ (bm,n −

ω2

ω1
am,n)ỹ ∂

∂ỹ

).
Observe que a curva de impasse ainda é da forma {ỹ = 0}, os pontos de equilíbrio

das transformadas estritas X̃Ω e X̃ são os mesmos e são semi hiperbólicos. Isto acontece
independentemente se a curva de impasse coincide ou não com uma curva de fase que
contém a origem. A diferença é que, no primeiro caso, o segmento principal do polígono
após o blow-up será horizontal, e no segundo caso o polígono de Newton após blow up
não terá altura positiva.

Segue então que os pares (XΩ, δ) e (X, δ) possuem o mesmo esquema elementar de
singularidades.

É importante notar que no Lema 4.17, o processo de resolução de singularidades
essencialmente dessingulariza o campo de vetores, dado que o conjunto de impasse já está
numa forma “simples”. Esta ideia será importante na prova da próxima proposição.

Proposição 4.18. Seja (X, δ) um sistema forçado planar em coordenadas favoráveis. Se
a origem é Newton não degenerada, então os pares (XΩ, δ) e (X, δ) possuem o mesmo
esquema elementar de singularidades.

Demonstração. Mais uma vez vamos considerar blow ups direcionais com peso e estuda-
remos o caso em que o vértice principal é da forma (0, N), tendo em vista que o caso
em que o vértice principal é dado por (−1, N) é completamente análogo. A ideia da
prova consiste em comparar o processo de resolução de singularidades de (XΩ, δ) e (X, δ).
Como os segmentos dos polígonos de Newton PXA e PXΩ,A possuem a mesma inclinação,
a cada passo do processo aplica-se blow-ups com o mesmo peso para ambos os sistemas
forçados. O caso onde a fronteira do polígono possui apenas um lado que não é vertical
nem horizontal foi estudado no Lema 4.17 e portanto vamos provar o caso geral.

Assim como no Lema 4.17, o conjunto de impasse {y = 0} aparece apenas na direção x.
Isto significa que em todos os outros pontos do divisor Ey, ambos os pares (XΩ, δ) e (X, δ)
possuem os mesmos pontos de equilíbrio, todos eles são semi-hiperbólicos e a disposição
desses equilíbrios são a mesma para ambos os pares (XΩ, δ) e (X, δ), dado que na direção
y positiva estamos essencialmente analisando apenas os campos de vetores adjuntos e eles
são Newton não-degenerados. Portanto basta olhar para a origem na direção x. Veja a
Figura 4.19.

Aplicando o primeiro blow-up com peso ω = (ω1, ω2) na direção x, obtém-se as trans-
formadas estritas (X1

Ω, δ1) e (X1, δ1). Em ambos casos, a função δ ainda é dada por δ = y,
e portanto a origem é o único ponto de impasse no divisor excepcional. No que diz res-
peito ao campo de vetores adjunto, com cálculos similares àqueles da demonstração do
Lema 4.17 prova-se que no divisor Ex temos os mesmos pontos de equilíbrio para X e para
XΩ. Enfatizamos que todos os pontos de equilíbrio em Ex\{(0, 0)} são semi hiperbólicos.
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Figura 4.19: Blow-up na direção y.

Figura 4.20: Blow-up na direção x.

Além disso, a disposição de tais equilíbrios no divisor excepcional é a mesma, e a origem
é um ponto de equilíbrio e um ponto de impasse ao mesmo tempo.

Devido ao Lema 4.11, os polígonos de Newton de (X1
Ω, δ1) e (X1, δ1) são obtidos

aumentando em uma unidade a segunda coordenada de cada ponto do polígono PX1 .
Sabemos que devemos prosseguir com o processo de resolução de singularidades, pois a
origem não é um ponto elementar. Também é claro que, a cada passo, as fronteiras dos
polígonos são iguais e portanto usa-se blow-ups com os mesmos pesos em ambos (X i

Ω, δi)
e (X i, δi).

Essencialmente, estamos apenas dessingularizando os pontos de equilíbrio de X e XΩ
e preservando a curva de impasse.

Ao final do processo, temos três casos a considerar com relação ao ponto de impasse
(0, 0) ∈ Ex. Os dois primeiros dizem respeito ao caso onde o conjunto de impasse não
coincide com uma curva solução do campo de vetores adjunto, isto é, o caso em que PX
possui um ponto da forma (M,−1). O terceiro e último caso diz respeito ao caso em que
PX não possui um ponto da forma (M,−1), e portanto a curva de impasse coincide com
uma curva de fase do campo de vetores adjunto.

Caso 1: Os polígonos de Newton PXΩ,A e PXA possuem vértice da forma (M, 0) mas
não possui vértice da forma (m, 1), com m < M . Isto implica que o polígono de Newton
do campo de vetores adjunto PX possui vértice da forma (M,−1) mas não possui vértice
da forma (m, 0).

Após o último blow-up com peso na direção x necessário para dessingularizar a origem,
segue do Lema 4.17 que o polígono de Newton P

X̃
do campo de vetores adjunto X̃ irá

conter o ponto (0,−1), o que significa que a origem não é um ponto de equilíbrio de X̃. No
que diz respeito aos pontos de equilíbrio que aparecem no divisor excepcional, eles serão
os mesmos para ambos (X̃Ω, δ̃) e (X̃, δ̃), e a disposição destes pontos no divisor também
é a mesma para ambos os pares.

Além disso, quando olhamos para P
X̃Ω,A

e P
X̃A

, vemos que esses polígonos possuem o
ponto (0, 0) como vértice, pois a origem de Ex é um ponto de impasse (veja a Figura 4.21).



Determinação topológica de um sistema forçado usando o polígono de Newton 68

Em resumo, a origem não é um ponto de equilíbrio e é um ponto de impasse, portanto
a origem é um ponto elementar. Observe que aplicamos o mesmo número de blow-ups
em ambos os pares (XΩ, δ) e (X, δ), e a cada passo usamos os mesmos pesos para ambos.
Portanto ambos os pares possuem o mesmo esquema elementar de singularidades.

Figura 4.21: Segmento principal antes e depois do último blow-up no Caso 1, onde os
polígonos de Newton PXΩ,A e PXA não possuem um vértice da forma (m, 1).

Caso 2: Os polígonos de Newton PXΩ,A e PXA possuem vértices da forma (m, 1) e
(M, 0), com m < M . Isto significa que o polígono de Newton PX de X possui vértices da
forma (m, 0) (M,−1). Após um número finito de blow-ups na direção x, o polígono de
Newton P

X̃
do campo de vetores adjunto X̃ irá possuir um vértice da forma (0, 0), o que

significa que a origem é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico de X̃. Por outro lado,
quando olhamos para P

X̃Ω,A
e P

X̃A
, vemos que esses polígonos possuem o ponto (0, 1)

como vértice principal, dado que a origem é um ponto de equilíbrio semi hiperbólico e um
ponto de impasse ao mesmo tempo.

Dessa forma, este caso se difere do Caso 1 pois devemos aplicar mais um blow-up nos
objetos (X̃Ω, δ) e (X̃, δ) na direção x. Observe que, como ambos P

X̃Ω,A
e P

X̃A
possuem

pontos da forma (0, 1) e (M̂, 0), aplicamos um blow-up com o mesmo peso em ambos os
pares. No final do processo, o Lema 4.17 garante que (XΩ, δ) e (X, δ) possuem o mesmo
esquema elementar de singularidades.

Figura 4.22: Segmento principal antes e depois do último blow-up no Caso 2, em que os
polígonos de Newton PXΩ,A e PXA possuem um vértice da forma (m, 1).

Caso 3: Suponha agora que o conjunto de impasse coincide com uma curva de fase.
Seguindo as ideias apresentadas nos casos anteriores, vemos que o processo de dessingula-
rização do sistema forçado é, essencialmente, o processo de dessingularização do campo de
vetores adjunto. Após uma conveniente sequência finita de blow-ups, os pontos de equilí-
brio no divisor excepcional são os mesmos para ambosXΩ andX. Além disso, a disposição
de tais pontos de equilíbrio são os mesmos para XΩ and X e todos eles são elementares.
Como o conjunto de impasse coincide com uma curva de fase passando por (0, 0) ∈ Ex,
segue que (XΩ, δ) e (X, δ) possuem o mesmo esquema elementar de singularidades.
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Combinando o Teorema 4.10 e a Proposição 4.18, obtemos o Teorema 4.19.

Teorema 4.19. Seja (X, δ) um sistema forçado planar analítico tal que ∆ = {δ = 0} é
uma curva regular e a origem é uma singularidade Newton não-degenerada. Se X possui
órbita característica (isto é, não é nem um centro e nem um foco), então (XΩ, δ) e (X, δ)
são C0-orbitalmente equivalentes.

4.2.4 Exemplo
Considere o sistema forçado diagonalizado

yẋ = y3 + x2y + x4; yẏ = x3 + xy2 + y4; (4.4)

que já está escrito em coordenadas favoráveis. O suporte de seu campo de vetores auxiliar
XA é o conjunto Q = {(−1, 4), (1, 2), (3, 1), (3, 0), (0, 4)}, e portanto a parte principal de
(4.4) é dada por

yẋ = y3 + x2y; yẏ = x3 + xy2. (4.5)

Figura 4.23: Polígono de Newton do campo de vetores auxiliar de (4.4).

Observe que os sistemas forçados (4.4) e (4.5) estão sob as hipóteses do Teorema 4.19.
O segmento principal γ1 ⊂ ∂PXA está contido na reta {r+s = 6}, e portanto o vetor peso
é ω = (1, 1). Pode ser verificado que, para ambos os sistemas (4.4) e (4.5), na direção y
positiva os pontos (±1, 0) ∈ Ey são selas hiperbólicas do campo de vetores adjunto. Por
outro lado, na direção x positiva os pontos (±1, 0) ∈ Ex são selas hiperbólicas e a origem
é um ponto de impasse. Os sistemas (4.4) e (4.5) possuem o mesmo esquema elementar
de singularidades, e portanto eles são C0 orbitalmente equivalentes. Veja a Figura 4.24.

Figura 4.24: Sistema forçado (4.4) antes e após blow-up.
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4.3 Sistemas forçados com conjunto de impasse sin-
gular e a prova do Teorema 4.20

O objetivo desta seção é classificar retratos de fase de sistemas forçados no plano
próximos a pontos singulares da curva de impasse. Na Introdução foi definido o conjunto
A, que é o conjunto dos sistemas forçados (X, δ) definidos numa vizinhança da origem e
que satisfazem:

1. O campo de vetores adjunto é constante, isto é, X(x, y) = (a, b) com a, b ∈ R e
a2 + b2 6= 0.

2. A função δ é uma das curvas do tipo ADE classificadas por Arnold [2] (veja a tabela
4.1 e as Figuras 4.25, 4.26 e 4.27).

Tipo Forma normal Codimensão
Ak, k ≥ 1 x2 ± yk+1 k − 1
Dk, k ≥ 4 x2y ± yk−1 k − 1
E6 x3 ± y4 5
E7 y3 − yx3 6
E8 x3 + y5 7

Tabela 4.1: Singularidades do tipo ADE classificadas em [2]. Veja as Figuras 4.25, 4.26 e
4.27.

Figura 4.25: Da esquerda para a direita: curvas Ak para k = 1, Ak para k par e Ak para
k ímpar e k ≥ 3.

Figura 4.26: Da esquerda para a direita: curvas Dk para k = 4, Dk para k ímpar e Dk

para k par e k ≥ 6.
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Figura 4.27: Da esquerda para a direita: curvas E6, E7 e E8.

Escolhemos um sistema de coordenadas tal que δ é uma das funções dada pela tabela
4.1. Como o campo de vetores adjunto e δ são analíticos, e assumindo que X(0) 6= 0, isto
é, os coeficientes a−1,0 e b0,−1 na expansão{

δ(x, y)ẋ = a−1,0 + a0,0x+ a−1,1y + ...,
δ(x, y)ẏ = b0,−1 + b0,0y + b1,−1x+ ...,

(4.6)

satisfazem a2
−1,0 + b2

0,−1 6= 0, o Teorema 4.20 dá condições para garantir quando o Sistema
(4.6) é C0 orbitalmente equivalente ao sistema{

δ(x, y)ẋ = a−1,0,
δ(x, y)ẏ = b0,−1,

(4.7)

que pertence ao conjunto A.

Teorema 4.20. Considere o sistema forçado planar analítico (X, δ) definido próximo a
origem tal que X(0) 6= 0 e a origem é uma singularidade de δ do tipo ADE. Então o
sistema (1.1) é C0-orbitalmente equivalente a um sistema em A se ele satisfaz uma das
condições da Tabela 4.2, Seção 4.3.

A prova do Teorema 4.20 é dada por cálculos diretos. De fato, devemos comparar o
processo de resolução de singularidades de ambos os sistemas (4.6) e (4.7) para estabele-
cer condições que os coeficientes da expansão de Taylor devem satisfazer para que, após
uma conveniente e finita sequência de blow-ups com peso, tais sistemas tenham o mesmo
esquema elementar de singularidades. O sistema (4.6) deve satisfazer uma das condições
presentes na tabela 4.2, em que n0 é o primeiro inteiro positivo tal que a−1,n0 6= 0. Ge-
ometricamente, as condições buscam evitar tangencias entre o campo de vetores adjunto
de (4.6) e as componentes da curva de impasse.

No que segue vamos descrever os retratos de fase possíveis de (4.7) próximo ao divisor
excepcional para cada curva δ da Tabela 4.1.

4.3.1 Curva Ak, k ≥ 1
Para esta curva, quando a−1,0 6= 0 o polígono de Newton possui vértices da forma

(1, 0) e (−1, k + 1). Por outro lado, quando b0,−1 6= 0 o polígono de Newton tem vértices
da forma (2,−1) e (0, k). Em ambos os casos, o vetor peso será da forma ω = (k + 1, 2).

Na direção x, quando a−1,0 6= 0 o campo de vetores auxiliar toma a forma

X̃Ak
= (1± ỹk+1)

(
1

k + 1
(
a−1,0x̃+ a0,0x̃

k+2 + a−1,n0 x̃
2n0+1ỹn0 + ...

) ∂
∂x̃

+

(
−

2
k + 1

a−1,0ỹ + b0,−1x̃
k−1 −

2
k + 1

a−1,n0 x̃
2n0 ỹn0+1 + ...

) ∂
∂y

)
,
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Curva δ Condições

Ak

Caso 1: k > 1 e a−1,0 6= 0
Caso 2: k = 1 e 0 6= a−1,0 6= ±b0,−1
Caso 3: a−1,0 = 0 e k − 1 < 2n0

Dk

Caso 4: a−1,0 6= 0 e bm0,−1 = 0 para todo inteiro m0 ≥ 0
Caso 5: k = 4 e 0 6= a−1,0 6= ±b0,−1
Caso 6: a−1,0 = 0 e k − 4 < 2n0

E7
Caso 7: b0,−1 6= 0
Caso 8: a−1,0 6= 0 e bm0,−1 = 0 para todo inteiro m0 ≥ 0

E6 ou E8
Não é necessário requerer hipóteses sobre a
expansão em Taylor do campo de vetores adjunto.

Tabela 4.2: O sistema forçado (4.6) deve satisfazer uma das condições desta tabela para
que seja equivalente a um sistema em A. O número n0 é o primeiro inteiro positivo tal
que a−1,n0 6= 0.

e quando a−1,0 = 0 temos (assumindo k − 1 < 2n0)

X̃Ak
= (1± ỹk+1)

(
1

k + 1
(
a0,0x̃

3 + a−1,n0 x̃
2n0−k+2ỹn0 + ...

) ∂
∂x̃

+

(
b0,−1 −

2
k + 1

a−1,n0 x̃
2n0−k+1ỹn0+1 + ...

) ∂
∂y

)
.

Na direção y, por sua vez, quando a−1,0 6= 0 obtemos

X̃Ak
= (x̃2 ± 1)

((
a−1,0 −

k + 1
2

b0,−1x̃ỹ
k−1 + a−1,n0 ỹ

2n0 + ...
) ∂
∂x̃

+
1
2
(
b0,−1ỹ

k + ...
) ∂
∂y

)
,

e quando a−1,0 = 0 tem-se

X̃Ak
= (x̃2 ± 1)

((
−
k + 1

2
b0,−1x̃+ a−1,n0 ỹ

2n0−k+1 + ...
) ∂
∂x̃

+
1
2
(
b0,−1ỹ + ...

) ∂
∂y

)
.

Primeiramente assumimos as condições do Caso 1. Após um blow-up com peso na
direção x, a origem 0 ∈ Ex é uma sela hiperbólica e a curva de impasse satisfaz 1±ỹk+1 = 0.
Na direção y não há pontos de equilíbrio em Ey e a curva de impasse satisfaz a equação
x̃2 ± 1 = 0. Veja as Figuras 4.28 e 4.29.

A análise do Caso 2 é semelhante à análise do Caso 1. Observe que as condições
a−1,0 6= 0, b0,−1 6= 0 e a−1,0 6= b0,−1 devem ser exigidas para que o campo de vetores
adjunto não tangencie uma das componentes da curva x2 − y2 6= 0.

Agora, considere o Caso 3. Após um blow-up com pesos na direção x, não há pontos
de equilíbrio em Ex, e na direção y a origem 0 ∈ Ey é uma sela hiperbólica. A curva de
impasse se comporta assim como nos outros dois casos.

É importante compreender o que a condição k − 1 < 2n0 significa geometricamente.
Seja n0 o primeiro inteiro não nulo tal que a−1,n0 6= 0. Então o campo de vetores adjunto
tangencia o eixo y na origem, e essa tangência é de ordem n0 + 1. Por outro lado, para k
ímpar k ≥ 2, a curva de impasse tangencia o eixo y na origem, e esta tangência é de ordem
k+1

2 . Dessa forma, a relação k − 1 < 2n0 estabelece uma relação entre essas tangências.
Também é interessante notar que quando k − 1 ≥ 2n0 o segmento principal do campo de
vetores auxiliar de (4.6) possui um vértice da forma (1, n0), e tal ponto não aparece no
polígono de Newton do campo de vetores auxiliar de (4.7). Veja as Figuras 4.30 e 4.31.
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Figura 4.28: Retrato de fase quando a−1,0 6= 0, para δ do tipo Ak, k ímpar.

Figura 4.29: Retrato de fase quando a−1,0 6= 0, para δ do tipo Ak, k par.

Figura 4.30: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo Ak, k ímpar.

Figura 4.31: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo Ak, k par.

4.3.2 Curva Dk, k ≥ 4
Se a−1,0 6= 0, o suporte contém pontos da forma (1, 1) e (−1, k − 1). Por outro lado,

se b0,−1 6= 0 o suporte contém pontos da forma (2, 0) and (0, k − 2). Em ambos os casos,
o vetor peso será ω = (k − 2, 2).

Na direção x quando a−1,0 6= 0 o campo de vetores adjunto toma a forma

X̃Dk
= (ỹ ± ỹk−1)

(
1

k − 2
(
a−1,0x̃+ a0,0x̃

k−1 + a−1,n0 x̃
2n0+1ỹn0 + ...

) ∂
∂x̃

+

(
−

2
k − 2

a−1,0ỹ + b0,−1x̃
k−4 −

2
k − 2

a−1,n0 x̃
2n0 ỹn0+1 + ...

) ∂
∂y

)
,
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e quando a−1,0 = 0 temos (assumindo k − 4 < 2n0)

X̃Dk
= (ỹ ± ỹk−1)

(
1

k − 2
(
a0,0x̃

3 + a−1,n0 x̃
2n0−k+5ỹn0 + ...

) ∂
∂x̃

+

(
b0,−1 −

2
k − 2

a−1,n0 x̃
2n0−k+4ỹn0+1 + ...

) ∂
∂y

)
.

Já na direção y, por sua vez, quando a−1,0 6= 0 o campo de vetores adjunto toma a
forma

X̃Dk
= (x̃2 ± 1)

((
a−1,0 −

k − 2
2

b0,−1x̃ỹ
k−4 + a−1,n0 ỹ

2n0 + ...
) ∂
∂x̃

+
1
2
(
b0,−1ỹ

k−3 + ...
) ∂
∂y

)
,

e quando a−1,0 = 0 obtemos (novamente assumindo k − 4 < 2n0)

X̃Dk
= (x̃2 ± 1)

((
−
k − 2

2
b0,−1x̃+ a−1,n0 ỹ

2n0−k+4 + ...
) ∂
∂x̃

+
1
2
(
b0,−1ỹ + ...

) ∂
∂y

)
.

Assuma as hipóteses do Caso 4. Após um blow-up com peso na direção x, a origem
0 ∈ Ex é um ponto de sela do campo de vetores adjunto X e existe uma curva de fase que
coincide com a componente y = 0 da curva de impasse ∆ = {ỹ ± ỹk−1 = 0}. Na direção
y, não há pontos de equilíbrio em Ey o conjunto de impasse é dado por {x̃2 ± 1 = 0}.

Enfatizamos que a condição bm0,−1 = 0 para todo inteiro m0 ≥ 0 implica que o campo
de vetores adjunto não tangência a componente {y = 0} na origem. Isto nos levaria a uma
resolução de singularidades diferente para o sistema (4.7). Veja as figuras 4.32 e 4.33.

Agora, assuma as hipóteses do Caso 5 para k > 4. Na direção y não há pontos de
equilíbrio deX em Ey. Por outro lado, na direção x a origem 0 ∈ Ex é uma sela hiperbólica
do campo de vetores adjunto e um ponto de impasse ao mesmo tempo. Aqui, o polígono
de Newton contém os pontos (0, 1), (0, k−1), (k−4, 0) e (k−4; k−2), e portanto devemos
aplicar um novo blow-up de peso ω = (1, k − 4). Nestas condições, após este blow up
obtemos

XDk
= (1± x̄k−1ȳk−1)

((a−1,0

k − 2
x̄+ ...

) ∂
∂x̄

+
(
b0,−1 − a−1,0ȳ + ...

) ∂
∂ȳ

)
,

na direção x. Já na direção y o campo de vetores auxiliar toma a forma

XDk
= (1± x̄k−1ȳk−1)

((
a−1,0x̄−

b0,−1

k − 4
x̄k−3 + ...

) ∂
∂x̄

+
(
−

2a−1,0

(k − 4)(k − 2)
ȳ +

b0,−1

k − 4
x̄k−4ȳ + ...

) ∂
∂ȳ

)
.

Já para o Caso 5 quando k = 4, enfatizamos que as condições a−1,0 6= 0, b0,−1 6= 0
e a−1,0 6= b0,−1 evitam tangências entre o campo de vetores adjunto e a componente
{x2 − y2 = 0} da curva de impasse. Veja as figuras 4.34 e 4.35.

Finalmente, assuma as hipóteses do Caso 6. Na direção x a curva de impasse satisfaz
ỹ± ỹk−1 = 0 e não há pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto em Ex. Por outro
lado, na direção y a curva de impasse é dada por x̃2± 1 = 0 e a origem 0 ∈ Ey é uma sela
hiperbólica.

É importante compreender o que a condição k − 4 < 2n0 significa geometricamente.
Seja n0 o primeiro inteiro não nulo tal que a−1,n0 6= 0. Então o campo de vetores adjunto
tangencia o eixo y na origem, e essa tangência é de ordem n0 + 1. Por outro lado, para k
par k ≥ 6, a curva de impasse tangencia o eixo y na origem, e esta tangência é de ordem
k−2

2 . Dessa forma, a relação k − 4 < 2n0 estabelece uma relação entre essas tangências.
Também é interessante notar que quando k − 4 ≥ 2n0 o segmento principal do campo de
vetores auxiliar de (4.6) possui um vértice da forma (1, n0 + 1), e tal ponto não parece no
polígono de Newton do campo de vetores auxiliar de (4.7). Veja as Figuras 4.36 e 4.37.
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Figura 4.32: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo Dk, k par.

Figura 4.33: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo Dk, k ímpar.

Figura 4.34: Retrato de fase quando a−1,0 6= 0, para δ do tipo Dk, k par.

4.3.3 Curva E6

Se a−1,0 6= 0, o suporte contém os pontos (−1, 4) e (2, 0). Por outro lado, b0,−1 6= 0
implica que o suporte contém os pontos (0, 3) e (3,−1). Em ambos os casos o vetor peso
será da forma ω = (4, 3).

Suponha sem perda de generalidade que δ = x3 − y4. Na direção x, quando a−1,0 6= 0
o campo de vetores auxiliar toma a forma

X̃E6 = (1− ỹ4)
(

1
4
(
a−1,0x̃+ a0,0x̃

5 + a−1,1x̃
4ỹ + ...

) ∂
∂x̃

+

(
−

3
4
a−1,0ỹ + b0,−1x̃+ (b0,0 −

3
4
a0,0)x̃4ỹ −

3
4
a−1,1x̃

3ỹ2 + ...
) ∂
∂y

)
,

e se a−1,0 = 0 temos

X̃E6 = (1− ỹ4)
(

1
4
(
a0,0x̃

4 + a−1,1x̃
3ỹ + ...

) ∂
∂x̃

+

(
b0,−1 + (b0,0 −

3
4
a0,0)x̃3ỹ −

3
4
a−1,1x̃

2ỹ2 + ...
) ∂
∂y

)
.
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Figura 4.35: Retrato de fase quando a−1,0 6= 0, para δ do tipo Dk, k ímpar.

Figura 4.36: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo Dk, k par.

Figura 4.37: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo Dk, k ímpar.

Por outro lado, na direção y quando a−1,0 6= 0 vale

X̃E6 = (x̃3 − 1)
((

a−1,0 −
4
3
b0,−1x̃ỹ + a−1,1ỹ

3 + (a0,0 −
4
3
b0,0)x̃ỹ4 + ...

) ∂
∂x̃

+

1
3
(
b0,−1ỹ

2 + b0,0ỹ
5 + b1,−1x̃ỹ

6 + ...
) ∂
∂y

)
,

e se a−1,0 = 0 obtemos

X̃E6 = (x̃3 − 1)
((
−

4
3
b0,−1x̃+ a−1,1ỹ

2 + (a0,0 −
4
3
b0,0)x̃ỹ3 + ...

) ∂
∂x̃

+

1
3
(
b0,−1ỹ + b0,0ỹ

4 + b1,−1x̃ỹ
5 + ...

) ∂
∂y

)
.

Na direção x positiva a curva de impasse intersecta o divisor excepcional nos pontos
(0, 1). Para a−1,0 6= 0 a origem 0 ∈ Ex é uma sela hiperbólica e se a−1,0 = 0 não temos
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pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto em Ex. Na direção y positiva, a curva
de impasse intersecta o divisor excepcional em (1, 0). Se a−1,0 6= 0, não há pontos de
equilíbrio do campo de vetores adjunto em Ey, e se a−1,0 = 0 a origem 0 ∈ Ey é uma sela
hiperbólica. Veja as Figuras 4.38 e 4.39.

Figura 4.38: Retrato de fase quando a−1,0 6= 0, para δ do tipo E6.

Figura 4.39: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo E6.

4.3.4 Curva E7

Se a−1,0 6= 0, o suporte contém os pontos (−1, 3) and (2, 1). Por outro lado, b0,−1 6= 0
implica que o suporte contém os pontos (0, 2) e (3, 0). Em ambos os casos escolhemos o
vetor ω = (2, 3) como vetor peso.

Na direção x, o campo de vetores auxiliar toma a forma

X̃E7 = (ỹ3 − ỹ)
(

1
2
(
a−1,0x̃

2 + a0,0x̃
4 + a−1,1x̃

5ỹ + ...
) ∂
∂x̃

+

(
b0,−1 −

3
2
a−1,0x̃ỹ + b1,−1x̃

2 −
3
2
a−1,1x̃

4ỹ2...
) ∂
∂y

)
,

e na direção y obtemos

X̃E7 = (1− x̃3)
((

a−1,0ỹ −
2
3
b0,−1x̃−

2
3
b1,−1x̃

2ỹ2 + ...
) ∂
∂x̃

+
1
3
(
b0,−1ỹ + b1,−1x̃ỹ

3...
) ∂
∂y

)
.

Suponha que a−1,0 6= 0 e bm0,−1 = 0, para todos os inteiros m0 ≥ 0. Na direção x
positiva, a curva de impasse intersecta o divisor excepcional Ex nos pontos (0,−1), (0, 0)
e (0, 1). Além disso, a origem é uma sela hiperbólica do campo de vetores adjunto e existe
uma curva de fase coincidindo com uma das componentes da curva de impasse. Na direção
y positiva, não há pontos de equilíbrio de X em Ey e o conjunto de impasse intersecta o
divisor excepcional em (1, 0).

Novamente observamos que a condição bm0,−1 = 0 evita tangências entre o campo
de vetores adjunto X e a componente {y = 0} do conjunto de impasse. Tais pontos de
tangência podem levar a diferentes resoluções de singularidades.

Finalmente, se consideramos b0,−1 6= 0, na direção x positiva não há pontos de equilí-
brio de X em Ex, e na direção y positiva a origem 0 ∈ Ey é um ponto de sela de X. A
curva de impasse é dada como no caso anterior. Veja as Figuras 4.40 e 4.41.
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Figura 4.40: Retrato de fase quando bm0,−1 = 0 para todo m0 ≥ 0, em que δ é do tipo E7.

Figura 4.41: Retrato de fase quando b0,−1 6= 0, para δ do tipo E7.

4.3.5 Curva E8

Se a−1,0 6= 0, o suporte contém os pontos (−1, 5) e (2, 0). Por outro lado, se b0,−1 6= 0
o suporte contém os pontos (0, 4) e (3,−1). Em ambos os casos aplicamos um blow-up
direcional com peso ω = (5, 3).

Na direção x, quando a−1,0 6= 0 o campo de vetores auxiliar toma a forma

X̃E8 = (1 + ỹ5)
(

1
5
(
a−1,0x̃+ a0,0x̃

6 + a−1,1x̃
4ỹ + ...

) ∂
∂x̃

+
(
−

3
5
a−1,0ỹ + b0,−1x̃

2 −
3
5
a−1,1x̃

3ỹ2 + ...
) ∂
∂y

)
,

e se a−1,0 = 0 obtém-se

X̃E8 = (1 + ỹ5)
(

1
5
(
a0,0x̃

4 + a−1,1x̃
2ỹ + ...

) ∂
∂x̃

+
(
b0,−1 −

3
5
a−1,1x̃ỹ

2...
) ∂
∂y

)
.

Por outro lado, na direção y quando a−1,0 6= 0 o campo de vetores auxiliar toma a
forma

X̃E8 = (x̃3 + 1)
((

a−1,0 −
5
3
b0,−1x̃ỹ

2 + a−1,1ỹ
3 + ...

) ∂
∂x̃

+
1
3
(
b0,−1ỹ

3 + b0,0ỹ
6 + ...

) ∂
∂y

)
,

e se a−1,0 = 0 obtemos

widetildeXE8 = (x̃3 ± 1)
((
−

5
3
b0,−1x̃+ a−1,1ỹ + a0,0x̃ỹ

3 + ...
) ∂
∂x̃

+
1
3
(
b0,−1ỹ + b0,0ỹ

4 + ...
) ∂
∂y

)
.

Na direção x positiva, a curva de impasse intersecta o divisor excepcional em (0,−1).
Se a−1,0 6= 0, a origem 0 ∈ Ex é uma sela hiperbólica do campo de vetores adjunto e se
a−1,0 = 0 não há pontos de equilíbrio em Ex. Finalmente, na direção y positiva a curva
de impasse intersecta o divisor excepcional Ey em (−1, 0). Se a−1,0 6= 0, não já pontos
de equilíbrio do campo de vetores adjunto em Ey e se a−1,0 = 0 a origem é uma sela
hiperbólica. Veja as Figuras 4.42 e 4.43.
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Figura 4.42: Retrato de fase quando a−1,0 6= 0, para δ do tipo E8.

Figura 4.43: Retrato de fase quando a−1,0 = 0, para δ do tipo E8.



5 Descrevendo fluxos em superfícies
invariantes a partir de sistemas
forçados

Este capítulo é dedicado ao estudo de fluxos de campos de vetores polinomiais em
superfícies invariantes. Mais precisamente, aqui abordaremos as contribuições presentes
em [41], onde os resultados tratam da relação entre sistemas forçados em tais fluxos.
Daqui em diante, X sempre denotará um campo de vetores polinomial em R3.

Definição 5.1. Seja X : R3 → R3 um campo de vetores polinomial. Dizemos que um
polinômio H ∈ R[x, y, z] é polinômio de Darboux de X se 〈∇H,X〉 = µH, em que
µ = µ(x, y, z) é um polinômio real chamado cofator de H. A equação H(x, y, z) = 0
define uma superfície algébrica invariante de X. No caso em que 〈∇H,X〉 = 0,
dizemos que H é integral primeira de X, e aqui a equação H(x, y, z) = k define uma
superfície algébrica invariante de X, para qualquer k ∈ R.

A investigação em [41] procurou responder, primeiramente, em quais casos obtemos
um sistema com impasse ao estudar fluxos em superfícies invariantes. Supondo que X é
um campo de vetores polinomial, provamos que sistemas forçados surgem naturalmente
quando

M = {(x, y, z);H(x, y, z) = f(x, y)z − g(x, y) = 0},
é uma superfície algébrica invariante de X, em que f, g : R2 → R são polinômios. Veja o
Teorema 5.5.

Em seguida, procuramos responder o que as singularidades do sistema forçado podem
dizer a respeito do fluxo de X em M . As Proposições 5.16 e 5.17 e o Teorema 5.21 dizem
respeito justamente a esta questão.

Neste momento, recomendamos ao leitor que reveja o Exemplo 1.1 para se familiarizar
melhor com o tipo de problema que vamos estudar neste capítulo, que está organizado da
seguinte forma. Na Seção 5.1 estudamos as propriedades geométricas da superfície M =
{f(x, y)z − g(x, y) = 0}, que desempenhará um papel fundamental no desenvolvimento
do assunto. Nas Seções 5.2 e 5.3 investigamos como descrever o fluxo de um campo de
vetores polinomial X em M a partir de um sistema forçado e como as singularidades
de tais sistemas nos auxiliam no estudo desses fluxos. Já na Seção 5.4, por sua vez,
aplicamos os resultados obtidos em algumas equações famosas da literatura: Equação de
Falkner–Skan, Sistema da Interação de Três Ondas, Sistema de Lorenz e Sistema de Chen.
Finalmente, na Seção 5.5 discutimos brevemente como os resultados obtidos aqui podem
ser generalizados em dimensões maiores.

80
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5.1 Estudando a Geometria da Superfície M
Seja X um campo de vetores definido em R3 que tem M = {f(x, y)z − g(x, y) =

0} como superfície algébrica invariante. Assim como discutido anteriormente, pode-se
escrever M como uma união disjunta da forma

M = GM ∪ IM ,

em que GM é o gráfico de ( g
f
)(x, y) e IM = {f(x, y) = 0 = g(x, y)} é o chamado conjunto

de pseudo-impasse de M .

Proposição 5.2. Denote por Zf e Zg o conjunto de zeros dos polinômios f e g, respec-
tivamente.

(a) Se Zf ∩ Zg = ∅, então IM = ∅ e M = GM ;

(b) Se Zf ∩Zg é um conjunto contendo apenas pontos isolados, então IM é um conjunto
de retas paralelas ao eixo z. Veja a figura 5.1;

(c) Se os polinômios f e g possuem fator comum, então IM contém uma variedade
algébrica que é ortogonal ao plano xy;

(d) Se existem p 6= q ∈ R2 tais que f(p) · f(q) < 0 e IM = ∅, então M é uma superfície
desconexa;

(e) Se p é um ponto singular de M , então p ∈ IM .

Demonstração. Os conjuntos Zf e Zg são curvas algébricas em R2. Se f e g não possuem
fator comum, então ou Zf ∩ Zg é o conjunto vazio ou Zf ∩ Zg é um conjunto de pontos
isolados. O primeiro caso implica em IM = ∅ e o segundo caso implica que IM é um
conjunto de retas paralelas ao eixo z. Se f e g possuem fator comum, então Zf∩Zg contém
uma curva algébrica e portanto IM contém uma variedade algébrica que é ortogonal ao
plano xy. Desta forma, os itens (a), (b) e (c) são verdadeiros.

Vamos provar agora o item (d). Suponha que IM = ∅, isto é, M = GM . Por hipótese,
a imagem de f atinge valores positivos e negativos, e portanto podemos escrever M da
forma

M = G+
M ∪ G−M ,

em que
G+
M = {f(x, y) > 0, z = (g/f)(x, y)}, e G−M = {f(x, y) < 0, z = (g/f)(x, y)}.

Os conjuntos G+
M e G−M são conjuntos abertos em M tais que G+

M ∩G−M = ∅, e portanto
a superfície M é desconexa.

Finalmente, vamos provar o item (e). Note que um ponto p = (x0, y0, z0) ∈ M é
singular se, e somente se, ∇H(p) = 0. Em outras palavras, um ponto p é singular se

fx(x0, y0)z0 = gx(x0, y0), fy(x0, y0)z0 = gy(x0, y0), f(x0, y0) = 0.

A última equação garante que p ∈ IM .
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Figura 5.1: Conjunto de pseudo impasse IM destacado em azul.

Neste momento é importante fazer algumas considerações a respeito da Proposição
5.2. O conjunto IM não é necessariamente formado apenas por pontos singulares de M .
De fato, como veremos em vários exemplos a seguir, podem ocorrer casos onde a superfície
M é regular e IM 6= ∅. Além disso, é natural esperar que pontos singulares de M sempre
estarão em IM pois tais pontos não podem aparecer em GM , que é o subconjunto de M
que pode ser escrito como gráfico. A respeito do item (d), observamos que a hipótese de
que f atinge valores positivos e negativos é crucial.

Se X é um campo de vetores polinomial, podemos estudar sua dinâmica global apli-
cando um processo de compactificação de R3. Com a compactificação de Poincaré,
podemos identificar o R3 com um dos hemisférios de S3, e então o equador S2 ⊂ S3 faz o
papel do infinito. Dessa forma, obtemos um campo de vetores analítico que é a extensão
do campo X até o infinito. Tal extensão é feita com detalhes em [13], e ela também pode
ser feita para variedades algébricas. Em [22] os autores provaram o seguinte lema que
mostra como obter a expressão de uma superfície no infinito.

Lema 5.3. (Lema 2.1, [22]) Sejam H : R3 → R um polinômio de grau m e H(x, y, z) = 0
uma superfície algébrica. A extensão desta superfície no infinito é obtida resolvendo o
sistema

wmH(x/w, y/w, z/w) = 0, w = 0.

Se P é um polinômio, denote o grau de P por deg(P ). Escreva P como a soma de
polinômios homogêneos, isto é, escreva P da forma

P (x, y) =
m∑
j=0

Pj(x, y),

onde Pj é um polinômio homogêneo de grau j.

Proposição 5.4. A extensão da superfície M para o infinito contém os polos norte e
sul (0, 0,±1). Em particular, se deg(f) ≥ deg(g), então tais extensões também contém o
grande círculo {z = 0}.

Demonstração. SeH é um polinômio de graum, então ocorre uma das seguintes situações:

• Se deg(g) = m e deg(f) < m − 1, o Lema 5.3 garante que a extensão de M é
exatamente a extensão da superfície {gm(x, y) = 0, z ∈ R};

• Se deg(g) < m e deg(f) = m−1, o Lema 5.3 implica que a extensão deM é a união
do grande círculo {z = 0} com a extensão da superfície {fm−1(x, y) = 0, z ∈ R}.
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• Se deg(g) = m e deg(f) = m− 1, como gm(x, y) e fm−1(x, y) são polinômios homo-
gêneos de grau m e m− 1 respectivamente, segue do Lema 5.3 que os polos norte e
sul (0, 0,±1) pertencem a extensão da superfície no infinito

5.2 Fluxos em superfícies invariantes que são descri-
tos por sistemas forçados

Até aqui, consideramos propriedades geométricas da superfície M , bem como sua
extensão para o infinito. Agora que entendemos sua geometria, estamos aptos para estudar
o fluxo de um campo de vetores tridimensionalX sobreM . Nosso primeiro resultado nesta
direção afirma que o fluxo de X em M é descrito por um sistema forçado.

Primeiramente, considere o campo de vetores tridimensional polinomial X

X(x, y, z) =
(
α(x, y, z), β(x, y, z), γ(x, y, z)

)
,

em que os polinômios α, β são escritos da forma

α(x, y, z) =
m∑
i=0

αi(x, y)zi, β(x, y, z) =
n∑
j=0

βj(x, y)zj.

Teorema 5.5. Seja M = {f(x, y)z− g(x, y) = 0} uma superfície algébrica invariante do
campo de vetores polinomial X = (α, β, γ). Então existe um sistema polinomial forçado
definido em R2 tal que

1. O conjunto de impasse de tal sistema é dado por ∆ = {f(x, y) = 0};

2. No conjunto aberto R2\∆, as curvas solução do sistema forçado são as projeções no
plano xy das curvas solução de X em GM ;

3. A projeção do conjunto de pseudo impasse IM no plano xy está contida no conjunto
de impasse ∆ e é um conjunto de pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto
A∗F .

Demonstração. Se (x, y, z) ∈ GM , segue que z = ξ(x, y) = (g/f)(x, y). Portanto a di-
nâmica do campo de vetores X em GM é descrito pelo sistema de equações diferenciais
ordinárias 

ẋ = ∑m
i=0 αi(x, y)

(
(g/f)(x, y)

)i
;

ẏ = ∑n
j=0 βj(x, y)

(
(g/f)(x, y)

)j
.

(5.1)

Reescrevendo (5.1) e omitindo as variáveis (x, y) para simplificar a notação, obtém-se
o sistema forçado {

fmẋ = ∑m
i=0 f

m−igiαi;
fnẏ = ∑n

j=0 f
n−jgjβj;

(5.2)

onde fk(x, y) =
(
f(x, y)

)k
e gl(x, y) =

(
g(x, y)

)l
e os inteiros k, l são não negativos.
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A curva de impasse de (5.2) é dada por ∆ = {f(x, y) = 0}. Além disso, os sistemas
(5.2) e (5.1) possuem as mesmas curvas solução no aberto R2\∆. Conclui-se que as órbitas
de (5.2) em R2\∆ são obtidas projetando no plano xy as órbitas do campo X que estão
em GM .

O campo de vetores adjunto de (5.2) é dado por
ẋ = fn

∑m
i=0 f

m−igiαi

;

ẏ = fm

∑n
j=0 f

n−jgjβj

. (5.3)

Por fim, verifica-se que a projeção do conjunto de pseudo impasse IM no plano xy é
dado por {f(x, y) = 0 = g(x, y)} ⊂ ∆, que é um conjunto de pontos de equilíbrio do
campo de vetores adjunto (5.3).

Na prova do Teorema 5.5, observe que toda a curva de impasse ∆ é uma curva de
pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto (5.3). Isto nos leva a estudar casos
menos degenerados. Sendo assim, vamos considerar um campo de vetores polinomial em
R3 definido pelo sistema de equações diferenciais

ẋ = α(x, y);
ẏ = ∑n

j=0 βj(x, y)zj;
ż = γ(x, y, z).

(5.4)

Observe que o polinômio α não depende da variável z. Entretanto, ressaltamos que o
estudo deste caso é justificado pois na literatura existem sistemas famosos que se encaixam
nesta hipótese. Por exemplo, a equação de Falkner–Skan, o sistema da interação de três
ondas, o sistema de Lorenz e o sistema de Chen são da forma (5.4). Assim como na prova
do Teorema 5.5 obtém-se o sistema forçado{

ẋ = α;
fnẏ = gnβn +∑n−1

j=0 f
n−jgjβj.

(5.5)

onde novamente omitimos as variáveis (x, y) para simplificar a notação.
Observe que o conjunto de impasse é dado por ∆ = {f(x, y) = 0}. Finalmente,

obtemos a expressão do campo de vetores adjunto de (5.5), que é{
ẋ = fnα;
ẏ = gnβn +∑n−1

j=0 f
n−jgjβj.

(5.6)

Já sabemos pelo Teorema 5.5 que a projeção do conjunto de pseudo impasse IM no
plano xy está contido no conjunto de impasse ∆ associado a (5.5). Além disso, a projeção
de IM é um conjunto de pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto (5.6). São
justamente esses pontos de equilíbrio que devemos estudar para entender o fluxo de (5.4)
em IM ⊂M .

Antes de prosseguir com o estudo, vamos fixar algumas hipóteses e nomenclaturas.
Vamos considerar que a curva de impasse ∆ é sempre uma curva regular. Seja p0 ∈ ∆
um ponto regular de impasse e considere as seguintes condições.

(A) O espaço vetorial kerA(p0) é transversal a ∆;
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(B) O vetor F (p0) não pertence à imagem de A(p0).

Como a matriz A não possui rank nulo, da Álgebra Linear temos as igualdades imgA =
kerA∗ e kerA = imgA∗. Portanto, a condição (A) significa que o campo de vetores
adjunto A∗F é transversal a ∆ em p0 e a condição (B) significa que p0 não é um ponto
de equilíbrio de A∗F .

Definição 5.6. Seja p0 ∈ ∆ um ponto regular de impasse. Dizemos que

1. p0 é não singular se p0 satisfaz as condições (A) e (B).

2. p0 é K-singularidade (kernel singularidade) se p0 satisfaz (B) e não satisfaz (A).

3. p0 é R-singularidade (range singularidade) se p0 satisfaz (A) e não satisfaz (B).

4. p0 éRK-singularidade (range-kernel singularidade) se p0 não satisfaz as condições
(A) e (B).

A próxima proposição classifica as singularidades do sistema forçado (5.5) a partir dos
polinômios f e g que definem a superfície M . Lembre que p é um ponto de impasse de
(5.5) se, e somente se, f(p) = 0.

Proposição 5.7. Seja p ∈ ∆ um ponto de impasse do sistema (5.5). Dizemos que:

1. p é R-singularidade se, e somente se, g(p) = 0 ou βn(p) = 0;

2. p é K-singularidade se, e somente se, fy(p) = 0;

3. p é RK-singularidade se, e somente se, p é R-singularidade e K-singularidade
simultaneamente;

4. p é não singular se, e somente se, p não satisfaz nenhuma das condições anteri-
ores.

Demonstração. Este resultado segue diretamente das condições listadas na Definição 5.6
e da expressão do campo de vetores adjunto (5.6).

Definição 5.8. Um ponto de impasse p de (5.5) será chamado de R-singularidade do
tipo I de g(p) = 0. Dizemos que p é R-singularidade do tipo II se βn(p) = 0.

O conjunto das R-singularidades do tipo I é exatamente a projeção de IM no plano
xy. Além disso, pode ser que apareçam R-singularidades que são do tipo I e II simulta-
neamente. Analogamente, pode-se definir RK-singularidades do tipo I ou do tipo II.

Os Corolários 5.9 e 5.10 são consequências das Proposições 5.2 e 5.4, respectivamente.
Tais resultados relacionam as singularidades do sistema forçado com a geometria da su-
perfície M .

Corolário 5.9. Considere o campo de vetores adjunto (5.6).

1. Seja p um ponto singular da superfície M . Então a projeção de p no plano xy é
uma R-singularidade do tipo I do sistema forçado.

2. Se existem p 6= q ∈ R2 tais que f(p) · f(q) < 0 e a curva de impasse ∆ são possui
R-singularidades do tipo I, então M é desconexa.
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Demonstração. Para provar o item 1, lembre que a Proposição 5.2 garante que p ∈ IM .
Isto implica que p é uma R-singularidade do tipo I. No que diz respeito ao item 2, observe
que se ∆ não contém R-singularidades do tipo I, então IM é vazio. Com isto, aplicamos
a Proposição 5.2 e finalizamos a demonstração.

Seja r ⊂ IM uma reta paralela ao eixo z e q ∈ ∆ a intersecção entre r e o plano
xy. Segue do Corolário 5.9 que se q não é nem uma R-singularidade do tipo I ou uma
RK-singularidade do tipo I, então r não intersecta a superfície M . Entretanto, como
consequência da Proposição 5.4, a linha r intersecta M no infinito.

Corolário 5.10. Seja q ∈ ∆ uma K-singularidade, R-singularidade do tipo II ou RK-
singularidade do tipo II, e suponha que tal singularidade do sistema forçado (5.5) seja
isolada. Então a reta r = {(q, z)|z ∈ R} intersecta M no infinito.

Demonstração. Nós já sabemos pela Proposição 5.4 que a extensão de M no infinito
contém os pólos norte e sul (0, 0±1). O corolário segue observando que tal reta intersecta
esses pontos no infinito.

Os seguintes exemplos visam ilustrar os resultados até aqui.

Exemplo 5.11. O polinômio H(x, y, z) = yz − 1 é um polinômio de Darboux do campo
de vetores X(x, y, z) = (0, z,−z3), cujo cofator é µ(x, y, z) = −z2. O fluxo de X em
M = H−1(0) é descrito pelo sistema forçado{

ẋ = 0;
yẏ = 1.

Pelo Corolário 5.9 segue que M é uma superfície desconexa. Veja a Figura 5.2.
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Figura 5.2: Retrato de fase do Exemplo 5.11. O conjunto de impasse está destacado em
vermelho.

Exemplo 5.12. O polinômio H(x, y, z) = (x+y2)z−1 é polinômio de Darboux do campo
de vetores X(x, y, z) = (0, z,−2yz3), cujo cofator é µ(x, y, z) = −2yz2. O fluxo de X em
M = H−1(0) é descrito pelo sistema forçado{

ẋ = 0;
(x+ y2)ẏ = 1.
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Figura 5.3: Retrato de fase do Exemplo 5.12. O conjunto de impasse está destacado em
vermelho.

Pode ser verificado que a origem é uma K-singularidade. Além disso, segue do Coro-
lário 5.9 que M é uma superfície desconexa. Veja a Figura 5.3.

Exemplo 5.13. Seja λ ∈ R um parâmetro satisfazendo |λ| > 1. O polinômio H(x, y, z) =
(y−x)z−1 é polinômio de Darboux do campo de vetores X(x, y, z) =

(
1, λyz, z2−λyz3

)
,

cujo cofator é µ(x, y, z) = z−λyz2. O fluxo de X emM = H−1(0) é descrito pelo sistema
forçado {

ẋ = 1;
(y − x)ẏ = λy.

A origem é um ponto de equilíbrio hiperbólico do campo de vetores adjunto, cujos
autovalores são −1 e λ e seus respectivos autovetores são v−1 = (1, 0) and vλ = (1, 1 +λ).
Se λ > 1, então a origem é um ponto de sela. Se λ < −1, a origem é um nó atrator. Em
ambos os casos, a origem é uma R-singularidade do tipo II do sistema forçado. Veja a
Figura 5.4.
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Figura 5.4: Retrato de fase do Exemplo 5.13 para λ > 1 (esquerda) e para λ < 1 (centro).
O conjunto de impasse está destacado em vermelho.

Exemplo 5.14. Seja λ ∈ R um parâmetro satisfazendo λ > 0. O polinômio H(x, y, z) =
(y − x)z − 1 é polinômio de Darboux do campo de vetores X(x, y, z) =

(
1+λ2

λ
,−(λx +
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y)z, (λx+ y)z3
)
, cujo cofator é µ(x, y, z) = (λx+ y)z2. O fluxo de X em M = H−1(0) é

descrito pelo sistema forçado {
ẋ = 1+λ2

λ
;

yẏ = −(λx+ y).

A origem é uma R-singularidade do tipo II. Além disso, tal singularidade é um foco
hiperbólico do campo de vetores adjunto cujos autovalores são −1±

√
−3−4λ2

2 . Veja a Figura
5.5.
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Figura 5.5: Retrato de fase do Exemplo 5.14. O conjunto de impasse está destacado em
vermelho.

Exemplo 5.15. O polinômio H(x, y, z) = y2z − (x+ y) é integral primeira do campo de
vetores X(x, y, z) = (1

4 ,−
1
2(yz + 1

2), z2). O fluxo de X em M = H−1(0) é descrito pelo
sistema forçado {

ẋ = ẋ = 1
4 ;

yẏ = −1
2(3y

2 + x).
A origem é uma R-singularidade do tipo I. Além disso, tal singularidade é um nó

hiperbólico do campo de vetores adjunto cujos autovalores são −1
2 e −1

4 . Veja a Figura
5.6.

5.3 Caso particular: β(x, y, z) é um polinômio de grau
1 com respeito a variável z

Considere o campo de vetores adjunto (5.6) do sistema forçado (5.5) e denote sua
linearização por JX̃(x, y). Se n ≥ 2 (em que n é a maior potência de z do polinômio
β(x, y, z) em (5.5)), então JX̃(x, y) é da forma(

fn−1(nfxα + fαx) fn−1(nfyα + fαy)
gn−1(ngxβn + gβnx) +∑n−1

i=0 Six gn−1(ngyβn + gβny) +∑n−1
i=0 Siy

)
, (5.7)
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Figura 5.6: Retrato de fase do Exemplo 5.15. O conjunto de impasse está destacado em
vermelho e o conjunto de pseudo impasse está destacado em azul.

em que
Six = fn−i−1gi−1

(
fgβix +

(
(n− i)fxg + ifgx

)
βi

)
,

e
Siy = fn−i−1gi−1

(
fgβiy +

(
(n− i)fyg + ifgy

)
βi

)
.

Se p ∈ R2 é uma R-singularidade (do tipo I ou II), então JX̃(p) será identicamente
nula e p será sempre um ponto de equilíbrio degenerado do campo de vetores adjunto. No
que segue, consideraremos casos menos degenerados. Vamos supor que n = 1, isto é, o
campo de vetores polinomial tridimensional X é dado por

ẋ = α(x, y);
ẏ = β1(x, y)z + β0(x, y);
ż = γ(x, y, z);

(5.8)

cujo fluxo em M é descrito pelo sistema forçado{
ẋ = α(x, y);

f(x, y)ẏ = g(x, y)β1(x, y) + f(x, y)β0(x, y); (5.9)

e seu campo de vetores adjunto é dado por{
ẋ = f(x, y)α(x, y);
ẏ = g(x, y)β1(x, y) + f(x, y)β0(x, y); (5.10)

A linearização JX̃(x, y) do campo de vetores adjunto (5.10) é da forma(
fxα + fαx fyα + fαy

(fβ0x + gβ1x) + (fxβ0 + gxβ1) (fβ0y + gβ1y) + (fyβ0 + gyβ1)

)
. (5.11)

Todos os exemplos apresentados na próxima seção (Equação de Falkner–Skan, Sistema
de Interação de Três Ondas, Sistema de Lorenz e Sistema de Chen) estão na forma (5.8).
Além disso, em [18] os autores estudaram métodos para simplificar o cofator do polinômio
de Darboux de sistemas da forma (5.8). Outra justificativa para analisarmos este caso é
que muitos campos de vetores lineares são escritos da forma (5.8).
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É importante observar que pode existir um polinômio f̃ : R2 → R tal que f(x, y) =
f̃(x, y)β1(x, y), isto é, o polinômio β1 é um fator de f . De fato, isto acontece nos Sistemas
de Lorenz e de Chen. Isto implica que do Sistema (5.8) obtém-se o sistema forçado{

ẋ = α(x, y);
f̃(x, y)ẏ = g(x, y) + f̃(x, y)β0(x, y); (5.12)

cujo campo de vetores adjunto é{
ẋ = f̃(x, y)α(x, y);
ẏ = g(x, y) + f̃(x, y)β0(x, y); (5.13)

Neste caso, o Sistema (5.12) não possui R-singularidades do tipo II. Além disso, o
conjunto de pseudo impasse IM é a união de dois conjuntos: o conjunto das linhas que
intersectam o plano xy nos pontos de {f̃(x, y) = 0 = g(x, y)} e o conjunto das linhas que
intersectam o plano xy nos pontos de {β1(x, y) = 0 = g(x, y)}. O Sistema (5.12) descreve
o fluxo apenas no primeiro conjunto. Por outro lado, tanto no Sistema de Lorenz quanto
no Sistema de Chen vale f̃ ≡ β1 e portanto focaremos neste caso.

Até aqui, foram provados resultados que relacionam o tipo da singularidade do sistema
forçado com a geometria da superfícieM . As próximas proposições, teoremas e corolários
relacionam a singularidade do sistema forçado com o fluxo do campo tridimensional X
no conjunto de pseudo impasse IM ⊂M .

Proposição 5.16. Considere o sistema forçado polinomial (5.9) e a reta r = {(x0, y0, z); z ∈
R} ⊂ IM . Então valem as seguintes afirmações:

1. O ponto q = (x0, y0) é uma singularidade de (5.9). Além disso, ou q é uma RK-
singularidade do tipo I ou q é uma R-singularidade dos tipos I e II simultaneamente;

2. Se q é uma RK-singularidade do primeiro tipo I, então q é um ponto de equilíbrio
hiperbólico do campo de vetores adjunto (5.10) se, e somente se, q é um nó com
apenas um autovalor;

3. Se q é uma R-singularidade dos tipos I e II, então q é não hiperbólico.

Demonstração. Como H(x, y, z) = f(x, y)z − g(x, y) é polinômio de Darboux do campo
de vetores (5.8), então a equação

z2fyβ1 + z
(
αfx + β0fy − β1gy

)
−
(
αgx + b0gy

)
+ γf = µH

é válida para todo (x, y, z) ∈ R3. Em particular, a equação acima é válida para pontos do
conjunto de pseudo impasse IM , isto é a equação acima continua válida para para pontos
que satisfazem f(x, y) = g(x, y) = 0, e assim obtém-se a equação

z2fyβ1 + z
(
αfx + β0fy − β1gy

)
−
(
αgx + β0gy

)
= 0.

Obtemos assim um polinômio na variável z que é identicamente nulo. Isso implica
que seus coeficientes são identicamente nulos para todo (x, y) ∈ R2, e assim valem as
igualdades

fyβ1 = 0; αfx + β0fy − β1gy = 0; αgx + β0gy = 0. (5.14)
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A primeira equação em (5.14) garante que todo ponto q = (x0, y0) que é uma R-
singularidade do tipo I satisfaz ou fy(q) = 0 ou β1(q) = 0. Em outras palavras, todo
ponto q = (x0, y0) que é uma R-singularidade do tipo I ou é uma RK-singularidade do
tipo I ou é uma R-singularidade do tipo I e II.

No que diz respeito à segunda afirmação, se q é uma RK-singularidade do tipo I, então
a linearização do campo de vetores adjunto (5.10) é dada por

JX̃(x, y) =
(

fxα 0
(fxβ0 + gxβ1) gyβ1

)
,

o que implica que q é um ponto de equilíbrio hiperbólico se, e somente se, fxα e gyβ1
são ambos não nulos. Além disso, a segunda equação (5.14) garante que fxα = gyβ1 e
portanto q é um nó hiperbólico de (5.10).

Finalmente, com relação à terceira afirmação, se q é uma R-singularidade dos tipos I
e II simultaneamente, então a linearização do campo de vetores adjunto (5.10) é da forma

JX̃(x, y) =
(
fxα fyα
fxβ0 fyβ0

)
,

e seus autovalores são 0 e fxα + fyβ0, e portanto q é não hiperbólico.

O próximo resultado trata do fluxo em uma reta r ⊂ IM que se projeta em um ponto
de equilíbrio não hiperbólico do campo de vetores adjunto (5.10).

Proposição 5.17. Seja q = (x0, y0) ∈ ∆ uma singularidade isolada de (5.9) e r uma reta
passando por q tal que r ⊂ IM . Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Se ∇f(q) e ∇g(q) são linearmente independentes e q é R-singularidade dos tipos
I e II simultaneamente, então r é invariante pelo fluxo do campo de vetores tridi-
mensional (5.8). Além disso, a linearização (5.10) computada em q é identicamente
nula;

2. Se ∇f(q) e ∇g(q) são linearmente independentes e q é RK-singularidade do tipo
I, então r é invariante pelo fluxo do campo de vetores tridimensional (5.8) se, e
somente se, α(q) = 0;

3. Se ∇f(q) e ∇g(q) são linearmente dependentes, então existe um ponto singular de
M em r.

Demonstração. A Proposição 5.16 garante que q é um ponto de equilíbrio não hiperbólico
do campo de vetores adjunto (5.10). Como q é uma R-singularidade dos tipos I e II
simultaneamente, então a equação (5.14) toma a forma

αfx + β0fy = 0, αgx + β0gy = 0.

Pode-se reescrever as equações anteriores da forma

〈
(
α(q), β0(q)

)
,∇f(q)〉 = 0, 〈

(
α(q), β0(q)

)
,∇g(q)〉 = 0.

Como ∇f(q) e ∇g(q) são linearmente independentes, segue que

(α(q), β0(q)) = (0, 0);
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e portanto α(q) = β0(q) = β1(q) = 0. Dessa forma, r é um conjunto invariante de
(5.8). Além disso, a linearização do campo de vetores adjunto (5.10) calculada em q é
identicamente nula.

Com relação a segunda afirmação, como q é uma RK-singularidade então gy(q) 6= 0 e
a equação (5.14) toma a forma

β0 = −αgx
gy

, β1 = αfx
gy

;

e portanto α(q) = 0 é uma condição necessária e suficiente para garantir que o conjunto
de pseudo impasse IM seja invariante.

Finalmente, no que diz respeito à terceira afirmação, se ∇f(q) e ∇g(q) são linearmente
dependentes, então existe c 6= 0 tal que ∇g = c∇f . Portanto

∇H(q, z) =
(

(z − c)fx, (z − c)fy, 0
)

;

e tem-se que (x0, y0, c) é ponto singular de M .

Observação 5.18. Em geral, as afirmações 2 e 3 da Proposição 5.16 e a Proposição 5.17
não valem para sistemas da forma (5.12). Por exemplo, no Exemplo 5.15 a R-singularidade
do campo de vetores adjunto possui dois autovalores distintos. Por outro lado, os seguintes
resultados também são válidos para sistemas da forma (5.12).

Lema 5.19. Suponha que Zf e Zg se intersectam em pontos isolados, isto é, f e g não
possuem fator comum. Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Seja p = (x0, y0, z0) ∈ IM um ponto do conjunto de pseudo impasse e r ⊂ IM uma
reta contendo p. Se If X(p) ∈ r, então q = (x0, y0) é um ponto de equilíbrio não
hiperbólico do campo de vetores adunto (5.10);

2. Se p = (x0, y0, z0) ∈ IM é um ponto singular de M , então q = (x0, y0) é um ponto
de equilíbrio não hiperbólico do campo de vetores adjunto (5.10);

3. Se q = (x0, y0) é uma RK-singularidade do tipo I hiperbólica, então r = {(q, z), z ∈
R} ⊂ IM não contém pontos de equilíbrio do campo de vetores tridimensional (5.8).

Demonstração. Supondo que X(p) ∈ r, então X(p) =
(
0, 0, γ(p)

)
. Em particular, segue

que α(x0, y0) = 0 e portanto a linearização JX̃(x0, y0) do campo de vetores adjunto (5.10)
em (x0, y0) é (

0 0
(fxβ0 + gxβ1) (fyβ0 + gyβ1)

)
.

Como os autovalores da matriz acima são 0 e fyβ0 + gyβ1, o ponto q é não hiperbólico.
Para a segunda afirmação, o Corolário 5.9 garante que q é uma R-singularidade do

tipo I e portanto q é um ponto de equilíbrio do campo de vetores adjunto (5.10). Como
p é um ponto singular da superfície, obtemos as equações

fx(x0, y0)z0 = gx(x0, y0), fy(x0, y0)z0 = gy(x0, y0), f(x0, y0) = 0,

e portanto a linearização JX̃(q) de (5.10) calculada em q é dada por(
fxα fyα

fx(β0 + z0β1) fy(β0 + z0β1)

)
.



Caso particular: β(x, y, z) é um polinômio de grau 1 com respeito a variável z 93

Os autovalores da matriz acima são 0 e fxα + fy(β0 + β1z0), donde segue que q é um
ponto de equilíbrio não hiperbólico.

Finalmente, considere a terceira afirmação. Como q = (x0, y0) é uma R-singularidade
hiperbólica do tipo I, tem-se f(q) = g(q) = fy(q) = 0. Note também que a linearização
JX̃(x, y) de (5.10) calculada em q é da forma(

fxα 0
(fxβ0 + gxβ1) gyβ1

)
.

Em particular, α(q) 6= 0 e portanto a reta r = {(x0, y0, z), z ∈ R} ⊂ IM não contém
pontos de equilíbrio do sistema tridimensional (5.8).

Lema 5.20. Seja r ⊂ IM uma reta invariante pelo fluxo do sistema tridimensional (5.8).
Então a projeção de r no plano xy é um ponto de equilíbrio não hiperbólico do campo de
vetores adjunto (5.10).

Demonstração. Note que para todo p ∈ r vale que X(p) ∈ r. O resultado segue do
primeiro item do Lema 5.19.

Os resultados provados acima implicam no seguinte Teorema.

Teorema 5.21. Se q = (x0, y0) é uma RK-singularidade hiperbólica do tipo I, então a
reta r = {(x0, y0, z)|z ∈ R} ⊂ IM satisfaz:

1. O fluxo do campo de vetores tridimensional (5.8) é transversal à r;

2. Não há pontos singulares de M em r;

3. A linha r não contém pontos de equilíbrio do sistema (5.8).

Teorema 5.22. Seja p = (x0, y0, z0) ∈ IM um ponto singular de M e seja r uma reta
contendo p tal que r ⊂ IM . Então X(p) ∈ r se, e somente se, a linearização do campo de
vetores adjunto (5.10) em q = (x0, y0) é identicamente nula.

Demonstração. Como p é um ponto singular, obtemos as equações

fx(x0, y0)z0 = gx(x0, y0); fy(x0, y0)z0 = gy(x0, y0); f(x0, y0) = 0;

e portanto a linearização do campo de vetores adjunto (5.10) em q é

JX̃(q) =
(

fxα fyα
fx(β0 + z0β1) fy(β0 + z0β1)

)
.

Lembre que estamos supondo que a curva de impasse ∆ é regular. Sendo assim,
fx(q) 6= 0 ou fy(q) 6= 0. Conclui-se que JX̃(q) é identicamente nula se, e somente se,
α(q) = 0 e β0(q) + z0β1(q) = 0.

Corolário 5.23. Seja r = {(x0, y0, z)|z ∈ R} ⊂ IM uma reta. Se r é um conjunto
singular de M , então r é invariante por (5.8) se, e somente se, a linearização de (5.10)
em q = (x0, y0) é identicamente nula.

Demonstração. Basta observar que para todo p ∈ r vale X(p) ∈ r.
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5.4 Exemplos
Nesta seção aplicaremos os resultados obtidos até aqui no estudo de fluxos em superfí-

cies invariantes a partir de sistemas forçados. Para isso, vamos considerar alguns sistemas
famosos da literatura: Equação de Falkner–Skan (relacionado a dinâmica dos fluidos),
Sistema de Interação de Três Ondas, Sistema de Lorenz (relacionado a meteorologia) e
Sistema de Chen (que apresenta um comportamente caótico). Na seção seguinte, usando
a Equação de Fisher–Kolmogorov (relacionado a dinâmica populacional) faremos algumas
breves considerações a respeito de como nossos resultados se comportariam em dimensões
mais altas.

5.4.1 Equação de Falkner–Skan
Em dinâmica dos fluídos, A Equação de Falkner–Skan foi estudada em [17] e é uma

equação diferencial da forma

f ′′′ + ff ′ + λ(1− (f ′)2) = 0;

em que λ é um parâmetro. Esta equação descreve um modelo do fluxo bi-dimensional de
um fluido ligeiramente viscoso incompressível quando se passa uma cunha. Esta equação
pode ser representada pelo sistema de equações diferenciais ordinárias

ẋ = y;
ẏ = z;
ż = −xz − λ(1− y2).

(5.15)

No artigo [26] os autores provaram que o polinômio H(x, y, z) = 2xz + (1 − y2) é o
único polinômio de Darboux de (5.15) quando λ = 1

2 , cujo cofator é µ(x, y, z) = −x.
A superfície M = {H(x, y, z) = 0} é suave e o conjunto de pseudo impasse IM ⊂ M

é formado por duas retas: r1,2 = {(0,±1, z), z ∈ R}.
Escreva f(x, y) = 2x e g(x, y) = y2 − 1. O fluxo do Sistema (5.15) em M é descrito

pelo sistema forçado {
ẋ = y;

2xẏ = y2 − 1; (5.16)

cujo conjunto de impasse é ∆ = {x = 0}. O campo de vetores adjunto é da forma{
ẋ = 2xy;
ẏ = y2 − 1; (5.17)

e seus pontos de equilíbrio p1,2 = (0,±1) ∈ ∆ são RK-singularidades do tipo I. Note que
os pontos p1,2 são as intersecções das retas r1,2 no plano xy. Além disso, como o campo de
vetores adjunto não possui pontos de equilíbrio fora do conjunto de impasse ∆, conclui-se
que não há pontos de equilíbrio de (5.15) em GM quando λ = 1

2 .
A linearização do campo de vetores adjunto (5.17) é dada por

JX̃(x, y) =
(

2y 2x
0 2y

)
,

e portanto p1 é um nó hiperbólico repulsor e p2 é um nó hiperbólico atrator. Pelo Teorema
5.21 tem-se que o fluxo do sistema (5.15) quando λ = 1

2 é transversal ao conjunto de pseudo
impasse IM , e IM não contém pontos de equilíbrio de (5.15). Veja a Figura 5.7.
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É importante observar que em pontos de M o Sistema (5.15) toma a forma
ẋ = y;
ẏ = z;
ż = 0;

e isso implica que em pontos de M as trajetórias estão contidas e planos paralelos ao
plano xy. Outra forma de verificar tal fato é prejetando no plano xz o fluxo de (5.15)
quando λ = 1

2 , obtendo assim o sistema{
ẋ = ±

√
xz + 1;

ż = 0.
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Figura 5.7: Retrato de fase do campo de vetores adjunto (5.16) (esquerda) e superfície M
(direita). O conjunto de impasse ∆ está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo
impasse IM está destacado em azul.

5.4.2 O Sistema da Interação de Três Ondas
O Sistema Reduzido de Interação de Três Ondas é o sistema

ẋ = γx− δy + 2xy;
ẏ = δx+ γy − 2x2 + z;
ẏ = −2z(1 + y);

(5.18)

em que as variáveis (x, y, z) ∈ R3 são proporcionais à magnitude da amplitude das três
ondas e (γ, δ) ∈ R2 são parâmetros (veja [36]).

Em [30] os autores caracterizaram todos os polinômios de Darboux e integrais primeiras
do Sistema (5.18). Duas das superfícies algébricas invariantes podem ser escritas da forma

Mi = {H−1
i (0)}; Hi(x, y, z) = fi(x, y)z − gi(x, y);

i = 1, 2. No que segue, analisaremos o fluxo de (5.18) nessas superfícies a partir de
sistemas forçados. Veja a Tabela 5.1.
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Caso (γ, δ) fi(x, y) gi(x, y)
(a) (−2, δ), δ 6= 0 2

δ
x −(x2 + y2)

(b) (2, 0) x k, k ∈ R

Tabela 5.1: Superfícies algébricas invariantes do Sistema de Interação de Três Ondas
(5.18) catalogadas em [30].

Caso (a): γ = −2, δ 6= 0

Neste caso, o Sistema (5.18) toma a forma
ẋ = −2x− δy + 2xy;
ẏ = δx− 2y − 2x2 + z;
ẏ = −2z(1 + y);

(5.19)

cujo fluxo em M1 = {2
δ
xz + (x2 + y2) = 0} é descrito pelo sistema forçado
 ẋ = −2x− δy + 2xy;

2
δ
xẏ = 2

δ
x
(
δx− 2y − 2x2

)
− (x2 + y2); (5.20)

e seu sistema adjunto é
ẋ = 2

δ
x
(
− 2x− δy + 2xy

)
;

ẏ = 2
δ
x
(
δx− 2y − 2x2

)
− (x2 + y2).

(5.21)

A curva de impasse do sistema forçado (5.20) é ∆1 = {x = 0} e seu sistema adjunto
(5.21) possui dois pontos de equilíbrio: (0, 0) ∈ ∆1 e (d4 ,−1) 6∈ ∆1. A origem é uma
RK-singularidade do tipo I e a linearização de (5.21) em (0, 0) é identicamente nula.
Como ∇f1(0, 0) e ∇g1(0, 0) são linearmente dependentes, segue da Proposição 5.17 que o
conjunto de pseudo impasse IM1 = {(0, 0, z)} contém um ponto singular de M1. Por fim,
a ponto de equilíbrio (d4 ,−1) 6∈ ∆1 sempre será uma sela. Veja a Figura 5.8.

Caso (b): (γ, δ) = (2, 0)

Neste caso, o Sistema (5.18) toma a forma
ẋ = 2x(1 + y);
ẏ = 2y − 2x2 + z;
ẏ = −2z(1 + y);

(5.22)

Observe que H2(x, y, z) = xz é integral primeira de (5.22). Dessa forma, toda super-
fície da forma Mk

2 = {xz = k} é invariante pelo fluxo de (5.22). O fluxo é descrito pelo
sistema forçado {

ẋ = 2x(1 + y);
xẏ = x(2y − 2x2) + k; (5.23)

e seu sistema adjunto é {
ẋ = 2x2(1 + y);
ẏ = x(2y − 2x2) + k; (5.24)
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Figura 5.8: Retrato de fase de (5.20) (esquerda) e superfície M1 (direita). O conjunto
de impasse ∆1 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse IM1 está
destacado em azul.

A curva de impasse do sistema forçado (5.23) é ∆2 = {x = 0}. Devemos agora dividir
nossa análise em dois casos.

Se k 6= 0, o sistema adjunto (5.24) possui um único ponto de equilíbrio dado por
2 3
√

36− 3
√

6
(

3
√
−9k +

√
81k2 + 48

)2

6
(

3
√
−9k +

√
81k2 + 48

) ,−1
 6∈ ∆2.

Observe que todos os pontos em ∆2 são não singulares do sistema forçado (5.23), e
portanto pelo Corolário 5.9 a superfície Mk

2 é desconexa e IMk
2

= ∅. Veja a Figura 5.9.
Quando k = 0, o conjunto de pseudo impasse IM0

2
é o plano xz e portanto o conjunto

de impasse ∆2 é uma curva de pontos de equilíbrio do sistema adjunto (5.24). Veja a
Figura 5.10.

5.4.3 O Sistema de Lorenz
O Sistema de Lorenz é dado por

ẋ = s(−x+ y);
ẏ = rx− y − xz;
ż = xy − bz;

(5.25)

em que (x, y, z) ∈ R3 são variáveis e (s, r, b) ∈ R3 são parâmetros. Este modelo diz respeito
ao estudo de fenômenos meteorológicos e foi proposto por Lorenz em 1963 no artigo [28].
É sabido que quando (s, r, b) = (10, 28, 8

3) este sistema apresenta comportamento caótico.
Em [27] os autores mostraram todas as seis superfícies algébricas invariantes do Sistema
de Lorenz (5.25). Em [8] foi estudado o fluxo do sistema em tais superfícies e no artigo
[22] os autores estudaram as dinâmicas globais de (5.25).

Três das seis superfícies algébricas invariantes dadas em [27] podem ser escritas da
forma

Mi = {H−1
i (0)}; Hi(x, y, z) = fi(x, y)z − gi(x, y);
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Figura 5.9: Retrato de fase de (5.23) (esquerda) e superfície Mk
2 (direita) quando k 6= 0.

O conjunto de impasse ∆2 está destacado em vermelho.
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Figura 5.10: Retrato de fase de (5.23) (esquerda) e superfície Mk
2 (direita) quando k = 0.

O conjunto de impasse ∆2 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse
IMk

2
está destacado em azul.

em que i = 1, 2, 3. No que segue, analisaremos o fluxo de (5.25) em tais superfícies. Veja
a Tabela 5.2.

Caso (a): (s, r, b) = (1
3 , r, 0)

Neste caso, o Sistema de Lorenz (5.25) é da forma
ẋ = 1

3(−x+ y);
ẏ = rx− y − xz;
ż = xy;

(5.26)
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Caso (s, r, b) fi(x, y) gi(x, y)
(a) (1

3 , r, 0) −4
3x

2 4
9y

2 + 8
9xy −

4
3rx

2 − x4

(b) (1, r, 4) −4x2 − 16(1− r) 4rx2 − 8xy + 4y2 − x4

(c) (s, 2s− 1, 6s− 2) −4sx2 4s2y2 − 4s(4s− 2)xy + (4s− 2)2x2 − x4

Tabela 5.2: Superfícies algébricas invariantes do Sistema de Lorenz (5.25) catalogadas em
[27].

cujo fluxo em M1 = {H1(x, y, z) = 0} é descrito pelo sistema forçado
ẋ = 1

3(−x+ y);
4
3xẏ = 4

3x(rx− y) + 4
9y

2 + 8
9xy −

4
3rx

2 − x4;
(5.27)

e o sistema adjunto é dado por
ẋ = 4

9x(−x+ y);

ẏ = 4
3x(rx− y) + 4

9y
2 + 8

9xy −
4
3rx

2 − x4.
(5.28)

A origem (0, 0) ∈ ∆1 = {x = 0} é o único ponto de equilíbrio de (5.28). Como o
conjunto de pseudo impasse IM1 = {(0, 0, z)|z ∈ R} é um conjunto singular de M1 e a
linearização do sistema adjunto (5.28) calculada em (0, 0) é identicamente nula, segue do
Teorema 5.22 que o conjunto de pseudo impasse IM1 é invariante pelo fluxo de (5.26).
Este fato também pode ser checado observando que todos os pontos de IM1 são pontos
de equilíbrio. Observe que fora do conjunto de impasse ∆1 não há ponto de equilíbrio do
sistema adjunto (5.28), e portanto não há pontos de equilíbrio de (5.26) em GM1 . Veja a
Figura 5.11.
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Figura 5.11: Retrato de fase de (5.27) (esquerda) e superfície M1 (direita). O conjunto
de impasse ∆1 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse IM1 está
destacado em azul.

Caso (b): (s, r, b) = (1, r, 4)

Primeiramente, observe que para r < 1 a função f2 é sempre não nula. Já para r = 1 a
função tem apenas uma raíz e para r > 1 ela tem duas raízes. Como estamos interessados
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no caso em que f2 possui raízes reais (já que é o caso onde surgem sistemas forçados),
vamos estudar apenas os casos r = 1 e r > 1.

Para r = 1, o Sistema (5.25) toma a forma
ẋ = −x+ y;
ẏ = x− y − xz;
ż = −4z + xy;

(5.29)

cujo fluxo em M2 = {−4x2z− (4x2− 8xy+ 4y2−x4) = 0} é descrito pelo sistema forçado{
ẋ = −x+ y;

4xẏ = 4x(x− y) + (4x2 − 8xy + 4y2 − x4); (5.30)

e seu sistema adjunto é{
ẋ = 4x(−x+ y);
ẏ = 4x(x− y) + (4x2 − 8xy + 4y2 − x4). (5.31)

A origem (0, 0) ∈ ∆2 = {x = 0} é o único ponto de equilíbrio de (5.31). Como o
conjunto de pseudo impasse IM2 = {(0, 0, z)|z ∈ R} é um conjunto singular de M2 e a
linearização de (5.31) computada em (0, 0) é identicamente nula, segue do Teorema 5.22
que o conjunto de pseudo impasse IM2 é invariante pelo fluxo de (5.29). Este fato também
pode ser verificado observando que nos pontos de IM2 o campo de vetores definido pelo
Sistema (5.29) é dado por

(
0, 0,−4z

)
. Veja a Figura 5.12.

Supondo agora r > 1 o Sistema (5.25) toma a forma
ẋ = −x+ y;
ẏ = rx− y − xz;
ż = −4z + xy;

(5.32)

e a superfície algébrica invariante é

M2 =
{(
− 4x2 − 16(1− r)

)
z − (4rx2 − 8xy + 4y2 − x4) = 0

}
.

O fluxo de (5.32) em M2 é dado pelo sistema forçado ẋ = −x+ y;(
− 4x2 − 16(1− r)

)
ẏ =

(
− 4x2 − 16(1− r)

)
(rx− y)− x(4rx2 − 8xy + 4y2 − x4);

(5.33)
cujo campo de vetores adjunto é

ẋ =
(
− 4x2 − 16(1− r)

)
(−x+ y);

ẏ =
(
− 4x2 − 16(1− r)

)
(rx− y)− x(4rx2 − 8xy + 4y2 − x4).

(5.34)

Neste caso, o conjunto de impasse ∆±2 = {(±2
√
r − 1, y), y ∈ R} do sistema forçado

(5.33) é formado por duas retas paralelas. Já o conjunto de pseudo impasse emM2 é dado
pelas retas

I±M2 = {(±2
√
r − 1,±2

√
r − 1, z), z ∈ R}.
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Observe que

∇f2(x, y, r) = (−8x, 0), ∇g2(x, y, r) = (−4x3 + 8rx− 8y,−8x+ 8y),

e portanto nos pontos (±2
√
r − 1,±2

√
r − 1) os vetores∇f2 e∇g2 são linearmente depen-

dentes. Segue da Proposição 5.17 que cada reta do conjunto de pseudo impasse contém um
ponto singular da superfícieM2. A saber, tais pontos são dados por (±2

√
r − 1,±2

√
r − 1, r−

1) ∈ I±M2 , e eles também são pontos de equilíbrio de (5.32). Todos os outros pontos do
conjunto de pseudo impasse são regulares.

O Sistema (5.34) possui três pontos de equilíbrio, e dois deles estão no conjunto de
impasse. Mais precisamente (±2

√
r − 1,±2

√
r − 1) ∈ ∆±2 . A linearização do campo de

vetores adjunto (5.34) computado em tais pontos é identicamente nula. Já o terceiro
ponto de equilíbrio de (5.34) está na origem é é uma sela hiperbólica. Portanto, há um
ponto de sela em GM2 . Veja a Figura 5.13.
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Figura 5.12: Retrato de fase de (5.30) (esquerda) e superfície M2 quando r = 1 (direita).
O conjunto de impasse ∆2 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse
IM2 está destacado em azul.

Caso (c): (s, r, b) = (s, 2s− 1, 6s− 2)

Neste caso, o Sistema de Lorenz (5.25) toma a forma
ẋ = s(−x+ y);
ẏ = (2s− 1)x− y − xz;
ż = −(6s− 2)z + xy;

(5.35)

O fluxo de (5.35) em M3 = {H3(x, y, z) = 0} é definido pelo sistema forçado ẋ = s(−x+ y);
4sxẏ = 4sx

(
(2s− 1)x− y

)
+
(

4s2y2 + (4s− 2)2x2 − 4s(4s− 2)xy − x4
)

; (5.36)

cujo campo de vetores adjunto é ẋ = 4s2x(−x+ y);
ẏ = 4sx

(
(2s− 1)x− y

)
+
(

4s2y2 + (4s− 2)2x2 − 4s(4s− 2)xy − x4
)
.

(5.37)
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Figura 5.13: Retrato de fase de (5.33) (left) (esquerda) e superfície M2 quando r > 1
(direita). O conjunto de impasse ∆2 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo
impasse IM2 está destacado em azul.

A curva de impasse de (5.36) é dada por ∆3 = {x = 0} e a origem é o único ponto de
equilíbrio de (5.37). Como o conjunto de pseudo impasse IM3 = {(0, 0, z)|z ∈ R} é um
conjunto singular de M3 e a linearização do campo de vetores adjunto (5.37) computada
em (0, 0) é identicamente nula, segue do Teorema 5.22 que IM3 é invariante pelo fluxo de
(5.35). Este fato também pode ser checado observando que em IM3 o campo de vetores
definido pelo Sistema (5.35) é dado por X =

(
0, 0,−(6s− 2)z

)
.

Observe que fora do conjunto de impasse ∆3 o sistema adjunto possui dois pontos
de equilíbrio dados por (±2

√
1 + 3s2 − 4s,±2

√
1 + 3s2 − 4s). Tais pontos são distintos

quando s > 1 ou s < 1
3 e eles colidem quando s = 1 ou s = 1

3 . Conclui-se que existem
dois pontos de equilíbrio de (5.35) em GM3 quando s > 1 ou s < 1

3 . Veja a Figura 5.14.
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Figura 5.14: Retrato de fase do Sistema (5.36) (esquerda) e superfície M3 quando s = 1
(direita). O conjunto de impasse ∆3 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo
impasse IM3 está destacado em azul.
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5.4.4 O Sistema de Chen
O Sistema de Chen é dado por

ẋ = a(−x+ y);
ẏ = (c− a)x+ cy − xz;
ż = xy − bz;

(5.38)

em que (x, y, z) ∈ R3 são as variáveis e (a, b, c) ∈ R3 são parâmetros. Este modelo foi
proposto pela primeira vez em [10] e ele apresenta comportamento caótico para uma
escolha conveniente de parâmetros. No artigo [29] foram dadas seis superfícies algébricas
invariantes para o Sistema de Chen (5.38). Já em [7] os autores estudaram as dinâmicas
de (5.38) em tais superfícies. Finalmente, em [24] foram estudas a dinâmica global deste
sistema.

Duas das seis superfícies algébricas invariantes classificadas em [29] estão escritas na
forma

Mi = {H−1
i (0)}; Hi(x, y, z) = fi(x, y)z − gi(x, y);

em que i = 4, 5. Veja a Tabela 5.3.

Caso (a, b, c) fi(x, y) gi(x, y)
(d) (− c

3 , 0, c)
4
3cx

2 16
9 c

2x2 + 8
9c

2xy + 4
9c

2y2 − x4

(e) (−c,−4c, c) 4cx2 + 48c3 4c2y2 − 8c2xy − 8c2x2 − x4

Tabela 5.3: Superfícies algébricas invariantes do Sistema de Chen (5.38) catalogadas em
[29].

Observe que para todo c ∈ R a função f5(x, y) = 4cx2 + 48c3 é sempre não nula. Isto
implica que o conjunto de pseudo impasse IM5 é vazio e portanto o fluxo de (5.38) em M5
é descrito por um sistema de equações diferenciais ordinárias clássico. Assim sendo, não
estudaremos este caso.

Considere então o caso em que (a, b, c) = (− c
3 , 0, c). O Sistema de Chen é da forma

ẋ = − c3(−x+ y);

ẏ = c(4
3x+ y)− xz;

ż = xy;

(5.39)

e o seu fluxo na superfície M4 = {H4(x, y, z) = 0} é descrito pelo sistema forçado
ẋ = − c3(−x+ y);

4
3cxẏ = 4

3c
2x
(4

3x+ y
)
−
(16

9 c
2x2 + 8

9c
2xy + 4

9c
2y2 − x4

)
;

(5.40)

cujo campo de vetores adjunto é
ẋ = 4

9c
2x(x− y);

ẏ = 4
3c

2x
(4

3x+ y
)
−
(16

9 c
2x2 + 8

9c
2xy + 4

9c
2y2 − x4

)
;

(5.41)

A curva de impasse do Sistema (5.40) é dada por ∆4 = {x = 0} e a origem é o
único ponto de equilíbrio do sistema adjunto (5.41). Como o conjunto de pseudo impasse
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IM4 = {(0, 0, z)|z ∈ R} é um conjunto singular de M4 e a linearização do sistema adjunto
(5.41) calculada em (0, 0) é identicamente nula, segue do Teorema 5.22 que IM4 é um
conjunto invariante de (5.39). Observe que fora do conjunto de impasse ∆4 não há pontos
de equilíbrio de (5.41) e por conseguinte não há pontos de equilíbrio de (5.39) em GM4 .
Veja a Figura 5.15.

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

Figura 5.15: Retrato de Fase do Sistema (5.40) (esquerda) e superfície M4 (direita). O
conjunto de impasse ∆4 está destacado em vermelho e o conjunto de pseudo impasse IM4

está destacado em azul.

5.5 Fluxos em hiperfícies e sistemas forçados em di-
mensões maiores

Nesta seção discutiremos como o problema de descrever fluxos em hiperfícies a partir
de sistemas forçados pode ser estendido para dimensões maiores. Em outras palavras,
discutiremos brevemente algumas questões a respeito do problema abordado neste capítulo
em dimensões maiores que 3. Para isso, vamos analisar um exemplo.

A Equação de Fisher–Kolmogorov foi introduzida em [19] e ela se trata de um modelo
de dinâmica populacional. Tal equação é dada por

ut = uxx + u− u3.

Em [14] os autores propuseram a Equação de Fisher-Kolmogorov Estendida (a qual
abreviaremos por EFK), que é da forma

ut = −γuxxxx + uxx + u− u3;

em que γ é um parâmetro satisfazendo γ > 0. Observe que para γ = 0 a equação EFK se
reduz a Equação de Fisher–Kolmogorov clássica.

Considerando soluções estacionárias (isto é, soluções que não dependem do tempo t),
a equação EFK toma a forma

−γuxxxx + uxx + u− u3 = 0, γ > 0.
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Aplicando algumas transformações e mudanças de coordenadas, pode-se expressar as
soluções estacionárias da equação EFK por meio do sistema de equações diferenciais

ẋ = y;
ẏ = z;
ż = w;
ẇ = x− qz − x3;

(5.42)

em que (x, y, z, w) ∈ R4 e q ∈ R é um parâmetro negativo.
No artigo [23] os autores provaram que

H(x, y, z, w) = qy2 − x2 − z2

2 + x4

4 + wy

é uma integral primeira do Sistema (5.42) e portanto H−1(k) é uma hiperfície algébrica
invariante, para todo k ∈ R. Para os valores k 6= 0 e k 6= −1

4 a hiperfície H−1(k) suave
3-dimensional. Observe que H é escrita na forma H(x, y, z, w) = f(x, y, z)w − g(x, y, z),
e portanto pode-se escrever M como a união disjunta dos conjuntos GM e IM , em que

GM =
{
w = g(x, y, z)

f(x, y, z) ; f(x, y, z) 6= 0
}

;

IM =
{
f(x, y, z) = 0 = g(x, y, z)

}
.

Assim, é possível mostrar para M um resultado análogo a Proposição 5.2.
Em [23] os autores também provaram que o fluxo de (5.42) em H−1(k) é descrito pelo

sistema forçado 
ẋ = y;
ẏ = z;

4yż = 4k + 2(x2 + z2 − qy2)− x4;
(5.43)

cujo campo de vetores adjunto
ẋ = 4y2;
ẏ = 4yz;
ż = 4k + 2(x2 + z2 − qy2)− x4.

(5.44)

As ideias usadas para provar tal fato são as mesmas usadas na prova do Teorema 5.5.
Note que o conjunto de impasse ∆ de (5.43) é o plano xz em R3, e quando projetamos o
conjunto de pseudo impasse

IM =
{

(x, y, z, w)|y = 0 = qy2 − x2 − z2

2 + x4

4 + k, w ∈ R
}

em ∆ obtemos uma curva de pontos de equilíbrio do sistema adjunto (5.44).
Embora a Proposição 5.2 e o Teorema 5.5 sejam facilmente generalizados para dimen-

sões maiores, generalizar o Teorema 5.21 e a Proposição 5.16 é uma tarefa mais difícil. No
caso estudado neste capítulo, a projeção do conjunto de pseudo impasse é um conjunto de
pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto. Em dimensões maiores, se M é uma
hiperfície n-dimensional em Rn+1, então IM ⊂M é uma subvariedade (n−1)-dimensional.
Além disso, o conjunto de impasse ∆ é uma subvariedade (n− 1)-dimensional em Rn. A
projeção de IM em ∆ é uma subvariedade (n − 2)-dimensional em Rn que consiste ape-
nas de pontos de equilíbrio do campo de vetores adjunto. Este caso requer análise mais
detalhada.
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