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Resumo

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas elípticos supercríticos não

lineares. Apresentamos ummétodo para determinar solução do problema de Coron no caso

supercrítico para uma sequência de expoentes ressonantes. Tal método é uma adaptação

do método de perturbação no caso onde não se conhece toda a variedade de soluções do

problema não perturbado.

Palavras-chave: Equações elípticas não lineares. Problema de Coron. Expoente super-

crítico. Sequência de expoentes ressonantes.



Abstract

In this work, we consider a class of nonlinear supercritical problems. We present

a method to determine the solution of Coron’s problems in the supercritical case for a

sequence of resonant exponents. Such a method is an adaptation of the perturbation

method in the case where the whole solutions manifold to the non perturbed problem is

not known.

Keywords: Nonlinear elliptical equations. Coron’s problem. Supercritical exponent.

Sequence of resonant exponents.



Lista de Símbolos

RN denota o espaço Euclidiano N -dimensional com pontos x = (x1, · · · , x2).

〈x, y〉 denota o produto escalar de x, y ∈ RN .

Br(y) = {x ∈ RN | |x− y|< r}

SN = {x ∈ RN+1 | |x|= 1} denota a esfera unitária N -dimensional.

∇u denota o gradiente da função de valores reais u.

∇u · ∇v também denotaremos por 〈∇u,∇v〉.

∆ denota o Laplaciano: ∆ =
N∑
1

∂2

∂x2
i

.

Id denota o operador identidade.

Lp(RN), Lploc(RN), Lp(Ω), etc., denotam os usuais espaços de Lebesgue.

Wm,p(RN), Wm,p(Ω), etc., denotam os usuais espaços de Sobolev.

2∗ =
2N

N − 2
se N ≥ 3 e 2∗ = +∞ se N = 1, 2.

Se I ∈ Ck(H,R), H espaço de Hilbert, é um funcional, I ′(u) denota o gradiente de I em

u ∈ H, definido por meio do teorema da representação de Riesz (I ′(u)|v) = dI(u)[v],

∀v ∈ H, similarmente (I ′′(u)v|w) = d2I(u)[v, w], ∀v, w ∈ H.

u = o(εk) significa que uε−k tende a zero quando ε→ 0.

u = O(εk) significa que |uε−k|≤ c quando ε→ 0.

oε(1) denota uma função que depende de ε e tente a zero quando ε→ 0.
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Introdução

Um modelo clássico de equação elíptica não linear é o seguinte problema

 ∆u+ up = 0, u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω
(0.1)

onde Ω é um domínio suave e limitado em RN e p > 1.

O expoente crítico p =
N + 2

N − 2
tem papel determinante na questão da solvabilidade

do problema.

Quando 1 < p <
N + 2

N − 2
a solução pode ser encontrada como um extremo para a

melhor constante na imersão H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω). Quando p ≥ N + 2

N − 2
este minimizante

falha, não existe no geral.

Pohozaev em [25] descobriu que não existe solução se o domínio for estritamente

estrelado. Kazdan e Warner em [19] observaram que se Ω for um anel a compacidade se

verifica para p > 1 dentro da classe das funções radiais e a solução pode ser encontrada

variacionalmente, sem restrições em p. Para o caso crítico p =
N + 2

N − 2
Brezis e Nirenberg

em [10] encontraram uma solução adicionando um termo linear adequado. Coron [12]

solucionou o caso crítico usando uma aproximação variacional, se Ω tiver um pequeno

buraco. Rey [26] estabeleceu a existência de múltiplas soluções para domínios com vários

pequenos buracos. Já em [8], Bahri e Coron, estabeleceram a solvabilidade no caso crítico

para domínios com topologias não triviais.

O questionamento feito por Rabinowitz e estabelecido por Brezis em [9], no caso

supercrítico, se a topologia não trivial é suficiente para determinar solução foi respondida

negativamente por Passaseo [24].

Se p é supercrítico, mas está próximo ao crítico, soluções são encontradas em

domínios com pequenos buracos [13, 14, 20].

Em [15], Del Pino e Wei estudaram o problema com o expoente p acima do crítico
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em um domínio de Coron Ω = D \Bδ(0).

Eles mostraram, em um domínio de Coron Ω = D \Bδ(0), a existência de solução

para δ > 0 suficientemente pequeno com p supercrítico e p diferente de uma sequência

{pj}j∈N de expoentes ressonantes, para todo j, onde

N + 2

N − 2
< p1 < p2 < · · · com lim

k→∞
pk =∞. (0.2)

O principal resultado deles é o seguinte Teorema:

Teorema [15]. Existe uma sequência como em (0.2) tal que se p >
N + 2

N − 2
e p 6= pj,

então existe δ0 > 0 tal que para qualquer δ < δ0 (0.1) possui pelo menos uma solução.

No Capítulo 2 exibimos condições suficientes para obter um resultado similar ao

teorema acima, quando p = pj, como na sequência em (0.2), para todo j ≥ 3 ímpar.

A fim de dar veracidade ao método usado para demonstrar o principal resultado

do Capítulo 2, citado acima, no Capítulo 1 adaptamos uma das técnicas de perturbação

estudadas em [4]. O método que adaptamos foi introduzido pela primeira vez por Am-

brosetti e Badiale em [1, 2]. Utilizamos de modo variacional, em um exemplo simples e

no problema elíptico

 −ε2∆u+ V (x)u = up, em Rn

u > 0, em H1(Rn),
(0.3)

onde 3 < p < 2∗ − 1 e V é um potencial limitado que satisfaz

(V1) V ∈ C4(Rn) e ‖V ‖C4<∞;

(V2) λ2
0 = inf

Rn
V > 0.

Se tivermos que 0 é um ponto crítico não degenerado do potencial V , ou seja, V ′′(0)

não-singular, então sob as condições acima, existe uma solução do problema elíptico que

se concentra em torno de 0, quando ε→ 0.

Este resultado já é conhecido, com hipóteses menos restritivas, ver [3, 5]. Demos

uma nova demonstração para este resultado, porém usando um método modificado. Como

as soluções deste problema já são conhecidas, foi possível testar o método que adaptamos

e assim dar confiabilidade ao aplicá-lo no Capítulo 2.

O método de perturbação adaptado apresentado no Capítulo 1 consiste em encon-

trar pontos críticos para uma classe de funcionais Iε : H → R de classe Ck, k ≥ 2, definidos
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no espaço de Hilbert H, onde não se conhece por completo a variedade de soluções do

problema não perturbado.

Em linguagem de operadores, tal método pode ser descrito como segue:

Queremos resolver uma equação do tipo u = Fδ(u) que é equivalente a resolver

(0.1) em Ωδ = Dδ \ B1(0). Sabemos que o domínio Ωδ se aproxima de RN \ B1(0) em

um certo sentido quando δ → 0 e esse problema limite u = F (u) em RN \ B1(0) possui

uma solução U que já conhecemos. Considerando o problema linearizado associado a U ,

φ = F ′(U)[φ] denotemos por K o núcleo deste operador, isto é K = Ker(Id− F ′(U)) =

span{Yi | i = 1, · · · , d}, que também é conhecido. Vamos procurar soluções uδ próximas

de U no sentido de que

lim
δ→0
‖uδ − PΩδU‖X(Ωδ)= 0,

onde X(Ωδ) é um espaço de funções escolhido adequadamente e PΩδU é uma projeção de

U nesse espaço.

Vamos tomar zδ(ξ) = wδ +
d∑
i=1

ξiY
δ
i , onde wδ = PΩδU e Y δ

i = PΩδYi. E assim,

vamos procurar soluções de u = Fδ(u) em torno de uδ(ξ) = zδ(ξ) + φδ(ξ), onde φδ ∈ Wδ

e Wδ é o complemento ortogonal de Kδ = PΩδK, isto é Wδ = (span{Y δ
i }i)⊥.

Observe que se uδ(ξ) = Fδ(uδ(ξ)) então zδ(ξ) + φδ(ξ) = Fδ(zδ(ξ) + φδ(ξ)) e expan-

dindo temos

zδ(ξ) + φδ(ξ) = Fδ(zδ(ξ)) + F ′(zδ(ξ))[φδ(ξ)] +R(δ, ξ),

ou seja,

φδ(ξ)− F ′(zδ(ξ))[φδ(ξ)] = Fδ(zδ(ξ))− zδ(ξ) +R(δ, ξ). (0.4)

O problema limite, quando δ → 0, pode ser formulado em um espaço X = X(RN \

B1(0)), o qual podemos decompor como X = K ⊕W , sendo P : X → W a projeção,

temos que Id− PF ′(U)|W : W → W é invertível.

Em seguida mostramos que Lδ := Id−PΩδF
′
δ(zδ)|Wδ

: Wδ → Wδ é também invertível

com norma do operador inverso L−1
δ uniformemente limitada para 0 < δ < δ0. E assim,

aplicando L−1
δ em (0.4) obtemos

φδ(ξ) = L−1
δ Pδ (Fδ(zδ(ξ))− zδ(ξ) +R(δ, ξ)) .

Resolvemos este problema de ponto fixo pelo Teorema de Schauder. Assim mos-

tramos que existe φ(δ, ξ) solução do problema de ponto fixo acima. Com isso, voltando
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ao problema original, na verdade resolvemos

Pδ (φ(δ, ξ)− F ′(zδ(ξ))[φ(δ, ξ)]) = Pδ (Fδ(zδ(ξ))− zδ(ξ) +R(δ, ξ)) ,

ou seja

Pδ (zδ(ξ) + φ(δ, ξ)− Fδ(zδ(ξ) + φ(δ, ξ))) = 0.

Logo,

zδ(ξ)+φ(δ, ξ)−Fδ(zδ(ξ)+φ(δ, ξ)) =
d∑
i=1

ci(δ, ξ)Y
δ
i (ξ)⇒ uδ(ξ)−Fδ(uδ(ξ)) =

d∑
i=1

ci(δ, ξ)Y
δ
i (ξ).

O último passo é mostrar que, para todo δ suficientemente pequeno, existe uma

escolha adequada de ξ = ξδ de modo que ci(δ, ξδ) = 0 para todo i = 1, · · · , d e assim

teremos o problema resolvido.
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