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Resumo

Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento tedrico do modelo algébrico PTT
(Phan-Thien-Tanner) e aplicacao na simulagao de escoamentos viscoelasticos. A imple-
mentacao e obtencao das solu¢oes numeéricas sao realizadas no ambiente de simulacao
FREEFLOW-2D. A metodologia numérica a ser empregada para resolver o modelo algé-
brico PTT é baseada no método de diferencas finitas, com discretizacao em uma malha
deslocada. O fluido é modelado utilizando a técnica MAC (Marker-and-Cell) o que per-
mite visualizar e localizar a superficie livre do fluido. As derivadas temporais da equagao
de quantidade de movimento e do modelo algébrico PTT sao aproximadas pelos métodos
de Euler implicito e Euler explicito, respectivamente. Os termos convectivos sao apro-
ximados pelo método ‘upwind’ de alta ordem CUBISTA (Convergent and Universally
Bounded Interpolation Scheme for the Treament of Advection) e as derivadas espaciais
por diferencas centrais. A verificacao da metodologia numérica é feita na simulagao de
um escoamento confinado totalmente desenvolvido em um canal, comparando os resulta-
dos da solucao numérica com a solucao analitica que, neste trabalho, é obtida a partir
do modelo algébrico PTT. Ainda considerando um escoamento viscoeléstico no canal, é
comparado o esfor¢o computacional das simulagoes que utilizam o modelo algébrico e o
modelo diferencial. Outro problema proposto para verificar o desempenho do modelo
algébrico PTT ¢é a contracao abrupta 4:1, nessa geometria também expoem-se compara-
¢oes do esfor¢o computacional das simulagoes dadas pelo modelo algébrico e pelo modelo
diferencial. Como aplicagao em escoamentos com superficie livre, o modelo algébrico é
testado em simulagdes de uma gota viscoelastica em uma placa rigida (Impacting Drop).
Os resultados numéricos sao comparados com os previstos pelo modelo diferencial PTT.

Palavras-Chave: Modelo Algébrico PTT, Escoamentos Viscoeldsticos, Andlise Numé-
rica.






Abstract

This work presents the theoretical development of the algebraic model PTT (Phan-
Thien-Tanner) and its application to the simulation of viscoelastic flows. The implemen-
tation and numerical solutions are obtained in the simulation framework FREEFLOW
-2D. The numerical methodology used to solve the algebraic PTT model is based on the
finite difference method with discretization on a staggered grid. The fluid is modeled
using the MAC (Marker-and-Cell) technique which allows for visualization and location
the free surface of the fluid. The temporal derivative of the momentum equation and of
the algebraic PTT model are approximated by the implicit and explicit Euler’s methods.
The convective term are approximate by the ‘upwind’ high order method CUBISTA (Con-
vergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treament of Advection)
and spatial derivatives by central differences. The numerical methodology verification is
performed in a simulation of a confined flow fully developed in a channel, comparing the
numerical solution with the analytical solution which is obtained by the algebraic PTT
model. Still considering a viscoelastic flow in the channel, is compared the computatio-
nal effort of the simulations using the algebraic model and differential model. Another
problem proposed to verify the performance of the algebraic PTT model is the planar
contraction 4:1. This geometry also they expose themselves comparisons of the compu-
tational effort of the simulations given by the algebraic model and the differential model.
As application of free surface flows, the algebraic model is tested in simulations of a visco-
elastic drop in a rigid plate (Impacting Drop). The numerical results are compared with
the expected results obtained by the differential PTT model.

Keywords: Algebraic Model PTT, Viscoelastic Flows, Numerical Analysis.
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Introducao

Um fluido é uma substancia que se deforma continuamente quando submetida a uma
tensao de cisalhamento, nao importando o quao pequena possa ser essa tensao. Os fluidos
podem ser classificados como newtonianos ou nao-newtonianos. Nos fluidos newtonianos
cada componente de tensao cisalhante aplicada é linearmente proporcional a taxa de
deformagao. A constante de proporcionalidade é a viscosidade dindmica. Em fluidos
nao-newtonianos essa proporcionalidade nao acontece.

Uma classe de fluidos nao-newtonianos sao os viscoelasticos. Esses fluidos possuem
caracteristicas de liquidos viscosos com propriedades elasticas, ou seja, possuem propri-
edades elasticas e viscosas acopladas. Estas substancias quando submetidas a tensao de
cisalhamento sofrem uma deformacao e quando esta cessa, ocorre uma certa recuperagao
da deformacao sofrida (comportamento elastico).

Os fluidos viscoelasticos vém ocupando um espaco cada vez maior nas comunidades
cientifica e tecnologica uma vez que em aplicagoes industriais muitos materiais no processo
de fabricacao, se comportam como fluidos viscoelasticos, tais como os polimeros que sao
materiais que apresentam comportamento viscoelastico com ampla utilizagao: pléasticos,
tinta, fluido de perfuracao na industria do petroleo, etc.

As equagoes que descrevem o escoamento de um fluido sao as equacoes de Navier-
Stokes. Para escoamentos isotérmicos essas equagoes representam dois principios Fisicos:

e Conservagao da massa.

e Conservacao de quantidade de movimento, ou também conhecida conservacao de
momento.

As equagoes diferencias de Navier-Stokes nao-lineares, permitem determinar os campos
de velocidade e pressao num escoamento. Tratando-se de escoamentos de fluidos viscoe-
lasticos, além das equacoes de Navier-Stokes, faz-se necessario uma equacao constitutiva
que possa representar a viscoelasticidade de um escoamento. Essa equacao é dada por
modelos diferenciais, dentre eles, o modelo UCM (Upper Convected Mazwell), Oldroyd-B,
PTT (Phan-Thien-Tanner), FENE-P (Finitely Extensible Non-linear Elastic) e Giesekus,
entre outras [38].

No presente trabalho pretende-se analisar numericamente os casos em que a viscoelas-
ticidade é representada por um modelo algébrico, o qual é formulado a partir do modelo
diferencial PTT [37].

O estudo e o desenvolvimento de um modelo algébrico para escoamentos viscoelasticos
a partir da equacao constitutiva diferencial Oldroyd-B foi proposto em 1998 por Gilmar
Mompean e co-autores [19]. Em 2002, Mompean estendeu essa técnica para o modelo
diferencial nao-linear PTT [20].

No trabalho pioneiro [19], as comparagoes entre o modelo algébrico e o modelo di-
ferencial Oldroyd-B para o caso do problema da contracao 4 : 1 foram satisfatérias, no
sentido de que a formulagao algébrica reproduz as componentes do tensor extra-tensao
para escoamentos puramente elongacional e puramente cisalhantes. Outros trabalhos que
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apresentam resultados numéricos do modelo algébrico Oldoyd-B foram desenvolvidos por
Thais e colaboradores ( [25], [24]). No trabalho [20], Mompean nao apresentou resultados
numéricos originais, portanto, neste trabalho os estudos da metodologia numérica serao
originais. Recentemente, Mompean e co-autores aplicaram outra técnica para se obter um
modelo algébrico para escoamentos tridimensionais com superficies livres do tipo UCM
(Upper-Convected Maxwell) [18].

No presente trabalho, a implementagao das rotinas necessérias advindas da metodo-
logia numérica desenvolvida ¢é realizada na plataforma FREEFLOW-2D, sendo a mesma
composta por trés modulos:

e Modflow-2D: responsavel pela insercao dos dados que caracterizam um escoamento
a ser simulado.

e Simflow-2D: resolve as equacoes governantes em duas dimensoes para um fluido
incompressive,l cuja geometria do problema e do local onde ocorre o escoamento ja
foram anteriormente modelados no modflow-2D.

e Visflow-2D: permite visualizar os resultados obtidos no Simflow-2D.

O interessante é que esta plataforma permite que o usuario insira novas rotinas, escri-
tas em linguagem C de programacao, para assim estudar o tema particular de interesse.
Mais detalhes dessa plataforma podem ser encontrados em [42]. Em resumo, a meto-
dologia utilizada na plataforma FREEFLOW-2D é baseada em métodos de projecao,
originalmente proposto por Chorin [3] e Temam [40]. Tal método tem como ideia central
desacoplar velocidade e pressao nas equacoes de Navier-Stokes e resolver essas variaveis
separadamente. Com o objetivo de simular escoamentos viscoelasticos, faz-se a insercao
de um tratamento para a solugao do tensor extra-tensao de acordo com as equagoes do
novo modelo. O método numérico implementando nesta plataforma é obtido pela técnica
de diferencas finitas em uma malha deslocada seguindo as extensoes da formulacao MAC
(Marker-and-Cell) (ver, por exemplo, [9], [34], [42]).

No presente trabalho, a verificagao da metodologia numérica implementada ¢ realizada
utilizando o problema do escoamento confinado totalmente desenvolvido em um canal.
Para esta verificagao, compara-se os resultados numéricos obtidos das simulagoes com a
solugao analitica que pode ser obtida a partir do modelo diferencial PTT [11] e do modelo
algébrico PTT, sendo que, ambos os modelos fornecem um sistema de equacoes cujas
solugoes analiticas sao coincidentes.

Um segundo problema apresentado neste trabalho é o problema da contracao 4:1.
Inicialmente, os resultados das simulagoes que utilizam os modelos algébrico e diferencial
PTT reduzidos a Oldroyd-B sao comparados com os resultados do trabalho realizado por
Mompean (2002). Em seguida, sao realizadas simula¢oes numéricas dadas pelos modelos
algébrico e diferencial PTT com o objetico de comparar os resultados obtidos dessas
simulagoes.

Na aplicacao do modelo algébrico em escoamentos com superficie livre sao realiza-
das simulagoes do escoamento de uma gota viscoelastica incidindo numa placa rigida
(impacting drop), inicialmente comparando os resultados obtidos nesse trabalho com os
resultados da literatura [8], em seguida compara-se os resultados numéricos obtidos pe-
los modelo algébrico e diferencial PTT. Também é verificado a influéncia das contantes
adimensionais W;, § e do parametro € presente em ambos os modelos.

O presente trabalho é composto pelos seguintes capitulos:

e Capitulo 1: expoem-se as equagoes basicas que descrevem escoamentos newtonianos
e nao-newtonianos, incompressiveis e isotérmicos. Os escoamentos viscoelésticos sao
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escritos na forma conservativa dimensional e adimensional. A formulagao matema-
tica do modelo algébrico PTT é apresentada e por fim sao expostas as condigoes
auxiliares utilizadas neste trabalho.

e Capitulo 2: apresentam-se a metodologia adotada para resolver o campo de veloci-
dade e pressao, as aproximacoes das derivadas espaciais e temporais das equagoes
de Navier-Stokes e do modelo algébrico PTT, por fim o algoritmo computacional.

e Capitulo 3: apresentam-se a obtencao da solugao analitica dada pelo modelo algé-
brico PTT de um escoamento totalmente desenvolvido em um canal, os resultados
numéricos obtidos do escoamento confinado e com superficie livre entre placas pa-
ralelas, da contragao 4:1 e de uma gota viscoelastica numa placa rigida.

Em seguida, nas consideragoes finais serao expostos os comentéarios sobre os resultados
obtidos das simulagoes em que o modelo algébrico PTT representa a viscoelasticidade.

Para um maior detalhamento deste trabalho, os Apéndices A e B expoem as equa-
¢oes basicas em coordenadas cartesianas e calculos realizados para a obtencao do modelo
algébrico PTT.






CAPITULO

1

Formulacao matematica do modelo
algébrico para o tensor extra-tensao

1.1 Equacoes governantes

Considere escoamentos isotérmicos e incompressiveis, as equagoes na forma dimensio-
nal que modelam esse tipo de escoamento sao

e Equagao da continuidade

V-ou=0, (1.1)

e Equacgao do momento

ou
p(a—i-v- (uuT)) =V .o+ pg, (1.2)
onde, para escoamentos bidimensionais u = [u v]' é o vetor velocidade dependente das
coordenadas cartesianas x = [x y]' e do tempo ¢, ou seja, u = u(x,t) = u(x,y,t), com
t > 0. O tensor tensao total o é dado por

]T

o=T1-—7pl, (1.3)

XTr X

onde p é a pressao , I é o tensor identidade, e 7 = :xy :yz é o tensor simétrico das
tensoes. A pressao p e o tensor das tensoes T também estao em fungao das coordenadas
cartesianas e o do tempo, ou seja, p = p(z,y,t) e 7 = T(x,y,t). A densidade p por
hipotese é constante (pelo fato do escoamento ser incompressivel) e g = g(x,t) é o campo
gravitacional.

O tensor das tensoes T em escoamentos newtonianos é linearmente proporcional ao
tensor taxa de deformagao. Dessa forma, considerando um escoamento incompressivel 7
é escrito da seguinte maneira

T = 21,5, (1.4)

onde 7, representa a viscosidade do fluido newtoniano e S é o tensor simétrico taxa de
deformagao escrito na forma vetorial como,

S = %(Vu +(Vu)'), (1.5)

21
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ou seja, em coordenadas cartesianas bidimensionais

1 /T u u u v Bu %(%Jr%)
s_—<[gg gg]+|:% gb_ oy PR (1.6)
2\l o oy oy (%+2) o

Assim, reescrevendo o tensor o, tem-se

o =2n,S — plL. (1.7)

Portanto, a equagao (1.2) para escoamentos newtonianos, isotérmicos e incompressiveis e
a equagao da continuidade (1.1) sdo escritas em coordenadas cartesianas bidimensionais
na forma conservativa da seguinte maneira

ou  O(uu)  O(uv) dp 0*u  O*u
gu - @ gu, Jdu 1.
p(6t+ or oy or a2 T gz| TP (18)

ov  d(uv)  O(vv) Op v 0%

gv - @ gv, 2v 1.
ou  Ov
—+— =0 1.10
ox * oy (1.10)

Detalhes de como obter as equagoes (1.8)-(1.10) s@o encontrados no Apéndice A.

1.1.1 Modelo viscoelastico diferencial PTT

Considerando escoamentos viscoelésticos, supoe-se que 7 é dado por
T=2nS+T, (1.11)

onde 75 € a viscosidade dinamica do solvente newtoniano, S é o tensor taxa de deformacao
dado pela equagao (1.5) e T ¢ o tensor extra-tensdo conhecido como contribuigao nao-
newtoniana, representado matricialmente por

Tz Ty
T = { Tzy  TYY ] ’

o qual obedece a equagao constitutiva nao-linear PTT [37|

\Y%
F(I3)T + AT = 2n,8, (1.12)

onde A é o tempo de relaxacao do fluido, 7, representa a viscosidade polimérica do fluido.
Neste trabalho, a fungao f(I1) é dada pela expressao

flr) =1+ AL (1.13)

Mlp

sendo que, o parametro € esta relacionado com o comportamento elongacional do modelo,
quando € = 0 implica em f(It) =1 e a equagao (1.12) representa o modelo Oldroyd-B.

v
A notacao It é usada para representar o traco do tensor extra-tensao T e o simbolo T
representa a derivada convectada, dada por

v DT -
T=—5 —T (V' —(Vu)- T, (1.14)
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onde
DT B <6T

B = §+V-(uT)) (1.15)

¢ a derivada material.

Assim, as equagoes que descrevem escoamentos viscoelasticos, isotérmicos e incompres-
siveis na forma dimensional e conservativa em coordenadas cartesianas bidimensionais, sao
dadas por

ou  O(uu)  O(uwv) dp Pu  O*u or* 9T
P = Ts

E—’— Ox * dy __%+ 8x2+8y2 Ox + oy + pge, (116)

P (% + 85;;1}) + 8%};)) = —g—}y) 7s (% + giyz) % + ag;y + pgy, (1.17)
% + g—z =0, (1.18)

() T™ + A <D§:x - Qng_Z - szyg—Z> _ 2%%, (1.19)

F(I)T™ + A (Dg:y - T“% - Tyyg—Z) —n (% + %) , (1.20)
F(I)T™ + (ngy _ szg—; T ZTW%) _ —znpg—z. (1.21)

Detalhes de como obter as equagoes (1.16)-(1.21) sdo encontrados no Apéndice A.

1.2 Parametros adimensionais adotados

As grandezas dimensionais podem ser agrupadas em parametros adimensionais que
passam a caracterizar os escoamentos. Considerando escoamentos isotérmicos, incom-
pressiveis e viscoelasticos é necessario definir as variaveis adimensionais (acrescidas do
indice ).

X *_ut*_tU . 8 L. P P T T 199

Evu_ﬁa _fag__7p_ 277-_ 29 - 2 ( )
o poU poU poU

onde L, U e pg sao os valores de referéncia do comprimento, velocidade e densidade,

respectivamente. Como o escoamento é incompressivel, pode-se tomar p = py.

Existem varios ntumeros adimensionais que caracterizam os escoamentos. Os nimeros

adimensionais que surgem neste trabalho sao:

e Nimero de Reynolds (Re): é um quociente entre forcas inerciais (Up) e as forgas
viscosas 19/ L. Desta forma, Re é expresso por
UL
Re = P ,
o
onde 79 ¢ a viscosidade total do fluido & taxa de nula de cisalhamento, que é dada
pela soma da viscosidade do solvente newtoniano 7, com a viscosidade do polimero
nao-newtoniano 7,, isto €,

No = Ns + Mp.
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e Nimero de Froude (Fr). estabelece a razao entre as forcas inerciais e as forgas
gravitacionais, sendo 1til para caracterizar escoamentos nos quais forca gravitacional
tem papel importante. Assim, o nimero de Froude é dado por

U2

Fr=—.
r oL

(1.23)

e Numero de Weissemberg (W;): esse nimero adimensional é usado em escoamentos
viscoelasticos, sendo o quociente entre a escala de tempo caracteristica de um fluido
(M) e a escala de tempo caracteristica do escoamento (L/U). Assim o numero
Weissemberg ¢ dado por: U

W, . 1.24
7 (1.24)

e Constante [:

A constante 5 € (0,1) é uma quantidade que controla a contribui¢ao do solvente newto-
niano, dada por
g="L
o

Quanto menor [, menor a quantidade de solvente adicionada ao fluido viscoelastico.

Desta forma, substituindo as variaveis adimensionais (1.22) em (1.2), (1.1) e (1.12)
e agrupando os valores de Re, W, e F'r, as equacoes da quantidade de movimento, da
continuidade e constitutiva PTT, na forma adimensional sao dadas, respectivamente, por
(os asteriscos foram omitidos por simplicidade)

Jdu B

1
5 +V:(uu') Vp + Rev u+V-T+ 728 1.25)
Vou = 0, (1.26)
v 1—
fT+ T = 2U=0g (1.27)
Re
onde f(It) linear é dada por
ReW;

As equagdes (1.25) - (1.27) em coordenadas cartesianas bidimensionais sdo escritas da
seguinte maneira:

S O 8 (0 ) T

v N O(uw) N O(vv) _ dp N B (821) N 821)) oTy N o1y N 1 6 (130)
ot ox dy Oy Re \0zx%2 0y? ox dy Fr?

% + g—z =0, (1.31)

fIp)T™ +W; (% - 2T”% — 2sz§—;‘> = 2(1};65) %, (1.32)
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DT™Y ov ou (1=05) (Ou  Ov
]’ Txy . _ Tx$ _ Tyy_ = — 7 B —_— 1
)T+ W < Dt ox (9y) Re (83/ * (91:) ’ (1.33)
DTYY ov Ju (1—-0)0v
yy . _ oy’ vy —
F(Ip)T +VI/;( o — 207 2T ax> S (1.34)

1.3 Modelo viscoelastico algébrico PTT

A formulacao do modelo algébrico para o tensor extra-tensao T foi obtida original-
mente a partir da equagao constitutiva Oldroyd-B por Mompean et al. [19]. Em seguida,
no trabalho [20] o autor formulou um modelo algébrico a partir da equagao constitutiva
nao-linear PTT. Assim, neste trabalho sera exposta a formulacao de um modelo algébrico
a partir da equagao constitutiva PTT.

Para deducao do modelo algébrico, define-se o tensor taxa de rotacao W na forma
vetorial dado por

1
W= 5(Vu —(Vu)"), (1.35)
que escrito matricialmente vem,
v Ou u v 1(0u _ Ov
v (R IR ED-[ 1y 6P
2\a ol Lo & Le-2) o
0 ww

ém disso, usa-se o concei e decomposica ensor extra-tensao, isto é ensor
Além disso, o conceito de decomposicao do tensor extra-t 0, isto é, o tensor T
pode ser decomposto da seguinte maneira

1 1
T=T— §IT I+ gITI, (1.37)
——
T (1.38)
onde 1
I'=T- §ITI (1.39)

) ) ) I ) . )
¢ denominado tensor deviatérico e o tensor ?I ¢ denominado tensor hidrostatico.

O modelo algébrico consiste em calcular o tensor extra-tensao T a partir da equagao
(1.37), onde o valor de I' e de It serao previamente conhecidos. Entao, o que se faz é
representar I' ndo pela equagao (1.39), mas por um polinémio em func¢ao dos tensores
taxa de deformacao S e taxa de rotagao W (ver [41] e [44]), isto é,

N
I =T(S,W)=) 7"P™, (1.40)
n=1
onde os tensores da base P™ sdo simétricos com traco nulo em funcdo de S e W. Os
coeficientes 7" sao escalares em funcao do trago de I', S e W.
No caso de escoamentos bidimensionais a representacao do tensor I' é dada pela ex-
pansao [43]
r's I'wS
(IS} {TWS)

A{s {STH{w

(SW—WS)+@ (SQ—%{SQ}I), (1.41)

{s%)

r
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onde,

1
PY =8 P®»=SW-WS, P®=g2_ 3 {s?*}1

sy, {I'WS} 5 _ 6{I'S?}

gy 7 T swry T s

Os valores {I'S}, {TWS}, {82}, {WZ} e {I‘Sz} sao os tragos dos tensores I'S, T'WS,
S?, W2 e I'S?, respectivamente, sendo que, {I'S}, {TWS} e {I‘Sz} podem ser calculados
de maneira que a equagao (1.41) torne-se explicita em I'. Para o calculo desses escalares,
inicialmente trabalha-se com a equag@o (1.27), reescrita na forma

DT f(T)

=— 74210

. . T
o T WheS T Vu T+T-vu', (1.42)

ou ainda, em termos dos tensores S e W,
DT f(IT)

B (1-p5)
ot~ w, T WRe

S + (ST + TS) — (TW — WT). (1.43)

Detalhes sobre a passagem da equacao (1.42) para a equagdo (1.43) é encontrada no
Apéndice B (equagao (B-2)).
Substituindo a equagao (1.37) na equagao (1.43), tem-se

D Ir\ _ fUr) It (1-5) It
or (T4 51) =572 (r 1) w20 ds o [s (v 1)

Ry

br  fUr)n fUr)Ir,  ,(A-0) W W
= oy = W r W 3I+2WiReS+(Sl“+1“S) (r )
2 1 DIy
+§ITS 3D I (1.44)

Note que a equagao (1.44) depende de I, o qual pode ser obtido tomando-se o trago da
equagao (1.43), ou seja,

Dir _ ), ,,(0=5)

Dt Wi WiRe

{S} + {ST + TS} — {TW — WT}. (1.45)

Pela hipotese do escoamento incompressivel, tem-se {S} = 0. Além disso, {ST + TS} =
2{T'S} e {WT — TW} = 0. De fato, a equacao (1.37) multiplicada por S resulta em

TS=TS + I?TS. (1.46)
Tomando o trago da equagao (1.46), tem-se
{TS} = {I'S}. (1.47)
Das propriedades do trago de uma matriz quadrada e da equacao (1.47), vem

(ST + TS} = {ST} + {TS} = {TS} + {TS} = 2{TS} = 2{T'S}. (1.48)
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Analogamente, das propriedades do trago de uma matriz quadrada, obtém-se
{TW - WT} ={TW} - {WT} ={TW} - {TW} =0. (1.49)
Portanto, a equacao de evolugao do trago é dada por

Dir  f(IT)
D =~ fr+2{rsh. (1.50)

Dessa maneira, substituindo a equagao (1.50) na equagao (1.44), obtém-se

T+ <sr +TS — g {FS}> —(TW—-WT')+2 (%V Rﬁ)

br  f(r)
Dt W

+ IT) S. (1.51)

Note que resolver a combinagao das equagoes (1.51) e (1.50) é equivalente a resolver a
equagao constitutiva (1.42).

Portanto para escoamentos bidimensionais, a combinagao das equagdes (1.51) e (1.50)
deve conduzir a T** = 0. De fato, a equagao (1.51) para a componente I'** é dada por

e = e s sy - 2 sy - ow) - avne
+2[(;VRB) % ]szz (1.52)

em escoamentos bidimensionais
(ST)Y”* =(TS)* =0, TW)**=WI)*=0 e S*=0, (1.53)

assim,

br= _ f(r)

2
= I - ~{I'S 1.54
D W 5 (IS} (1.54)

DT D In DI  1DIy
FZZ _[ _
Dt Dt( 3 > Di 3 Di

o f(]T) zz_g 1 o
- T 3{FS}+3(

. _f([T) 2z ]_T
- W <P +3)

o f(]T) 2z
= LT (1.55)

fUr)

W It +2 {FS}>

para condigao inicial homogénea, a equagao (1.55) permite a solugao T = 0.

O préximo passo é determinar os valores {I'S}, {TWS} e {I'S®} a fim de obter uma
equagao algébrica explicita para o tensor I'. Para isso, Mompean et al. [19] assumiu duas
hipoteses para DI'/Dt, porém, apenas uma delas garantiu uma modelagem consistente,
como serd visto na proxima subsecao.

1.3.1 Escolha e justificativa da hip6tese assumida para a variagao
do tensor I

A seguir apresenta-se a aplicagao de duas hipoteses e suas consequéncias em escoa-
mentos viscoelasticos bidimensionais.
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e Hipotese 1:

Iy (1.56)
Dt '
Assumindo a hipotese (1.56), a equagao (1.51) é escrita como
_ fUr) 2 a=5
0= —F T+ (ST 4TS — 2 TS} ) — (TW — W) + 2 (o IT S. (1.57)

A anélise da viabilidade da equag@o (1.57) é feita verificando se a componente 7% ¢é
nula. De fato, a equagao algébrica (1.57) para a componente I'** ¢ dada por

(R UT)FZZ [(SF)” (S)™ — g {FS}} —[(TW)™ — (WT)™]
1o {(1 B, } o=
0 — f(f) _ {FS} (1.58)

Substituindo a equagao (1.39) na equagao (1.58) para a componente (z, z), tem-se

o = _IUn) (TZZ _ %h) _2irs)

W;
_ fg/II/T)TZZJF fg/T); {I‘S}
- _fgg):r ;D,f: (1.59)
implicando em
S (a0

Uma analise da equagao (1.60) mostra que, em geral =5 DIT # 0 acarretara em 7% # 0,
0 que nao é aceitavel, uma vez que gera a componente TZZ ilegitima para escoamentos

bidimensionais. Por outro lado, se % = 0 os efeitos convectivos sao negligenciados, o
que também ¢é inaceitavel, pois a equacao de evolugao para It é essencial na obtencao do

tensor extra-tensao. Portanto, a hipotese

Dr

=0 1.61
Dt (1.61)

torna-se inviavel.
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e Hipotese 2

Dr

Dt

Assumindo a hipdtese dada pela equagao (1.62), a equagao (1.51) é reescrita da se-
guinte forma:

— ol (1.62)

_fUx) (1-p) 1
= r r+rs—-—-{r —(T'W—-WTI')+2 I . (1.
o m+S+S {S} (T'W—-WT) + WR+3TS(63)
Analisando a componente (z, z),
_ JUr) 2
= —=—=1** — —{T'S}. 1.64
a e - (rs) (1.64)
Substituindo a equagao (1.37) na equacao (1.64), tem-se
It fUr) Ir| 2
7% — —| = ——=|T"”*—-—| —={I'S
“ { 3 } i 3| 3 iS)
f(It) It f(r)Ir
T + —=—=T%* = a— — — —{TI'S
oT? + 07 a— + = W3 { }
fUT) It 1 (f (IT)
T = —la—— I r's 1.65
o 2 lo- - (B n+ 2 sy (1.65)
Desta forma, a componente 17%* é dada por
1 1 DIy f(Ip)] !
7% = —1T - . 1.
Assumindo 1 DI
T
= —— 1.67
=T (1.67)
a componente 7T%* torna-se nula sem que nenhuma restri¢ao seja colocada em DDItT, e entao,

os efeitos convectivos ainda estdo presentes na equacao de evolucao para I.
Substituindo a equagao (1.67) na hipotese dada pela (1.62), tem-se

Dr T DIy

Dt Iy Dt

Diante das anélises feitas para as hipoteses 1 e 2, Mompean e colaboradores descar-

taram a hipotese 1 e trabalharam com a hipotese 2 a fim de obter um modelo algébrico

explicito. Tecnicamente, assumindo a hipotese 2 encontra-se os valores de {I'S}, {T'WS}
e {I‘Sz} de maneira que a equagao (1.41) seja explicita em T'.

(1.68)

1.3.2 Modelo algébrico explicito para o tensor extra-tensao

Depois de encontrada uma aproximagao consistente para DIT'/Dt, dada por (1.68), a
equagao (1.63) pode ser reescrita da seguinte maneira,

0 = FDIT—f(IT)I‘Jr(SI‘+I‘S—§{I‘S}) — (TW — WT)

It Dt W,

+2 (% + %IT> S, (1.69)
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Substituindo a equagao (1.50) na equagao (1.69), tem-se

0 = —% (—f(vffj)[T + 2{I‘S}> - f(vffj)r + (SF +TS - g{I‘S}) — (W — WT)
+2 <(114/:Ri) + %[T) S,

_ _£2 (TS} + (sr +TS— g{I‘S}) — (TW — WT) + 2 <<$V_R@ + %IT> S.
(1.70)

A partir da equagdo (1.69) obtém-se os valores {I'S}, {TWS} e {I'S?} para que a equagao
(1.41) torne-se explicita em I'.

e Determinagao de {I'S?}

Multiplicando a equagio (1.69) por S? e tomando o trago, tem-se

0 = —%Z{I‘S} {rs?} + ({srsz} + {rs®} —%{I‘S} {82}) + {TWs?}

—{WI'S?} +2 (%;Ri) + %JT) {s®}. (1.71)

Sendo que {SI'S?} = {T'S®*} e {TWS?} = {WI'S?} = {S3} = 0 (veja equacdes (B-17),
(B-12), (B-13) e (B-14), respectivamente, no Apéndice B). Entao, a equagao (1.71) pode
ser simplificada por
1 2
0= ——2{I'S}{S?} +2{IS*} — (IS} {s?}. (1.72)
T
Utilizando o Teorema de Cayley-Hamilton (ver Apéndice B, equagao (B-24)),tem-se
1
{rs?} = 5 ('S} {s*}. (1.73)
Substituindo (1.73) em (1.72), obtém-se um dos valores requeridos
{rs?} = [r {s?}. (1.74)
6
e Determinar {TWS}

Multiplicando (1.69) por WS e tomando o trago, vem

0 = —]iz (TS} {TWS} + <{SFWS} + {TSWS} — ; (rs) {WS})
— ({TW?S} — {WI'WS}) +2 ((;V_Ri) + %h) {SWS} (1.75)

De acordo com as equagoes (B-29)-(B-36) expostas no Apéndice B, os valores {STWS},
{T'SWS}, {WS} e {SWS} sdo nulos e {WIT'WS} = — {T'W?2S}. Assim,

{WI'ws} = — {TW?s} = {I'W?S}—{WI'WS} = {TW?S}+{I'W?S} =2{TW?S}.
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Entao, a equagao (1.75) pode ser simplificada por
0 = —iQ {rs}{rws} - 2{rw?s}, (1.76)
Da equagao (B-36), o valor {T'W?2S} pode ser reescrito da maneira
{TW?s} =2{TW?S} + {TWSW} (1.77)
e da equagao (B-37), tem-se
2{T'W?S} + {TWSW} = %{FS} {wW?}. (1.78)
Assim, substituindo (1.78) em (1.76), obtém-se
0= —%z (TS} {TWS} — 2 (% (TS} {Wz}) (1.79)

Portanto,
I
{rws} = ——T w2}, (1.80)

e Determinar {I'S}.

Para determinar {I'S} basta multiplicar a equagao (1.69) por S e tomar o trago, obtendo

0= osp rs?} - owsp+ (G2 i) (7, sy

que pode ser reescrita como:

2 _ 21 _ 1-p) 1 2
(TS} = Ip {TS?} — Iy {(TWS} + Iy ( 110 S E
ou
{T'S} = +/Ip {T'S2} — Iz {TWS} + I 0-5_ 1 {s?} (1.83)
T T T\ Wge T3t - ~
Substituindo (1.74) e (1.80) em (1.83), tem-se
T ey (A=B) 1 2
{I‘S}—:I:\/7 {W2} + ( W Re +21T It {S?}. (1.84)
Uma escolha apropriada da raiz da equagao (1.84) é discutida em [19], resultando em
T ey (28 1 2
{I‘S}—+\/7 {W2} + ( W Re +2]T It {S?}. (1.85)

Substituindo as equagoes (1.74), (1.80) e (1.85) em (1.41), obtém-se a expressao algé-
brica explicita para T,

r = {812}[ {W?} + <(;VR5)+;IT>IT{SZ}]I

_%{g} [(SW —~WS) -2 (82 - % {s?} I)} : (1.86)
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que em coordenadas cartesianas bidimensionais e na forma adimensional é dado por

" = {512} [ {w?} + (%VR@ + ;IT) It {82}}58""
_%{;} [<(SW)X" — (WS)™ + %) —2 ((32)” - % — % {82})} :
1 (1.87)
By (U2 L) ] s
—%{;} [(SW)™ — (WS)®¥) —2(S%)™], (1.88)
v = {9,12} {I {W2} + ( B, IT> Ir {S?} } SvY
—%{é—g} [((SW) (WS)W) 2( _1 {s?})]
(1.89)
onde
S — %, (1.90)
e % @_Z N %) | (1.91)
S — g_Z’ (1.92)
(SW)™ — (WS)™ — %(%)2—%(2—;‘)2, (1.93)
(SW)¥ — (WS)»Y — %(%)2—% (%)2, (1.94)
swp - wspy = 2t (G- 2 (1.95)
(8)™ = (%)2 + i <g—;‘ + %)2 : (1.96)
(83" = (g—z)z + i (g—z + g—z)z, (1.97)
{s*} = 2(%)2+% (%+g—3)2, (1.98)
o - B ) o

Detalhes de como obter os valores dados nas equagoes (1.93)-(1.99) podem ser encontrados
no Apéndice B (equagoes (B-4) - (B-8)).

Em resumo, o modelo algébrico consiste em calcular a equagao diferencial para o traco
It dada por (1.50) com {I'S} vindo de (1.85), resolver a equagao algébrica (1.86) para I e
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por fim resolver a equacao (1.37) para obter o tensor extra-tensao T, que em coordenadas
cartesianas bidimensionais é dado por

1
T = F”—i—ng, (1.100)
™Y = T, (1.101)
1
™ = Fyy—kgIT. (1.102)
Portanto, o sistema de equagoes a ser resolvido neste trabalho é dado por
du T B oo
b . - _ = T+ ——
BT +V:(uau') Vp+R€V u+V +Fr2g’
V-u = 0,
DIy f(IT)
—_— = - It +24{T'S
Dt w, o2k
1 [I3 (1-p5) 1 2
r = L Iw? ——— 4+ Iy | I+ {S*}] S
{S?}[z{ }+(WZ~R@ yfr ) {87} S,
1 It s 1 o
————— [(SW-WS) -2 S —-1S°}1
7 | =2(s -3 071

1
T = T+ 0L

mediante as condigoes iniciais e de contorno como definidas a seguir.

1.4 Condicoes auxiliares

As condigoes auxiliares sao de fundamental importancia para a formulacao de qualquer
problema modelado por equacoes diferenciais, pois o comportamento fisico de cada caso
depende das condigoes auxiliares. Assim, para o sistema a ser resolvido neste trabalho
é necessario impor condi¢oes auxiliares para u, p, T e It. A seguir serao expostas as
condic¢oes auxiliares utilizadas neste trabalho.

1.4.1 Condicao inicial

As condigoes iniciais fornecem as informagdes iniciais do problema, devendo ser espe-
cificadas em todo o dominio de simulag@o. A condigao inicial para o campo de velocidade
u deve satisfazer a equacao da continuidade V - u = 0. A pressao e a contribuicao nao-
newtoniana precisam ser escolhidas de forma a satisfazer o campo de velocidade, sendo
geralmente nulas no instante inicial [38]. Assim, as condigbes iniciais considerada neste
trabalho sao as seguintes:

u=0, T=0 TI'=0 Iyr=10x10"2 p=0. (1.103)

1.4.2 Condicoes de contorno

As condigoes de contorno especificam o que ocorre na fronteira da regiao de definicao
do problema, isto é, informam sobre o estado da solu¢ao no contorno espacial da regiao
onde o problema estd sendo simulado em todo tempo t. As condigoes de contorno na
regiao espacial a ser considerada sao as seguintes: Injetor ou inflow (entrada do fluido),
ejetor ou outflow (saida do fluido), contorno rigido e superficie livre. Na Figura 1.1 esta
ilustrada os tipos de contorno.

A seguir serao especificados os tipos de contorno no dominio de simulacao.
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Fronteira Rigida

Injetor Superficie Livre Ejetor

Fronteira Rigida

Figura 1.1: ITlustragao dos tipos de fronteiras considerada neste trabalho.

e Injetor ou Inflow: E onde ocorre a entrada do fluido no dominio de simulacao,
nesse tipo de contorno temos as seguintes condigoes:

Uﬁ = Uinfloun u? = O, (1.104)
T =0 e consequentemente It = 0. (1.105)

onde u- e u- sao as componentes de velocidade normal e tangencial a regiao de
entrada do fluido, respectivamente. A velocidade U;y,fi0 € @ velocidade de entrada
de fluido.

e Ejetor ou Outflow: E a fronteira onde ocorre a saida do fluido do dominio de
simulacao. A condic¢ao considerada no outflow é do tipo Neumann homogénea para
as componentes da velocidade, para o tensor extra-tensao T e consequentemente
para It , que sao dadas, respectivamente, por

0 oT oI

ﬁ 2z . ~ ~ . . ~
onde n é a direcao normal a fronteira de ejecao.

e Fronteira Rigida: Também conhecida como fronteira impermeavel, onde a velo-
cidade normal ( u-») a esse tipo de fronteira é nula, ou seja, nao ha fluxo de massa
nessa fronteira.

Quanto a velocidade tangencial u- ao longo dessa fronteira, adota-se

- Nao-escorregamento (no-slip): O fluido adjacente a superficie solida deve estar em
repouso com relacao a mesma. Assim,

onde uy ¢ a velocidade de fronteira do fluido. Considerando que a fronteira rigida esta
em repouso, entao
s =0, (1.108)

Devido as condig¢oes de contorno na fronteira rigida para a velocidade, os célculos do
traco It e do tensor extra-tensao T podem ser simplificados considerando a dire¢ao da
fronteira rigida. No caso de escoamentos bidimensionais considera-se dois casos:

1. Fronteira rigida paralela ao eixo x

Pela condicao de impermeabilidade,

v=0 = —=0 (1.109)
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e pela condigao de nao-escorregamento

ou
" Ox ( )
Consequentemente, pela hipotese de incompressibilidade a condi¢ao dada pela equa-
gao (1.110) leva a

ov

— =0. 1.111

o (1.11)
Portanto, diante das hipoteses derivadas das equagoes (1.109) - (1.111) a equagéo
(1.50), que depende da equagao (1.85), ao longo da fronteira rigida é dada por

[%V:Ri) %T] : . (1.112)

Ol _ _f(IT)[T+2

Ol ou
ot W,

dy

Os valores das componentes dos tensores I' e T nao sao requeridos ao longo da
fronteira rigida pelo fato do calculo dos mesmos serem feitos algebricamente.

2. Fronteira rigida paralela ao eixo y

Semelhante ao caso anterior, pela condi¢ao de impermeabilidade,

ou
=0 — =0 1.113
u = (1113)
e pela condigao de nao-escorregamento
vl 0 o @ _0 Incompre:s>sibilidade @ _o (1.114)
dy ox

Portanto, o calculo de It ao longo da fronteira rigida paralela ao eixo y deve ser
efetuado pela equacao

Olr _ f(r)

ot W,

@
ox

It +2 [(1_6) [’%r, (1.115)

W;Re 2

a qual foi obtida pela simplificagdo da equagao (1.50) juntamente com a equagao
(1.85) considerando as hipoteses derivadas das equagoes (1.113)-(1.114).

1.4.3 Superficie livre

Neste trabalho, entende-se que a superficie livre é a interface entre o fluido e a atmos-
fera, onde essa atmosfera é considerada passiva, isto é, a tensao superficial ! é considerada
nula. Dessa maneira as condigoes de contorno na superficie livre sao dadas pelas equa-
goes [17]

m' - (0c-n)=0 (1.116)

n' -(oc-n)=0, (1.117)

ITensao superficial ¢ uma propriedade que se apresenta quando existe uma interface.
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onde m = Y| & o versor tangencial e para escoamentos viscoelasticos o é escrito
€T

matricialmente da seguinte maneira,

ou 1 (0u v
28 | ba p (a—y T %)
7= R_ 1 ([ 0u v v
“l2 (a—y + a‘) oy
Desenvolvendo as equagoes (1.116) e (1.117), obtém-se respectivamente condigoes para

a velocidade e pressao na superficie livre, que no caso de escoamentos viscoelésticos sao
dadas por

ﬁ @ — @ 2 _p2 @ @ — T Yy 2 _ p2ypay
e {anny (83/ 81') + (ng —n,) a9y + )| = Ny (T ) + (ny, — ny)T™,
(1.119)

+ [ Ty ] - [ 0 p] (1.118)

2 0 ou 0 0
p= 2 n2 s 4 NyNy S ey 2T 4 2n,n, T™ +n2T%.  (1.120)
T Y yay Y



CAPITULO

2

Metodologia numérica

Neste Capitulo, serao apresentadas as metodologias numéricas utilizadas nas simula-
¢oes de escoamentos bidimensionais viscoelasticos, incompressiveis e isotérmicos, expondo
o conceito da metodologia GENSMAC, as integragoes temporais aplicadas nas equagoes
de quantidade de movimento e na equagao diferencial para o traco do tensor extra-tensao.
Também sao expostas as aproximacoes aplicadas nas derivadas espaciais das equacoes
governantes e o algoritmo computacional utilizado neste trabalho.

2.1 Metodologia GENSMAC para escoamentos viscoe-
lasticos

A metodologia GENSMAC proposta por Tomé e McKee [34] generaliza as ideias do
SMAC (Simplified-Marker-And-Cell) |1] para dominios arbitrarios com fronteiras curvas.
Além disso, o GENSMAC passa a empregar particulas virtuais (langrangianas) para re-
presentar apenas a superficie livre do fluido.

Inicialmente o GENSMAC foi empregado na simulagao de escoamentos transientes
newtonianos bidimensionais com superficie livre, onde a integracao temporal da equagao
de quantidade de movimento era feita de forma explicita. Em um trabalho de dissertacao
de mestrado feito por Oishi [5] foi desenvolvido esquemas semi-implicitos para resolver
equagoes governantes de escoamentos newtonianos. Esses esquemas utilizam os métodos
de Euler implicito e Cranck-Nicolson na integracao temporal da equacao de quantidade
de movimento [5].

Com o objetivo de estender a aplicabilidade do ambiente de simulagao FREEFLOW,
foram feitos varios trabalhos ( [10], [15], [21], [29], [31]) que tinham como objetivo simular
outros tipos de escoamentos. Com relagao aos escoamentos viscoelasticos, o primeiro
resultado numérico foi apresentado no trabalho [32].

2.1.1 Malha computacional

A metodologia GENSMAC utiliza dois tipos de malha, uma ¢ a malha fixa (euleriana)
e outra ¢ a malha movel (lagrangeana).

A malha fixa é onde discretiza-se as equacoes que descrevem um escoamento. Com
espagamento uniforme em cada diregao e considerando dx = dy ( dz espagamento da
malha com relagdo ao eixo x e dy espagamento da malha com relagao ao eixo y), a malha
fixa é composta por células deslocadas (staggered grid). Assim, de acordo com a Figura

37
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2.1 o campo de velocidade u = (u,v) é calculado na face da célula (7,j), enquanto as
outras grandezas (representada por ¢) sao calculadas no centro da célula (i, j).

Ay ox
. ‘ __________ - - - - ---" }
Yj+1 T f
Vi j+1 |
I
I
I
I
¢ I
Uj—1,5 1,j !
_____ Y __ =77 Ui+1,5 T 0
Yi X N
I
| .
! !
| I
| I
L |
I V51
Yj—1]---- i J -
| |
| : l
Ti-1 T Lit+1

Figura 2.1: Estrutura de uma célula deslocada no caso bidimensional.

A malha movel representa a superficie livre do fluido, que é movimentada no tempo t
para novas posic¢oes no tempo posterior de acordo com o campo de velocidade u, ou seja,

dx
— =u(x,t). 2.1
=~ t) (2.)
2.1.2 Identificacao de células

Em escoamentos com superficie livre fazem-se necessarias a identificacao da posicao

da superficie livre e das demais fronteiras na malha fixa. Essa identificacao é feita com a
seguinte classificagao:

e Células [B| (boundary): sao células que definem fronteiras rigidas.

e Células [I] (inflow): sao células do injetor, definem a entrada de fluido no dominio
de simulagao.

e Células |O| (outflow): sao células do ejetor, definem a saida do fluido do dominio
computacional.

e Células [E| (empty): séo as células vazias, ou seja, as células que nao tém fluido em
seu interior.

e Células [F| (full): sao as células cheias, ou seja, possuem fluido em seu interior e
suas interfaces nao apresentam contato com célula do tipo [E|.

e Células [S| (surface): sao células que contém fluido e tem no minimo uma interface
com células do tipo |EJ.

A cada ciclo computacional é necessario fazer mudancas na classificacao das células, isso
porque a cada passo temporal (§t) hd uma movimentagao da superficie livre. A atualizagao
na classificagao das células ocorre apenas na vizinhanga de [S]. Desta forma, seguindo a
classificagao feitas nos trabalhos [6] e [14], a nova classificagao ¢ feita da seguinte maneira:
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e Se identificadas particulas marcadoras em células do tipo [E|, estas sao alteradas
para tipo [S].

e Se identificadas particulas marcadoras em células do tipo |[F|, e a mesma tem inter-
face com células do tipo |E|, entdao esta célula torna-se do tipo [S].

e Células que era do tipo [S] no ciclo anterior, e agora nao contém particula marcadora,
se tornam tipo [F| ou |E|, dependendo da classifica¢ao das células vizinhas.

2.1.3 Meétodo da projegao

Devido a restricao de incompressibilidade as equacoes de Navier-Stokes acoplam os
campos de velocidade e pressao. No caso de escoamentos transientes a equacao de quan-
tidade de movimento tem o papel de informar qual o comportamento do campo de ve-
locidade u com a evolugao temporal, no entanto nao se sabe como isso acontece com a
pressao p.

A metodologia GENSMAC baseada em métodos de projecao tem como ideia central
o desacoplamento da velocidade e pressao, isto é, u e p sao resolvidos separadamente.
O método de projegao, originalmente proposto por [3] e [40] se fundamenta no Teorema
da Decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge (TDHH), cuja demonstragao pode ser consultada
em |[3].

Teorema 2.1 (Decomposicio de Helmohotz-Hodge): Seja ) uma regiGo com fronteira
00 suave e w um campo vetorial, definido em €. Nestes termos, a decomposicio de u na

forma
u=u+ Vi, (2.2)

existe e € unica, sendo ¥ um campo escalar, também definido em 2. O campo vetorial u
é solenoidal (V-u = 0) e ao longo da fronteira u-n =0, onde n € a normal exterior a OS).

Desta maneira, utilizando o método da projecao primeiramente aproxima-se um valor
para a pressao, em seguida calcula-se o campo de velocidade intermediaria u utilizando
a equagao de quantidade de movimento (1.25). As condigdes inicias e de contorno para
a velocidade intermediaria sao as mesmas que as condi¢oes adotadas para a velocidade u
(ver subsegbes 1.4.1 e 1.4.2).

Pelo fato de considerar a pressao como uma aproximacao, a velocidade nao é necessa-
riamente solenoidal. Neste caso, considera-se

V-u=V-u+ V3, (2.3)

e impondo a restricato do TDHH (V - u = 0), obtém-se a equagdo de Poisson para o
potencial auxiliar v

V3 =V-u, (2.4)
cujas condigoes de contorno, de acordo com [30], em fronteiras rigidas e no injetor é
o
— =0 (2.5)
on

e no ejetor

=0, (2.6)
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Apos o calculo de 9, a velocidade u pode ser obtida através da equagao
u=u-— V. (2.7)

Note que o campo de pressao obtido até este momento é aproximado, sendo assim,
faz-se necessario a corre¢ao do valor da pressao p, essa corregao é feita usando o potencial
auxiliar ¢ e a velocidade u, sendo que o valor da pressao corrigida depende da integracao
temporal adotada na resolucao da equacao de quantidade de movimento, como sera visto
a seguir.

2.1.4 Integracao temporal aplicada na equagao de quantidade de
movimento

No presente trabalho, a integracao temporal da equagao de quantidade de movimento
para a velocidade intermediaria é feita pelo método de Euler implicito (EI). Essa integra-
¢ao sera exposta a seguir

e Euler implicito

Utilizando o método de Euler implicito (EI) na integragdo temporal da equacao de
quantidade de movimento (1.25), tem-se

n+1 n
u — £v2un+1 _u

1
5t Re 5t & (2.8)

v X (UU)H o vanrl + V . Tl’l—l—l + @

- . . A |
Reescrevendo a equagao (2.8) para o campo de velocidade intermediaria u

~n+1 n
u B oamntr _ u"

1
_ . n __ ~n+1 . mntl -

Fr?

tem-se o calculo da velocidade intermediéria nas células [F| e [S]. As condi¢es de contorno
para a velocidade é necessaria no céalculo dos termos advectivos, detalhes da imposicao
dessas condigoes implementadas no ambiente de simulacao FREEFLOW2D podem ser
encontrados em [6] e [14].

No caso em que a derivada temporal da equagao de quantidade de movimento é apro-
ximada por Euler implicito, a corre¢ao da pressao é realizada substituindo a equagao (2.7)
na equagao (2.9),

('Ll + V¢)n+1 ﬁ 2 n+1 u +1 +1
~ 0 7 = - — . n_ n' .T™ -
5 Rev (u+ Vo) 5 V:(uau)" =Vp" +V + 2%
un+1 u” n+1
(% o %VQun+1 — g - v A (uu)n - v (ﬁ'n+1 + wét . %V2w>
+V - T 4 738 (2.10)

Subtraindo a equagao (2.10) da equagao (2.8), obtém-se o valor da pressao corrigida

1 oyt B oo 1

n-+ ~n+ n+

pr =Pt 4 = VYT (2.11)
ot Re

Em escoamentos com superficie livre é necessario impor condi¢oes de contorno para

a pressao p e para o potencial auxiliar i) nessa superficie. Com o objetivo de tornar os

métodos semi-implicitos mais estaveis Oishi [6] propds um novo tratamento da pressao ao
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longo da superficie livre, isto é, o tratamento da pressao passou a ser de maneira implicita,
sendo que, a condi¢ao de contorno da pressao ao longo da superficie livre, assim como a
corre¢ao da pressao nas células [F|, depende da discretizagao temporal adotada. Assim,
considerando um escoamento com superficie livre bidimensional, conforme [6] o primeiro
passo para o tratamento implicito da pressao ao longo superficie livre é a construcao
de uma equagao implicita para p. Assim, a equacao (1.120) utilizada para o calculo da
pressao na superficie livre é escrita implicitamente, isto é,

il % n2 aunJrl an aunJrl N 8vn+1 N n2 8vn+1
b  Re | * Ox TV oy ox Y 0y

+n2 (T 4 2n,m, (T 0y, (TW)"H (2.12)

Observe que a equagao (2.12) acopla os campos de velocidade e pressao. Afim de de-
sacoplar esses campos, substitui-se a equagao (2.11) na equagao (2.12) e utiliza a hipotese
de campo solenoidal para a velocidade, obtendo

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
~n+1 w__ﬁ 2 n+l % . 5 OV u v _ , Ou
Pt ot Rev ¥ Re [ Mo oy + Mally oy + ox "oy

+n2 (T 4 2n,m, (T™)" " 4, (TW)" . (2.13)

Agora, substituindo a equagao (2.7) na equagao (2.13), tem-se
20

_RZQ 6_% n+1+nn E a_a_q’b n+1
Re T ox ox T oy ox

+£ oy n+1 L0 o n+1
or \" dy "yay“ dy

02 (T 4 2n,m,, (T™)" T 4 0, (TH)"H (2.14)

n+1
~n+1 w . ﬁ 2
P ot ReV 4

Isolando v do lado esquerdo da equagao (2.14), vem

n+1 2 82 82 82 n+1 i
wdt +R_ﬁe aw+2”yaw yaf VQWH =Pl (1)
ey \n+1 il 2p3 ov ou  Ov oul™tt

o, (02 4 (T 22 {— gyt (g o) i)

(2.15)

Portanto, a formulagao implicita utilizando EI, consiste em:

- Calcular a velocidade intermediaria pela equagao (2.9).

- Calcular a pressao pela equacao (2.11) tanto nas células [F| quanto nas células [S] e
agora a condigao de contorno para 1 nas células [S] é dada pela equagao (2.15).

2.1.5 Integracao temporal aplicada no modelo algébrico PTT

No modelo algébrico PTT, a tinica equacao diferencial a ser resolvida é para o trago do
tensor extra-tensao, It, a qual no presente trabalho a aproximacao da derivada temporal
é feita pelo método de Euler explicito.
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O método de Euler explicito aplicado no tratamento da derivada temporal da equacao
(1.50) se insere na metodologia GENSMAC com as ideias de [32]. Assim, aproximando
It no tempo t,.1 = t,, + 0t obtém-se a expressao

I = b+ 6tF(u”, I%, {T'S}"), (2.16)
onde
o'y oIy f(ly)

F<un7 IIIL‘v {Fs}n) = oz ay W

I+ 2{T'S}". (2.17)

2.2 Discretizacao espacial por diferencas finitas

2.2.1 Equacgao de quantidade de movimento
Pelo conceito de malha deslocada a equacao de quantidade de movimento ao logo
do eixo x e y é avaliada nos pontos { ;. LY ) e (Y41 ) Assim, seguindo as idéias

apresentadas em [31], [32], [16] e [14] considere as equagoes

w o) o) ep| (ool )
Flitg.d Oz iy oy i1, Ox i+l Re \ 0x? i+ 0y? i+
o1 oT*v 1
" + Lo (218)
Or |1, Oy |1, Fr?
e
Hl ., = — O(uv) ) _Op N B @ @ N
y i,‘ 5 -
I+ oz i+ dy g+ dy i+l Re \ 0x? i+l 0y? i+
Ty oTvy 1
L (219)
Ox g+l dy i+ Fr?

que apresentam somente as derivadas espaciais da equacao de quantidade de movimento.
O gradiente da pressao e o termos difusivos das equagdes (2.18) e (2.19) sdo aproxi-
mados pelo método de diferengas centradas de segunda ordem, isto &,

) 1 — Did

L - p—“% Big (2.20)
ox i+ x

dp Dij+1 — Dij

- = o (2.21)
dy QgL 0y

2 2 , , — . . . . . . — . . . .
OPu | OPu _ Uiggy m Ryt Uigg 2 by

= 2.22

952 " oy (62 (59)? B2

v N Pu Viprged T Wit TV N Vijp3 = 20501 + 05 1 (2.23)
0z~ dy* (0x)? (0y)? ' '

A aproximacao do divergente do tensor extra-tensao depende da localizacao do ponto,
sendo necessario avaliar as células vizinhas. Dessa maneira, conforme os trabalhos [31]
e [14] considere os casos expostos a seguir:
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Caso 1: Neste caso, a vizinhanga de células de fluido e de superficie livre sao do
tipo [F| ou [S] (ver Figura 2.2 (a)). Assim, a aproximacao do divergente do tensor
extra-tensao das equagoes (2.18) e (2.19) é feita pelo método de diferengas centradas
de segunda ordem, ou seja,

T T Y _ Ty
o™ or _ L, — 1 n Tz‘+%,j+§ Tz‘+§,j—% (2.24)
Ox i+ oy il ox 5y '
e
Ty oy
or* orw| Mg~ i TG - TY 2.25)
oz i+ Dy g+l dx oy ' '

Pelo fato do tensor T nao estar definido nos pontos que estao na aresta de uma célula,

o que se faz é aproximar T, ., T"Y, ., eT"™, . | por uma média aritmética dos
i3ty g3 i—5.J%3
quatro pontos mais proximos, isto €,

Ui 1 Hi Hi X Ui
g = (LY + T2+ T + T ) (2.26)
Ui 1 ui ui Ui Ui

@f%7j,% =1 (ngy + Tt + 10+ Tz‘fl,j—l) ) (2.27)
U 1 Hi Hi X U

T;—y%,j—&-% - 4 (Tzay + Tifyl,j + Ti,Jerl + Tifyl,jﬂ) : (2.28)

Caso 2: Quando a aresta superior das células do tipo [F| ou [S] tem contato com as
células do tipo [B], [I], [O] ou [E| (ver Figura 2.2 (b)) e a aproximagao do divergente

do tensor T ¢ feita no ponto (z,,1,y; ) utiliza-se o método de diferengas regressivas.
2

O mesmo método de diferengas finitas é usado quando a aresta a direita das células
[F| ou [S] tem contato com as células do tipo [B], [I], [O] ou [E| (ver Figura 2.2 (¢))

e quando a aproximagao do divergente ¢ feita no ponto (x;,y;,1 ). Assim,
2

Ty oy
or+” o _ T, — 1 n Tz‘+%,j i+3,-1 (2.29)
ox i+ oy i+ ox 0y
e
vy gy
or+v orv _ Tz‘,j+§ Tz‘—1,j+§ n 7 — T (2.30)
O ij+i Oy R 0x 0y
onde 777, » T i 7?;# e T . 1 sdo aproximados por uma média aritmética
20 20 T3 )
de dois pontos vizinhos, isto é,
e, = L e v L e (2.31
itli = 5 (L7 +Tdy) T, = 5 (T30 + T ) 31)
1 1
vy vy |y wy _ zy oy
T =5 (T +T3a) T =5 (B0 + T ) (2.32)

Caso 3: Neste caso, quando as células [F] ou [S]| tem a aresta inferior em contato
com as células do tipo [B], [I], [O] ou [E] (veja Figura 2.2 (d)) e a aproximagao é

feita no ponto (xl +%,yj), utiliza-se o método de diferencas progressivas. O mesmo

método ocorre quando as células [F| ou [S] tem a aresta a esquerda em contato com
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as células [B], [I], [O] ou [E]| (veja Figura 2.2 (e)) e a aproximagao é feita no ponto

(37@', yj+%> . Desta maneira,

T 4 or Tz+13 — 17 4 Tz+2,y+1 Tz‘+%,j (2.33)
Or f1; Oy |y ox oy
e
xy _ oy
o) o) Tl TSI
Ox i+l Ay g+l ox oy ’
onde T’f i © Tffl 1 sao aproximados por uma média aritmética de dois pontos vizi-
2’ 2
nhos, isto &,
Ty 1 Ty 1
Tz’+%,j+1 -3 (Tif + T ) e Tz+1]+2 =5 (T2 + T ) - (2.35)

e Caso 4: Se nenhum dos casos expostos acima acontece, entao os divergentes do
tensor extra-tensao ao longo dos eixos = e y sao dados respectivamente por

I R T (2,36
ox i+ oy H%J 53:
e
@ vy
aaT ’ 85% Lty ”15 iy (2.37)
T4l Y lij+l Y
) . A ) Ty oT™v
Considerando a condi¢ao de Neumann homogénea para as derivadas e .
oy i+l oz g+

Na aproximagao dos termos advectivos das equagdes (2.18) e (2.19) utiliza-se o método

CUBISTA [26].
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F/s B/I/O/E
(]
Tij+1
F/S F/S F/S F/S
o (] o o
Ti_1, T ; Tit1,j Ti;
—= F/S F/s| B/1/O/E
F/S
(-] o
° ° Ti1; T 5
Thj-1 Tij-1
(a) (b) (c)
F/S
[}
Tijt+1
F/S
(-]
Tij
B/1/O/E F/S F/S
B/1/O/E
[ (-]
Ti Tit1,j

(d) ()

Figura 2.2: Ilustragdo do Caso 1 (Figura (a)), Caso 2 (Figuras (b) e (c)) e Caso 3 (Figuras
(d) e (e)).

2.2.2 Equagoes do modelo algébrico

Como foi dito na Secao 1.3 o uso modelo algébrico PTT para representar o tensor
extra-tensao consiste em calcular o trago It pela equagao (1.50), em seguida calcula-se
o tensor deviatorico I' pela equagao (1.86) e por fim atualiza-se o tensor T pela equagao
(1.37). Desta forma, considere a equagao de evolugao para o trago It avaliada no ponto
(xi,y;) nas células [F| e [S] dada por

Olr Oulr duly fUr)i;
o = —(52) - qy| 4+ 2{TSY,
8t ( 83: >ivj ( ay >i,j I/I/'Z T’z,] + { S}@J )

sendo que, {I'S}, ; € a fungdo f (I1);; na forma linear sdo dadas respectivamente pelas
equagoes

(2.38)

1

{Fs}i,j = [%(IT)z iy {Wz}m‘ + ((Il/VZ_Rﬁe) + %[T) It i {Sz}m] ’ (2'39)
ReW;
flr)i; = 1+ 6(1 — 5)]T y ) (2.40)
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1 (o |\’
5 U v
o= == =] - = 241
{W }z,] 2 (ay i 83: ZJ) ) ( )
2
ou ou
s? o= [ = : 2.42
{ }7,,] <ax ) ]) ( )

2 2

) L <au . ) . <8v
i 2\ 0x|;; Oyl dy|;

As derivadas espacias das equagoes (2.41) e (2.42) sdo discretizadas por diferengas cen-

tradas,

onde

@ — Ui+%’j B ’Ui_édl @ — Z’j+% ui’]_é (2 43)
Oz |, ; ox © Oyl oy ’ '
oo s o0 st "
oz |, ox © Oyl dy ' '

As velocidades nao definidas na malha espacial podem ser obtidas a partir da média
aritmética usando os quatros pontos mais proximos [31], isto é,

Ui+l = i (uz‘+§,j T UL T UL T ui—%,]q_l) ; (2.45)

Upj-1 = i (uiJr%,jfl T UL T UL T %]> , (2.46)

430 T i (viﬁ% T V-1 T Vi1t T Vi j—*> (2.47)

Vi1 = i(vz IR LR P! +v”ﬁ> (2.48)

Os termos advectivos 8giT " agiT sao aproximados pelo método CUBISTA [26].

Entretanto, quando a aproximacao é felta nas células [F] ou [S] que estao proximas das
células [I], [O], |B] ou |E| utiliza-se o método 'upwind’ de primeira ordem FOU.

O tensor extra-tensao é atualizado pela equacao (1.37) avaliado no centro de células
tipo |[F] e [S| em coordenadas cartesianas é dado por

1
T = T84 - ]T|”, 2.49)
L = T (2.50)
1
T = T+ g Il (2.51)
onde as componentes I'f3, I'7% e I'/, sdo dadas respectivamente pelas equagoes
{rs},
sz _ bgx (2.52)
J {S2}” J
T’ij e Lo
_ 1Tl SW) — (WS)) — 2 [ (82)™ — = {s2}
S (W - W) 2 ()7 5157, )|
(TS}, 1 Ig),.
TP = o ST = S | (SWY = (WS)) — 2 (8%))7] 2.53
sy (W - e 23], e
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{T'S}, .
rw U Jiigy (2.54)
i {S2}Z’] 7J
1 I ; (SW)YY — (WS)YY) —2( (8?)Y — 1 {s*}
N 5 {S2}i’j ij ij i, 3 %, )
onde
sy - = (2.55)
1{ ou v
Xy _ — _ -
Sij = 2 (8y ij Oz u) 7 -
ov
o _ | 2.57
g oo (257
Lo \* 1fou]
- u
xx L "2\ oy :
(SW)iS — (WS)5 2 <8x ”> 2 (83/ ”> ’ 2

2
1
(SW)Y — (WS)Y = 5(— ]> , (2.59)

| ) , (2.60)

2\zT @
(S )z',j = <8x ’ 2.61)

2
2\vY @
(S )” - <8y zy) 3 (2.62)

As aproximagoes das derivadas espaciais apresentadas nas equagoes (2.55)-(2.62) nas cé-
lulas do tipo [F] ou [S] estao expostas nas equagoes (2.43) e (2.44).

SWRY - (W) =

=
<.
[\
~~

2.2.3 Equacgoes do modelo algébrico em fronteiras rigidas

No modelo algébrico PTT, faz-se necessario definir somente o traco do tensor extra-
tensao It nas fronteiras rigidas, pois os tensores I'' e T sao calculados pontualmente, isto
é, para obter esses tensores na célula (7, j) nao é necessario o valor dos mesmos em células
vizinhas. Assim, o valor de It no centro da célula [B| é exigido quando hé a aproximagao
dos termos convectivos proximos a esta célula.

Na Subsegao 1.4.2; é visto que a equagao de evolugao para It na face das células |B]
¢é calculada considerando a hipotese de fronteira impermeavel e de nao-escorregamento
para o campo de velocidade u. Assim, seguindo as ideias de [14]| e adaptando-as para o
céalculo do trago do tensor extra-tensao It, neste trabalho, para o caso bidimensional It

sera avaliado nos pontos (xz 41, yj> e <xi_;, yj) se a fronteira rigida for paralela ao eixo-y
2 2

e avaliado no ponto (xi,yj +;> e (xi,yjfl) se a fronteira rigida for paralela ao eixo-z.
2 2
Veja os casos a seguir:
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1. Fronteira rigida paralela ao eixo =

Considere a fronteira rigida paralelo ao eixo-x, assim a aproximacao da equacao de
evolucao para o traco It na interface desta célula no ponto (:vl-, Y;+1 |, € dada por
2

aﬁ __M]| @
T A T

7’7]+§

(1_ >IT|’”+] . (263)

Discretizando a derivada espacial da equagao (2.63) por diferencas centradas de
segunda ordem, tem-se

o g — U
gu = M’ (264)
dy ij+3 oy
com
1 1
uij = 5 ( j UL j) € Ui =g (ui+%,j+1 + ui%’jH) : (2.65)

Mediante a condi¢ao de nao-escorregamento da velocidade u na fronteira rigida,

1
2 (ui+%,j+1 + u’i+%,j) =0 = Ui = Uiy (2.66)
1
2 (uz—fﬁl + uz—ﬁ) =0 = Ui ljpr = ~U L (2.67)

Portanto, pelas equagoes (2.65)-(2.67),

ou
dy|,

Uil gt + U141 (2.68)
ij+3 0y

Apos o célculo de It na aresta da célula [B] faz-se uma extrapolagao quadratica
para obter It no centro desta célula, ou seja,

8
Iz,

1
ij = 3 [T|z‘,j+§ =2 Iy + 3 Il (2.69)

Observe pela Figura 2.3 (a) que as células do tipo [F| ou [S] tem a aresta superior
adjacente com a célula do tipo [B]. No caso em que a aresta inferior das células [F]|
ou [S] é adjacente com a célula |B] faz-se o processo analogo ao que foi descrito
acima, e por isso neste trabalho foi omitido.

2. Fronteira rigida paralelo ao eixo-y:

Considere as células [B], cuja a aresta tenha interface a esquerda das células do tipo
[S| ou [F| como ilustrado na Figura 2.3 (b). A aproximacao da equagao de evolugao
simplificada para It é dada por

fUT);

ety - _M Inl,, _|_2@
ot |, 1, H/z 8m
Z+27]

1
(1 — ) [T|z+2,]
2.70

onde a derivada espacial da velocidade v é discretizada por diferencas centradas de
segunda ordem,
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Qo _ Yy~ Yy (2.71)
Oz i+l oz
com
1 1
Vi =5 (Ui,j—f—% + Ui,j—%) ¢ Vit =5 (Ui+1,j+% + Ui—i—l,j—%) : (2.72)

Pela condigao de nao-escorregamento, tem-se

1
9 (Ui,H% + Ui+1,j+%> =0 = Vit1,j+3 = “Vij+ls (2.73)
1

Assim, pelas equagoes (2.72)-(2.74),

@
ox

Vit1,j+1 + V-1
= ) 2.75
S (2.75)

it1.j

Apos o célculo de It na aresta da célula [B], calcula-se Il ; via extrapolacao
quadratica dada por

8

1
It|;; = 3 ]T|i+%,j —2 ]T|i+1,j + 3 IT|i+2,j : (2.76)

,J
O caso em que a interface da célula |B] ¢ a direita das células [F] ou [S] é andlogo

ao caso descrito acima, e por isso omitido.

3. Quina no contorno:

A quina no contorno ocorre quando duas arestas da célula |B] tem contato com
células [F] ou [S]. Assim, de acordo com a Figura 2.3 (c) calcula-se It ao longo da
fronteira do eixo-z (equagao (2.69)) e eixo-y (equagao (2.76)) de forma independente.
Por fim, calcula-se a média das extrapolagoes em cada dire¢ao, obtendo

1[/8 1
[T|¢,j = 35 [(5 [T|z',j+§ —2 IT|@'J+1 T 3 TL‘J”)

8 1
+ (g IT‘z‘—i—%,j -2 IT‘i—l—l,j + 3 IT|i+2,j):| : (2.77)

Os outros caso de quina sao omitidos, pelo fato de serem analogos.
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F/S /S
° o
Il jyo Irl; i
F/S F/S
Il Il i
B IT'LH%
Itl; . 1
a]+§
° Il o Il o Il o Irlia,y o
Tli,j Il Itliyo Irlipy Itliyo
B
B E/S EF/S B E/S F/S

(a) (b) ()

Figura 2.3: Ilustragao de uma célula de contorno rigido paralelo ao eixo z (Figura (a)), y
(Figura (b)) e quina (Firgura (c)).

2.2.4 Equagoes do modelo algébrico no injetor e ejetor

A fronteira do injetor ou inflow responsével pela entrada de fluido num determinado
dominio é coincidente com alguma interface da célula [I], sendo que, a solu¢do deve ser
especificada nesta fronteira de acordo com o problema a ser modelado. Seguindo as ideias
de [21] e [14], considere duas situagoes ilustradas pela Figura 2.7, sendo as demais omitidas
pelo fato de serem analogas.

Conforme a Figura 2.4 (a) a aresta da célula [I] em contato com células [F| ou [S] é
paralelo ao eixo-z. Assim, para determinar It no centro das células [I], primeiramente
especifica-se It na aresta e depois utiliza-se extrapolacgao linear, obtendo

Iz|,; =2 Ix| Iy| (2.78)

ij+i T i,j+1 "
Desta maneira, quando considera-se a condi¢ao de Dirichlet homogénea ao longo da fron-
teira do injetor (aresta da célula [I]) , ou seja, Ir| = 0 a equagao (2.78) é dada

por

ij+3

Inl,; = = Irly s (2.79)

Outra situagao ¢ ilustrada pela Figura 2.4 (b), onde a aresta da célula [I] em contato com
células |F| ou [S] é paralelo ao eixo-y. De maneira analoga, especifica-se It ao longo do
injetor e utiliza-se extrapolagao linear para determinar It no centro da célula [I]. Assim,
considerando a condi¢ao de Dirichlet homogénea ao longo da fronteira do injetor

IT|i,j - IT|i+1,j' (2.80)
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F/S
(o)
IT‘iJrl,j
I F/S
Irlips
@ o
© Irl; ITIH%J
It|; ;
I

Figura 2.4: Tlustragao de uma célula do injetor paralelo ao eixo = (Figura (a)) e paralelo
ao eixo y (Figura (b)).

O ejetor ou outflow responsavel pela saida do fluido de um determinado dominio
coincide com a aresta de células do tipo |O], que em contato com células [F| ou [S] tem
a condigdo de contorno para It derivada da equagao (1.106), isto é,

ot _, (2.81)
on
com 7 orientado na dire¢ao em que fluido escoa.
De acordo com a Figura 2.5 (a) a aresta da célula [O] em contato com células [F| ou
[S] é paralelo ao eixo-z. Assim, para obter It no centro da célula [O] utiliza-se a condi¢ao
de contorno de It ao longo do ejetor derivada da equagao 2.81,

Olr
= — 2.82
dy 0 (2.82)

ij+3
e usando o método de diferencas centradas de segunda ordem, tem-se

IT|z‘,j - ]T|

i,j+1
=0 2.83
5 (2.83)

implicando em
[T‘i,j - [T’i,j+1 : (2.84)

Conforme a Figura 2.5 (b) a aresta da célula [O| em contato com células |F| ou [S]
¢é paralelo ao eixo-y. De maneira anéloga ao caso anterior, aproxima-se It na aresta da
célula [O] utilizando o método diferengas centradas de segunda ordem e obtém-se It no

centro da célula. Assim,

[T‘z',j = IT’i+17j . (285)
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F/S
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ITliJrl,j
o F/S
Irliyy s
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© Irl; IT‘H%,J'
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Figura 2.5: Ilustracdo de uma célula do ejetor paralelo ao eixo z (Figura (a)) e paralelo
ao eixo y (Figura (b)).

2.2.5 Equacgao de Poisson para v

Na metodologia GENSMAC o potencial auxiliar 1) é essencial para o célculo da ve-
locidade solenoidal. A solugao de 1 é derivada da equagao (2.4) cuja discretizagao das
derivadas espaciais no centro da célula é feita utilizando o método de diferencas centradas
de segunda ordem. Assim, a aproximacao da equagao de Poisson para ¢ em células [F| é
dada por

Viy1,y — 2%’,3‘24‘ Vi1, n Yij+1 — 2%,24‘ Vi1 Yirgg Ui n Yijg+3 = Yij-4 (2.86)
(0x) (0y) ox dy

A equagao (2.86) discretizada proximo aos contornos exige a imposicao de condigoes
nas fronteiras rigidas, injetores e ejetores.

Ao longo da fronteira rigida e injetores, considera-se a condi¢ao de Neuman homogénea
[30], ou seja, na aresta da célula [B| e [I] em contato com células [F| ou [S] tem-se a seguinte
condicao

o

0. 2.87
on (2.87)

Considere duas situagoes:

1. A aresta superior da célula [F] ou [S] em contato com célula [B] ou [I] (ver Figura
2.6 (a)).
Nesse caso, seguindo as ideias de [14] a discretizagdo por diferengas centradas da
equagao (2.87) ao longo da fronteira rigida ou injetor é dada por

o _ Yij — Vi

= 0. 2.88
" (239)

Assim, obtém-se o valor de 1 no centro da célula [B] ou [I],
Yij = Vij-1- (2.89)

2. A aresta a direita da célula [F| ou [S] em contato com célula [B| ou [I] (ver Figura

2.6 (b)).
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Desta maneira, a discretizagao por diferengas centradas da equacgao (2.87) ao longo
da fronteira rigida ou injetor ¢ dada por

| _ i~ iy
8x 1 5ZE

Z_ﬁ’]

=0 = Ui; =11, (2.90)

O caso em que a aresta inferior ou a esquerda das células [F| ou [S| em contato com
células [B] ou [I] é feito de maneira anéloga aos casos 1 e 2, respectivamente.

B/I

(0]
Yig

o o
% Yi—1,5 ij
F/S B/1

(a) (b)
Figura 2.6: Ilustracao de uma célula do injetor ou fronteira rigida paralelo ao eixo x

(Figura (a)) e paralelo ao eixo y (Figura (b))

No ejetor considera-se a condicao de Dirichlet homogénea, isto ¢,
Y =0. (2.91)

Na formulagao implicita proposta no trabalho [6], o calculo de ¢ nas células [S] é feito
pelas equagoes (2.15) quando a equagao de quantidade de movimento é integrada por EI,
considerando ¢ = 0 nas células [E|. A seguir sera exposta a discretiza¢ao da equagio
(2.15) conforme os trabalhos [6] e [14].

1. No calculo de 9 nas células [S] quando utiliza-se EI na integracao temporal da
equagcao de quantidade de movimento para a velocidade intermediaria, considere os

casos em que o versor normal & superficie livre n = { Zz } assume os seguintes
y
valores:
- No caso em que n = (1) , ou seja, somente uma aresta da célula da [S] tem
contato com célula [E| (ver Figura 2.7 (a)), a equagao (2.15) reduz a
v 280% B o 2 v
— e = V2t = il e 2.92
ot * Re 022  Re v P Re 0y’ (292)
discretizada por diferencas centradas de segunda ordem, tem-se
i n B iy — 20 + iy Vi — 2005 + Yia
0t Re (0x)? (0y)?
- 2 5¢,‘ 1 _fﬁi,'fl
o= =P T — _BM (2.93)

“J " Re oy
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- No caso em que n = , ou seja, duas arestas da célula [S] tem contato com

il

células |[E| (ver Figura 2.7 (b)), a equagao (2.15) ¢ dada por

1/} B 821/} azw 821/} 6 . ] -
5+E {8# +28xy+ay2:| —ﬁvw——p+§[(T )
) () |G

(2.94)

cuja discretizagao é dada pela equacgao

v 2B 0% - G | ou o 1
Rl ) R A _ - — | T™ 42T + T, (2.95
(5t+Re Oy, ; " Re | 0y ,j+895,~7j+ +2[”+ w TG, (299)
onde
817 ai,j —ai7]’,1 ~ 1 ~ ~ 1
oyl =y = g (T ) iom = 5 (e )
ov 51',]‘ +’5i—1,j ~ 1/ ~ ~ 1/ ~
), e T2 (Pt = Tm) Bora = 5 (Bnog +0imrimy)
(92_1D _ (¢z’,j - ¢i—1,j) - (wm - wm‘—l)' (2.96)
dzy|, ; (6z)(dy)
S E E E
Vi j+1
-
o
VYit1,j

Figura 2.7: Tlustracao de célula de superficie livre com uma aresta em contato com células
vazias (Figura (a)) e de uma célula de superficie livre com duas arestas em contato com
células vazias (Figura (b)).

2.2.6 Equacgao para velocidade solenoidal

A velocidade solenoidal discretizada por diferencas centradas em todas as arestas das
células [F| ou [S] em contato com células [F|, ou [S] ou [O] é dada por

~ ¢i+17j - @Dz‘,j ~ ¢i,j+1 - 1/)1‘,3‘
ui+%,j:ui+%,j_T’ v 1 Ui’jJr%—T. (297)
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Em escoamentos com superficie livre é necesséario impor condig¢oes nesse tipo de contorno
para o campo de velocidade, esta condigao é derivada da equagao (1.119), isto é,

ﬂ |:2nxny (@ _ @) + (ni _ nl2/) <% + @)} — nxny<Ta::c . Tyy) + (n -n )sz

Re dy Oz oy Ox
(2.98)
juntamente com a equacao da continuidade
V-u=0, (2.99)

Para impor essas condigoes, considere dois casos:

1. No caso em que a célula [S] tem somente uma aresta em contato com a célula

-1 R o . :
(veja Figura 2.8 (a)), inicialmente discretiza-
0
se a equacao da continuidade no centro da célula por diferencas centradas. Dessa
maneira, obtém-se a velocidade normal & superficie livre, isto é,

|[E| e o versor normal n =

U1y = 15— Ox (%) . (2.100)

Em seguida calcula-se a velocidade tangencial pela equagao (1.119) que neste caso
se reduz a

B (Ou Ov
— | = T =0, 2.101
oy "ox) " (2.101)
discretizando a equagao (2.101) no ponto (xl 110V +%> obtém-se
Uirlj+1r — %irl;  Re .,
onde 3 )
71?2#2 1 (T3} + 1Y) — 1 (T2 + T ) - (2.103)

seguindo a estratégia adotada em [21].

2. No caso em que a célula [S| tem duas arestas em contato com a célula [E| e o versor

V2
normal n = [ A ] (ver Figura 2.8 (b)), a equagao (1.119) reduz a
2
5 ov  Ou 1
— - — —(T** =T%) =0. 2.104
o o T 5 ) (2.104)

Discretizado a equagao da continuidade e a equagao (2.104) no centro da célula por dife-
rencgas centradas, obtém-se

ox
Re o
V-3 = Vigey = 0y 75 (L5 — TiF), (2.1006)
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Figura 2.8: Tlustragao de célula de superficie livre com uma aresta em contato com células
vazias (Figura (a)) e de uma célula de superficie livre com duas arestas em contato com
células vazias (Figura (b).

2.2.7 Equacao para a pressao final

O calculo da pressao final nas células de fluido depende da integragao temporal da
equacao de quantidade de movimento. Além disso, o tratamento da pressao na superficie
livre é feito de maneira distinta nas formulagoes explicita e implicita. As discretizagoes
em cada caso serd exposto a seguir.

Seguindo a estragégia apresentada em [6], a discretizagao da pressao final nas células
[F] e [S] aplicando a integrac@o temporal de Euler implicito (EI) é dada por

~ Yij B Vit — 2+ Yicy | Yige — 28 + Yi

P = Pt 5 " Re (62)? i I

(2.107)

2.3 Algoritmo Computacional utilizado neste trabalho

Supondo que o campo de velocidade u e v solenoidal, o trago do tensor extra-tensao
It, a pressao p sejam conhecidos no tempo t" e considerando o modelo algébrico PTT
para o célculo do tensor extra-tensao T, tem-se os seguintes passos computacionais:
Passo 1: Calcula-se o traco do tensor extra-tensao [%H por Euler explicito,

It = I+ 6tF(u”, I%, {T'S}"). (2.108)

Passo 2: Calcula-se o tensor deviatérico I'"™*! por (1.86), isto &,

n+l _ {Fs}n n_l(IT)rHl n ny 2 n_l 2\ n
"t = {Sz}ns 2 [57)" (SW)" — (WS)™) 2((8) 3{8} I)](2.109)

Passo 3: Calcula-se o tensor extra-tensao T™™ por
1
T = ot 4 3 (Ip)" ' L. (2.110)

Passo 4: Atualiza-se as condicoes de contorno de 7. ! eT™ 1 nas fronteiras rigidas, no
1 )
injetor e ejetor.

Passo 5: Calcula-se a velocidade intermediaria """ pela equacao (2.9), isto é,
u"t! B oosni1 0" n ~n+1 n+1 1
5 —ﬁv u"’" = E—V-(uu) -Vp" +V.-T +F—7ag. (2.111)
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O sistema linear derivado da expressao (2.111) é resolvido pelo método BiCGstab-SOR.

Passo 6: Resolve-se a equagao de Poisson por
Vit = v .att (2.112)

com as condicoes de contorno de "*! no injetor e fronteira rigida do tipo Neumann
homogénea, no ejetor considera-se a condi¢ao de Dirichlet homogénea e na superficie livre
calcula-se

Pl 28 1 L, 0%) 2 L™ B o 1 o [\
fulal — 4 2nyn, —r — - — nTh = —p" T
ot + Re " 0x? + ey Oxy oy Oy? Rev v b T ( ) *
e\ gt 28 [ L0 o v ,ou]"!
+2ngny (T ) +ny (T ) + e —nma—y + Ngny aiy + 2 nya .

(2.113)

O sistema linear derivado da expressao (2.112) é resolvido pelo método BiCGstab-SOR.

Passo 7: Atualiza-se a velocidade u™t!

u™tt =gttt - vyt (2.114)

no interior do dominio pela expressao

Se o escoamento é com superficie livre, calcula-se a velocidade normal e tangencial a essa
superficie no tempo n + 1 pelas respectivas expressoes

aun+1 aanrl

= 2.11
v u\"! s o (Ou v\
co= gy (T — T 4 (nz —n2)(T*)" (2.116)

Em seguida atualiza-se as velocidades na fronteira rigida e a velocidade normal ao injetor
e ejetor.

Passo 8: Atualiza-se a pressao p"*! pela equacao

Yttt B
5t  Re

n+l _ ~n+l

p =t 4 V2t (2.117)

nas células [F| e [S].
Passo 9: Se o escoamento é com superficie livre, faz-se necessario a atualizacao das
particulas marcadoras na nova posicao x**1 que é dada pela equacao

d
d—’t‘ — u(x, t) (2.118)
cuja integragao é feita usando o Runge-Kutta de 2* ordem [14], isto é,
x gtx = u(x",t") (2.119)
n+l _ n 1
% = 5 [ ") u ] (2.120)

Passo 9: Impoe-se as condi¢oes de contorno para o proximo ciclo, definindo as grandezas
na vizinhanca da regiao ocupada pelo fluido. Assim, se o escoamento é com superficie
livre atualiza-se as velocidades normal e tangencial a essa superficie. Também atualiza-se
a velocidade na fronteira rigida, velocidade normal ao injetor e ejetor. Por fim, atualiza-se
as condi¢oes do contorno de It e T em fronteiras rigidas, injetor e ejetor.






CAPITULO

3

Resultados analiticos e numéricos

Neste capitulo seré apresentada a obtencao da solugao analitica para um escoamento
totalmente desenvolvido em um canal utilizando o modelo algébrico PTT. Ainda, conside-
rando um escoamento em um canal serao expostos a verificagao da metodologia numérica,
o esforco computacional e resultados numéricos com objetivo de avaliar a estabilidade do
modelo algébrico PTT. Também, serao exibidos os resultados de simulagoes numéricas no
problema da contragao 4:1, comparando com os resultados obtidos pelo modelo diferen-
cial PTT (ja implementado na plataforma FREEFLOW-2D) afim de avaliar se o modelo
algébrico reproduz resultados satisfatorios. A aplicacao do modelo algébrico PTT em es-
coamentos com superficie livre é realizada através da simulacao do impacto de uma gota
viscoelastica numa placa rigida.

Nas simulacoes, a integragao temporal da equacao de quantidade de movimento foi
feita empregando o método de Euler implicito, enquanto na equagao de evolugao para o
It foi empregado o método de Euler explicito. Os termos convectivos foram aproximados
pelo método ‘upwind’ de alta ordem CUBISTA e as derivadas espaciais por diferengas
centrais (ver Sec¢ao 2.2). Os sistemas lineares para o calculo da velocidade intermediaria
e do potencial auxiliar ¢ sdo resolvidos pelo método BiCGstab-SOR (detalhes sobre esse
método podem ser encontrados em [46]).

3.1 Escoamento totalmente desenvolvido em um canal

Nesta Secao serao apresentadas a obtencao da solucao analitica considerando um es-
coamento totalmente desenvolvido em um canal e simulagoes numéricas nesse tipo de
geometria, visando a verificacado da metodologia numérica. Além disso, uma analise do
esfor¢co computacional do modelo algébrico em comparagao com o modelo diferencial sera
apresentada em termos de tempo de processamento. Por fim é exposta uma analise nu-
mérica da estabilidade do modelo algébrico PTT.

3.1.1 Solucao analitica a partir do modelo algébrico PTT para
escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal

Foi visto na Secao 1.3 a obtencao do modelo algébrico a partir da equagao constitutiva

diferencial PTT. O sistema de equagoes para esse modelo algébrico juntamente com as

equacoes de quantidade de movimento e da continuidade na forma adimensional e em
coordenadas cartesianas bidimensionais sao dadas por

59
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du N O(uu) i (uv)  Op N B (Pu N 0%u oT** N o1y N 1 (3.1)
ot Ox oy  Ox Re \0x? 0y? Ox oy Fr2de '
dv  d(uv)  O(vv) op B (v % or= 9T 1
- S 2
ot + ox + oy oy + Re \ 0x2 + Oy? + ox + dy + Fr2 (3:2)
ou  Ov
—+—=0 3.3
ox * oy (33)
% =T'*" 4 ]?T (3.4)
T = T (3.5)
It
TV =T 4 (3.6)
DIy  f(Ir)
D =W, It +2{I'S}, (3.7)
onde I'** I'*¥ e I'"Y sao dados pelas equagoes (1.87)-(1.89) e {I'S} é dada pela equagao

(1.85).

Considere um escoamento totalmente desenvolvido em um canal paralelo ao eixo x e
de altura L. Assume-se que as velocidades, o tensor extra-tensao e o gradiente da pressao
nao variam ao longo do canal, isto é, essas propriedades sao independentes da coordenada
x. Desta maneira,

du _ 9(w) _ 01" _ 9 (ult)

0. (3.8)

or  Ox ox Ox

A equacao da continuidade juntamente com a condigao de nao-escorregamento na
parede implica imediatamente em

Il
Q.3| o5
SHES

Il

ov
5y == v=0 (3.9)

Além disso, desconsiderando a agao da gravidade, as equagoes (3.1)-(3.7) se reduz em

=gy A E0 T a0
0= ‘%* 85; (3.11)

T == 4 %T (3.12)

T = T (3.13)

7w —pw 1T (3.14)

3
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f(r)

7

0=—

It +2{I'S}. (3.15)
onde a constante Ap, = %.

Para este modelo algébrico, I'**, T'*¥ T e {I'S} com as simplifica¢oes mencionadas
acima, reduzem-se a

rer = ng (3.16)
1—8)Ip]?
ey = {(WR?%} (3.17)
v — _%]T (3.18)
_du (1—-p5) It ?
(rs} - d—y{WiRe ?} . (3.19)
)
L/2
O
L)2

Figura 3.1: Ilustracao da largura no canal, onde a solug¢ao analitica depende da coordenada
Y.

Substituindo a equagao (3.19) na equagao (3.15), tem-se

r=2— T
W; dy | W;Re 2
1
Wi du[(1-0)Ir]2
= Ip=2 d T
T () dy[I/VZ-Re 2}
IT Wl du
= _ =2 —
[(1-3)1_% 3 f(It) dy
W;Re 2
~ [(1—5T>IT] =) dy
WiRe 2 T) Y

= Ip= ,Will = B) (d—“)2. (3.20)
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Agora, substituindo a equagao (3.20) na equagao (3.17), obtém-se

re

(1-5)2W(1 - ) <d_u)2r
W;Re 2f(It)?Re \ dy
(1-8) du

~ 2f(Ir)Redy 320

Substituindo as equagoes (3.16), (3.18) e (3.21) nas respectivas equagoes (3.12), (3.14)
e (3.13), o sistema a ser resolvido se reduz a

B d*u oI

0= —Ap, + 24 7 3.22
Prt Re dy? + dy (3:22)

op O0TYW
0=—— 3.23
oy * oy (3:23)

Wi(1 = B) (du)*

7% =Ir =2——F— | — 3.24
B f(1)*Re <dy) (324

(1-75) du
s e A 3.25
2/ (Ix) Re dy (3:25)
v = (3.26)
O canal é centrado no eixo y = 0 (figura 3.1). Assume-se a condi¢do de nao-
escorregamento na fronteira, isto ¢, u(—%) = u(%) = 0 e velocidade méxima no eixo

de simetria,

—(0) =0. (3.27)

Para resolver o sistema de equagoes (3.22)-(3.26) primeiramente integra-se a equagao
(3.22) no intervalo [0, y], obtendo

8 (dU(y) ~ du(0)
Re

0=—-Ap.(y —0)+ — a a0y ) + T (y) — T*¥(0), (3.28)

pelas equagoes (3.27) e (3.25) a componente T%¥(0) = 0. Assim, a equagdo (3.28) ¢ dada

por
5 du
0=—Apyy + 2 4 3.29
Pyt ey T (3:29)

A componente T%* é obtida primeiramente escrevendo-a em fun¢ao da componente
T isto é
) )

qoe _ oWill—5) (du)2

f(It)?Re \ dy
L ((1—5) @)d_u
T f(Ip) \f(Ir)Redy ) dy
= 20T (3.30)
Dividindo (3.30) por (3.25),
T WZRB

_ wy
T~ S(1-5)
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obtém-se a solugao analitica da componente T%* dada por
WiR@ 2
T =2 T, 3.31
Ty (™) (331)
Consequentemente, por (3.24) o trago do tensor extra-tensao
WiRe 2
Iy =T =2 )", 3.32
A solugao analitica de T%Y pode ser obtida substituindo as equagoes (3.29) e (1.28) na
equagao (3.25). Assim,
ReW; (1-75) (Re Re
14e€ 1 )T’Cy:— —Apy — —=T" ), 3.33
(1+ et Re \ 7 E (3.3
agora substitui-se a equagao (3.43) na equagao (3.58), obtendo
ReW; 1—
(1 2 <(1 ‘ B)) (T*) ) T % (Apay — T™) = 0. (3.34)

Reorganizando os termos da equagao (3.34), pode-se chegar em
para a equagcao cibica,

ReW,)? (1-5)

uma forma padrao

( TY Ty Ty _
(1+2€<1 )(T ))T 3 (Apyy —T™) 0.
(ReW:)* v ( (1—5)) (1-5)
MY ey Ty _ Ap,y =
2¢ 1— 37 5 ( )+ 1+ 3 5 Pay 0
a3 | ey (L= B)? (1-p)° _
)+ T e~ 2pe(men Py = O
(T™) + ay(T™)* + ax T + a5 = 0, (3.35)
onde a; =0, as = 3A e a3 = —2B com
. (1-p7 _( a=-pp _
e ¢ 7 (T ) =0 0
A solugao real da equagao cubica (3.35) é dada por
T = \3/C+\/B3+A2+{'/C—\/B3+A2. (3.37)

Por fim, para obter a solugao analitica da velocidade u(y) substitui-se a equagao (3.37)

na equagao (3.29), obtendo

d R R
d—sze y—f({’/O+\/B3+A2+{’/C—\/B3+A2> (3.38)
e integrando a equacao (3.38) com relagao a coordenada y no intervalo [0, %] considerando

a condi¢do de nao-escorregamento na parede (u(L/2) = 0), a velocidade u(y) é dada por

3e
2Ap, ReW?(1 —

B ReAp,
86

(1—4y

2)+

u(y)

(37

<3C+ m) + (\/203/ + \/m> ( (2Cy) + /' D? + (26’3/)2)

- (Vcwm) (<30 + VD C?) - (%cy_ m)

(32¢9) + VD + 2CyP) ],

(3.39)
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onde A e C sao dados por (3.36) e

(1-5)°
6e3

A integragao do segundo termo do lado direito da equagao (3.38) pode ser resolvida
utilizando o software Mathematica.

Portanto, a solu¢ao do sistema dado pelas equagoes (4.4) - (4.7) quando considera-se
um canal paralelo ao eixo x é dada por

D = (3.40)

u) = TP (1) 4 i | (Vo -vro)

80 2Ap, ReW2(1 —
(30+m) n <\/20y+\/D3+ 2Cy) )( (2Cy) + D3+(20y)2)

- (Vcwm) (<30 +VDFC?) - (wcy_ m)

(3(20y) +/Dé 1 (20;;)2)} , (3.41)
v(y) =0, (3.42)

7o) = 2 (T (3.43

T (y \/ C+ VB + A? 4 \/ C— VBt A2, (3.44)

T¥(y) = 0, (3.45)

In(y) = T (y). (3.46)

A solugao analitica para as componentes da velocidade e do tensor extra-tensao tam-
bém podem ser encontrados no trabalho feito por Cruz et al. ( [11] e [12]), onde essa
solucao é obtida a partir do modelo diferencial PTT. O modelo algébrico e o modelo di-
ferencial fornecem um sistema de equacgoes cujas solugoes analiticas sao coincidentes para
escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal.

3.1.2 Verificacao da metodologia numeérica

Na simulacao de um escoamento viscoeléstico entre placas paralelas ao eixo z, serao
utilizados os seguintes dados de entrada:

e Distancia entre as placas: L = 1m.
e Comprimento das placas: 10L.

e viscosidade cinematica: 100.0m?s~ .

e Numero de Reynolds e Weissemberg: Re = 1072 e W; = 0.2.
e Parametro: ¢ = 0.5.

e Constante adimensional: § = 0.6.

e Velocidade média do escoamento: U = 1.0ms™!
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T —
1Im — >
v g

- 10m

v

Figura 3.2: Ilustracao do canal paralelo ao eixo x.

No injetor do canal paralelo ao eixo y serao impostas as solucoes analiticas da ve-
locidade e do trago do tensor extra-tensdo (ver SubSe¢ao 3.1.1). Em contornos rigidos
foram aplicadas a condi¢ao de nao-escorregamento (no-slip) e de impermeabilidade para
o vetor velocidade. O trago do tensor extra-tensao It é calculado a partir da equagao
(1.112) considerando a posi¢ao do contorno rigido (ver SubSegao 1.4.2). Na saida do
canal, adotada-se a condi¢gao homogénea de Neumann para a velocidade u e o trago I.

A simulacao em um canal totalmente cheio de fluido é feita até que o escoamento
atinja o estado estacionario, em seguida faz-se um corte transversal no meio do canal
(x = 5L) e compara-se a solu¢do numeérica com a soluc¢do analitica. As Figuras 3.3(a) -
3.3(c) descrevem os perfis das componentes 7%, T** e velocidade u.

A convergéncia do método numérico é analisada a partir do calculo dos erros relativos
entre a solugado numérica e a solucao analitica. O erro relativo foi calculado na norma da

soma Ly, definida por

> |SolEx — Sol Num)|
E — 3.47
|| h”l Z ’SOZESE‘ ) ( )

onde h representa o tamanho da malha espacial, que neste trabalho é dada por h = dx =
0y.

Uma estimativa para o erro || Ejl|;, nas aproximacoes numéricas ¢ dada da seguinte
maneira (veja Tomas [23])

|Enll, = Ch®, (3.48)

em que C representa uma constante dependente dos dados do problema e O é uma esti-
mativa para ordem de convergéncia.

Para o calculo da ordem O, estima-se o erro relativo HE h
z |1

R C (E)O, (3.49)

HE% 2

em seguida, divide-se a equagao (3.48) por (3.49) obtendo-se

|Eul, ,_CHO
AR

=20 (3.50)

1

e aplica-se 0 log em ambos os membros da equacao (3.50). Assim, a ordem de convergéncia
da solugao numeérica pode ser calculada pela expressao

()
~ 2L ol
© log(2 (3:51)

A verificacao da metodologia numérica sera relizada utilizando as seguintes malhas
computacionais:

e M10: 10 x 100 células (6x = dy = 0.1).
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e M20: 20 x 200 células (6x = oy = 0.05).

e M40: 40 x 400 células (dz = oy = 0.025).

e MB80: 80 x 800 células (6x = dy = 0.0125).

+  M10 + MI10
150 Sy ¥ M20 1 X ¥ M20
M40 P
100 o MS&O0 1 \ M40
Sol. Analitica o Ms8o
?Z 501 1 ?2 150 Sol. Analitica]
~ o &~
ol 100
-100
50F
-150+
0 L L L L L L L L L 0 L L L | 7 | L L L
-05 -04 -03 -02 -01 %/ 0.1 0.2 03 04 05 -05 -04 -03 -02 -0.1 @ 01 0.2 03 0.4 05

+  M10

+  M20
M40

o MS&0

Sol. Analiticp
T

05-

P I I T T I I
05 -04 03 -02 -01 @ 0.1 0.2 03 0.4 05

(©)

Figura 3.3: Comparacao da solu¢ao numérica com a solucao analitica das componentes
T (a), T™" (b) e velocidade u (¢), em x = 5L e t = 50s com os parametros adimensionais

Re=10"2eW;=0.2,=0.6¢eec=0.5.

Afim de investigar se ha a convergéncia da solugdo numérica com o refinamento da
malha espacial das simulagoes que utilizam o modelo algébrico, serao expostos os erros
relativos na Tabela 3.1.2 e o comportamento assintotico dos mesmos nas Figuras 3.4(a) -
3.4(c). Também serao realizadas comparagoes dos erros relativos e da ordem de conver-
géncia obtidas das simulagoes que utilizam os modelos algébrico e diferencial. O objetivo
é verificar se as solugoes numeéricas dadas por ambos os modelos apresentam comporta-
mentos analogos ou se distinguem.

O comportamento assintotico do erro de discretizacao depende do tamanho da malha
espacial e da ordem de convergéncia. Conhecendo a ordem do método de discretizagao e
as malhas espaciais é possivel saber qual o comportamento desses erros, como sera visto a
seguir (mais detalhes sobre o comportamento assint6tico dos erros e teste de convergéncia
podem ser encontrados em |[2]).

Dessa maneira, para conhecer o comportamento que os erros devem assumir numa
discretizagao espacial de segunda ordem, divide-se a equacao (3.49) pela equagao (3.48),
obtendo

|2, e
2101 2 _ =
I, < ow 1 (352

1
Assim, a reducao a metade do tamanho da malha espacial reduz 1 do erro. As Figuras

3.4(a) - 3.4(c) comparam a reta do comportamento assintotico obtidas dos erros relativos
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derivados dos modelos algébrico e diferencial com a reta de segunda ordem de convergéncia
obtida da equagao (3.52) em escala logaritmica.

Teste de convergéncia - Componente u Teste de convergéncia - Componente T**

107 10"

- - @a- - - Algébrico PTT |
<@ Diferencial PTT

Reta 2% ordem |

Erros relativos
Erros relativos

o| =---- Algébrico PTT

Diferencial PTT
Reta 2% ordem

———0 =

* 10’
Malhas epaciais

(a)

Malhas epaciais

(b)

Teste de convergéncia - Componente T%Y

- -4@-- Algébrico PTT
<00 Diferencial PTT)

Reta 2% ordem

Erros relativos

4
Malhas epaciais o

()

Figura 3.4: Teste de convergéncia das malhas espaciais das componente u, T%* e T*Y.

Tabela 3.1: Erros relativos obtidos da solugao numérica dada pelo modelo algébrico com-
parados com o erros relativos obtidos da solugao numérica dada pelo modelo diferencial.

Erro M10 M20
Relativo | Algébrico PTT | Diferencial PTT | Algébrico PTT | Diferencial PTT
E(u) 6.027530 x 1073 | 6.027530 x 1073 | 1.597944 x 1073 | 1.597939 x 10~
E(T*) | 1.758150 x 1072 | 1.758150 x 1072 | 4.516545 x 107 | 4.516409 x 103
E(T™) | 8.091567 x 1073 | 8.093974 x 1072 | 2.098316 x 10~ | 2.097720 x 103
Erro M40 MS80
Relativo | Algébrico PTT | Diferencial PTT | Algébrico PTT | Diferencial PTT
E(u) 4.078612 x 10~* | 4.078589 x 10~* | 1.027640 x 10~* | 1.029056 x 10~*
E(T*®) | 1.139792 x 1073 | 1.139735 x 1073 | 2.859680 x 10~* | 2.859642 x 10~*
E(T*) | 5315781 x 107* | 5.311771 x 10~* | 1.335565 x 10~* | 1.335586 x 10~*

Os resultados de verificagao da metodologia numérica com a viscoelasticidade re-
presentada pelo modelo algébrico, indicam que h& uma convergéncia da solu¢cao numé-
rica com o refinamento da malha espacial. Além disso, nota-se que essa convergéncia
ocorre de maneira analoga as simulagoes numéricas onde a viscoelasticidade é represen-
tada pelo modelo diferencial como pode ser visto na Tabela 3.1, em que a maior dife-
renga entre erros relativos calculada pela expressao (E(u)ayy + E(T%") ag + E(T™) a14) —
(E(u)pif + E(T™)pis + E(T™)pis) € 2.407 x 107% na malha M10 e a menor diferenca é
1.399 x 10~7 na malha M80. Observa-se também, que a ordem de convergéncia espacial
tanto do modelo algébrico quanto do modelo diferencial tende a dois com o refinamento
da malha espacial, como pode ser visto na Tabela 3.2 e nas Figuras 3.4(a) - 3.4(c). Com
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Tabela 3.2: Ordem de convergéncia espacial obtida a partir do modelo algébrico PTT
comparada com a convergéncia espacial obtida a partir do modelo diferencial PTT.

Variaveis | O = log (?Tf;g) /log(2) O =log <%> /log(2)
Algébrico PTT | Diferencial PTT | Algébrico PTT | Diferencial PTT
u(y) 1.9153 1.9153 1.9700 1.9692
e 1.9607 1.9608 1.9865 1.9873
T 1.9471 1.9480 1.9808 1.9815
Variaveis | O = log (%) /log(2)
Algébrico PTT | Diferencial PTT

u(y) 1.9887 1.9867

T 1.9948 1.9947

T 1.9928 1.9917

ilustracao os comportamentos assintoticos dos erros relativos das solu¢oes numeéricas da-
das pelos modelos algébrico e diferencial (veja Figuras 3.4(a) - 3.4(c)), nota-se que o
comportamento das retas obtidas das simulagoes dadas por ambos modelos apresentam
comportamentos analogos.

3.1.3 Esforco computacional

Esta Segao apresenta o esforco computacional das simulagoes numéricas no escoa-
mento totalmente desenvolvido em um canal dadas pelo modelo algébrico e pelo modelo
diferencial. O objetivo é comparar o Tempo de CPU das simulagoes que utilizam am-
bos os modelos, essas comparacoes serao realizadas até ¢t = 50s variando os parametros
adimensionais 3, W; e € em cinco malhas espaciais:

e M10: 10 x 100 células (6x = dy = 0.1).

M20: 20 x 200 células (6x = dy = 0.05).

M40: 40 x 400 células (0x = dy = 0.025).

M60: 60 x 600 células (6x = oy = 1/60).

e MS80: 80 x 800 células (6x = dy = 0.0125).

Pelo fato da derivada temporal da equacao de quantidade de movimento ser aproxi-
mada por Euler Implicito (veja SubSegao 2.1.4), em todas as simulagoes o passo temporal
0t foi adotado respeitando somente a restricao relacionada aos termos nao-lineares da
equagao de quantidade de movimento. Essa restricao deve satisfazer a seguinte expressao:

ot S min {5tCFLE7 5tC’FLy} s (353)

em que

0y
e 5tCFLy = —
max Umaz

6tCFLI = (354)
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Os termos Upmaz € Umae representam os valores maximos das componentes de velocidade
u e v, respectivamente. A restrigdo dada pela equacao (3.53) é conhecida como condigao
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).

Assim, considerando um escoamento totalmente desenvolvido em um canal e assu-
mindo que o valor maximo da componente de velocidade é u,,,, = 1.5, 0 passo temporal
0t nas cinco malhas serao adotados respeitando a seguintes condicoes:

Staro < 6.6 x 1072, Stareo < 3.3 x 1072, Stamo < 1.6 X 1072, Stargo < 1.1 x 1072,
6tM80 < 8 X 10_3.

em que 0t pr10, 0tar20, Otarao, Otareo € 0t asgo representam o passo temporal nas malhas M10,
M20, M40, M60 e M80, respectivamente. Dessa maneira, o passo temporal a ser fixado
nas cincos malhas espaciais serao os seguintes:

e Malha M10: Passo temporal 6t = 1 x 1072,

e Malha M20: Passo temporal 6t = 5 x 1073,
e Malha M40: Passo temporal 6t = 2.5 x 1073,
e Malha M60: Passo temporal 6t = 1 x 1073,
e Malha MS80: Passo temporal 6t = 5 x 1072,

A diferenca do esfor¢o computacional derivados das simulac¢oes que utilizam os modelos
algébrico e diferencial é calculada pela equagao

Ty—T,
Dy = Ta=To) 100, (3.55)
Ts

em que Tp e T sao os esforgos computacionais das simulacoes dadas pelos modelos dife-
rencial e algébrico, respectivamente. A partir da equagao (3.55) pode-se obter a diferenga
do esfor¢co computacional em porcentagem, entao:

e Se Dr > 0, entao a simulagao dada pelo modelo algébrico apresenta um esforgo
computacional maior.

e Se Dy < 0, entao a simulacao dada pelo modelo diferencial apresenta um esforco
computacional maior.

e Se Dy = 0, entao as simulacoes dadas por ambos os modelos apresentam o mesmo
esfor¢o computacional.
3.1.3.1 Variando a constante [

Nessas simulagoes varia-se a constante adimensional [ e fixa-se as constantes adimen-
sionais

Re =102, W, = 0.2, ¢ = 0.5.

Na Tabela 3.3 estao expostas as comparacoes do esforco computacional com a variagao
da constante £.
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Tabela 3.3: Comparagao do esforco computacional variando a constante f3.

Dr

g | M10 | M20 | M40 | M60 | MS8O
09| 0% | —11% | —10% | *** ok
0.8 | 0% | —6% | —10% | *** ok
0.7 0% | —2% | —12% | —36% | ***
0.6 | 0% 1% 7% | —=34% | ***
0.5 | 13% — —

Observacao 3.1 O simbolo — indica que as simulagoes dadas pelo modelo algébrico nao
apresentaram uma solu¢cao numérica convergente com o passo temporal 0t adotado, no
entanto as solugoes obtidas pelo modelo diferencial convergiram. Por outro lado, o simbolo
***indica que as simulagoes dadas pelo modelo diferencial nao apresentaram uma solu¢ao
numérica convergente com o passo temporal adotado, diferente das simulacoes dadas pelo
modelo algébrico. Nos lugares em que nao estao preenchidos indica-se que as solugoes
numéricas dadas por ambos os modelos nao convergem.

Inicialmente, esta Secao tinha como objetivo principal a comparacao do esfor¢co com-
putacional, entretanto diante de alguns resultados expostos na Tabela 3.3, verifica-se que
os modelos algébrico e diferencial apresentam restrigoes com a variacao do parametro (3
e das malhas espaciais relacionadas ao passo temporal.

Conforme a Tabela 3.3, na malha M10 nota-se que o esfor¢o computacional das simu-
lagoes dadas pelos modelos algébrico e diferencial nao apresentam diferengas de 5 =0.9 a
£ = 0.6. Entretanto com a diminui¢cao do solvente newtoniano, isto é, com a diminuig¢ao
do parametro [ especificamente com § < 0.5 o tempo de CPU dado pelo modelo algébrico
é maior e a parir da malha M20 nao é possivel realizar comparacao do tempo de CPU,
pois a solucao numérica dada pelo modelo algébrico nao converge com o &t escolhido,
indicando que tal modelo apresenta uma restricao relacionada ao 6t mais acentuada que
o modelo diferencial quando ha a diminui¢ao do parametro .

Nas malhas M20 e M40 observa-se que o esforco computacional das simulacoes dadas
pelo modelo diferencial é maior. Entretanto, a questdao da estabilidade é novamente
evidenciada nos casos em que § < 0.5.

Considerando as malhas M60 e M80, nota-se que o modelo algébrico é capaz de simular
escoamentos com até 40% de polimero e apresenta vantagens com relagdo ao esforgo
computacional. Além disso, nas simulacoes em que 5 = 0.9 e § = 0.8 nao é possivel obter
uma solugao numérica convergente quando utiliza-se o modelo diferencial, isto é, a questao
da estabilidade agora é evidenciada por este modelo e se acentua com o refinamento de
malha espacial como pode ser visto na malha M80, onde em nenhum dos casos as solugoes
numéricas dadas pelo modelo diferencial apresentam uma solugao numérica convergente.

3.1.3.2 Variando a constante W;

Nos resultados das simulagoes a seguir, serao fixadas as seguintes constantes adimen-
sionais: = 0.6, Re = 1072, ¢ = 0.5.
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Tabela 3.4: Comparacao do esfor¢o computacional variando a constante W;.

Dr
W, | M10 | M20 | M40 | M60 | M80
0.1 0% | —0.8% | 1% | —33% | ****
02 0% | —1% | =T% | —34% | ***=*
04| 0% | =% | —3% | —36% | ****
0.8 0% 14% | 19% —
1.0 | 0% 14% | 13% —
20| 5% 17% 6% —

Conforme a Tabela 3.4, na malha M10 o esfor¢co computacional dos modelos diferencial
e algébrico apresentam o mesmo tempo de CPU de W; = 0.1 a W; = 1.0 e para a constante
W; = 2.0 a simulacao dada pelo modelo algebrico apresenta um tempo de CPU um pouco
maior. Nas malhas M20 e M40, as simulacoes dadas pelo modelo algébrico apresentam
um tempo de CPU menor com as constantes W, = 0.1 & W; = 0.4 e a partir de W; = 0.8
ocorre uma inversao do tempo de processamento, isto é, nestes casos sao as simulacoes
dadas pelo modelo diferencial que apresentam menor tempo de CPU.

Novamente, em malhas mais finas o modelo algébrico apresenta vantagens com relagao
ao tempo de processamento, como pode ser visto nas malhas M60 e M80. Embora o
modelo algébrico nao tenha simulado o problema na malha M60 para W; = 0.8, o modelo
diferencial nao conseguiu simular nenhum dos problemas propostos na malha M80, o que
mostra um restrigao de estabilidade maior que o modelo algébrico (ver Tabela 3.4).

3.1.3.3 Variando a constante ¢

As simulacoes expostas a seguir utiliza os parametros: 3 = 0.6, Re = 1072, W; = 0.2.

Tabela 3.5: Comparacao do esforco computacional variando a constante e.

Dr
e | M10 | M20 | M40 | M60 | M80
0.8 | 8% | 24% | 24% | —36% | ***
0.4 | 11% | 28% | 31% | —34% | ***
0.2 | 13% | 28% | — —
0.1 | 16% | 28% | — —
0.05 | 25% | — — —

De acordo com a Tabela 3.5, nota-se que o esfor¢co computacional das simulacoes dadas
pelos modelos algébrico e diferencial nao apresentam diferengas significativas, nesses casos
o modelo diferencial demonstra um tempo de processamento um pouco inferior. Na malha
M40 observa-se que o modelo algébrico apresenta maior esforco computacional com a
diminuicao do parametro €. Entretanto quando adota-se uma melhor precisao espacial,
ou seja, com o refinamento da malha espacial o modelo algébrico apresenta um esforco
computacional menor.

Embora o modelo algébrico apresente dificuldades em simular escoamentos com me-
nores valores de ¢, na malha M80 o modelo diferencial nao é capaz de simular nenhum
caso como pode ser visto na Tabela 3.5.
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3.1.4 Estabilidade

Na SubSegao 3.1.3, o objetivo inicial era analisar apenas o tempo de processamento,
entretanto boas informacgoes de estabilidade puderam ser extraidas dessas simulacoes.
Observou-se através das variagoes dos parametros adimensionais 5, W; e €, que em alguns
casos nao foi possivel comparar o esforco computacional, pois as simulagoes numéricas
que utilizavam o modelo algébrico nao apresentaram convergéncia, indicando que a regiao
de estabilidade da equacao de evolucao para o tracgo

DIr  f(Ir)
B =yl +2(Ts)

aproximada temporalmente por Euler explicito depende dos parametros adimensionais
empregados.

Afim de propor um critério para o controle do tamanho do passo no tempo, seréd
utilizado o tensor conformacao A o qual se relaciona linearmente com o tensor extra-
tensdo T. Conforme os trabalhos [4] e [36], para um fluido PTT essa relacao ¢ dada
por

ReW;
A= "T+1 3.56
onde para escoamentos bidimensionais A é escrito matricialmente como
AT ATV () Iie—?éz T* 41 1 Iie—mﬁ/l Ty 0
A= | A" AW ( = | fgpTv EERTW 41 0 . (3.57)
0 0 A 0 0 1

O tensor A tem a propriedade de ser simétrico definido positivo ( [27], [28]). Diante
dessa propriedade, considere os resultados a seguir.

Teorema 3.1 Seja A uma matriz simétrica n X n. Entdo, A € positiva definida se e
somente se todos os seus autovalores sao positivos.

Uma consequéncia imediata do Teorema 3.1 que seré utilizada nessa Secao é o seguinte
corolario:

Corolario 3.1 Se A« € uma matriz simétrica positiva definida, entao det(A) > 0.

Considere os seguintes casos da Sec¢ao anterior em que nao foi possivel obter a conver-
géncia do método numeérico:

e Caso 1: Re=1072 W; =0.2, ¢ = 0.5, 8 =04, §t = 0.01 e dx = dy = 0.1 (M10).
o Caso2: Re=10"2,W; = 0.2, 8 = 0.6, ¢ = 0.05, 6t = 0.005 e 6z = dy = 0.05 (M20).

O menor determinante do tensor conformacao A (det(A)) e o menor valor de It serao
monitorados no interior do dominio de simulagao

O menor valor de It é monitorado, pois num escoamento totalmente desenvolvido
em um canal se conhece o limite inferior desse valor, ou seja, de acordo com a solucao
analitica apresentada na SubSecao 3.1.1 vem

In(y) = T™(y) = 27— ()" (3.58)
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Assim, It é sempre positivo e assume valor minimo de zero na linha central de simetria
de canal.

As Figuras 3.5(a) e 3.6(a) ilustram o menor determinante no interior do dominio de
simulagao com a variagao do passo temporal nos Casos 1 e 2, respectivamente. Nesses
casos, observou-se que para os dt's considerados inicialmente, o método numérico nao
convergiu e nao preservou a positividade do tensor A. Entretanto, com a diminuicao de
0t, os determinantes do tensor conformacao nao apresentaram mais os valores negativos,
ou seja, condigao necesséaria de positividade do tensor A passou a ser satisfeita e, além
disso, as Figuras 3.7(a) - 3.8(c) ilustram uma concordancia entre as solu¢oes numeéricas e
analiticas, indicando que houve uma diminuicao suficiente do passo temporal.

Na Figura 3.5(b) nota-se que, com a diminui¢do do passo temporal a condigao neces-
saria de positividade do trago de T também passou a ser satisfeita, pois para o maior ot
considerado o tensor apresentou trago negativo. Entretanto, na Figura 3.6(b) nota-se que
o tensor T apresenta trago positivo porém oscilante, o que indica que It nao convergiu
para a solucao estacionéaria do problema. Além disso, nesse caso, nota-se que o menor
determinante de A também tornou-se negativo (ver Figura 3.6(a)).
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Figura 3.5: Menor determinante de A e o menor It no dominio de simulagao variando
o passo temporal Jt, com os parametros adimensionais 3 = 0.4, Re = 1072, W; = 0.2 e
= 0.5 (Caso 1).
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Figura 3.6: Menor determinante de A e o menor valor de It no dominio de simulagao
variando o passo temporal ¢, com os parametros adimensionais f = 0.6, Re = 1072,
W; =0.2 e e =0.05 (Caso 2).
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Figura 3.7: Comparacao da solugdo numérica com a solugao analitica com os parametros
adimensionais 8 = 0.4, Re = 1072, W; = 0.2 e ¢ = 0.5 (Caso 1), com 6t = 1.0 x 107* em

t = 50s.
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Figura 3.8: Comparacao da solugao numérica com a solugao analitica com os parametros
adimensionais 8 = 0.6, Re = 1072, W; = 0.2 e ¢ = 0.05 (Caso 2), com §t = 5.0 x 10~* em
t = 50s.

Até onde sabemos, nao ha estudos que relacione a preservacao da positividade do
tensor conformacao A com a regiao de estabilidade da equagao constitutiva, ou seja, ser
estavel é equivalente a obter o tensor conformacao positivo? Especificamente no sentido,
serd que é possivel o tensor conformacao ser positivo e o 0t estar fora da regiao de es-
tabilidade? Neste trabalho nao responderemos essas questoes, pois seria necessario um
estudo minuncioso desse assunto, o que foge o escopo do projeto inicial.

Diante das consideracoes expostas nesta Se¢ao, para garantir pelo menos que o tensor
conformacao seja positivo podemos emprega-lo para determinar se o tamanho do passo
no tempo deve ser diminuido usando o seguinte algoritmo para o controle do dt:

Se det(A) < 0 entao 0t = a x 0t; 0 < a < 1.

Com esse algoritmo tem-se ao menos a garantia de preservacao da positividade de A
e, em adicao, ele fard com que 0t esteja mais proximo ou até mesmo dentro da regiao de
estabilidade.

3.2 Problema contracao 4:1

Nesta Secao, serao apresentados resultados numéricos obtidos das simulagoes de um
escoamento viscoelastico em uma contragao 4:1. A viscoelasticidade dessas simulagoes
foram representadas pelos modelos algébrico e diferencial PTT, comparando os resultados
para estudar a capacidade do modelo algébrico em reproduzir os fenémenos previstos para
este caso pelo modelo diferencial.

Para a contracao considera-se a hipétese de nao-escorregamento e de impermeabilidade
para a velocidade na fronteira rigida. O trago do tensor extra-tensao It é calculado a
partir da equagao (1.112) considerando a posigao do contorno rigido (ver SubSecao 1.4.2).
Na saida da geometria adota-se a condigao homogénea de Neumann para a velocidade u e o
traco It. No injetor impoe-se o perfil paraboélico para a velocidade. A seguir sera ilustrada
a geometria da contracao planar 4:1 no caso bidimensional. Quanto as medidas dessa
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geometria, adota-se neste trabalho a largura de L = 0.5m para o ejetor (0.75 <y < 1.25)
e , entdo, a entrada passa a medir Dy = 2Hy = 4L = 2m (0.0 < y < 2.0). Assim o
eixo de simetria esté localizado em y = 1.0 e os comprimentos Le e Lo possuem a mesma
medida, Le = Lo.

Figura 3.9: Geometria da contragao planar 4:1 no caso bidimensional. Fonte [20].

As simulagoes da contracao sao iniciadas com a geometria cheia de fluido, considerando
as condigoes iniciais para a velocidade e para as componentes do tensor extra-tensao de
acordo com a Sec¢ao 1.4.1 e segue até o escoamento atingir o estado estacionério.

3.2.1 Verificacao numérica

O artigo de Mompean [20] é a referéncia para verificagdo da metodologia numérica
apresentada neste trabalho aplicada no problema da contragao 4:1. Em [20], Mompean
expoe resultados numeéricos da contracao obtidos pelos modelos diferencial e algébrico
Oldroyd-B. Portanto, nesta Se¢ao a constante € do modelo PTT é considerada nula, para
que os modelos algébrico e diferencial PTT possam ser reduzidos ao modelo Oldroyd-B,
tornando possivel a verificacao numérica.

No injetor da contragao impoe-se o perfil paraboélico para a componente de velocidade
u, isto é,

u(y) = ay (2-y), (3.59)

onde a indica o valor maximo que a velocidade pode assumir do dominio de simulacao
que é em y = 1.0 (eixo de simetria). As componentes do tensor extra-tensao sdo dadas
pela solugao analitica do modelo diferencial Oldroyd-B entre placas paralelas. Assim,

T (y) = —2W"ge_ F )Z—Z, (3.60)
rovy) - LD (3.61)
T%(y) = 0.0, (3.62)

Iy = T™. (3.63)

Os seguintes dados de entrada foram utilizados para as simulagoes.

e Velocidade méxima do escoamento: 1.0 x 107 3ms™!

e Velocidade média do escoamento: U = 7.5 x 10 4ms~!

e Malha espacial: dx = dy = 0.025.
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e Diametro do injetor: Dy = 2.0m.

e Diametro do canal menor: L = 0.5m.

e Distancia entre o injetor e ejetor: Le + Lo = 3.0m, onde Le = Lo = 1.5m.
e Constantes adimensionais: § = 0.1, Re = 0.01, W; = 0.11.

Conforme Mompean [20], considere um corte horizontal em y = 0.75 e 0.5 < 2 < 2.5
para analisar o tensor extra-tensdo. As Figuras 3.10(a), 3.10(c) e 3.10(e) ilustram os
comportamentos das componentes 7%, T% e T"Y obtidos nas simulagoes realizadas neste
traalho e as Figuras 3.10(b), 3.10(d) e 3.10(f) ilustram os comportamentos obtidos no
trabalho [20].

Conforme as Figuras 3.10(a) - 3.10(e) o comportamento das componentes 7%, TV
e T* dadas pelos modelos algébrico e diferencial reduzidos a Oldroyd-B em y = 0.75
e 0.5 < z < 2.5 estdo em concordancia com o comportamento obtido no trabalho [20]
(Figuras 3.10(b) - 3.10(f)). Pode-se observar claramente a presenca da singularidade e do
aumento no valor das tensoes perto do canto da contracao (y = 0.75 e z = 1.5).
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Figura 3.10: Resultados obtidos neste trabalho das componentes do tensor extra-tensao
dadas pelos modelos algébrico e diferencial PTT reduzidos a Oldroyd-B (Figuras (a), (c)
e (e)) e resultados do modelo diferencial Oldroyd-B extraidos do trabalho [20] (Figuras

(b), (d) e (f))-
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3.2.2 Simulacoes de um fluido PTT

O objetivo desta SubSecao é realizar simulagoes que utilizam o modelo algébrico PTT
comparando com os resultados obtidos das simulacoes que utilizam o modelo diferencial
PTT. Dessa maneira, considere os dados de entrada:

e Velocidade méxima do escoamento: 0.5ms™!.

Velocidade média do escoamento: U = 0.33ms™ L.

Diametro do injetor: Dy = 2.0m.

Diametro do ejetor: L = 0.5m.

Distancia entre o injetor e ejetor: Le 4+ Lo = 6.0m, onde Le = Lo = 3.0m .

No injetor da contracao impoe-se o perfil paraboélico, onde a componente da velocidade
u é dada pela equagao 3.59 e as componentes do tensor extra-tensao sao dadas pelas
equagoes (3.60)-(3.63).

As Figuras 3.11(a) - 3.11(d) expoe comparagoes dos valores das componentes de ve-
locidade e do tensor extra-tensao, esses valores sao obtidos ao longo do eixo de simetria
(y=1.0e 0.0 <z <6.0) com as constantes adimensionais § = 0.5, Re = 0.01, W; = 0.2
e e=0..
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Figura 3.11: Comparacao das componentes 7%, T% T* e u e v obtidas pelos modelos
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algébrico e diferencial PTT, em y = 1.0 e 0.0 < z < 6.0.

Conforme as Figuras 3.11(a) - 3.11(d) nota-se que o modelo algébrico reproduz resulta-
dos analogos aos obtidos pela equacao constitutiva diferencial. Também pode-se observar

4 5
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que o campo de velocidade dado pelos modelos diferencial e algébrico estao em excelente
concordéancia (ver Figuras 3.12(a) e 3.12(b)). A méaxima diferenga que pode ocorre nos
valores da componente T%*, essa diferenca é aproximadamente 12%.

(b) Modelo Diferencial

Figura 3.12: Campo de velocidade dado pelo modelo algébrico e pelo modelo diferencial.
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(a) Linhas de contorno da diferenca (T** — T%Y) obtida pelo modelo
diferencial.

(b) Linhas de contorno da diferenga (T** — T%¥) obtida pelo modelo
algébrico.

Figura 3.13: Comparagao das linhas de contorno da diferenca (T%* —T%), com dx = dy =
0.025 em t = 50s.

(a) Linhas de contorno da componente T%Y obtida pelo modelo diferen-
cial.

(b) Linhas de contorno da componente T*¥ obtida pelo modelo algébrico.

Figura 3.14: Comparacao das linhas de contorno da componente T%Y, com dx = dy = 0.025
em t = 50s.

Para discutir os resultados das Figuras 3.13(a) - 3.14(b), inicialmente serao ilustrados
os tipos de escoamento e as respectivas regioes em que eles ocorrem na geometria da
contracdo, seguindo a didatica da Figura 3.15 extraida de [20]. As regides de interesse
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para essa discussao sao as regides cinza que representam o escoamento cisalhante (S) e
as regiao mais clara que representam um escoamento puramente elongacional (E). Esse
estudo dos tipos de escoamento na regioes da contragao é realizado considerando o ntimero
de De = 0.32 (De é denominado nimero de Deborah que é equivalente ao niimero W;
para fluidos estacionarios).

De acordo com as Figuras 3.13(a) - 3.14(b) nota-se que as linhas de contorno obtidas
pelo modelo algébrico reproduzem resultados coerentes com as linhas de contorno dadas
pelo modelo diferencial. Entretanto na regiao proxima a contracao a primeira diferenca das
tensoes normais (7% — T%) nao é bem prevista pelo modelo algébrico, este fato também
é relatado no trabalho [20]. Observa-se que em regides de transigdo entre escoamento
cisalhante e elongacional, as formas das linhas de contorno dado pelo modelo algébrico
diferem das linhas de contorno dada pelo modelo diferencial como pode ser visto nas
Figuras 3.13(b) e 3.14(b).

Figura 3.15: Figura retirada de [20] caracterizando as regioes de diferentes escoamentos.

3.2.2.1 Esforgo computacional

Nesta Se¢ao, serao expostos resultados com objetivo de comparar o esfor¢o computa-
cional das simulacoes que utilizam os modelos algébrico e diferencial.
Assim, considere uma simulagao de um fluido PTT com os seguintes dados de entrada:

e Constantes adimensionais: f = 0.6, Re = 0.01, W; =0.2 e e = 0.5.

e Didmetro do canal maior: Dy = 2.0m

e Diametro do canal menor: L = 0.5m.

e Distancia entre o injetor e ejetor: Le + Lo = 6.0m, onde Le = Lo = 3.0m .

No injetor da contragao impoe-se o perfil paraboélico, onde a componente da velocidade
u é dada pela equagao (3.59) e as componentes do tensor extra-tensdo sdo dadas pelas
equagoes (3.60)-(3.63).

As simulagoes sao realizadas como em duas malhas computacionais:

e M1: 6z = dy = 1/60.

o M2: jz = dy = 1/80.
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Os passos no tempo adotados nas simulagoes respeitam a condi¢ao CFL. A comparacao do
esfor¢o computacional esté exposta na Tabela 3.6. A diferenga do esfor¢o computacional
derivados das simulagoes que utilizam os modelos algébrico e diferencial é calculada pela
equagao (3.55), isto é,
Dy = M x 100,
T
em que Tp e Ty sao os esfor¢os computacionais das simulagoes dadas pelos modelos

diferencial e algébrico, respectivamente.

Tabela 3.6: Comparacao do esfor¢co computacional no problema da contracao 4:1.

Dr
M1 M2
—0.8% | —59%

Como discutido na Segao 3.1.3, os resultados da Tabela 3.6 eram esperados, ou seja,
¢é possivel observar que o tempo de processamento das simulagoes que utilizam o modelo
algébrico é consideravelmente inferior em malhas mais finas se comparado com o modelo
diferencial. Relembrando que se Dy < 0, as simulagoes dadas pelo modelo algébrico
apresentam maior esfor¢o computacional que as simula¢oes dadas pelo modelo algébrico.

3.3 Modelo algébrico aplicado em escoamentos com su-
perficie livre

Nesta Segao, serao apresentados resultados numeéricos das simulagoes de escoamentos
com superficie livre utilizando o modelo algébrico PTT, com o objetivo verificar a aplica-
bilidade do modelo algébrico em escoamentos com superficie livre. Essa verificacao sera
realizada em dois tipos de problemas:

e Escoamento totalmente desenvolvido em um canal.
e Impacto de uma gota viscoelastica numa superficie rigida.

Tanto no escoamento totalmente desenvolvido em um canal quanto no impacto de uma
gota viscoelastica numa superficie rigida considera-se as condigdes de contorno conforme
expostas na SubSecao 1.4.2, isto é, consideram-se nas fronteiras rigidas a condi¢gao de nao-
escorregamento (no-slip) e de impermeabilidade para o vetor velocidade, onde o trago do
tensor extra-tensao It ¢ calculado a partir das equagoes (1.112) e (1.115) de acordo com
a posicao do contorno rigido. Em fronteiras livres a pressao p é calculada conforme a
estratégia Oishi [6], tal estratégia é exposta na subSegao 2.1.4.

3.3.1 Escoamento entre placas paralelas

Considere um escoamento viscoelastico com superficie livre entre placas paralelas na
direcao x. Na entrada do canal, impoe-se a solugao analitica formulada na Secao 3.1.1
para o tensor extra-tensao e para a velocidade. No ejetor, considera-se a condigao de
Neumann homogénea.

No tempo t = 0s, o canal esta totalmente vazio, o fluido vai sendo injetado na entrada
do canal gradualmente até que atinja o ejetor e também até que o estado estacionério seja
estabelecido. Assim, considere os seguintes dados de entrada:
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e Distancia entre as placas: L = 1m
e Comprimento das placas: 10L
e Constantes adimensionais: Re = 0.01, W; =0.2, 5 =0.6 e € = 0.5.

As Figuras 3.16 (a) - 3.16 (b) ilustram a movimentacao do fluido viscoelastico escoando
entre as placas paralelas.

(b)

Figura 3.16: Iustragao do escoamento de um fluido viscoelastico entre placas paralelas
emt=>5set=10s.

As Figuras 3.17 (a) - 3.17 (c) ilustram a comparacao das solugbes numéricas com a
solugao analitica das componentes do tensor extra-tensao e da velocidade em ¢t = 50s
considerando trés malhas espaciais:

1. M10: 6x = oy = 0.1.
2. M20: §z = oy = 0.05.
3. M40: éx = oy = 0.025.

Observa-se que a solucao numeérica de um escoamento viscoelastico dada pelo modelo
algébrico apresenta um boa concordancia com a solu¢ao analitica do problema.

3.3.2 Impacto de uma gota numa superficie rigida

Um problema importante em reologia computacional envolvendo superficie livre e
fluido viscoelastico, é o fenémeno do impacto da gota. Esse problema consiste em uma
gota esférica que cai sob a acao da gravidade até atingir uma superficie rigida e deforma-se
rapidamente, sendo que, as propriedades de cisalhamento do fluido tém bastante influén-
cia. Assim, nesta SubSecao, serdao apresentados resultados das simula¢oes numéricas do
impacto de uma gota numa placa rigida, realizando inicialmente a verificacao da me-
todologia numérica, isto €, serao comparados resultados obtidos neste trabalho com os
resultados obtidos num trabalho da literatura. Em seguida, serao efetuadas simulagoes
numéricas variando os parametros adimensionais 3, W; e €, com o objetivo de verificar
se o modelo algébrico reproduz os fendmenos previstos pelo modelo diferencial para este
caso.
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Figura 3.17: Comparacao da solugao numérica com a solugao analitica das componentes
u, T e T" em x = 5L e t = 50s.
3.3.2.1 Verificacao numérica

A verificagdo numérica é realizada utilizando os resultados do trabalho desenvolvido
por Oishi et al. [8]. Assim, considera-se os seguintes dados:

e Dominio Computacional: 0.078m x 0.078m (156 x 156 células).

Diametro da gota e velocidade de escala: L = 0.02m e U = 1.0m/s, respectivamente.
e Altura inicial (entre o centro da gota e o fundo da caixa): hg = 0,04m.

e Velocidade inicial: ug = 0.0m/s e vg = —1.0m/s.

e viscosidade cinematica: 4 x 10™3m?2s~ L.

e Numeros de Reynolds, Weissemberg e Froude: Re = 5.0, Wi = 1.0 e Fr = 2.26,
respectivamente.

e Constante § = 0.1.

A Figura 3.18 ilustra a variacao do comprimento de uma gota modelada pelo fluido
Oldroyd-B exposto no trabalho de Oishi et al. [8] e pelo fluido PTT diferencial reduzido a
Oldroyd-B, isto é, e = 0.0. Nota-se que a gota dada pelo modelo PTT diferencial reduzido
a Oldroyd-B (resultado obtido neste trabalho) apresenta uma excelente concordancia com
o modelo Oldroyd-B (resultado obtido no trabalho [8]).
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Figura 3.18: Verificagao numérica da variagao do comprimento de uma gota de um fluido
dada pelo modelo diferencial PTT reduzido a Oldroyd-B (e = 0.0).

A Figura 3.19 apresenta a comparagao do comprimento da gota dadas pelo modelo
algébrico PTT, pelo modelo diferencial PTT e o modelo Oldroyd-B (para os modelos
algébrico e diferencial PTT adota-se (¢ = 0.0)). Essa comparacao é realizada com os
mesmos dados de entrada exposto anteriormente, exceto a constante 5 = 0.6.

Nota-se, que a variagao do comprimento da gota dada pelo modelo algébrico PTT
corresponde ao modelo diferencial PTT exceto no intervalo (0.05,0.12), onde a gota mo-
delada pelo diferencial PTT e Oldroyd-B apresentam uma curva indicando que a gota
sofre uma contragao, o mesmo nao ocorre com a gota modelada pelo algébrico PTT.
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Figura 3.19: Verificagao numérica da variagao do comprimento de uma gota de um fluido
dada pelos modelos diferencial PTT e algébrico PTT, ambos reduzidos a Oldroyd-B, isto
é, ¢ = 0.0, juntamente com os dados obtidos pelo modelo Oldroyd-B.

A seguir serao apresentados resultados numéricos com o mesmo dominio computacio-
nal e velocidade de escala adotados anteriormente, avaliando a influéncia das constantes
adimensionais W;, # e do parametro €, com o objetivo de verificar se a gota dada pelo
modelo algébrico reproduz os fendémenos de uma gota viscoelastica prevista pelo modelo
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diferencial. O resultados serao expostos através de graficos e Tabelas comparando e cal-
culando a diferenca dos comprimentos das gotas previstas por ambos os modelos. Essa
diferenca é calculada utilizando a seguinte expressao

D= Z(Cl(tj) — Ca(t)))?, (3.64)

onde C representa o comprimento da gota da pelo modelo algébrico PTT e C5 representa
o comprimento da gota modelada pelo modelo diferencial PTT. A equacao (3.64) sera
calculada no tempo t € [0.0,0.1] segundos, pois é nesse intervalo de tempo que ocorre o
fenomeno da contragao da gota viscoelastica [8], ou seja, nesse intervalo é possivel verificar
se a gota dada pelo modelo algébrico é capaz de simular esse fendmeno.

3.3.2.2 Influéncia do W;

As Figuras 3.20 (a) - 3.20 (d) ilustram a comparagao do comprimento de uma gota
dada pelos modelos algébrico e diferencial com a variacao de W, e a Tabela 3.7 apresenta
os resultados numeéricos da diferenca entre os comprimentos da gota modelado por ambos
os modelos. Assim, considere os numeros adimensionais fixados:

e Re=5.0, Fr 2226, 3=06¢eec=0.5.
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Figura 3.20: Variacao do comprimento de uma gota viscoelastica com relagao ao tempo:
Comparagao do modelo diferencial com o modelo algébrico PTT variando W;.
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Tabela 3.7: Diferenca do comprimento de uma gota dada pelos modelos algébrico PTT e
diferencial PTT.

W, 1.0 2.0 4.0 8.0 16.0
D | 0.299 | 0.120 | 0.092 | 0.028 | 0.041

Nota-se pelas Figuras 3.20(a) - 3.20(d) que o modelo algébrico apresenta uma boa
concordancia com o modelo diferencial considerando o aumento da constante adimensional
W; e que a gota viscoeléstica nao contrai com o aumento dessa constante. Certamente,
esse fato merece maior investigagao para uma contribuicao em Reologia Computacional.

De acordo com a Tabela 3.7, para W; até 8.0 a diferenca entre os resultados numéricos
do modelo algébrico e do modelo diferencial diminui. De W; = 8.0 para W; = 16.0
percebe-se que ha um pequeno aumento nessa diferenca. Entretanto, quando considerou-
se t € [0.0,0.14]s esse aumento nao ocorreu, o que foi verificado em calculos que nao
foram apresentados aqui. Portanto, essa andlise merece uma maior investigacao para
valores maiores de W;.

3.3.3 Influéncia de €

Analisando a influéncia do parametro € na simulacao de uma gota dada pelo modelo
algébrico PTT, tem-se as Figuras 3.21(a) - 3.21(f) que compara o comprimento dessa
gota com o comprimento de uma gota dada pelo modelo diferencial PTT e a Tabela 3.8
apresenta essa diferenga numericamente. As comparagoes sao efetuada com os niimeros
adimensionais fixados:

e Numeros adimensionais fixados: Re = 5.0, F'r = 2.26, 5 =0.6 e W; = 1.0.

A constante adimensional W; = 1.0 é escolhida de modo que o efeito da contracao de uma
gota viscoelastica possa ser evidenciado.

| e=04

COmmento

da gota
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Figura 3.21: Variacao do comprimento de uma gota viscoelastica com relagao ao tempo:
Comparagao do modelo diferencial com o modelo algébrico PTT variando e.
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Figura 3.22: (a) Comparagao do comprimento de uma gota viscoelastica dada pelo modelo
algébrico PTT variando o parametro €; (b) zoom da Figura (a); (c¢) Comparacao do
comprimento de uma gota viscoelastica dada pelo modelo diferencial PTT variando o
parametro ¢; (d) zoom da Figura (c).

Tabela 3.8: Diferenca do comprimento de uma gota dada pelos modelos algébrico PTT e
diferencial PTT.

e | 0.5 0.4 0.2 0.1 0.05 | 0.01
D | 0.299 | 0.299 | 0.498 | 0.869 | 1.261 | 1.678

Conforme as Figuras 3.21(a) - 3.21(f), observa-se que o comprimento da gota dada
pelos modelos algébrico e diferencial apresentam maior diferenca quando o parametro
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e diminui, isto é, nota-se que a gota viscoelatica representada pelo modelo diferencial
apresenta o fendomeno de contragao mais acentuada com a diminuicao de € e 0 mesmo nao
acontece com a gota viscoeléstica representada pelo modelo algébrico.

Analisando os resultados numéricos do modelo algébrico e do modelo diferencial sepa-
radamente, pode-se observar melhor a influéncia do parametro €, como pode ser visto nas
Figuras 3.22(a) - 3.22(d). Essas figuras ilustram que ambos os modelos apresentam um
comportamento semelhante com a diminuigao do parametro €. Considerando a Figura
3.22 (c), verifica-se novamente que ha uma maior contragao da gota dada pelo modelo
diferencial quando € é menor, ja para valores maiores de ¢ o comportamento da gota se
aproxima do comportamento de uma gota de fluido Newtoniano. Esse fato esta coerente
com trabalho [33] (por praticidade ver Figura 3.23), o qual mostra que a viscosidade elon-
gacional do modelo diferencial PTT tende a ser constante, como no caso Newtoniano, com
o aumento de €. Destaca-se que, o efeito da contracao da gota apresentado pelo modelo
diferencial, ndo é plenamente capturado pelo modelo algébrico ( ver Figura 3.33(a)).

A Tabela 3.8 expoe quantitativamente a diferenca entre os modelos algébrico e dife-
rencial. De acordo com o exposto acima, com relacao ao parametro €, os dados da Tabela
3.8 indicam que quanto menor €, ou seja, quanto maior os efeitos viscoelasticos, maior a
diferenca entre os modelos diferencial e algébrico PTT.

1000 +
~ 100
S 1
£ o E
001 | "
0.01 0.1

Figura 3.23: Gréafico superior: variacao da viscosidade elongacional em funcao da taxa
de elongacao. Grafico inferior: variacao da viscosidade cisalhante em funcao da taxa de
cisalhamento. Fonte: Tomé et al. [33].

3.3.4 Influéncia de (8

Por fim, analisa-se a influéncia da constante adimensional 5 no escoamento de uma
gota. As Figuras 3.24(b) - 3.24 (d) expoe a comparac¢ao do comprimento de uma gota
dada pelo modelo algébrico PTT com o comprimento de uma gota dada pelo modelo
diferencial PTT e a Tabela 3.9 apresenta a diferenca do comprimento. As comparacoes
sao feitas com as seguintes constantes adimensionais:

e Re=5.0, Fr=226,e=02eW; =1.0.

O valor de W; = 1.0 novamente ¢é escolhido afim de que o efeito da contracao da gota seja
verificado.
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Figura 3.24: Variacao do comprimento de uma gota viscoelastica com relagao ao tempo:
Comparagao do modelo diferencial com o modelo algébrico PTT variando /.

Tabela 3.9: Diferenga do comprimento de uma gota dada pelos modelos algébrico PTT e

diferencial PTT

0.7

0.6

0.5

p
D | 0.276

0.498

3.347

Nota-se pelas Figuras 3.24(a) - 3.24(d), que a diminuigao da constante adimensional
[ acarreta numa maior diferenca nos comportamentos dos modelos algébrico e diferencial
PTT. Isso se deve ao fato de que uma gota dada pelo modelo diferencial apresentar
de forma mais acentuada o fenémeno da contragdo com a diminuigdo de § (resultado
também apresentado no trabalho [39]) o mesmo nao acontece com a gota dada pelo
modelo algébrico. Consequentemente, a diferenca dos comprimentos aumentam com a
diminuicao dessa constante como pode ser verificado numericamente na Tabela 3.9.

As Figuras 3.25(a) - 3.25(1) apresentam a visualiza¢ao do perfil da velocidade u das
simulagdes correspondentes & Figura 3.24(c).
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Figura 3.25: Visualizagao bidimensional do escoamento de uma gota analisando o perfil
da componente de velocidade u dada pelo modelo algébrico PTT e pelo modelo diferencial
PTT, com =0.6, Re=5.0, W; =1.0, e = 0.2, F'r = 2.26.

Observa-se que no tempo ¢ = 0.05s o modelo diferencial comega a mostrar o efeito de
contragao, a Figura 3.25(f) ja apresenta uma inversao no sinal da velocidade u, enquanto
o modelo algébrico nao apresenta essa inversao. Entretanto, destaca-se aqui que a velo-
cidade u no modelo algébrico diminui consideravelmente, fazendo com que a gota quase
pare de escoar (ver da Figura 3.25(c) para Figura 3.25(e)), o que mostra que o modelo
algébrico "tenta'"contrair, mas nao realiza essa contracao de fato.



Consideracoes finais

No presente trabalho foi exposto o estudo do desenvolvimento de um modelo algébrico
para escoamentos viscoelésticos a partir da equagao constitutiva diferencial PTT, esse mo-
delo foi implementado na plataforma FREEFLOW-2D adaptando o calculo dos tensores
em fronteiras fixas e livres. Em seguida, foram realizadas simulagoes numeéricas visando a
obtencao e discussao dos resultados obtidos pelo modelo algébrico PTT, a verificacao do
método numérico foi feita através de comparacoes quantitativas com a solugao analitica,
que neste trabalho foi derivada a partir do modelo algébrico PTT. Além disso, compa-
ragoes dos resultados numéricos entre os modelos algébrico e diferencial foram realizados
com objetivo de verificar a viabilidade do modelo algébrico e o tempo de simulagao.

A verificagao da metodologia numérica foi realizada na simulacao de um escoamento
confinado entre duas placas paralelas comparando os resultados numéricos do modelo al-
gébrico PTT com a solugao analitica do problema. Essa comparagao foi satisfatoria, pois
com o refinamento de malha observa-se que a solugao numérica apresenta uma boa con-
cordancia com a solugao analitica. Além disso, o modelo algébrico e o modelo diferencial
apresentam erros relativos e ordem de convergéncia consideravelmente proximos.

Ainda num escoamento totalmente desenvolvido entre placas paralelas, foram reali-
zadas simulagoes numeéricas com o objetivo de comparar o esfor¢co computacional dessas
simulagoes que foram dadas pelos modelos algébrico e diferencial. Verificou-se que o mo-
delo algébrico apresenta uma restricao de estabilidade maior se comparado com o modelo
diferencial quando considera-se escoamentos com mais de 40% de polimero, com valores
de € > 0.2 e com o aumento W;. Entretanto, em malhas mais finas o modelo algébrico
comeca a mostrar vantagens com relagao ao tempo de processamento e com relacao a
estabilidade. Na comparacao entre os modelos algébrico e diferencial, nota-se que em
malhas mais finas o modelo algébrico apresenta convergéncia numérica e menor esforco
computacional, enquanto o modelo diferencial comeca apresentar instabilidade e em certo
momento nao é capaz de simular nenhum dos casos propostos.

No problema da contragao planar 4:1, inicialmente foi realizada a verificagao numé-
rica reduzindo o modelo diferencial e o modelo algébrico ao modelo Oldroyd-B (tomando
e = 0.0), comparando os resultados obtidos neste trabalho com os resultados apresenta-
dos no trabalho [20]. A comparacao foi satisfatoria, pois o comportamento dos valores
numeéricos das componentes do tensor extra-tensao estao coerentes com o comportamento
apresentado no trabalho [20]. Além disso, comparou-se resultados dados pelos modelos
algébrico e diferencial PTT e verificou-se que o compartamento das tensoes e das velocida-
des apresentam uma boa concordancia, a principal diferenca ¢ dada nas linhas de contorno
da primeira diferenca das tensoes normais na regiao onde ocorre a contragao, esse fato
também é relatado em [20]. Em seguida verificou-se o esfor¢o computacional e como es-
perado as simulacoes dadas pelo modelo algébrico apresentou menor custo computacional
em malhas mais finas se comparadas com o modelo diferencial.

Como aplicagao em escoamentos com superficie livre, o modelo algébrico foi testado
na simulagao do escoamento de um fluido viscoeléstico entre placas paralelas e de uma

93
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gota viscoelastica em uma placa rigida. Os resultados numeéricos foram comparados com
os previstos pelo modelo diferencial PTT.

No escoamento entre placas paralelas foram realizadas simulagoes em trés malhas es-
paciais camparando a solu¢ao numérica com a solugao analitica, verificando que a solucao
numérica apresenta uma boa condordancia coma solugao analitica.

No escoamento do impacto de uma gota viscoelastica numa placa rigida comparagoes
foram feitas com o objetivo de analisar a influéncia das constantes adimensionais nesse
tipo de problema, estudando a aplicabilidade do modelo algébrico. Assim, verifica-se
com o aumento dos parametros adimensionais W;, € e [ que o escoamento de uma gota
viscoeléastica dada pelo modelo algébrico se aproxima do escoamento da gota dada pelo
modelo diferencial. Observa-se também com diminuicao desses parametros que ocorre
o fendmeno de contragao da gota (efeito elastico) e que o modelo algébrico apresenta
dificuldade em representar esse fenémeno.
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APENDICE

A

Equacoes governantes em coordenadas
cartesianas bidimensionais

A.1 Equacoes que descrevem escoamentos newtonianos

As equagbes de Navier-Stokes para escoamentos newtonianos, incompressiveis e iso-
térmicos na forma conservativa sao dadas por

p (a_u +V- (uuT)) = V- (29,8 —pI) + pg, (A-1)

ot
V-u = 0. (A-2)

Considerando escoamentos bidimensionais, u = [u v]T e o operador V = [ a% a% }

Assim, escreve-se
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e a equacgao continuidade

U ou Ov
V-u:[é% %]{U}:g—’—a_y:& (A'7)

A.2 Equacao que descrevem o escoamento de um fluido
PTT

As equagoes governantes para escoamentos nao-newtonianos, isotérmicos e incompres-
siveis modelados pela equacao constitutiva PTT, sao dadas na forma conservativa por

0
p (8—1; + V- (uuT)) = V-2nsS+ T —pl) + pg, (A-8)
V-u = 0, (A-9)
v
fUr)T+ AT = 2n,S. (A-10)

0
Considerando escoamentos bidimensionais, os termos —u, V- (uu'), pg e V-u sao
dados respectivamente pelas equagoes (A-3), (A-4), (A-6) e (A-7). Além disso,
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- { v Tx:c Txy 8u 8@ T:cy Tyy ou }

D Tox Ty QT:I::B du + 2Txy <9u Ta:xg_z + 6uTyy
— E Tzy  Tyy - Bu Tyy + Txx 811 2Ty gv 2Tyy Bu

orr= ouT*® BvT“” BTW 8usz Ty
ot + oz + + + oy

BT“’ ouT*Y ovT*Y BTW ouTYY ovTYY
+ oz + oy + ox + oy

2Tx:c ou + 2Ta:y 8u Tx:c v 8u Tyy
_{ ] (A-12)

ou Tyy ‘l’ Tmc 81) 2Txy 81} 2Tyy ou

Assim, a equagao da quantidade de movimento e a equagao constitutiva PTT na forma
adimensional sao escritas matricialmente da seguinte maneira:

o 9 (uuw) A(uwv)  I(uv) 9(vv) _ dp Op
P([(‘TIZ o ] { oz T oy oz T oy D—_[am 8y}
2 2 TT T T

(G o) n(Gm+oe) |+ | Bt S | eles gl

(A-13)

oT*® ouT*® ovT*® 6TW ouT®Y Ty
Trr Ty ot + oz + oy + o + dy

13) | ey g |

8T’“y ouT*Y ovT*Y 8Tyy ouTYY ovTYY
+ or + oy + or + oy

ou 1 (0ou v
oz 2 (ETy + %)

2 \ Oy ox oy

2sz ou + 2sz 8u Txx ov + ou Tyy
- 8u Tyy + Txm 81) QT:py 81) 2Tyy au







APENDICE

B

Operacoes matematicas para obtencao
do modelo algébrico explicito

B.1 Equacao diferencial PTT em termos dos tensores
SeW

A equagao diferencial PTT na forma adimensional é dada pela equagao (1.27) que
pode ser reescrita como a equagao (1.42), isto é,

DT _ f(x) (1-5)

— T —
D W, T+2WiR S+ VuT +TVu (B-1)
onde
T 1 1 + 1 -
Vu-T+T-Vu' = -Vu- T+§ Vu-T| + E-T-Vu —I—E-T-Vu
1 1 1
= (5 Vu- T—§ Vu' E-Vu T+— Vu- T)
—i—(l T-Vu' —|—1 T. Vu—lT Vu+1 T. Vu)
2 2 2
1
= (5 (Vu—vu')- T—|—§ (Vu+Vu') - >

( 3 (Vu+vu' )+T-%~(Vu—VuT))

= W-T+S T-T W+T-S
= (T-S+S-T)— (T-W—-W-T). (B-2)

Substituindo (B-2) na equagao (B-1), tem-se (os sinais de produto é omitido por simpli-
DT f(Ir)

cidade)
(1 5)
= T4+2—0==
Dt W, - WiRe

+ (ST +TS) — (TW — WT). (B-3)
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B.2 Matrizes resultantes de (SW — WS) e de S?

sw_ws _ |57 sto Wwy}_{o Wwasw swy]

Sxy Syy _ny 0 _ny 0 Swy Syy
[ -2 ge Wy (Ser — Suv)
= | Wev(sTe — Sw) oW Sy

i 1 [ ou ov ou v u v u ov
[HE-0 68 6-8)/E-8)
1
: )

ou _ov) (ou _ v
dy ox ox oy

B
s <L[y>§myo " ]
- [o <syy>2+<sw>2]

2
v 1 ( 0u v
[a—y] T [5 (—ay T o

B.3 Calculo dos valores {Sz} e {Wz}

O valor {S?} pode ser obtido tirando o trago da matriz (B-5), isto &,
au\>  [ov]® 1 [/dv  ou\’
2 = — — =+ =) = (S + (SW)P 4 2(5™)° B-6
N T R———
e o valor {W?2} ¢ obtido multiplicando

W [ [

W 0 W 0

- [ }{(5(2—52—;»2 0

0 _(W:vy)2

Assim,

-G -2) - GGE-2)
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B.4 Calculo dos valores {I‘WS2}, {WI‘S2}, {83}, {SI‘SZ}
e {I‘S?’}
E necessario obter os valores de {TWS?}, {WTI'S?}, {S3}, {SI'S?} e {I'S®} para que

o valor {I'S?} seja determinado na subsegao 1.3.2. A seguir serd exposto o procedimento
para obter esses valores,

I zz [y 0 Wy Srz  Qry Srz  Qry
rws? = =y Fyy} [_ny 0 ] {Sa«"y Syy] {Swy Syy]
B B —_Tayyey ey (Sxx)2+<5xy)2 0
| —TwWE D || (S#)2 4 (S*v)?
_ Ty vy ((Sxx)Q € (Sxy)2> e/ =y ((Syy)Q + (Sxy)?) (B 9)
T (572 4+ (S)) 4T (5w (s |

wrs? = | WzyH

w0

Tz T2y Szx Sa:y Szx Sa:y
>y [ Sry Yy Sry  Qyy

B nyWJ:y Fyway (wa)Q + (Smy)Q 0
W Ty || (S99)2 + (Sov)?2

DI TS ] e
I _Tz=|/zy ((Szx)Q + (Smy>2) —T=vi ey ((Syy)Q + (Sa:y)Q)

S3 I Sz QTy Sz gwy Sz gTy
- STy _ g STy Quy STy QY
_ [P (s)? 0 gre Gy
- 0 (Syy)2 + (S%) STy QY
_ i Kk ((Sxx)Q + (Szy)Q) Sz ((5@1)2 + (Swy)2) (B_ll)
| 5572 4 (57)7) S ((Sm)? +(5)2)
Portanto,
{FWSz} = —I*w ((SC’”‘:)2 + (5% )2) + "W ((Syy + (5%) ) 0 (B-12)
{WTS?} = T™W™ ((S™)* + (S™)?) — T™W™ ((S%)* + (S™)*) =0 (B-13)
{S%} = S ((S™")* + (S™)?) + SY ((S™)* + (5™)*) =0 (B-14)
Note que S* + S¥ = % + ? = 0 (hipotese de incompressibilidade). Esse resultado foi
Y
utilizado nas equagoes (B-12)-(B-14) e seré utilizado nos proximos resultados.
A seguir, sera mostrado que {ST'S?} = {I'S3} = L {T'S} {S?}.
S S2 M gz Qry T2z Ty gz Qry gz Qry
r - STy Quy r=v Tw STy Quy STy Quy
B M Sz +Smy1‘\my Smmrmy+szyryy (S:mv)Q + (Smy)2 0
- I SryTrr 4 Quypey  GTyTry 4 QYyTYY 0 (Syy)2 + (Sfcy)Q
B M ((Smx)Q + (Sxy)Z) (S:r:rl‘\zm + Smyrxy) ((Syy)2 + (Swy)Q) (Sxmraﬁy + Smyryy)
[ (852 (570)2) (ST - SwLm) - (SW)? o+ ($7)2) (ST + SwEw)

(B-15)
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1‘183 B B Tz Ty SgzT QTY GgzT QTY grT QTY
- =y vy STy Qyy STy Gyy STy Gyy
[T T SR (S S (S7 (57
=L [ s (s (s) s (5 + (5

)

)

B Fx:tS:cx (( )2+(Sxy>2) szSxy ((SJ}JJ) (Sxy)Q)
TS (S5 + (S L5 (5P + (S

= (B-16)
I'zv gz= ((Sxx)2 + (S:Ey)2> =y §zy ((Sxx)Q + (Sa:y)2>
AT (S™P 4 (SP) TS ((S7)? + (570))
Logo,
+ [(S:mv)Q 4 (Smy)Q} [Sxyrmy . Sxmryy]
+ [Sxyrxy ((Sm:)2 + (Sxy)Q) — STTTYY ((Sa:a:) (S$y)2)}
= {I'S?}. (B-17)

B.4.1 Calculo do valor {I‘S3} pelo Teorema de Caley-Hamilton

O polinémio caracteristico do tensor taxa de rotacao Szy3 € dado por
p(A\) = det(S — AI). (B-18)
Se A é o autovalor de S entao p(A) = 0. Assim, da equagao (B-18), vem
1
PV =X = {S}A* + - [{S}* — {S*}] A + detS = 0. (B-19)

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que S também anula o polinémio caracte-
ristico, ou seja,

S® - {S1S% + % [{S}? — {S*}] S + IdetS = 0. (B-20)

Aplicando a hipétese de escoamento bidimensional incompressivel, tem-se {S} = {S}* =
detS = 0. Assim,

S® — % {s?}s=o. (B-21)

Multiplicando a equagao (B-21) pelo tensor I', vem
rs* — % {s*}rs=o. (B-22)
Tirando o trago da equagao (B-22), obtém-se
(Ts®) - % [S?) (TS} =0, (B-23)
implicando em

5 (TS} {8%) = {s°)}. (B-24)
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B.5 Calculo dos valores {STWS}, {TSWS}, {WS}, {SWS},
[TW?S}, {WI'WS} e {TWSW}
Para obter o valor de {'WS} na subsecao 1.3.2 é necessério o célculo de {STWS},
{TSWS} {WS}, {SWS}, {TW2S} e {WI'WS}, procedendo como segue.

Primeiramente, multiplica-se as matrizes:

Tx zy TT Ty Yy T ry
SIWS — [S S ]{F r ][0 w ]{S S }

Srr e + SryTey  Qra]ay + STYTVY W=y Szy — Wy Sr
SryTax _ Qraay  Qryey _ Qra]yy —W=rySrz  _T Y STy

(Sx:trmc + Smyrxy) nysxy _ (Sa:xrcc:(; _|_ S:}:yrazy) nysa:a:
_ (Sxxrxy + Smyl“yy) W:Eysmz _ (Sxxrxy + Sxyryy) nysxy

- (B+25)
(S;L’yr;tx _ S:va:ny) W:vysxy _ (Sa:yracac _ Sac;rl"xy) W;tySa:ac

_ (Smyra:y _ Sx:vryy) W:cySzx _ (S:cyr:cy _ Szxryy) nyszy

=z [z Srz Qry 0 Wy Srz  Qry
'SWS = |: =y Ty :| |: Sry  _ Qaz :| |: W= 0 :| |: Sry  _ Qe :|
B |: SrrTT + SrTyTry  Qry[ax _ qeray :| |: Wy Szy —_ Wy Qa :|

(warxaz + Szyrwy) nySa:y _ (SJ::BF:CJ: + Smyme) WwySa:J:
_ (Sxyrxx _ Sxxr:cy) nysx:c _ (Sxyrxx _ Sxxr:cy) nysxy

_ (B-26)
(Sa::rl‘\zy + S:pyryy) Wﬂcyswy _ (Sxmrxy _|_ Smyl‘\yy) Wa:ysx:r

_ (S:Eyl"a:x _ errmy) mesa:r _ (Smyrxy _ Smwryy) nysmy

0 W=y Sz gTy W=y Sy — W=y qa
€
i Szz  Qry 0 W=y Sgrx  qry
SWS = i Szy _Sza: :| |: W=y 0 :| [ Sacy _Sacx :|

i Szz  Qry Wy Szy — Wy Qazx
i STy _ Qaw _WrySTT  _ Ty §Ty
[0 W (§)? — e (Sevy?

T L W (s W (S)? 0 } (B-28)
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Logo,

{STWS} = [(S™D" 4 S™L) W™ G™ — (§¥0[7Y 4 GWIwy) /™y 577
+ [_ (Sxyrm _ S:L‘a:rxy) Wy ger _ (Sazyl—\xy _ Smxryy) W:L‘ysxy]
_ [ ST G TE Y | ( Smy)QFznyy —( Sm)Z [zvjyey _ goe Smyryywwy}
[~ SEESTDEW 4 (55)? DWW — (§50)2 T2 4 G2 ST wyyey]
= 0, (B-29)
{FSWS} _ [(S”F“ + Sacyracy) WoY g™y _ (Sxyrxx _ Sl:acracy) nySm]
= (ST 4 §IIW) TS (ST GET) T 5]
_ [Sxxsxyrxxwxy + (S:cy)2 DV — ST GTyTTT /ey 4 (SM)Q F:cywxy}
+ [_ (Sx:c)2 TV ™Y — ST QYY) 2y — (Szy)2 CoYWeY 4 Szxszyryywwy}

= 0, (B-30)
(WS} = Wevge _yyevge — (B-31)

(SWS} = 0. (B-32)
Agora, multiplicando as matrizes:
9 B B =z [y 0 W=y 0 W=y Sre qry

WSS = 1 pow o || cww o —We Sov g

B —T=yWW/zy  Tez]j/ey W=y Szy — Wy Gaa
= —TwyW=y T=yy/=y —W=rySrr Ty STy

B _ny (W:cy)2 Sacy _ Fxx (ny>2 Sa:x Fzy (ny)Q Smc _ F:):x (ny)2 Sxy
—Twy (Wﬂry)Q STy _ [y (1/[/':51;)2 Srr Ty (ny)Q Grz _ Ty (Wﬂcy)Q Say |7

(B-33)
B O Wa:y sz ny 0 ny sz Sxy
wews [0 [ R [ ][ 5
B nyrocy nyl‘\yy nysxy _Wa:ysx:c
= I _nyrxac _nyrxy :| |: _nysxx _W:chszy 1
B r (Wzy)Q Fzys:py _ (ny)Q ]_"yyszm _ (me)Q I“mysxx _ (Wzy)Q Fyysxy
- | — (Wzy)Q Fxxs:r:y + (ny)Q nys:z:a: (Wa:y)z Fx:ﬁsmc + (ny)Q nysa:y
(B-34)
r F:Jc:r Fa:y 0 W;ry Sxa: Szy 0 ny

B i —W=yzy /ey lew —W=rySry T zySre
- —W=yTwy vy W=y Sax W=y Sy

B (me)2 '*y g2y + (me)Q Tzz gze (me>2 Tzy G + (me)2 [*z Sy :|

| (W™)° T, S 4 (W) T#0S™  — (W*)2 WS 4 (W*v)* [#v.$%
(B-35)
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Assim,
(TW?S} = — (W) T™§™ — (W™)2 D5 4 (W™)2TWS™ — (W*)? T*.§
- _ [(Wa:y)Q ey gey 4 (W:ry)Q [zzgee _ (Wa:y)2 N2 (WCCy)2 Fa:ysxy}
— _ [WI'WS}
(B-36)

(S

2{TW?2S} + {TWSW} = 2[— (W™)’T?S™ — (W*¥)> T8 + (W*¥)> w5
o (ny)2 Fzys:{:y] + [(W:Ey)Q ey g™y 4 (WCCy)2 [z goe
_ (W:vy)Q IRZE (Wwy)Q Fwyswy}
o [2(WW)PTST — ()2 19 55 4 ()2 [ §ee]
- [2 (W) T ge (W) Do ges — (W72 [ goe]
- _9 (W;Ey)2 v sy — (ny)Q [eegee 4 (W;ry)2 vy goe
= % [[28%% 4 20*¥ .5 — [W 5] [—2 (W*¥)?]
1 2
5 {rs}{w?}. (B-37)



