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Resumo

As interagoes que ocorrem em hemoproteinas, como entre uma molécula de oxigénio
e o fon de ferro, sao de grande interesse para o estudo de sistemas vivos e para o
desenvolvimento de biotecnologias, de forma que estudar mais a fundo os aspectos en-
volvidos na interacao é de grande serventia para comunidade cientifica. No presente
trabalho estuda-se o carater vibracional da interacao ion-dopolo induzido em uma cavi-
dade esférica, mimetizando a interacao entre o ion de ferro e a molécula de oxigénio na
cavidade de uma hemoproteina. Sao calculados os autovalores de energia do estado fun-
damental em diferentes volumes de cavidades, mimetizam o volume das hemoproteinas,
inclusive considerando o confinamento que ocorre devido as mudancas conformacionais
das hemoglobinas quando a molécula esta no sitio de ligacao. Para o cdlculo dos auto-
valores de energia foi empregado o Método Variacional com uma funcao de onda teste
obtida usando a Mecanica Quantica Supersimétrica, que além de fornecer a funcao de
onda teste também possibilita a insercao do efeito de confinamento no sistema. Os re-
sultados mostram que os autovalores de energia para o estado fundamental sofrem uma
variacao quando o volume é alterado e, além disso, que regimes de alto confinamento

conferem uma estabilidade maior para a interacao.

Palavras-chave: Interacao ion-dipolo induzido. Sistema confinado. Método variacio-

nal. Mecanica quantica supersimétrica.



Abstract

The interactions that occur in hemoproteins, such as between an oxygen molecule and
an iron ion, are of great interest for the study of living systems and for the development
of biotechnologies, so that a deeper study of the aspects involved in the interaction is
of great importance and great benefit to the scientific community. In the present work,
the vibrational character of the induced ion-dipole interaction in a spherical cavity
is studied, mimicking the interaction between the iron ion and the oxygen molecule
in the cavity of a hemoprotein. Ground state energy eigenvalues are calculated in
different cavity volumes, mimicking the volume of hemoproteins, including considering
the confinement that occurs due to conformational changes of hemoglobins when the
molecule is in the binding site. For the calculation of the energy eigenvalues, the
Variational Method was used with a test wave function obtained using Supersymmetric
Quantum Mechanics, which, in addition to providing the test wave function, also allows
the insertion of the confinement effect in the system. The results show that the energy
eigenvalues for the ground state change when the volume is changed and, in addition,

that high confinement regimes provide greater stability for the interaction.

Keywords: Induced ion-dipole interaction. Confined system. Variational method.

Supersymmetric quantum mechanics.
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Capitulo 1
Introducao

A literatura vigente nos mostra que estudos sobre o confinamento de siste-
mas quanticos vém sendo aplicados em diversas areas. Como exemplo, temos o traba-
lho de Sako, Hosokawa e Tsuchiya [1] que estuda por uma abordagem computacional o
transporte de elétrons em nanofitas de grafeno. Também encontramos um trabalho que
usa quantum dots do grafeno como uma forma de inibir a agrecao e toxicidade do po-
lipeptideo TAPP in vivo, sendo essa acao ligada ao diabetes tipo 2 [2], além de estudos
sobre o confinamento quantico em nanofios [3]. O efeito do confinamento em sistemas
quanticos faz com que a comunidade cientifica volte sua atencao para trabalhos com
essa abordagem. Um exemplo é o trabalho de Takei et al [4] que apresenta uma inves-
tigagao sobre o efeito do confinamento em “membranas quanticas”, onde os resultados
obtidos para o sistema confinado se diferem dos obtidos por modelos convencionais.
Choudhary e Tavazza [5] apresentam um estudo sobre a reversao da tendéncia de gap
eletronico para materiais com ligacao de van der Waals como um efeito anoémalo do
confinamento quantico, que ja é comum em liga¢oes como essa. Krishna e Friesner [6]
apresentam um trabalho onde o efeito do confinamento quantico é estudado para a
banda de gap de um cluster de semicondutores de CdS (Sulfeto de cddmio), GaAs
(Arsenieto de galio) e GaP (Fosfeto de gdlio). Outro efeito do confinamento quantico
pode ser encontrado no artigo de Batael [7], em que as propriedades termodinamicas do
sistema sob confinamento apresentam caracteristicas especiais, mais especificamente o

trabalho evidencia a influéncia do confinamento nas curvas de calor especifico.

Os estudos tedricos, como os citados, possuem bastante espaco nesse meio.
Outro exemplo é o trabalho de Ley-Koo e Cruz [8] que nos apresenta resultados
numeéricos obtidos para as autofungoes e autovalores de energia do dtomo de hidrogénio
e os fons Hot e HeH'" confinados em cavidades esferoidais. Esse mesmo sistema

também ¢é estudado em um caso onde o tamanho e a excentricidade sao fixos, é obtido
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nesse trabalho a evolucao da energia como uma fungao das posicoes nucleares como
apresentado por Cruz e Colin-Rodriguez [9]. Ja a Cottrell [10] usa o confinamento
esferoidal de um sistema “molécula de hidrogénio-ion” como uma aproximacao para o

efeito de interagao molecular em alta pressao.

Nesse caminho de estudos tedricos, o formalismo da Mecanica Quantica
Supersimétrica (MQS) é usado para descrever o comportamento de sistemas confina-
dos, isso porque a fatorizacao realizada permite solucionar a Equacao de Schrodinger
(ES) para sistemas exatamente soliveis, ou encontrar aproximagoes quando o sistema
nao possui solugao exata [11,12]. Para o sistemas confinados, o formalismo da MQS
permite introduzir termos nos operadores que nos retornam funcgoes de onda que des-
crevem o comportamento confinante desejado [11,12]. Muitos casos de confinamento
quantico nao possuem solucao exata para a ES, quando isso ocorre é necessario o uso de
métodos aproximativos, como o Método Variacional [13]. Nesse contexto, o formalismo

supersimétrico pode ser usado para obtencao da funcao de onda teste, por exemplo.

A literatura nos apresenta diversos trabalhos em que o Método Variacional
aliado ao formalismo supersimétrico sao usados para solucionar sistemas confinados.
No trabalho de Vega e Flores [14] o potencial de Cornell é solucionado usando a MQS
e o Método Variacional, e os resultados obtidos sao usados para comparar e estudar
as propriedades de quarkonios pesados. A associagao desses dois métodos também é
encontrada na solugao do potencial de Morse, os autores Drigo Filho e Ricotta [15]
apresentam uma solugao numérica para o caso ¢ = 0, em que ha solucao exata, e
usam do conceito de hierarquia de Hamiltonianos proveniente também do formalismo

supersimétrico.

Cooper, Dawson e Shepard apresentam o calculo para a energia do oscilador
harmonico via Método Variacional [16]. Para tanto, se valem do algoritmo de Gozzi,
Reuter e Thacker, que é baseado na hierarquia de Hamiltonianos do formalismo de
fatorizacao da MQS, para encontrar a funcao de onda teste. Os autores aindam chegam

em bons resultados aproximados para os primeiros niveis do oscilador harmonico.

Outra possibilidade para o uso em conjunto desses dois métodos é a solucao
da equagao de Fokker-Planck em uma dimensao, como ¢ visto no trabalho de Borges,
Drigo Filho e Ricotta [17] que apresenta uma forma de determinar a densidade de
probabilidade dependente do tempo utilizando o Método Variacional e a hierarquia de
Hamiltonianos para determinar as fungoes necessarias para a solucao geral da Fokker-
Planck.

A MQS junto com o Método Variacional podem ser aplicados para encontrar

as distribuicoes de probabilidade da equacao de Fokker-Planck, calculo que pode ser
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usado de modelo para descrever a dinamica do enovelamento de proteinas, como visto
na referéncia [18]. O modelo proposto pelos autores é comparado com simulagoes
computacionais que corroboram a robustez dos métodos utilizados para encontrar as

solugoes [18].

Drigo Filho e Ricotta apresentam no artigo da referéncia [19] o célculo da
energia vibracional para o potencial de Coulomb confinado em uma simetria esférica.
Os valores sao obtidos pelo método variacional com uma funcao teste, que tem trés
parametros variacionais, obtida pelo formalismo supersimétrico. O confinamento apre-
sentado no artigo ¢ feito pela insercao de um termo confinante no superpotencial, que
gera uma barreira de potencial infinito quando r = R, sendo R o raio confinante.
Além disso, os resultados mostram para quais valores de raio confinante realmente é

observado o efeito do confinamento.

Encontramos na literatura trabalhos que apresentam o confinamento de
outros potenciais, como o potencial de Morse no artigo de Silva e Drigo Filho [20]
que apresentam a solucao para o sistema via Método Variacional com a funcao de
onda teste obtida pela MQS. O trabalho leva em consideracao o confinamento da
molécula diatomica de hidrogénio (Hs) e faz aproximagdes harmonicas para obtencao
dos autovalores de energia. Os mesmo autores também trabalham com o potencial de
Lennard-Jones confinado [21], e novamente com o Método Variacional e a supersimetria
apresentam a solucao para o potencial em questao, comparando os resultados com
demais métodos de solucao e chegando a conclusao de que os resultados obtidos pelos

métodos aplicados sao aceitaveis.

O potencial ion-dipolo confinado também é solucionado por Silva, Caruso e
Drigo Filho [22] via Método Variacional com ansatz para funcao de onda e confinamento
obtidos via formalismo da MQS. Especificamente para esse trabalho observamos que
o potencial mimetiza a interagio entre o ion ferroso (Fe?") e a molécula de moné6xido
de carbono (CO), que é o dipolo, em hemoproteinas. O confinamento mimetiza as
mudancas conformacionais que ocorrem na macromolécula devido a essa interacao.
Como o potencial nao possui solucao analitica o emprego dos métodos aproximativos
¢ uma forma de encontrar os valores de energia, sendo que no artigo o célculo é feito

para o estado fundamental.

Pela revisao feita até aqui é possivel perceber que o uso do formalismo
supersimétrico ¢ uma forma de solucionar a ES para diversos potenciais, inclusive
para sistemas confinados. Nos casos em que nao h&a solucao exata, o emprego de
um método aproximativo como o Método Variacional se faz necessario. O Método

Variacional aliado com a MQS vém sendo trabalhado na literatura e apresenta bons
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resultados [14-22].

Além disso, nota-se que artigos envolvendo sistemas biolégicos sao de inte-
resse da comunidade cientifica [18,20-22]. Apesar do artigo [21] ndo abordar de forma
enfatica, o potencial estudado pode ser usado para descrever a interacao de moléculas
diatomicas, como o potencial trabalhado em [20], sendo que esses dois ainda trabalham
com o confinamento do sistema, ponto que é fortemente abordado no artigo [22], ex-
plicitando a aplicabilidade no confinamento de um sistema bioldégico. Outros artigos
nessa linha abordam o efeito do confinamento no deslocamento do espectro vibracional
de moleculas com ligagoes de hidrogénio [23], na energia e polarizabilidade de um fon
de hidrogénio [24], além do confinamento quantico em carbon dots na ferritina [25], e
também a investigacao do efeito de fotoluminescéncia em nanoparticulas de éxido de

aluminio que podem ser usadas como marcadores biol6gicos [26].

Uma interagao a ser observada por ser trabalhada na literatura é a que
ocorre entre o fon ferroso (Fe?") e a molécula de oxigenio (Oq) [27-34], e por essas
referéncias obversamos que essa interacao ocorre em hemoproteinas. Na referéncia
[35] encontramos o potencial fon-dipolo induzido, de ordem 1/r%, que mimetiza essa
interacao, e pode ser confinado via MQS para estudar o efeito da cavidade na energia

do sistema.

As hemoproteinas (hemoglobina e mioglobina) sao proteinas globulares que
possuem como fungdo o transporte de moléculas, sobretudo oxigénio (O,), didxido
de carbono (COz), monéxido de carbono (CO) e 6xido nitrico (NO), e também o
armazenamento no caso da mioglobina [36,37]. A presenca do fon ferroso se dd no anel
porfirinico localizado no grupo heme, nos sitios ligantes dessas proteinas, como visto
na Figura 1.1. Quanto a estrutura da mioglobina, as cadeias polipeptidicas enoveladas
apresentam um formato globular, enquanto na hemoglobina sao encontradas quatro
subunidades, essencialmentes equivalente a estrutura da mioglobina, que compoem uma
estrutura também globular [36]. O sitio de ligacdo se encontra dentro das cavidades

esféricas formadas por essas estruturas (Figura 1.2).

Moléculas de Oxigeénio, de interesse deste trabalho, bem como o CO,, CO
e NO, podem fazer uma ligacido reversivel com o Fe?™ do anel porfirinico que estao
em cavidades proteicas (destacado pelo circulo na Figura 1.2) [27,28]. Essa interagao,
quando observada na hemoglobina, provoca mudancas conformacionais na proteina

devido ao rearranjo das cadeias polipeptidicas [36, 37].

O modelo seguido neste trabalho considera o confinamento devido a estru-
tura da proteina. No caso da hemoglobina as mudancas conformacionais apresentam

uma varia¢do na cavidade confinante [38]. Dessa forma, a interagdo ocorre em uma
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Figura 1.1: Tustragdo do grupo heme em uma mioglobina (a) e em uma subunidade da
hemoglobina (b).

Fonte: Referéncias [36].

cavidade que consideramos confinante. No trabalho de Silva [38], é verificado um com-
portamento anomalo quanto a energia da interagao, isso pode ser um indicio de que a
estabilidade da interacao fon-dipolo se deve majoritariamente ao confinamento, e a in-
teracao com outros residuos nao é levada em consideracao. Para a interagao ion-dipolo

induzido seguimos o mesmo principio.

Por aproximagao, consideramos que os dados cristalograficos para volumes
referentes as cavidades esféricas que mimetizam hemoproteinas estao entre 101,23
6748, 33u.a. [39-41]. Para o modelo proposto consideramos também uma regiao de
volume excluso, que é explicitada no capitulo 3. Dessa forma temos um fon fixo no

centro da cavidade e uma casca esférica como regiao acessada pela molécula.

Isto posto, o presente trabalho tem por objetivo calcular o estado funda-
mental de energia para o sistema sob o potencial fon-dipolo induzido confinado, a fim
de mimetizar a interacao Fe?"—Q, que ocorre nas cavidades de hemoproteinas e veri-
ficar qual a influéncia do confinamento nos valores de energia obtidos para diferentes
tamanhos de cavidades e na estabilidade da interagao. Se tratando de um potencial
de forca central, a aproximagao para o confinamento serd de uma cavidade esférica,
e os valores para o raio confinante serdao variados. A funcao de onda teste proposta
tem apenas um parametro livre e é obtida pelo formalismo da MQS apresentado no

capitulo 3. Os valores de energia para o estado fundamental em diferentes tamanhos
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Figura 1.2: Representacao da cavidade proteica usando como exemplo uma oximioglobina
(PDB ID 1MBO)

Fonte: PDB ID 1MBO.

de cavidade serao calculados, e minimizados em funcao do parametro livre, via Método

Variacional, como apresentado no capitulo 2.

O capitulo 4 traz alguns passos para encontrar o potencial de interesse, bem
como o confinamento via MQS e o cédlculo da funcao de onda teste, além da expressao
para o célculo da energia via Método Variacional. No capitulo 5 sao apresentados
os resultados obtidos para diferentes valores de raio confinante, assim como algumas
discussoes sobre esses resultados. Por fim, as conclusoes sao apresentadas no capitulo
6.



Capitulo 2
Meétodo Variacional

Neste trabalho estudamos um potencial de forga central. Desse modo, para
descrever o sistema de interesse usamos a equagao de Schrédinger dada por [13,42]:

- gvz‘l’(r, 0,0) + Vor(r)(r,0,0) = EV(r,0,¢), (2.1)

sendo A a constante de Planck dividida por 27, p a massa reduzida do sistema, V2
o operador laplaciano, ¥(r,0,¢) a funcao de onda, V.; o potencial que descreve a

interacao, e F o autovalor de energia.

Para esse caso vamos calcular a energia para a parte radial, visto que a
solucao para a parte angular ja é estabelecida na literatura pelos harmonicos esféricos

[13,42]. Sendo assim, a equagao (2.1) é reescrita como [13,42]:

R1d/(,d
g (P00 Vislr)(r) = B (22)
Considerando uma mudanca na fungao de onda, de forma que ¢ (r) = ¢5r),
a equacao (2.2) é dada por
d2 ! /
= 5 590(r) + Vep(r)olr) = E'é(r), (2.3)

para e’f('r) = %%Vef(r) e B/ = %%E

A equac@o de Schrodinger (2.3) nao possui solugao analitica e exata para
todos potenciais, ao passo que em alguns casos, como o potencial ion-dipolo induzido,

é necessario o uso de métodos aproximativos, tal qual o Método Variacional.

Conhecendo uma funcao de onda teste ¢.i4;(7) que descreva de forma apro-
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ximada a interacao entre o ion ferroso e a molécula de oxigénio que ocorre em cavidades

esféricas, podemos calcular autovalores de energia aproximados pelo Método Variacio-

nal A
bri H TiQ av
Eap — fgbtr:al(/r) gbt l(T) 7 (24)
S Oiat (1) Dtria (1)dV
sendo H o operador Hamiltoniano dado por
A d?
!
H ==z + Ve r). (2.5)

Pelo Método Variacional, o autovalor de energia calculado pela equagao (2.4)

esta relacionado com a energia exata do sistema E,, de tal forma que E,, > E., [13,42].

Além disso, por garantir que a energia aproximada sera sempre um limite
superior a energia exata do sistema, introduzimos um parametro variacional na fungao
de onda teste a fim de refinar o resultado obtido. Dessa forma o valor calculado para

a energia ¢ minimizado em relacao ao parametro:

dE,,

=0, (2.6)

sendo b o parametro variacional [13,42].

A qualidade dos resultados obtidos pelo Método Variacional esta atrelada
ao uso de uma funcao de onda teste que descreva da forma mais aproximada possivel
o comportamento do sistema [13,42]. Sendo assim, um dos desafios apresentados na
literatura é calcular uma fungao de onda apropriada para o sistema [17,20,22,43-50],
sendo que existem algumas formas de encontra-la. A depender do sistema estudado,
temos autores que preferem o uso da combinagao linear de orbitais atomicos [24] ou de
orbitais moleculares [51], de fungdes Jost lineares [52], entre outros. Uma outra forma
é pelo formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica [11,12], como é feito neste
trabalho. Esse formalismo permite encontrar uma funcao de onda teste para o sistema,
inclusive uma que descreva o comportamento confinado. Além disso, o uso do Método
Variacional aliado a MQS vem apresentando bons resultados na literatura, tanto para

casos livre como para confinados [17,20,22,45-50].



Capitulo 3

Fatorizacao da equacao de

Schrodinger via Mecanica Quantica

Supersimétrica

O uso do formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica permite, por

meio de um método de fatorizagao, solucionar a equagao de Schrodinger [11,12]. Na

literatura sao encontrados diversos casos onde a MQS ¢ usada para solucionar sistemas

quanticos exatos [53-56] e aproximados [17,20,22,45-50]. Partindo das equagcoes (2.3)

e (2.5), a fatorizagao é feita por dois operadores de primeira ordem A" e A~ [11,12]

(ﬁ - Eo) Bo(r) = ATA"go(r),

onde FEj representa a energia do estado fundamental.

Os operadores sao chamados de bosonicos e definidos como

d

+ - _
AT = dT—i-W (1)
¢ d
A" = — 4+ W
T w),

sendo W(r) uma funcdo de r denominada superpotencial [11,12].

Dessa forma, a fatorizacao (3.1) também pode ser escrita como

d? d?

dW (r)
_W+ e/f(r)_EO:_W -

W (r)? )
+W(r) dr

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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A partir da equagao (3.4) encontramos uma equagao de Ricatti [11,12,57]

dW (r)
dr

() — By = W(r)* — : (3.5)

Encontrando um W (r) que satisfaga a equagao (3.5) definimos os operadores
(3.2) e (3.3) usados para fatorizar o sistema de interesse. Sabendo que, por definicao,
AT A~ possui autovalor nulo, entdo A~¢(r) = 0 [11,12]. Por conseguinte, a fungao de

onda do estado fundamental é calculada como
¢o(r) o< exp [—/W(r)dr}. (3.6)

Com as consideragoes feitas, a fungdo de onda (3.6) é solugao exata da
equagao de Schrodinger para o potencial e’f(r). Nos casos em que nao ha solugao
exata, o superpotencial da equacao (3.5) nos retorna um potencial aproximado de
forma que

Vaplr) = Woy(ry? — Penl?) (3.7)

r
em que V,,(r) e We,(r) s@o o potencial e o superpotencial aproximado. O superpoten-
cial aproximado serd apropriado para o sistema de interesse se V(1) ~ V/;(r). Nesse
caso nao incluimos o termo Fjy na expressao, nao prejudicando a metodologia, ja que se

trata de uma constante que esta relacionada com o deslocamento da curva de potencial.

Visto que a fungao de onda é calculada com o superpotencial, para descre-
ver o carater confinante do sistema introduzimos termos confinantes no superpotencial.
Uma possibilidade para confinamento do potencial de interesse deste trabalho é o su-

perpotencial aproximado

1 1
Weony (1) = Wap(r) = +

)
" — Texe Te —T

(3.8)

sendo We,, s 0 superpotencial confinado. O termo r.,. ¢ o raio que mimetiza o volume
excluso, regiao delimitada pela distancia minimima da interagao entre o ion e o dipolo
induzido. Ja r. é o raio confinante, que mimetiza o volume da cavidade em que ocorre

a interacao.

O uso desse formalismo em solugoes aproximadas apresenta a vantagem de
que o potencial aproximado obtido pode ser comparado com o potencial original. Se
o potencial obtido a partir da equagao (3.7) se aproxima do potencial original do pro-
blema, entao calculamos uma funcao de onda também aproximada pela equagao (3.6).

Para solucionar o problema proposto neste trabalho usamos o Método Variacional,
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sendo assim a fungdo de onda teste ¢y.q(r) é calculada pela equacdo (3.6) para um
superpotencial We,,¢(r), sabendo que esse retorna um potencial que se aproxima do

potencial fon-dipolo induzido.

No apéndice A disponibilizamos um artigo de revisao sobre o método de
fatorizacao da equacao de Schrodinger usado neste trabalho. No artigo apresentamos
uma revisao do formalismo supersimétrico, solucionando via hierarquia de Hamiltonia-
nos a ES para um potencial exponencial, que com uma escolha adequada de parametros

pode nos retornar um caso particular do potencial de Morse.



Capitulo 4

Interacao ion-dipolo induzido
confinado: estudo da interacao
Fe’t— O, dentro de cavidades

esféricas

4.1 Potencial ion-dipolo induzido

O potencial ion-dipolo induzido descreve a interacao entre um ion e um
dipolo induzido devido ao campo elétrico desse fon [35], mimetizando a interagao entre
o {on ferroso (Fe**) e a molécula de oxigénio polarizada (O3) que ocorre em cavidades
de hemoproteinas [39-41]. Na Figura 4.1 temos uma representacao esquematica da
interacao, sendo r a distancia entre o ion e o centro do dipolo induzido, e [ a separacao

entre os centros de cargas negativa e positiva que compoe o dipolo.

Para obter a fungao potencial partimos de um caso analogo, quando a in-
teragdo ocorre entre o fon e um dipolo permanente [35]. Calculando o médulo dos

campos elétricos no ponto A devido as cargas polares —q e +¢, temos

q 1
= — 4.1
Amey AB?’ (4.1)
¢ 1
q
E,=——— 4.2

sendo F_ o campo que atua ao longo do segmento C'A devido a carga polar —q e E, o

campo que atua ao longo do segmento AB devido a carga polar +¢ [35]. A constante
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Figura 4.1: Representacao da interacao entre uma carga @) = Ze e uma molécula polarizada
com cargas +¢q e —¢q, a uma distancia r, com u = gl sendo o momento de dipolo, no caso do
nosso sistema o momento de dipolo induzido, e § o angulo de direcionamento da molécula em
relacao a r.

Molécula

Momento
de dipolo

]

|

I

|
v Eq
EU

Fonte: Referéncia [35] modificada pelo autor.

£o representa a permissividade elétrica do vacuo.

Consideramos um caso onde r > [, assim ¢ valida a aproximacao

1 A A 1
AB = T—EZCOSQ + §lsm€ %r—glcose, (4.3)

N

N[

V! SRS A 1
AC = r—|—§lcosé’ + 5[81110 zr—kélcosQ, (4.4)

onde r € a distancia entre o fon e o molécula, e [ é a distancia entre as cargas do dipolo.

Dessa forma as equagoes (4.1) e (4.2) sao reescritas como

_oq 1 [

E_ = pr— <1 + ~ cos 9) ) (4.5)
) 1
N .

E, = P (1 ~ cos 0) . (4.6)

Conhecendo os campos expressos nas equagoes (4.5) e (4.6) calculamos a
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magnitude do campo resultante no ponto A com duas componentes, uma paralela e

outra perpendicular a r.

B, = (B2+E2)* (4.7)

Considerando uma situagao onde r > [, o valor de ¢ é muito pequeno de

forma que sao validas as aproximacoes

cos (¢/2) =~ 1, (4.8)

l
sin (¢/2) ~ o sin 6. (4.9)
A componente parelela do campo resultante é dada por
Ey=(E-—E;)cos(¢/2), (4.10)
e visto a equagao (4.8), reescrevemos como

Substituindo as equagoes (4.5) e (4.6) na equagao (4.11) temos

1 1
EH ~ — (1 + ECOS@) — d Y <1 - ECOSQ) , (4'12)
T

4dreg r? 4dreg 12 r

simplificando, essa componente é dada por

By~ ¢ 1 (Q—Z cos 9) . (4.13)

dregr? \ r

Para a componente perpendicular, o médulo é
E, =(FE_+ E,)sin(¢/2), (4.14)

com a aproximagao (4.9) reescrevemos
[ .
E, ~(E_+FEy) 2y, Sin 6. (4.15)
r

Substituindo novamente as equagoes (4.5) e (4.6), agora na equagao (4.15),
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temos

1 l 1 [ l
EL%|: q —<1—i——cos€)+ q —<1——c080>}2—sin9, (4.16)
,

dreg 1 4drteg 12 r r

e simplificando, temos a componente perpendicular escrita como

P~ (£ sine>. (4.17)

Obtemos o moédulo do campo elétrico resultante em A substituindo as
equagoes (4.13) e (4.17) em (4.7)

2 2 2 . 9 %
ql 4 cos® 6 ql sin® 0
E, = : 4.18
(4%50) 70 * (47r50 76 (4.18)
ql 1 . 1
E, = pr— (4cos® @ +sin*6) (4.19)

considerando sin? § = 1 — cos? §, temos

“ L1 3eos0)E (4.20)

u p—
deg r3

onde u = gl é o momento de dipolo da molécula. Dessa forma temos o campo resultante

em A devido as cargas polares da molécula [35].

No sistema de interesse consideramos que a molécula é polarizada quando

entra no campo elétrico do ion, dado por

Ze 1
By = 25 = (4.21)
4rege 12

sendo Z o nimero atomico do ion, e a carga elementar do elétron e € a permissividade
do meio [35].

Nesse caso a molécula tem um momento de dipolo induzido
Uind — OéEion, (422)
em que « ¢ a polarizabilidade eletronica da molécula e E;,, o campo elétrico da equacao

(4.21).

O campo elétrico no ponto A da Figura 4.1 para uma interagao fon-dipolo
induzido serd anélogo ao caso obtido na equagao (4.20), entretanto consideramos agora

um momento de dipo induzido u;, e a permissividade do meio [35]. Além disso, nesse
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tipo de interacao temos sempre uma forga atrativa, seja para um cation ou um anion,

de forma que o campo ¢ escrito como

E =-

Uind 1 1
1+ 3cos®h)? 4.23
Aege 13 (1+3cos™0)*. (423)

Para o sistema que estudamos temos uma interacao atrativa envolvendo um
cation e, observando a Figura 4.1, consideramos 6 = 0 como uma aproximacao valida
por se tratar de uma interacao fortemente direcionada [22,35]. Tendo isso em vista e
substituindo (4.21) e (4.22) em (4.23), temos

2aZe 1

E=—————. 4.24
(dmege)® 10 (4.24)

Multiplicando o campo F, da equagao (4.24) pela carga Ze, temos a forga

atrativa

Fr) = — 2a(Ze) Ti

- (4.25)

e para obter o potencial consideramos que

V(r)=— /T F(rhdr', (4.26)

2a(Ze) '
V(r) = rene) / —dr (4.27)
Vi(r)=- a(Ze) 1 (4.28)

2 (dmege)®
onde « é a polarizabilidade eletronica da molécula, (Ze) é a carga total do fon, gg e €

sao as permissividades no vacuo e no meio, respectivamente, e r é a distancia entre o

fon e a molécula polarizada [35].

A equagao (4.28) apresenta um potencial de forga central que descreve a
interagdo entre um fon e uma molécula polarizada (dipolo induzido) [35], portanto é
usada para estudar a interacao Fe*™—Q, com o intuito de mimetizar a interacao que

ocorre em cavidades proteicas de hemoglobinas [39-41].

4.2 Interacao Fe’™— O, em cavidades esféricas

Visando representar a interagao em cavidades proteicas, fazemos uma apro-

ximacao de que a interacao é confinada em uma cavidade com simetria esférica. Nesse



31

modelo o ion é fixado no centro da esfera, com isso temos uma regiao que nao pode
ser acessada pela molécula devido a presenca do ion, o volume excluso, que é calculado
pela soma do raio do ion com o raio de equilibrio da molécula, valores que podem
ser encontrados na referéncia [58]. Em vista disso, um confinamento no potencial é
introduzido via MQS, como na equacao (3.8), delimitando um volume méximo para a

esfera confinante e um regiao de volume excluso.

Para tanto, primeiro encontramos um superpotencial que fornega um poten-
cial aproximado ao nosso potencial efetivo (3.7). Considerando que V/;(r) = 2LV (r),

sugerimos como superpotencial aproximado

b

Wap(r) =b— 7, (4.29)

onde b é um parametro variacional. Essa escolha permite que, usando a equagao (4.29)
na equacao (3.7), tenhamos como resultado um potencial aproximado com um termo

de ordem .
T

Calculando o potencial aproximado, pela equagao (3.7), temos que

20° v 4b

Vap(r) = _7“_4 + b2 -+ ﬁ - ﬁ’ (430)

e verificamos a condigao Vo,(r) ~ V/;(r). Entretanto, para obter uma curva mais

proxima do potencial efetivo, nesse caso, é necessario o confinamento do sistema.

Verificado isso, introduzimos os termos confinantes no superpotencial (4.29)
a fim de delimitar a regiao em que se encontra a molécula, como é feito na equacao

(3.8). O superpotencial confinado é

Wconf(r) =b—— — + ) (431)

sendo r. o raio da esfera confinante e 7., 0 raio do volume excluso.

O volume excluso estd associado a regiao que nao pode ser acessada pela
molécula polarizada devido ao fato de que o fon e a molécula polarizada nao podem estar
a uma distancia menor do que seus préprios raios atomicos [39-41]. Como realizamos
uma aproximagao esférica, o raio do volume excluso € a distancia minima em que ocorre
a interacao estudada, valor esse calculado como a soma das distancias de equilibrio do
fon e do dipolo induzido. Para a interacao Fe?T—QO, o valor de ¢, é 4,66295u.a. de

comprimento [58].

A cavidade em que ocorre o confinamento mimetiza uma cavidade proteica, e

por esse fato consideramos o volume de cavidades de hemoproteinas, com valores entre
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101,23 e 6748, 33u.a. de volume [39-41]. Pela aproximagao realizada consideramos
que o volume da cavidade tem formato esferoidal, portanto, temos os valores de raio
confinante entre 4,9787 e 11,9589u.a. de comprimento [39-41].

O potencial aproximado confinado pode ser obtido usando o superpotencial

confinado (4.31) na equagao (3.7)

b 1 1 \? 1 1 4b
‘/apconf (r) - <b - 1 + ) - < - - T (432)
TC

rd T = Texc Te—T — T’)Q (T‘ — reazc)2 7o

Percebemos que quando r se aproxima de r.,. ou 7. obtemos uma barreira
de potencial infinito, caracterizando o confinamento desse sistema (exemplo apresen-
tado na Figura 5.1). Constatado isso, calculamos uma func¢do de onda teste que des-
creve a interacao ion-dipolo induzido confinada em uma cavidade esférica substituindo

Weons(1) da equacao (4.31) na equacao (3.6), obtendo

Dirers —on () X (1 = Tewe) (e — 7) (exp {—i - bD | (433)

3r3
e visto que a fungao néo é imaginéria, pela escolha do superpotencial [11,12], entdo ela
e seu complexo conjugado sao iguais.

Sendo assim, a energia aproximada para o estado fundamental dessa in-

teracao confinada é calculada em fun¢ao do parametro variacional b pela equacao (2.4)

) f¢\F62+—02|o(7”) (-% - U%) ¢\F62+—02|O(7")d7“
0 — f¢|F62+702\0(7‘)¢|F62+702\0(T)d7’ 5

(4.34)

sendo E, a energia do estado fundamental da interacao entre o fon ferroso e a molécula

2u a(Ze)?
B2 2(4mege)?

de oxigénio polarizada, e 0 =

A minimizagao é dada pela equagao (2.5), de forma que

dB;
db

0. (4.35)

Visto que, para simplificar a equagao (2.2) multiplicamos toda a equagao
por %—‘2‘, entao a energia do estado fundamental para interacao fon-dipolo induzido
apresentada neste capitulo é

h2

Eipor o, = ——F. 4.36
rere—0aly = 5 Fo (4.36)

sendo A a constante de Planck dividida por 27 e 1 a massa reduzida da molécula de
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O,.

Da forma apresentada, usando as equagoes (4.34), (4.35) e (4.36), calcu-
lamos e minimizamos a energia para a interagao entre o ion ferroso e a molécula de
oxigénio polarizada em uma cavidade esférica, sendo que esse sistema mimetiza a in-
teracao que ocorre dentro de cavidades de hemoproteina. A fim de verificar o efeito do

confinamento nesse sistema, realizamos esse calculo para diferentes volumes.



Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo apresentamos duas secoes. Na primeira fazemos o teste de
verificacao da metodologia proposta, que consiste na comparacao das curvas do po-
tencial original e do potencial aproximado confinado, equagoes (4.28) e (4.32), respec-
tivamente. Dessa forma vemos quao boa é a aproximacao realizada para descrever o

sistema, fato que corrobora a utilizagao da funcao de onda teste (4.33).

J& na segunda secao apresentamos os resultados para o estado fundamen-
tal de energia da interaciao Fe?*—QO, em volumes entre 101,23 e 6748, 33u.a. para a
cavidade. Consideramos que a interacao acontece em dgua a 303K. Além disso, apre-
sentamos discussoes a respeito do efeito do confinamento na estabilidade da interacao
nas condicoes estabelecidas, verificando em quais casos de confinamento temos uma
energia com a mesma ordem da energia térmica. Por fim, comparamos os resultados

obtidos com a interagao fon-dipolo (Fe?*t—CQO) também em meio aquoso & 303K.

Os resultados apresentados nesse capitulo, bem como todos os parametros
e constantes, estao em unidades atomicas de hartree. Sendo assim, temos que h = e =

471'80 =1.

5.1 Verificacao da metodologia proposta

A comparagao entre os potenciais (4.28) e (4.32) é feita com o Wolfram

Mathematica, software também usado para os calculos e minimizacao das energias.

Na Figura 5.1 temos a comparacao entre o potencial original (curva sélida)
e o potencial aproximado (curva pontilhada) para uma cavidade com raio confinante
igual a 11,9589u.a. com a permissividade de 6,10757u.a. (meio aquaoso a 303K) [59].

A interacdo em questao ocorre entre o Fe?* e a molécula de O, polarizada, consideramos
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o ion ferroso fixo no centro da cavidade e desprezamos a interacao com outros residuos
presentes em hemoproteinas, como a His93 [36]. Isto posto, na equagao (4.34) usamos
a massa reduzida da molécula de oxigénio (u), a carga total na superficie do fon (Z), a
polarizabilidade eletronica do Os («) e o raio do volume excluso referente ao ion ferroso

e molécula de oxigénio (7e..). Os valores para cada parametro estdo na Tabela 5.1 [58].

Figura 5.1: Comparacao entre as curvas do potencial aproximado Vg, ; obtida pela equagao
(4.32) e do potencial efetivo chf obtida pela equacao (4.28), com o valor da permissividade
igual a 6,10757u.a. representando o meio aquoso a 303K. Usamos o volume excluso igual
4,66295u.a. e o raio confinante igual 11,9589u.a., a polarizabilidade eletronica da molécula
de oxigénio é a = 10,7974u.a. e a carga total na superficie do fon Z = +2. Quando r se
aproxima de 7., € 7. temos barreiras de potencial infinito.

Energia potencial (u.a.)
30t

20¢ '

10F e

-
-

" 8 8 T0 12 ' Vef

----- Vapconf

-10} ,
-20}

-30}f

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vemos, pela Figura 5.1, que o comportamento do potencial aproximado

Tabela 5.1: Valores de permissividade no meio aquoso a 303K, massa reduzida para a
molécula de oxigénio, carga total na superficie do ion, polarizabilidade eletronica do oxigénio
e raio do volume excluso usados para mimetizar a interacio Fe?* —Os a partir da solucdo da

ES para o potencial ion-dipolo induzido.

Simbolo | Valor (u.a.)
c 6.10757
7 145822
A +2
o) 10,7974
Texe 4,66295

Fonte: Elaborada pelo autor.
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descreve o comportamento da interacao na regiao entre o r.,. € o . = 11,9589u.a., po-
dendo considerar também outros valores para o raio confinante. Portanto, verificamos
que a metodologia da MQS permite encontrar um potencial aproximado e introduzir
o confinamento na interagao e, por consequéncia, sabemos que a fungao de onda teste
(4.33) é uma boa aproximagao para a interacao Fe*"—0, confinada em uma cavidade

esférica.

5.2 Potencial ion-dipolo induzido confinado

Calculamos a energia do estado fundamental para a interacao em questao
com a permissividade ¢ = 6,10757u.a., sendo esse valor referente ao meio aquoso a
303K. Esse meio é usada para os calculos pois na literatura encontramos estudos que
indicam a presenga de moléculas dgua dentro das cavidades, mesmo essas sendo hi-
drofébicas [36], além de resultados razodveis para interagao fon-dipolo confinada usando
o meio aquoso [22]. Os valores de energia encontrados em [22] evidenciam o confina-
mento do sistema nesse meio, dados que sao comparados e discutidos com os obtidos

aqui e agregam para o entendimento do sistema proposto neste trabalho.

Adotamos o volume excluso como sendo uma esfera de raio igual a distancia
de interacao minima entre Fe?* e Oy, com valor re,. = 4,66295u.a. obtido pela soma
das distancias de equilibrio entre o ion ferroso e a molécula de oxigénio. O volume
confinante varia entre 101,23 e 6748, 33u.a. de volume e representa uma casca esférica
formada por uma esfera maior relacionada com r, e uma esfera menor associada com

reze- Os valores para raio confinante variam entre 4, 9787 e 11,9589u.a. de comprimento

39-41].

Na Tabela 5.2 temos os valores para energia obtidos a partir equagaos (4.34),
(4.35) e (4.36) para nove raios confinantes diferentes. A diferenca das energias para
os Taios confinantes entre 4,9787 e 5,2u.a. de distancia é da ordem de 10 3hartree,
enquanto a diferenca entre 5,2 e 5,2845u.a. de distancia é da ordem de 10~ *hartree.
As energias calculadas para casos onde 5,6411 < r. < 11,9589 também sao da ordem
de 10~*hartree. Percebemos que o efeito do confinamento comeca a ser notado para
raios confinantes iguais a 5,2845u.a. ou menores, pois a diferenca dos valores obtidos
entre 5,6441 e 11,9589u.a. é de aproximadamente 10 °hartree, indicando que nao héa
tanta variagao, ja que as energias calculadas estao préximas dessa ordem, enquanto a
diferencas entre 4,9787 e 11,9589u.a. sobe para um ordem de 10 3hartree. O script

usado para obter os resultados aqui expressos é disponibilizado no apéndice B.

Considerando o sistema a temperatura de 303K, como no modelo que to-
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mamos por base [22,59], a energia térmica correspondente é de 9, 59543 x 10~ *hartree.
Para um confinamento onde 5,6411 < r. < 11,9589, a energia térmica é capaz de
desfazer a interacao entre o fon ferroso e a molécula de Oy polarizada, entretanto ob-
servamos que em um regime de confinamento drastico (r. < 5,2845u.a.) essa energia

nao é suficiente para dissociar a interacao.

Com os resultados obtidos constatamos que a interacao ion-dipolo induzido
fornece uma estabilidade para a molécula de O5 quando em um confinamento drastico.
Tal fato é um indicio de que as mudangas conformacionais da hemoproteina ocorrem
para manter a interacao Fe?t —QO, estdvel durante o transporte do oxigénio pelo corpo
humano (diminuigao do volume da cavidade esférica), entretanto quando a interagao
precisa ser desfeita a mudanca conformacional ocorre de forma que a energia do sistema
seja da mesma ordem da energia térmica do organismo (aumento do volume da cavidade

esférica).

A literatura nos apresenta resultados para a interacao fon-dipolo, que mime-
tiza a interacao Fe?t—CO também em hemoproteinas [22]. Comparando os resultados
apresentados aqui obversamos um mesmo comportamento para o confinamento do sis-
tema no meio aquoso. Em ambos os casos temos uma interacao que pode ser desfeita
pela energia térmica para raios confinamentes maiores ou iguais a 5,6441u.a. e que é

estavel para r. menores do que o valor citado neste paragrafo.

Dessa forma, a comparacao nos permite discutir que tanto o potencial T%

(fon-dipolo) quanto o potencial %4 (fon-dipolo induzido) mimetizam interagoes que

Tabela 5.2: Autovalores de energia, em unidades atomicas, obtidos via Método Variacional
para diferentes volumes de cavidades, sendo r. o valor do raio confinante. A energia é
minimizada em relagao ao parametro variacional b que também estd presente na tabela.
Os valores apresentados sao calculados para um sistema com permissividade de um meio
aquoso.

Volume (u.a.) | r. (u.a.) | Energia (u.a.) b
101,23 4,9787 0,002365440 | 0,072204
164,29 95,2000 0,000204286 | 0,187239
202,45 95,2845 | -0,000066288 | 0,240987
337,42 95,6441 | -0,000486670 | 0,511587
1090,54 6,3853 | -0,000586592 | 1,126300
1349,67 7,4975 | -0,000583238 | 1,650870
2024,50 8,3518 | -0,000580904 | 1,810970
337417 9,6719 | -0,000579512 | 1,927740
6748,33 11,9589 | -0,000578466 | 2,014810

Fonte: Elaborada pelo autor.
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ocorre em cavidades hemoproteinas, sendo que cada um descreve o comportamento
para uma determinada situacao, envolvendo assim diferentes moléculas diatomicas no

sitio de ligacao.

O modelo que propomos considera a molécula de oxigénio interagindo ape-
nas com o ion ferosso do anel porfirinico em cavidades esféricas que mimetizam he-
moproteinas. Os resultados contribuem para entender a ligacao e estabilidade do O,
indicando que a interagao é desfeita em regimes de menor confinamento (quando 7. é
maior ou igual a 5,6441u.a.) e que em regimes de confinamento drastico (r. menor que
5,6441u.a.) a interacao nao é desfeita pela energia térmica, sendo que essa estabilidade

é um efeito do confinamento do sistema.



Capitulo 6
Conclusoes

Os resultados apresentados nos mostram que o formalismo da Mecanica
Quantica Supersimétrica pode ser usado, juntamente com o Método Variacional, para
resolver a Equacao de Schrédinger para o potencial ion-dipolo induzido, visto a com-
paragao das curvas da Figura 5.1. Constatamos também que adaptando esse forma-
lismo encontramos uma solucao para o confinamento do potencial de interesse, somado
as aproximagcoes de simetria esférica para a cavidade de hemoproteina e considerando
apenas a interacao entre o ion ferroso e a molécula de oxigénio polarizada, podemos

mimetizar a interacao Fe?t—0, que ocorre em hemoproteinas. Atestamos que a in-

1 1
r—Tezc re—T

sercao dos termos no superpotencial W gera um potencial com um poco
infinito, dado o comportamento quando r se aproxima do 7.,. e do r., conferindo o

carater de confinamento do sistema, dado a fungao de onda teste usada (4.33).

Verificamos um comportamento anémalo para os valores de energia do es-
tado fundamental no confinamento da interagdo que ocorre em meio aquoso (¢ =
6,10757u.a.). Para . maior ou igual a 5,6441u.a. calculamos valores de energia para
o estado fundamental na ordem da energia térmica para o organismo a 303K (aproxi-
madamente 10~ hartree), isto é, a interacao neste caso nao possui estabilidade e pode
ser dissociada pela prépria energia térmica. Para r. igual a 5,284bu.a. ja é possivel
observar um aumento na energia. Nos casos em que 7. é menor ou igual a 5,2000u.a.
¢ evidente o confinamento pois temos um aumento no valor de energia do estado fun-
damental, comparado com os valores obtidos para cavidades maiores, de forma que
ela se torna positiva (0,000204286hartree para r. = 5,2000u.a. e 0,002365440hartree
para 7. = 4,9797u.a.), conferindo uma estabilidade para a interagao, visto que nesta

situacao a energia térmica nao é suficiente para desfazer a ligacao.

Na regiao de baixo confinamento (r, > 5,6441u.a.) o volume entre 337,42

e 6748, 33u.a. mimetiza cavidades de hemoglobina [40,41]. Sendo assim, nesses casos,
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a baixa estabilidade da ligacao Fe?t —0, é explicada pelo fato de que a ligacao precisa
ser desfeita para que outra molécula se ligue e/ou o oxigénio seja aproveitado por
algum outro sistema do corpo [36], uma hipdtese é de que essa configuragao de sistema
ocorra quando a hemoproteina esteja em um ambiente com maior concentracao de COs,
facilitando a troca das moléculas no sitio de ligagdo. Para um alto confinamento (r. <
5,2000u.a.) o volume entre 101,23 e 202,45u.a. mimetiza cavidades de mioglobina
[60]. Por essa perspectiva explicamos a estabilidade da interacao, j& que essa proteina
também é responsavel pelo transporte do ligante, no caso a molécula de oxigénio, e
deve manter a ligacao estavel até que o processo termine [36]. Em especial para o caso
do transporte de Os, é necessario garantir a estabilidade da interagao, pois o oxigénio
¢ uma molécula altamente reativa e se dissociada da proteina em momento inoportuno
durante o processo de transporte pode ocasionar reacoes indesejadas no organismo
humano, como a liberacao de radicais livres indesejados que causam o envelhecimento

indevido de algumas células do sistema biol6gico [36].

No modelo apresentado consideramos que a interacao ocorre em um meio
aquoso. Apesar de considerar o meio com a presenca de agua, a interagao é descrita
apenas para o ion ferroso e a molécula de oxigénio polarizada, desconsiderando a in-
teracdo com outras moléculas e/ou residuos presentes na macromolécula. Assim, o
modelo considera apenas o meio em que ocorre a interacao ion-dipolo induzido, mas
consegue explicar como a molécula se mantém estavel ou se desliga do sitio ligante
quando ha variagoes de volume, variagoes essas que sao aproximacgoes para as mu-

dancas conformacionais das hemoproteinas.

O desenvolvimento de biotecnologias, em especial de engenharia de proteinas
[33,34] sdo fundamentados e influenciados por trabalhos que focam nas interagdes que
ocorrem em biomoléculas. Dessa forma, o estudo aqui apresentado contribui com re-
sultados da interacao ion-dipolo induzido em cavidades esféricas, colaborando com a
analise e compreencao da interagao entre o fon ferrosso e a molécula de oxigénio po-
larizada em hemoproteinas e, consequentemente, com os avancos de engenharia de

proteinas.
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Apeéendice A

Artigo “Solucao de um potencial

exponencial via superalgebra”

A seguir, disponibilizamos o artigo “Solucao de um potencial exponencial
via superalgebra”, publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica, que apre-
senta uma revisao do formalismo usado para fatorizacao da equacao de Schrodin-

ger.
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Esse artigo traz uma revisdo do formalismo da Mecinica Quéntica Supersimétrica e mostra sua aplicagio
para solucionar um potencial exponencial que, com uma escolha apropriada de pardmetros, é identificado como
o potencial de Morse. A solugdo da equagdo de Schrodinger para esse potencial é encontrada via fatorizacdo e
construcao de uma hierarquia de Hamiltonianos, e com o uso dessas ferramentas sdo encontrados os autovalores
de energia e suas respectivas autofungdes. A partir do resultado encontrado, fixamos valores de pardmetros com
intuito de resgatar os resultados para estados ligados presentes na literatura.

Palavras-chave: Supersimetria, Mecanica Quantica, Operadores Bosonicos, Potencial de Morse.

This article provides a review of the Supersymmetric Quantum Mechanics formalism and shows its application
to solve an exponential potential that, with an appropriate choice of parameters, is identified as the Morse
potential. The solution of the Schrédinger equation for this potential is found via factorization and construction of
a hierarchy of Hamiltonians, with the use of these tools the energy eigenvalues and their respective eigenfunctions
are found. From the obtained result, we fixed parameter values in order to retrieve the results for bound states

present in the literature.

Keywords: Supersymmetry, Quantum Mechanics, Bosonic operators, Morse Potential.

1. Introdugao

Dentro do atual panorama da Mecanica Quantica, a
equagdo de Schrodinger (ES) possui lugar de desta-
que [1-5], sendo uma equagao de onda usada para des-
crever a natureza em um aspecto fundamental (atomico,
subatdmico e molecular).

Assim, determinar as solugoes da ES é fundamental
para a compreensao de sistemas quanticos. Nesse artigo,
é estudado um potencial exponencial tal que usando
um conjunto adequado dos paradmetros o potencial de
Morse é obtido. Esse nome faz referéncia a Philip
M. Morse, que introduziu esse potencial em 1929 no
estudo de vibragoes de moléculas diatémicas [6]. Desde
entdo, ha na literatura diversos trabalhos relacionados
a esse tipo de potencial, tanto relativos & sua reso-
lugdo por diferentes métodos mateméticos (analiticos
e numéricos) [7-9] quanto as aplicagdes em problemas
fisicos [10, 11].

Diferente da abordagem convencional para resolucao
da ES [12-14], utiliza-se como metodologia a hierarquia
de Hamiltonianos, que é descrita pela fatorizacdo das
equagoes diferenciais e construgdo das autofungdes por
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intermédio dos operadores bosonicos [15-18], como mos-
trado na proxima secao.

A metodologia apresentada permite fatorizar por
meio dos chamados operadores supersimétricos o
Hamiltoniano original que descreve o sistema estudado.
A inversao da ordem desses operadores permite
identificar o parceiro supersimétrico. Com o uso desse
formalismo, constréi-se uma cadeia de Hamiltonianos
ligados entre si, através dos operadores supersimétricos,
denominada de hierarquia de Hamiltonianos [14, 17].
Além disso, é importante salientar que a abordagem
utilizada nesse trabalho é focada em potenciais com
solugdes analiticas/exatas. Porém, nos casos em que a
equagao diferencial para o sistema sujeito ao potencial
nao pode ser resolvido dessa maneira, ha a possibilidade
de aplicar métodos aproximativos, como o método
variacional [9, 19, 20].

O presente trabalho estd organizado como se segue.
Na sec@o 2, apresenta-se o formalismo da hierarquia de
Hamiltonianos, descrito com algumas de suas caracte-
risticas abordadas de forma detalhada. Na se¢ao 3, o
potencial exponencial proposto é resolvido via hierarquia
de Hamiltonianos. Na secao 4 sdo apresentados os
resultados e a restrigdo dos pardmetros que leva ao caso
particular do potencial de Morse, conhecido na litera-
tura. Por fim, na se¢do 5 s@o apresentadas as conclusoes.



48

€20220122-2

2. Formalismo

De acordo com o formalismo seguido, o ponto de partida
é a equagdo de Schrodinger,

2

da?

Hoo(0) = (- g2 + Tol@) ) (0) = Euta), - ()
sendo que consideramos h = 2m = 1 como uma
simplificagdo. A solugdo com o uso do formalismo da
Mecénica Quéntica Supersimétrica (MQS) se baseia
na fatorizacdo do Hamiltoniano em dois operadores de
primeira ordem [18],

d2

—gE TV =AtAT LB ()

H, =
em que Eél) é o autovalor de energia do estado fun-
damental para o Hamiltoniano em questdo — primeiro
membro da hierarquia — e AT e A~ sdo os operadores de
primeira ordem que aqui serao chamados de operadores
bosonicos.

Os operadores bosonicos sao definidos como

d

Al = —— 4+ W(x, by,
€
A, = — +W(x,by) (4)
m dl‘ b b)

onde W(z,b,) é um superpotencial dependente da
variavel z e de um conjunto de pardmetros b,,.

A ordem de aplicagdo dos operadores determina os
Hamiltonianos companheiros supersimétricos, sendo que
essa definicdo pode levar a construgao de uma hierarquia
de Hamiltonianos relacionados entre si através da super-
simetria [16, 18]. Dessa forma, o primeiro Hamiltoniano
e seu companheiro supersimétrico sdo dados, respectiva-
mente, por

.
Hio = Hy = B = AL AT = =35 4+ Vo(a)  (5)
[§]
d2
Hy = AT A} *—@4“/1(35)7 (6)

sendo que, quando hé solugdo exata/analitica para o
estado fundamental, Vy(x) difere do potencial original
por uma constante que corresponde a energia do estado
fundamental do problema, Eo™.

Uma diferenca entre os espectros dos companheiros
supersimétricos, quando nao ha quebra de supersimetria,
¢ o espectro de energia. Para H; 1 o nivel mais baixo
de energia corresponde ao primeiro estado excitado
de H. 1,—-

Com a substituigdo das equagoes (3) e (4) na equagdo
(5) encontramos a equagdo de Ricatti [21],

d
Wil (a,br) = T Wale, b)) = Vo(o) - B, (7)
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de forma que, conhecendo um superpotencial que
satisfaga a equagdo (7), é possivel encontrar o estado
fundamental do Hamiltoniano da equacdo (5). Assim,
pela fatorizacdo proposta, é encontrado o menor auto-
valor de energia para o problema estudado. Além disso,
com as consideragdes feitas na equagdo (6), se define
Vi(z) como:
dz

Para continuar com a construgao da hierarquia, vamos

construir Hy _ pela fatorizacao de H; 4,

Hy,_=H,, - E? = A} A;, (9)

sendo os operadores bosonicos A;’ e A5 construidos com
um superpotencial Wa(z) que é dependente da varidvel
r e um novo conjunto de parametros bs. Destarte, a
solugdo da equacao (9) também é obtida pela solucao
de uma equagao de Ricatti que fornece Eé2).

Além de encontrar Hy _, também se contrdi seu com-
panheiro supersimétrico invertendo a ordem de aplicacao
dos operadores bosonicos,

d2
H21+ = —@
em que Va(z) = Wo? + %WQ.

Os demais Hamiltonianos dessa hierarquia sido cons-
truidos seguindo os mesmos passos, ou seja, identificando
o superpotencial para cada membro. Deve-se ficar atento
para o fato de que conforme a hierarquia aumenta, os
espectros de energia dos Hamiltonianos sao deslocados.
Dessa forma, o nivel mais baixo de energia de um
membro da hierarquia corresponde ao primeiro estado
excitado do Hamiltoniano do anterior. Para H; _ e Ha _
a relac@o entre o espectro de energia é

+Va(z) = A3 A7, (10)

E® =B, (11)

Generalizando esse caso para um espectro com n esta-
dos de energia em uma hierarquia de m Hamiltonianos,
temos [16, 18]

ESVL) — E(’m*1> - = E(l)

n+1 n+m—17 (12)

com n = 0,1,2,3... representando o nivel de energia e
m =1,2,3... os Hamiltonianos da hierarquia.

Por meio da utilizagdo dos operadores bosonicos é
possivel obter também a autofungdo para cada Hamil-
toniano construido. Considerando que, por definigao,
A} AT tem autovalor nulo [18], é condigio suficiente
para que

A7gSY =o. (13)

Dessa forma, a autofungdo pode ser obtida pela
equagao diferencial de primeira ordem, vide a definigao
do operador AT na equagao (3). Temos entdo

¥ o exp [_/zwl(f)df}. (14)
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Para os demais Hamiltonianos a autofuncao do estado
fundamental é encontrada de forma andloga [22], o que
leva a

wém) X exp [f / Wmdf}. (15)
€T

O estado fundamental de cada Hamiltoniano que
compoe a hierarquia corresponde a um nivel de energia
do Hamiltoniano anterior, e por consequéncia também
tem um correspondente em H; _. O mesmo se aplica
as autofungbes e, em potenciais exatamente ou parcial-
mente soliveis, é possivel encontrar as autofuncoes de
estados excitados, vide [18], pelas relagoes

¢$Lm) x A g Al_wfigmfl (16)
e
wrgzllm—l x AT e A’r‘tlfld}’SIM)' (17)

Aplicando este formalismo em problemas de poten-
ciais exatamente ou parcialmente soliveis, conseguimos
encontrar a solucdo para a ES via fatorizagdo do Hamil-
toniano, como no caso trabalhado a seguir, por exemplo.

3. Potencial Exponencial

O potencial de interesse, estudado nessa secdo, é
dado por

V(z) = ae™2 4 Be 4 v, (18)

sendo que a, e v sdo constantes relacionadas com
a profundidade do pogo e a com a largura. Vamos
discutir casos mais imediatos, em que a > 0, 5 e 7
s@o reais, e também restringimos a > 0 e real. A ES a
ser resolvida corresponde & equagdo (1) para o potencial
acima. Seguindo o formalismo da MQS mostrado na se-
¢ao anterior, para fatorizar o primeiro Hamiltoniano da
hierarquia é necessario um superpotencial que satisfaga
a equacao de Ricatti (7) para o potencial trabalhado.
Dessa forma, temos

W () = W (2) + BV = ae™* + fe"" 47,
(19)

que ¢ satisfeita por

Wi(z) = —vVae " + by. (20)

O superpotencial acima satisfaz a equacao (19) com o
pardmetro by = —(§ + %) A constante \/a também
pode ser determinada considerando-a como um para-
metro adicional e fixado a posteriori. Entretanto, como
esse parametro é sempre o mesmo ao longo da hierar-
quia, optou-se por fixa-lo de inicio, sem sobrecarregar
a notagdo. Com isso, o autovalor de energia do estado
fundamental é

B =y — b2 (21)
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A autofungdo do primeiro Hamiltoniano pode ser
obtida a partir da equagao (15):

- (22)

(()1>(.I’) X exp —bhz|.

A construgdo do companheiro supersimétrico de Hy, —

¢ feita como na equagdo (6) e Ha _ é construido como
visto na equagao (9). Sendo assim, temos:

W2 (z) — Wa' (z) + ESY

= ae 2% 4 (Vaa — 2/aby e 4 1. (23)
Pode ser observado que o potencial do companheiro
supersimétrico tem a mesma forma funcional do poten-
cial original (shape invariant) [23, 24]. Dessa maneira,
o superpotencial que satisfaz a equagao (23) é similar a
Wi(z) [18, 23], sendo
Wa(z) = —ae™ ™ + by. (24)
A solugdo do estado fundamental para o segundo
Hamiltoniano da hierarquia, de forma andloga ao pri-
meiro, é exata para o parametro by = —(32—‘1 + %), com
a energia valendo

EY =5 — b (25)
A fungdo de onda wéQ)(x), assim como é”(x), é
obtida pela equagao (15):
(()2) (z) o exp [—ﬁ e — bg.’I):| . (26)
a

Aplicando o operador A} sobre 1/)(()2) (z) obtém-se a
funcao de onda para o primeiro estado excitado de Hy _,

() o —(Vae ™ — by) exp {—?e‘” - bﬂ}

— Jaexp [_ (a+bs)a — @e_az}

\/a az—b2$:|,

+biexp | ——e” (27)
a

Para obter as proximas funcgoes de onda e niveis de

energia para os estados excitados é necessario a constru-

¢ao dos préximos membros da hierarquia de Hamiltoni-

anos, como explicitado nas equagoes (16) e (17). Como

ja mencionado, hd uma invaridncia na forma funcional,

sendo assim os superpotenciais sdo generalizados da

seguinte maneira:

Wi (z) = —V/ae™ + byy,. (28)

Na equacdo (28) os membros da hierarquia sao repre-
sentados por m =1,2,3...

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220122, 2022
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Os autovalores de energia sdo escritos de acordo com
a equagdo (12), por consequéncia a expressao geral para
a energia do primeiro Hamiltoniano é

EP =5 —bn’, (29)

onde a representacdo dos niveis de energia é dada por
n = 0,1,2,3...; m = 1,2,3... estd relacionado com
a hierarquia. Na generalizagdo conseguimos estabelecer
o vinculo para um espectro de energia de forma que
m=n+1.

O pardmetro b é generalizado como

bm:f[(mf%)a+%} (30)

A funcao de onda geral para o estado fudamental dos
membros da hierarquia tem a seguinte forma:

1/J(()m) X exp {—?e*” - bmz} . (31)

Para construir os estados excitados, usamos as auto-
fungbes encontradas em (31) na relagdo (17), de modo
que

o) o AT .. A (exp [—?e‘” - bmx} )
(32)

Assim, a solugdo geral é dada pelos autovalores de
energia apresentados na equagdo (29) e pelas autofun-
¢oes associadas, descritas nas equagoes (31) e (32).

4. Potencial de Morse Usual

A solugéo apresentada até aqui é valida para qualquer
valor de a, 3, v e a para o potencial original. A fim
de verificar essa solucdo, consideramos as constantes
a =D, = —-2D e v = 0 para um caso particular
do potencial de Morse [6]:
V() = De™24% — 2De ™7, (33)
O autovalor de energia do estado fundamental (n = 0)
para o primeiro Hamiltoniano do caso particular é dado
também pela equagdo (29). Todavia, agora a energia
estard relacionada com o parametro D de forma que

2

BV = - (g - \/ﬁ> . (34)

A funcgao de onda para esse estado, seguindo a indica-
¢ao da equagdo (22), é dada pela expressdo:

(()1)(x) o exp |:\/aﬁeaz + (g - \/5> SU:| - (35)
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Os demais niveis de energia sdo obtidos pela equagio
(29), com b,,, da equagdo (30), reescrito como

bm:f{(mf%%—@}, (36)

param=1,2,3....
Sendo assim, os autovalores sao

E, = —by,>, (37)

comn=0,1,2,3..., e 0 vinculom =n+ 1.

De forma analoga as equagcoes (31) e (32), as autofun-
¢Oes para o estado fundamental de cada Hamiltoniano
neste caso sao

(m) —ax
0

— bz, (38)

[ VD
xexp |[——e
a
e para os estados excitados temos

D
¢§11) < Af LAY (exp |:\aﬁe‘”” - bmx:| ) . (39)

Como esperado, os resultados encontrados para esse
caso particular presentes na literatura [6, 25, 26] estao
de acordo com a solugao apresentada aqui.

5. Conclusoes

Neste trabalho, foi feito uma revisao do formalismo
da MQS aplicado na fatorizagdo e constru¢do de uma
hierarquia de Hamiltonianos. Com os resultados obti-
dos, encontramos a solugdo para um tipo de potencial
exponencial generalizado. Partindo da solugao geral,
encontramos também a solugdo para um caso particular,
atribuindo valores aos pardmetros «, ( e v que restringe
o0 caso mais geral para o potencial de Morse usual [6].

Assim, foi identificado uma classe de potenciais que
correspondem a uma generalizagdo do potencial de
Morse. Na literatura encontramos alguns trabalhos que
abordam essa generalizac¢do por outros formalismos [27,
28]. Entretanto, até onde vai o conhecimento dos auto-
res, nao se encontrou nenhuma discussao via Mecanica
Quaéntica Supersimétrica do resultado aqui apresentado.

O formalismo discutido pode ser usado como um
método alternativo de obtencdo da solucao da equagdo
de Schrodinger, podendo ser usado em outros proble-
mas. Também é possivel ampliar sua aplicagdo para
outros tipos de problemas, como potenciais parcial-
mente soliveis ou mesmo potenciais que exigem métodos
aproximativos.

Em especial, para o potencial tratado aqui, o for-
malismo permite a construgao analitica dos operadores
supersimétricos. Com essa solugdo, também se pode
aplicar a metodologia para sistemas com condicoes de
contorno nao usuais e obter solugdes aproximadas. O
caso particular do potencial de Morse confinado [29] é
um exemplo.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0122



51

Pera et al.

Agradecimentos

Os autores agradecem pelo suporte financeiro parcial da
Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES), processos nimeros 88887.641424/
2021-00, 88887.606561/2021-00 e 88887.606562,/2021-00;
e do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico
e Tecnolégico (CNPq) pelo processo nimero 130527/
2021-1.

Referéncias

[1] W. Jaskdlski, Physics Reports 271, 1 (1996).

[2] Y.P. Kravchenko, M.A. Liberman e B. Johansson,
Physical Review A 54, 287 (1996).

[3] S.W. Doescher e M.H. Rice, American Journal of Physics
37, 1246 (1969).

[4] AL Ahmadov, M. Naeem, M.V. Qocayeva e V.A.
Tarverdiyeva, Journal of Physics: Conference Series 965,
012001 (2018).

[5] L.D. Landau e E.M. Lifshitz, Quantum mechanics: non-
relativistic theory (Elsevier, Amsterdam, 2013).

[6] P.M. Morse, Physical Review 34, 57 (1929).

[7] C. Berkdemir e J. Han, Chemical Physics Letters 409,
203 (2005).

[8] J. Yu, S. Dong e G. Sun, Physics Letters A 322, 290
(2004).

[9] A. Sharma e O.S.K. Sastri, International Journal of
Quantum Chemistry 121, e26682 (2021).

(10] H. Taseli, Journal of Physics A: Mathematical and
General 31, 779 (1998).

[11] H. Ulrich e P. Hess, Chemical Physics Letters 61, 380
(1979).

[12] L.I. Schiff, A Textbook of Quantum Mechanics
(McGraw-Hill, New York, 1949).

(13] D.J. Griffiths e D.F. Schroeter, Introduction to quantum
mechanics (Cambridge University Press, Cambridge,
2018).

[14] A. Algozini Junior, Diferentes métodos de resolugdo da
equagdo de Schridinger independente do tempo, disponi-
vel em: https://repositorio.unesp.br/handle/11449/18
3646.

[15] G. Junker, Supersymmetric methods in quantum and
statistical physics (Springer Science & Business Media,
Berlin, 2012).

[16] F. Cooper, A. Khare e U. Sukhatme, Physics Reports
251, 267 (1995).

[17] J.M.C. Monteiro, A. Algozini Jinior e E. Drigo Filho,
Revista Brasileira de Ensino de Fisica 41, €20180315
(2019).

(18] E. Drigo Filho, Supersimetria aplicada & mecinica
qudntica: estudo da equagdo de Schriodinger (Editora
Unesp, Sao Paulo, 2009).

(19] J.C.B. Araujo, G.R.P. Borges e E. Drigo Filho, Revista
Brasileira de Ensino de Fisica 28 41 (2006).

[20] D.E. Ellis e G.S. Painter, Physical Review B 2, 2887
(1970).

[21] D.G. Zill e M.R. Cullen, Equagées diferenciais (Pearson
Makron Books, Sao Paulo, 2005), v. 1.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0122

€20220122-5

[22] G.R.P. Borges, E. Drigo Filho e R.M. Ricotta, Physica
A 389, 3892 (2010).

[23] E. Drigo Filho e R.M. Ricotta, Physics Letters A 269,
269 (2000).

[24] H.O. Batael, J.F. Silva, A.N. Silva, S.F.M. Santos e
E. Drigo Filho, Revista Brasileira de Ensino de Fisica
40, 2305 (2018).

[25] A. Del Sol Mesa, C. Quesne e Y.F Smirnov, Journal of
Physics A: Mathematical and General 31, 321 (1998).

[26] S.H. Dong, R. Lemus e A. Frank, International Journal
Of Quantum Chemistry 86, 433 (2002).

[27] P.H.F. Nogueira e A.S. Castro, Journal of Mathematical
Chemistry 54, 1783 (2016).

[28] M.G. Garcia, A.S. Castro, P. Alberto e L.B. Castro,
Physics Letters A 381, 2050 (2017).

[29] J.F. Silva, Interagoes fon-dipolo e vibracional dentro de
cavidades esféricas via método variacional, disponivel
em: https://repositorio.unesp.br/handle/11449/180802.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220122, 2022



Apeéendice B

Script usado para o calculo da
energia da interacao ion-dipolo

induzido

Neste apéndice, disponibilizamos o script do software Mathematica usado
para calcular a energia, via Método Variacional, da interacao entre o Fe?t e a molécula
de Oy polarizada em uma cavidade esférica com raio confinante de 11,9589%u.a. e com

a permissividade do meio aquoso.
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out[11)=

Out[14]=

out[16]=

(*MINIMIZACAO PELO METODO VARIACIONAL -- INTERACAO ION-
DIPOLO INDUZIDO CONFINADA EM UMA CAVIDADE ESFERICA%)

Clear["Global %"]

(* --- DEFINICAO DE PARAMETRO USADOS NO SISTEMA - UNIDADE ATOMICAS DE HARTREE --- %)
rc = 11.9589 (xRaio confinante -- representa o raio de uma hemoproteinax)
11.9589

rexc = 4.66294657 (*Raio do volume exclusox)

4.66295

hbar = 1 (xcte de Planck dividida por 2pix)
1

Z = 2 (xcarga liquida do ion de Fex)

e =1 (xcarga elementar do elétronx)

cte4piEpsilond = 1
1

alpha02 = 10.79740162 (xPolarizabilidade do O_2x)
10.7974

epsilon = 6.107571 (xPermissividade no meio aquosox)
6.10757

mO = 29164.39359247 (xMassa atdémica do oxigénio em massa de respouso do elétronx)
29164.4

mi= ((m0~2) /(2+m0)) (xMassa reduzida da molécula de oxigéniox)

14582.2

sigma = ((2mi«alpha02+ ((Zxe)~2))/((hbar~2) x2+ (ctedpiEpsilon@ » epsilon~2)))
(xConstante do potencial ion-dipolo induzido=x)
16883.6

(* --- SUPERPOTENCIAL, POTENCIAL APROXIMADO, POTENCIAL ORIGINAL --- =x)

Weonf = - (b/r~4) +b- (1/ (r-rexc)) +
(1/ (rc- r‘)) (xSuperpotencial considerando a rela¢ao entre a=
sigma/Zb e o termo confinante com rcx)

1 1 b
b+ - - —

11.9589 -r -4.66295+r pr*
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2 | apendiceB.nb

n[17]:=

out[31}=

Vapconf = (Wconf~2) - D[Wconf, r] (xPotencial aproximado [(w'\z) - w']*)

1 1 b2 1 1 4b

b+ - -
11.9589 -r -4.66295+r

rt (11.9589 -r)? (-4.66295+r)% r’

Vef = -sigma /r~4 («Potencial efetivox)

16883.6

r4

(% --- AUTOFUNCAO TESTE --- %)
psi[b_?NumericQ] := (r-rexc) % (rc-r) «Exp[(-b/ (3+r"3)) -bxr]

(*Autofuncdo obtida pelo formalismo da Supersimetriax)

psi2[b_?NumericQ] := psi[b] ~2 (xAutofuncdo elevada ao quadradox)

(*# --- HAMILTONIANO --- %)

Hpsi[b_?NumericQ] := (-D[psi[b], {r, 2}1) + (Vef « psi[b])

(# --- METODO VARIACIONAL --- +)

f1[b_?NumericQ] := NIntegrate[psi[b] »Hpsi[b], {r, rexc, rc}]

f2[b_?NumericQ] := NIntegrate[psi2[b], {r, rexc, rc}]

E@2mi[b_?NumericQ] := (fi[b] /f2[b])

(¢ --- MINIMIZACAO DA ENERGIA VARIACIONAL --- *)
NMinimize[ {E@2mi[b], b > @}, {b}, Method -» "RandomSearch", AccuracyGoal - 10]
{-16.8795, {b — 2.01481}}

EQ = (-16.87949072625449" ) « ((hbar~2) / (2% mi))
-0.000578771
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