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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver um estudo introdutoério, porém
detalhado, sobre Analise Complexa e algumas de suas aplicagdes. Apresentamos o
corpo dos nimeros complexos, exploramos as fun¢oes complexas de uma variavel
complexa, exibimos parte da teoria das fungoes analiticas e parte da teoria de
integracao complexa. Provamos importantes resultados, tais como o Teorema de
Cauchy, o Teorema de Taylor, o Teorema dos Residuos, entre outros igualmente
relevantes. Como aplicacao da teoria, destacamos a utilizagdo do Teorema dos

Residuos para determinar a transformada inversa de Laplace de uma fungao F'(s).

Palavras-chave: Numero complexo, Anélise complexa, Fun¢ao complexa, Funcao

analitica, Integral complexa.






Abstract

The main objective of this work is to develop an introductory but detailed
study on Complex Analysis and some of its applications. We present the field
of the complex numbers, explore the complex functions of a complex variable,
exhibit part of the theory of analytic functions, and part of the complex integration
theory. We prove important results, such as Cauchy’s Theorem, Taylor’s Theorem,
Residue Theorem, among others equally relevant. As an application of the theory,
we highlight the use of the Residue Theorem to determine the inverse Laplace

transform of a function F(s).

Keywords: Complex number, Complex analysis, Complex function, Analytic

function, Complex integral.
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Introducao

Desde o século XVIII, a Andalise Complexa tem se mostrado uma das mais
proficuas teorias no contexto global da Matematica. Através dela foi possivel,
por exemplo, dar um sentido a afirmacao “toda equacao polinomial possui ao
menos uma solugao”, estabelecer relagoes importantes entre fungoes elementares
(como € = cosx + isen x), compreender melhor as fungdes definidas por séries
de poténcias, entre outros feitos igualmente relevantes. Dentre os matematicos
importantes que contribuiram para o seu avanco, podemos mencionar Euler, Gauss,

Cauchy, Abel, Riemann, Weierstrass, Picard, Poincaré, Hilbert, entre outros.

A Analise Complexa destaca-se no desenvolvimento de outras areas do conheci-
mento, como Engenharias e Fisica. Neste sentido, podemos citar sua importancia
para a dinamica dos fluidos, para a teoria do potencial, para as fun¢oes harmonicas,
para a eletrostatica e para a gravitagdo. Além disso, a Anélise Complexa tem
contribuido para o desenvolvimento de outras areas da matematica, como Equacoes

Diferenciais Parciais, Calculo das Variacoes, Analise Harmonica, entre outras.
Com este trabalho, temos a pretensao de fornecer um estudo introdutério a
teoria de Andlise Complexa, porém detalhado. O texto foi escrito de modo a poder
ser utilizado tanto por alunos e profissionais de Matematica quanto por alunos e
profissionais de Engenharia ou Fisica. Isto se deve ao objetivo de transformar a
versao final da dissertacao, apés revisada e lapidada, em material didético.

O texto esta organizado da seguinte forma:

Capitulo 1. Na Secao apresentamos o corpo C dos ntimeros complexos e

15
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suas propriedades. Em seguida, definimos a unidade imagindria 7, exibimos a
relagdo entre um nuimero complexo e um par ordenado (z,y) de nimeros reais,
apresentamos a chamada forma algébrica x + iy e como sao dadas as operagoes de
adicao e multiplicagdo nesta tltima forma. Na sequéncia, definimos o conjugado de
um numero complexo z, denotado por z, mostramos sua representagao geométrica
(reflexdo em torno do eixo imaginério), sua utilidade na divisao de dois nimeros
complexos e demonstramos suas propriedades. Para finalizar essa se¢ao, definimos
o valor absoluto de um niimero complexo (médulo) e expomos suas propriedades,
tais como a desigualdade triangular. Na Secao [1.2] definimos o argumento de um
ntmero complexo e sua forma polar, e apresentamos as operagoes de multiplicagao,
divisdo e potenciacdo de um ntimero complexo em sua forma polar. Na Secao [1.3
mostramos como determinar a raiz n-ésima de um niimero complexo e provamos
que todo niimero complexo nao nulo possui exatamente n raizes n-ésimas para cada
n € N*. Por fim, na Segdo [I.4] destacamos alguns conceitos basicos da topologia
de C.

Capitulo 2. Na Secao [2.I] apresentamos o conceito de uma fungdo complexa
de uma varidvel complexa. Na Secao [2.2] estudamos algumas fun¢oes complexas
elementares, a saber: fungoes exponencial, logaritmica, poténcia, trigonométrica
e hiperbdlica complexas. Na Secdo apresentamos as defini¢oes de limite e
continuidade de uma func¢ao complexa e resultados importantes envolvendo esses
conceitos. Na Se¢ao [2.4] definimos a derivada complexa, exibimos o conceito de
diferenciabilidade e apresentamos exemplos e propriedades de diferenciacao. Além
disso, definimos o conceito de fungao analitica (ou holomorfa), provamos as equa-
¢oes de Cauchy-Riemann e apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para

que uma funcao complexa f seja analitica em um ponto z.

Capitulo 3. Na Secao [3.1] revisamos parte da teoria bésica da integral definida em
R (ou integral de Riemann) e o Teorema Fundamental do Célculo. Apresentamos
o conceito de curvas em R2, revisamos o conceito de integral de linha no plano
e apresentamos exemplos computacionais para ilustrar esse conceito. Nas Se¢oes
e apresentamos a teoria de integral complexa ao longo de um caminho.
Na Secao recebem destaque os importantes resultados: Teorema de Cauchy,

Teorema de Cauchy-Goursat, Férmula Integral de Cauchy, Formula Integral de
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Cauchy para Derivadas, Teorema de Liouville, Teorema Fundamental da Algebra,

Principio do Médulo Méaximo e Teorema de Morera.

Capitulo 4. Nas Secoes e [4.2], desenvolvemos estudos breves sobre sequéncias
e séries de ntimeros complexos, respectivamente. Na Secao [4.3] apresentamos as
séries de poténcias, vemos como estabelecer o raio de convergéncia desse tipo de
série e exemplificamos os desenvolvimentos em série de poténcias de func¢oes em

torno de um ponto z5. Mostramos que toda série de poténcias define uma funcgao

analitica no seu disco de convergéncia e provamos o importante Teorema de Taylor.

Por fim, apresentamos o conceito de série de Laurent e mostramos que toda funcao
analitica definida em um anel tem uma representagao em série de Laurent (Teorema

de Laurent).

Capitulo 5. Na Secao [5.1], definimos as singularidades isoladas de uma fungao
complexa juntamente com suas classificagoes: removiveis, tipo polo e essenciais. Na
Segao [p.2] estudamos os zeros de uma fungio analitica. Na Segao[5.3] apresentamos
o conceito de residuo de uma fungdo complexa e vemos como determina-lo. Ademais,
demonstramos o Teorema dos Residuos, que foi estabelecido por Cauchy, e algumas
de suas consequéncias, como o Principio do Argumento, o Teorema de Rouché e o

Teorema Fundamental da Algebra.

Capitulo 6. Este capitulo é dedicado a algumas aplicagoes da teoria da Analise
Complexa. Na Segéao [6.1] aplicamos o Teorema dos Residuos para determinar a

transformada inversa de Laplace de uma fungao F'(s) e para calcular integrais reais

2
da forma / F(cos8,sen ) df e integrais improprias reais. Finalizamos o trabalho
com a Sec¢ao [6.2, na qual apresentamos a solucao geral de uma equagao diferencial
ordinaria linear de segunda ordem quando as raizes de sua equacio caracteristica

sao numeros complexos.

Para a leitura do texto, sdao requisitos as disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral I e Calculo Diferencial e Integral II no que tange o conhecimento dos
conceitos de limite, continuidade, derivada ordinaria e parcial, integral, sequéncias
numéricas e séries. Os conceitos de integral foram brevemente revisitados aqui para

um melhor entendimento das integrais de fungoes complexas.
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1 Sobre o corpo dos nimeros

complexos

Ao longo da histéria, um dos fatos que mais instigou os matematicos foi a
solucao de equacgoes. No século X VI, talentosos matematicos italianos descobriram,
de forma algébrica, a solucao das equagoes cubicas e quarticas.

No inicio do século XVI, Scipione del Ferro (1465 - 1526), solucionou algebri-
camente a equacdo ctibica da forma 2 + pz = ¢. Nao publicou suas descobertas,
mas repassou a seu discipulo Anténio Fior seu feito.

Em meados de 1530, Tartaglia, cujo nome era Nicolo Fontana de Brescia (1499 -
1557), descobriu uma maneira de solucionar a equagao ctibica da forma 2+ px? = q.
Porém, o praticante de medicina que ensinava Matematica, Girolamo Cardano
(1501 - 1576) publicou em seu livro Ars Magna o feito de Tartaglia.

Anos mais tarde, Rafael Bombelli (1526 - 1572), de forma notavel, contribuiu
para as solugoes de equacgoes ctbicas de forma a considerar as raizes quadradas de
nimeros negativos. B sabido que a férmula de Cardano-Tartaglia para equacoes

do tipo 2® + px + ¢ = 0 ¢é dada por

2 3 2 3
xzil—g—i— q4+p+i—q— A

Por exemplo, a solucao da equacio 2° = 15x+4 é z = \?/2 ++v/—121+ \3/2 —v—121
e, por substituicdo direta, nota-se que x = 4 é a tnica raiz positiva da equacao.
Nesta época, solucoes do tipo = = \3/2 ++/—121 + \3/2 —+/—121 eram chama-

das de casos irredutiveis, porém Bombelli foi o pioneiro em considerar as raizes

quadradas de ntimeros negativos. Se x = 4 é uma solucao real, entdo as outras

19



20 Sobre o corpo dos niimeros complexos

duas seriam, como conhecemos hoje, niimeros imaginarios, um conjugado do outro.

A partir de entao, ndo era mais possivel negar que os niimeros reais tornaram-se
insuficientes no tratamento de solucoes de equacgoes algébricas. René Descartes
(1596 - 1650) estudou as equagdes algébricas e no seu livro O Discurso do Método
escreveu que nem sempre as raizes positivas ou negativas de uma equagao sao reais;
as vezes elas sao imaginarias.

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi um dos mateméticos que ajudou na melhoria
da simbologia. A unidade imagindria i foi dada por Euler para representar v/—1.

Ja Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) juntamente com Jear Robert Argand
(1768 - 1822) e Caspar Wessel (1745 - 1818) notaram que era possivel associar
os nimeros da forma a + by/—1, ou a + bi, a pontos reais do plano. Como o
reconhecimento dos feitos de Wessel veio tardiamente, hoje conhecemos o plano
complexo por Argand-Gauss.

Ao definir um nimero complexo da forma a + bi (que também denotaremos
por a + ib) e sua associagdo a pontos do plano em que o eixo das abscissas sao
representados pela parte real e o eixo das ordenadas pela parte imaginaria, os
matematicos poderiam visualizar tais nimeros também como vetores e, assim,
opera-los geometricamente da mesma maneira que operavam algebricamente.

No século XIX, o matematico irlandés William Rowan Hamilton escreveu um
artigo em que a algebra dos niimeros complexos era definida como uma algebra de
pares ordenados de ntimeros reais a partir do ponto de vista fisico, pela conveniéncia
de trabalhar com vetores e rotagoes no plano. A partir de entao, notou que o
sistema dos ntimeros reais esta imerso no sistema de nimeros complexos. Assim,
se um nimero complexo da forma a + bi é identificado com o par ordenado (a,b),
entdo um ntmero real é identificado com o par ordenado (a, 0).

Apos esse breve relato histérico, estudaremos o corpo C dos niimeros complexos.

1.1 O corpo C dos nimeros complexos

Tomando por base a definicao de Hamilton, temos a definicao a seguir.

Definicao 1.1. Definimos o corpo dos mumeros complexos como sendo o

conjunto
C= (R2,+,-) ={(z,y) :z €R ey e R},
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com as sequintes operagoes de adi¢io e multiplicagdo: se z1 = (x1,y1) € 22 = (T2, Ya)
pertencem a C, entao

21t 2= (21422, +Y2) e 21z = (T1T2 — Y1Y2, T1Ye + Y172). (1.1)

Os elementos de C sao denominados niimeros complexos.

Como consequéncia das operagoes de adigdo e multiplicagao em C dadas em
(1.1]), temos o préximo resultado.

Proposigao 1.2. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z, z1, 2o, 23 € C:
(i) 21+ (22 + 2z3) = (21 + 22) + 23 - propriedade associativa da adigao,
(1i) z1 4+ 22 = 2o + 21 - propriedade comutativa da adi¢do;
(7ii) (0,0) + z = z - elemento neutro da adi¢do;
(iv) z2(1,0) = z - elemento identidade da multiplicagao;

(v) se z = (x,y), entao existe —z = (—z,—y) tal que (z,y) + (—z,—y) =
2+ (—z) = (0,0) - simétrico aditivo;

(vi) z129 = 2921 - propriedade comutativa da multiplicagao;

.. . : . Ce x -y
vit) sez = (x, 0,0), entdo existe um inverso multiplicativo z=* = ,
(i) 0% = (r.9) # (0.0 : (e i)

_ x )
tal . = s y = 170 ;
al que z - z (x,y) <x2+y2 x2—|—y2> (1,0)

(viii) z1(z2+4 23) = 2129+ 2123 - propriedade distributiva da multiplicagio em relagao
a adicao.
Demonstragio. (i) Sendo z; = (x1,y1), 20 = (T2,Y2) € 23 = (x3,y3), utilizando a

associatividade de ntimeros reais, temos:

21+ (22 + 23) = (1, y1) + [(22,92) + (23,93)] = (x1, 1) + (X2 + X3, Y2 + y3) =
= (1131 + (w2 4+ x3), 11 + (Y2 + ys)) = ((371 + x2) + @3, (Y1 + Y2) + y3> = (21 + 22) + 2.
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(77) Sejam z; = (x1,y1) € 22 = (%2, 72). Utilizando a comutatividade de nimeros

reais, temos:

2+ 2= (21,01) + (22, 92) = (21 + T2, 51 +y2) = (T2 + 21,92 + 1)
= ($2792) + (xhyl) = Zo + 21.

(1ii) Se z = (z,y), entdo
(0,0) +2=(0,0) + (z,y) = (04 2,0 + y) = (z,y) = z,

em que utilizamos o elemento neutro da adicao de niimeros reais.

(iv) Se z = (x,y), entao
2(1,0) = (x,y)(1,0) = (z-1—y-0,z-0+y-1) = (. — 0,0+ y) = (z,y) = z,

em que utilizamos o elemento identidade da multiplicagdo de niimeros reais.

(v) Para todo z = (z,y), temos

2+ (=2) = (&,y) + (=2, —y) = (z =2,y —y) = (0,0),

em que utilizamos o elemento oposto da adi¢ao de niimeros reais.

(vi) Se z1 = (z1,41) € 2o = (T2, y2), entdo

2129 = (xl,y1)<x27y2> = (951 “To— Y1 Y2, %1 Y2 Y1 962) =

= (g 21 — Yo - Y1,Y2 - T1 + T2 - Y1) = (T2, y2) (21, Y1) = 2021,

em que utilizamos a propriedade comutativa da multiplicacdo de niimeros reais.
. _ T —Y

vii) Sendo z = (z,y) e 271 = , , temos

(vid) (z.9) 22+ 12 22 + 3

2 2
1 z —Y z Y -y ry
z = ZC, ) = + 5 + =
z (z,9) <x2+y2 x2—|—y2> <x2+y2 22+ y2 a2 + ¢ x2—|—y2>
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22+ —axy+o
_ y’ Yy Y :(1’())’
$2+y2 x2+y2

em que utilizamos o elemento unidade da multiplicagdo de niimeros reais.

(viii) Se z1 = (x1,91), 22 = (%2, 2) € 23 = (3,¥3), entao

z1(22 + 23) = (w1, y1) [(2, Y2) + (23, y3)]
= (z1,y1) (22 + 23,92 + ¥3)
(Il T2+ 23) = y1(y2 +y3), 21(y2 + ys) + ya (22 + $3))
= (T To+ 21 T3 — Y1 Yo~ Y1 Y3, T1 Y2+ T1 Y3+ Y1 Ta + Y1 T3)
= (1T — Y1 Yo+ T1 T3 — Y1 Y3, T1 Y2+ Y1 To+ Ty Y3+ Y1 T3)
= (21, y1) (2, Y2) + (v1,y1)(73,Y3) = 2122 + 2123,

em que utilizamos a propriedade associativa da multiplicacdo de ntimeros reais. []

Observacao 1.3. Um conjunto no qual estao definidas operagoes de adicao e
multiplicagdo que satisfazem as propriedades mencionadas na Proposigao [I.2] é
denominado corpo. Por esta razao é que chamamos C de corpo dos nimeros

complexos, assim como nos referimos a R como corpo dos niimeros reais.

Tendo definido as operagoes de adi¢ao e multiplicacdo em C, podemos definir

as operagoes de subtracdo e divisao da maneira usual: se z;, 25 € C, entao

z
21— 2=z +(—2) e Z—lzzlzgl, se 29 # 0.
2

Além disso, a potenciagao também é definida da maneira usual: se z € C, entao
=1, 2=z-z e "=zl sez#£0(>1).
(. —_—
n vezes n vezes

Decorre da Proposicao [1.2] que diversas propriedades das operagoes aritméticas

de ntimeros reais sao validas para niimeros complexos. Por exemplo, a soma e o

- 22 , .
produto de duas fragbes — e — de ntimeros complexos podem ser obtidas pelas
wy W2
formulas:
21 4 z9 Z1Wa + ZoWq 21 %2 Z1%9
— t === - e =" = .
wy W2 wW1W2 w1 W2 w1W2

Ademais, temos o seguinte principio de inclusao: podemos encarar R como um
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subconjunto de C, ou seja, todo niimero real é considerado um niimero complexo.
Isso ocorre quando denotamos qualquer nimero complexo (x,0), com = € R,
simplesmente por x. Ou seja, através dessa convenc¢ao, podemos inferir que todo
elemento de R é um elemento de C da forma (z,0).

A soma dos niimeros reais r e a ou a soma dos nimeros complexos = e a leva
a0 mesmo resultado; o mesmo ocorre com o produto dos niimeros reais x e a e dos

nimeros complexos x e a.
(2,0) + (¢,0) = (r+a,0) =x+ae

(x,0)(a,0) = (za — 0.0,2.0 + 0.a) = (za,0) = za.

Portanto, nao existe ambiguidade nas notagoes = +a e za, com a adogao da inclusao
apresentada acima.
Chamamos o nimero complexo (0,1) de unidade imaginéria e o representa-

mos pela letra 7. Observemos que
i?=1i-i=(0,1)(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (-1,0).

O ntimero complexo (—1,0) é identificado com o niimero real —1. Assim, podemos

escrever ¢ = +/—1.

Observemos que (y,0)(0,1) = (0,y). Entao, para qualquer nimero complexo

z = (z,y), temos

(z,9) = (,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0)(0, 1) = = + y 1.

Portanto, o par ordenado (z,y) e as expressoes x + yi e x + iy representam o
mesmo numero complexo.
As operacoes da adicao e multiplicagao de dois nimeros complexos sdo dadas

na forma algébrica da seguinte forma: se z; = x1 + y17 € 20 = X9 + Yo 7, entao

420 = (1 +y11) + (X2 +y20) = (21 +22) + i (1 + y2)
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2120 = (11 + Y1 0) (X2 + Y2i) =1 - T+ 210 Yo+ Tod Yy + 7 Y1 - Yo =
=21 Ty+ixy Yy +ize -y + (=11 Yo =21 To —y1 - Yo + i (1 - Yo + 2o - Y1).

Se z=1x+ytez =zx—yi, entdo
2o = (v +yi)(r —yi) = 2° — (yi)* = 2% — y*(=1) = 2° + y*.

O ntimero complexo z; = £ —y ¢ é denominado conjugado do niimero complexo
z = x+y1i e denotado por z. Assim, se z = x4y ¢ é um niimero complexo, z = xr—y1
é o seu conjugado.

O conjugado de um niimero complexo nos permite escrever o quociente de dois
numeros complexos na forma algébrica. De fato, sendo z = a + bi e w = ¢ + di,

w # 0, dois nimeros complexos, temos

z a+bi c—di ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd bc—ad

w c+di c—di 2 + d2 _c2+d2+02+d21’

que ¢é a forma algébrica da divisdao de dois ntimeros complexos.
Exemplo 1.4. Sendo z =1+ 21 e w = 3 — 44, entao

z  1+20 344 3+4i+6i+8* —5+10 1+2.
_— = = = = —— — 1

w  3—4i 3+4i 32 + 42 25 5 5

Seja z = x + iy um numero complexo. Definimos Re(z) = = como a parte real
do nimero z e Im(z) = y como a parte imaginaria do mesmo. Se Re(z) = 0,
dizemos que z é um nimero imaginario puro.

Como todo nimero complexo pode ser representado por um par ordenado
(x,y), entdo podemos representa-los como pontos no plano cuja abscissa é x e a
ordenada é y. Podemos representar z, também, como um vetor posicao. A este
plano denominamos plano complexo ou plano de Argand-Gauss.

O eixo das abscissas recebe o nome de eixo real e o eixo das ordenadas de
eixo imaginario.

O numero complexo z, o conjugado de z, é, graficamente, a reflexdo de z em

relacao ao eixo real.
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eixo imaginario

eixo real
—
I

I
|

Figura 1.1: Representacao de z no plano.

Imi=)
i
vl » * = (z.v)
0 B Re(z)
—y - = (z,—y)

Figura 1.2: Conjugado de z.

-

Algumas propriedades se verificam com relagao a z. E o que apresentamos a
seguir.

Proposicao 1.5. Sejam z, z1, 29 € C. Entdo,

(1) 21 £ 2o =71 £ 2.
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(ii) zZ1 - 23 = Z1 - Z3.

o (21 zZ1
S —— 0.
(1i7) (2’2) = 29 #
(iv) z+Z =2Re(z) e z — z = 2i Im(2).
(v) z € um nimero real se, e somente se, zZ = z.

(vi) z € um nidmero imagindrio se, e somente se, Z = —z.

Demonstragio. (i) Sendo z; = x1 +iy; € 20 = Tg + 1 Yo, temos que

At z=(r1+iy)+ (e +iye) = (x1+22) + (1 +y2)i =
=(x1+x3) — (1 +y2)i = (21 —iy1) + (w2 —iye) = Z1 + Z2.

Para z; — 29 a demonstracao é anédloga.

(17) Se z1 = x1 + 1y e 29 = Tg + 1 Yo, entao

Zi = (r1+iy) (m2+1iy) =m0 +im1y2 + 1 y122 + 12 Y1yo =

= (1122 — Y1y2) + 1 (T1Y2 + y172) = (2172 — Y1y2) — @ (T1Y2 + Y172) =
=TTy — Y1Yo — LT 1Yy — L Y1 T2 = T1T9 — i T1Yo + 00 Y1Ya — 1 Y19 =

= 2122 —iy2) —iy(v2 —iyp) = (w1 —iy1) (w2 —iyp) =71 - Z2.

(17i) Sendo z1 =1 + iy € 23 = Lo + iy, 22 # 0+ 10, temos
%)
22

_ [$2($1+iy1) —Z'yg(il?1+l'y1)‘| _ [(%1+2y1)($2—2y2)] _
3 + Y3 73 + Y3

(2’1 _ 22) _ (931552 — 1 T1Y2 + Y12 —2’2y1y2> _
7 7 T35+ Y3
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— # oty (@ _Z.y>:$1—iy1_xz+iy2:
x5+ Y3 ! ' 2 ? Tog—1Ys To+ 1Yo

(w)Sez=x+iyez=x—iy,entdoz+z=ax+iy+x—iy=2x =2Re(z) e
z—Z=x+4+iy—(x—iy)=c+iy—x+iy=2yi=2ilm(z).
(v) Se z é um numero real, ou seja, se z = z, entdo z = x. Portanto, Z = z. Por

outro lado,se z=zez=x 41y, isto é,se xr —iy =z + 1y, entao y = 0, de onde

segue que z ¢ um numero real.

(vi) Se z é um nuimero imaginario puro, ou seja, se z = iy, entdo z = —iy, o0 que
implica 2 = —z. Agora,se 2= —zez=x+1y, entdox —iy = —xr — iy, 0 que
implica x = 0. Logo, z é um nimero imaginario puro. O

O médulo de um nimero complexo z é a distancia da origem do plano complexo

ao numero z; também é chamado de afixo e é denotado por |z|. Entao,

2l = V@ =002 + (y = 0)2 = /a2 42

Observemos, também, que z-z = (z+iy)(x —iy) = 2° — (iy)* = 22 +y* = 2]~

Portanto, |z|*> = z- 2. Se z # 0, podemos reescrever esta igualdade da seguinte

forma: _
12> = L seja
_ z
= EE (1.2)

A Figura[1.3]é a representacao grafica do médulo de um niimero complexo z.
Por meio do proximo resultado, demonstraremos as propriedades do médulo de

um numero complexo.

Proposicao 1.6. Sejam z = x + iy, 2y = 1 +1y; € 20 = To + 1Yy numeros

complexos. Entao,

(i) Re(z) < |Re(z)] <|2|;
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Im(z)

Figura 1.3: Moédulo de z.

(i) Im(z) < [Im(2)] < |2[;
(iii) |2| = |2l;
() |21~ 22| = || - |2

(v)

2| _ Al

22

2

= —, para zo # 0;

(vi) |21 + 2| < |21| + |22| - desigualdade triangular;

(vii) |21 + 2| > ||21] — |22]|;

Demonstragio. (i) Primeiramente, observemos que se z > 0, entdo = = |z| e, se

x < 0 entao x < |z|. Portanto, z < |z|, ou seja, Re(z) < |Re(z)|. Agora, notemos
que 7% < 22 + 2, o que implica Va2 < /22 + 4% = |z|, ou seja, || = |Re(2)| < |z|.
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Assim, Re(z) < |Re(2)| < |z|.
(1) Basta proceder como em (i).
(4ii) De fato, |2z| = V22 +y2 e |Z| = F Vv + 2.
(iv) Vimos que |z|* = z - z. Entdo, para 21, 2o € C, temos
|21z = (210 22) - (B 2) = (21-710) - (222 %) = |21 - |22

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade, obtemos |21 - 29| =

|21 - [l

(v) Sejam z1, z9 € C e z9 # 0. Primeiramente, notemos que

1 |1 ZQ‘_ xo—iy| WAy 11
29 22 2o 3+ Y3 T35 + 3 3+ 13 | 2|
Com isso, temos
Z1 1 1 |21‘
2= fa- 2| =1l || = 1
22 22| |22

(vi) Para z1, 2o € C, temos que

+ =+ )@+ R) =2 A t+n Bt (0 B+ %)=
= |Zl|2+ |ZQ|2+21 29+ 21 729 = |Zl|2+ |22|2+2Re(21 72) <

<z 42l + 20z 7] = [ + |2l + 2021 - 22| = (J21] + [22])%
Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da desigualdade, obtemos

|21 + 22| < |z1] + |22)-
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(vii) Observemos que |z1| = |(21 + 22) — 22| < |21 + 22| + |22, de onde segue que
|21] = [22| < |21 + 23]
Trocando z; com z,, obtemos
|za] — [21| < |21 + 22].
Fazendo |z1]| — |22] = a, temos que |z3| — |21] = —a, entdo a < |21 + 29| €
—a < |z1 + 23/, 0 que implica |a| < |21 + 22/, ou seja,
21| = [z2]l < 21+ 2.
[

1.2 Forma polar

Vimos que um nimero complexo pode ser definido como um par ordenado de

numeros reais e o mesmo pode ser identificado como um ponto do plano.

Im(z)

Figura 1.4: Coordenadas polares.
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Notemos que 6 é o angulo formado pelo vetor posi¢ao (z,y) e o eixo das abscissas.
Assim,
senf =2 = y =1 senf
r
e
x
costl = — = y=r cosf.
r
Identificando r = |z|, temos que (z,y) pode ser descrito em termos de co-
ordenadas polares (r,0). Sendo z = z + iy, podemos escrever z na forma

z =1 cosf+ir senf, ou seja,
z=r(cosf +isenb). (1.3)

O angulo 6 é denominado um argumento de z e é denotado por arg(z).
Observemos que qualquer angulo da forma 6 + 2k7w, com k € Z, também satisfaz
(1.3), uma que vez que as fungoes seno e cosseno sao periédicasﬂ com periodo 2.

Assim, o conjunto arg z de todos os argumentos de z é dado por:
argz = {0 + 2km : k € Z}.

O tnico argumento de z que pertence ao intervalo (—m, 7| é denominado
argumento principal de z e é denotado por Arg z. Portanto, o conjunto de todos

os argumentos de z é dado por:
arg z = {Argz + 2km : k € Z}.
Definicao 1.7. A identidade
z = |z|[cos(Arg z) + isen (Arg z)]

¢ denominada a forma polar de z.

Agora, sejam z; = |21|(cos 6y +isen ;) e zo = |23](cos 0 +1isen by) dois niimeros

complexos nao nulos e 0y, 5 € (—m, 7] . Vamos obter a representagao polar para

'Uma funcdo f : R — R é periédica com periodo 7, 7 > 0, se f(t+7) = f(7), para todo t € R.
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z129. Com efeito,

2129 = |z1|(cosfy + isenBy) |z2|(cos Oy + isen bs)
= |21||z2|(cos O; + isenby)(cos by + isenby)
= |z1]|22|[cos 01 (cos Oy + i sen O3) + i sen O (cos Oy + isen 65)]
= |21]|22|[cos B cos Oy + cos By isen by + isen by cos Oy + isen b i sen )
[

= |z1]|22|[(cos B cos O — sen Bysen 6y) + i(cos Hisen by + sen b cos Bs)],
de onde concluimos que
2129 = |21]|22|[cos(01 + 02) + isen (01 + 65)].

Entao, 2129 tem valor absoluto |z1||zs| e tem 61 + 03 como argumento.

Seja z = |z|[cos(f) + isen(#)] um nimero complexo nao nulo. Vamos, agora,

1

obter a representacao polar para z~!, z # 0. Sabemos que cos(—0) = cos(f) e

sen(—0) = —sen(#). Portanto, podemos escrever que z = |z|[cos(—6) + i sen(—0)].
z —0) + isen(—0
Também j& vimos que 2~ = —— (veja (1.2)). Entdo, 2~ = [2[[cos(~0) + isen(-6)]

E§ 1
Por conseguinte, a representacao polar de z7 é:

kR

271 = |2| 7 [cos(—0) + isen(—0)].
A partir das representagoes polares encontradas anteriormente, concluimos que
21250 = |21 |25 | [cos(0y + (—02)) + sen(f; + (—6y))],

de onde se obtém a seguinte formula de divisao:

a_ ‘il[cos(é)l — 02) +sen(0y — 03)], 2 #0.

Z9 - ‘Zgl

Agora, em z; - 25, fagamos 23 = 25 = z e |z| = r. Entao,

2% = r? [cos(26) + i sen(20)],
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0 que nos sugere
2" = 1" [cos(nf) + i sen(nb)],

para qualquer n € Z. Esta tultima igualdade é verdadeira e é conhecida como

Primeira Formula de De Moivre e serd provada abaixo.

Teorema 1.8. Sejam z = r (cos 0+i sen ) um nimero complexo nao nulo e n € Z.

Entao,
2" = 1" [cos(nf) + i sen(nh)]. (1.4)

Demonstragio. Vamos inicialmente provar que a igualdade (|1.4) é valida para
n € N, usando o Principio de Inducao Finita sobre n.
(I) Sen =0, 2°=1=1r%cos0+ 1 sen 0).

(IT) Admitamos que a férmula seja valida para n = k:
2F = r¥[cos(k.0) + i sen(k.0)].

(IIT) Agora vamos provar que a igualdade é védlida para n = k 4+ 1. Com efeito,

usando o item anterior, temos:

&z = [rF(cos(k.0) + i sen(k.0)].[p(cos() + i sen(6)]
= (r*.p)[cos(k.0). cos() + i* sen(k.0)sen(H)] + i[(cos(k.0).sen(8) + sen(k.0) cos(6)]
% p)[cos(kf + 0)] + i[sen (kO + 0)]
= " cos((k + 1)0) + i sen((k + 1)0)] = 2.

Portanto, a igualdade ({1.4]) vale para n € N.
Finalmente, vamos constatar que a igualdade (1.4]) é valida para n € Z.
Considerando o caso de interesse n < 0, podemos tomar m = —n. Entao,
1
2=z =—,2#0.

Como —n =m € N, a igualdade (|1.4)) é verdadeira para m, pelo o que foi visto
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anteriormente, levando-nos a concluir que:

1
rm[(cos(mb) + i sen(m8)]

1 [cos(mb)) — i sen(mb)]

™ [cos(mB) + i sen(mb)][cos(mb) — i sen(mo)]
1 [cos(mb) — i sen(md)]

m cos?(mb) + sen?(mb)

“"[cos(mb) — i sen(mb)]

“"cos((—m)0) + i sen((—m)0)]

= r [cos(n&) + i sen(nd)].

r

]

Exemplo 1.9. Para aplicar o Teorema [1.8 tomemos z = 1 + i e determinemos z*.

O médulo de z é dado por |z] =r =12+ 12 = V2 e seu argumento principal é
7

0 = —, pois

4 Senﬁ—f—i—ﬁ
rV2 2
e
cosﬁzy:izﬁ
rooV2 2
Com isso,

2= (V2) [cos (41) + i sen <4Z)] =4 (cosm+isenm) = —4.

1.3 Raizes n-ésimas

Dados um ntmero complexo w e um numero natural n > 1, diremos que z € C
é uma raiz n-ésima de w se

2" = w.

Se w = 0, é claro que z = 0 é a unica solucao da equagao 2™ = w. Logo, o
numero 0 possui uma tnica raiz n-ésima que é o préprio 0. A seguir, veremos que

se w # 0, entao existirdo exatamente n solucdes distintas da equagao 2" = w.
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Teorema 1.10. Sejan € N*. Todo nimero complexo nao nulo w possui exatamente

n raizes n-ésimas complexas distintas, a saber,

oo = ] [COS (W) i sen (Agw”’mﬂ (1.5)

n
onde k=0,2,...,n—1.
A igualdade acima é conhecida como Segunda Férmula de De Moivre.

Demonstracao. Para cada k € N, seja zp o numero complexo dado em .
Escrevemos w = |w|(cos® + i sen ¢), em que ¢ = Argw. O nosso objetivo é
procurar todos os nimeros complexos z = |z|(cosf + i sen #) para os quais vale a
igualdade:

Z = w.

Pela Primeira Formula de De Moivre, a equagao acima se transforma em
|z|"[cos(nf) + i sen (nf)] = |w|(cos ) + i sen ),
de onde segue que
|2|" = Jw|, cos(nf) =cosy e sen(nf) = sen 1.

A primeira condicao é satisfeita precisamente quando |z| = {/|w|, enquanto as

_ +2km

duas ultimas sao satisfeitas quando nf = ¢ + 2km com k € Z, ou seja, 6 =

com k € Z. Entao, as raizes n-ésimas de w sao os ntimeros z; dados em (|1.5)) para
k € Z. Fazendo k =0,1,...,n — 1, obtemos n distintas raizes n-ésimas de w. Os
demais valores de k nos dao apenas repeticoes das raizes zp, 21,...,2,-1. Com

efeito, tomemos k € Z arbitrario. Digamos que
k=gn+r comgeZ e 0<r<n.

Como

V+2kr Y +2qntr)m A4 2rm
n n

+ 2qm,

segue que z, = 2. € {20, 21, -+, Zn_1}- ]
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A raiz n-ésima de w, obtida fazendo £ = 0 em (|1.5), é denominada raiz n-
ésima principal de w. A notagdo /w é reservada para esta raiz. Esta notacao é

coerente com a notac¢ao {/|w| que indica a tnica raiz real positiva de |w|. Portanto,

= gl s (A2 1 (252

Observemos que todas as n raizes n-ésimas de w possuem o mesmo modulo, a

saber, {/|w|. Entéo, elas sdo representadas por n pontos sobre a circunferéncia com

centro na origem e raio {/|w|. Além disso, estes pontos estao igualmente espacados

ao longo desta circunferéncia devido a relacao de seus argumentos.

Exemplo 1.11. Como exemplo, vemos que as raizes ctibicas da unidade sao dadas

por 1 =cos0 + % sen0,

2.0- 2.0-
=1 {cos(o—i_ 30 7r>+isen<0+ 3 W)} =1,

0+2-1- 0+2-1- 2 2 1 3
z1:\3/I {cos(W)—i—isen(w)] :cos;+isen;:—2+\£—i

e

2-2- 2-2- 4 4 1 3
22:\‘71 {cos (0+37r> —H’sen(W)] :cos;—kisen;:——\g_i.

Estas raizes representam pontos no plano complexo e sao vértices de um poligono

regular de 3 lados inscrito em um circulo de centro 0 e raio 1. Veja Figura [1.5
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Im(z)

Figura 1.5: Raizes cibicas da unidade.

1.4 Conceitos basicos da topologia de C

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos basicos da topologia usual de C
que sao imprescindiveis para uma discussao sobre teoria de fungoes de uma variavel
complexa. Ressaltamos que nossa pretensao aqui € estruturar os pré-requisitos de
topologia necessarios para futuras referéncias e nao fornecer um aprofundamento
no assunto.

Dados 2y € C e um nimero real r > 0, definimos:

i) disco aberto de centro z, e raio r por

D(zp,r) ={2€C:|z— 2| <r};
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iti) disco fechado de centro 2, e raio r por

D(zg,7) ={2€C:|z— 2| <r};

iii) disco aberto deletado de centro z; e raio r por
D*(zg,7) ={2€C:0< |z— 2| <r};
iv) circulo de centro z, e raio r por
Y(z0,7) ={2 € C:|z— 2| =r}.
Sejam p; e p, niimeros reais positivos tais que 0 < p; < py. Dizemos que

A(zo, p1,p2) = {2z € C: p1 < |z — 2| < p2}

¢ uma regiao anelar aberta ou um anel aberto;

A(z0,p1,p2) ={z € C: p1 < |2 — 2| < p2}
é uma regiao anelar fechada ou um anel fechado;
Alzo,p1,00) ={z € C:p1 < |z —zl} e A(z,p1,00) ={z€C:p1 < |2~ 2]}
sao anéis ilimitados.

Definicao 1.12. Seja A C C. Dizemos que A é um conjunto aberto se, para
cada zy € A, existe v > 0 tal que D(zy,r) C A e dizemos que A C C € um

conjunto fechado se o seu complementar C — A € aberto.

Um exemplo de conjunto aberto é o disco aberto D(zp,r) e um exemplo de
conjunto fechado é o disco fechado D(z, 7).

Definicao 1.13. Seja A C C. Dizemos que zp € C é ponto interior de A se
existe v > 0 tal que D(zy,r) C A. O conjunto de todos os pontos interiores de A é

denominado interior de A e é usualmente denotado por Int A.
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Definigao 1.14. Seja A C C. Dizemos que zy € C é um ponto aderente de
A C C se D(z9,7)NA # 0 para todor > 0. O conjunto de todos os pontos aderentes

de A é denominado fecho de A e é usualmente denotado por A.

Definicao 1.15. Seja A C C. Dizemos que zy € ponto de fronteira de A se
todo disco aberto de centro zy contém pontos de A e pontos do complementar de A.
O conjunto de todos os pontos de fronteira de A é denominado fronteira de A e é

usualmente denotado por OA. Assim, a fronteira de A é o conjunto

0A=ANC-A.

Defini¢ao 1.16. Seja A C C. Dizemos que zy é um ponto de acumulagdo
de A se, para qualquer r > 0, o disco D(zp,1) contém pelo menos um ponto

de A distinto de zg. Simbolicamente, zy € um ponto de acumulacio de A se
(D(z0,7) —{z0}) N A # 0 para todo r > 0.

Para um estudo mais abrangente sobre o assunto, sugerimos a leitura das

referéncias [10] e [13].

1.5 Exercicios propostos

1. Escreva o nimero complexo dado na forma x + i y.

(a) (2+4i)(5 — 3i); (e) (3+7i)+ (4—1i);
(b) i(6 — 4i); (f) (=5 + 2i) — (=8 + 7i);
(c) (V2+3i) (V2 — 4i); (&) (=9 —1)—i(2+60);
(d) (1—14)% (h) 2i(=3 +1) +i(4+ 20).

2. Escreva os quocientes a seguir na forma x + i y.
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3.

(a)
(b)

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

2 39
(@) T3 (d)
1 (3 —i)(2 + 34)
b . .
(b) 53— () 1+4i
4 6+ 2
- f -
©) =77 ®) 105

Sejam z e w dois nimeros complexos. Mostre que

|24+ w4 |z —w]> = 22> + 2 |w|*.

Forneca as condigbes necessarias e suficientes para que o nimero complexo
a+1b . .
———, com ¢+ d# 0 seja
c+id

imaginario puro;

real.

. Mostre que o subconjunto do plano complexo {z € C: |z —2| = |z —i|} é

representado graficamente por uma reta.

. Represente graficamente no plano complexo os seguintes subconjuntos:

{zeC: |z =2}
{reC:lz—4 <3}
{z€C:|lz—1=Re(2)};
{zeC:|z—i| =1}

{zeC:|lz—(1+1i)| <1}

—b £ Vb? — 4dac

2a
bz 4+ ¢ =0, em que a, b e ¢ sdo constante complexas e a # 0.

sdo as solucoes da equacdo quadritica az? +

Prove que z =

Determine as solucoes da equacao 22 + 2z +2 = 0.
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8.

10.

11.

12.

Determine o médulo e Arg z dos niimeros complexos a seguir e represente-os

na forma polar.

(a) 2 — 2 (f) 4;

(b) 141 () —2i;

(c) 3i; (h) —V3+1;

(d) 1+iv/3; (1) —vV2+ivV3;

() 5 5i; G) 5.

Sejam z e w dois nimeros complexos arbitrarios tais que |z| = |w| =1 e
+w .
¢ um numero real.

z
1 0. P
+ 2w # rove que T 2w

n
Determine o menor nimero n € N para o qual (—\/5 + z) ¢ imaginario puro.

Use a férmula ((1.4) para n =2 e n = 3 e determine as identidades trigono-

métricas sen 26, sen 36, cos 26 e cos 36.

Calcule as poténcias indicadas a seguir.

(a) (330" (f) (=1+4)%
(b) (2—2i)%; (8) (V2+iv2)5
(c) (1+iVv3)%; (h) (1+4)%

(d) (—v3—i)*; (i) (2+2v34);

@ 5+ 2)" o (L)

2 2

13. Calcule as raizes indicadas a seguir.

(a) V/3; (f) V3+4i;

(b) vV=9; (8) VI+i;

(c) V1; (h) v/~16 +30;
(d) V16i; (i) v5+12;
(e) v/—064; G) V-8+i8V3.
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14. Prove que as n raizes n-ésimas da unidade sao dadas por

2k 2k
Cos—ﬂqtisen—ﬂ, k=0,1,2,...,n—1.
n n

15. Mostre que se z # 1, entao

1 — Zn+1

1424224+ 42"="12 .
11—z






2 Funcoes analiticas

No Capitulo [I} introduzimos o conjunto dos nimeros complexos C e apresenta-
mos algumas de suas propriedades algébricas e geométricas. No presente capitulo,
estudaremos as fungoes complexas de uma variavel complexa, ou seja, fungoes
f:A— Cem que A é um subconjunto de C.

Apresentaremos algumas fungoes elementares. Sao elas: exponencial, funcao
poténcia z%, logaritmica, trigonométricas e hiperbolicas, e exibiremos algumas
propriedades dessas fungoes.

Definiremos o conceito de limite e continuidade e exibiremos um estudo sobre a

derivada complexa e suas consequéncias.

2.1 Funcoes de uma variavel complexa

Com o corpo dos numeros complexos bem definido, iniciaremos o estudo das
fungoes complexas com uma variavel complexa. Em comparacao com as fungoes de
variaveis reais, as diferencas estdo no dominio e na imagem, que sao subconjuntos
de C.

Dizemos que f é uma fungao complexa com uma variavel complexa ao associar
o numero complexo z a um unico nimero complexo w, chamado a imagem de z
por f. Escrevemos w = f(z).

Lembramos que nao basta apenas fornecer a lei de formacao da funcao; é

necessario especificar seu dominio de definicao.

4z —

Exemplo 2.1. A expressao w = P estd definida em todo o plano complexo
z— 2%

exceto quando z = 27, ponto em que o denominador se anula.

45
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Muitas vezes expressaremos uma funcao por meio de suas partes real e imaginaria.

Sendo A C Ce f: A— C uma funcado, é possivel representar f da seguinte forma:

f(Z) :u(x,y)+iv(x,y), comz:(:z:,y),

em que u ¢é a parte real de f e v é a parte imaginaria de f. Simbolicamente, temos:

u(z,y) = Re[f(2)] e v(z,y) = Im [f(2)].

Exemplo 2.2. Se f(z) = 2? — 22 + 7, entdo

u(z,y) =a* =22 —y* +7 e v(x,y) = 2xy — 2y.

2.2 Funcoes elementares

Nesta secdo, apresentaremos exemplos importantes de fungoes de uma variavel
complexa. Mais especificamente, estudaremos as func¢oes exponencial, logaritmica,

trigonométricas e hiperbdlicas.

2.2.1 Funcao Exponencial

No caso de funcgoes reais, a expansao em Série de Taylor centrada em zy = 0 da

funcao f(x) = e* é dada por

n_l 1’2 ZES "
— + 5 TR TR TR R H R RER

>

Temos, também, que as expansoes das fungoes reais seno e cosseno sao dadas

por
B 00 (_1)71 LCQ $4 I‘G
cosw—Z(Zn)!x = —§+E—a+...

S Gt I TR ot 2’
R B ey L Tl Tl T
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Ao substituir x por iz em e”, temos que

iw_q, dr (i) (iz)’ (iz)"
€T =14t
_ iz x® it ™
_ (4 2 xt 2 x5 2
I R T TR A S TR TR R A

= cosx + 1senx.

Portanto, €* = cosz + isenx. Essa igualdade é de grande relevancia na

Matematica e é conhecida como Férmula de Euler. Ao fazer x = 7, obtemos

e™ =cosm+isent = —1+1.0 = —1,

o que implica a identidade
€™ +1=0,

conhecida como identidade de Euler.
Dado z € C, z = x + iy, definimos a exponencial de z como sendo o niimero
complexo

e =e"(cosy + iseny) = e® cosy + (e“seny) .

Uma das razoes pelas quais ¢ natural denominar esta fungao por exponencial

reside no fato desta generalizar a exponencial real, pois se z = x 4+ 70 é real, entao
"0 = ¢%(cos 0+ isen 0) = €.

Na sequéncia provaremos propriedades da fungao exponencial.

Sejam z; = x1 +1y; € 23 = To + 1 Yo nimeros complexos.

(PEL.) e* . e? = eo1t%2,
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Com efeito,

(emr i) (e2t1v2) = (" cosyy + i e senyy ) (€2 cosyy + e sen ys)
= e"e" cosyy cosys + i e e cosyy sen yp + i e e”? sen y; cos yo—
— e"e" sen yy sen Y
= e"1e"(cos Y1 cOS Yo — sen Yy senys) + i e"1e?(cos y; sen yo + sen y; cos ys)

= e"e" [cos(y1 + y2)] + i e e™ [sen(y; + yo)]

= el [cos(yy + yo) + i sen(yr + 1)
= 1t
621 21—z
(PEQ) 672 = e*17*2,
Com efeito,
et e™(cosy; +iseny;) et (cosy; + i senyy)(cosys — i senys)
e er2(cosyy +isenyy)  ev2 cos? yo + sen? 1o

e™ ) .
= (COs Yy COS Yy — @ COS Yy Sen Yo + © Sen Yy Cos Yo + Sen Y sen Yo )
em
et .
= o [cOs Y1 cOS Yo + sen yp sen ys + 7 (sen Yy cos ys — cos Y sen s )|
= """ [cos (y1 — y2) + i sen (y1 — y2)]
= e,

(PE3) Paran € Z e z € C, temos que

()" = (e”iy)n = [e" (cosy + i seny)]" = .
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De fato, pela Primeira Formula de De Moivre, segue que

[e” (cosy + i seny)]" = €™ [cos(ny) + i sen(ny)]
— enz ei ny
— en(a:Jriy)
="
As trés propriedades vistas sao também propriedades da exponencial real.
A diferenca mais surpreendente entre a exponencial real e a complexa esta na
periodicidade desta tltima. Como as fungoes seno e cosseno reais sao periédicas de

periodo 27, pela definicdo da exponencial complexa, temos:
"2 = % e?™ = ¢% (cos 27 + i sen 27) = €*(1 +1i0) = €.

Portanto, e* é peridédica e tem periodo puramente imaginario igual a 27i, enquanto
que, no caso real, a funcao exponencial e* nao é periédica. A partir desse fato,
concluimos que a fungao exponencial complexa nao é injetora, pois f(z) = e* e
f(z 4+ 2mi) = €.

Agora, como e* = e” (cosy + i seny) e as fungdes f(y) = cosy e g(y) = seny

possuem periodo igual a 27, temos que
le*| =e® e arg(e’)={y+2km k=0,£1,4+2,£3,...}.

E sabido que e” > 0 para todo  real. A exponencial complexa, por sua vez, pode
tomar valores negativos. Por exemplo, se z = i, entdao €™ = ¢’ (cosm + i sen ) =
-14+40=-1<0.

O conjugado de e* pode ser obtido através de propriedades das fungoes pares e
impares. Sabemos que as fungoes cosseno e seno sao par e impar, respectivamente,
ou seja, f(z) =cosz = cos(—z) = f(—z) e g(x) =senz = —sen(—x) = —g(—x),
para todo x real. Sendo assim,

T—1Y z

e? =e"cosy —ie“seny = e” cos(—y) +iesen(—y) =e = e,

ou seja, €Z = e* para todo z € C.
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2.2.2 A funcao poténcia Pl

1/n

Agora, vamos analisar as fungoes z'/", com n > 2. Para n = 2, temos que as

duas raizes quadradas de z sdo dadas por

i 0+ 2k 0+ 2k ,
27 =\/r [cos <+27T> + i sen <+27T>] = /1 el 6+2km)/2, (2.1)

com k£ = 0,1. Mas, observemos que nao define uma funcao, pois para k =0 e
k =1, temos dois valores complexos associados ao numero z. Porém, ao fixarmos
0 = Arg(z) e k = 0, podemos definir uma fungao que associa o niimero complexo z
a uma unica raiz quadrada, a qual chamaremos de principal. Notemos que, para
z =16, temos que r = |z| = |16] = 16 e Arg(16) = 0. Logo, em ([2.1)), obtemos

E importante destacar que, no exemplo acima, utilizamos o argumento principal

do ntimero z = 16.

Definicio 2.3 (Raiz n-ésima principal). A poténcia z*/™, para n > 2, dada por
Zl/n — weiArg(z)/n’ (22)

em que r = |z|, é denominada raiz n-ésima principal.

Cabe observar que Arg(z) na definigdo acima é o argumento principal, dife-
rentemente de arg(z) que representa um conjunto infinito de valores e nao define
uma fungdo, pois um numero z fixo admite n raizes n-ésimas. Este fato é chamado
na Analise Complexa de fungdoes multivalentes. Apesar de causar estranheza,
as func¢oes multivalentes nao sdo consideradas fungoes, mas sao muito utilizadas
nesta area da Matematica. Denotaremos tais fungoes com letras maitsculas. Por
exemplo, F(z) = z%/? é a funcdo multivalente que determina as raizes quadradas
do niimero complexo z.

Dos multiplos valores de uma func¢ao multivalente, pode-se escolher um valor
em que a funcao seja univalente. Se essa escolha for feita por meio do conceito de
continuidade (que estudaremos a seguir), obtemos uma fun¢ao que denominamos

ramo de uma funcao multivalente. Em outras palavras, um ramo de uma
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funcdo multivalente I’ é uma funcao f;, continua em algum dominio, que associa

um dos multiplos valores de F' a cada niimero z no dominio especificado.

2.2.3 Logaritmo complexo

A funcdo exponencial f(x) = e* é bijetora e possui sua inversa definida por
f~Yz) =Inz, em que Inx é o logaritmo natural de z. Vimos, na segao anterior,
que a exponencial complexa nao é definida univocamente em C. Portanto, esta nao
admite inversa em C.

Fixemos um nimero complexo z # 0. Se ¥ = z, entao

le?] = R = 12| e arg(e¥) = Im (w) = arg(z).
Ou seja,

e’ =z = w=In|z| +i arg(z), (2.3)

em que In |z| é o logaritmo real de |z|. Como hd um nimero infinito de argumentos
de z, por ([2.3]), podemos afirmar que a equagao ¥ = z admite infinitas solugoes
em C.

Definigao 2.4. Seja z € C, z # 0. O logaritmo complexo de z é denotado por
log(2) e definido por
log(z) = In|z| + i arg(z).

Cada niimero complexo z # 0 tem uma infinidade de logaritmos, todos com
parte real In|z|, e diferindo uns dos outros por miltiplos de 2mi. Ou seja, se
2z =re' entdo

log(z) = In(r) +i(0 4+ 2kn), k€ Z.

Observacao 2.5. Por meio do logaritmo complexo é possivel resolver equagoes do

tipo €2* + e* +1 = 0. Vejamos como. Se x = €7, entdo a equacio e** +¢e* +1=0

1 V3 INRVER

equivale a 22 + x + 1 = 0, cujas raizes sdo z; = 3 + 72 e xy = 3~ — 1.

1 3 1 3 1 3
Paraz = —2+\g_ 7, temos e* = —2+\2_ 7, 0 que implica z = log (—2 + \é_ z>
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1 3 2
Chamando wy = —2+\g_ i, temos |wq| = 1 e arg(wq) = §+2]{?7T, k € Z. Portanto,
(27
zi=Inl+1i <3+2k7r), ke Z,
de onde segue que
1
21:2m'(3+k:>, ke Z.
1 V3, 1 V3. o 1 V3.
Parax = ————1, temos ¢* = —————1, o que implica z = log | —— — — 7 |.
2 2 2 2 2 2
1 3. 47
Chamando ws = —5 " 5 b temos |wy| = 1 e arg(wq) = 3 + 2km, k € Z. Por

conseguinte,

=Inl—+1 +2k7r) ke Z,

). ke

1
z1:27m'(3—|—/<:), keZ

T
3
de onde segue que

(
e

Logo, as solucoes da equacgao dada sao

OJH\D

2
22:27Ti(3+k>, ke Z.

Como no caso real, o logaritmo complexo possui propriedades algébricas. Se z; e

25 sa0 nimeros complexos nao nulos e n € Z, entao valem as seguintes propriedades:
(PL1) log(z1) + log(z2) = log(z1 22).

De fato,

log(z1) +log(z9) = In |z1| + ¢ arg(z1) + In |z5| + @ arg(zs)
=In|z| + In|za| + i [arg(z1) + arg(z2)]
= In |2 25| + @ arg(z; 22)

= log(z1 22).
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(PL2) log(z1) — log(z2) = log (Zl>

)

Com efeito,

log(zl) - 10g<22) =1In |Zl| +1 arg<zl) —In \22’ —1 afg(ZQ)
=In|z| — In|z| + i [arg(z1) — arg(zs)]

. 21
+ 1 arg <>
Z9 Z9
= log (Zl) .
22

(PL3) log 2} = n log(z1), n € Z.

21
=1In|—

Realmente,

log 2" = In|2}| 4+ ¢ arg(z7)
=In|z|" +ni arg(z)
=nln|z| + ni arg(z)
=n (ln 29|+ arg(zl))
=n log(z).

Conforme mencionamos acima, o logaritmo complexo de um nimero real assume
infinitos valores. Por exemplo, o logaritmo complexo de 10, log(10), é o conjunto
de valores 2,3026 + 2k7i, com k € Z. J& o logaritmo real de 10, In 10, é tnico
e vale, aproximadamente, 2,3026, que pode ser obtido do logaritmo complexo
quando k = 0. Tal valor do logaritmo complexo é chamado de valor principal
do logaritmo complexo, pois o determinamos por meio do argumento principal
de z, Arg(z). Utilizaremos a notagao Log (z) para denotar seu valor principal. A

relagdo f(z) = Log z define uma fungao em C e
Log (z) =1In|z| + 1 Arg(2)

define o logaritmo principal de z.

Exemplo 2.6. Para z = i, temos que |z| = 1 e Arg(i) = g Como In |i] =In1 =0,
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segue que
s

Logizln]i|+Arg(i):O—l—z’g: 21’.

2.2.4 Funcoes trigonométricas

Nesta subsecao, apresentaremos as fungoes trigonométricas complexas e suas
semelhancas e diferengas com as fungdes trigonométricas reais.
Se x ¢ uma varidvel real, entdo e = cosx +isenz e e~ = cosx — i sen .
Somando e subtraindo estas igualdades membro a membro, obtemos
eiac + e—iac eiac _ e—ix

COST=———— € seng = -
2 21

Essas férmulas para as fungoes seno e cosseno reais podem ser usadas para

definirmos as fungoes seno e cosseno complexos.

Definicao 2.7. As funcoes seno complexo e cosseno complexo sio definidas

por
eiz _ e—iz eiz + e—iz
senz = ———— € COSZ — —m——,
21 2

para todo z € C, respectivamente.

As fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante complexas sao definidas
como no caso real: se sen z # 0 e cos z # 0, entao
sen 2 CoS 2 1 1

tgz = , cotgz= , secz = e cscz= .
COs 2 sen 2 COS 2 sen z

Assim como no caso real, as identidades trigonométricas listadas abaixo sao

validas.

Proposicao 2.8. Se z e w sdo nimeros complexos, entao:
(i) sen® z + cos® z = 1;
(ii) sen(—z) = —sen z;

(177) cos(—z) = cos z;

(iv) sen(z 4+ w) = sen z cos z + sen w cos z;
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(v) cos(z + w) = cos z cosw — sen z sen w.

Demonstragao. (i) De fato,

2 2 e” -
sen“z+cos’z=—m1] +

eZiz _ Qeize—iz + e—2iz e?iz + 2€iz€—iz + 6—2iz

4 4
B 4eiz671z
4
= 60
=1.

(17) Pela definicao da fungao seno complexo, temos

efiz . eiz eiz - efiz
sen(—z) = =— = —senz.

21 21

(17i) Pela definigdo da fungao cosseno complexo, temos

efiz _l_eiz
cos(—z) = g =cosz.

(iv) Com efeito, notemos que

ei(z+w) _ e—i(z+w) eizpiv _ p—izp—iw
sen(z +w) = 5 = 5;
] 7

Pela Definicao temos que € = cosz+1 senz e e = cos z — ¢ sen z. Portanto,

(cosz +i senz)(cosw + i senw) — [(cosz — i sen z)(cosw — i senw)]

sen(z +w) = 5

2i(sen z cos w + sen w cos z)
21
= sen z cos w + sen w cos z.
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(v) Como na demonstracao do item (iv), temos

ei(z—i—w) + e—i(z+w)
2
eizeiw + efizefiw
2
(cosz + i senz)(cosw + i senw) + [(cos z — i sen z)(cosw — i senw)]

cos(z +w) =

a 2
2Cos zcosw — 2sen z sen w
2
= COS 2 COS W — Sen 2z Sen W.

]

Algumas desigualdades satisfeitas por fungoes trigonométricas reais nao sao
satisfeitas por funcoes trigonométricas complexas. Por exemplo, sabemos que
|senz| < 1e |cosz| <1 para todo z € R, porém nao é verdade que |senz| < 1e

| cos z| < 1 para todo z € C. E 0 que constataremos nos exemplos a seguir.
Exemplo 2.9. Para z = i, tem-se

et f et emlpe
= = ~ 1,5431
cos i 5 5 , ;

de onde segue que |cosi| > 1.

Exemplo 2.10. Para z = 1 + ¢, temos

i) i) il i
sen(l+1) = 5 = 5
e (cosl+isenl)— e(cos(—l) +i sen(—l))
N 2i

—1,2699 + 2, 5970 i
2

~ 1,2984 — 0, 63497,

de onde se obtém |sen(1 + )| ~ 1,4454 > 1.
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2.2.5 Funcoes hiperbdlicas

As fungoes seno hiperbodlico real e cosseno hiperbdlico real sao definidas, respec-

tivamente, por
x

et —e™”* e’ +e’ "
senhr = — e coshe = ——,
2 2
para x € R, que tém como base a funcao exponencial real.
As fungoes seno hiperbédlico complexo e cosseno hiperbdlico complexo sao

definidas de forma analoga a partir da exponencial complexa.

Definicao 2.11. As fungoes seno hiperbdlico complexo e cosseno hiperbo-
lico complexo sdo definidas, respectivamente, por
e*—e’”? e +e*

senh z = — e coshz =

Diferentemente das fungoes hiperbdlicas reais, as fun¢oes hiperbdélicas complexas
sao periddicas, pois a fungao exponencial complexa é periddica.
Se coshz # 0, z € C, definimos a tangente hiperbdlica de z e a secante
hiperbdélica de z por
senh z 1

tghz = e sechz= ,
& cosh z cosh z

respectivamente.
Se senh z # 0, z € C, definimos a cotangente hiperbdlica de z e a cosse-
cante hiperbdlica de z por
cosh z 1

e cschz =
senh z senh 2’

respectivamente.
Para finalizar esta subsec¢ao, exibiremos algumas propriedades das fung¢oes senh z

e cosh z.
Proposicao 2.12. Se z e w sao numeros complexos, entdo:
(i) cosh® z — senh® z = 1;

(7i) senh(—z) = —senh z;
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(7ii) cosh(—z) = cosh z;
(iv) senh(z + w) = senh z cosh w + senh w cosh z;
(v) cosh(z 4+ w) = cosh z cosh w + senh z senh w.

Demonstragio. (i) Com efeito,

) 9 e + e % 2 e — e ? 2
cosh*z —senh“z = —++| — | ———
2 2

senh(—z) = = =— = —senh z.
(171) Pela definigdo da fungdo cosseno hiperbdlico complexo, temos

—z —(—2) —z z
cosh(—z) = ‘ +26 = ;6 = cosh z.

(iv) Primeiramente, observemos que

(%3

e® — efiz eiz _ efiz
senh(iz) = 5 =1 ‘ =1 sen z.

) senh z ) .
Portanto, seniz = ———. Além disso,
i

. ez’z + e—iz
cosh(iz) = —p — =cosz.
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Notemos, também, que

e 4+ e ? e—iiz + eiiz
cosh z = 5 = 5 = cos(iz).

Assim, pela Proposicao - (iv), obtemos

nh z senh w
oshw + — cosh z,
—1 —1

sen(iz + iw) = sen(iz) cos(iw) + sen(iw) cos(iz) =

o que implica

h 1
w = — (senh z cosh w + senh w cosh z) ,
—1 —1

que € equivale a
senh(z + w) = senh z cosh w + senh w cosh z.

(v) Conforme vimos na demonstra¢ao do item anterior, temos

cosh(z + w) = cos(iz + iw) = cos(iz) cos(iw) — sen(iz) sen(iw)
= cos(iz) cos(iw) + ( — i sen(iz))( —i sen(iw))

= cosh z cosh w + senh z senh w,

onde utilizamos a Proposigao [2.8|- (v). O

2.3 Limite e continuidade

Agora, apresentaremos a definicao de limite de uma funcao complexa, que é

formalmente a mesma da Andalise Real.

Definicao 2.13. Sejam A C C, f : A — C uma fun¢io e zg um ponto de
acumulacao de A. Dizemos que f tem limite L com z tendendo a zy se, para todo
e >0, existe 0 = 0(g,29) > 0 tal que

z€A, 0<l|z—2|<d = |f(z)—L|<e.
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FEscrevemos
lim f(z) = L.

Z—r20

Ressaltamos que, na Definigao [2.13] ndo é necessério a fungao estar definida no
ponto zy. E o que veremos no préximo exemplo.

222 — 3iz +2

z— 29
z = 21, mas seu limite existe e é igual a 5 quando z se aproxima de 2i, ou seja,

Exemplo 2.14. A fungdo complexa f(z) = nao estd definida quando

222 —3iz42 .
lim ——— = 5i.

z2—21 z—
De fato, dado ¢ > 0, existe § = % tal que se z € C, |z — 2i| < § entdo

222 —3iz+2
z—2

22 — diz + 442

.
! Y

222 — 8iz — 8 B
2 — 2 N

:2|z—2i|<2-%:8.

No exemplo acima, mostramos por meio da definicao de limite que, quando
z se aproxima do ntmero 27, a imagem de z, f(z), se aproxima de 5i. Porém,
nem sempre ¢é possivel satisfazer a definicao formal de limite. Se ao longo de dois
caminhos que passam por 2y, f se aproximar de dois nimeros complexos L; # L,
dizemos que o limite da fun¢ao f, ao se aproximar de zy, nao existe. Para mostrar
este fato, basta apresentar dois caminhos que passam por z, que correspondera a

dois valores de L distintos.

z
Exemplo 2.15. O limite lim,_,o — ndo existe.
z
Primeiramente, facamos z se aproximar de zero pelo eixo real, ou seja, quando
y = 0. Assim, sabendo que z = x + yi e que z = x — yi, com x,y € R, temos que
z x+ 01

lim — = lim - =1lim1=1.
2—0 2 z—0 1 — 01 2—0

Agora, facamos z se aproximar de zero pelo eixo imaginario, ou seja, quando

x = 0. Assim,
0 .
lim 2 = Tim ~%* — lim(=1) = —1.
z—0 % z—0 () — Yl 2z—0

Como temos dois valores distintos, -1 e 1, para o mesmo limite, concluimos que

o mesmo nao existe. Com isso, podemos enunciar o préximo resultado.
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Teorema 2.16 (Unicidade do limite). O limite de uma fun¢io complera quando

existe € Uunico.

Demonstra¢io. Suponhamos, por absurdo, que lim f(z) = Ly e lim f(z) = Lo,

25570 25570
com Ly # Ls.
Seja ¢ = M > (. Existem d; e d5 positivos tais que
|f(2) = L1| <e sempre que 0 < |z — 2| < 0y
e

|f(2) — La| <& sempre que 0 < |z — zg| < 2.

Assim, para § = min {0y, 02}, temos

|Ly — Ly| = |Lo — f(2) + f(2) = L1| < |f(2) — Lo| + | f(2) — L4|
|Ly — L1| | |Ly — Ly
<
2 + 2
— |L2 _L1|7

sempre que 0 < |z — zo| < 0.

Portanto, |Ls — Li| < |Ls — L1|, 0 que é um absurdo. Concluimos, entao, que
L1 - L2. D

No inicio desta secao, apresentamos a representacao de uma funcao complexa
por meio de suas partes real e imaginaria: f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y), em que u e
v sao fungoes de duas variaveis reais. Com isso, é possivel expressar o limite de

uma funcao complexa por meio de suas partes real e imaginaria.

Exemplo 2.17. A funcio complexa f(z) = 22

— Z pode ser expressa através
de suas partes real e imagindria. Sendo z = (z,y), temos f(z) = f(z,y) =
(22 —y? —2) +1i (2zy +y), em que u(x,y) = 22 —y?> —z e v(z,y) = 22y + y sdo

funcoes reais de duas variaveis reais. Nessa mesma fungao, quando z se aproxima
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de 27, temos

lim(z2—2)= 1 22— (2
lim (2= 2) = lim[(2® =y = @) + 0 20y +y)

= lim (®—¢*—2)+4i lim (2zy+
(x,y)am,z)( Y ) (x,y)am,z)( y+y)

=(0° =22 —0)+ i(2-0+2) = —4+ 2i.
Este fato é garantido pelo seguinte teorema:
Teorema 2.18. Sejam f(z,y) = u(x,y) +iv(x,y), 20 =x0+iyo € L = ug+ i vp.

Temos que li_>m f(2) = L se, e somente se,
z—20

lim  w(z,y)=uy e lim  v(z,y) = vo. (2.4)
($1y)_>($07y0) (ﬁ,y)—)(l’o,yo)

Demonstragao. De forma direta, temos

lim f(z) =L < lim  f(z,y) = up +ivo
Z=20 (@,y)—(z0,y0)
& lim  [u(x,y) +iv(z,y)] =uo+ivy

(z,y)—(x0,y0)

& lim  w(zr,y)+i lim  wv(x,y) =up+ivy
(z,y)—(20,0) (2,y)=(z0,90)

& lim  w(zr,y)=uy e lim  v(z,y) = vo.
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

]

Para a prova acima, usamos as propriedades dos limites de fungoes reais.
O teorema anterior nos permite provar as propriedades dos limites de funcoes
complexas a partir das propriedades dos limites de fungoes reais, conforme veremos

na sequéncia.
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Teorema 2.19. Sejam [ e g fungoes complezas. Se lim f(z)=Lelim g(z) =M,
22— 20

Z— 20
entao

(i) lim cf(z) = cL, em que ¢ é uma constante compleza;
2—20

(i) lim [f(z) £g(2)] = L+ M;

(i) Jim [£(z) - 9(2)] = L - M;
v) lim 10 _ L se g(z e
(i) lim o) ~ I 9(2) #0 e M #0.

Demonstragio. (i) Sendo f(z,y) = u(z,y) +tv(x,y), 20 = 2o + 1Yo, L = up + 1 vg
e ¢ = a + bi, temos

lim  cf(z,y) = lim  (a+b)u(z,y)+iv(z,y).

(@,y)=(20,y0) (#,y)=+(20,0)

Do Teorema [2.18| segue que

lim  Jau(x,y) —bv(z,y)] = auy— by
(2,y)—(z0,y0)

lim  [bu(z,y)+av(x,y)] = bug + av,

(z,y)—(x0,y0)

em que au(x,y) —bv(x,y) e bu(x,y) + av(z,y) sdo as partes real e imaginaria de

c- f, respectivamente. Assim, podemos concluir que

lim  cf(2) = (aug — bvg) + i (bug + avy)

(@,y)=(z0,y0)
= (a + bi)ug + (ai — b)vyg
= (a + bi)ug + i(a + bi)vg
= (a+ bi)(up +ivp).

(”) Seja’m f(x,y) = ul(x’y)—l_ivl(xuy)u g([L‘,y) = ’LLQ(JI,y)‘l—Z.UQ(ZIZ,y), 20 = x0+iy07
L=wu;+ivy e M = us+ ivy. Entao,
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lim  [f(z,y) +g9(z,y)] = lim  {{u(z,y) +ivi(z,y)] + [us(z,y) + iva(z,y)]}
(m,y)%(gco,yg) (x,y)%(xo,yo)

= dim o {fu (2, y) +us(z, y)] + i v, y) + ez, )]}

(z,y)—(x0,y0)

Pelo Teorema temos que

lim  [ui(z,y) + us(z,y)] = wi + us

(#,y)=(20,y0)

lim  [vi(x,y) + ve(x,y)] = v1 + vs.
(z,y)—(z0,30)

Dali,

lim [f(2) + g(2)] = {[ur + ua] + i [v1 + va]}

Z—20
= [uy +iv1] + [ug + 7 vy
=L+ M.

O caso lim [f(z) — g(2)] = L — M ¢é andlogo.

Z—r20

(Z”) Sejam f(xay) = Ul({L‘,y)+’iU1(l‘,y), g(x,y) = UQ("L‘:y)—f_iUQ(xay)a Zy = To+1 Yo,
L=u+1ivy e M =uy +1vy. Entao,

lim f(2)-g(z) = lim f(z,y) g(z,y) =

220 (z,y)—(x0,y0)

= e y) ua(@,y) = vilz,y) vae,y) i (@, y) v, y) + o2, y) ualz, )]

Pelo Teorema temos

lim [(UI(I7 y) UQ(CL’, y) - Ul(‘r7 y) ’UQ(CL’, y))] = U U2 — V1 V2
(z,y)—(z0,y0)

lim [(Ul(l‘, y) U2(£7 y) + Ul(xv y) Ug(l', y))] = U1 V2 + U1 U2.
(z,y)—(z0,y0)
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Dai,
Zhﬁn;lo f(2) - g9(2) = (ugug — vy va) + i (ug vy + vy ug)
= Uy Uy + 2 vy Vg + iUy vy + 1 0; Uy
= (uy +ivy)(uz + i v9)
=L -M.
(iv) Basta f lim | £(2) 1 licar (ii) )
asta faze . ——| e aplica ou seja
w zer lim | f(2 e plicar (ii1), ou seja,
. fz) 1 1 L
lim 22 — g L S
P 9(2) lim | f(2) 9(2) MM
Il

Observemos que, a partir das propriedades dos nimeros reais, dos limites de
fungoes reais e do Teorema [2.18] podemos demonstrar as propriedades de limite
de uma funcao complexa sem a necessidade de utilizar € e §. Com essa notagao, a
propriedade (i) do Teorema pode ser demonstrada da seguinte forma: para
todo € > 0, existe um ¢ > 0 tal que
€

0<|z—2| <6 implica |f(z)—L|< o
¢

Consequentemente, temos que

3

0<|z—2)]| <6 implica |cf(z)—cL|=]|c||f(z)—L|<]|c|— =¢,

]

de onde segue a propriedade.

O conceito de limite complexo, como no caso real, auxilia-nos a definir o conceito

de continuidade de uma fung¢ao, conforme poderemos constatar a seguir.

Definicao 2.20. Sejam f : A — C uma fungio complexa e A C C um conjunto

aberto. Dizemos que f é uma fungdo continua em z € A se lim f(z) = f(z0).
2—20

Uma fungao complera é continua em A se for continua em todos os pontos de A.
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A fungado f(z) = i é continua em todos os pontos de C exceto na origem do
plano complexo.

As funcgoes polinomiais complexas sao continuas em todo o plano complexo.
Como no caso real, podemos definir funcdo continua de seguinte forma: seja
f A — C uma fungdo complexa definida em A C C. Dizemos que f é continua

em zy € A quando, para todo £ > 0, podemos obter d = d(e, zg) > 0 tal que
20€A e |z—xn|<di = [f(z) - flz)] <&

ou scja, lim, 1() = £(z0).

Se f nao é continua em zy, dizemos que f é descontinua neste ponto. Neste
caso, existe algum ¢ > 0 tal que, para todo § > 0, existe z € A de modo que
|z — 2] < 9, porém |f(2) — f(z0)| > €.

O Teorema relaciona o limite complexo de f(z) = u(z,y) +iv(z,y) e os
limites das partes real e imaginaria, u e v, respectivamente. Sabemos, da Anélise
Real, o conceito de continuidade de uma funcgao real de duas varidveis reais: uma

funcao real de duas varidveis reais é continua em um ponto (xg, o) se

lim  f(z,y) = f(xo,v0).

(z,y)—(x0,y0)

Com isso em mente, podemos estudar a continuidade de uma funcao complexa
também por meio de suas partes real e imaginaria, conforme garante o teorema

seguinte.

Teorema 2.21. Sejam f: A—C, ACC e zg=uz¢+1iys. A funcio complexa f
¢ continua no ponto zy se, e somente se, as fungoes que compoem as partes real e

imagindria de f, u e v, sio continuas no ponto (o, yo).

Demonstrag¢io. Suponhamos f continua em zy. Entao, por definicao,

lim f(2) = f(z0) = u(zo, y0) + i v(o, o)

Z—20

Pelo Teorema [2.18) temos que  lim  u(x,y) = u(zo,yo) ¢ lim  v(x,y) =
(,y)—(z0,90) (2,y)=(z0,90)

v(xo,Yo), OU seja, u e v sdo continuas em (g, Yo)-

Por outro lado, supondo u e v continuas em (zg, yo ), temos que ( )lir(n : u(z,y) =
z,y)—(Zo,Yo
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u(xo, o) € ( )lir(n )v(x,y) = v(xo,Yyo). Assim, novamente pelo Teorema [2.18]
z,y)—(xo,
segue que pe

lim f(2) = u(xo, o) +iv(wo, yo) = f(20),

(z,y)—(x0,y0)

de onde segue que f é continua em zj. O

Exemplo 2.22. Para mostrarmos, por meio do Teorema [2.21] que a fung¢ao com-
plexa f(z) = 22
car que as partes real e imagindria de f sao continuas neste ponto. De fato,
f(z)=@*—v*+y+3)+i(2ry — 2z —2), desde que z =z + iy,

— 1z + 3 — 2¢ é continua no ponto zy = 2 — i, basta verifi-

lim (22— y*+y+3)=5 e lim (2zy —z —2) = —8.
<x,y>e<2,—1>( y Ay +3) <x,y>ﬁ<z,—1>( Y )

Além disso, u(2,—-1) = 5 e v(2,—1) = —8. Entdo, u e v sdo continuas em

(2, —1) e, portanto, f é continua em zy = 2 — i.

Apresentaremos, na sequéncia, algumas propriedades das fungdes continuas.
Mas, antes, vamos recordar o conceito de composicao de fungoes. Sejam f: A — C
e g: B — C fungoes tais que f(A) C B. A expressao (go f)(z) = g(f(z)), z € A,
¢ denominada a funcao composta de f e g. Em simbolos, temos

gof: A—>C
2 g(f(2)).
Proposicao 2.23. Sejam A e B dois conjuntos abertos em C. Consideremos,
também, f : A —-C, h: A— C eg: B — C fungoes complexas, com f(A) C B.

Se f e h sdo fungoes continuas em zy e g € continua em f(zo), entdo sao continuas

em zyg as sequintes funcoes:
(i) ¢f : A— C, em que ¢ é uma constante complexa;
(it) f+h:A—C;

(iii) f-h:A— C;

(iv) £:A—>C, em que h # 0;

(v) gof:A—C.
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Demonstragio. Mostraremos (v). Seja € > 0. Pela continuidade de g em f(z),
existe 0, > 0 tal que w € B e |w — f(z)| < 0, implicam ‘g(w) - g(f(zo)>‘ < e.
Da continuidade de f em z, segue que existe 65 > 0 tal que z € A e |z — 2| < dy
implicam | f(z)— f(20)| < d,. Assim, |z —zp| < J; implica ‘g(f(z)) - g(f(zo)ﬂ <eg,
provando a continuidade de go f em z.

As provas das demais propriedades sao de facil construcao e, por essa razao,
sao omitidas aqui. O

Exemplo 2.24. A fungao h(z) =

é continua em C — {7}, pois é a composi¢ao

Z—1

1
de g(z) = gt continua em C — {0}, com f(z) = z — i, continua em C.

2.4 A derivada complexa

Nas se¢Oes anteriores, vimos que as defini¢oes de limite e continuidade de uma
funcdo complexa sdao exatamente as mesmas que as do caso real. O objetivo desta
secao é apresentar a derivada de uma funcao complexa e suas surpreendentes
diferencas interpretativas em relagdo a derivada de uma funcao de uma variavel
real.

Sabemos do Calculo que a derivada da fun¢ao y = f(z) pode ser interpretada
de varias maneiras; por exemplo, a derivada de uma func¢ao f no ponto (zg,yo)
é a inclinagao da reta tangente ao grafico de f neste ponto. Com isso, podemos
analisar, em um determinado intervalo na reta real, se a funcao é crescente ou nao,
ou até mesmo se possui valor minimo ou méaximo. Na Fisica, podemos interpretar
a derivada de uma funcdo s = s(t) como a velocidade instantdnea de um mével e
denotamos v = §'(t). No contexto complexo, nao sao aplicaveis essas interpretagoes.
Veremos os conceitos de analiticidade e diferenciabilidade de uma fungdo complexa.
O primeiro significa a existéncia da derivada em zy e em uma vizinhanga em torno
deste ponto. Ja o segundo significa a existéncia da derivada no ponto z.

Formalmente, a definicao de derivada complexa é a mesma que a do caso real.
Por meio do conceito de limite, definimo-la.

Definicao 2.25. Sejam A C C um aberto, zo € A e f: A — C. Dizemos que f €
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diferencidvel em zy se existir o limite

lim f(z) = f(20) lim flz0 +Az) — f(Zo).

z—20 Z— 2 Az—0 Az

O limite acima é denominado derivada de f em z, e denotado por f'(z).

Exemplo 2.26. Através da Definicao [2.25] determinemos a derivada da funcgao

complexa f(z) = 22 + 42 no ponto z, € C. Com efeito,

2442 — (2 +4 2442224
22+ 4z — (25 + zo):hmz—irz R

Z—Z20 z — ZO Z—r 20 z — ZO

_ lim (z+ 20)(z — 20) +4(z — 20)
Z—rZ20 z — ZO

_ im (z—20)(z+ 20+ 4)
Z—20 z — ZO

= lim (2 + 20 + 4) = 229 + 4.

Z—20

Exemplo 2.27. A fungdo f(z) = Z estd definida para todo z € C. Vamos mostrar
que f nao é diferenciavel em ponto algum do plano complexo. Seja z um ponto
qualquer no plano complexo. Sabendo que a derivada de uma fun¢ao complexa

também pode ser determinada por

f'(z) = lim ,

Az—0 Az
facamos

flz+Az)— f(z) =(x+Az) —i(y+Ay) —x+ i1y = Az — i Ay,

uma vez que f(z) =z =1x — iy e que Az = Az + i Ay. Segue que

o) i JETADZSE) o Ar—idy

= 1nm ———-77—"
Az—0 Az Az—0 Ax + 1 Ay
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Primeiramente, facamos Az — 0 ao longo de uma reta paralela ao eixo real, ou

seja, quando Ay = 0. Assim,

. flz4+Az)— f(2) . Ax _
/ — - = =
f(z) = Alimo . = Alimo " Alimo 1=1. (2.6)

Agora, facamos Az — 0 ao longo de uma reta paralela ao eixo imaginario, ou

seja, quando Az = 0. Com efeito,

vy o fle+Az)—f(z) —iAy\ . B

F1G) = Jim, T = i () = dmn =1 @)
Como os valores em ([2.6) e (2.7) sdo diferentes, concluimos que o limite em

(2.5) nao existe. Portanto, f(z) = z nao é diferenciavel em ponto algum do plano

complexo. Por outro lado, é facil ver que f(z) = z é continua em C. Este exemplo

nos indica que nem toda fun¢ao complexa continua é diferencidvel. Porém, toda

funcao complexa diferenciavel é continua, conforme verificaremos abaixo.

Teorema 2.28. Se f € diferencidvel em zy, entdo f é continua em zy.

z2)— f(=
Demonstragcao. Como f é diferenciavel em zy, entao existe o limite 1Lm M.
2720 Z — 2y
O limite li_>m (z—zp) existe e é igual a 0. Por conseguinte, utilizando o Teorema [2.19
zZ—20
obtemos
. _ o f(z) = f(=0)
Jim [f(2) = f(z0)] = lim =——"—= (2= 20)
— lim f(Z) B f(ZO) . lim (Z . ZO)
z2—20 Z— 20 Z2—20
= f/(Z()) -0=0.
Concluimos, assim, que f é continua em 2. O

A seguir, apresentaremos as regras de derivagdo que sdo as mesmas do caso de

uma fungao real. Tais regras sdo facilmente verificadas através do Teorema [2.19]

Proposigcao 2.29. Sejam A C C aberto, f : A — C e g : A — C fungoes

diferencidaveis em um ponto zy. FEntao,
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(i) cf € diferencidvel em zy, para todo ¢ € C, e (c¢f) (20) = cf'(20);
(i1) f+ g € diferencidvel em zy e (f + g)' (20) = f'(20) + ¢'(20);
(iii) fg é diferencidvel em zy e (fg)'(z0) = f'(20)9(20) + f(20)9' (20);

w i ¢ diferencidvel em zg, para g(z e i , Z0) = I'(20)9(%0) — J(#0)g'(0)
(i) L é aerencidoet em 2, para (20 0, (g) (0 o) = [zl ()

Demonstra¢io. Mostremos (iii). Observemos que

F(2)9(2) = f(20)9(20) = [f(2) = f(20)] 9(2) + [9(2) = 9(20)] £ (20)-

Por hipétese, g é diferenciavel em zg, logo li_}m g(z) = g(20). Da mesma forma, f é
2—20
diferencidvel em z, logo lim f (2) = f(20). Assim,
2—20

i L #)9) = fl=0)g(z0) _ [ f(2) = f(z0) ~g(z

Z—20 Z— 20 220 Z— 2o Z— 2

= f(20)9(20) + f(20)9' (20)-

O resultado abaixo, denominado Regra da Cadeia, exibe uma regra de derivacao
para a funcdo composta de duas funcoes complexas. Cabe observar que a mesma

regra ¢é valida para fungoes reais.

Teorema 2.30 (Regra da Cadeia). Sejam f : A — C e g : B — C fungoes
complezxas tais que f(A) C B. Se f € diferenciavel em zy e g € diferenciavel em

f(20), entao a fungio composta go f € diferencidvel em zy e

(g0 f)(20) = g (F(20)) - F'(z0). (2:8)
Demonstragio. Consideremos a funcao H : B — C definida por
o) —glw)
w — Wy

g'(wo), se  w = wy,
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em que wy = f(zo).

Como g é diferenciavel em wyg, temos que

lim H(w) = lim M

w—rwWo w—rwo w — wo

= §'(wo) = H (wy),

o que prova que H é continua em wy. Como f é continua em zg, pois f é diferenciavel

em zg, segue que a composicao H o f é continua em zy. Assim,

lim (H o f)(z) = (H o f)(20) = H(wo) = g'(wo).

Z—r 20

E quando w # wy, temos, por definicao de H, a igualdade
g9(w) — g(wo) = (w — wo) H(w),

que também é valida quando w = wy. Trocando w por f(z) e sendo wy = f(2),

9UE) =0 UG _ g gy 12 =S 0)

zZ— 20 zZ— 20

temos

para todo z € A, com z # zy. Tomando, em ambos os membros da igualdade, o

limite quando z — z, obtemos

(g0 1) (20) =g (£(20)) - F'(z0),
0 que completa a prova. O

Exemplo 2.31. A funcio h(z) = (2% + 2z — 7i)? estd definida para todo z € C e
h é a composta go f em que f(z) = 22+2z—Tie g(z) = z2. Como f'(z) =22+ 2
e ¢'(z) = 2z, segue pelo Teorema [2.30] que

W(z) =g (£(2)) - f(2) = 2(2" + 22 = Ti) - (22 + 2).

Definicao 2.32. Sejam A C C um aberto e f : A — C uma funcao. Dizemos que
f € analitica (ou holomorfa) em z, se f for diferencidvel neste ponto e em
todo ponto numa vizinhanga de zo. Em outras palavras, diz-se que f € analitica (ou
holomorfa) em zy quando existe r > 0 tal que D(z9,7) C A e f € diferencidvel em

todo ponto de D(zg,r).
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Exemplo 2.33. A funcio f(z) = |z|* é diferencidvel em z = 0, mas nao ¢é
diferenciavel em qualquer outro ponto do plano complexo. Portanto, pela Definicao
2.32 f nao é analitica em z = 0, pois nao existe uma vizinhanca de z = 0 na qual

f ¢ diferenciavel.

Dizemos que uma func¢ao f : A — C é analitica quando é analitica em todo
dominio A C C, ou seja, quando A é um aberto e f é diferencidavel em todos os
pontos desse dominio.

Para que uma funcao f : A — C seja diferenciavel em um ponto z, € A é
necessario que haja uma certa relagao entre as derivadas parciais das partes real
e imaginaria de f neste ponto, que é dada pelas chamadas Equacoes de Cauchy-

Riemann.

Teorema 2.34. Seja [ : A — C uma fungao tal que f(x,y) = u(z,y) +iv(z,y) €

a sua representacdo por meio de suas partes real e imaginaria. Se f é diferencidvel

ou Ou Ov Ov

em um ponto zo = To + 1Yo, entao existem as derivadas parciais —, —, — € —
oxr” Jy Ox Oy
no ponto zy e estas satisfazem o par de equagoes
ou v ou v
%(ZO) = 87/(20) e @(ZO) = —%(20)- (2.9)
Além disso,
ou v
! - T
f'(20) ax(zo) + Zax(zo)
ou 9 9
v ou
f'(z0) = @(Zo) - Z@(ZO)

As equagoes dadas em (2.9) sao chamadas Equagées de Cauchy-Riemann.

Demonstracao. Da diferenciabilidade de f em zg = z¢ + i 4y, temos que o limite

f/(ZO) — lim f(Z) — f(ZO)

Z—rZ20 z — ZO

existe. Neste limite nao ha restricao sobre a maneira como z se aproxima de zy no

plano complexo. Facamos, primeiramente, z tender a zy por meio da reta vertical
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m flwo+iy) — f(xo+iy0)
o LY = 1Yo

m u(zo,y) +iv(xo,y) — u(zo, Yo) — i v(To, Yo)
y—rvo i(y — yo)

— lim U(iﬁm@ — u(Zo, Yo) 1 lim U(xoay) — v(o, Yo)
y—rvo i(y — vo) Y=o i(y — vo)

— lim (o, y) — (0, Yo) — i lim u(zo, y) — u(o, Yo)
Y=o Y — Yo Y=Yo Y—"%Y

ov Ou
= @(ZO) —1 @(ZO)-

Facamos, agora, z tender a zg por meio da reta horizontal y = yy. Logo,

f(x+iyo) — flwo +1iyo)
T—rT0 I—xo

u(z,yo) +iv(z,y0) — u(zo, Yo) — 1 v(Zo, Yo)

= lim
T—xTQ €r — J}O
— lim u(x,yo) - U(xo,yo) 1 lim U(%yo) - U(-TanO)
T—T0 T — X T—TQ T — X
ou . Ov
= %(Zo) +1 %(ZO)-
@ Ou ou ov

Podemos concluir que f/(zy) =

@y(zo) — i @(Zo) e f'(z0) = 5 -(20) +i 5 (20).
Comparando as duas expressoes de f'(zp), obtemos o resultado desejado.

]
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Exemplo 2.35. Utilizaremos o Teorema para verificar que a fungao f(z) =
2|2 = V22 + y2 = 2% + y® ndo ¢ analitica. Com efeito, as partes real e imaginaria

de f sdo, respectivamente, u(z,y) = 2% + y? e v(z,y) = 0. Portanto,

0 0
ai;(x, y) =2z e a;(x’ y) =0, para qualquer (z,y) # (0,0),
o~ " . Ou ov
o que mostra que tal funcao nao é analitica, pois a—(:v, y) # a—(x, y) para (z,y) #
v y

(0,0). Porém, em z = (z,y) = (0,0), temos f'(z) = 0.

Exemplo 2.36. A reciproca do Teorema [2.34] é falsa. Consideremos a fung¢ao
f(2) = y/|zy| definida para todo z = (z,y) € C. Observemos que f se anula na
origem do plano complexo, u(z,y) = /zy e v(x,y) = 0. As equagoes de Cauchy-
Riemann sao satisfeitas no ponto z = 0. Com efeito, como f se anula em ambos os
eixos coordenados, temos que

ou ou v v

—(0,0) = —(0,0) = —(0,0) = —(0,0) = 0.

So0.0) = 50,0 = 510.0) = (0.0
Mas f nao é diferencidvel em z = 0. De fato, quando z tende a zero pelo caminho
Yy = x, temos

fle+iz)— f(0,0) .. |z

lim , =lm-—-—
z—0 xr-+ix x—0 ;p(l—{—@)

e tal limite nao existe. Portanto f'(0) nao existe.

Para que as equacoes de Cauchy-Riemann tornem-se uma condicao suficiente
para a diferenciabilidade de uma funcdo f em um ponto z, precisamos estabelecer
que as derivadas parciais de primeira ordem de u e v sejam continuas em z. Com

esta hipotese adicional, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.37. Sejam f: A — C, A C C aberto e f(z) = u(x,y) +iv(x,y) tal

ou Ou Ov v . ,

que —, —, — e — existem em A e sao continuas em zy = (To,Y0) € A. Uma
Ox” Oy Ox 0Oy

condicao necessaria e suficiente para que a funcdo [ seja diferencidvel em zg € que

as equagoes de Cauchy-Riemann estejam satisfeitas neste ponto.

Demonstragio. A condigdo necessaria estd provada no Teorema [2.34] Vamos

mostrar que a condicao ¢é suficiente. Por hipétese, as derivadas parciais de v e v
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existem em todo ponto de A. Um ponto na vizinhanca de zy pode ser escrito como
(xo + Az, yo + Ay), com Az — 0 e Ay — 0 . Assim,

Au = u(zo + Az, yo + Ay) — u(zo, yo)

ou ou
= — (20, Y0) Ax + — (0, Yo) Ay + e1Ax + 5 Ay,
8x( 05 %0) 0y< 0, Yo) Ay 1 28y
em que £ e €9 sao fungoes de Az e Ay, respectivamente, e tendem a zero quando
Ax e Ay tendem a zero.

De forma analoga, para Av, temos

Av = U(IL’O + Az, yg + Ay) - 0(170, yo)

ov ov
= %(%7 Yo) A + a*y(xoa Yo) Ay + e3Ax + e4Ay,

em que €3 e g4 sao fungoes de Ax e Ay, respectivamente, e tendem a zero quando

Az e Ay tendem a zero. A variacao de f é dada por

Af = f(z0+ Az) — f(z)
=Au-+1i1Av

ou ou
= %(%, Yo) Az + Oiy(xo’ Yo)Ay + e1Ax + g2 Ay

A Ov ov
+1 (83{;<x0’ Yo) Az + @(xo, Yo)Ay + e3Ax + 54Ay> .

Como as condigoes de Cauchy-Riemann estao satisfeitas em (xg,39), ou seja,

0 0 0 0
aZ(xmyo) = —afi(xoayo) € a:(%;yo) = G*Z(Io,yo%

entao
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ou ov
f(z0+Az) = f(=0) = %(%, Yo)Axw — %(9507 Y0)Ay + 1Az + o Ay+
A Ov ou
+1 (890(%’ Yo)Az + %(9607 Yo)Ay + e3Ax + 54Ay>
ou

. . O0v .
= %(550, Yo) (Ax 4+ i Ay) +i %(%, Yo) (Az +1Ay) +

+ (g1 + e3) Az + (g9 + £4) Ay.

Dividindo ambos os membros da igualdade por Az = Ax + i Ay, temos

20+ Az) — f(z ou _O0v . L Ax A
fla Az) /() = %(ﬁoayo) + 895(%’3/0) + (61 +ie3) As + (g2 +ic4) IZ

Agora, basta mostrar que

. . x . LAy
Alggo [(51 +ie3) N + (g9 +iey) Az] =0.
A A
Notemos que |Az| < |Az| e |[Ay| < |Az|, entdo AZE‘ <1e|2Y <. Assim,
z z

. . Az . Ay . . Az . LAy
Alggo [(51 +ies) s + (g9 +iey) Az] = Alirgo(gl +ies) N + (g2 +iey) X,

=0+0=0,
' Ax Az _ .
pois €1, €9, €3 € €4 tendem a zero quando Az tende a zero e A, & A, S50 fungoes
z z
Ju ov
limitadas. Portanto, f'(z9) = 3 (0,%0) + 1 a—(xo,yg) existe e o teorema esta
x x

demonstrado.

O

Exemplo 2.38. A fungdo f(z) = e* estd definida para todo z € C. Escrevendo-a
em termos de suas partes real e imaginaria, temos

f(z) =" = e cosy +ie”seny,
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sendo u(z,y) = e*cosy e v(z,y) = e*seny. Afirmamos que f é analitica em C.
De fato,

81)( ) = ¢ se au( )

—(z,y) = e*seny = ——(x,vy),

oz Y Y Ay Y
Ju Ou Jv 0

ou seja, as equacoes de Cauchy-Riemann estao satisfeitas e —u, —u, %Y e Y si0
Or’ Jy Oxr Jy

fungoes continuas em todo plano complexo.
As fungoes complexas que sdo analiticas em todos os pontos de C recebem um

nome especifico. E o que veremos a seguir.

Definicao 2.39. Uma funcao f complexa definida em C e analitica em todos os

pontos de C é denominada fungdo inteira.

Exemplo 2.40. Como vimos acima, a fungio f(z) = €* é uma fungdo inteira,
pois estd definida em C e € analitica em todo plano complexo. Além disso, f(z) =
e“ T = e% (cosy + i seny) e
ou Ju
"(2) = —(x,y) +i—(x,
fi(z) =5 (,y) 8y( y)
=e"cosy + i seny
=e°.
No proximo capitulo, estudaremos a integragao complexa ao longo de um cami-

nho no plano complexo e demonstraremos o teorema central da Analise Complexa:
o Teorema de Cauchy. Esse resultado afirma que se f ¢ uma fungio sob determina-

das condicoes e v é um caminho fechado, tem-se / f(z)dz = 0. Outros teoremas

.
importantes, consequéncias do Teorema de Cauchy, serdo demonstrados, tais como

as Férmulas Integrais de Cauchy.
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2.5 Exercicios propostos

1. Expresse as fungoes a seguir em termos de suas partes real e imaginaria, u e

2.

(c)
(d)

v, respectivamente.

(a) f(z) =2 +52— 4 (&) £() = (=~ 1)
(b) f(2) = ze" — 267 (£) f(2) = e
(©) () =i 32 (8) /() = el
(@ f(z) =~ () f2) =5 =T
Determine o dominio de cada funcio complexa a seguir.
2
(@) ()= =
(b) £(:)= s
f(z) = %;
()=

. Mostre que a funcio f(z) =

67,2 _|_ 6—7,2

5 é periodica, com periodo real 27.

Nas fungoes dadas a seguir, determine o valor da raiz n-ésima principal no

valor especificado para z.

N
(ST

ez = —1

ol

2> ez=—1;

=

z ez:—1+i\/§;

[N

z°ez=2+1.

. Utilizando a definicao de limite de uma fungdo complexa, estabeleca os limites

a seguir.
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(a)
(b)

: 2
(c) lim (22 +47?)

lim [(1—14)z 4 2] = 2+ 2i;

z— 141

lim (2% —52) = —9 + 153;

z——3i

(d) lim (22 + 32) =

z—21

—4 + 6.
6. Prove que li_>m (az 4+ b) = azy + b, em que a e b sdo constantes complexas.
Z2—20

7. Prove que lim z = Z,.
Z—20

2
z

8. Mostre que lim () nao existe.
z—0 \Z

9. Calcule o valor dos limites.

(a) lim —— 2)7; (e) ,}LIfrlze
Z—i gz —
z3—81 (f) lim ﬂ;
(b) zEmQZ PR 2—0 Im(z)
. (az+0b) — (azp +b)
V1 -1 :
(c) lim +ZZ; (g) lim — ;
— I 2
(d) lim —Z. (h) lim i)

z=1+i 2 + 72 Z

2—31 2 + Re( )

10. Mostre que as fungoes abaixo sao continuas nos pontos especificados.
23 o
(a) f() 23+322 eZO_Za
— 3
(b) f(Z)—MTeZO—l—FZ
221
-1 2] #1
(c) flz) = ez =1;
3, =1
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31
S A s
+1
(d) f(2) = ez = —F
—1+iv3
——— l#l=1
2
11. Use a Definicao para estabelecer f’(z) para cada fungao dada.
(a) f(z)=2*—5z—4
(b) f(2) =922 —32+1—2i;
(c) flz) =2"—2%
d
(@ f(2) = 5
12. Prove, por inducao, que (z”)/ = nz""!, para todo inteiro n.
1
13. Demonstre, por meio da definicdo de derivada, que se f(z) = —, entdo
z

1
f'(z) = ——; para todo 2 # 0.
z

14. Utilize as regras de diferenciagdo para calcular f/(z) em cada caso.

(a) f(z) =423 —2i2% + 72 — 44; () f(2) = 2=,

(B) ) = (7 =5 (0) 1) = (222 = 30)(z +2);
iz? — 2z

(c) f(z) = 3,114 (g) f(z) = 2%

(@) f()= 25"~ 5z ®) 1) = g

15. [Regra de L'Hospital] Sejam f e g fungdes diferencidveis em zg, f(29) =0 e
g(z0) =0, com ¢'(z0) # 0. Mostre que

o 1) )
“hg(2) )

22— 4245

16. U R de L’Hospital lcular lim ————
5¢ a Hegra de Lo Hospital para calcwiat: W s 10i°
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Xz

17. Mostre que a funcao f(z) = —1
q @ f2)= G E i e

¢ analitica para todo C—{0}.

18. Most e a fungao f(z) = +1
ostre qu ung f() x2—|—y2 x2+y2

nao é analitica em ponto

algum do plano complexo.

19. Verifique, em cada caso, se sao satisfeitas as equagoes de Cauchy-Riemann.

Se sim, apresente um dominio apropriado.

(a) f(z) = Re(2); (6) 7(2) = 3% +y +ily? — )
(b) f(2) =~ cony — ie " seny; (f) f(2) = e¥(eos + i seny),
(c) f(2) =y +ix; (8) f(z) = ¢
@ 16) = s e ) fe =

20. Mostre que as fancoes f(2) = coshz =~ e senhz = © " sa0

inteiras e determine suas derivadas.

21. Mostre que f(z) = 22 = 2% — y* + 2xyi é uma funcao inteira em uma regiao
A do plano complexo.



3 Integracao complexa

Neste capitulo serd apresentado um dos mais importantes teoremas da Analise
Complexa: o Teorema de Cauchy. Basicamente, ele afirma que se uma funcao
f: A — C é analitica e v um caminho em A satisfazendo determinadas condigoes,

entao

Af(z) dz =0.

Estabeleceremos outros resultados importantes que decorrem diretamente do
Teorema de Cauchy.

Inicialmente, revisaremos os conceitos de integrais reais e integrais de linha
no plano e seus métodos de calculo. Estudaremos integracao no plano complexo,
integracao de func¢odes complexas de uma variavel real e integracdo complexa ao

longo de um caminho 7.

3.1 Integrais reais e integrais de linha no plano

Nesta secao, iremos revisitar os conceitos de integral definida em intervalos
fechados de R e de integral de linha no plano.

Para apresentar o conceito de integral definida, consideremos uma func¢ao real
f definida no intervalo fechado [a,b] e P uma partigao deste intervalo, ou seja,
P ={xg,z1,29,...x,},emque a =29 < 11 < T3 < ... < x, =D.

A partigdo P considerada divide o intervalo [a, b] em n subintervalos [z;_1, x;],

1=1,2,...,n— 1,n, conforme a Figura 3.1
Denominamos || P|| = max Azx; a norma (ou comprimento) da partigdo P, em
<i<n

que Ax; = x; — x;q, parai € {1,...,n}.

83
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Figura 3.1: Particao de [a, b].

Sendo f uma fungdo definida em [a,b] e P a partigdo considerada, escolhemos,
arbitrariamente, um ntmero ¢; em [x;_1, ;] e formamos os produtos f(¢;)Ax;,

1 =1,2,...,n. Somando-os, obtemos a seguinte soma
f(tl)AfEl + f(tQ)A.ﬁEQ + . A[Ifn Z f Ai[)l,

a qual chamamos de soma de Riemann da funcao f com relagao a particao
P. Com essa descri¢ao, definimos a Integral de Riemann (ou integral definida)

COomo segue.

Definicao 3.1. A integral de Riemann da funcio f definida em [a,b] € dada

por

/abf(x dr = lim Zf JAx;, (3.1)

I1Pl|—=0 ;=
desde que o limite exista.

Se o limite em ({3.1)) existir, diremos que f é integravel no intervalo [a, b].
Se a funcdo f é integravel em |[a,b] e admite uma primitiva F' em [a, b], ou seja,

= f neste intervalo, temos que

/a " b(a) de = F(b) — Fla), (3.2)

fato este garantido pelo Teorema Fundamental do Cdlculo.

E possivel estender o conceito de integral definida num intervalo fechado em
R para as fungoes reais de duas varidveis f(x,y) sobre um caminho v no plano
cartesiano. Essas integrais sdo chamadas de integrais de linha no plano. Para
definirmos o objeto integral de linha, precisamos, primeiramente, relembrar o

conceito de caminho, especificamente no plano.
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Em R?, um caminho é uma aplicacdo v : I — R?, em que I C R é um intervalo
da forma [a, b], @ < b, que associa a cada real t € I um tinico vetor v(t) € R

Lembramos que considerar uma aplicacao v : I — R? significa exibir duas

fungoes reais x: I — R e y: I — R, coordenadas de v, tais que v(t) = (x(¢),y(t)).

A medida que ¢ percorre o intervalo I, o vetor v(t) descreve o caminho. A imagem

ou trajetoria de vy é o conjunto

y(I) = {~(t) eR* |t e I},

denominado curva, cuja parametrizagdo é y(t) = (z(t),y(t)). Por abuso de

linguagem, chamaremos a curva () também de caminho.

Exemplo 3.2. E ficil ver que a imagem do caminho v : [0, 27] — R? definido por
v(t) = (cost,sent) é a circunferéncia de raio unitario. Com efeito, se x(t) = cost e

y(t) = sent, entdo z* + y* = cos® t + sen’t = 1.

Suponhamos que 7 : [a,b] — R seja um caminho em R?, cujas coordenadas
r=uz(t) ey =1y(t), a <t <b, sdo fungdes reais e continuas. Denotemos por A e
B os pontos inicial e terminal do caminho -y, respectivamente. O ponto A é o vetor
(x(a), y(a)) e o ponto B é o vetor (x(b), y(b)). Assim,

(1) se 2’ e ¢/, derivadas das fungbes x e y, respectivamente, forem continuas em

[a,b] e ndo nulas em (a,b), diremos que 7 é um caminho suave;

Figura 3.2: Caminho suave.

(77) se o caminho ~y consistir em n caminhos suaves 71, 72, V3, - - -, Y, unidos um
a um por suas extremidades final e inicial, diremos que v é um caminho

suave por partes;



86 Integracao complexa

~
In

Figura 3.3: Caminho suave por partes.

(74i) se um caminho 7 ndo tiver auto-intersegoes, exceto, nos pontos a e b, diremos

que v ¢ um caminho simples;
(1v) se os pontos A e B coincidirem, diremos que 7 é um caminho fechado;

(v) se os pontos A e B coincidirem e se o caminho nao tiver auto-intersecgoes,

diremos que v é um caminho fechado simples.

A Figura mostra um exemplo de caminho fechado simples.

A=B

Figura 3.4: Caminho fechado simples.

A Figura mostra um exemplo de um caminho fechado que nao é simples.

O processo para definir integrais de linha é semelhante ao processo para definir
a integral de Riemann. Assim, consideremos uma fun¢ao f de duas variaveis reais
tal que seu dominio inclui a imagem de um caminho suave v, ou seja, f é definida
em todos os pontos de 7.

Ao dividirmos o intervalo [a, b] ao qual pertence o pardmetro ¢ em n subintervalos
[ti_1,t;] de comprimento At;, teremos uma partigdo P de [a, b] que particionard a

curva ¥([a, b]) em n sub-arcos de comprimento As;.



Integrais reais e integrais de linha no plano

87

Figura 3.5: Caminho fechado nao simples.

Denotemos por Az; e Ay; os comprimentos das projecoes de cada sub-arco
nos eixos das abscissas e ordenadas, respectivamente. Da mesma forma que na
integral de Riemann, a norma da partigdo P, denotada por ||P||, é o comprimento
do maior subintervalo determinado pela particao P. Sendo f uma funcao de duas

varidveis reais, (z7,y;) um ponto em cada sub-arco da curva descrita por vy e As; o

comprimento do i-ésimo arco, formemos os produtos f(zf,y’) - As;, i =1,2,... n.

Somando-os, temos
f@p7) - Asi+ f(a5,93) - Asy + ..o+ flan, ) - Asy = D fla],y7) - Asi.
i=1

Com essa descricao, definimos a integral de linha da funcdo f ao longo do

caminho v em relacao ao comprimento do arco s por:

[ Fapyds = > ) - A (3.3)

P[0 =

O termo ds no integrando do primeiro membro é o comprimento do arco e é

dado por

ds =/l (OF + [y (1)) dt. (3.4)

Exemplo 3.3. Calculemos a integral [ 2zyds, em que a curva descrita por 7y é o

quarto de circunferéncia definida parametricamente por x(t) = 5cost e y(t) = 5sent
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. Como 2'(t) = —bsent e y/(t) = 5cost, temos

ds = /[/(t)]* + [y ()] dt = \/(=5sent)? + (5cost)? dt = 5 dt.
Calculando a integral de linha, obtemos
/Qxyds = 2/2(5C08t -bsent-5)dt = 25O/Z(cost -sent) dt.
¥ 0 0

Fazendo a substituicdo u = sent, temos que du = costdt. A mudanga de

variavel requer uma mudanga nos limites de integracao. Quando ¢t = 0 segue que

u:Oequandot:%segue queu:T. Assim,
N 27 %2 2
2 u 250 (/2 125
2uyds =250 [ *udu= |250- 2] = T2 (X2) = =2
Axys o l 2]0 2 (2) 2

O exemplo acima mostrou o método de calculo quando o caminho ~ é definido
por um par de equagoes paramétricas. E quando a curva descrita por v é o grafico
de uma fungao explicita y = g(x), a < x < b7 Neste caso, podemos usar  como
parametro. Assim, o diferencial de y é dy = ¢/(z)dx e o diferencial de comprimento
de arco é ds = /1 + [¢'(z)]” dz.

Portanto, a integral ao longo de um caminho ~ dado pelo grafico de uma funcao

do tipo y = g(x) é definida por
’ 2

Exemplo 3.4. Calculemos a integral / (32% + 6y°) ds em que v é o grafico da
fungdo y = 2x + 1, com —1 < x < 0. Com efeito,
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/(3332 +6y2) ds = /01 322 + 62 + 1)?] /1 + (20 + 1) P da

0
_ / [32% + 6(42” + 4+ 1)] VI + 2d
—1

0
_ / (322 + 242 + 24x + 6) V5 du
—1

3

As integrais dos exemplos apresentados anteriormente foram calculadas com
relagdo ao comprimento de arco s ao longo do caminho . Porém, também podemos
calcular tais integrais ao longo de v com relagdo a x e a y. Assim, temos as seguintes

integrais

em que v = (z(t),y(t)), a <t <b.
Quando ~ for o grifico de uma fungéo y = g(z), definiremos a integral de linha

de f ao longo de v com relagao a x e a y, por

[ twds= [ 5(o.90)ds
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Af(x>y) dy:Lbf(x,g(x))g’(z) da,

respectivamente, visto que dy = ¢'(x) dx.

Exemplo 3.5. Calculemos a integral / —y*dx + ry dy, em que v é o grafico da
v

funcao y = 2, com —1 < x < 2. Entdo,

2 2
/ —y?dr + zydy = / —(2*)? dx + 2(2%)(32%) do = / 22° dx
¥ -1 -1

N N O VAW -t
ST, T\T T ) T
Em diversas aplicagoes de integrais ao longo de um caminho, as mesmas sao

definidas por uma soma do tipo
/P(l’,y) dx + / Q(z,y) dy.
gl v

De forma pratica, podemos simplesmente escrevé-la como
[ Pla.y)de+Qlw,y) dy
.

que nao é uma integral em relagdo ao comprimento de arco ds, e em um formato

menos carregado como

/PM+Q@.

Y

Uma notagao bastante utilizada para uma integral ao longo de um caminho -y

fechado é dada por

%Pd:}c—l—@dy.

~

Considerando um caminho v suave por partes, definimos a integral de linha de
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uma funcado f ao longo de v como a soma das integrais ao longo dos n caminhos
que compoem 7y (7 =y Uy U...U~,). Entao,

f(x,y)d8+...+/ f(z,y)ds.

2 n

Lf(x,y)ds = [ﬂ f(x,y)ds +

Exemplo 3.6. Vamos calcular a integral j{ x2y® dx — xy? dy, em que 7 é o caminho

.
dado na Figura [3.6]

(_17_1) (15_1)

Figura 3.6: Representacao grafica do caminho ~.

Observemos que o caminho ~ da figura é a reunidao de quatro caminhos: -y,
Y2, V3 € Y4, tais que y; é o segmento de reta com extremidades em (1,—1) e (1,1);
72 é o segmento de reta com extremidades em (1,1) e (—1,1); 3 é o segmento
de reta com extremidades em (—1,1) e (—1,—1) e 74 é o segmento de reta com
extremidades em (—1,—1) e (1,—1).

Portanto, o valor da integral sera dado pela soma dos valores de quatro integrais.

f=[ o] +[+].
Y 71 2 73 Y4

Determinemos, primeiramente, a integral da funcao dada ao longo de ;. Utili-

Em simbolos,
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zando x como parametro temos que x = 1 e dx = 0 e, portanto,

Y

1 1 3 9
/xzy?’dx—nydyz/ 12-y3-(0)—1-y2dy=—/ deyz—[ ] -
gt -1 -1 3 1 3

Ao longo de 79, usemos y como parametro, isto é, y = 1 e dy = 0. Entao,
:cj - 2

-1
/xzygdas—:vgfdy:/ $2'13d$—$-12-(0)dy:/ 22dr = | == __Z
72 1 1 3 3

1

Determinemos, agora, a integral da funcao dada ao longo do caminho ~3. Sendo

x o parametro com x = —1 e dr = 0, temos

—1 -1
/ ny?’dw—nydyz/ (—1)2-y3-(0)dw—(—1)-y2dy=/ Y dy =
V3 1 1

1 371 9
= — 2d = — y— = ——,
Lﬂ Y L N

Por fim, calculemos a integral ao longo de 74. Sendo y o parametro, temos que

y=—1edy=0e, entao:

1 1
/ nygdx—xy2dy:/ 22 (=1 dz —x - (—1)*-(0) :/ —2% dw
Ya 1 -1

1 3 ! 2
2
= — rrdr = — | — = ——,
/—1 l?)]_l 3

Calculadas as quatro integrais ao longo dos caminhos que definem v, obtemos

2
23d— Qd: ________ )
fé‘w T T T 3T 3T 37 73

A partir dos conceitos de integrais revistos brevemente neste secdo, definiremos,

na proxima segao, a integral complexa ao longo de um caminho, que é muito

semelhante a integral de linha no plano cartesiano.
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3.2 Integracao no plano complexo

Um caminho em C é uma fungao v : [a,b] — C, em que [a,0] CR, a < b. A
imagem 7([a, b]) é uma curva no plano C e, por abuso de linguagem, também pode
ser denominada caminho.

Suponhamos que as fungoes de valores reais © = z(t) e y = y(t), a <t < b,
sejam equagoes paramétricas do caminho «y no plano complexo definido em |[a, b].
Assim, vy(t) = (z(t),y(t)). Uma parametrizagao de v em C é dada por

2(t) =z(t) +iy(t), a<t<b. (3.5)
Yy
~

A P
z(a) 20

B

z(b)

0 x

Figura 3.7: z(t) = x(t) + iz(¢).

Exemplo 3.7. As equagoes paramétricas x(t) = rcost e y(t) = rsen(t), com

0 <t<2mer >0, descrevem uma circunferéncia de raio r centrada na origem.

Uma parametrizacao desta circunferéncia em C é:
z(t) =rcost +irsent = re".

No intervalo [a,b], dizemos que z(a) = z(a) + iy(a) é o ponto inicial e
z(b) = x(b) + iy(b) é o ponto terminal do caminho v. Para cada valor de ¢t no
intervalo considerado, z(t) pode ser interpretado como um vetor posi¢do no plano

complexo.
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Geometricamente, a medida que ¢ varia de a a b, o caminho v é percorrido pela
extremidade z(t).
Se 7 : [a,b] = C é um caminho, entdo —v : [a,b] — C definido por

(=) =~(b+a—1) (3.6)

¢ chamado o caminho reverso de . Notemos que v e —y tém a mesma trajetoria,
mas orientacoes opostas.

Se v :[a,b] - Ce p: [c,d — C sdo caminhos tais que v(b) = p(c), entdo o
caminho v + p : [a, b+ d — ¢] — C definido por

(%) sea<t<b
(v 4+ w)(t) = (3.7)
p(t—b+c) seb<t<b+d-c

¢ chamado a soma de 7 e p.
Agora, suponhamos que exista a derivada de (3.5) em a <t < b. Entao,

Z(t) =2'(t)+ iy (1), a<t<b. (3.8)

Se 2’ for continua e diferente de zero em a <t < b, diremos que o caminho =y é
suave. Podemos interpretar z/(t), quando este valor é ndo nulo em qualquer ponto
P pertencente & curva 7([a, b]), como o vetor tangente & v no ponto P.

As defini¢oes de caminho suave por partes, caminho simples, caminho fechado
e caminho fechado simples no plano complexo coincidem com as defini¢oes apresen-
tadas na se¢ao anterior.

Para definirmos a integral complexa ao longo de um caminho suave por partes
v : [a,b] = C, consideremos, primeiramente, f uma funcao a valores complexos
definida em todos os pontos de y([a,b]) e 2(t) = z(t) +iy(t), a <t < b, uma
parametrizacao de . Seja P uma parti¢gao de [a,b] em n subintervalos [ty_1, ]
de comprimento Aty = t, —tr_1, a = tog < t1 <ty < ... < tp,_1 < t, = b.
Geometricamente, a particao P é dada por

A partigao P induz uma parti¢ao na curva 7y([a, b]) em n sub-arcos no plano
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a th lo tp—2 bn—1 b

Figura 3.8: Partigao de |[a, b].

complexo em que os pontos inicial e terminal sao os pares de ntimeros complexos:

. Ponto ) Ponto
20 = o{to) +iy(to) inicial )’ a = alh) +iy(h) terminal
) Ponto . Ponto
T z(tl) T y(tl) (inicial)’ 2= x(tQ) Tt y(tQ) (terminal)

Ponto

inicial terminal

Ponto )

=t 5t (T, =) it

O comprimento do sub-arco definido por z, e z,_1 é Az, = 2 — 2p_1, k =
1,2,...,n. Sejam ||P|| a norma da parti¢gio P do intervalo [a, b], que é o compri-
mento do maior subintervalo de [a, b] determinado por P, e z;; = z} + i y; um ponto

em cada sub-arco da curva 7y([a, b]).
Agora, formemos os produtos da forma f(z})-Azg, k = 1,2,...,n, e 0s somemos.

Assim,

F(21) Az + f(23) Aoy + .o+ f(27) Az = D f(25) Az
k=1
A partir desta soma, vamos definir a integral complexa de f em ~.

Definicao 3.8. A integral de f ao longo do caminho v é

Lf(z) dz = lim if(zZ)Azk. (3.9)

1Pl =0 =

Dizemos que f é integravel em ~ quando o limite no segundo membro da
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igualdade em ({3.9) existe.

3.2.1 Integracao de funcoes complexas de uma variavel real

Nesta subsecao, exibiremos o conceito de integral para fungoes complexas de

uma variavel real, f : A C R — C, e algumas de suas propriedades.

Defini¢ao 3.9. Seja f : [a,b] — C, em que a < b. Escrevemos f em termos de
suas partes real e imagindria:
f=u+v.

Dizemos que f é integrdvel em [a,b] quando as fungoes reais u e v sao integraveis

em [a,b] e definimos, neste caso, a integral de f em [a,b] por

/abf(t) dt = /abu(t) dt+z’/abv(t) dt. (3.10)

Exemplo 3.10. Seja f(t) =2t +i (4t — 1), com 0 <t < 1. Calculemos a integral
de f neste intervalo, utilizando Definigdo [3.9) Com efeito,

1 1 1
/ 2t + i (4t — 1)] dt:/ 2tdt+z’/(4t—1)dt
0 0 0
271 2 1
4
zzlt] +z’[t—t] —1+1i.
2 0 2 0

Apresentaremos a seguir as ja conhecidas propriedades das integrais de fungoes

reais de uma variavel real.

Proposicao 3.11. Se f, g : [a,b] — C sao fungoes integrdveis, k € C e ¢ € (a,b),
entao:

(i) f+ g € integravel em [a,b] e
[ @ o= [ foyar [ o i

(ii) kf € integrdvel e
b

/ab kf(t)dt = k/ F() dt:
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(iii) f € integrdvel em [a,c] e em [c,b] e
b c b
[ rwar= [ gwyar+ [ par
(iv) |f| € integravel em [a,b] e

[ sy < [ 1s))ae

Demonstragio. As provas de (i), (ii) e (iii) sdao realizadas escrevendo as fungoes
f e g em termos de suas partes real e imaginaria e aplicando as propriedades
correspondentes para fungoes reais.
(iv) Escrevamos f = u + iv. Como f é integravel, temos que as fungoes reais u e v
sdo integrdveis em [a, b]. Portanto, u® + v? é integravel em [a,b]. Como a fungao
z € [0,+00) = y/r € R é continua, entdo a funcio |f| = vu? + v? também é
integravel em [a, b], pois a composta de fungoes reais integraveis é também uma
fungao integravel (veja [4], Teorema 7.2.5).

Agora, vamos mostrar que | [ f(t) dt’ < [P1f ()] dt.

Se [P f(t)dt = 0, a desigualdade é evidente. Suponhamos que [” f(t)dt # 0 e
chamemos k = e, em que 0 = Arg (f;’ f(t)dt). Dessa forma, temos

k=1 e k/bf(t)dt:

/a " 1) dt‘ .

Por conseguinte,

/bf(t)dt‘ — k[ f)at
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Rezg\g,v,ze(c /b |kf(t)| gt
b
= [l

]

Outras propriedades de integral de uma fun¢do complexa de uma variavel real
sao facilmente demonstradas ao escrever a funcdo em termos de suas partes real e
imagindria e aplicar resultados correspondentes para funcoes reais, tais como as
que serao enunciadas abaixo.

Proposicao 3.12.

(i) Se f:[a,b] — C é integravel, entio a funcio F : |a,b] — C dada por
Fe)= [ fydt,  welfab],

¢ continua. Ademais, se f é continua em um ponto ¢ € [a,b], entao F € diferencidvel

emc e
F'(c) = f(c).
(i1) Se f:[a,b] — C € diferencidvel e f" é integravel em [a,b], entdo

[ 7wyt = 1) - fla)

(i1i) Se f : [a,b] — C € continua e se g : [c,d] — R € diferencidvel, com ¢ integrivel
em [c,d] e g([c,d]) C [a,b], entao
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3.3 Integral complexa ao longo de um caminho

Sejam 7 : [a,b] — C um caminho suave, |v| = v([a, b] [ a imagem de v e f uma

fungdo complexa definida e continua em |v|. Definimos a integral de f sobre v por

b
/7 fEydz = [ f ()7 (@) a. (3.11)

Suponhamos que (t) = z(t) +iy(t) e f(2) = u(x,y) +iv(z,y). Entao, v/ (t) =
)iy (t) e f (1) = u(x(t), y(t))+iv(z(t), y(t)). Fazendo f(7(t)) (1), temos

F @)y () = [ (@), () +iv (2(t), y(1)] [+'(t) + 79/ (2)]
= u(z(t),y(t) 2'(t) +iu (z(), y(1) y'(H)+
+iv(z(t),y(t) 2'(t) — v (=), y(1)) ¥'(t)
= [u(x(t),y(t) (1) — v (z(t), (1) y' ()] +

i u(2(t), y(1) /() + v (1), y(1) (1)),

Portanto,

/ F ()7 () de = / " ulat), (0) 2'(8) — o (2, y(®) ¥ (0)] de+

i [T ), 900) o/ (0) + v (le), y(6) (1) .

Considerando dx = 2/(t)dt e dy = y/(t) dt, podemos reescrever a igualdade

acima da seguinte forma simplificada:

/f(z)dz:/udx—vderi/vderudy.
8! 2! gl

! Apesar de que |z| e || tenham a mesma notagdo, o primeiro refere-se ao afixo do ntimero
complexo z e o segundo, & imagem do caminho ~.
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Assim, as partes real e imaginaria da integral [ f (z) dz sdo as integrais de linha

reais [ udr —vdy e [ vdr+udy.

Exemplo 3.13. Calculemos a integral fv(acz +iy3) dz, em que 7 é o segmento de
reta de z = 1 a z = i (Veja Figura 3.9).

T (z)

A

Re (z)

Figura 3.9: Caminho v do Exemplo [3.13]

Temos que u(z,y) = 27, v(z,y) = y* e y(t) = (x(t),y(t)), em que z(t) =t e
y(t)=1—1t,com 0 <t <1. Como 2'(t) =1ey(t) = —1, obtemos

/(x +iy®) -/ L= (1=t (-1)] dt+i/01 (A=t 1422 (1)) dt
:/01 2 (1= 1) dt+i/01 (=t =] at
:/Oltzdt+/01(1—t)3dt+z/ 1— 1) /tht

_1+1+,<1 1)_7 1
3T \1T3) T 12 2"

No Exemplo [3.13] v é um segmento de reta de z = 1 a z = 7 e suas intersecoes
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com os eixos real e imaginario formam um tridngulo retangulo de catetos iguais a
1. Portanto, pelo Teorema de Pitdgoras, o comprimento de v é igual a /2. Porém,
nem todo caminho é um segmento de reta.

Denotaremos o comprimento de um caminho suave + : [a,b] — C por /()

e o definiremos por

() = [l = [ oI+ oF a. (3.12)

Ao longo de 7, temos que dx = 2/(t)dt e dy = y/(t)dt e, portanto, dz = (2'(t) +
+i3/(t))dt. Usando essas relagoes, podemos dizer que |dz| = \/ [2/(t)] + [y (1)) dt e

entao

l(y) = / |dz|.
2l
No Exemplo [3.13], temos que

ﬁ(’y):/ol (8] dt/01\/12+(—1)2 dt:/olx/édt:\/ﬁ,

conforme ja haviamos concluido.

Exemplo 3.14. Se v é o circulo de raio r, r > 0, orientado no sentido positivo,
em que suas equagoes paramétricas sao dadas por x(t) = rcost e y(t) = rsent,

0 <t <2, entao seu comprimento é dado por

()= [ ola @ [TVl yoF a

27
:/ Vr2cos2t + r2sen?t dt
0

27
:/ rdt = 27r.
0

No célculo da integral do Exemplo [3.13] utilizamos propriedades que serao

demonstradas a seguir.

Proposigao 3.15. Se f,g: A — C sao fungées continuas em A C C, 7 : [a,b] — A,

W le,d] — A sao caminhos suaves por partes em A e k € C, entao
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(i) [ UG +o)] dz= [ 1) dz+ [ o)z
(i) /y kf(2)dz = k /7 f(2)dz;
) /7 f(z)dz = —Af(z) dz;
(iv) / f(z)dz = / f(z)dz + / f(2)dz, se o caminho v + u estiver definido.
vHu v ®
Demonstragdao. (i) De e da Proposicao 3.11}(z), segue que

[ 1) + 0 d= = [ 17 () A (0) + 9 (4(6) 7 0]

Y

= [ Q@)@ de+ [ g o)) di

- Lf(z) dz + Lg(z) dz.
(ii) De e da Proposi¢ao [3.11}(i7), segue que
[ kstaz = [ )@ de =k [ £ 0@) V0] de =k [ 1)
(iti) Como —y(t) = v(b+a — 1) (veja (3.6)), temos que
(=)(t) = —'(b+a —1t) para todo ¢ € [a,b].

Fazendo a mudanga de varidvel s = b+ a — t, segue da Proposigao (7i7) que

[ f@da=—] U Gl +a— )7/ (a0 di = ["17 (4(5)7/(5)] ds = [ f@)z

(iv) Suponhamos que v + u estd definida, ou seja, que v(b) = u(c). Pela definigao
de v + w no intervalo [a,b] (veja (3.7)), temos que

(v + ) (t) =~'(1),
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exceto no conjunto finito de pontos nos quais 7’ nao existe. De forma similar, no

intervalo [b,b+ d — ¢/, temos

(v +w)'(t)=p'(t —b+c),

exceto num numero finito de pontos. Entao, pela Proposicao m-(m), temos

[ s@ds= [y @l [T b ) - b o) d

a

= [ o) @) e+ [ 1F (o) w0 d

:Lf(z) dz+/f(z) dz.

I

]

No que segue, as propriedades demonstradas acima serao utilizadas sem serem

mencionadas.

Exemplo 3.16. Calculemos a integral da funcio f(z) = 2? ao longo do caminho
y(t) =t*+1it, com 0 <t < 1. Como +/(t) = 2t + 7, temos

/22 dz = /01 (2 +it)2(2t + 1)) dt = /1 (27 — 48%) + i (5t" — )] dt

0

1 1 946 1 £B11
:/ (2t5—4t3)dt+i/ (5t* — %) dt = lG—t“] + i [tf’—}
0 0

! 1+'<1 1)— + 2
—3 1 3 = 1.

Veremos um resultado andlogo ao Teorema Fundamental do Calculo para
integrais de Riemann o que torna o calculo da integral do Exemplo |3.16| mais

simples. Para exibir tal resultado, apresentaremos um conceito preliminar.
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Definicao 3.17. Sejam A um subconjunto aberto de C e f: A — C uma fungdo.
Dizemos que uma funcao F: A — C é uma primitiva de [ se F ¢ analitica em
A e F'(z) = f(z) para todo z € A.

3
Exemplo 3.18. F(z) = % é uma primitiva da funcao f(z) = z

analitica em C e F'(z2) = 2%

2 em C, pois F ¢é

Teorema 3.19. Sejam A um subconjunto aberto de C, f : A — C uma fungdo
continua e F uma primitiva de f em A. Para todo caminho suave por partes

v : la,b] = A, temos que

Demonstracao. Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso 1: ~ é um caminho suave.

Definamos H(t) = F(~(t)), para t € [a,b]. Entdo, H é a composta de duas
fungdes diferenciaveis em todos os pontos de seus respectivos dominios. Pela Regra

da Cadeia, temos

H'(t) = F'(7(1) /() = F(1())/ (), para todo ¢ € [a,b],

de onde se observa que H' é uma funcao continua. Pela Proposicao m(u),

concluimos que

[ #erds= [ £ty 0= [ H@) = Hb) - He) =
— F(y()) - F (+(a).

Caso 2: v é um caminho suave por partes.

Neste caso existe uma partigdo a =ty < t; < --- < t, = b de [a,b] tal que,
para cada 1 < k < n, a restricdo v, de v a [tg_1,%;] é um caminho suave e
Y=+ + -+ 7. Pela Proposicao [3.15}(iv) e pelo Caso 1, temos:
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Lf(z)dz:/%f(z)dzjt/wf(z)dz#—...+/%f(z)dz

tn

= /: f () m(t)dt + : FOon @) dt+ ...+ [ f ()7L (t) dt

tn—1

= F(mt) = F(n(h)) + F(r2(tz) = F (a(tr) + ..+ F ((tn)) = F (yn(ta-1))

= F(y(t1)) = F (7v(to)) + F (7(t2)) = F (v(t1)) + ... + F (7(tn)) — F (7(tn-1))
=F(v(t) = F(v(to)) + F' (7(t2)) = F (v(t1)) + ... + F (7(tn)) = F (7(tn-1))
= F (v(tn)) — F' (7(t0))

= F (b)) = F (7(a)).

[]

Exemplo 3.20. Usando o Teorema podemos simplificar o calculo da integral

do Exemplo [3.16 visto que F(z) = £ ¢ uma primitiva da funcido f(z) = z2. Com
efeito, como F(v(1)) — F(v(0)) = F%l +1i) — F(0), temos

(L+a 0 _2-2_ 2 2
- = =—=+ -t
3 3 3 3" 3

/z2dz:F(1+z')—F(0) —

Definicao 3.21. Um conjunto aberto nao vazio A no plano C € dito simples-
mente conexo quando, para todo caminho fechado v C R, a regido limitada por

v estd contida em A.

Os conjuntos dos nimeros reais R e dos niimeros complexos C sao exemplos de
conjuntos simplesmente conexos. Grosso modo, um conjunto simplesmente conexo
nao apresenta buracos. O disco D = {z € C : |z| < 1} é um conjunto simplesmente
conexo (Ver Figura [3.10).
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Figura 3.10: Disco D ={z € C: |z| < 1}.

O proximo resultado é bem conhecido no caso de fungoes reais definidas num
intervalo da reta.

Teorema 3.22. Sejam A € C um conjunto aberto e simplesmente conexo e f :

A — C uma fungao analitica. Se f'(z) =0, para todo z € A, entao f € constante.

Demonstragio. Fixemos um ponto zg € A. Dado z € A, seja v : [0,1] - A um
caminho suave por partes, de modo que y(0) = 2o, (1) = zey =71 +7+ ...+ Vn.
Compondo f e 7, temos que a fun¢ao f o~y : [0,1] — C é o caminho suave por
partes foy = (foy)+ (for)+...+ (form)

Escrevendo f(2) = u(z,y)+iv(z,y), para z = (z,y) € A, e vi(t) = x;(t)+i y; (1),
1 <i<n,parat € [0,1], segue que

(f o) (t) = u(xi(t), 4i(t)) +iv (z:(8), va(t)) . t<[0,1].

Notemos que as fungdes n(t) = u (z;(t), yi(t)) e @(t) = v (z;(t), y;(t)) sdo fungoes
reais da variavel real t. Aplicando a Regra da Cadeia, obtemos

ou ou

n'(t) = 9z (i), (1)) i(t) + oy (1), yi(t)) wi(t)
; o) / ov /
¢'(t) = 9z (i(1), wi(t)) a3(t) + oy (i (), yi(t)) v ().
Da analiticidade de f, segue que

_ Ou Ov

F/(2) = otz +i g ()



Integral complexa ao longo de um caminho 107

ou

ov _ou
= a—y(z) — za—y(z).

Como f’(z) = 0 para todo z € A e valem as equagbes de Cauchy-Riemann,

f'(2)

temos que

Ju  Ov v Ou

el Tl Fl v
Logo, 1/ (t) = 0 e ¢/(t) = 0. Portanto, do Célculo de uma variavel real, constatamos
que as fungoes 7 e ¢ sao constantes. Digamos que n(t) = zg e p(t) = yo. Como
(fov)(t) =n(t) +ip(t), segue que f o~; é constante para todo i € {1,2,...,n},
a saber (f o7;)(t) = xo + i .

Uma vez que o ponto inicial de v;4; é o ponto terminal de ~;, temos que

f(z0) = (fom)(0) = (foy)(1) = f(2). Como z é um ponto arbitrario de A,
concluimos que f(z) = f(zg), para todo z € A, ou seja, f é constante em A. [

Voltando ao Teorema [3.19| ressaltamos que a integral
| 1) dz = Po0) = Fy(a)

independe do percurso, dependendo apenas de y(a) e v(b). Portanto, se v for um

caminho fechado, entdao y(a) = v(b) e

/vf(z) dz =0, (3.13)

pois obviamente F(vy(a)) = F(y(b)).

Se f for uma fungao analitica em um conjunto aberto simplesmente conexo
A e [’ for uma fungao continua nesse dominio, teremos a validade de (3.13)) para
todo caminho fechado simples em A. Isto é o que nos diz o Teorema de Cauchy.
Esse resultado é uma consequéncia direta do Teorema de Green, visto em cursos de

Calculo, que passamos a enunciar.

Teorema 3.23 (de Green). Sejam P(z,y) e Q(x,y) funcdes reais de classe C!
definidas em um conjunto aberto e simplesmente conexo A em R2. Se v for um

caminho fechado simples, com orientacao positiva, que forma a fronteira de uma
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regiao D no interior de A, entdo

/Pd:r;—l—Qdy—// <3Q—8P> dz dy.

A prova do Teorema de Green pode ser encontrada em [12], paginas 424 e 488,
e em [2], pagina 380.

Teorema 3.24 (de Cauchy). Sejam f uma fungao analitica em um conjunto aberto
simplesmente conexo A em C e f' continua em A. Para todo caminho -y fechado

simples em A, tem-se

Lf(z) dz = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema de Green, segue que

/f(z)dz:/ud:v—vdy+i/vdx+udy
gl gl gl

-If (—gi—y> dedy i ff (-) dr dy,

em que D é uma regiao interna a .
Como f é analitica em R, as funcoes reais u e v satisfazem as equagoes de
Cauchy-Riemann (veja o Teorema [2.34)). Portanto,

/f dz_//<—a“+> dxdy—i—z// <82—> dz dy
:é/dedy+i£/Od:cdy:0.

O
: - 327 :
Exemplo 3.25. Consideremos a funcao f(z) = 9 ¢ © caminho vy sendo o
z 4+ 2i
3 :
circulo |z| = 3 Note que f é analitica em todos os pontos de C exceto em z = —2i

~ , .~ . . . N . 2 2 3 2
e que esse ponto nao esta na regiao delimitada pela circunferéncia z* + y* = <2>
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e nem na fronteira. Entao, pelo Teorema de Cauchy, concluimos que

32
/ & -dz = 0.
’yZ—‘—2Z

Em 1883, o matematico francés Edouard Goursat provou que a continuidade

de f’ nao é necessaria para chegarmos na conclusao do Teorema de Cauchy. A
versao modificada do Teorema de Cauchy ficou conhecida por Teorema de Cauchy

- Goursat:

Teorema 3.26 (de Cauchy-Goursat). Sejam f uma funcio analitica em um con-
junto aberto simplesmente conexo A em C. Para todo caminho v fechado e simples

em A, tem-se

Neste caso, a demonstracao requer um tratamento bem mais extenso, que pode
ser analisado em [I] e [9], por exemplo. Porém, veremos adiante que uma funcao
analitica tem derivadas de todas as ordens e, portanto, todas essas derivadas sao
continuas, em particular a primeira delas. Dessa forma, a demonstracao de Goursat
tem interesse apenas tedrico. Forneceremos aqui a demonstragao do Teorema de
Cauchy - Goursat para tridngulos e a prova do Teorema para o caso em que a
funcao é analitica definida num dominio estrelado (conceito este que proveremos na
sequéncia) e vy é um caminho fechado suave por partes. Mas antes, demonstraremos

um resultado auxiliar.

Lema 3.27 (Desigualdade ML). Sejam A C C, f: A — C uma fung¢ao continua,
v i [a,b] = A um caminho suave por partes e £(v) seu comprimento. Se |f(z)| < M,

para todo z em vy, em que M é uma constante real positiva, entdo

< ML(y).

Lf(z) dz

Demonstracao. Usando as propriedades de integral ao longo de um caminho ja
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vistas, temos que

[ 1oy ] < [1F o) @) de = [ 17 G @ di

[Yf(z) dz

< [ IR di =M [ (0) de = ME).

]

Definicao 3.28. Dizemos que um subconjunto ndao vazio A de C é um dominio
se A € aberto e dados quaisquer dois pontos p e q em A, existe um caminho
suave por partes, inteiramente contido em A, cujos pontos inicial e terminal sao,

respectivamente, p € q.

Teorema 3.29 (de Cauchy - Goursat para tridngulos). Sejam A um dominio em
Cef:A— C uma funcio analitica. Se A é um triangulo que limita uma regido
inteiramente contida em A, entdo

/A f(2)dz =0, (3.14)

Demonstragdo. A principio munimos o triangulo A da orientagao compativel com a
regiao por ele limitada, isto é, o sentido de percurso é o anti-horario. O triangulo A
¢ um caminho suave por partes descrito pela justaposi¢cao dos caminhos 7v;, v2 € 73,
como na Figura|3.11, Tomando os trés pontos médios dos lados de A e unindo-os
por segmentos de reta, dividimos A em quatro triangulos A;, i = 1,2, 3, 4.

Orientando cada triangulo A; com a mesma orientacao de A, temos que

/Af(z) dz:/Al £(2) dz+/A2f(z) dz+/A3f(z) dz+/A4f(z) dz.  (3.15)

Cada integral do lado direito da igualdade é um ntimero complexo. Escolhendo
dentre esses ntimeros o que tem maior médulo e denotando por AM o triangulo
correspondente, obtemos

‘/A f(2)dz , (3.16)

< ’/A(l) f(z)dz
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A

Ay

gi!

Figura 3.11: Caminho triangular A.

para ¢ = 1,2, 3,4. Dessa forma, concluimos que

‘/Af(z)dz /Aif(z)dz

Ademais, da geometria elementar, é sabido que existe uma relagao entre o

< 4’/A(1) f(2)d=|.  (317)

4
< 2
i=1

perimetro de cada um dos tridngulos A; (o comprimento [(A;)) e o perimetro [(A),

a saber:

I(A) ==1(A),  i=1,2,34.

Em particular, temos que
1
I(AW) = S 1A).

Chamando de ¢; o lado de A; de maior comprimento e de ¢ o lado de A de maior

comprimento, temos também as igualdades
1 :
9012580? Z:1a273747

de onde segue que
1
= 5@'

Repetimos o procedimento descrito acima para o tridngulo AM, ou seja,

90(1)
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dividimo-lo em quatro novos triangulos, obtidos a partir dos pontos médios de cada
um de seus lados, adotamos o sentido de percurso anti-horario para cada um deles
e calculamos as quatro integrais correspondentes. Escolhemos dentre elas a que

tem maior médulo e denotamos por A® o tridngulo correspondente. Assim,

4
< <
‘/M fd < % /Aif(z) dz| < 4‘/A(2) f(z)dz|, (3.18)
2y 1 (1)
(A®) = JUAY)
’ 1
2 — -,
()0 2@ *
Das desigualdades (3.17)) e (3.18]), segue que
< 42 / ‘ '
' /A f(2)dz] < 4 o f(z)dz (3.19)

Repetindo o procedimento acima n vezes, obtemos uma sequéncia de caminhos
triangulares AW, A® A tal que AW 5 A® 55 AW,

’/A f(z)dz /Nn) f(2)dz

< g : (3.20)

1 n
1A™) = (5) 1)
e N
(n) — (=
4 (2) v
Pelo Teorema da Intersegao de Cantor (veja [I3], Teorema 26.9), existe um
ponto zg € A comum a todas regioes limitadas pelos tridngulos Ay, Ag, ..., A,. Da

analiticidade de f, existe f’(z), ou seja, dado € > 0, podemos obter § > 0 tal que
D(zp,0) C Ae

f(z) = f(z0)

Z— 20 B f/<ZO>

< e sempre que 0 < |z — 2| <. (3.21)
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Chamando 7(z) = f(Z;—iC(Zo) — f'(20), para z € D(z,0)\{z0}, segue que
- 20

f(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + (2 — 20)n(2), para z € D(2p,0)\{20}

n

1
Escolhendo n € N suficientemente grande de tal modo que ¢ = (2 p <0,
temos que a regidao limitada por A estd contida em D(z,d), visto que zy € A,

Calculando a integral de f com relacdo ao caminho A™ . temos

/A(n) f(2)dz = f(20) dz + f'(z0) /A(n)(z — z0)dz + /A(n)(z — z0)n(2) dz.

(3.22)

A)

Notemos que, pelo Teorema [3.24) podemos inferir que /< : dz=0¢e /( )(z —
Al Alr

2) dz = 0, uma vez que A™ é um caminho fechado em A. Portanto, se reduz

a

/Aw fz)dz = /M(Z — 20)n(2) dz. (3.23)

1
Para z em A", temos |z — 29| < ™ = —¢ < 4. Portanto, de (3.21)), (3.23) e

2n
do Lema [3.27] segue que
@ a] =] emomea] < o o= Dot B2y
o fR) Az =] (2= zo)n(2)dz| < o p-eonp =gt :
De (3.20) e (3.24]), obtemos
’/Af(z)dz <4”-4%g02:5902. (3.25)

Como € > 0 é arbitrario, concluimos por que

[ r@az =0

ou seja,
/3 f(z) ’

o que completa a prova. O
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Definicao 3.30. Dizemos que um subconjunto ndao vazio A de C é um dominio

estrelado se
i) A é um dominio (veja Definicio[3.28);

i1) existe um ponto zg € A que goza da sequinte propriedade: dado qualquer ponto
z € A, o segmento de reta unindo zy a z, denotado ﬂ, estd inteiramente

contido em A. O ponto zy € denominado centro do dominio A.

Exemplos de dominios estrelados sao: um disco D C C, o plano C e, mais
geralmente, qualquer subconjunto aberto convexo R C C.

Na sequéncia, mostraremos a existéncia de primitivas em dominios estrelados.

Lema 3.31. Se f : A — C € uma fungdo analitica e A C C € um dominio estrelado,

entdo f admite uma primitiva em A.

Demonstracio. Seja zg um centro de A e definamos a funcao

F(z)= [ 1(8)ds,  zeA.
Z0%

Claramente, F' esta bem definida em A. Resta-nos mostrar que F' é derivavel e
F'(z) = f(z) para todo z € A. Para tal, tomemos h € C com |h| suficientemente
pequeno de tal forma que z+ h € A e o segmento que une z a z + h, m, esteja
contido em A.

Considerando que zy, z e z + h sao vértices de um tridngulo A que estd

inteiramente contido em A e limita uma regido também contida em A, temos pelo

Teorema de Cauchy-Goursat que

[ ##yas=o.

Como
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obtemos

[ ryas— [ ryds= [ r)as,
70 2+h 202

que equivale a

Flz+h) = F(z)= [ f(8)d5.

Zoth
Notemos que h - f(z) = / f(2)dp. Portanto,
Z2+h
PEAD =P jiey= [ 1)~ 5] ds
z2+h

Como f é continua, dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal que |3 — z| < § implica
lf(B) — f(2)] <e. Assim, se 0 < |h| < § temos, pelo Lema que

F(z+h)— F(z) 1
e = ﬁ F(8) = ()] dB
z+
1
S RUGCREOIE
oth
1
< e |h| - e =¢,
de onde segue que F'(z) = f(z) e F' é uma primitiva de f. O

Teorema 3.32 (de Cauchy - Goursat). Sejam A C C um dominio estrelado e
f+A— C uma funcao analitica. Se v € um caminho fechado e suave por partes

em A, entdo
ﬁf@ﬁkzo. (3.26)

Demonstracao. Pelo Lema f possui primitiva em A e pelo Teorema segue
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que ﬁf(z) dz = 0.

O préximo resultado facilitara o célculo de algumas integrais.

Teorema 3.33 (Principio da Deformacao de Caminhos). Sejam o, 71, V2, -+, Vn
caminhos fechados simples tais que v1,...,7, estdo contidos no interior de vy e

sao dois a dois exteriores um ao outro. Veja a Figura[3.13.

b Vn
N V2
Yy \ S Y4
'@ @
‘ e 0 O
\T g A\
\\ L1 "y L
\\ ) -L2
IV 7 i__’_ﬁ_,___,

Figura 3.12: Principio da Deformagcao de Caminhos.

Seja f uma fungcdo complexa de uma varidvel complexa. Se a regido compre-
endida entre vo € V1, ..., 7n, juntamente com esses caminhos, estiver contida na

regiao em que f € analitica, entdo

/yOf(Z)dZ:/ylf(z)dZ+"'+/ f(z)dz, (3.27)

Tn
desde que todos os caminhos tenham a mesma orientacdo.

Justificacao: Um tratamento completo deste teorema requer o uso de conceitos
topoldgicos que nao serao explorados aqui. Em casos simples, conforme ilustra a
Figura , justifica-se o teorema introduzindo cortes Ly e L_1, Ly e L_o, ..., L,
e L_, que ligam vy a 71,7, - - ., Tn, respectivamente, todos contidos em uma regiao
A. O caminho assim obtido, 7o U L1 U (—y1) U (—=Ly) U...U L, U (—=v,) U (—Ly),
envolve uma regiao simplesmente conexa e, pelo Teorema de Cauchy-Goursat
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a integral ao longo dele é nula. Assim, como as integrais ao longo de Ly e L_1, Lo

e —Lo, ..., L, e L_, cancelam-se aos pares, obtemos

[mf(Z)dz—Llf(z)dz—[{Qf(z)dz_..._/ f(2)dz = 0.

n

Em particular, quando n = 1, temos

/70 f(z)dz = /%f(z) dz.

Neste caso, dizemos que estamos deformando o caminho de integragao -y no

caminho ;.

1
Exemplo 3.34. Calculemos a integral / —dz em que 7 é o caminho da Figura
v &
[3.341

Im(z)

Re(z)

Figura 3.13: Caminho v do Exemplo

Pelo Principio da Deformacao de Caminhos, podemos integrar a funcao f ao
longo de um caminho mais conveniente. Notemos que f é analitica em C\ {0}. Um
caminho v, mais conveniente que torna satisfeitas todas as hipdteses do Teorema

[3.33 é a circunferéncia centrada na origem de raio igual 1, que estd no interior de
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7. Assim, como 7 (t) = cost +i sent = e, 0 < t < 27, obtemos

1 1 2r 1 ,
/fdz:/ fdz:/ —.t-ie”dt:i[t]g":%ri.
v Z 2 0o €

O préximo resultado estabelece o valor de uma fun¢do num ponto zy em funcao

de uma integral ao longo de um caminho.

Teorema 3.35 (Férmula Integral de Cauchy). Se f é uma fungao analitica em
um conjunto aberto simplesmente conexo A e~y é um caminho fechado e simples

inteiramente contido em A, entdo, para qualquer ponto zg no interior de vy, tem-se

F(z0) = 1o f?)

2mi Jy 2z — 2o

dz.

Demonstragdo. Seja v; uma circunferéncia centrada em 2y no interior de .
=
\\\ it

{ T \\
J o /)// & 3 \ AN

N
\

\\(/ \% h ’ V /

Figura 3.14: Formula Integral de Cauchy.

Pelo Principio da Deformagao de Caminhos (Teorema [3.33)), temos

(2) dz = (2) dz.

Y& 20 72T 20

Na integral do lado direito, temos
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zZ— 20

/ f(2) d'z:/l f(z)—f<20)+f(zo)dzz/l f(z)—f(zo)dz+/1 f(20) A=

_ [ fe) =S

Z— 20

dz+ f(=0) [ Lo

ML 20

Afirmamos que /

ML=
0 <t <2r. Como +/(t) = ire™ dt, segue que

1 27 y it 27
/ dz:/ Ldt:/ i dt = 2mi.
N Z— 2 0 2zot+ret—z 0

dz = 2mi. De fato, digamos que (1) = 2z + re®,

Portanto,

A f(2) dZ:AIMdz+2Wi'f(ZO)'

12— X0 Z— 20
Como [ é continua em zq, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |z — 2y| < ¢ implica

|f(2) = f(z0)| < e. Se escolhermos v, = {z € C; |z — 2| = r}, com r < 9§, pela
Desigualdade ML (Lema [3.27)), obtemos

f(z)—f(zo)dz|< M‘dz‘<€/ ‘dz‘:g-Zﬂ'-T’ZQTFE
mo 2= 2 I |2 — 2o S Tm " |

Como ¢ é arbitrario, podemos concluir que

()= S

7 Z— 20

Por conseguinte,

L /() dz:L f(2) dz = 2mi - f(20),

12— 20

ou, equivalentemente,

f(z0) = ! [/ /() dz.

2w Jy 2 — 2
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[]

Exemplo 3.36. Determinemos o valor de / dz. Neste caso, temos que

Z —
|z—1|=2

f(2) = z e que zp = 2 é um ponto interior & circunferéncia |z — 1| = 2. Como todas

as hipdteses do Teorema [3.35] estao satisfeitas, podemos aplicd-lo. Pois bem,

/

|z—1]=2

- 5 dz = 2mi- f(2) = 2mi - (2) = 4mi.

Teorema 3.37 (Formula Integral de Cauchy para Derivadas). Se f é uma fungao
analitica em um conjunto aberto simplesmente conexo A e~y é um caminho fechado
e simples inteiramente contido em A, entdo f tem derivada de todas as ordens em

A e, para quaisquer n € N e zy no interior de vy, tem-se

f(")(zo) — ”'/ (f(z)dz'

270 Jy (2 — 2zp)"T!

Demonstragio. Pelo Teorema [3.35] temos que

f/(z(’)_;lg(l)f(zoth;z_f(ZO)_;llif%zlm'}lll/%d'z_[y f(z) dz]

T f(z) f(z)
_}gr(l)m.h/y[z—zo—h_z—zo]dz

L1 G = m =),
= h/ Z—zo—h)(z—zo) 4

h—0 271

. 1
zhm—,-—/ dz
h—0 21i h Jy (z — 29 — Z—zo)

= lim L / =7 /() dz.

h—0 27i Jy —h)(z — z)

Pela continuidade da f em |y|, podemos concluir que existe um ntimero real
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positivo M tal que |f(z)| < M, para todo z em |y|. Considerando v(t) = 2y + re®,

0 <t < 27, e escolhendo ]h]<g, temos que |z — 29| = r e |z — 2z — h| >
2=zl = bl > 7 =5 = 3
z — zo| — r——=_.

’ 2 2

Assim, aplicando o Lema temos

i) f(2) )
(el ey e L

h-f(z)
[,(z—zo)2(z—zo —h) dz

h
cf L
v |z — 20]?|z — 20 — h|
h|M
il 7o 2mr
r2. L
2
47 M | h|
p— T2 .

Ao fazermos h — 0, obtemos

f(=) = limll( /() dz = 1L( /(z) dz,

h—=0 271 Jy (2 — 29 — h) (2 — 20) 270 Jy (2 — 29)?

M]h|
2
n = 1. Para obtermos o resultado para as derivadas de ordens superiores, devemos

— 0 quando h — 0. Com isso, provamos o resultado para

uma vez que

repetir o mesmo processo. ]

22

Exemplo 3.38. Calculemos a integral / ﬁ dz, em que 7 é a circunferéncia
vy (& —1

z — 1| = 1. Pelo Teorema [3.37, temos que f(z) = 622, 2o =1en = 2. Assim,

|z — 1

f(2) = 22e%, f(2) = 2% +42%¢%" e ["(i) = 2e" + 4i%e” = 27! —de” ! = —2¢7 !

Com essas informagoes, segue que

/ (e dz = "(i) = i - (—2e7') = —2e .

|z—i|=1

Teorema 3.39 (Estimativas de Cauchy). Suponhamos que f é uma fungio analitica

em um conjunto aberto simplesmente conexo A e que a circunferéncia y(t) = zo+re”,
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0 <t <2, estd totalmente contida em A. Se |f(z)| < M, para todo z em vy, entdo

\M
|1 (z0)] < n?T neN. (3.28)

Demonstragio. Pelo Teorema [3.37], temos que

£ z0) = - /< e g,

2mi Jy (2 — z0)"
e, pelo Lema [3.27] concluimos que

nt M n!M
< . -9 .
1 (z0) ]2m|/ ]z—z|”+1 dz| = o pnrl T rm

Sabemos do Célculo Diferencial de fungoes reais que a fungao trigonométrica
f:R = R, dada por f(z) = cosz, é derivavel para todo x real e limitada, porém
nao é constante. O préximo teorema mostra uma surpreendente diferenga no
caso das fungoes complexas; toda fungao analitica e limitada em todo plano é

necessariamente constante.

Teorema 3.40 (Teorema de Liouville). Se f : C — C € uma fungao inteira e
M > 0 tal que |f(z)| < M, entao f é constante.

Demonstragio. Para cada zy € C, o Teorema [3.39 estabelece que

M
|f'(z0)] < —, paratodor > 0.
r
Fazendo r — 400, segue que f'(z9) = 0. Portanto, f’(z) = 0 para todo z € C,
de onde se conclui que f é uma fungao constante em C (Veja o Teorema [3.22)). [J

O Teorema de Liouville nos permite demonstrar de forma relativamente simples

o Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 3.41 (Fundamental da Algebra). Todo polindémio de grau n > 1 admite

a0 Menos uma raiz complexa.

Demonstragcao. Vale observar que, ao dizermos que o grau do polindbmio ¢ um

numero n maior ou igual a 1, estamos admitindo que o polinémio nao ¢é constante.
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Seja, pois, P(2) = a,2" + ap_12"* + ... + a1z + ag, em que a, # 0. Podemos
mostrar que P é uma funcao diferencidavel em todo plano complexo e, portanto,
inteira.

Devemos provar que existe zg € C tal que P(zy) = 0. Suponhamos que isto nao

ocorra. Entdo, P(z) # 0 para todo z € C e f(z) =

define uma funcao inteira
P(2) ¢
em C.

Observemos que |f(z)| — 0 quando |z| — 400, j& que

n |(Io| ‘an—l‘
wwaa@w—m— |

2" ||

de onde segue que |P(z)| — 400 quando |z| — +o00. Assim, podemos tomar R > 0
tal que |f(2)| < 1 para |z| > R. Por outro lado, como f é continua, existe M > 0
tal que |f(2)] < M para |z| < R. Portanto, |f(z)| < max{l, M} para todo z € C,
ou seja, f é limitada. Pelo Teorema de Liouville (Teorema , temos que f é
constante e, consequentemente, P também o é. Eis, pois, uma contradi¢ao. Logo,
existe zy € C tal que P(z) = 0. O

Em seguida, provaremos o Principio do Médulo Maximo, resultado que afirma
que uma funcao analitica nao constante f, definida num dominio A, é tal que
| f| ndo possui valor méximo em A. Para tal, precisaremos do préximo resultado

auxiliar.

Lema 3.42. Sejam D(z,7), v > 0, um disco aberto e f : D(z9,7) — C uma
fungdo analitica. Se a imagem f(D(zp,7)) estd contida num circulo |w| = «, entao

f € uma fungao constante.

Demonstragcio. Se a = 0, o resultado é trivial. Suponhamos, pois, a > 0 e

escrevemos f = u+iv. A fungdo g(z,y) = |f(2)| = \/uQ(x, y) + v2(x,y) é constante

em D(zp,7), pois é igual a «, tem derivadas parciais continuas e

o1 [ o],
or  Vuz+2| Ox or|
9 1 [ou, ]
oy  VuE+2| Oy Oyl
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Como valem as Equacoes de Cauchy-Riemann, obtemos

ou n ov 0
U— + VUV =
ox ox
e
ou v 0
U— — U— =
Ox o ’
ou  Ov ,
de onde segue que — = — = 0¢e f'(2) = 0 em todos os pontos z de D(zg,r).
x x
Pelo Teorema concluimos que f é constante em D(zg, 7). O

Teorema 3.43 (Principio do Médulo Méximo). Sejam A um conjunto aberto
simplesmente conexo em C e f: A — C uma fungdo analitica. Se existe um ponto

20 € A tal que |f(z0)| > |f(2)|, para todo z € A, entao f é uma func¢do constante.

Demonstragio. Seja D(z,7) um disco centrado em zy tal que o fecho D(zg, 1) esta
contido em A, com r > 0. A fronteira de D(z,7) é expressa por v(0) = 2z + re'?,
0 < 0 < 27. Pela Férmula Integral de Cauchy (Teorema [3.35)), temos que

O E

2m Jy 2 — 2
127 f(zo + re)rie®

f(Zo) =

_ b , do
2mi Jo retd
1 27 )

= —/ f(z0 + 7€) db.
2w Jo

Portanto, pelo Lema e da hipétese de que |f(z)| < |f(20)| para todo z € A,

obtemos

7 < oo [ 7 (ot re) @0 < o [ 1) d8 = 51 f (o)l 27 = | (o)l
o que implica ,
;ﬂ/ﬂ [1£(0)| = [ £(z0 + )] db = 0. (3.29)

Como o integrando em ([3.29) é uma funcdo continua e ndo negativa, segue que

|f(20)] = ‘f(zo + rew) , para todo 6 € [0, 27,

de onde concluimos que a imagem de D(z,r) por f estd contida no circulo
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lw| = |f(20)]- Pelo Lema [3.42) f é uma fungao constante em D(zg,7). Sendo r
arbitrario, a prova esta completa. O

Finalizamos este capitulo com uma reciproca do Teorema |3.29

Teorema 3.44 (de Morera). Sejam A um dominio em C e f: A — C uma fungao

continua. Se / f(2)dz = 0 para todo caminho triangular A C A, entdao f é
A

analitica.

Demonstraciao. Devemos mostrar que f possui derivada em todos os pontos de
A. Com efeito, dado zy € A, seja D(zp,r) um disco aberto centrado em zy em

A, com r > 0. Esse disco é um dominio estrelado. Repetindo a demonstracao do

Lema |3.31] utilizando / f(2)dz = 0 para A C D(zy,7), concluimos que f tem
A

uma primitiva em D(zg,7) e, por conseguinte, é derivavel em zy. Como zy é um

ponto arbitrario de A, o teorema estd provado. O
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3.4 Exercicios propostos

1. Calcule as integrais reais a seguir.

(a) /14(5x+¢5)da:; (h) /OWCOSS:L’dx;
() [ G) [ 2w d
(c) /OzseDQxdx; ) /Ogcoszxdx;
@ [ (-2 ar () [ a
(&) [ VarTds O [ Ve
() [ 5w (m) [ s
(&) [ (Gr+1) o w [

2. Nos itens a seguir, calcule as integrais de linha [ f(z,y)dz, [ f(x,y)dy e

[ f(z,y) ds com relagao aos caminhos 7 indicados.
(a) f(z,y) =23+ 2xy*, v =2t,y=t>ec0<t <1
(b) flzyy)=y*, x=t*, y=2te 0 <t <2
(c) flz,y) =2xy, x =5cost,y=>5sent e <t <m/4
(d) f(x,y) =zy* e v é a metade do circulo 2% + y* = 16.
(e) flz,y) =322 +6y*, y=2r+1e—-1<x<0.
(f) f(z,y) =y, x =4sent, y =4cost e 0 <t < /2.
(g) f(x,y) =x seny ey é o segmento de reta que liga (0,3) a (4,6).

(h) f(x,y) = 2% — /v ey é o0 arco da curva de (1,1) a (4,2).
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3. Nos itens de (a) a (1), calcule [ f(z)dz, em que f e v sdo dados.

(a) f(z)=z2zery(t)=¢" 0<t<2m.

(b) f(z) =

z+1

ey(t) =3e" 0<t<2m.

1

Z — 20

(c) f(z)= ey(t) =z +re, 0 <t <2m 1> 0.

(d) f(2)=322—2z,0ondey éz(t)=t+it? 0 <t <1.

(e) f(z) = 2%+ iy?, onde v ¢é o segmento de reta de z =1 a z = i.

(f) f(z) =2? —y? +i(x — y?), onde 7y é o segmento de reta de z =0 a 2z = 3 + 2i.
(g) f(z)=22er(t)=ret, 0 <t <.

(h) f(z)=|z]*,ondeyéax=t2ey=1/t,1 <t <2.

@) f(2) =" eq(t) =", 0<t <27
z

() f(z) = 672 en(t)=¢€", 0<t<2m

(k) f(z) =

1) f(z) == 2ee'y(t):2—1—6”,O§t§27r.
Z p—

b . ) b
4. Mostre que / etdt =i (em — eZb) e /

a

ikt 1 b ika kb
et dt = ? (e e )
5. Seja v um arco de circulo parametrizado por z = z() = re??, a < 0 < .
B )
Prove que / f(z)dz = ir/ f(z(6))e™ ab.
¥ a

kz
6. Mostre que /—dz = 2mi, onde k é uma constante real e y(t) = ",

v 2
0<t<2m.
7. Use o resultado do Exercicio 6 para mostrar que / et cos(ksent) dt = .
0

8. Seja p: C — C uma fungao polinomial nao constante. Mostre que p é uma

funcao sobrejetora.
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9. Sejam A = {z€C : 1<|z]<2}ep: A — C uma fungdo polinomial.

Mostre que, se 7 é um caminho suave por partes em A, entao /p(z) dz = 0.
v

10. Nos itens de (a) a (j), calcule as integrais ao longo dos caminhos fechados

indicados.

(a) /z|:5 z :l?)z' az;

() |2]=5 (Z_Z;V =
(©) |2|=4 2 iZm' 4z

@ [ —a

(e) |2|=3 Zz;?-ZZ—Zi_M 4z
() |2|=1 3CZOiZ7T 4z

52

(g)

-
lo—il=1 22+ 4

224+ 32421
lz45/=3 22+ 32 —4

(h) dz;

cos 2z

(i) ‘ dz;

z|=1 25
) z
j ——dz.
(W) lzj=4 (2 — 1)(2 = 2)
11. Sejam P(z) = a,2" + ap_12" ' + ...+ a1z + ap um polindmio de grau n > 1
e z; um nimero tal que P(z1) = 0. Mostre que P(z) = (z — 21)Q(z), em que

@ ¢ um polinémio de grau n — 1.

1
12. Mostre que /
v (2 —20)(z — 21)
0s pontos zg € 2.

dz = 0 para qualquer caminho v que circunde



4 Sequéncias e séries

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de sequéncias e séries de niimeros
complexos. Uma considerdvel parte dos resultados é andloga a teoria da Analise
Real.

Uma consequéncia imediata da Formula Integral de Cauchy para Derivadas,
que nos mostra que uma func¢ao complexa f possui derivadas de todas as ordens
em um ponto zy numa regiao A do plano complexo, é que essa fun¢ao sempre pode
ser expandida em uma série de poténcias com centro z.

Veremos, também, um outro tipo de série, a qual chamamos de Série de Laurent,

que é uma generalizacao da Série de Taylor.

4.1 Sequéncias

Definicao 4.1. Uma sequéncia de nimeros complexos é uma fungio do

conjunto dos nimeros naturais N ={0,1,2,3,...} em C,
z:N—=C.

O nimero complezo z(n) é chamado o n-ésimo termo ou termo geral da

sequéncia e é também denotado por z,.

As notagoes mais usuais para sequéncias de nimeros complexos sao: {z,}

{Zn}a (zn)nEN € (Zn>
Por exemplo,o0s cinco primeiros termos da sequéncia {5i"}, definida pela funcao
z(n) = 5i", sdo z(0) =5, z(1) = bi, 2(2) = =5, 2(3) = —hi e z(4) = 5.

Observemos que, & medida que n cresce, o termo geral 2z, = 5i" nao se aproxima

neN?

129
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de um nimero complexo fixo e, como no caso real, dizemos que esta sequéncia é
divergente.

Quando o termo geral z, de uma sequéncia se aproxima de um niimero complexo
fixo z, quando n — 0o, dizemos que a sequéncia é convergente e que z, converge

a z.

3ni+27, .
- ¢ é convergente, pois seu termo geral z, =
n+n

Exemplo 4.2. A sequéncia {
3nt + 2

- se aproxima de = + =7 quando n — oco. Com efeito, como
n+ ni 2 2

C3ni4+2  (Bni+2)-(n—ni)  3ni+3n® +2n — 2ni

R (n+mni)(n—ni) 2n2
3n>+2n  3n*—2n
T o2 * mz
temos que
3n% +2n 3
(Re)(z,) = oz — 3
e
(im)(z) = 2222
2n? 2
quando n — oo. Portanto, a sequéncia considerada converge ao niimero complexo
Coi

De forma intuitiva, calculamos os limites das partes real e imaginaria quando
n — oo para obter o limite da sequéncia. Esse calculo estd correto segundo
um resultado que iremos demonstrar. Mas antes de exibir tal resultado, vamos

formalizar a apresentacao dos conceitos citados na discussao anterior.

Definicao 4.3. Um numero complexo L € o limite de uma sequéncia de nimeros

complexos (z,) se, dado € > 0, existe ng € N tal que

n>ng = |z, — L| <e.
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FEscrevemos
lim z, =L ou zn — L.

n— oo
Se L € o limite de (z,), dizemos que a sequéncia (z,) converge a L.
Uma sequéncia que possui limite é chamada convergente e uma sequéncia que

nao possui limite € chamada divergente.

Daqui para frente, quando escrevermos lim 2z, = L ou z, — L, estard subenten-
dido que n — oo. Com a definicao de limite apresentada, provaremos o préximo

resultado.

Teorema 4.4. Seja {z,} uma sequéncia de nimeros complexos. A sequéncia {z,}
converge para o numero L = a + bt se, e somente se, as partes real e imagindria,

Re(z,) € Im(zy,), convergem para Re(L) = a e Im(L) = b, respectivamente.

Demonstracao. Escrevemos z,, = a,,+1b,, n € N. Suponhamos que z, — L. Entéo,
dado € > 0, podemos encontrar ng € N tal que |z, — L| < &, sempre que n > ny.
Para qualquer niimero complexo z = = + iy, temos que |z| < |z| e |y| < |z|.

Pondo z = 2z, — L = (a, — a) + i (b, — b), segue que se n > ng entao

la, —a| <z, — L] <¢

b, —b] < |z, — L| <e.
Portanto, a,, — a e b, — b. Reciprocamente, se a,, — a e b, — b, entao dado
€ > 0, existem niimeros naturais n, e ny tais que

3

n2n1:|an—a\<2

n2n2:>|bn—b]<g.
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Ao escolher ny = max {ny,ns}, temos que, para n > ny,

|zn, — L| = |ap +ib, —a —bi| = |a, —a+1i(b, —b)|
< |a, — a| + |b, — b|
BN
2 2 7
de onde segue que z, — L = a + bi, em que Re(L) = a e Im(L) = b.
]

Se existe o limite de uma sequéncia, entao ele é tinico. E o que provaremos a

seguir.

Teorema 4.5 (Unicidade do limite). O limite de uma sequéncia de nimeros

complexos, quando existe, € unico.

Demonstrag¢io. Suponhamos que lim z, = Ly e limz, = Lo, com L; # Ly. Seja
€ = ‘le;]”l > 0. Se limz, = L, entdo existe n; € N tal que n > n; implica
|z — L1] < e. Se limz, = L, entdo existe ny € N tal que n > ny implica

|zn — La| < e. Seja ng = max {ny,ny}. Assim, para n > ng, temos que

|Ly — Lo| = |L1 — 2n + 20 — Lo| <[22 — Li| + |20 — Lo
Ly = Lo| | |L1 — Lo
<
2 * 2
- |L1_L2|7

o que é absurdo. Logo, devemos ter Ly = Lo.
m

Como no caso real, uma sequéncia (z,) de nimeros complexos convergente é,
necessariamente, limitada. Provaremos este fato abaixo. Uma sequéncia (z,) é

limitada quando existe M > 0 tal que |z,| < M, para todo n € N.
Teorema 4.6. Toda sequéncia de niumeros complexos convergente é limitada.

Demonstrag¢io. Seja (z,) uma sequéncia de niimeros complexos convergente. Supo-

nhamos que lim 2z, = L. Entao, para ¢ = 1, existe ny € N tal que

n>ny = |z, — L| <1,
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de onde se obtém |z,| < 1+ |L|, para n > nyg.
Seja M = max {|z1], |22, .-, |2no|, 1 + |L|}. Entéo, |2,| < M, para todo n € N,

0 que mostra que a sequéncia (z,) é limitada. ]

Para quaisquer sequéncias de niimeros complexos, valem as seguintes proprieda-

des:

Proposicao 4.7. Se (z,) e (w,) sao sequéncias de nimeros complexos tais que

limz, = Ly elimw, = Ly, entdo:
(i) lim cz, = cLy, em que c € C;
(i) T (2 + w2) = Ly + La;

(1i7) nh_}IIOlo(Zn cwy) = Ly - Lo;

n L
(iv) lim Zno_ L—l, se Ly #0 e w, # 0, para todo n € N.

n—0o0 wn 2
Demonstragao. (i) Digamos que Ly = a} +ib]. De lim z,, = L; e do Teorema
segue que lima,, = a} e limb,, = b}, que sdo os limites das partes real e imaginéria

de (zy,), respectivamente. Entao, dado € > 0, existem ny,ny € N tais que

Seja ng = max {ny,ny}. Assim, para n > ng, temos que

cz, —cL| =|cla, +1ib,) — cld +ib))| = |ca,, + icb, — ca’, —icl
1 1 1 1
= |c(a, — ay) +ic(b, — b))

< |cllan — ai| + |cl[bn — b

5
<le| - ==+ ||

S
. — =
2|c| 2
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de onde se conclui que lim ¢z, = cL.

.. . . . . €
(77) Dado € > 0, existem ny,ny € N tais que n > n; implica |z, — L] < 3 en > ny

S €
implica |w, — Lq| < 7 Sendo ng = max {ny,ny}, temos que, para n > no,

’(Zn — U)n) — (Ll + L2)| = |Zn - L1 + L2 — wn|
< |z — Ln| + wy, — Lo

<€+6_
2 2

Logo, lim(z, + w,) = L; + Lo.

(74i) Da convergéncia de (z,), temos que a mesma ¢ limitada, isto é, existe M > 0

tal que |z,| < M, para todo n € N. Portanto,

|2n Wy — Ly - Lo| = |2y - Wy — 2 - Lo + 2y - Lo — Ly - Lo
= |zn(wy — La) + La(2n — L1))|
< |2n||wn - L2| + |L2||Zn _L1|

Dado € > 0, existem ny,ny € N tais que n > n; implica |z, — Li| < 2]L |

2
n > ny implica |w, — Ls| < —— 2M Ly #0e M # 0. Escolhendo ng = max {ny,no},
para n > ng, temos que

|2n - wn — Ly - Lo| < M - + | Lso| - =g,

2M 2|L |

de onde se conclui que lim(z, - w,) = Ly - Lo.

z 1
(iv) Observemos que — = z, - () Entao, pelo item (iii), basta provar que
wn wn
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1 1
() converge a ——. Notemos que
2

n

1 1

W, L2

wn—Lg

. (4.1)

’Lg—wn

wn-LQ U)n'LQ

Como Ly # 0, w, # 0 e w, — Ly, quando n — oo, podemos garantir que
2

L 2
existem nq,ny € N tais que |w,| > sen>nye|w,— Ly <e- | 22| sen > no.
Escolhendo ny = max {ni,ns}, temos, para n > ny,
‘ 1 1@ 2 | Lo
[ c£ - =g,
Wn, L2 |LQ|2 2
o1 1 )
o que mostra que lim — = T Como lim z,, = L, segue, por (iii), que
Wp, 2
1 L
lim(z, - w,) = lim z, - <) .
n L2
]

Apresentaremos a seguir o critério mais importante para decidir se uma sequéncia
é convergente ou nao, que é o Principio Geral de Convergéncia ou Principio de

Cauchy.

Teorema 4.8 (Principio de Cauchy). Uma sequéncia de nimeros complexos (z,)
¢ convergente se, e somente se, dado qualquer nimero € > 0, é possivel encontrar

ng € N tal que
m,n>nyg = |zZm— 2n] <e. (4.2)

Demonstra¢io. Primeiramente, suponhamos que a sequéncia (z,) seja convergente.

€
Entéo, dado & > 0, podemos encontrar ng € N tal que m > ng implica |z, — L| < 3
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. . € .
e n > ng implica |z, — L| < 3" Assim,

|2m — 2zn| = |2m — L+ L — z,]

< |2m — L] + |20 — L

para m,n > ng.

Reciprocamente, supondo a validade de , precisamos provar que existe
L € C de modo que (z,) convirja para esse valor. Mostremos, a principio, que a
sequéncia (z,) é limitada.

Para ¢ = 1, podemos encontrar ny € N tal que m,n > ng implica |z, —
zp| < 1. Assim, para n > ng, temos que |z,, — z,| < 1 e 2z, € D, em que
D={z€C:|z—zy,| <1}

Fora de D ha finitos pontos de (z,) que estdo contidos em um disco D(0; R).
Tomando M = max {R,|z,,| + 1}, concluimos que (z,) C D(0; M). Aplicando o
Teorema de Bolzano-Weierstrass (ver [I1], pagina 26) a [Re(z,)] e [Im(z,)], temos
que existem subsequéncias [Re(z,,)] e [Im(znl,)} que convergem. Por simplicidade
de notacao, denotaremos essas subsequéncias por [Re(z,, )] e [Im(z,,)]. Digamos
que

Re(z,,) > a e Im(z, )—b, coma,beR.

Pelo Teorema [4.4] temos que
Zn, =+ L=a+1b. (4.3)

Agora, precisamos provar que (z,) converge para L. Com efeito, dado € > 0,
5
existe ng € N tal que n,m > ng implicam |z, — z,| < 3 Além disso, por (4.3),
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. € .
temos que existe n; > ng tal que |z,, — L| < > Assim, para n > ng, temos

|zn — L] = |20 — 2n, + 20, — L]

< |2zn = 2| + |20, — L

0 que completa a prova. O]

4.2 Séries de niimeros complexos

Dada uma sequéncia de niimeros complexos (z,), podemos associar a ela uma
nova sequéncia (s,), chamada sequéncia das somas parciais de (z,) ou sequéncia

gerada por (z,) e definida recursivamente por

S0 — <o
s1 =350+ 2 = (20)+ 2

82251+22:(20+21)+22

Sp=8n-1+zm=(20+21+ ...+ 202+ 2n_1) + Zn.

n
Observemos que s, = Y z; € que 2, = s, — S,—1 para qualquer n € N.
j=0

Definigao 4.9. Uma série numérica € a sequéncia (s,) gerada por uma sequéncia
(z,) de nimeros complexos.

A série numérica gerada por (z,) € denotada por

00
S
n=0

o
Chamamos z, de o termo geral da série Z Zp,-

n=0
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o0

Dizemos que a série Y. z, é convergente quando existe s = lim s,, e chamamos
n=0

[e.°]
s de a soma da série. Se (s,) divergir, diremos que a série Y. z, é divergente.
n=0
Quando queremos verificar se uma série converge ou nao, observamos inicial-
mente se o termo geral da série possui limite nulo. O critério, a seguir, é apropriado

para atestar que uma série é divergente.
Teorema 4.10. O termo geral de uma série convergente tem limite igual a zero.

(e.)

Demonstracio. Seja s a soma da série Y. z,. Entdo s = lims, e s = lims,,_;.
n=0

Como z, = s, — S,_1, segue que

lim z,, = lim(s,, — s,-1) = lims, —lims, 1 =s—s=0.

]

Para saber se uma série diverge, basta aplicar a contrapositiva do Teorema 4.10
se lim z,, # 0, entao a série ioj z, diverge.

Como estamos trabalhann_c(l]o com numeros da forma z = z + 1y, x,y € R, é
natural que, em termos de séries de niimeros complexos, possamos separar o termo

o0
geral z, em partes real e imaginaria. Assim, para que a série ). z, convirja é

n=0
’ . . z . Y . x X . .
necessario e suficiente que as series de ntimeros reais Z Iy € Z Yn CcOnvirjalmn. Esse
n=0 n=0

fato é constatado a seguir.

Proposicao 4.11. Seja z, = x, + iy, um nimero complexo para cada n € N. A

série Y. z, € convergente se, e somente se, as Séries Y. T, € >, Y, SGo convergentes.
n=0 n=0 n=0

Demonstracao. Para n € N, temos que
2+z2+ .tz =(o+z1+...+x)+i(Wot+y1+ -+ Yn)

Suponhamos que T}LHC}OZ z; = L1 +1ily, onde Ly, Ly € R. Pelo Teorema 4.4} segue
i=0

que
n n
lim r, =L e lim =1
n—00 2;) ! ! n—00 ZO Yi 2
1= 1=
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o0 o0
que sao as somas das séries reais Y, x, € Y. y,, respectivamente. Portanto, as
n=0 n=0

o0 >
séries > x, e Y. ¥y, convergem.

n=0 n=0
n

n n

Reciprocamente, se lim v, = L1 e lim . = Lo, entao lim z; =

P cse fim @i = Lue lim )y = Lo Him, 2 2
1= 1= 1=

Ly + i Ly, pelo Teorema [4.4] concluindo assim que

Zzn:Ll—i-z'[Q:an—i-i Zyn
n=0 n=0 n=0

]

o0 [e.e]
Proposigao 4.12. Sejam Y z, e > w, duas séries convergentes e o um numero
n=0 n=0

oo o (o @]
complexo qualquer. Nessas condigoes, as séries Y. (z, +wy) € Y azp =a > 2z,
~ n=0 n=0 n=0

sao convergentes.
Demonstragio. Sejam s, e S, as sequéncias de somas parciais de (z,) e de (w,),

respectivamente. Entao, utilizando a Proposigao [4.7, obtemos

> (20 +wy,) = lim (s, + S,)
n=0
=lims,, +1im S,
= Z Zn + Z Wn,
n=0 n=0
e
o0 oo
nz::Oazn = nh_)rroloasn = anh_g)losn = anzz:ozn.

]

Na sequéncia, veremos um critério elementar de convergéncia para séries de
nimeros reais nao-negativos.
oo o
Teorema 4.13 (Critério da Comparagao). Sejam Zo a, e Zo b,, séries de nimeros
reais, em que a, > 0 e b, > 0 para todo n > 0. Sgﬁonhamn(;s que existam n € N e

C > 0 tais que a, < Cb,, para todo n > 7. E verdade que:
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(e.) e.)
(1) se > b, € uma série convergente, entio Y. a, também o é;

(o) o0
(ii) se Y a, € uma série divergente, entio > b, também o é.
n=0 n=0
Demonstragcao. Sem perda de generalidade, assumamos que a,, < Cb,, para todo
n > 0.
(1) Sejam s, = agp+ay1+ ...+ a, e s, =byg+b + ...+ b, as somas parciais de

o o .
> a,e > b, respectivamente.
n=0 n=0

o0

Pelo Principio de Cauchy (Teorema [4.8) e da hipdtese de que Y b, é uma série
n=0

convergente, temos que, dado € > 0, existe ng € N tal que n,m > ng implicam

€
|s! — s | < =. Podemos supor que n > m > ng e escrever n = m + p, em que
p €N, p>1. Assim,

5
17 = Sl = |5004p = Spul = brgt + by + o F by < 5.

C

Como a, < b,, para todo n € N, segue que

|Smap = Sm| = Gmi1 + Gma2 + - F Ay
S C(bm+1 + bm+2 +.. + bm+p)

19
<O'5_

2P

o0
para m > ng. Novamente, pelo Critério de Cauchy, concluimos que 3} a, ¢
n=0

convergente.

[e.°]
(72) Suponhamos que Y b, seja uma série convergente. Entao, por (i), a série

n=0

o [o.¢]
> a, é convergente, o que contraria a hipotese. Logo, > b, é divergente.
n=0 n=0

[]

o0
Definicao 4.14. Dizemos que uma série numérica ». z, ¢ absolutamente con-
n=0

e8]
vergente quando a série Y. |z,| € convergente.
n=0
Ve . S Ve . S . ~ .
Se a série Y z, for convergente e a série Y. |z,| for divergente, entio diremos
n=0 n=0

o0
que a série Y, z, € condictonalmente convergente.
n=0
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o0

Proposicao 4.15. Se a série Y. z, € absolutamente convergente, entao ela é
n=0

convergente.

Demonstracao. Seja s, = zg + z1 + ... + 2z, a n-ésima soma parcial de Y z,.
n=0
Observemos que, pela Desigualdade Triangular, tem-se

Smtp — Sm| = [Zm+1 + Zmtz + o+ Zmgp-1 + Zmap|

< |zma1| + zmael + -+ [Zmap-1] + |2,

para quaisquer m,p € N.
[o.¢]
Notemos, também, que a n-ésima soma parcial de Zo |zn| é dada por s/, =
n=

21| + |22] + ... + |2a| €, portanto,

|5m+p /m| = ||zmy1| + 2| + ... + ‘Zm+p—1| + ‘Zm-l-pH = |Zmyr| + ..+ |Zm+P|

|Sm+p Sm| < |Sm+p S;fn |7 (44)

para quaisquer m,p € N.
Por hipétese, a série Z |zn| é convergente. Entédo, pelo Critério de Cauchy,

dado € > 0, existe ng € N tal que
m>ng = — s | <e, (4.5)

m+p m
Por (4.4) e (4.5)), vemos que

m > ng = |Smip — Sml| <€,

o0
de onde concluimos, novamente pelo Critério de Cauchy, que Y z, é uma série
n=0

convergente. ]

4.2.1 Série geométrica

As séries geométricas sao aquelas formadas pela sequéncia dos termos de uma
progressao geométrica e seu estudo ¢ bastante relevante no que diz respeito a andlise

da convergéncia de séries.
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Uma série da forma

Y art=a+az+a”+... +az" +a"+. .,

n=0

com a, z € C, é chamada de série geométrica e sua n-ésima soma parcial é dada

por
sp=a+az+az+... +a"t +az" (4.6)

Vamos encontrar uma férmula para s,. Pois bem, multiplicando (4.6) por z,

temos

28, =az+az> +az®+ ... +az" +az"". (4.7)

Subtraindo (4.7) de (4.6), obtemos
Sp—28p = (a+az+az’ +... +az" " +az") — (az +az* + a2’ + ...+ az" +az")

ou seja,

sp(l — 2) = a — az",

de onde segue que

a(l Zn+1)
1 — n+1
Quando |z| < 1, 2" tende a zero quando n — +oc e, portanto, lim Miz) =
a 1—=z
1—2z

Quando |z| > 1, 2"*! ndo tende a zero quando n — +o0o. Nesse caso, a série

geométrica diverge.

Exemplo 4.16. A série Z (;) é geométrica com a = 1 e z = % Como

n=0
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1
2| = 3 < 1, a série é convergente e sua soma € dada por

i (z)” 1 1 2 4 n 2 .

— = - = - = - = = — 1.

Z\2) T 7T 21T 2-i 55
2 2

Na secao anterior, provamos o Critério da Comparacao (também chamado Teste

da Comparacao) para séries de niimeros complexos cujas partes real e imaginaria

sa0 numeros reais nao negativos. Os dois proximos teoremas apresentam dois testes

bastante utilizados para determinar a convergéncia de séries infinitas.

o0
Teorema 4.17 (Teste da Razdo). Seja Y. a, uma série de niimeros reais positivos
n=0

tal que existe

o a
lim " — 1 > 0.
an

(a) Se L < 1, a série converge.
(b) Se L > 1, a série diverge.

Demonstragio. (a) Consideremos um nuimero real d tal que L < d < 1. Pela
o~ .. . an-i—l . .
defini¢ao de limite, a partir de um ng, temos que —— < d, o que implica a, 1 < da,.
G,
Assim, temos as seguintes desigualdades: a,11 < and, Unio < Anprd < apd?,

Unis < Apiod < a,d®, ... e de uma forma geral, a, ; < a,d®, k=1,2,....

[©.°]
A série Y. d* é absolutamente convergente, pois é uma série geométrica em

n=0
o0 o0
que 0 < d < 1 e, a partir do indice n + 1, a série Y. a, ¢ majorada por Y a,d".
n— n=0
o0
Portanto, pelo Critério da Comparacao (Teorema 4.13), a série Y. a, é convergente.
n=0

T . Opp . .
(b) Para o caso L > 1, a série é divergente, pois 2—+ > 1 implica que a, 11 > a,

n
para n suficientemente grande, mostrando que o termo geral nao tende a zero.

]

Exemplo 4.18. A série § i

é absolutamente convergente, pois pelo Teste
n=0 (TL — )'

da Razao, temos

Ap+1
Qnp,

(=)™ (n—1)!
n! (=)™

lim
n—oo

n—o0

—lim‘
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Teorema 4.19 (Teste da Raiz). Seja Y a,, uma série de termos positivos tal que
n=0
existe

nh_)ngo Va, =L > 0.

(a) Se L <1, a série converge.

(b) Se L > 1, a série diverge.

Demonstragio. (a) Tomemos um nimero real d tal que L < d < 1. Pela definigao

de limite, temos que {/a, < d < 1 e, portanto, a, < d" para n suficientemente

o
grande. A série ) d" é geométrica e convergente, pois 0 < d < 1. Entao, pelo
n=0

o0

Critério da Comparacao (Teorema [4.13)), = a, é uma série convergente.
n=0

(b) Para L > 1, temos que {/a, > 1 implica a, > 1 para n suficientemente

grande. Portanto, a série diverge, pois seu termo geral nao tende a zero.

[]

00 2 n

Exemplo 4.20. A série > (2 n ) ¢ absolutamente convergente, pois pelo Teste
n=0 7

da Raiz (Teorema [4.19)), temos

. 2 \" _ 2
lim ¢ < > = lim ‘ -
n—o00 2 +1 n—oo |9 +1

4.3 Séries de poténcias

2 25

= =2

N

Consideremos agora sequéncias de fungoes, ou seja, uma correspondéncia que
a cada nimero natural n € N associa uma fungao da variavel complexa z, f,(2),
definida num subconjunto de C. Vamos nos concentrar num tipo especifico desses

objetos: sequéncias de poténcias de z — zg, em que f,,(2) = a,(z—20)", an, 2, 20 € C.

Defini¢ao 4.21. Dada uma sequéncia (a,(z — 29)"), a série por ela gerada é

denominada série de poténcias de centro zy e denotada por

Y an(z —2)" =ao+ai(z — 20) + as(z — 20)> + ...+ an(z — 2)" +.... (4.9)

n=0
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o

Um exemplo bem conhecido de série de poténcias é a série geométrica > 2".
n=0

Surgem-nos as seguintes questoes: para quais valores de z essa série converge? E

para quais valores de z a mesma diverge?
o0
As reduzidas da série . 2" sao dadas por

n=0

1 — zn+1

l+2z+224+...+2"= , n>0ez#1. (4.10)

11—z

Sabemos que se |z| < 1, entdo lim 2™ = 0 e, portanto, a série geométrica dada

converge e

1

(oo}
no__
7;)2 1=z

por (L10).
Quando |z| > 1, temos que lim |z|" = oo e, assim, a série diverge. Além disso,
quando |z| = 1, a série geométrica em questao é claramente divergente.

o0
Portanto, a série de poténcias Y. z" converge no disco D(0,1) e diverge fora
n=0
7’ . . A . 7 . x
dele. R = 1 é denominado o raio de convergéncia da série > 2" e D(0,1) seu
n=0

disco de convergéncia. A fim de determinar o raio de convergéncia de uma série de

poténcias qualquer, apresentamos o seguinte resultado.

Teorema 4.22. Consideremos a série de poténcias da em (4.9). Seja R o nimero

real dado por
1

~ limsup |la, |2/

(4.11)

(i) Se |z — zp| < R, entao a série (4.9) converge absolutamente.
(it) Se |z — zo| > R, entdo a série (4.9)) diverge.

O nimero 0 < R < 0o é denominado raio de convergéncia da série de poléncias

(4.9) e 0 o disco D(zo, R) seu disco de convergéncia.

Demonstragio. Para demonstrarmos (i) e (ii), vamos supor que zo = 0, sem perda

de generalidade.
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(7) Suponhamos que |z| < R. Podemos afirmar que existe um nimero real r tal

. , 1
que |z| < r < R. Dessa forma, existe um ntimero natural ng tal que |a,|"/" < =~
,

1 1
para todo n > ng, pois — > —. Dal,
r R

1
lan| < - para todo n > ny. (4.12)

Multiplicando ambos os membros da desigualdade (4.12)) por |z|", segue que

2" Z\"

la,z"| < %, o que implica |a,2"| < u para todo n > ng. Portanto, a partir
r r

n
, . X p . , .0 X z .
de ng, a série Y |a,z"| é majorada pela série Y <||> , que converge ja que

||

— < 1. Segue, entao, do Critério da Comparagao (Teorema |4.13)) que a série de
,

o0
poténcias Y. a,z" converge absolutamente quando |z| < R.
n=0
(72) Suponhamos que |z| > R. Escolhemos um nimero real r tal que |z| > r > R.

Assim, — < = e, da definicdo de lim sup, hd uma infinidade de niimeros naturais n
r

1 2\" e
para os quais — < |a,|"/". Dai, |a,z"| > 2] para uma infinidade de nimeros
r r

2]

naturais n e, como () > 1, |a,2"| ndo converge para zero. Portanto, quando
T
/ . A . w .
|z| > R, a série de poténcias Y. a,z" diverge. O
n=0

Existe outra férmula para calcular o raio de convergéncia R de uma série de

poténcias, conforme constataremos no préximo resultado.

o
Teorema 4.23. Se Y. a,(z — 20)" € uma série de poténcias, com a, # 0, para

todon € N, e R € seu raio de convergéncia, entao

R = lim |-

n—oo

: (4.13)

an—i—l

desde que esse limite exista.

Demonstra¢io. Supondo a existéncia do limite em (4.13]), temos pelo Teste da
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~ 7/ . S
Razao (Teorema [4.17)) que a série Y. a,(z — 2p)" converge quando
n=0
+1
) Ans1(z2 — 20)"
lim |2+ ( ) <1,
n—oo | a,(z — z)"
ou, equivalentemente, quando
. an(z — z2p)" . a 1 . a
lim n{ ) o| = lim " = lim ">,
n—=00 | @, 11 (2 — 20)"F n—=o0 | a, (2 — 2) |2 — 20| 7% | Ay
de onde segue que
|z — 20| < lim = R,
n—oo an+1
conforme atesta o Teorema [£.22}(¢).
oo
Por outro lado, pelo Teste da Razao (Teorema [4.17)), a série > a,(z — zp)"
n=0
diverge quando
+1
) Api1(z2 — 20)"
lim |2+ ( ) > 1,
=0 | q,(z — z)"
ou seja,
. an(z — 2o)" . a 1 . a
lim n ) 7| = lim o = lim "<,
n—oo an+1(z — Zo)n+ n—oo an+1(z — ZO) |Z — ZO| n—00 an+1
ou, equivalentemente, quando
|z — 20| > lim = R,
n—oo an+1
conforme afirma o Teorema (ii). O

n

x z
Exemplo 4.24. A série ) — tem raio de convergéncia R = oco. Com efeito,

1
sendo a, = —, temos
n!
: . n+1)! . n+1)-n!
R = lim = lim u:hm %
n—00 | @, 1 n—00 n! n—00 n!

= lim |n+ 1] = 0.
n—oo

o) 1
Exemplo 4.25. A série Y (senhn)z" tem raio de convergéncia R = —. De fato,
e

n=0
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n -n

e e
como a, = senhn = ——— temos

) senh n
= lim |———
n—oo |senh(n + 1)|

R= lim |-

n—oo

Ap+1

I et —e " 2
= lim .
= lim

ef(l—e?) | 1
n=ro0 | en(e — e~ntD) | T ¢’
- 1 - A
Exemplo 4.26. Vamos desenvolver a fungao f(z) = — em série de poténcias de
z

z — 4. Observemos que

1
1 1 4 = (=1
- = = = (z—4)"
z (z—4)+4 1+<Z—4> ;:‘;4“1
4
o D" e : N .
A série Y e (z —4)" tem raio de convergéncia R = 4. Com efeito,
n=0
" —1)" 4qn . 42
R = lim = lim (=1) . = lim |——=| = lim 4 =4.

1
Logo, o desenvolvimento da fun¢ao f(z) = — em série de poténcias de z — 4 é
z
valido em |z — 4] < 4.

Nosso proximo objetivo é mostrar que toda série de poténcias representa uma
funcao analitica em seu disco de convergéncia. Para isso, precisaremos do seguinte

lema:

[o.¢]
Lema 4.27. Se uma série de poténcias Y. a,(z — zo)" converge absolutamente em
n=0

o0

um disco D(29, R), entdo a série de poténcias Y. na,(z — 29)" "' também converge
n=1

absolutamente em D(zy, R).
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Demonstracao. Primeiramente, mostremos que se 0 < s < 1, entao a série de

numeros reais

dons"t=1+254+35"+...+ns"+ ...
n=1

converge para Por indugao sobre n, mostremos que

1
(1—s)*
ns"™ —(n+1)s"+1

2 n—1 __
1+2s+3s“+...+ns = 1= s

s2—2s+1

Paran = 1, a afirmagao é verdadeira. De fato, 1 = a ]
— s

(4.14)

5> Dois s —25+1 =

(1 — s)?. Suponhamos que a igualdade (4.14) seja vélida para algum n natural

maior do que 1 e mostremos que (4.14)) vale para n + 1. Com efeito,

ns"tt —(n+1)s" +1

(14+25+3s°+...+ns" )+ (n+1)s" = 1=s)

ns"™ —(n+1)s"+1+ (n+1)s"(1 — s)?
(1-s)?

ns"™ —(n+1)s"+1+ (n+1)s"(1 — 2s+ s%)
(1—s)?

ns"— (n+1)s" + 1+ (n+1)s" — (n+ 1)2s"! + (n + 1)s"*?
(1)

(n+1)s""2 + " (n —2n —2) +1
(1—s)?

(n+1)s""2 — (n+2)s"™ +1
(1—s)? '

+ (n+1)s"
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Dessa forma, como 0 < s < 1, temos

& "l (4 1)s" + 1 1
> ns" ' = lim e (n+ 2)8 LA 5 (4.15)
n=1 nree (1 - S) (1 - S)
T 1
de onde segue que a série Y n "' converge para 1=
n=1 - S

Para provarmos a afirmacao do lema, vamos admitir, sem perda de generalidade,
que zp = 0. Seja z € C tal que |2 < Re d >0 com |z| < d < R. Assim, como por
[e.°]

hipétese a série Y. a,2" converge absolutamente para |z| < R, a sequéncia |a,d"|
n=0
é limitada e, portanto, existe M > 0 tal que

M
la, 0" < M = |a,| < 5o

para todo n natural. Por conseguinte,

n—1

5n71

n—1| =

J

|z

[

nflyz:

Ina,z | ay,| 16" = n|a,)

5n—1

>
3
SR

para todo n natural.

z M .
Fazendo 5= temos |na,z"" | <n - s"! para todo n € N. Assim,
o M o
dlnaz" T < — Y ns"h
n=1 5 n=1

[e.e]
Como s < 1, a série do lado direito é convergente (veja (#.15))). Logo, > na,z""
n=1

converge absolutamente em D(0, R). O

Teorema 4.28. Toda série de poténcias define uma fungdo analitica no seu disco

de convergéncia.
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Demonstragio. O Lema |[4.27| mostra que se f(z) = Y. an(z — 29)™ converge absolu-
n=0

tamente no seu disco de convergéncia D(zg, R), entao g(z) = iol nap(z—20)""! tam-
bém converge absolutamente em D(zg, R). Com isso, basta mno_sltrar que f'(z) = g(z)
para todo z € D(zp, R). Novamente, para facilitar os cdlculos, vamos considerar
zo = 0.

Dados z,w € D(0, R), z # w, temos

M_g(w) _ i (an ot nanw”_l) = i an [M — nw”_l} :

n—1 Z—w

2" —w"
Observemos que, para n > 2, a €xXpressao ——— — nw
Z—w

n=1 ¢ equivalente a

(z —w) [zn_z +22" 3w+ 32w 4 4+ (n - 2) 2w 4 (n— 1)w"‘2] .

Escolhendo s € R tal que s < R, temos |z| < s, [w| < s e

n n
ZT—w n—1

—nw < Jr—w|s"P[1 424+ (n—1)]

Z—wW
—1
= g2 7n(n ) |z — w|,

2

o que implica

'f(zi : {U(w> — g(w)’ < L _2 vl i n(n—1)la,|s" 2

n=2

o0
Como s < R, segue do Lema [4.27 que a série Y _n (n — 1) |a,|s" > converge e,
n=2

portanto,

de onde segue que f'(w) = g(w). Como w foi tomado arbitrariamente em D(0, R),

a prova esta completa. O

Observagao 4.29. O Teorema [1.2§ afirma que, em seu disco de convergéncia,

podemos derivar uma série de poténcias termo a termo.
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Ao aplicarmos o Teorema de forma recursiva, obtemos

_y " nok k>0 4.16
_nzz:kmanz : para k > 0. (4.16)

Com efeito,

o0

Zn (n—1)apz" -2

n=2

o
f"(z)=>_n(n-1)(n-2)a,z""*

n=3

e}

Z n—1)n-2)...(n—k+1)az""

Ao fazermos z = 0 na expressio (4.16), obtemos f*)(0) = klay, ou seja,

(k)
ap = 170) para k > 0.

Com isso, acabamos de mostrar o seguinte corolario:

Corolario 4.30. Se f(z) € uma fungdo definida pela série de poténcias Y. a,z",
n=0

com raio de convergéncia R > 0, entao f(z) € dada pela sua série de Taylor de

centro em 0,

o f(n)
_y/ (4.17)
n=0
a qual converge absolutamente em seu disco de convergéncia, D(0, R).
Exemplo 4.31. Vamos expandir em série de Taylor a fun¢ao f(z) = senhz.

Sabemos que

1
senh z = 5(62 —e %)
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e que a expansao da fun¢do exponencial é dada por

2 23

sy 2L 7

e = +i+§+§+”'
e

o F 22 28

e = _F+§_§+
Assim,

1(Z _Z)_l 1+z+22+z3+ ) z+z2 z3+
o\ ¢ T )Ty TR T T TR

1 2z+223+2z5+ _z+z3+25+
2 \1 3! 50 )l P

— i 1 Z2n+1'
(2n+1)!

n=0

Portanto,

_ - ]' 2n+1
senh z = Z mz

n=0

e seu raio de convergéncia ¢ R = 0o, pois

R = lim

n—oo

— lim 1'(2”+3)! :Jlngo|(2n+3)(2n+2)| -

An+1 n—00 ’ (2n + 1)

Teorema 4.32 (de Taylor). Sejam A C C um conjunto aberto simplesmente

conexo, f : A — C uma funcao analitica e zyg € A um ponto qualquer. Nessas

condigoes,
o= ) (4.18)
n=0 n:

ou seja, f é dada por sua série de Taylor de centro em zy, a qual converge em

qualquer disco aberto D(zy,r) totalmente contido em A.

Demonstragao. Sejam r > 0, D (zy,r) um disco aberto centrado em 2, contido em
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A, z um ponto qualquer nesse disco e v = 2o + 7e?, 0 < 0 < 27, a fronteira de
D (29, 7). Pela Formula Integral de Cauchy (Teorema [3.35]), temos

1 f(2) 1 f(z)
f(z):mﬁ&—zdézMﬁ(é—Zo)—@—@dé

d—z20

“am b ()

d—20

_ L f(0)
= 5= ﬁ (0 — 20) [1 _ z—zoi| do

Antes de continuarmos, notemos que, para z € C, z # 1, é facilmente verificavel
que

1 n
Sl a2 n>1. (4.19)
1—2z 1—2z
o 2= 20
Substituindo z por 5 em (4.19), obtemos
— 2
1 z— 2 2—20)2 (2—20)3
— =1 +...+
1—;:;8 +5—Zo+<5—2§0 + 5—20

+(5= ) - <6—(zz><_6z—o);>nl‘

Portanto, como
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f(z)zl.jg /) déﬁ‘?oji(éf(‘;) d5+(2—2_o>2j£(5f(5) ot

— 2p)? 2mi

(z—2)"! f(6) (2 —z)" f(9)
T : ?5(5 A5+ .. + , 75(5 45,

2mi — 2zp)" 27i —2)(0 — z)"

Pela Formula Integral de Cauchy para Derivadas (Teorema , podemos

reescrever a igualdade acima como

f'(20) f"(20)
1! 21

f(n—l)(ZO)

1) (z — 20)" ' + Rp(2)

(z—2)%+... +

(z —z0) +

(2 —2)" f(9)
Ra(a) = =52 6= =z

expansao conhecida como Férmula de Taylor com resto R, (z).
- f(j)( %)
Para mostrar que a série Z -
= 7
mostrar que nh_}r{)lo R,(z) = 0 para qualquer z € D(zg, 7). Para isso, mostraremos

(z — 20)’ converge a f(z) é suficiente

que |R,(z)| = 0 quando n — oco. Com efeito, seja M o valor méximo de |f(z)]
ao longo de v. Como z é um ponto no interior de v = 25 +re®?, 0 < 0 < 27 e

|z — 20| < r, entdo
0 —2z] =10 — 20— (2 — 20)| = |6 — 20| — [z — 20| =7 -,

em que d ¢ a distancia de 2z a 2.

Pelo Lema [3.27] temos

B (Z—Zo)n f((;) —
[Bn(2)] = | fi(&— )(8 — zo)" dé‘_
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Como d < r, segue que () — 0 quando n — oo e, por conseguinte, |R,(z)] — 0
r

quando n — oo. Logo, a série

(2 aes (n) P
flz0) + f§,0)<z—zo)+ ! ;0)<z—z0)2+...+ ! n(, eyt
converge para f(z), ou seja,
f(Z) - ~ n ( Zo),
o que completa a demonstracgao. O
Exemplo 4.33. Vamos expandir em série de Taylor a funcao f(z) = 5 centrada
em zg = 2¢. Temos
o 1 B 1 1 1
3—z 3—2z+2—-2 3-2—(2-2i) 3-2 1-—z2Z

1
Sabendo que, para z # 1, 15 = 1+ 2+ 22+ 2%+ ... e substituindo z por
-z

— 9
- Z nessa igualdade, obtemos
3—2
1 11 1+z—2i+<z—2i>2+<z—2i>3+ B
3—2 1—22  3-2i 3—2 \3-2 3—2i) ]
L, 1 (z — 2i) + (z—2i)*+...+ ! (z —2i)" +
= 2—=20) 4+ ——=(z—2 it (2 — 2i
3—2i  (3—2i)? (3 —2i)3 (3 — 2¢)n+l
Logo,
f(z)zg)m(z—%)

e seu raio de convergéncia é R = v/13. De fato,

o @ =202 L 5 5)
B= e ‘45’80|(3_W = Jim [8 - 21l = lim (/3 + (-2?) = VI3

Podemos observar que o raio R de convergéncia é a distancia do centro zy ao
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ponto z no qual a fungdo f nao é analitica. Tal ponto z é chamado de singularidade

isolada de f, conceito que formalizaremos no préximo capitulo.

—1
Exemplo 4.34. Vamos expandir em série de Taylor a funcao f(z) = - centrada
z

em zy = 1. Notemos que

-1 1 1 1
T
2 (1-557)
2
z—1 1
= . —
2 1_%
2
1 9 3 o z—1
Lembrando que =1+242°4 2°+ ... e substituindo z por nessa
—z
igualdade, obtemos
1 _1+z—1+(z—1)2+(z—1)3+
%=1 2 2 2
2
de onde segue que
z—1 1 2= 1+z—1+<z—1)2+<z—1>3+
2 ,_z-1 " 2 2 2 2
2
z—1 z—1)2 —1)3 — 1)
S U CIaS VBN CEs) -1,
2 22 23 2"
Logo,
001 n
EEDIEACEEY (4.20)
n=0
tem raio de convergéncia R = 2. Com efeito,
n 2" -2
R= lim |- | = lim = lim |2] = 2.
n—=0o | g, 11 n—00 n—00

No Exemplo [£.34], z = 3 é uma singularidade isolada, pois é o ponto em que f
nao é analitica, e zp = 1. O raio de convergéncia da série (4.20) também é dado
pela distancia de z a 2y, pois |z — 29| = |3 — 1| = |2| = 2, conforme fora constatado

acima.
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Sempre é possivel desenvolver em série de Taylor de centro zy fungdes que sejam
analiticas em zy. Porém, é ainda possivel realizar esse desenvolvimento mesmo que

a funcado nao seja analitica em z,. Para isso, é necessario admitir poténcias com
sen z

24

expoentes negativos, como é o caso da fungao f(z) = . Notemos que

sen z 1
)

.- n 2n+1 _ .- (_1)71 2n—3
Z 2n+ 1)! T;)(Zn—i-l)!z '

Assim,
> )" ne3 1 1 z 22 2P
I TR BT E AR
= ( 2n + 1) 23 3l-z 51 79l
3 5
z oz z , N -
Observemos que 5T + o ¢é a parte da expansao em que a funcao
. 1 1
¢é analitica e tal parte recebe o nome de “parte analitica” A parte =3
z Lz

recebe o nome de “parte principal”, que consiste de poténcias negativas.

Note que a parte analitica da expansao converge para todo z tal que |z|] < oo e
que a parte principal converge para z tal que |z| > 0. Concluimos, assim, que essa
expansao em série é valida para 0 < |z| < oo, a qual denominamos regido anelar.

Esse tipo de série apresentada acima é uma generalizacao da série de Taylor e

recebe o nome de Série de Laurent ou Expansdo de Laurent.

Teorema 4.35 (de Laurent). Seja f uma fung¢io analitica no anel
A={z€C:r<|z— 2| <R},

em que 0 <r < R<oo. A fungio [ tem uma representacao em série de Laurent

centrada em zg

[e.9] [e.9]

Z + Z an (2 = > an(z—2)",

Z — ZO ne—oo

que € vdlida para todo z € A. Os coeficientes a,, sao dados por
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onde vy € o caminho fechado em A: |§ — zo| = s, em que s € qualquer nimero real
tal que r < s < R.

Demonstragdo. Sejam 7, e v, circulos concéntricos com centro zq e raios p; e po, tais

quer < p; < p2 < R. Consideremos um ponto z arbitrario tal que p; < |z—2¢| < pa.

Se L é um arco que liga 71 e 7, entdo o caminho v = v, + L — 7, — L é fechado.
Pela Férmula Integral de Cauchy (Teorema (3.35)), temos

f(z) = 217” 75 5f(_5)z ds.

Como as integrais ao longo de L e —L se cancelam, vemos que

PR N (ONES W )

ds. (4.21)

s

Figura 4.1: Regiao anelar A.

Vamos estudar separadamente cada uma das integrais em (4.21)).
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Pelo Teorema [4.32] a primeira integral é dada por

1 f) o & "

n=0

em que

comn=0,1,2,....

e L J0)

C2mi Sy -2

1 fo) o1 f(9) 1 f(9)
_Mﬁlé—zda__myil(5—20)—(z—zo)d5_ﬁl(z—zo do

1 f(9) 1
:2m'j€1 (z — 20) [1—5_2‘)] do.

z—20

dd, temos

Como

1 J— 2z d— 2 2 d— 2o o (0 —2)"
— =1
1——2:28 +z—zo+<z—zo> + +<z—zo +(z—5)(z_zo)nfl+ )

segue que

1 £(9) §—z (6—z2) §—2\"" (0 — 2)"

— 1

27Ti%y1(2—2’0)[+2—20+<2—20> et 2= 2 +(2—5)(Z—Zo)"71 “

- i e 4 R(2),

m=1 (Z - Zo)m

_ 1 f(0)(0 = =)" 1 f(0)
em que R (2) = 2mi(z — zp)™ }é z—19 docam= 2mi }él (0 — zp)~mH! @,
m=1,2,3,....

Seja M o maior valor de |f(z)| ao longo de v; e d a distancia de z a zg, ou seja,
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|z — 29| = d. Entao,
z=0|=]z—20—0+z20]=]2—20— (0 —20)| > |2 — 20| = |0 — 20| =d — p1,

pois, p1 = [0 — 2l.
Assim, pelo Lema [3.27] (Desigualdade ML), obtemos

B 1 f(8)(6 — z)"
[Fn(2)] = 2mi(z — zo)" 7{, z—9 do
1 Mpy 2mp Mp, (pl)
Somdr d—p VT d—p1 \d

Como p; < d, segue que (pd1> — 0 quando n — oo. Logo, |R.(z)] — 0

quando n — oco. Portanto,

1 f(9) < a_,
_ ds — _den
27rz'?£15—z ;(Z—ZO)”
onde ) £6)
o = szg (5 — zp) "+ do
en=1,23,...

Portanto, de (4.21]), segue que
= Z + Z an Z— zo ,

n—1 Z — Z()
ou, equivalentemente,
o0
f(z)= Y an(z—2)",
n=—o00

onde os coeficientes a,, foram especificados acima.
Outra observagao é que, sendo zg um ponto interior de A e v um caminho

fechado simples em A, podemos reescrever a,, como

1 f(9)
an—%(édé,

27 Jy (0 — zo)"H!
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n=0,4+1,4+2,43,... para substituir

B 1 f(§) . 1 f((s)
g b g G g

fato este que pode ser justificado pelo Principio da Deformacao de Caminhos
(Teorema [3.33)). O

Exemplo 4.36. Vamos expandir a funcao f(z) = ﬁ em uma série de
z2(z —

Laurent valida no dominio anelar 0 < |z| < 3. Primeiramente, trabalharemos com

a funcao 5 Temos:

B 1 z 22 23 zZ"
= — §+3*2+?+?—|—...+3n+1+....

1
Multiplicando por —, temos
z—3 z
1 1 1+1+z+22+ +z”_1+ i 1 .
—_ =—|—+=+—=+—+... == A
z z—3 3z 32 3 3 3ntl = 3ntl

Observemos que a parte principal da série converge para |z| > 0 e a parte

analitica converge para |z| < 3. Portanto, a série de Laurent da funcao f(z) =
1

2(z —3)
Notemos que para fazermos a expansdo em série de Laurent da fungao f(z) =

converge no dominio anelar 0 < |z| < 3.

1 )
———, nao utilizamos a férmula integral a,, = — % L dd e sim uma
z(z —3) 27 Jy (6 — o)t
> 1
manipulacao algébrica da soma da série geométrica Z 2", T—5 pois, em geral,
—z

n=0
utilizar a integral é uma tarefa bem trabalhosa.

Exemplo 4.37. Fagamos a expansao em série de Laurent da fungdo f(z) =

Tz —3

———, valida no dominio anelar 0 < |z| < 1.
z(z—1)
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Notemos que

Tz —3 3 4 3 4

2(z—-1) 2z z—-1 2z 1—2z

4 > 3
Temos que kg —4—4z—422 — 428 — ... = —4) " 2" e adicionando —
- n=0 4
nessa série, obtemos
3 2 3 3 - n
fz)==——4—-4z—-42" -4 — .. =—-—4> "
z z =
A série — = —4 — 4z — 42% — 423 — ... converge para |z| < 1 e, ao

—z
. . 3

adicionarmos o termo — a esta, a série de Laurent f(z) = — —4—4z—422—423— . ..
z

2
converge no dominio anelar 0 < |z| < 1.

22— 92242

Exemplo 4.38. Vamos expandir em série de Laurent a fungao f(z) = 5
Z —

valida no dominio 1 < |z — 1].

Notemos que

22—-2z+2 2-2z+1+41  (z2-1)%+1
z—2 z—1-1 (Z_l)(l_zL)
(z—1)2 1

(z—1) (1_ zil) ’ (z—1) (1_ zil)

Ty ()

1

—Z

Trabalhando de forma separada em cada parcela e sabendo que
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1+ 2422+ 234+ ..., obtemos

<z—1>(1211):(z_1)<1+2i1+(2_11)2+...>:

D14t Ly
=(z—
z—1 (=12 (2—1)3

1 1 R S CUAUES SR S
z—1\1-2L ) =z-1 =1 (z—12 ")

S S -
I R S ) A Y s KR (Y L TR

e também

Reescrevendo as duas parcelas em uma tnica, concluimos que

2 2 2 > 1
f(z) = (z—1)+1+z_1+(Z_1)2+(Z_1)3+... = (z—1)+1+2n§:jlm.

4.4 Exercicios propostos

1. Determine se as sequéncias a seguir sao convergentes ou divergentes.

@ {0k @ {2,
o {2, @ {0

(©) {M} () {23:27;;}'

2. Use a sequéncia de somas parciais para mostrar que as séries

Z [k: 192 k+1+2i } Z séo convergentes.
? 7

. 4dn + 3ne 14+ \" )
3. Mostre que as sequéncias {} e {( ) } convergem a um numero
2n +1 4

complexo L.
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4. Em cada uma das séries geométricas a seguir, determine se as mesmas

convergem ou divergem. Em caso de convergéncia, calcule sua soma.
o 7 =1,

(a) > (1—d) CUDIEL:
n=0 n=0

1+22

0 3315 @ >
(©) gM( ) () Z 1+z

5. Nos itens de (a) a (j), determine o raio e o disco de convergéncia de cada

uma das séries de poténcias dadas.

1+ 2 n
(a) Z* 0 3 (- (=5 > (2 +20)"
n=1 n=0
(0) 3 s (= 1" (8) Y 2
(z—=1)" g — 2"
n=0 n=1 (2n>
> X (z—4—30)"
h .
(C)z:: 4+3z ’ ( )g::o SO
00 n2i . . 00 1\" "
(@ X0 - MY (1+:) =
n=0 n=1 n
() >y (2 431 G >(1-1)
24 n2(3 4 4i)n ’ V")
9] Zk
6. Mostre que a série de poténcias Z — converge em todos os pontos na
n=1 n
circunferéncia de seu disco de convergéncia.
7. Sejam Z an(z —20)" Z by (z — 29)" duas séries de Taylor convergentes em

n=0
um disco aberto D = D(zo, r), com r > 0. Mostre que se

[e.e]

Z (z — z)" Zb z—2z)"

para todo z € D, entao a, = b, para todo n € N.
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o0
8. Sejam Z an(z—29)" Z by (z—2z0)" duas séries de Laurent convergentes
n—=——oo n—=—oo

em um anel A ={z€ C|p; <|z— 2| < pa}, com p; < pa. Mostre que se
oo
> an(z— z)" Zb z— z)"
n=-—00 n=—00
para todo z € A, entao a, = b, para todo n € Z.

9. Nos itens de (a) a (j), determine a expansao da fungao dada em série de

Maclaurin e dé o raio de convergéncia de cada uma delas.

(a) f2) = 75
(b) f(:)= o
Ty (f) f(z) =senhz;
© )= oo () () =cos
1 (h) f(z) =sen3z.
(d) f(2) = T2

10. Nos itens de (a) a (j), determine a expansao da funcdo dada em série de

Taylor centrada no ponto 2y e dé o raio de convergéncia de cada uma delas.

@ S ea=t () f(2) =5 ca=1
() 1) = g 0 =0 () f(5) =y e 0=
©) SC)= g =t (h) f(:) = 2=
(@) f(z) =semzez =3 () J(z) = e e 20 = 3i
(e) f(z):4izez0:3z'; () fz) =cosz ez =7

11. Diz-se que uma fungao f é par (impar) se f(z) = f(—z) (f(—2) = —f(2))
para todo z. Demonstre que o desenvolvimento de uma fungao par (impar)

em poténcias de z s6 contém poténcias pares (impares).
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12. Nos itens de (a) a (j), determine a expansao da fungao dada em série de

Laurent valida no dominio especificado.

(8) fz) === e O<[h (0 1) = = e 0<lel <
(b) fz)=c 7 c0<]z] g |
. (g) f(@—me|z|>27

(¢) f(z) = —— e 0<|z=1]

sen z

(b) fz) =25 e 0.< 2l

e 0<|z—3| <3

1
(d) f(z) = :
2(z - 3) (i) f(z)=e€" e 0<z|;

@ f6)= o e 0< =A< () fo—cl o<

13. Nos itens a seguir, determine a expansao da funcao dada em série de Laurent

valida no dominio anelar especificado.

e 0<]z—2|<1;

1
(a) f(Z) = (2_2)(2_1)3

1

(b) f(@zm e 0<|z+1<3;

(C) f(Z>:m e 0<|Z—2|<3;
1

(d) f(Z)Z(Z_l)Q(Z_g) e 0<|z—1<2;

e O0<|z—3|<2

1
(e) f(Z) = (Z— 1)2(2_3)






5 Singularidades e Residuos

No presente capitulo, estudaremos as singularidades de fun¢ées complexas, que

sao os pontos onde tais fungoes nao sao analitica. Por exemplo, z = —3i e z = 3i

sao singularidades da fungao f(z) = 219 ja que nesses valores f é descontinua.

Analisaremos também os zeros de uma funcao analitica e exibiremos alguns
resultados que decorrem desse conceito. Por fim, apresentaremos a defini¢do de
residuo de uma fun¢do complexa, provaremos o importante Teorema dos Residuos,

bem como resultados que sao consequéncias do mesmo.

5.1 Classificacao de singularidades

No Capitulo [4, Exemplo [£.33] mencionamos que 3 é uma singularidade isolada
de f(2) = 35 Notemos que z = 3 é o nico ponto em que f nao ¢ analitica.
Esse conceito sera formalizado abaixo.

Definicao 5.1. Dizemos que um ponto zg ¢ uma singularidade isolada de uma
fungio f se existe uma vizinhanga de zy na qual f é univalente (analitica e injetiva),
com exceg¢do do ponto zg.

z

Exemplo 5.2. A funcao f(z) =

z=mh, h € Z, uma vez que todos os multiplos de 7 sao zeros do denominador.

tem como singularidades isoladas os pontos

sen z

Exemplo 5.3. Estudemos a func¢ao f(z) = quanto a sua expansao em série

de Laurent. Sabemos que

23 25

g(z):senz:z—g—l—ﬁ—ﬁ%—....

169
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1
Multiplicando g por —, obtemos
z

1 2 2 22 2t S

e I [

1) =2 3 T T 35T

Temos duas observacoes importantes a fazer:

sen z

(1) A fungao f(z) =

nesse ponto.

nao esta definida em 2z = 0 e, portanto, nao ¢ analitica

(77) Porém, a expansao de f em série de Laurent nos permite perfeitamente
obter f(0), a saber f(0) = 1.

Nesse caso, z = 0 é chamado de singularidade removivel. Vimos no capitulo
anterior que a expansao em série de Laurent possui duas partes: a parte principal

e a parte analitica:

flo)=S —= 4 fjoan(z ~ )" (5.1)

n=1 (Z - Zo)n

parte principal parte analitica
e vimos acima que
2 4 6 00 n
sen z z z z -1
P U S

2 3l "5 Tl — (2n+1)!
) n

- (_1) 2n =~ z s . .

Notemos que a serie Z m z“" nao contéem a parte prmmpal, ou seja,

n—0 n :

a_, = 0 e define uma func¢ao analitica para todo z. De forma bastante apropriada,

¢é possivel remover a singularidade z = 0.
Com isso, temos a seguinte definicdo.

Definicao 5.4. Um ponto zy € dito uma singularidade removivel de [ se, em
(5.1), a_, = 0 para todo n > 1.

Uma outra maneira de classificar em removivel uma singularidade isolada é

dada pelo proximo teorema.
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Teorema 5.5 (de Extensao de Riemann). Seja zg uma singularidade isolada de
uma funcao complexa f. A singularidade zy € removivel se, e somente se, f ¢

limitada em uma vizinhanca de zg.

Demonstraciao. Suponhamos que f é limitada em uma vizinhanca de zy. Entao,
existem s > 0 e M > 0 tais que |f(z)| < M, para todo z € C, tal que 0 < |z — 2| <
s. Podemos escolher s suficientemente pequeno de modo que f é analitica em
A={2€C:0<|z— 2| < s}. A férmula que fornece os coeficientes da série de

Laurent de f em A é dada por

1 f(9)
an—,ﬁ(édé

_ Zo)n—H ?

em que y é o circulo |0 — 29| = r, com 0 < r < s. Tomando o médulo em ambos os

membros da igualdade acima, temos

1 f(9)
27”% (0 — z)"* d(S‘

|an| =

IN

1 /()
27 ]i |0 — zo|7H! 44|

M M M
< ——— ¢ |dd| = S2r = —.
— 2mpntl ﬁ o] 2yrntl o rn

Sendo r arbitrariamente pequeno, podemos concluir que |a,| = 0 e, portanto,
a, = 0 para n inteiro negativo. Mostramos, assim, que f possui uma singularidade
removivel. Por outro lado, suponhamos que zy seja uma singularidade removivel.

Dessa forma, a série de Laurent de f reduz-se a série de Taylor
oo
fz) =2 an(z — 20)",
n=0

valida em 0 < |z — 2| < r, para algum r > 0. Como le)rrzlo f(z) = ag = f(z20),
existe 0 < § < r, da definigado de limite, tal que 0 < |z — 2| < J implica
|f(2) —ao| <1 (escolhendo € = 1). Isso equivale a dizer que |f(2)| < 1+ |ag| para
todo z € A = {0 < |z — 2] < ¢}, de onde segue f é limitada numa vizinhanga de
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20- ]

Agora, exploraremos um exemplo que exibe uma outra classificacao de singula-
ridade: singularidade do tipo polo.

sen 2z

Exemplo 5.6. Considerando a func¢do f(z) = ——, determinemos sua expansao
22
em série de Laurent. Temos,
1) 1 z3+z5 z7+ 1 z+z3 z5+
2) = — —t+———=4.. | =——=+—=
22 31 57! z 3 5 7

o0 n

_ 2n+1
N Z 2n + 1)! ’

Notemos que a parte principal da série acima nao esta definida para z =0 e
a parte analitica é véilida em |z| < oco. Assim, essa série de Laurent é valida no
dominio anelar 0 < |z| < co. A parte principal contém apenas um termo nao nulo.

Nesse caso, chamamos z = 0 de polo simples de f. Generalizando, se

a_
f(z)zz 12 +ag+ay(z — z) +as(z —2)*+ ...,
- <0

entdo z = zp é¢ um polo simples de f, pois a_; # 0 é o ultimo coeficiente nao nulo

da parte principal da série de Laurent de f.

Chamamos z = zg um polo de ordem n de f quando o ultimo coeficiente nao

nulo da parte principal da série de Laurent de f for a_, para n > 1, ou seja, quando

on Ol +ag+ay(z—z)+....
(z—20)" (22— 29! z— 2 o
Exemplo 5.7. O ponto z = 16 um polo de ordem 4 da funcdo f(2) 2
xemplo 5.7. onto z = 1 é um polo de ordem 4 da funcao f(z) = .

Expandindo f em série de Laurent em termos de z — 1, temos
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1 1 1 1 1 z—1

T (z—1)% 2(z—1)% 4(z—12 8(z—1) 16 32

Observemos que a_4 = —1 # 0, logo z = 1 é um polo de ordem 4. Cabe observar
que a expansao acima é valida para 0 < |z — 1| < 2. O que vimos acima pode ser

formalizado por meio da defini¢do a seguir.

Defini¢ao 5.8. Um ponto zy é dito um polo de f se a, # 0 para apenas um
numero finito de coeficientes nao nulos e n < 0. FE é dito um polo de ordem m

se existe m > 0 tal que a_,, #0 e a_, = 0 para n > m.

Exemplo 5.9. Vamos agora expandir em série de Laurent a funcio f(z) = e**

valida no dominio anelar 0 < |z| < co. Sabemos que

2 Z3 24

z V4

2
Para obter a série desejada, basta substituir z por —, z # 0, em ([5.2). Assim,
z

e _ .2, 2 2 2
© = +;+2!z2+3!z3+4!z4

+ ...,

para 0 < |z| < oco.

Notemos que a parte principal da série acima contém um ntmero infinito de

termos nao nulos. Observemos também que, em infinitos termos, a série nao esta
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definida na origem, ou seja, z = 0 é uma singularidade que, neste caso, classificamos

como singularidade essencial. De modo geral, temos a seguinte definigao.

Definicao 5.10. Um ponto zy é dito uma singularidade essencial de uma
funcio complexa f se a parte principal da série de Laurent de f contém um nimero

infinito de termos nao nulos.

Na préxima se¢ao, apresentaremos a definicao de zero de uma fungdo analitica

e resultados que sao consequéncias dessa definicao.

5.2 Zeros de uma funcao analitica

Sabemos que um ntimero complexo zp é um zero de uma fungao f se f(zy) = 0.
Por exemplo, os ntiimeros 1+ e 1 — i sao zeros da funcao f(z) = 22 — 2z + 2, pois
f(1£4)=0.

Agora, observemos a seguinte situagdo: o ponto z = 3 é zero da funcao
f(z) =(2=3)* mas f'(3) =0, f/(3) =0, f"(3) =0 e fH(3) =24 # 0. Nesse
caso, dizemos que z = 3 é um zero de ordem 4 de f. Formalizando esse conceito,

temos a seguinte definicao.

Definicao 5.11. Uma func¢ao analitica f tem um zero de ordem n em z, se

f(20) =0, f'(20) =0, ..., f"D(z) =0 e f™(z) #0.

Vimos que uma funcdo f analitica no ponto zy tem uma representacdo em série

de Taylor de centro em zg, ou seja,
f(z) = an(z — 2)",
n=0

valida em uma vizinhanga |z — 29| < r e que os coeficientes da mesma siao dados

por
f(n) (20)

n!

an = , n=20,1,2,....
O fato recordado acima serd utilizado para demonstrar o teorema a seguir.

Teorema 5.12. Seja f uma fungio analitica e nao constante em A = {z €

C;|z — 20| < r}. Uma condi¢io necessaria e suficiente para que zy seja um zero de
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ordem k da fungao f é que exista uma fung¢do h analitica em zy, com h(zy) # 0, tal
que f(z) = (z — 20)* h(2).

Antes de demonstrarmos o Teorema observemos este fato (zeros de ordem
k) para polindomios. Consideremos P(z2) = ag + a1z + asz* + ... + ap_12"" 1 + a,2"
um polinémio e zy € C tal que P(z9) = 0. Expandindo P(z) em série de Taylor

centrada em zq, temos

P(2) = by +bi(z — 20) +ba(z — 20)* 4+ ... + bp_1(z — 20)" F + b2 — 20)",

P//(Zo)
2!

pn)
_y,, . PRy

em que P(z9) =0 = by, P'(z0) = by, |
n!

Como by = 0, temos

P(z) = (2 = 2) [by + ba(z — 20) + ... + bz — 20)" 7]
Se by = 0, entao

P(2) = (2 — 20)? [b2 + bs(2 — 20) + ...+ bu(2 — 20)" 7],

e se continuarmos com o raciocinio de que by = 0, b3 = 0, e assim por diante,

teremos duas possibilidades:
(i) ouby=by =by=...=b, =0e P éum polindémio identicamente nulo,

(1) ou by = by = by = ... = br_1 = 0, porém b, # 0, k < n. Dizemos, nesta

ocasido, que zg é um zero de ordem k de P(z) e
P(2) = (2 — 2)* [bk +be1(z = 20) + ...+ balz — Zo)nik} ,

que equivale a P(z9) = P'(20) = P"(z) = ... = P* D(z) =0e P® () # 0.
Chamando h(z) = by + bp1(2 — 20) + ... + by(2 — 20)" %, escrevemos P como
P(2) = (2 — 20)* h(2), em que h(z) = by, # 0.
Utilizaremos um raciocinio semelhante ao utilizado acima para demonstrar o
Teorema [5.12
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Demonstragao. Suponhamos que f seja é funcao analitica em 2y e 29 € um zero de
oo

ordem k da funcdo f. Consideremos f(z) = > a,(z — z)" a expansdo em série

n=0
f(”)(zo)
de Taylor f centrada em zy em A = {z € C;|z — z| < r}, com a, = o
n=0,1,2,.... Seja k um ntimero natural tal que ag = a1 =as = ... = az_1 = 0
e ap # 0; esse nimero k existe, pois a série ndo é identicamente nula. Entao,
[e.e]
fatorando (z — z9)* em f(z) = > an(z — )", temos
n=0

)= (= 20) S dpon(z — 200"

n=0

Chamando h(z) = Z ag1n(z — 20)", temos que h é analitica em zg, h(zp) = ax # 0

n=0
e f(z) = (2 — 20)* h(2) para z € A.
Reciprocamente, suponhamos que exista uma fun¢ao h analitica em zj, tal que
f(z) = (2 — 20)"h(2) e h(z) # 0, para z € A. Como h é analitica em 2, entao h

admite a representacao
h(z) = Z apin(z — 20)", (5.3)
n=0

em que h(zp) = ax # 0.
Substituindo h dada em (5.3) em f(z) = (2 — 20)* h(z), obtemos

f(2) = (2 — z)F Z Apan(z — 20)" = Z an(z — zo)",
n=0 n=0
em que a, =0 paran=0,1,2,...,k—1.
Claramente, f(z0) = f'(z0) = f"(z0) = ... = f*"(20) = 0 ¢ f"(z0) = h(z0) # 0.
Portanto, f tem um zero de ordem k em z. O

Exemplo 5.13. A fungao f(z) = 2% sen z tem um zero de ordem 3 em z = 0. Com

efeito,
3 5 7
9 9 z zZ z
zisenz=z2z"(z2——+———=—+4+...
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e fatorando z nesta série, temos que f(z) = 22 senz = 23 h(2), em que

h ¢é analitica em 0 e h(0) =1 # 0. Pelo Teorema [5.12] z = 0 ¢ um zero de ordem 3
de f.

Exemplo 5.14. A fungio f(z) = €?* — e* possui zeros simples para z = 2nmi,
n=0,%£1,+£2 .... Basta notar que
F(2nmi) = e¥2nmi _ g2nmi (e4m'>" _ (62m‘>"
= [cos(4m) + i sen (47)]" — [cos(27) + i sen (27)]"
= (140))" — (1+0i)" = 1" — 1" = 0.

Lema 5.15. Seja f uma fung¢do analitica em 0 < |z — zo| < p. Sao equivalentes as

sequintes afirmagoes:
(i) zy € singularidade removivel de f.
(ii) existe lim f(z).
Z—20
(1i7) | f| é limitada em algum anel A (zo,0,0) C A(2,0,p), em que

A(20,0,0) ={z€C:0<|z— 2] <d}

A(20,0,p) ={2€C:0< |z — 2] <p}.

Demonstragao. (i) = (i7). Suponhamos que zy seja uma singularidade removivel

de f. Entao, sua série de Laurent em A (z, 0, p) é dada por

o

f(z) =2 an(z = 2)",
n=0
de onde segue que lim f(2) = ag, ou seja, existe lim f(2).
Z—20 2720
(14) = (uii). Suponhamos que li_)rn f(z) = B. Por defini¢ao de limite, para ¢ = 1,
Z—20
existe § > 0 (este menor que p) tal que 0 < |z — 2p| < ¢ implica |f(z) — f] < 1.
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Dai, |f(2)| < 1+ |5| para z € A (2,0, p) e, consequentemente, |f| é limitada no
anel A (29,0,0) C A(z0,0,p).
(#4i) = (i). Suponhamos que exista uma constante real positiva M tal que |f(z)| <
M, para z € A(2,0,9), para algum 0 < § < p.

Os coeficientes a,, das poténcias negativas da série de Laurent de f sao dados

por )
27m/ﬁyf(z)(z — z)" dz, n>1,

em que Y(t) = zo +7e”, 0 <t <27 e 0 < r < . Pelo Lema [3.27] (Desigualdade
ML), temos

1
< —  Mr™t2nr = M.
27

| = ’,Lf(z)(z—zo)”ldz

271

Fazendo r tender a zero, concluimos que a, = 0 para n > 1 e z, ¢é singularidade

removivel de f. m

Teorema 5.16. Seja [ uma fungao analitica em 0 < |z — 29| < r. Uma condigdo
necessaria e suficiente para que zy seja um polo de ordem k de f € que le)rrzl (z —
0

20)%f(2) exista e seja um nimero complero nio nulo.

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos que 2y seja um polo de ordem k de f.
Assim, sua série de Laurent em 0 < |z — zp| < r é dada por
a_g a_q

f(z):7(z—zo)k+”'+z—zo

+ Z an(z — z0)", com a_j # 0.

n=0

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por (z — z)*, temos
(z — ZO)kf<Z) =ap+...+aq1(z— Zo)k_l + Z an(z — ZO)”+k.

n=0

Fazendo z — zp em ambos os lados da igualdade, concluimos que

lim (2 — 20)"f(2) = a_y # 0.

Z—r20

Suponhamos, agora, que li_}rn (2 — 20)ff(2) = B, em que 3 # 0. Escrevendo
2—20

h(z) = (2 — 2)*f(2), afirmamos, pelo Lema m, que zg é uma singularidade
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removivel de h. Assim, h pode ser representada pela série de poténcias

h(z) =2 an(z — 20)",
n=0
convergente no disco D (zg, 7).

Como ay = 3, temos

15} ap—1 s n
7+...+7+§ nar(z — 20)",
(z — 2o ) i & i )

f(z) =

de onde segue que 2y é polo de ordem k de f.
O

Corolario 5.17. Se f é uma fungio analitica em 0 < |z — 29| <1 € 29 € um polo
de ordem k de f, entdo
lim |f(2)] = oc.

Z—r20

Demonstragcdo. Supondo que 2y € um polo de ordem k de f, vimos na demonstracao

h
do Teorema [5.16| que f pode ser escrita como f(z) = ( (2) 3 Assim,
Z— 20
: BT 1(1C) ] EP 1
Jin ()] =l o= e = 18] Jim - = o0,
em que = lim h(z). O
Z—20
Exemplo 5.18. Consid funcdo f(2) L4 af
xemplo 5.18. Consideremos a funcao f(z) = . rmamos que
P ¢ (z+2)(z + 1)t b

—2 é um polo simples (ou de ordem 1) e que —i é um polo de ordem 4 de f. Com

efeito,
1+ 4i 1 +di 144
I 2)f(2) = li 2 — i -
Jm 4+ 2)0(z) = lim (= +2) ey =, i T T
(S
1+ 4i 1 4di 144
. N4 T N4 T .
(= +07/(2) = im (= +0" T T e T

Pelo Teorema temos a veracidade da afirmacao, ja que os limites

l_i>m2(z +2)f(2), lim (2 +i)*f(2) existem e sdao nao nulos.
z - Z—r—1
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Na préxima secao, definiremos o que é residuo de uma fun¢do f em um ponto
2o, que denotamos por Res (f, zo), e estabeleceremos o Teorema dos Residuos para

um namero finito de pontos singulares.

5.3 Residuos

Lembremos que se zy ¢ uma singularidade isolada de uma funcao f, sua expansao

em série de Laurent valida num anel é dada por

:Z —I—ZanZ—ZU

Z—ZO

e os coeficientes a,, sao dados por

1 f(9)
anz,j{(éda,

em que 7y ¢ um caminho fechado no anel que envolve z; no sentido positivo.
Estudaremos o coeficiente a_; do desenvolvimento em série de Laurent de f, o

qual recebera o nome de residuo, conforme formalizaremos a seguir.

Definicao 5.19. Seja f uma fungdo complexa que possui uma singularidade isolada
em zo. O coeficiente a_q1 da série de Laurent de f é denominado residuo de f no

ponto zy e é denotado por Res(f, zo).

1
Exemplo 5.20. A expansao em série de Laurent de f(z) = 1= 3) cen-
trada em z = 1, valida no anel 0 < |z — 1| < 2, é dada por
12 —1/4 1 2-—1
&= o178 16
1 1
em que a_; = — 7. Portanto, Res (f,1) = ~1

Notemos que z = 1 é um polo de ordem 2 de f. Entao, é possivel determinar
o residuo da funcao f tanto em um polo simples como em um polo de ordem £k,

conforme veremos nos teoremas a seguir.
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Teorema 5.21. Se f é uma funcao analitica em 0 < |z — 29| < r e zg é um polo

simples de f, entdo
Res(f,z0) = Zlgglo(z —20)f(2). (5.4)

Demonstracao. Por hipétese, f tem um polo simples em zp, entdo sua expansao

em série de Laurent de centro zy é dada por

F2) = " Y (e — )"

zZ— 20 n—0

em que a_; # 0. Multiplicando por (z — z9) ambos os membros da igualdade acima,

temos

(2 —20)f(2) =a_1 + i an(z — 29)"

n=0

Tomando o limite quando z — zj, obtemos

;Lrglo(z —20)f(2) = zh—>Hzl0 <a1 + i an(z — zo)"H) =a_; = Res ([, 20).

n=0
O
Exemplo 5.22. A fungao f(z) = ﬁ tem um polo simples em 2i e —2i. Além
z i
disso,
21 1
lim (> — 2i) -  —fm =
22 (z—2i)(z+2i) =222 z+20 2i+20 2
¢ 24 1
lim (2 + 2i) -  —fm =
2——2i (z—=2i)(z+2i) 2=-2 2—2i —2i—2i 2

1 1
Portanto, pelo Teorema [5.21], temos Res (f, 2i) = 5© Res (f, —2i) = —5

Suponhamos que zy é um polo de ordem 2 de uma funcao f. Entao, sua série

de Laurent é dada por
a_o a_q

f(z):(Z_ZO>2+2_Zo+a0+a1(z—zo)—|—...,

véalida num determinado anel 0 < |z — 2| < 7. Multiplicando por (z — zp)? ambos
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os lados da igualdade, obtemos
(z—20)°f(2) =a_g+a_i(z — 2) +aplz — 2)* + ...

Notemos que o coeficiente a_; esta sendo multiplicado por z — zg e, por definicao,
a_1 = Res (f, zp). Como determinar a_; nesse caso? Ao calcularmos a derivada
das fungoes em relacao a z na igualdade acima, temos

d

7 [(z — 20)2f(z)} =a_; +2ag(z — 20) +3ay(z — 20)* +das(z — 2)> +....

Quando z — zy, obtemos

lim 4 {(z - zo)Qf(z)} =a_1 = Res ([, 20).

Z—20 dZ

De modo geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.23. Se f é uma funcao analitica em 0 < |z — 29| < r e zg € um polo
de ordem k de f, entdo

dkfl

Res(f, z) = G _1 0 ZlLIglo v [(z - zo)kf(z)} . (5.5)

Demonstragcio. Como zy ¢ um polo de ordem k de f, entdo sua expansao em série
de Laurent centrada em 2, vélida no anel 0 < |z — zp| < r é dada por
a_ a_o

f(Z):m‘l'---—F(Z_ZO)2+Z:ZO+Zan(Z—ZO)n-

n=0

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por (z — z)*, temos
(z—20)ff(2) =ack +...+aa(z—20) 2 +a1(z— 20)" "+ D an(z — )"t

n=0

Assim, para obtermos o coeficiente a_;, derivamos os dois lados da tltima

igualdade k — 1 vezes em relagdo a z. Assim,

dk—l

dk—1 {(Z—zo)kf(z)} = (k-1 a1 +kap(z—2)+ k+1)!ai(z—2)+....
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Fazendo z — zp, obtemos

dkfl

lim ——— [(z = 20)°f(2)] = (k= 1)! - a_y.

Z—r20 dzk'_l

Como a_; = Res(f, z9), concluimos que

1 . dk:fl
Res (f, z0) = =1 lim {(Z - Zo)kf(z)} :
O
1
Exemplo 5.24. Voltemos a fungao f(z) = G172z —3) do Exemplo |5.20, que

tem um polo de ordem 2 em z = 1 e um polo simples em z = 3. Pelo Teorema [5.23]

temos que

o ]_ . d 2 1 d 2 ]' —
Res (£:1) = =gy lim - (2 = 2] = limy [@ R Py Ty
_ i d( 1 )—1' L
T \ao3) TS o3 (1-32 4

que ¢é justamente o coeficiente a_; encontrado anteriormente.

O préximo teorema nos mostrara que, em algumas situagoes, ¢ possivel calcular
integrais de fungoes complexas ao somar residuos em singularidades de f no interior
de um caminho ~. Este resultado é chamado Teorema dos Residuos de Cauchy.
Antes de apresentar seu enunciado e sua demonstragao, enunciaremos um resultado
auxiliar também provado por Cauchy, cuja demonstragao é simples, faz uso do
Teorema de Green e pode ser encontrada em [15], pagina 126. Com esse resultado

preliminar, provaremos o Teorema dos Residuos.

Teorema 5.25 (de Cauchy). Sejam A C C um dominio e f : A — C uma
funcdao analitica. Seja V-C A um subconjunto fechado e limitado, cuja fronteira

oV ¢é formada por um numero finito de curvas de Jordan suaves por parteﬂ

!Uma curva de Jordan suave por partes é um caminho suave por partes, fechado e
simples.
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OV =y UypnU...U~v,, etal que V — {0V} é um dominio. Nessas condigoes,

/avf(z)dz:O.

Teorema 5.26 (dos Residuos de Cauchy). Seja f uma fungao analitica no domi-
nio A\{ai, as,...,an}. Suponhamos que v C A\ {ay,as,...,an} € uma curva
de Jordan suave por partes, orientada no sentido anti-hordrio, tal que a regido
fechada e limitada por ela determinada estd contida em A e contém todos os pontos

ai, o, . ..,0qn,. Nessas condigoes,

Af(z)dz = 27riiRes(f,an).

n=1
Demonstrag¢ao. Suponhamos que v, Ya, . . ., Vm sejam circunferéncias centradas em
ay,as, ..., a, contidas em v e que nao tenham pontos em comum em 7 (veja Figura

5.1).

Figura 5.1: Pontos singulares no interior da regiao A.

Orientando v, k = 1,2,...,m, no sentido anti-horario, temos pelo Teorema

[5.26] que
) [ rea=o

YW nU...U"rm
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0 que equivale a
/f(z)dz—/ f(z)dz—/ f(z)dz—...—/ f(z)dz=0,
ol " 72 Ym
ou seja,
/f(z)dz :/ f(z)dz—l—/ f(z)dz—i—...—i—/ f(z)dz.
Y it 72 Tm
Pelo Teorema de Laurent (Teorema [4.35)), segue que
¢é a série de Laurent centrada em a,, €
! [ fG)az k=12
a_1 = 271'2 =1,4,...,M.
Dessa forma,
/ f(2)dz =2mi-a_y = Res (f, ax)
Tk
e, portanto,
/ f(2)dz =2miRes (f,a1) + 2mi Res (f,az) + ... + 2mi Res (f, anm)
v
=2mi »_ Res(f,a,),
n=1
o que completa a demonstracao. O
1
Exemplo 5.27. Voltemos a funcao f(z) = CE ) do Exemplo |5.20| e

determinaremos a integral de f ao longo da circunferéncia |z| = 2 por meio do

Teorema dos Residuos (Teorema [5.26). Observemos que o polo z = 1 estd no

interior da circunferéncia |z| = 2. Assim,

/ (z — 1;(2_3) dz = 2miRes (f,1) = 2mi - <_i> _ _7;7

|2]=2
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lembrando que

1 d 1
Res (f,1) = m il_fg 7 [(z — I)Qf(z)} =-2 (veja o Exemplo |5.24)).
: ~ 1 :
Exemplo 5.28. Consideremos a fungio f(z) = 2L °C calculemos a inte-
z z

gral de f ao longo do caminho 7 definido por |z — 3i| = 3. Notemos que f pode

ser escrita como f(z) =

=—2+3i =—-2-3i
<Z+2_32,)('2+2+3i)equez +otez 1

sao polos simples de f, porém, apenas z = —2 + 3i estd no interior do caminho
y(t) = 3+ 3¢, 0 < t < 2m. Portanto, pelo Teorema dos Residuos (Teorema |5.26]),

temos

1
ﬁ(z+2—3¢)(z+2+3@')

dz =2miRes (f, =2+ 3i) =

omi- lim (z+2— 3i) ! o b T
= 471 - 11m z — ol - = 4Tl — = —.
s (z+2—30)(z+2 4+ 30) 6i 3

Os dois préximos teoremas sao aplicagoes (e consequéncias) importantes do Te-
orema dos Residuos. O primeiro teorema, conhecido como Principio do Argumento,
nos permite contar os zeros e polos, contados cada um com suas multiplicidades e
ordens, respectivamente. A segunda consequéncia, nomeada Teorema de Rouché, é

util na determinacao do ntimero de zeros de uma func¢ao analitica.

Teorema 5.29 (Principio do Argumento). Seja f uma fungao analitica em um
dominio A\ {a1,aq,...,a,}. Suponhamos que v C A\ {a1,as,...,a,} € uma curva
de Jordan suave por partes, orientada no sentido anti-hordrio, tal que a regido
fechada e limitada por ela determinada estd contida em A e contém todos os pontos
a1, 02, ...,0,. Suponhamos que esses pontos sao polos de f e que f ndo tenha zeros

ao longo de . Nessas condigoes,

1/ PE . — g p (5.6)

em que Z é o numero de zeros de f na regido interior a vy, contados cada um com
suas multiplicidades e P é o numero de polos de f na regidgo interior a v, contados

cada um com suas ordens.
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Demonstragio. Pelo Teorema dos Residuos (Teorema [5.26]), a integral

=
27T’L"y

!/

(
f(2)

nessa regiao, temos trés casos a considerar:

(D) f(a) #0;

(IT) a é um zero de multiplicidade n de f;

f'(2)
) dz (5.7)

¢é a soma dos residuos da funcao na regiao interior a . Dado um ponto a

(III) @ é um polo de ordem k de f.

O caso (I) fornece nada a integral , pois o integrando nao possui residuo
nesse ponto. Consideremos, entao, os casos (II) e (III).

(IT) Seja a um zero de multiplicidade n de f. Entdo, em um disco |z —a| < r,
f pode ser escrita como f(z) = (z —a)" h(z), em que h(a) # 0, sendo h analitica.
Derivando f em relagdo a z, obtemos f/(2) =n(z —a)" ' h(z) + (z —a)" h'(2), e

dividindo ambos os lados dessa igualdade por f(z), vem que

o que implica

= +
flz)  z—a  h(z)
f'(z : :
Observemos que o termo ) possui um polo simples em z = a e, pelo Teorema
z

[b.21] vale que

B e

resultado este que é a multiplicidade do zero z = a. E importante observar que
h(z)

(z—a)

h(z)

analitica, de onde segue que a funcao

— 0, quando z — a, pois (z — a) — 0, quando z — a, h(a) #0 e h é

!/

(
h(z)

¢ limitada numa vizinhanca de a.
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(III) Agora, seja z = a um polo de ordem k de f. Entao, em um disco |z—a| < r,
h(z)
(2 —a)¥’

f pode ser escrita como f(z) = em que h é analitica e h(a) # 0. Derivando

f, temos

B (2)(z —a)* —k(z—a)*Th(z) N(2)(z—a)* k(z—a)"th(z)

f'(2) = (z —a)?k - (z—a)%* B (z —a)?

=KW(2)(z—a)" —k(z—a) " h(2).

Dividindo ambos os lados da igualdade anterior por f(z), obtemos

Com o mesmo argumento anterior, temos que o residuo em z = a € igual a —k,
valor simétrico da ordem do polo z = a de f.
O que foi mostrado em (II) e (III) justifica a formula (5.6]), visto que a integral
!

na regiao interior a curva

1 /
— / f'(z) dz é a soma dos residuos da fung¢ao
211 Jy (Z

f(2) f(2)
5. O

2 1

Exemplo 5.30. Calculemos a integral / j_—:__
vy Z z
|z| = 2. Notemos que f(z) = 2%+ z e f/(z) = 2z + 1. Pelo Teorema [5.29], temos

/
1,/“%2 1/22+1dz:Z—P:2—O:2,
2mi vf( Y

z) T omi)y 2242

dz, em que 7 é a circunferéncia

o que implica

2. +1
/ 2 e = 2ri - (2) = 4,
v 25+ z

pois o niimero de zeros de f ¢ igual a 2, sendo estes 2 =0 e z = —1 e o ntimero de

polos ¢ igual a zero.

Corolario 5.31. Nas mesmas hipéteses do Teorema [5.29, se f e n sao funcoes

analiticas em A, entdo

;m[yn(z) ?((;) ds — Eij n(Ce)me, (f) (5.8)
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em que Ci,Ca,...,Gp SGo 0s zeros de f na regido interior a 7y e ka(f) é a multipli-

cidade de (, como zero de f.

Demonstracio. Pelo Teorema dos Residuos (Teorema , segue que

;m/vn(z) J}/((;) dz (5.9)

f'(2)
f(2)

a nessa regiao, temos duas possibilidades, uma vez que f e n sao analiticas:

(i) ou f(a) # 0

é a soma dos residuos da fungao 7(z) na regiao interior a . Dado um ponto

(#7) ou a é um zero de multiplicidade m de f.

Notemos que se (i) ocorre, entdo a integral em ¢é igual a zero, pois o
integrando possui residuo nulo nesse ponto a.

Quanto a (7i), suponhamos que a seja um zero de multiplicidade m de f,
localizado no interior da regiao limitada por 7. Nesse caso, em um disco D(a, )
vale que f(z) = (2 —a)™g(z) onde g(a) # 0 e g é analitica. Derivando f em relagao
a z, temos f'(z) =m(z —a)" ' g(2) + (z — a)™ ¢'(2), e dividindo ambos os lados
dessa igualdade por f(z), obtemos

f'(z) - m  d(z)

f2) z—a o)

Como ggléj)) é analitica em D(a,d), temos Zléj)) = nf%cn(z —a)" e, portanto,
flz) - om & _ in
) z-a +nZ::ocn(Z a)". (5.10)
f'(z)

Essa é a série de Laurent de centrada em a e nesse ponto o residuo é m.

f(2)

Por outro lado, a fun¢ao n admite uma representagao em série de Taylor centrada

em a dada por, digamos

n(z) = ibn(z—a)” = by + ibn(z—a)". (5.11)

n=1
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Multiplicando a igualdade ({5.10]) por n(z) dada em ({5.11]), obtemos

n(2) ;((;) - Zb"_ma +m Z busi (2 — a)” lz bz —a ] [i enl(z — a)"] .

n=0
. ) f'(z) A )
Por conseguinte, o residuo de 7(z) ) em a é bom = n(a)m,(f) e a prova esta
2
completa. n
< 1 f'() . -
Observagao 5.32. Sen = 1 em —/n(z) dz, entao o Coroldrio |5.31
27 Jy f(2)
garante que
1 /
i/ f(Z)dz:Zf,
2mi Jy f(2)

em que Zy € o numero de zeros de f na regido interior a vy, cada um deles contados

tantas vezes quanto for sua multiplicidade.

Uma consequéncia do Principio do Argumento (Teorema ) € o resultado a

seguir conhecido como Teorema de Rouché.

Teorema 5.33 (de Rouché). Sejam A C C um dominio e f e g fungoes analiticas
definidas em A. Consideremos R C A uma regido fechada e limitada, tal que OR,
sua fronteira, é uma curva de Jordan suave por partes e R\OR um dominio. Se
|f(2) —g(2)| < |f(2)|, para todo z € OR, entdo f e g tem o mesmo nimero de

zeros no interior de R, cada um deles contado quantas vezes for sua multiplicidade.

Demonstragdo. Inicialmente, observemos que a desigualdade |f(z) — g(2)| < |f(2)],

para todo z € R, implica que f e g ndo possuem zeros ao longo de OR. Divi-

dindo essa desigualdade por |f(z)|, temos |1 — Jgf(zi < 1, para todo z € OR, ou
z
equivalentemente,
—z -1 para todo z € OR. (5.12)
Escrevendo ¢(z) = M, temos
f(z)
S(z) = g=)f(z) = ['(2)9(z) _g(z)  [(2)g(2)

[f(2))? ) [fe))P
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Dividindo ambos os membros da igualdade acima por ¢(z), obtemos

Da Observacao [5.32] segue que
1 ! / 1 /
Zf_Zg:.[ 1)y | g(Z)dzl L g,
2ri | )y f(2) v g(2) 211 Jy (z)

1 '(z
Para concluir a demonstracao, precisamos mostrar que — / 7(2) dz = 0.
2mi Jy p(2)

Para isso, orientemos o caminho OR no sentido anti-horario e suponhamos que ele

é descrito por y(t), 0 <t < 1. Temos

1F (@) =g (Y@ < [F (@),

de onde vem
lp(v(#) =1 <1 (veja(p.12)). (5.13)

Consideremos o caminho p(t) = ¢ (y(t)), 0 <t < 1, fechado e suave por partes

(uma vez que ¢ é analitica em ). Esse caminho estd inteiramente contido no disco
aberto D(1,1), ja que (5.13) ocorre. Portanto,

S PO A
o2 Pl oty YW= L i

40 .y : 5 1
dt nada mais é que a integral da fungao n(z) = — ao
o p(t) z

=
! (
log z, é uma primitiva de n(z) = — em D(1, 1), segue que

/pidz:/y(géj)) dz =0,

pelo Teorema [3.19] visto que p ¢ fechado. Logo, Zy = Z,. ]

Porém, a integral
longo do caminho p:

dz.

1
z

Como o caminho p estéd contido no disco D(1, 1) e o ramo principal do logaritmo,
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Segue como corolario do Teorema de Rouché o seguinte teorema:

Teorema 5.34 (Teorema Fundamental da Algebra). Se P : C — C ¢é um polinémio

de grau m, entao P(z) tem precisamente n zeros, contados com multiplicidade.

Demonstragio. Escrevemos P(z) = ap,2" + a,_12" ' +... + a1z +ag, com a, # 0 e
definamos Q(z) = a,2". Claramente, ) tem um zero de multiplicidade n em z =0
e

1Q(2) — P(2)| = |an_12""" + ...+ a1z + agl.

Se z # 0, temos

Q(z) — P(2)|  |an—12""+...+arz+ao
Q(z) N 2" )
Como
. 12" P+ ..+ a1z +a
lim =0,
|2|—o00 Ap 2"

existe R > 0 tal que se |z| > R, entao

12" P+ ..+ a1z +ag
apz"

Q(z) — P(2)
| e <1. (5.14)

Dessa forma, escolhendo v como sendo um circulo de centro 0 e raio r > R,
concluimos por (5.14) que, ao longo de ~,

Q(2) = P(2)] <[Q(2)]

Pelo Teorema de Rouché (Teorema [5.33), P tem exatamente n zeros, contados

com multiplicidade. O

Exemplo 5.35. Vamos mostrar que os zeros da fungdo g(z) = 25 + 3z + 14 estdo
no interior do disco |z| < 2. Com efeito, notemos que a fungio f(z) = 2° possui o
mesmo nimero de zeros que g (pelo Teorema|5.34)) e tem um zero de multiplicidade
5em z = 0. Sendo 7 a circunferéncia |z| = 2, verifiquemos que | f(z) —g(2)| < |f(2)|,
para todo z € 7. De fato, se |z| = 2, entao

|25 = (P +3241)|=|-32—1| =32 +1| <3|]z| +1=7.
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Como |f(2)| = |z|> = 2° = 32, temos |f(2) — g(2)| < |f(2)] e, pelo Teorema
de Rouché (Teorema , segue que g também tem 5 zeros no interior do disco
|z] < 2, uma vez que f tem 5 zeros nesse disco (z = 0 com multiplicidade 5).

5.4 Exercicios propostos

1. Mostre que z = 0 é uma singularidade removivel de cada fun¢do. Determine o

valor que se deve atribuir a funcao, de modo que, para z = 0, f seja analitica.

(a) f(z)= ez%f (d) f(z) = Sen4;_42;
o) =" @ s =1L
(c) f(x) = - 1 i; (f) f(z) = C"Ssifljz‘l

2. Nas funcgoes a seguir, determine os polos com suas respectivas ordens.

@) ) = 3=y @ 1) =
3z—1 z—1
) 16 = 2 vs @) J&) =@y
1+4 ' 1
(C) f(Z) = <Z+ 2>2<Z+Z')47 (f) f(Z) = m

3. Nos itens de (a) a (j), calcule o residuo Res (f, z9) em cada polo indicado da

funcao dada.

() f(z) = e z=0
) f(2) = 57gg ©  F=di
© fE)=rs o =1
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@ 1) = 525 e a0
@ f6) =g o w=2

(0 fe)= " o =0,

® F)= o ¢ 2=l

522 —4z+3

(h) f(2) = m e zp=—1;
. 1 ,

(i) f(Z):m e z=4

G =2l e 4t

(z—=1)3(2+3)

4. Nos itens de (a) a (j), utilize o Teorema dos Residuos para calcular a integral

ao longo do caminho especificado.

(a) tg 2 dz;
|z|=2 .
(f) dz;
(b) e% dz: |z—2i|]=3 Z sen z
|2|=1 ’ y 6
i (&) iz 22+ 47

(c) dz;

l2|=2 2% + 523

(h) 2" sen (1> dz;

(d) 1 . |z—1|=2 22
l2-3ij=3 22 +4z+ 13 1

(i) / AR L

e? 2l=8 1 —senz

© [ T

5. Prove que as tinicas singularidades isoladas de uma func¢ao racional f sao

polos ou singularidades removiveis.

6. Seja f uma funcao analitica e diferente de zero no ponto z,. Mostre que a
f(z)

fungao g(z) =
f(z0).

tem um polo simples nesse ponto, com residuo igual a
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7. Seja f : C — C uma fungao inteira. Suponha que f(z) # 0 para todo z € C
e que o limite zll}rgo f(2) existe e é ndo nulo. Mostre que f é constante.






6 Algumas aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicagdes da teoria da Analise Com-
plexa. Dividiremos seu contetiddo em duas segoes.

Na Secao , exibiremos aplica¢oes do Teorema dos Residuos (Teorema
visto no capitulo anterior. Revisaremos brevemente o estudo da Transformada de La-
place e veremos como determinar sua inversa por meio do TeoreHQla .26l Através do

v
mesmo resultado, exploraremos o calculo de integrais da forma / F(cosf,sen ) db
e integrais improéprias reais. ’

Ja na Secdo [6.2] apresentaremos a solugao geral de uma equagao diferencial

ordinaria linear de segunda ordem quando as raizes de sua equagao caracteristica

sao numeros complexos.

6.1 Aplicacoes do Teorema dos Residuos

Na presente segdo, utilizaremos o Teorema dos Residuos (Teorema [5.26) para
calcular a Transformada Inversa de Laplace e para calcular integrais reais sob

determinadas condigoes.

6.1.1 Transformada de Laplace

Sabe-se que a transformada de Laplace de uma funcao real f definida no

intervalo [0, oo ¢ dada por
L{Oy = | e B dt = Fs), (6.1)
a quando a integral imprépria em (/6.1 converge.

197



198 Algumas aplicac¢oes

A funcao K(s,t) = e~** é denominada nicleo da transformada. Ao aplicar (6.1)),

nos deparamos com dois problemas.

(1) Problema direto: dada a fungdo f(t) que satisfaz certas condigoes, determinar

sua transformada de Laplace.

(17) Problema inverso: determinar a funcao f(t) que tem uma dada transformada
F(s).

A funcao f(t) é denominada transformada inversa de Laplace e ¢ denotada

por Z 1 {F(s)}.

Exemplo 6.1. A transformada da funcio f : [0, co[ — R definida por f(t) = ekt é
dada por

se s > k.
Observemos que se s for uma variavel complexa, isto é, s = x 4+ 1y, entao

—(s—k)b et ek e (cos by + i sen by)ek?

—(s—k) —(s—k) —(s—k)

1
e e ¥ — 0 quando b — oo, se x > 0. Logo, & {ekt} =% quando Re (s) > 0.
S p—

Recordaremos algumas defini¢bes importantes para podermos exibir condig¢oes

suficientes para garantir a existéncia da transformada de Laplace para uma funcao

1.

Definic¢ao 6.2 (Continuidade por partes). Uma fungao f é continua por partes
em um intervalo |a,b] se este puder ser particionado em uwm nimero finito de

subintervalos (t;,t;11) de forma que a =ty <t; < ...<t, =0b, tal que

(i) [ é continua em cada subintervalo aberto (t;,t;11);
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(ii) os limites laterais

lim f(¢) e lim f(¢), 0<i<n-—1,

+
t—t; t—t,

existem e sao finitos.

Definic¢ao 6.3. Dizemos que uma fungio f é de ordem exponencial em [0, 00|
se existem constantes reais M > 0, T > 0 e k tais que |f(t)] < M e, para todo
t>1T.

Notemos que se f é de ordem exponencial, entdo e * |f(t)| < M, para t > T,

ou seja, a fungdo e~ * | f(t)| é limitada, para t > T

Teorema 6.4. Se f é uma fungdo continua por partes em [0,00[ e de ordem

exponencial k, para t > T, entao
LWy = [ e f) de

existe, para Re(s) > k.

Demonstracao. Pela propriedade aditiva das integrais definidas, temos

L) :/(]Te‘”tf(t) dt+/T°°estf(t) dt =1, + .

(i) A integral I; existe, pois podemos escrevé-la como a soma de integrais em
intervalos onde a funcao e f(t) é continua.

(ii) Vamos verificar que a integral I também existe. Com efeito, tomemos s
como a variavel complexa s = x + i y.

Por hipotese, f é de ordem exponencial k, para t > T, ou seja, existe M > 0
tal que |f(t)] < M e, parat > T. Usando |e=*| = |e *(cosyt + i senyt)| = e~ *,

obtemos
L] < / et F (1) dt < M/ et et gt = M/ e~ @Rt gt =
T T T

) e*(:pfk)t b
=M-lim [ e @®gt =M. lim | ——
b—oo JT b—oo —(x — k‘) T

[ e—(m—k)b e—(m—k)T ‘|

=M T T S h)

b—o0
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e—(z=k)b e—(@—k)T
Notemos que lim ———— = 0, se z > k. Portanto, |l,|] < M ——,
b=oo —(x — k) —(z — k)
para x > k, em que z = Re (s).
oo A e—(:c—k)T
Como / Me= @Rt gy converge a M E—— se x > k, segue, pelo Teste da
T x —

Comparagao para integrais improprias (veja [11], pdgina 144), que a integral

|1t ar

converge se x > k, o que implica que I existe para z = Re (s) > k.

Por (i) e (ii), concluimos que

Z{w}= [ e ar

existe, para Re (s) > k. O

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrada na referéncia [7],

pagina 26 (Teorema 6.1).

Teorema 6.5 (Transformada de Laplace como uma fungao analitica). Se f € uma
fungdo continua por partes no intervalo [0,00[ e de ordem exponencial k para t > 0,

entdo a transformada de Laplace
F(s) = / et f (1) dt
0

¢ uma fungao analitica no semiplano direito definido por Re(s) > 0.

A demonstracao do resultado enunciado a seguir pode ser encontrada na refe-

réncia [5], paginas 29 e 30.

Teorema 6.6 (Transformada inversa de Laplace). Sejam f e f' fungoes continuas

por partes em [0,00[. Se f é de ordem exponencial k parat > 0 e F(s) é uma

transformada de Laplace, entdo a transformada inversa £~ {F(s)} é dada por
at+i R

£(t) = 2 {F(s)} = —— lim e F(s) ds (6.2)

271 R—oo Ja—iR

em que o > k.
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O limite na igualdade (6.2)), que define um valor principal da integral, é usual-

mente escrito como

1 a+io0o
() =2 HF$)} =5 [ eFs)ds, (6.3)
21t Ja—ico
em que os limites de integracao indicam que esta é feita ao longo do caminho
retilineo vertical infinito Re(s) = v = a. Aqui, a ¢ uma constante positiva maior
do que k e maior do que as partes reais das singularidades no semiplano a esquerda
de x = a. A integral em ¢ conhecida como integral de contorno de
Bromwich.

O fato de F'(s) ter singularidades sy, s5. .., s, a esquerda da reta x = o permite
que calculemos usando um caminho fechado que envolva tais singularidades.
Um caminho fechado geralmente utilizado consiste em uma semicircunferéncia
71 de raio R e centro («,0) e em um segmento de reta vertical v2 paralelo ao
eixo y, que passa pelo ponto (a,0) e se estende de y = o — iR a y = a + iR.
O raio R deve ser maior do que o maior nimero no conjunto dos médulos das
singularidades, {|s1],|s2|, ..., |sn|}, isto é, o suficientemente grande para que todas
as singularidades estejam no interior da semicircunferéncia. Com o caminho
escolhido dessa forma, a integral em pode ser calculada com o uso do Teorema
do Residuos. Se R — 00, a parte vertical do caminho tende a reta vertical infinita,
que é o caminho em .

O caminho descrito acima sera utilizado para calcular a transformada inversa
de Laplace de uma funcao através do Teorema dos Residuos. Antes de exibirmos o
teorema que trata desse calculo, vamos demonstrar um resultado auxiliar.

0 _ 2
Lema 6.7. Se 0 <0 < g, entao Seg >

—
Demonstracao. Seja

sen 60 T

f < —

£(0) = 7 , se 0< < 3
1 ,  se 0=0.

s s 2
Notemos que se 6 = 5 entao f <2> = —. Se mostrarmos que f é decrescente
s

T
em (0 <0< 5 teremos f(f) > — para todo 6 nesse intervalo. Facamos isso.
T
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Fixemos 6 € (O, ;T) Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (veja [11],
Teorema 7, pagina 96), existe a € (0, 0) tal que

sen 6 —sen 0

cos o = 70
Assim, para tal a € (0,6), temos
sen 6
£(60) = 0 cos  —sen 6 cos § — g  cosf —cosa
B 62 B 0 B 0

T
Como a fungao cosseno é decrescente em {O, 2}, segue que f'(#) < 0 para todo

s
RS (0, 2}, como queriamos demonstrar. O

Teorema 6.8. Seja F(s) uma fungdo obtida pela transformada de Laplace que tem
um nidmero finito de polos s, k =1,2,...,n, d esquerda da reta vertical Re(s) = c.
Seja v o caminho conforme Figura . Se a fungao sF(s) é limitada em vy, a

semicircunferéncia de raio R e centro (a,0), quando R — oo, entdo

L F(s)} = ZR@S (e F(s), 1) - (6.4)

Demonstragio. Sejam -, a semicircunferéncia de raio R e centro («,0) e 72 o
segmento de reta vertical que se estende de y = a —1 R e y = a+1 R. Da Figura
e do Teorema dos Residuos (Teorema |5.26)), segue que

/ e F(s)ds+ | €'F(s)ds =2mi)_ Res (eStF(s), sk> :
7

2 k=1

o que implica

1 otiRt st = st 1 st
7/ e F(s)ds =) _ Res (e F(s),sk>—2— F(s)ds.

2mi Ja—iR 1 ux’

Primeiramente, mostraremos que

lim [ e"F(s)ds=0.

R—00 J~,
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Y
o+ iR
a—1iR
Figura 6.1: Caminho v que envolve todas as singularidades.
. N . 0 T 37
Se a semicircunferéncia ~; for parametrizada por s = a + Re", 5 <0< >

entdo ds = Rie? df. Como s — a = Re'?, segue que ds = (s — a)idf. Assim,

1

271

t L 372 Ry 0\ 17 6
/esF(s)ds: ,// R P 4 Re) Rie™ db,
71 /2

de onde segue que

1
‘ / e F(s)ds| = — / e F(s)ds
T Jm 27 |y
L 372 s Reeio i0 i
< Py ‘e F(a+ Re )HRZ@ do.
™ Jr/2
Observe que
7:0 . .
’eat—&-Rte _ ‘eateRt(cos 0+ sen 0)‘ — ’eateRt cos 967,Rt senf| _ eocteRt cosG’
pOiS |eiRtsen€| =1.

Em |Rie®|, temos para R suficientemente grande e o < s

|Rie”| = |s—alli| < |s|+]a] < |s|+|s|=2|s] e s|F(s)] < M.
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Dessa forma,

3m/2
< Meat/ 6those do.
™ w/2

/ e F(s)ds
71

2

3m/2

™/
Fazendo 6 = w + g, a integral // efteost 49 se torna
/2

T _Rt ™2
/ e— sen w dw — 2 / 6_ sen w dw'
0 0

2
Como senw > d para todo w € [O, 721 (veja Lema , vemos que
T

/2 /2 3R T _emw]™? 7w
2/ —Rtsenw d < 2/ - d — |:_ —ﬂ_:| — 1— —Rt '
) e W X 0 (& W Rt e o 7Rt ( e )

Usando as desigualdades obtidas anteriormente, concluimos que

1 st Me! —Rt
gy /716 F(s)ds| < i (1—6 )
M at

Quando R — oo, Ret (1 — e‘Rt) — 0 e, portanto,

R—o0

lim / e F(s)ds = 0.
7

Logo, quando R — oo, em

1 at+i R n 1
—/ e F(s)ds =) Res (eStF(s), sk> - 2—/ e’ F(s)ds
k=1 mn

27t Ja—iR )

segue

LHE(s)} = 21 /;J'rioo e F(s)ds = Zn: Res (eStF(s), sk> :

e i 00 E—1

]

1
Exemplo 6.9. Vamos utilizar o Teorema para calcular 1 {6}, para
s
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1
Re (s) > 0. Notemos que F'(s) = — tem um polo de ordem 6 em s = 0. Assim,
s

1 1 1 e st
f(t) 23_1{56} = Res (eSt-SG,O> BRG] lim a5 [(3—0)6'61 =

1 : d5 6 €St 1 : d5 st 1 : 5 st 1 5
=5 I g [ ] = 5 lim g o] = g lim e = 55
Vale observar que utilizamos a férmula

1 ] dn—l .
Res (f, 20) = n—1) Zhjglo dan—1 [(z = 20)" f(2)],

fornecida pelo Teorema [5.23]

1
Exemplo 6.10. Determinemos £~ {
s?2+4

polos simples, s = 2i e s = —2i. Aplicando o Teorema temos

1 1 1
_ -1 _ ; )
ft) =2 {52+4}_R68 <82+4’2Z)+R68 <52+4’_22) B

tem dois

1
}. A fungao F(s) = 21

=l [(5 — 2 (s — 21'6)3(; + 21')1 + lim, [(8 ) (s — 2@'6)3(; + 22')] -

G N e cos2t+isen2t  cos(—2t)+isen(—2t)
VTR 4i 4i N

cos 2t + 1 sen 2t — cos 2t + ¢ sen 2t 21 sen 2t 1
- = - = — sen 2t.
43 43 2

6.1.2 Calculo de integrais reais

O objetivo desta se¢ao é mostrar a aplicabilidade do Teorema dos Residuos no

calculo de integrais reais sob determinadas condigoes.
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27
Integrais trigonométricas da forma / F(cosf,sen ) df
0

Para este caso, converteremos a integral acima em uma integral complexa
em que o caminho v é a circunferéncia unitaria |z| = 1 centrada na origem.
A parametrizacdo dessa circunferéncia centrada na origem é dada por z = e,

0 <0 <27 Assim, dz =ie" df e, além disso, sabemos que

i0 | ,—if i0 _ —if
cosf = ete” e senf = i
2 21
41 it dz 1 .
Observemos que z~ ' = — = ¢ logo df = —, cosf = 5(2—1—2 ) esenf =
2 iz

1
5(2 — 271). Portanto, a integral
i

2m
/ F(cos,sen ) d (6.5)
0

se torna a integral

7§F (;(z 42, 21_(z _ zl)) & (6.6)

)
i iz
em que 7 é a circunferéncia unitéria |z| = 1.

27 do
Exemplo 6.11. Vamos calcular a integral / ( a > 1, fazendo as
0

a+ cosf)?’
substituicoes mencionadas.

Com efeito,
/ ! L g —
gl [a+%(z+2_l)]2 iz Jy (a—|—322—j1)2 iz Jy <z2+2az+1>2 iz

2z

]{ 422 dz 47{ z d
= — == z.
v (224 2az+1)% iz i Jy (224 2az 4 1)2

O polindémio 22 + 2az + 1 pode ser fatorado em um produto de polindémios do
1° graw: 22 +2az+1=(z+a—+Va*—-1)(z+a+ Va2 —1).

O caminho de integracao ¢ a circunferéncia |z| = 1. Sendo z; = —a + va? — 1
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e zo = —a — v/a? — 1, somente z; pode estar no interior de |z| = 1. Portanto,
jé - dz = 2miRes (f, 1)
z =2mi Res (f, z1),
v (2 —21)%(z — 22)? !

pelo Teorema dos Residuos. Vamos calcular o residuo de f em z;. Como z; é um

polo de ordem 2, temos

Res (1,2) = oy Jim, gz [ =0 0)] = b [(—)] B

= lim
zZ—z1

— lim (2 — 22)? — 22(2 — 29)
A i (2 — )1 1

i [ —2— 2 ] a
= lim = .
e AT
Por conseguinte,
4 z 4 a 2am
- dz=—-2mi-Res(f,z) =8m- =
i ﬁ(22+2az+1)2 i (f,21) 4( a2—1)3 ( a2—1)3

Integrais improéprias reais
Seja f uma fungao real continua definida no intervalo [0, co[. Do Célculo Integral
sabemos que I; = / f(x)dx é dada pelo limite
0

T

I =lim | f(x)dz. (6.7)

r—00 0

Se o limite acima existe, dizemos que a integral I; converge; caso o limite nao
exista, dizemos que [; diverge.
Da mesma forma, temos que, se f estd definida em (—o0, 0],

I, = /O f(z)dx = lim Of(x) dx. (6.8)

— 00 r——oo J,
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Se f é continua em |—o0, 0], a integral / f(z) dx ¢é definida por

/OO f(x)d:v:/o dx+/ x)de =1 + I, (6.9)

— 00

desde que as duas integrais do lado direito convirjam. Caso uma das duas integrais,
I, ou I, divirja, a integral do lado esquerdo da igualdade também sera divergente.

E importante ressaltar que

0

rgr_nowf()dmrhm/ r)de # lim /

Para que a integral / x) dx convirja, é necessario que os limites em e

) existam independentemente um do outro. Entretanto, caso saibamos a priori
o0

que uma integral impropria / f(z) dx converge, podemos calcula-la empregando
—0oQ

o seguinte processo de limite:

/O:o f(z)de = lim 7; f(z) du. (6.10)
O limite simétrico em - pode existir mesmo que a integral 1mpr0pr1a
/ f(z) dx divirja. Um exemplo simples é dado pela integral imprépria rdx
que diverge, pois , o
i | e = Jim = oo

porém
r 1
lim rdr = lim — [r2 — (—T)2] = 0.

r—oo J_, r—oo 9

O limite Th_glo f(z) dx é denominado valor principal de Cauchy e é deno-

tado por

T

lim [ f(z)dz = V.P. /_O:O () da. (6.11)

T—00 —r

T

No caso de lim xdx, temos V. P. /oO rdr =0.

T—00 —r

Percebemos assim que, mesmo que a integral em divirja, podemos obter
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um valor principal de Cauchy. Caso a integral impropria convirja, o valor principal
de Cauchy terd o mesmo valor da integral.
Para utilizar a teoria dos residuos com o objetivo de calcular a integral em ,

p(x)

em que f é uma funcado racional f(z) = ——= continua em |—o0, co[, substituimos
3 afz) 3

a variavel real x pela complexa z e calculamos a integral da funcao complexa f

ao longo de um caminho fechado v, dado pelo intervalo [—r, 7] no eixo real e uma

semicircunferéncia com raio suficientemente grande para envolver todos os polos de

p(2)

f(2) = == contidos no semiplano superior Im(z) > 0.
2

Pelo Teorema dos Residuos, temos

sc

[yf(Z) dz = / f(z)dz + Tr f(z)dx = 2mi zi: Res (f, zx) (6.12)

em que s € a semicircunferéncia descrita e z, K = 1,2,...,n, s@o os polos no

semiplano Im(z) > 0.

Figura 6.2: Caminho ~,. fechado.

Se
/ f(2)dz -0 quando r — oo,
Vse
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entao
V.P. /OO f(z)dx = lim /T f(z)dx = 2mi En Res (f, zx). (6.13)
oo r—oo J_, P

Exemplo 6.12. Determinemos o valor principal de Cauchy da integral imprépria

oo 1
/_Oo P dxz. Observemos que
1 1

A N R CE R e

Consideremos o caminho fechado v que consiste no intervalo [—r, r] no eixo das
abscissas e na semicircunferéncia ., com raio r > /2, pois é necessario envolver o

polo z = 1 + i, pertencente ao semiplano Im(z) > 0. Veja a Figura

Y

[

Figura 6.3: Polo z = 1 4 ¢ envolvido no caminho ~s..

Pelo que vimos, temos

1 1 r 1
£22_2Z+2 - ”/ch2_2Z+2 at —TZ'2—2I+2 t m eS(f) +Z)
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Como z =1+ 14 é um polo simples, segue que

Res(f,1414) = lim (z—1-1)- (z—l—z’)l(z—1+i) - 1+ii1+i :21¢'
Portanto,

/_i;ﬂ—;mdx:m'zl@:” (6.14)
Mas, e o valor da integral b dz? Precisamos mostrar que

’73(:562_21"’_2

/Ysc m dr — 0 quando r — 00,

para obter (|6.14]).
Pois bem, observemos que

2 =22 +2|=|(z —1=i)(z = L+i)| > [le] == 1—ill-[Je[ = | = L+l

= [lsl = V2| Izl = V2| = (r = v2)2

Sabendo que o comprimento da semicircunferéncia é 7r, segue do Lema [3.27]

</

— 0 quando r — 00.

que
mr

5|l <
e — Z e —
22 —2z+42 T (r—+v2)2

[t
—dz
vse 22— 22+ 2

wr
(r —/2)2
O teorema a seguir garante o fato descrito acima. Sua demonstragao é proposta

como um exercicio no final do capitulo.

p(2)

Teorema 6.13. Seja [ uma fungao racional f(z) = ﬁ, em que o grau de p é
q(z

neograu de q ém > n+2. Se vy, € um caminho (semicircunferéncia) cuja

parametrizacio é z = re??, 0 < § < 7, entdo

/ f(2)dz — 0 quando 1 — oc.

sc

No Exemplo [6.12| o grau do denominador é m = 2 e o grau do numerador ¢
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n = 0 e, portanto, a condicdo m > n+ 2 (2 > 0+ 2) é satisfeita.

6.2 Solucao de equacoes diferenciais ordinarias

Sabemos da teoria das equacoes diferencias ordinarias que a solucao da equacao
diferencial ordinaria linear ay”(t) + by'(t) + cy(t) = g(t), com a,b,c € R, é dada
por y(t) = yn(t) + yp(t) em que y; é a solucdo da equagao diferencial homogénea
ay”(t) +by'(t) + cy(t) = 0 associada a equagdo inicial e y, é uma solucdo particular.

M & solucao da equacdo homogénea associada. De fato,

Afirmamos que y = e
como y' = AeM ey’ = XM temos a(N2eM) + b(AeM) + c(eM) = 0, o que implica
eM(ar?+bX+c) = 0. Quando ) for solucdo da equacio polinomial a\? 4+ b\ +c = 0,
y = eM sempre serd solugdao da equacao homogénea ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0.

Como a, b e ¢ s@o nimeros reais, se b — 4ac < 0, entdao as raizes da equacao
al? + b\ + ¢ = 0 sdo nimeros complexos um conjugado do outro, digamos o + i 3
ea—1/, com > 0.

Portanto, duas solugoes de ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0 sdo y; = et ¢

yp = e@"At Como e = cosf + i send, temos

eletiAt — gat  oiBt — pol(cos Bt + i sen fBt)

elamiB)t — got . o=ift — e*(cos Bt — i sen j3t).
A solugao geral de ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0 pode ser escrita como a soma e a

diferenca de duas fungoes solugoes, digamos

Y1 + yo = e (cos Bt + i sen Bt) + e*(cos Bt — i sen Bt) = 2™ cos St

Y1 — Yo = e*(cos Bt + i sen ft) — e*(cos Bt — i sen Bt) = 2i ™ sen f3t.

Desprezando as constantes multiplicativas 2 e 2¢, obtemos um par de solugoes
com valores reais u(t) = e* cos 5t e v(t) = e* sen ft. Podemos mostrar que o
Wronskiano das funcoes u e v ¢ diferente de zero quando 3 # 0, pois W (u, v) = fe?*.

Quando S = 0, as raizes sao reais. Logo, u e v formam um conjunto fundamental
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de solugbes e a solucao geral de ay”(t) + by'(t) + cy(t) = 0 é dada por
y(t) = e (cycos Bt + casen Bt), c1,c0 € R.

Exemplo 6.14. Determinemos a solucao geral da equagao y” (t)—4y'(t)+13y(t) = 0.
A equacdo auxiliar (ou caracteristica) é dada por A> — 4\ + 13 = 0 que tem como
discriminante A = —36. Assim, temos duas raizes complexas para a equagao
caracteristica, a saber \; = 2+ 3i e \; = 2 — 3i. Portanto, y; = e* cos3t e
y» = e?*sen 3t formam um conjunto fundamental de solucoes para a equacio
y"(t) — 4y (t) +13y(t) = 0 e a solugao geral é dada pela combinagao linear de ambas
as fungoes:

y(t) = 2 (cl cos 3t + ¢ sen St) , c,0 €ER

Exemplo 6.15 (Movimento harmonico simples). Sabe-se que a Lei de Hooke, dada
por F = —kx, em que F' é a forca de tensao, k é a constante elastica da mola
e x é o afastamento da mola em relacdo ao seu comprimento de equilibrio, esta
relacionada com a elasticidade de determinados corpos, principalmente as molas.
A forga de um corpo exercida na mola causa uma determinada deformacao a partir
de um comprimento de equilibrio. Neste caso, estamos desprezando qualquer atrito
na situacao.

I,

Comprimento de Equilibrio

Figura 6.4: Mola em estado estacionario.
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Pela 2% Lei de Newton, ' = m - a e sendo a aceleracao a segunda derivada do
espaco em relacao ao tempo, temos que F = m - z”. Assim, substituindo essas

informacoes na Lei de Hooke, obtemos mx” = —kz, que equivale a
ma” + kx = 0.

A equagao acima é uma equacao diferencial ordinaria linear, homogénea e de
segunda ordem com coeficientes constantes conhecida como equagdo do movimento
harmonico simples e esse tipo de movimento ¢é caracterizado por oscilacdes do

espaco em funcao do tempo. A equacdo caracteristica é dada por mA? + k = 0 que

| k | k
tem como raizes A\ = {/— 1 e Ay = —/— 1. Portanto, sua solugao geral é dada por
m m
k k
x(t) =crcos ([ —t]| +casen [/ —1].
m m
6.3 Exercicios propostos

1. Nos itens de (a) a (j), calcule a transformada inversa de Laplace £~ {F(s)}

para cada funcao dada.

(@) F(s) = 5 O 1) = s
(b) F(s) = 5o a0 (&) F(s):<8€_asa)2, o> 0;
(©) Fls) = ) P - St
(d) Fs) = (3_15)3; () F(s)=

(€) Fls) = (82+81)2; G) F(s) = @_(;)_(23_3)

2. Nos itens de (a) a (j), determine o valor de cada integral trigonométrica a

seguir.



Exercicios propostos 215

27 1 d@ 27 1
(a) /0 cosf —2 (f) /o 2+sen20d0’

s 1 29
Sl
(b) 0 a+cost (g)/ 2_|_Seng

27 1 2
(c) / do: / sen“ 0

0 §+sen9 (h) 5+4cos@

21 1 20
d / ) cos
(d) 0 1+%sen9 ()/ 3 — sen0

2r cos@ ™ 1

j —df 1.

(e) / 3—|—sen9 (3) /o 1+ asenf lal <

3. Para |a| < 1ea>b>0, verifique que

(a) /2”1 b=
o 1l-+acosh _\/1—a27

7T 1 21
b /7%:7.
(b) o a-+bcost a2 — b2

4. Demonstre o Teorema [6.13]

5. Nos itens de (a) a (j), para cada integral a seguir, determine o valor principal

de Cauchy.
(a) /_O:o (22 + 1)1(9;2 Ty 4
(b) /o:o Q34:- 1dx
(©) / P P
@ [ s
@ [ e

()/ ::4+_11 o
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() /O N xﬁxj L 4z
0 1
w [ (@ + 1)2(2 1 9)

N[ 1 .
M) /0 20+ 1 a;
o0 72
j dx.
() /_oo (22 + 22+ 2)(22 4+ 1)2 ‘

dx;

6. Determine a solucao geral de cada equacao diferencial homogénea dada.
(a) 4y" +y' = 0;
(b) y"+9y" =0;
(c) ¥'+2y +2y=0;
(d) 3y" +2y' +y=0;
(e) y" + 64y = 0;

() v" + 2y + 10y = 0.
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