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Resumo

A partir dos geradores da superálgebra de Kac-Moody s̃l(2, 1) escrevemos o
par de Lax para o modelo sinh-Gordon supersimétrico. Em adição, verifi-
camos que através da equação de curvatura nula o Lax obtido, reproduz as
equações de movimento do modelo. Para a análise de teorias com defeito
calculamos, por meio de uma transformação de Gauge, a matriz de defeito
para o modelo sinh-Gordon supersimétrico, e apresentamos o resultado sim-
ilar obtido para o modelo sine-Gordon. Notamos ainda que na região do
defeito, os campos da teoria obedecem equações do tipo das tranformações
de Backlund. Foram obtidas também a energia e o momento para o mod-
elo super sinh-Gordon, a partir de uma expressão geral, que nos permite
obter o conjunto infinito de cargas conservadas para modelo. Além disso, as
contribuições do defeito dessas quantidades foram também encontradas.

Palavras chave: Modelos integráveis; Modelo sinh-Gordon su-
persimétrico; Leis de conservação; Transformações de Backlund.

Área do Conhecimento: Teoria de campos; F́ısica matemática.
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Abstract

From the generators of the Kac-Moody superálgebra s̃l(2, 1) write the Lax
pair for the supersymmetric sinh-Gordon model. In addition, we find that
through the zero curvature obtained the Lax equation reproduces the equa-
tions of motion of the model. For the analysis of defective theories calculated
by means of a gauge transformation, the default matrix for the model sinh su-
persymetric Gordon, and present the result similar to the sine-Gordon model.
We also note that in the defect region, the field equations of the theory obey
the type of Backlund transformations. The energy and momentum for the
super sinh-Gordon model were also obtained from a general expression that
allows us to obtain the infinite set of conserved charges for style. In addition,
the contributions of the defect these quantities have also been found.

Key words: Integrable Models; Supersymmetric sinh-Gordon
model; Conservation Laws; Backlund Transformations.

Area: Field Theory; Mathematical Physics.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Sistemas integráveis adimitem soluções do tipo sóliton. Essas soluções são
ondas não lineares localizadas (representando uma concentração de energia
em uma região finita do espaço), que se propagam com velocidade constante
e mantém a sua forma preservada. A estabilidade dessas soluções está as-
sociada à existência de um número infinito de quantidades conservadas ou
constantes de movimento em involução.
Um tópico interessante no estudo desse tipo de sistema é analisá-lo na pre-
sença de defeitos ou impurezas. Nesse sentido, em teorias de campos in-
tegráveis essa descontinuidade é introduzida como uma condição de contorno
interna, localizada em um ponto a do eixo x, que liga uma teoria de campo
em x < a à outra teoria (possivelmente diferente) em x > a [11]. Em par-
ticular, nota-se que com a introdução desse tipo de defeito, a invariância
por translação espacial é quebrada, uma vez que impomos uma restrição à
variável x, e portanto espera-se uma violação na conservação do momento.
Contudo foi verificado por P. Bowcock, E. Corrigan e C. Zambon em [11],
que para manter a integrabilidade do modelo, os campos da teoria na região
do defeito devem satisfazer equações do tipo das tranformações de Backlund.
Isso introduz potenciais de defeito que nos permite construir quantidades
modificadas do momento e energia, e com isso levando em consideração a
contribuição do defeito o momento volta a ser conservado.
Uma maneira de se obter as infinitas quantidades conservadas, em um sistema
integrável é através do método do espalhamento inverso. M. Wadati mostrou
em [7] que para obter as leis de conservação a partir do espalhamento inverso,
as funções associadas às equações de Riccati (que surgem do espalhamento
inverso), devem ser expandidas em série de potências do parâmetro espec-
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tral efetivo λ. No seu artigo foi abordado o caso em que a expansão é para
potências negativas de λ, contundo em [5, 17, 18] vemos que a expansão em
potências positivas também foi considerada. Usaremos esse formalismo para
determinar as cargas conservadas para o modelo sinh-Gordon supersimétrico
N = 1, e em particular obtemos o momento e a energia antes derivados da
formulação Lagrangeana.
Esta dissertação está organizada como segue. No caṕıtulo 2, apresentamos
brevemente algumas definições úteis quando tratamos de modelos integráveis:
integrabilidade, formulação de Lax e a equação de curvatura nula, esta última
gerando as equações de movimento do sistema integrável.
No caṕıtulo 3, discutimos transformações de Backlund, um método útil para
a obtenção de soluções para equações não lineares. Esse método é aplicado
ao modelo sine-Gordon segundo [1], [2], [16]. Em seguida usaremos o formal-
ismo de supercampos [4, 13, 14], a fim de obter tais transformações para o
modelo sinh-Gordon supersimétrico com N = 1.
No caṕıtulo 4, introduzimos a formulação Lagrangeana para teorias com
defeito [9], analisando os casos: bosônico, fermiônico e super sinh-Gordon.
Notamos que condições devem ser impostas aos potenciais do defeito, para
que a conservação das quantidades modificadas seja preservada.
A seguir no caṕıtulo 5, é apresentada a superálgebra sl(2, 1) na qual se ba-
seia o modelo super sinh-Gordon N = 1. Com isso foi posśıvel no caṕıtulo 6
escrevermos o par de Lax para o modelo em questão, bem como a equação
de curvatura nula e, portanto as respectivas equações de movimento.
No caṕıtulo 7, mostramos como obter a matriz de defeito K, e apresentamos
o resultado obtido em [5], para o modelo sine-Gordon. E da mesma, encon-
tramos a forma expĺıcita de K para o modelo super sinh-Gordon.
No caṕıtulo 8, apresentamos a função geradora do infinito conjunto de cargas
conservadas seguindo as referências [5, 17, 18]. Aplicamos a expressão obtida
para o modelo sinh-Gordon, e escrevemos o momento e a energia como com-
binação linear das cargas encontradas.
No caṕıtulo 9, são calculadas as contribuções do defeito para as quantidades
mencionadas acima. Contudo um problema de sinal nos resultados obtidos
deixa em aberto uma futura investigação.
Finalmente, no último caṕıtulo fazemos as considerações finais e discutimos
perspectivas para trabalhos futuros.
Nos apêndices são explicitados alguns cálculos úteis presentes nessa dis-
sertação.
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Caṕıtulo 2

Conceitos Iniciais

2.1 Integrabilidade

Nessa seção discutiremos a definição de integrabilidade no sentido de Liou-
ville. E para isso, vamos considerar primeiro um sistema mecânico, descrito
em um espaço de fase 2N dimensional com coordenadas canônicas qi, pi onde
i = 1, ..., N . Nesse espaço de fase a trajetória de um corpo será dada pelas
seguintes equações de movimento [16]

q̇i = {qi, H} =
∂H

∂pi
(2.1)

ṗi = {pi, H} = −∂H
∂qi

(2.2)

onde H é a Hamiltoniana do sistema, as chaves representam os parênteses
de Poisson. Que por definição para duas funções f(qi, pi, t) e g(qi, pi, t) das
variáveis canônicas e do tempo é dado por:

{f, g}PB =
N∑
m=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
(2.3)

tal que são satifeitas as seguintes propriedades

{f, g} = −{g, f}
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 . (2.4)
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Desse modo, usando essa definição encontramos que as coordenadas canônicas
satisfazem à

{qi, qj} = {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij . (2.5)

Portanto para uma função f(qi, pi, t) sua evolução temporal será

df

dt
=

∂f

∂t
+

N∑
i=1

(
∂f

∂qi

dqi
dt

+
∂f

∂pi

dpi
dt

)

=
∂f

∂t
+

N∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)
=

∂f

∂t
+ {f,H} . (2.6)

Se f for independente de t, então {H, f} = 0 e f será chamada de constante
de movimento.
Para estender esse formalismo ao caso cont́ınuo, vamos considerar N campos
φi(x, t) no espaço de fase, de modo que a Hamiltoniana do sistema será agora
um funcional dos campos, isto é,

H[φ] =

∫ ∞
−∞

f [φ, φx, φxx...]dx . (2.7)

Deve-se ainda substituir as derivadas parciais por derivadas funcionais e as
somatórias por integrais em x, de tal forma que, o parêntese de Poisson para
dois funcionais F [φ] e G[φ] é definido como

{F [φ], G[φ]}PB =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dxdy
δF

δφi(x, t)
v(x, y)

δG

δφj(y, t)
(2.8)

denotamos v(x, y) = {φi(x, t), φj(y, t)}. E as derivadas funcionais são dadas
por

δH

δφ(x, t)
=
∂f

∂φ
− ∂

∂x

∂f

∂φx
+

∂2

∂x2

∂f

∂φxx
+ ... (2.9)

com

δφi(x, t)

δjφ(y, t)
= δijδ(x− y) (2.10)
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onde δ(x− y) é a função delta de Dirac e δij e o delta de Kronecker.
Assim podemos escrever a evolução temporal do campo como

∂φi
∂t

=

∫ ∞
−∞

dy v(x, y)
δH

δφj(y, t)
. (2.11)

Podemos então, definir que um sistema Hamiltoniano é integrável se existirem
N funções Ij(qi, pi) linearmente independentes definidas no espaço de fase 2N
dimensional, que satisfazem à

dIj
dt

= {Hi, Ij} = 0, {Ii, Ij} = 0 . (2.12)

Essas funções são chamadas constantes de movimento (ou integrais primeiras),
e da segunda relação em (2.12) são ditas estarem em involução, ou seja, seus
parênteses de Poisson são nulos . A existência de uma solução exata para o
sistema integrável é garantida pelo teorema de Liouville [16].
Portanto, nesse sentido a integrabilidade para um sistema de ordem infinita,
consiste na existência de um número infinito de cargas conservadas, bem
como a involução de tais quantidades.

2.2 Par de Lax

O método de Lax consiste em associar equações de movimento não lineares
à operadores lineares [16]. Para entender essa relação, vamos considerar
primeiramente, o operador linear V satisfazendo

V (x, t, λ)Ψ(x, t, λ) = λΨ(x, t, λ),
dλ

dt
= 0 (2.13)

ou seja, o problema se resume portanto, a uma equação de autovalores para o
operador V , que possue autovalores λ independentes do tempo (t). Verifica-
se que essa condição de independência temporal do autovalores é satisfeita,
somente se a autofunção Ψ evoluir de acordo com

∂tΨ(x, t, λ) = U(x, t, λ)Ψ(x, t, λ) (2.14)

onde U é um operador linear. E assim teremos

∂V

∂t
Ψ + V

∂Ψ

∂t
=

∂λ

∂t
Ψ + λ

∂Ψ

∂t

5



∂V

∂t
Ψ + V UΨ = λtΨ + UλΨ

∂V

∂t
Ψ = [U, V ]Ψ .

Logo,

∂V

∂t
= [U, V ] . (2.15)

Essa é a equação de Lax e os operadores V e U são chamados par de Lax.
Aqui temos portanto, que a equação de Lax aparece como condição de com-
patibilidade, para o problema de autovalores proposto acima.
Um exemplo amplamente abordado na literatura [16] é o caso da equação
KdV, assim escolhendo o par de Lax como

V = −D2 − A, U = 4D3 + 3 (AD +DA) .

Logo,

∂tA+ 6A∂xA+ ∂3
xA = 0

que é como mencionado antes a equação KdV (Korteweg-de Vries).

2.3 Equação de curvatura nula

Uma outra formulação importante ao tratarmos de modelos integráveis é
a equação de curvatura nula. Para essa abordagem, vamos considerar o
seguinte sistema de equações

∂tΨ(x, t, λ) = U(x, t, λ)Ψ(x, t, λ) (2.16)

∂xΨ(x, t, λ) = V (x, t, λ)Ψ(x, t, λ) (2.17)

onde identificamos o par de Lax U e V que são matrizes m×m, Ψ(x, t, λ) é
um vetor m dimensional, λ é o parâmetro espectral. Aplicando ∂x e ∂t em
(2.16) e (2.17), respectivamente

∂x∂tΨ = ∂xUΨ + U∂xΨ

∂t∂xΨ = ∂tVΨ + V ∂tΨ .

6



Devemos ainda usar a condição de integrabilidade

∂x∂tΨ(x, t, λ) = ∂t∂xΨ(x, t, λ) . (2.18)

Dessa forma obtemos

∂tV − ∂xU + [V, U ] = 0 . (2.19)

Essa é a equação de curvatura nula, nos permite escrever as equações de
movimento para modelos integráveis. Como veremos no caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 3

Transformações de Backlund

As transformações de Backlund (TB) foram desenvolvidas para estudar su-
perf́ıcies pseudoesféricas (superf́ıcies com constante de curvatura negativa)
[3]. Essas transformações formam um sistema de equações diferenciais par-
ciais de primeira ordem, e juntamente com o teorema da permutabilidade
nos fornecem uma fórmula de superposição não linear, para construir alge-
bricamente novas soluções de equações não lineares [1]. Um sistema cujas
soluções podem ser obtidas através das TB(s) é o modelo sine-Gordon (SG),
que apresenta como solução ondas do tipo sóliton.

3.1 Transformações de Backlund para a equação

sine-Gordon

A equação de sine-Gordon é descrita pela expressão:

∂xxu− ∂ttu = sinu (3.1)

onde consideramos um espaço bidimensional (x, t), no qual vale a métrica
ηµν = diag(−1, 1). A equação (3.1) pode ser reescrita em temos das co-
ordenadas do cone de luz, aqui definidas como x± = x ± t e portanto

∂± =
1

2
(∂x ± ∂t) onde ∂x± = ∂±.

∂+∂−u =
1

4
sinu . (3.2)
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Uma forma de se obter as soluções de (3.2) é através das transformações de
Backlund. Tais transformações são definidas pelo seguinte conjunto [16],

∂+(ũ− u) = ω sin

(
ũ+ u

2

)
(3.3)

∂−(u+ ũ) =
1

ω
sin

(
ũ− u

2

)
(3.4)

onde ω é o parâmetro da transformação. E pela condição de integrabilidade
(∂+∂− = ∂−∂+) mostra-se, que ũ também satisfaz à equação SG, ou seja, as
TB(s) relacionam duas soluções da equação de sine-Gordon. Assim pode-se
encontrar a solução de 1-soliton, a partir da solução do vácuo com ũ = 0 as
equações de Backlund ficam

∂+u = −ω sin
(u

2

)
(3.5)

∂−u = − 1

ω
sin
(u

2

)
. (3.6)

Por integração a solução de 1-soliton será:

u(x, t) = 4 arctan

(
exp

[(
1

ω
− ω

)
t

2
−
(

1

ω
+ ω

)
x

2
+ δ

])

onde δ é a constante de integração. Usando agora a notação v =
1− ω2

ω2 + 1
pode-se reescrever a solução acima como

u(x, t) = 4 arctan

[
exp

(
ε

(x− vt− x0)√
1− v2

)]
(3.7)

onde v é a velocidade de constante propagação, δ = −x0 representa a posição
inicial do sóliton e ε = ±1 indica se o sóliton é um kink ou anti kink, respec-
tivamente. Nos casos limites quando x = +∞ e x = −∞ (3.7) u varia de 2π.
Uma solução que vai de 0 a 2π é chamada de kink, já se a solução muda de
2π para 0 ela é chamada de anti kink.
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As demais soluções da equação SG são obtidas através do teorema da
permutabilidade, representado pelo diagrama de Bianchi [3].

Figura 3.1: Diagrama de Bianchi.

Esse teorema nos diz que as transformações de Backlund são comutativas,
ou seja, u12 = u21. Assim duas TB’s definidas a partir de parâmetros difer-
entes ω1 e ω2 mapeiam uma solução u0 a outra solução u12. Então com o
aux́ılio do diagrama acima e da equação (3.3) podemos escrever as seguintes
transformações de Backlund

∂+(u0 − u1) = ω1 sin

(
u0 + u1

2

)
(3.8)

∂+(u1 − u12) = ω2 sin

(
u1 + u12

2

)
(3.9)

∂+(u0 − u2) = ω2 sin

(
u0 + u2

2

)
(3.10)

∂+(u2 − u12) = ω1 sin

(
u0 + u12

2

)
. (3.11)

E com isso obtemos uma fórmula de superposição não linear.

tan

(
u12 − u0

4

)
=

(
ω2 + ω1

ω2 − ω1

)
tan

(
u2 − u1

4

)
. (3.12)

Assim assumindo u0 = 0 e ainda soluções kink para u1 e u2 inicialmente na
origem (x0 = 0), encontramos usando (3.12) a solução de 2-soliton para a
equação SG [3]

u12 = 4 arctan

 senh
(

vt√
1−v2

)
v cosh

(
x√

1−v2

)
 (3.13)
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onde consideramos também que os solitons u1 e u2 propagam-se com veloci-
dades opostas (v1 = −v2 = v).
A generalização do teorema de Bianchi fornece, algebricamente as soluções
multi-solitons ou de N-soliton. E, com isso construimos uma hierarquia de
soluções da equação de sine-Gordon, em que cada solução é obtida de uma
solução anterior [2], [1]. Portanto a partir das transformações de Backlund
pode-se encontrar uma série de soluções para equações não linares de forma
algébrica usando um prinćıpio de superposição [1].

3.2 Transformações de Backlund para a equação

sinh-Gordon supersimétrico

Nesta seção vamos obter as transformações de Backlund associadas às equações
supersimétricas de sinh-Gordon (6.6), (6.7) e (6.8), e para isso usaremos o
método de supercampos [4, 13, 14].
Considere o supercampo bosônico

Φ = φ+ θ1 ψ̄ + iθ2ψ − θ1θ2F, (3.14)

onde θ1 e θ2 são parâmetros fermiônicos satisfazendo θ2 = 0, φ e F são
campos bosônicos, ψ e ψ̄ são campos fermiônicos.
Considere também as derivadas covariantes supesimétricas

D+ = ∂θ1 + θ1∂+, D− = ∂θ2 + θ2∂−, (3.15)

que implicam em

D2
+ = ∂+, D2

− = ∂−, D+D− = −D−D+ (3.16)

onde estamos usando as coordenadas do cone de luz x± = x ± t, logo ∂± =

∂x± =
1

2
(∂x ± ∂t).

O supercampo (3.14) satisfaz à seguinte equação de movimento

D+D−Φ = 2i senh Φ . (3.17)

E então verifica-se usando as superderivadas em (3.16)

D+D−Φ = F − θ2∂−ψ̄ + iθ1∂+ψ + θ1θ2∂−∂+φ .
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Para o lado direito de (3.17) usamos senhΦ =
eΦ − e−Φ

2
. Então

eΦ = eφeθ1 ψ̄+iθ2ψ−θ1θ2F

= eφ
(
1 + θ1 ψ̄ + iθ2ψ − θ1θ2F − iθ1θ2ψ̄ψ

)
.

Consequentemente

senhΦ = senhφ+ θ1ψ̄ coshφ+ iθ2ψ coshφ− θ1θ2F coshφ− iθ1θ2ψ̄ψsenhφ .

Substitúındo esses resultados em (3.17) obtemos as equações (6.6), (6.7) e
(6.8) em termos das componentes de Φ e para isso

F = 2i senhφ . (3.18)

E sejam as transformações de Backlund para o modelo sinh-Gordon super-
simétrico definidas em [9] como

D+(Φ1 − Φ2) = −4i

ω
f cosh

(
Φ1 + Φ2

2

)
(3.19)

D−(Φ1 + Φ2) = 2ω f cosh

(
Φ1 − Φ2

2

)
(3.20)

onde f é um campo fermiônico e ω é um parâmetro constante. E a condição
de integrabilidade D+D− +D−D+ = 0 aplicada às equações acima, nos leva
à (3.17). Caso o campo f satisfaça às seguintes equações de primeira ordem

D−f = ω senh

(
Φ1 − Φ2

2

)
, (3.21)

D+f =
2i

ω
senh

(
Φ1 + Φ2

2

)
. . (3.22)

E ainda considerando o supercampo f como

f = f1 + θ1 b1 + θ2 b2 + θ1θ2 f2, (3.23)

sendo b1, b2 campos bosônicos e f1, f2 campos fermiônicos.
A fim de obtermos as equações para as componentes dos supercampos acima
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(Φi, f), usaremos como obtido anteriormente as seguintes relações:

senh

(
Φ1 + Φ2

2

)
= senh

(p
2

)
+

1

2
θ1ψ̄+ cosh

(p
2

)
+
i

2
θ2ψ+ cosh

(p
2

)
−

− 1

2
θ1θ2F+ cosh

(p
2

)
− i

4
θ1θ2ψ̄+ψ+senh

(p
2

)
cosh

(
Φ1 + Φ2

2

)
= cosh

(p
2

)
+

1

2
θ1ψ̄+senh

(p
2

)
+
i

2
θ2ψ+senh

(p
2

)
−

− 1

2
θ1θ2F+senh

(p
2

)
− i

4
θ1θ2ψ̄+ψ+ cosh

(p
2

)
.

De forma análoga para os argumentos contendo Φ1 − Φ2. Aqui denotamos

p = φ1 + φ2, q = φ1 − φ2, F± = F1 ± F2,

ψ̄± = ψ̄1 ± ψ̄2, ψ± = ψ1 ± ψ2 . (3.24)

Portanto as equações (3.19)-(3.22) em termos das componentes de Φ e f
podem ser escritas como:

f1 = − ω
4i

ψ̄−

cosh
(
p
2

) =
i

2ω

ψ+

cosh
(
q
2

) , (3.25)

f2 = −ω
2

cosh
(q

2

)
ψ̄− = − 1

ω
cosh

(p
2

)
ψ+, (3.26)

b1 =
2i

ω
senh

(p
2

)
, (3.27)

b2 = ω senh
(q

2

)
, (3.28)

F− = −4i

ω

[
f1

2
senh

(p
2

)
ψ+ − b2 cosh

(p
2

)]
, (3.29)

F+ = −2ω

[
f1

2
senh

(q
2

)
ψ̄− − b1 cosh

(q
2

)]
, (3.30)

∂+q =
4i

ω

[
f1

2
senh

(p
2

)
ψ̄+ − b1 cosh

(p
2

)]
, (3.31)

∂−p = −2ω

[
if1

2
senh

(q
2

)
ψ− − b2 cosh

(q
2

)]
, (3.32)
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i∂+ψ− =
4i

ω

[
f1

2
senh

(p
2

)
F+ −

if1

4
cosh

(p
2

)
ψ+ψ̄+

]
−4i

ω

[
ib1

2
senh

(p
2

)
ψ+ −

b2

2
senh

(p
2

)
ψ̄+

]
−4i

ω
f2 cosh

(p
2

)
, (3.33)

∂−ψ̄+ = −2ω

[
−f1

2
senh

(q
2

)
F− +

if1

4
cosh

(q
2

)
ψ−ψ̄−

]
+2ω

[
ib1

2
senh

(q
2

)
ψ− −

b2

2
senh

(q
2

)
ψ̄−

]
+2ω f2 cosh

(q
2

)
, (3.34)

∂−f1 =
iω

2
cosh

(q
2

)
ψ−, (3.35)

∂+f1 =
i

ω
cosh

(p
2

)
ψ̄+, (3.36)

∂−b1 = −ω
[
−1

2
cosh

(q
2

)
F− +

i

4
senh

(q
2

)
ψ−ψ̄−

]
, (3.37)

∂+b2 =
2i

ω

[
−1

2
cosh

(p
2

)
F+ +

i

4
senh

(p
2

)
ψ+ψ̄+

]
. (3.38)

Por fim a partir das equações (3.25)-(3.38) obtemos:

∂+q = −1

2
tanh

(p
2

)
ψ̄−ψ̄+ +

4

ω2
senh p, (3.39)

∂+ψ̄− =
1

2
ψ̄− tanh

(p
2

)
∂+ p+

4

ω2
cosh2

(p
2

)
ψ̄+ (3.40)

∂−q =
ω2

8

tanh (q/2)

cosh2 (p/2)
ψ̄−∂−ψ̄− + ω2 senh q, (3.41)

∂−ψ̄+ = tanh
(p

2

)
tanh

(q
2

)
∂−ψ̄−

− ω2

2
tanh2

(p
2

)
tanh

(q
2

)
senh q ψ̄−

+ ω2 cosh2
(q

2

)
ψ̄−. (3.42)
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Caṕıtulo 4

Teorias de Campos com Defeito

Em teorias de campos integráveis, um defeito é introduzido como uma de-
scontinuidade, localizada em um ponto a qualquer ao longo do eixo x [11].
Essa descontinuidade liga duas teorias de campos, uma na região x < a e
outra em x > a, como mostrado na figura abaixo:

Figura 4.1: Representação do defeito.

Podemos escolher, sem perda de generalidade a = 0. Os campos da teoria
de cada lado do defeito se relacionam através de um conjunto de condições
de defeito, que como veremos obedecem equações do tipo Backlund [11]. Va-
mos agora apresentar o formalismo lagrangeano para teorias com defeito, e
analisar as contribuições para cargas conservadas como: energia e momento
na presença de defeitos.

4.1 Formulação Lagrangeana

A prinćıpio devemos definir uma densidade de Lagrangeana para a região
x < 0 descrita por Φ1 = (φ1, ψ1, ψ̄1) aqui o campo φ1 é bosônico e os campos
ψ̄1, ψ1 são fermiônicos e da mesma forma para Φ2 = (φ2, ψ2, ψ̄2) em x > 0,
com a introdução de um defeito em x = 0 teremos que o sistema será descrito
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pela seguinte densidade de Lagrangeana,

L = θ(−x)L1 + θ(x)L2 + δ(x)LD, (4.1)

onde δ(x) é a função delta de Dirac, θ(x) é função Heaviside inseridas para as-
segurar que os campos Φ1, Φ2 fiquem restritos aos seus respectivos domı́nios.
L1, L2 são as densidades de Lagrangeana da teoria bulk, ou seja, −∞ < x <
+∞ e LD é a densidade de Lagrangeana do defeito.
com,

Lp =
1

2
(∂xφp)

2 − 1

2
(∂tφp)

2 + ψ̄p(∂t − ∂x)ψ̄p + ψp(∂x + ∂t)ψp + Vp(φp) +

+ Wp(φp, ψp, ψ̄p), p = 1, 2

LD =
1

2
(φ2∂tφ1 − φ1∂tφ2)− ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2 + 2f1∂tf1 +B0(φ1, φ2) +

+ B1(φ1, φ2, ψ1, ψ2, ψ̄1, ψ̄2, f1) (4.2)

onde f1 é um campo auxiliar fermiônico, Vp e Wp são os potenciais da teoria
bulk e B0, B1 são os potenciais do defeito.
Notamos que os potencias bosônicos V1 e V2 dependem apenas dos campos
φ1 e φ2 respectivamente, de maneira análoga para os potenciais fermiônicos
W1 e W2. Por outro lado os potenciais do defeito B0 e B1 dependem dos
valores dos campos no contorno x = 0.
Assim como temos na densidade de Lagrangeana (4.2) um campo auxiliar
fermiônico, pode-se também adicionar um campo auxiliar bosônico (Λ), ver-
emos a introdução desse campo no caṕıtulo 7. Se Λ = f1 = 0 classificamos o
defeito como tipo I, caso contrário ele será chamado de tipo II.
A equação de Euler Lagrange

∂L
∂φi
− ∂

∂µ

(
∂L

∂(∂µφi)

)
= 0 (4.3)

nos fornece para as regiões mencionadas as seguintes equações de movimento
x < 0 :

(∂2
x − ∂2

t )φ1 = ∂φ1V1 + ∂φ1W1

(∂x + ∂t)ψ1 = −1

2
∂ψ1W1

(∂t − ∂x)ψ̄1 = −1

2
∂ψ̄1

W1 (4.4)
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x > 0 :

(∂2
x − ∂2

t )φ2 = ∂φ2V2 + ∂φ2W2

(∂x + ∂t)ψ2 = −1

2
∂ψ2W2

(∂t − ∂x)ψ̄2 = −1

2
∂ψ̄2

W2 (4.5)

x = 0 :

∂xφ1 − ∂tφ2 = −∂φ1(B0 +B1)

∂xφ2 − ∂tφ1 = ∂φ2(B0 +B1)

ψ1 + ψ2 = ∂ψ1B1 = −∂ψ2B1

ψ̄1 − ψ̄2 = −∂ψ̄1
B1 = −∂ψ̄2

B1

∂tf1 = −1

4
∂f1B1 (4.6)

com ∂φp =
∂

∂φp
sendo uma derivada bosônica, e ∂ψp =

∂

∂ψp
o mesmo vale

para ∂ψ̄p , ∂f1 sendo derivadas fermiônicas agindo à esquerda.
Seja o tensor energia momento definido como

T λµ =
∂L
∂∂µφi

∂λφi − ηλµL . (4.7)

A energia e o momento são dados por

E =

∫ 0

−∞
dx T 00

1 +

∫ +∞

0

dx T 00
2 , P =

∫ 0

−∞
dx T 01

1 +

∫ +∞

0

dx T 01
2 . (4.8)

Vamos analisar o que acontece com essas quantidades na presença do de-
feito, considerando os caso bosônico, fermiônico e em seguida o modelo su-
persimétrico sinh-Gordon N = 1.

4.2 Teoria bosônica

Nesse caso consideramos

Lp =
1

2
(∂xφp)

2 − 1

2
(∂tφp)

2 + Vp(φp), p = 1, 2

LD =
1

2
(φ2∂tφ1 − φ1∂tφ2) +B0(φ1, φ2) . (4.9)
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A equação de Euler-Lagrange para o campo φ1 fornece as seguintes equações
de movimento

∂2
xφ1 − ∂2

t φ1 = ∂φ1V1, x < 0 (4.10)

∂xφ1 − ∂tφ2 = −∂φ1B0, x = 0 . (4.11)

Similarmente para o campo φ2 teremos

∂2
xφ2 − ∂2

t φ2 = ∂φ2V2, x > 0 (4.12)

∂xφ2 − ∂tφ1 = ∂φ2B0, x = 0 . (4.13)

Vamos analisar agora o que acontece com o momento e a energia desse sis-
tema, o momento é dado por

P =

∫ 0

−∞
dx (∂tφ1∂xφ1) +

∫ +∞

0

dx (∂tφ2∂xφ2) . (4.14)

Tomando a derivada no tempo da quantidade acima, usando as equações de
movimento em (4.10) e (4.12) encontramos após a integração que,

dP

dt
=

[
1

2
(∂xφ1)2 +

1

2
(∂tφ1)2 − 1

2
(∂xφ2)2 − 1

2
(∂tφ2)2 − V1 + V2

]
x=0

(4.15)

onde desconsideramos as contribuições dos campos em ±∞.
Com as equações do defeito (4.11) e (4.13) encontramos,

dP

dt
=

[
1

2
(∂φ1B0)2 − 1

2
(∂φ2B0)2 − (φ̇2∂φ1 + φ̇1∂φ2)B0 − V1 + V2

]
x=0

(4.16)

onde φ̇i = ∂tφi. Analisando a densidade de Lagrangeana (4.1), nota-se que a
introdução do defeito quebra a invariância por translação espacial, que por
consequência, violaria a conservação do momento. Contudo se assumirmos
as seguintes condições sobre o potencial do defeito B0

(∂φ1B0)2 − (∂φ2B0)2 = 2(V1 − V2),
∂2B0

∂φ2
1

=
∂2B0

∂φ2
2

. (4.17)

E introduzindo as variáveis φ± = φ1 ± φ2 podemos reescrever a expressão
(4.16) como

dP

dt
=

[
∂B0

∂φ−
φ̇− −

∂B0

∂φ+

φ̇+

] ∣∣∣
x=0

(4.18)
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onde B0 = B+
0 (φ+) +B−0 (φ−).

Com isso o momento modificado inclúındo a contribuição do defeito será
P = P + (B+

0 − B−0 )|x=0 que é conservado. Ou seja, a escolha na forma do
potencial do defeito nos permite adicionar um termo de defeito ao momento
da teoria no bulk, de modo que essa nova quantidade seja de fato conservada.
Para a energia, dada por,

E =

∫ 0

−∞
dx

[
1

2
(∂xφ1)2 +

1

2
(∂tφ1)2 + V1

]
+

+

∫ +∞

0

dx

[
1

2
(∂xφ2)2 +

1

2
(∂tφ2)2 + V2

]
. (4.19)

Como feito anteriormente vamos derivar a energia e usando as equações de
movimento (4.10), (4.12) teremos após a integração

dE

dt
= [∂xφ1 ∂tφ1 − ∂xφ2 ∂tφ2] |x = 0 . (4.20)

E substitúındo as equações envolvendo o defeito (4.11) e (4.13) obtemos a
energia modificada que inclui a contribuição do defeito

E = E +B0|x=0 = E + (B+
0 +B−0 )|x=0 . (4.21)

Notamos que não há v́ınculos para o potencial do defeito B0, como visto no
caso do momento pela equação (4.17). Isso se deve ao fato de a densidade
de Lagrangeana (4.1) ser invariante por translação temporal, de modo que a
energia total é conservada.
Vamos agora exemplificar dois casos usando a estrutura acima, primeiro con-
sideramos o modelo sine-Gordon onde Vp = cosφp − 1 portanto de (4.17)

1

2
(∂φ1B0)2 − 1

2
(∂φ2B0)2 = cosφ1 − cosφ2

= −2 sinφ+ sinφ− (4.22)

que nos fornece o seguinte potencial

B0 =
1

ω2
cos(φ+)− ω2 cos(φ−) (4.23)

onde ω é um parâmetro livre. Podemos ainda obter as transformações de
Backlund para o modelo sine-Gordon

∂xφ1 − ∂tφ2 =
1

2ω2
sin(φ+)− ω2

2
sin(φ−) (4.24)

∂xφ2 − ∂tφ1 = − 1

2ω2
sin(φ+)− ω2

2
sin(φ−) . (4.25)
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O segundo exemplo que vamos abordar é o modelo sinh-Gordon para o qual
Vp = 4 cosh(2φp), ou seja de (4.17) teremos

1

2
(∂φ1B0)2 − 1

2
(∂φ2B0)2 = 8 senh(φ+)senh(φ−) . (4.26)

Assim o potencial do defeito será

B0 = − 4

ω2
cosh(φ+)− ω2 cosh(φ−) (4.27)

onde fixamos a massa (m = 1). Então as transformações de Backlund para
esse modelo são dadas segundo (4.11) e (4.13) por

∂xφ1 − ∂tφ2 =
2

ω2
senh(2φ+) +

ω2

2
senh(2φ−) (4.28)

∂xφ2 − ∂tφ1 =
ω2

2
senh(2φ−)− 2

ω2
senh(2φ+) . (4.29)

Até agora consideramos o caso puramente bosônico, o próximo passo será
mostrar o caso fermiônico puro.

4.3 Teoria fermiônica

Vamos considerar para a teoria bulk a seguinte densidade de Lagrangeana

Lp = ψ̄p∂tψ̄p − ψ̄p∂xψ̄p + ψp∂xψp + ψp∂tψp +Wp(ψ̄p, ψp) (4.30)

e a Lagrangeana associada ao defeito será

LD = −ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2 + 2f1∂tf1 +B1(ψ1, ψ2, ψ̄1, ψ̄2, f1) (4.31)

onde f1 é um campo auxiliar fermiônico, Wp é potencial no bulk e B1 é o
potencial do defeito. Obtemos então para cada região as seguintes equação
para os campos

x < 0 :

(∂x + ∂t)ψ1 = −1

2
∂ψ1W1, (4.32)

(∂t − ∂x)ψ̄1 = −1

2
∂ψ̄1

W1, (4.33)
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x > 0 :

(∂x + ∂t)ψ2 = −1

2
∂ψ2W2, (4.34)

(∂t − ∂x)ψ̄2 = −1

2
∂ψ̄2

W2, (4.35)

x = 0 :

ψ1 + ψ2 = ∂ψ1B1 = −∂ψ2B1, (4.36)

ψ̄1 − ψ̄2 = −∂ψ̄1
B1 = −∂ψ̄2

B1, (4.37)

∂tf1 = −1

4
∂f1B1 . (4.38)

Nesse caso o momento será dado por

P =

∫ 0

−∞
dx
(
−ψ1∂xψ1 − ψ̄1∂xψ̄1

)
+

∫ +∞

0

dx
(
−ψ2∂xψ2 − ψ̄2∂xψ̄2

)
.

(4.39)

Atuando com a derivada no tempo e usando as equações de movimento em
(4.32) e (4.34) e após a integração teremos

dP

dt
=
[
ψ2∂tψ2 + ψ̄2∂tψ̄2 − ψ̄1∂tψ̄1 − ψ1∂tψ1 +W2 −W1

]
|x=0 . (4.40)

Agora, usando as condições do defeito (4.36) obtemos

dP

dt
=
[
ψ̇2∂ψ2B1 + ψ̇1∂ψ1B1 − ˙̄ψ2∂ψ̄2

B1 − ˙̄ψ1∂ψ̄1
B1 + ∂t(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2) +

+W2 −W1

]
|x=0 .

(4.41)

Introduzimos as novas variáveis ψ± = (ψ1±ψ2) e ψ̄± = (ψ̄1±ψ̄2), a expressão
acima fica

dP

dt
=
[
ψ̇+∂ψ+B1 + ψ̇−∂ψ−B1 − ˙̄ψ+∂ψ̄+

B1 − ˙̄ψ−∂ψ̄−B1 +

+∂t(ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2) +W2 −W1

]
|x=0 . (4.42)
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Aqui nós também devemos assumir condições para a forma do potencial de
defeito, a fim de que o momento modificado seja conservado, logo

ψ̇+∂ψ+B1 + ψ̇−∂ψ−B1 − ˙̄ψ+∂ψ̄+
B1 − ˙̄ψ−∂ψ̄−B1 = 2(W1 −W2),

∂ψ̄+
∂ψ−B1 = 0 . (4.43)

E assim como antes o potencial do defeito pode ser decomposto como
B1 = B+

1 (ψ̄+, f1) +B−1 (ψ−, f1). Portanto a quantidade conservada será

P = P +
[
B+

1 −B−1 + ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2

]
x=0

. (4.44)

Já para a energia dada por

E =

∫ 0

−∞
dx
(
ψ1∂xψ1 − ψ̄1∂xψ̄1 +W1

)
+

∫ +∞

0

dx
(
ψ2∂xψ2 − ψ̄2∂xψ̄2 +W2

)
(4.45)

vamos também analisar sua conservação

dE

dt
=

[
ψ1∂tψ1 − ψ̄1∂tψ̄1 − ψ2∂tψ2 + ψ̄2∂tψ̄2

]
|x=0 (4.46)

onde usamos (4.32) e (4.34) e por fim realizamos a integração, desprezando
os valores dos campos em ±∞. Introduzindo as equações do defeito (4.36) a
equação anterior em termos das novas variáveis ψ̄± e ψ± será

dE

dt
=
[
∂t(ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2)− ψ̇+∂ψ+B1 − ψ̇−∂ψ−B1 − ˙̄ψ+∂ψ̄+

B1 −

− ˙̄ψ−∂ψ̄−B1

]
|x=0 . (4.47)

Logo a energia modificada possui o termo do defeito e é essa quantidade que
será conservada

E = E +
[
B1 − ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2

]
x=0

. (4.48)

Aqui novamente notamos que devido à densidade de Lagrangeana em (4.1) ser
invariante por translação temporal a energia se conserva independentemente
da forma do potencial do defeito B1.
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4.4 Modelo super sinh-Gordon N = 1

Vamos considerar a densidade de Lagrangeana (4.1) com os seguintes poten-
ciais da teoria bulk

Vp = 4 cosh(2φp), Wp = 8 ψ̄pψp coshφp (4.49)

e para os potenciais do defeito temos

B0 = −ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2) (4.50)

B1 = −4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2) +

+ 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2) . (4.51)

Para cada região encontramos as seguintes equações de movimento

x < 0:

(∂2
x − ∂2

t )φ1 = 8senh(2φ1) + 8ψ̄1ψ1senhφ1, (4.52)

(∂x − ∂t)ψ̄1 = 4ψ1 coshφ1, (4.53)

(∂x + ∂t)ψ1 = 4ψ̄1 coshφ1, (4.54)

x > 0:

(∂2
x − ∂2

t )φ2 = 8senh(2φ2) + 8ψ̄2ψ2senhφ2, (4.55)

(∂x − ∂t)ψ̄2 = 4ψ2 coshφ2, (4.56)

(∂x + ∂t)ψ2 = 4ψ̄2 coshφ2 . (4.57)

x = 0:

∂xφ1 − ∂tφ2 = ω2senh(φ1 − φ2) +
4

ω2
senh(φ1 + φ2) +

+
2i

ω
senh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2)−

− iωsenh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2), (4.58)

∂xφ2 − ∂tφ1 = ω2senh(φ1 − φ2)− 4

ω2
senh(φ1 + φ2)−
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− 2i

ω
senh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2)−

− iωsenh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2), (4.59)

ψ1 + ψ2 = −2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1, (4.60)

ψ̄1 − ψ̄2 = −4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1, (4.61)

∂tf1 =
i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
(ψ̄1 + ψ̄2)−

− iω

2
cosh

(
φ1 − φ2

2

)
(ψ1 − ψ2) . (4.62)

Fazendo (∂x + ∂t)(ψ1 + ψ2)

∂xf1 =
2i

ω

[
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
(ψ̄1 + ψ̄2)

+ tanh

(
φ1 − φ2

2

)
senh

(
φ1 + φ2

2

)
(ψ̄1 − ψ̄2)

]
−

− (∂x + ∂t)(φ1 − φ2) tanh

(
φ1 − φ2

2

)
f1 − ∂tf1

=
2i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
(ψ̄1 + ψ̄2)

+
4

ω2
tanh

(
φ1 − φ2

2

)
senh (φ1 + φ2) f1 −

− 4

ω2
senh(φ1 + φ2) tanh

(
φ1 − φ2

2

)
f1 − ∂tf1 .

Obtemos:

∂xf1 =
i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
(ψ̄1 + ψ̄2) +

+
iω

2
cosh

(
φ1 − φ2

2

)
(ψ1 − ψ2) . (4.63)
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A energia e o momento são dados por

P =

∫ 0

−∞
dx
(
∂tφ1∂xφ1 − ψ̄1∂xψ̄1 − ψ1∂xψ1

)
+

+

∫ +∞

0

dx
(
∂tφ2∂xφ2 − ψ̄2∂xψ̄2 − ψ2∂xψ2

)
, (4.64)

E =

∫ 0

−∞
dx
[1

2
(∂xφ1)2 +

1

2
(∂tφ1)2 − ψ̄1∂xψ̄1 + ψ1∂xψ1 + cosh(2φ1) +

+ 4ψ̄1ψ1 coshφ1

]
+

∫ +∞

0

dx
[1

2
(∂xφ2)2 +

1

2
(∂tφ2)2 − ψ̄2∂xψ̄2 + ψ2∂xψ2 +

+ cosh(2φ2) + 4ψ̄2ψ2 coshφ2

]
. (4.65)

Com as seguintes condições para os potenciais do defeito

∂φ+∂φ−B0 = 0, ∂φ+∂φ−B1 = 0, ∂ψ̄+
∂ψ−B0 = 0, (4.66)

(∂φ1B0)2 − (∂φ2B0)2 = 2(V1 − V2), (4.67)

∂f1B
+
1 ∂f1B

−
1 + ∂φ+B

+
0 ∂φ−B

−
1 + ∂φ−B

−
0 ∂φ+B

+
1 = 2(W1 −W2) . (4.68)

Com as seguintes decomposições

B0 = B+
0 (φ+) +B−0 (φ−), B1 = B+

1 (φ+, ψ̄+, f1) +B−1 (φ−, ψ−, f1) . (4.69)

Com isso teremos a energia e momento modificados

P = P +
[
− ω2 cosh(φ1 − φ2) +

4

ω2
cosh(φ1 + φ2)−

− 4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2)−

− 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2)− ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2

]
x=0

, (4.70)

E = E +
[
− ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2)−

− 4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2) +

+ 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2)− ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2

]
x=0

(4.71)

onde novamente lembramos que definimos m = 1.
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Caṕıtulo 5

Superálgebra de Lie sl(2, 1)

Neste caṕıtulo vamos introduzir certas noções sobre a superálgebra sl(2, 1),
que será importante para determinarmos o par Lax, e por consequência as
equações de movimento para o modelo sinh-Gordon supersimétrico com N =
1, a partir da equação de curvatura nula.
Essa superálgebra possui geradores de cartan {H1, H2}, ou seja, [H1, H2] = 0,
e geradores step {Eα1 , E−α1 , Eα2 , E−α2 , E−α1−α2 , Eα1+α2} dados por

H1 =

 1/2 0 0
0 −1/2 0
0 0 0

 , H2 =

 1/2 0 0
0 1/2 0
0 0 1

 ,

Eα1 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , E−α1 =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

 ,

Eα2 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , E−α2 =

 0 0 0
0 0 0
0 1 0

 ,

Eα1+α2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , E−α1−α2 =

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 . (5.1)

Esses geradores satisfazem às seguintes relações:

[h+, E±α1 ] = ±E±α1 , [h1, E∓α2 ] = ±E∓α2 , [h2, E±α1 ] = ∓E±α1

[h2, E±(α1+α2)] = ∓E±(α1+α2), [E±α1 , E∓α2 ] = 0, [E±α1 , E±(α1+α2)] = 0,
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[Eα1 , E−α1 ] = 0, [E±α1 , E∓(α1+α2)] = ∓E∓α2 , [h+, E±(α1+α2)] = 0,

[h+, h2] = 0, [h2, E±α2 ] = 0, [E±α1 , E±α2 ] = ±E±(α1+α2)

{E±α2 , E±α2} = 0, {E±(α1+α2), E∓α2} = E±α1 ,

{E±(α1α2), E±(α1+α2)} = 0, {E±α2 , E±(α1+α2)} = 0,

{Eα1+α2 , E−(α1+α2)} = h+, {E−α2 , Eα2} = h2. (5.2)

onde definimos

h1 = 2H1 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , h2 = H2 −H1 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1


h+ = h1 + h2 . (5.3)

E notamos que os geradores {H1, H2, E±α1} são bosônicos e os geradores
{E±α2 , E±(α1+α2)} são fermiônicos. Desse modo satisfazem resumidamente

às seguintes relações: [B,B′] = B
′′
, {F, F ′} = B, [B,F ] = F ′.

5.1 Superálgebra de Kac-Moody s̃l(2, 1)

A partir da superálgebra anterior pode-se obter a superálgebra de Kac-Moody
s̃l(2, 1), ao introduzirmos um parâmetro λ̄, de modo que

h→ h(n) = λ̄nh, h ∈ sl(2, 1) (5.4)

e usando as relações em (5.2) e a regra a seguir

[gn, hm]± = [g, h]
(m+n)
± + nδm+n,0str(gh)ĉ, g, h ∈ sl(2, 1) (5.5)

onde agora usamos a notação:[g, h]− = [g, h], [g, h]+ = {g, h} , ĉ é a carga
central e str é o supertraço da matriz dado por str(m) = m11 + m22 −m33.
Logo as relações de comutação e anticomutação para a superálgebra de Kac-
Moody s̃l(2, 1), são dadas por:

[h
(n)
+ , E

(m)
±α1

] = ±E(n+m)
±α1

, [h
(n)
+ , E

(m)
∓α2

] = ±E(n+m)
∓α2

, [h
(n)
2 , E

(m)
±α1

] = ∓E(n+m)
±α1

,
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[h
(n)
2 , E

(m)
±(α1+α2)] = ∓E(n+m)

±(α1+α2), [h
(n)
+ , E

(m)
±(α1+α2)] = 0, [h

(n)
2 , E

(m)
∓α2

] = 0,

[E
(n)
±α1

, E
(m)
∓α2

] = 0, [E
(n)
±α1

, E
(m)
±(α1+α2)] = 0, [h

(n)
+ , h

(m)
2 ] = −n δn+m,0ĉ,

[E
(n)
±α1

, E
(m)
∓(α1+α2)] = ∓E(n+m)

∓α2
, [E

(n)
±α1

, E
(m)
±α2

] = ±E(n+m)
±(α1+α2),

[E(n)
α1
, E

(m)
−α1

] = h
(n+m)
1 + nδn+m,0ĉ, {E(n)

α1+α2
, E

(m)
−α1−α2

} = h
(n+m)
+ + nδn+m,0ĉ,

{E(n)
∓α2

, E
(m)
∓α2
} = 0, {E(n)

±(α1+α2), E
(m)
±(α1+α2)} = 0, {E(n)

∓α2
, E

(m)
∓(α1+α2)} = 0,

{E(n)
−α2

, E(m)
α2
} = h

(n+m)
2 − nδn+m,0ĉ, {E(n)

±(α1+α2), E
(m)
∓α2
} = E

(n+m)
±α1

. (5.6)

A superálgebra s̃l(2, 1) pode ser decomposta em subespaços de grau inteiro,
associados a bósons, e semi inteiro relacionado com os férmions. Essa divisão
é feita introduzindo o operador de gradação Q:

Q = 2D +
1

2
h1 (5.7)

onde D = λ̄
d

dλ̄
é o operador derivação e satisfaz à [D,T (n)

a ] = nT (n)
a . Aqui

T (n)
a = {H(n)

i , E(n)
α }.

Segundo essa gradação a base escolhida é dada por:

F
(2n+3/2)
1 = (E

(n+1/2)
α1+α2

− E(n+1)
α2

) + (E
(n+1)
−α1−α2

− E(n+1/2)
−α2

),

F
(2n+1/2)
2 = −(E

(n)
α1+α2

− E(n+1/2)
α2

) + (E
(n+1/2)
−α1−α2

− E(n)
−α2

),

G
(2n+1/2)
1 = (E

(n)
α1+α2

+ E(n+1/2)
α2

) + (E
(n+1/2)
−α1−α2

+ E
(n)
−α2

),

G
(2n+3/2)
2 = −(E

(n+1/2)
α1+α2

+ E(n+1)
α2

) + (E
(n+1)
−α1−α2

+ E
(n+1/2)
−α2

),

K
(2n+1)
1 = −E(n+1)

−α1
− E(n)

α1
,

K
(2n+1)
2 = h

(n+1/2)
+ + h

(n+1/2)
2 ,

M
(2n+1)
1 = E

(n+1)
−α1

− E(n)
α1
,

M
(2n)
2 = h

(n)
1 . (5.8)
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No apêndice A apresentamos a superálgebra satisfeita pelos geradores acima.
Definimos um elemento semisimples dessa superálgebra,

E(1) = K
(1)
1 +K

(1)
2 . (5.9)

Teremos que o kernel K desse elemento em g̃ = s̃l(2, 1) é dado pelos elementos
de g̃ que comutam com E(1), isto é,

K = {x ∈ s̃l(2, 1), [E(1), x] = 0 ou [E(1), x] ∝ ĉ},

e a imagem M desse elemento são os elementos de g̃ que não comutam com
E(1), ou seja,

M = {x ∈ s̃l(2, 1), [E(1), x] 6= 0}.

Assim, com as relações de comutação e anti-comutação para os geradores em
(5.8) encontramos que,

MBose = {M (2n+1)
1 ,M

(2n)
2 }, MFermi = {G(2n+1/2)

1 , G
(2n+3/2)
2 },

KBose = {K(2n+1)
1 , K

(2n+1)
2 }, KFermi = {F (2n+3/2)

1 , F
(2n+1/2)
2 }.

ou seja,

s̃l(2, 1) = g̃ =M⊕K . (5.10)
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Caṕıtulo 6

Par de Lax do modelo
sinh-Gordon supersimétrico
N = 1

Neste caṕıtulo, vamos escrever o par de lax e a formulação de curvatura nula
para o modelo super sinh-Gordon. A construção do par de Lax é baseada
na superálgebra sl(2, 1) mostrada no caṕıtulo anterior. Então consideramos
a forma para o Lax proposta em [11], temos

A+ = E(1) − ∂+BB(−1) + A1/2, (6.1)

A− = BE(−1)B−1 +Bj−1/2B
−1 (6.2)

onde

B = eφM
(0)
2 +νĉ, A1/2 = ψ̄G

(1/2)
1 , j−1/2 = ψG

(−1/2)
2 .

Os campos φ e ν são bosônicos, já os campos ψ̄ e ψ são fermiônicos.
Assim usando a seguinte identidade,

eLTe−L = T + [L, T ] +
1

2!
[L, [L, T ]] + ...

Podemos calcular cada termo separadamente, assim

eφM
(0)
2 +νĉK

(−1)
1 e−(φM

(0)
2 +νĉ) = K

(−1)
1 cosh(2φ) +M

(−1)
1 senh(2φ),

eφM
(0)
2 +νĉK

(−1)
2 e−(φM

(0)
2 +νĉ) = K

(−1)
2 .
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Assim temos que

BE(−1)B−1 = K
(−1)
2 +K

(−1)
1 cosh(2φ) +M

(−1)
1 senh(2φ),

∂+B B−1 = M
(0)
2 ∂+φ+ ĉν .

E o termo que falta será

Bj−1/2B
−1 = ψeφM

(0)
2 +νĉG

(−1/2)
2 e−(φM

(0)
2 +νĉ)

= ψG
(−1/2)
2 + ψφ[M

(0)
2 , G

(−1/2)
2 ] +

1

2!
ψφ2[M

(0)
2 , [M

(0)
2 , G

(−1/2)
2 ]] +

+
1

3!
ψφ3[M

(0)
2 , [M

(0)
2 , [M

(0)
2 , G

(−1/2)
2 ]]] + ...

= ψG
(−1/2)
2 − ψφF (−1/2)

1 − 1

2!
ψφ2[M

(0)
2 , F

(−1/2)
1 ]−

− 1

3!
ψφ3[M

(0)
2 , [M

(0)
2 , F

(−1/2)
1 ]]

= ψG
(−1/2)
2 − ψφF (−1/2)

1 +
1

2!
ψφ2G

(−1/2)
2 +

+
1

3!
ψφ3[M

(0)
2 , G

(−1/2)
2 ] + ...

= ψG
(−1/2)
2 − ψφF (−1/2)

1 +
1

2!
ψφ2G

(−1/2)
2 − 1

3!
ψφ3F

(−1/2)
1 + ...

= ψG
(−1/2)
2

(
1 +

1

2!
φ2 + ...

)
− ψF (−1/2)

1

(
φ+

1

3!
φ3 + ...

)
= ψG

(−1/2)
2 cosh(φ)− ψF (−1/2)

1 senh(φ) .

Substitundo esses resultados nas equações (6.1) e (6.2), e escrevendo os ger-
adores em (5.8) em função do parâmetro espectral efetivo λ, que atribui grau
aos geradores da superálgebra, obtemos

A− = λ−1/2[ψ(−Eα1+α2 + E−α2)e
φ + h+ + h2]− λ−1Eα1e

2φ − E−α1e
−2φ −

− ψ(Eα2 − E−α1−α2)e
−φ,

A+ = −λE−α1 + λ1/2[h+ + h2 + ψ̄(Eα2 + E−α1−α2)]− Eα1 − h1∂+φ+

+ ψ̄(Eα1+α2 + E−α2)− ĉ∂+ν .
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Teremos então o seguinte par de Lax

A+ =


λ1/2 − ∂+φ −1 ψ̄

−λ λ1/2 + ∂+φ λ1/2ψ̄

λ1/2ψ̄ ψ̄ 2λ1/2

 , (6.3)

A− =


λ−1/2 −λ−1e2φ −λ−1/2ψeφ

−e−2φ λ−1/2 −ψe−φ

ψe−φ λ−1/2ψeφ 2λ−1/2

 . (6.4)

Pode-se verificar ainda que, a partir da equação de curvatura nula

∂+A− − ∂−A+ + [A+,A−] = 0 (6.5)

obtemos após comparar as potências de λ

∂+∂−φ = 2senh(2φ) + 2ψ̄ψsenh(φ), (6.6)

∂+ψ = 2ψ̄ cosh(φ), (6.7)

∂−ψ̄ = 2ψ cosh(φ) (6.8)

que são as equações de movimento do modelo sinh-Gordon supersimétrico.
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Caṕıtulo 7

Matriz defeito

Como mencionado na seção 2.3, existe um sistema de equações diferenciais
parciais associado aos sistemas integráveis. Tal sistema gera a equação de
curvatura nula, e portanto as equações de movimento do modelo. Vamos
reescrever essas equações aqui, introduzindo as coordenadas do cone de luz,

∂±Ψ(1) = −A(1)
± Ψ(1) (7.1)

onde definimos A± = −1

2
(V ± U).

Considerando uma nova solução para o problema acima, dada por

Ψ(2) = KΨ(1) . (7.2)

Então

∂±Ψ(2) = ∂±
(
KΨ(1)

)
= (∂±K)Ψ(1) +K∂±Ψ(1)

= (∂±K)K−1Ψ(2) −KA(1)
± Ψ(1)

=
[
(∂±K)K−1 −KA(1)

± K
−1
]

Ψ(2) = −A(2)
± Ψ(2) .

Logo

A(2)
± = KA(1)

± K
−1 − (∂±K)K−1

que nos leva à seguinte transformação

∂±K = KA(1)
± −A

(2)
± K (7.3)

onde K é chamada de matriz defeito, A(1)
± e A(2)

± são os pares de Lax para
duas soluções distintas do modelo em estudo, como mostraremos nas seções
a seguir.
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7.1 Modelo sine-Gordon

Para o modelo sine-Gordon temos

A+ =


i

2
∂+φ

1

2
λe

i
2
φ

−1

2
λe−

i
2
φ − i

2
∂+φ

 , A− =


− i

2
∂−φ −1

2
λ−1e−

i
2
φ

1

2
λ−1e

i
2
φ i

2
∂−φ

 .

(7.4)

E, nesse caso A(1)
± e A(2)

± estão relacionados, rescpctivamente à duas soluções
φ1 e φ2 da equação (3.1) e λ é o parâmetro espectral efetivo. E ainda a matriz
K a ser determinada, é proposta nesse caso da seguinte forma

K = α + λ−1β + λ−2γ (7.5)

onde α, β e γ são matrizes 2×2. As equações em (7.3), juntamente com (7.5)
nos fornece um sistema de equações para α, β e γ, que pode ser separado em
dois subconjuntos. Resultando assim em duas formas distintas para a matriz
de defeito.
Do primeiro conjunto formado pelas componentes α11, α22, β21, β12, γ11, γ22

temos

α11 = a11e
− i

4
q, α22 = a11e

i
4
q, γ11 = c11e

i
4
q, γ22 = c11e

− i
4
q . (7.6)

Nota-se que o termo β21 pode ser parametrizado da seguinte forma:

β21 = b21e
− i

2
Λe

i
4
p (7.7)

onde foi inclúıdo o campo auxiliar Λ. Assim, substitúındo os resultados
anteriores nas equações envolvendo ∂+α11,∂−γ11, ∂+β21, ∂−β21, ∂+β12 e ∂−β12

teremos, respectivamente

i∂+q =
1

2a11

(
b21e

− i
2

Λe
i
2
p + β12e

− i
4
p
)
,

i∂−q =
1

2c11

(
b21e

− i
2

Λ + β12e
i
4
p
)
,

i∂+Λ = − c11

2b21

e
i
2

Λe−
i
2
p
(
e
i
2
q − e−

i
2
q
)
,
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i∂−(Λ− p) = − a11

2b21

e
i
2

Λ
(
e
i
2
q − e−

i
2
q
)
,

∂+β12 = − i
4
β12 ∂+p+

c11

4
e
i
4
p
(
e
i
2
q − e−

i
2
q
)
,

∂−β12 =
i

4
β12 ∂−p+

a11

4
e−

i
4
p
(
e
i
2
q − e−

i
2
q
)
. (7.8)

Essas são as transformações de Backlund tipo II para o modelo sine-Gordon.
Uma solução posśıvel para esse sistema é [5]

β12 = −b21

2
e
i
2

Λe−
i
4
p
(
e
i
2
q + e−

i
2
q + η

)
(7.9)

onde η é uma constante, p = φ1 +φ2 e q = φ1−φ2. Logo, escolhendo a11 = 0

K =


e−

i
4
q +

1

λ2
c11e

− i
4
q − 1

2λ
b21e

i
2

Λe−
i
4
p
(
e
i
2
q + e−

i
2
q + η

)
1

λ
b21e

− i
2

Λe
i
4
p e

i
4
q +

1

λ2
c11e

− i
4
q

 . (7.10)

E considerando os limites especificados em [5] para c11 = 0:

b21e
− i

2
Λ = B, b21e

i
2

Λ → 0,
b21

2
e
i
2

Λη → B . (7.11)

A matriz K será

K =


e−

i
4
q −1

λ
Be−

i
4
p

1

λ
Be

i
4
p e

i
4
q

 (7.12)

onde B é constante. E portanto as equações em (7.8) se reduzem a

∂−p =
1

B
sin
(q

2

)
, ∂+q = B sin

(p
2

)
(7.13)

que são as mesmas transformações apresentadas em (3.3) e (3.4) com B = ω.
Pode-se mostrar ainda, que de fato os campos φ1 e φ2 satisfazem a equação
de SG [5], ou seja,

∂2
xφ1 − ∂2

t φ1 = sinφ1,

∂2
xφ2 − ∂2

t φ2 = sinφ2 .
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Da mesma forma, para o segundo conjunto, contendo os elementos α12, α21,
β22, β11, γ21, γ12 foram obtidas equações similares e com resultados parecidos.
E nota-se, que as equações desse segundo conjunto estão relacionadas com o
primeiro, através da seguinte tranformação p→ q, ou ainda φ2 → −φ2 [5].

7.2 Modelo super sinh-Gordon

Nesse caso vamos considerar a seguinte expansão para K

K = α + λ−1/2β + λ1/2γ (7.14)

onde agora α, β e γ são matrizes 3×3 e A(1)
± e A(2)

± estão relacionados à duas
soluções das equações em (6.6).
Nas seções seguintes calculamos explicitamente a matriz K para os casos:
bosônico, fermiônico. Em seguida apresentamos a forma geral de K com
ambos os campos bosônico e fermiônico. Os sistemas de equações que foram
resolvidos para cada um desses três casos são apresentados no apêndice B.

7.2.1 Caso Bosônico

Fazendo ψ = ψ̄ = 0 então

A+ =

 λ1/2 − ∂+φ −1 0

−λ λ1/2 + ∂+φ 0

0 0 2λ1/2

 ,

A− =

 λ−1/2 −λ−1e2φ 0

−e−2φ λ−1/2 0

0 0 2λ−1/2

 . (7.15)

Da primeira equação em (7.3) e usando (7.14) encontramos após igualar as
potências de λ que

α22 = α11, γ22 = γ11, γ23 = −α13, γ31 = −α32

α12 = 0, γ12 = 0, γ13 = 0 γ32 = 0 .

E da segunda equação em (7.3) temos

β13 = −ep−qα23, β32 = −ep+qα31, α22 = α11e
2q, β22 = β11e

2q

α21 = 0, β21 = 0, β23 = 0, β31 = 0
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onde introduzimos as variáveis p e q que relacionam as duas configurações
dos campos como,

p = φ1 + φ2, q = φ1 − φ2 . (7.16)

E assim temos resumidamente os seguinte resultados

β11 = b11e
−q, β13 = b13e

p−q
2 , α23 = a23e

−(p−q)
2

α31 = a31e
−(p+q)

2 , β32 = b32e
p+q
2 , γ22 = γ11 = c11,

∂+β12 = β22 − β11 + β12∂+p,

∂+γ21 = −γ21∂+p+ β11 − β22,

∂−β11 = ep−qγ21 − e−(p+q)β12,

∂−β12 = γ11(ep−q − ep+q),
∂−γ21 = γ11(e−(p−q) − e−(p+q)) (7.17)

onde escolhemos as constantes fermiônicas (a23, a13, a31, a32) iguais a zero.
Assim o sistema se reduz a

∂+q =
1

c11

(γ21 − β12),

∂−q = − 1

b11

(epγ21 − e−pβ12),

∂+β12 = β12∂+p+ b11(eq − e−q),
∂−β12 = −c11e

p(eq − e−q),
∂+γ21 = −γ21∂+p− b11(eq − e−q),
∂−γ21 = c11e

−p(eq − e−q) . (7.18)

Introduzindo o campo auxiliar Λ de modo que

γ21 = c21e
Λ−p .

Encontramos que as equações envolvendo ∂±q e ∂±γ21 ficam

∂+q =
1

c11

(c21e
Λ−p − β12),

∂−q = − 1

b11

(c21e
Λ − e−pβ12),

∂+Λ = −b11

c21

ep−Λ(eq − e−q),

∂−(Λ− p) =
c11

c21

e−Λ(eq − e−q), (7.19)
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que juntamente com as equações para ∂+β12 e ∂−β12 em (7.17). Aqui também
identificamos o sistema acima como o Backlund tipo II para o modelo sinh-
Gordon supersimétrico N = 1, uma solução compat́ıvel é

β12 = c21e
p−Λ(eq + e−q + η) . (7.20)

Assim teremos que K é dado por

K =

 λ−1/2b11e
−q + λ1/2c11 λ−1/2c21e

p−Λ(eq + e−q + η) 0

λ1/2c21e
Λ−p λ−1/2b11e

q + λ1/2c11 0

0 0 a33 + λ−1/2b33 + λ1/2c33

 .

No caso limite onde Λ = Ω = cte, e para Ω, η grandes e c21 pequeno, encon-
tramos que

c21e
Λ = B, c21e

−Λη → B, c21e
−Λ → 0. (7.21)

onde B é constante. De modo que escolhendo b11 = b33 = 0 a matriz fica

K =


λ1/2c11 λ−1/2Bep 0

λ1/2Be−p λ1/2c11 0

0 0 a33 + λ1/2c33

 .

(7.22)

Além disso as equações em (7.19) ficam (com c11 = 1)

∂+q = −2Bsenhp,

∂−p =
2

B
senhq (7.23)

que são as transformações de Backlund tipo-I para o modelo sinh-Gordon.

onde B = − 2

ω2
.

7.2.2 Caso Fermiônico

Agora para o caso fermiônico fazemos φ = 0, assim

A+ =

 λ1/2 −1 ψ̄

−λ λ1/2 λ1/2ψ̄

λ1/2ψ̄ ψ̄ 2λ1/2

 , A− =

 λ−1/2 −λ−1 −λ−1/2ψ

−1 λ−1/2 −ψ
ψ λ−1/2ψ 2λ−1/2

 . (7.24)
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Como na seção antereior vamos usar as equações (7.14), (7.3) e igualar as
potências de λ, para obter K explicitamente. Obtemos primeiramente

β11 = b11, β33 = b33, γ11 = c11, γ33 = c33 .

Com esses resultados vamos analisar as seguintes equações,

α13 + γ23 = ψ̄2c33 − c11ψ̄1, α32 + γ31 = c33ψ̄1 − ψ̄2c11,

α31 + β32 = b33ψ1 − ψ2b11, α23 + β13 = b11ψ1 − ψ2b33 .

Podemos escolher convenientemente c33 = c11 e b33 = b11 = 0, e introduzindo
o campo auxiliar f1

f1 =
i

2ω
(ψ1 + ψ2) =

iω

4
(ψ̄1 − ψ̄2) . (7.25)

De tal forma que

α13 + γ23 = −c11(ψ̄1 − ψ̄2) =
4ic11

ω
f1,

β13 = −α23, β32 = −α31 .

Gerando as seguintes transformações de Backlund:

∂−f1 =
iω

2
(ψ1 − ψ2),

∂+f1 =
iω

2

a33

c11

(ψ̄1 + ψ̄2) .

E com c11 = 1 então −c21 = a33 = −B =
2

ω2
.

Assim encontramos as seguintes equações,

∂+ψk = 2ψ̄k,

∂−ψ̄k = 2ψk,

ψ1 + ψ2 = −2iωf1,

ψ̄1 − ψ̄2 = −4i

ω
f1,

∂−f1 =
iω

2
(ψ1 − ψ2),

∂+f1 =
i

ω
(ψ̄1 + ψ̄2) . (7.26)
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Por simplicidade escolhemos também: α32 = γ31, α13 = γ23 e ainda obtemos
a23 = a31 = 0. Teremos portanto que a matriz defeito será dada por

K =



λ1/2c11 λ−1/2B
2i

ω
c11f1

λ1/2B λ1/2c11 λ1/2 2i

ω
c11f1

−λ1/2 2i

ω
c11f1 −

2i

ω
c11f1+ −B + λ1/2c11


. (7.27)

7.2.3 Caso Bosônico-Fermiônico

Como nos casos anteriores das equações em (7.3) e usando (7.14), e inicial-
mente teremos:

γ11 = c11, γ33 = c33, β33 = b33, γ22 = γ11, β22 = b22e
q, β11 = b11e

−q .

E vamos convenientemente fazer as seguintes escolhas b33 = −b11, c33 = c11,
α32 = −α13, γ31 = −γ23, de modo que ao introduzirmos o campo auxiliar f1

dado por,

f1 =
i

2ω

1

cosh
(
q
2

)(ψ1 + ψ2) =
iω

4

1

cosh
(
p
2

)(ψ̄1 − ψ̄2) (7.28)

ficamos com

α13 + γ23 = −(γ31 + α32) =
4ic11

ω
cosh

(p
2

)
f1,

α31e
p+q
2 + β32e

−(p+q)
2 = −

(
α23e

p−q
2 + β13e

−(p−q)
2

)
= 2iωb11 cosh

(q
2

)
f1 .

Das expressões acima notamos que podemos escolher adequadamente β13 =
α23e

p, β32 = α31e
p e γ23 = α13e

−p, tal que todos esses elementos sejam
proporcionais ao campo f1, como segue

α23 = −iωb11e
− p

2 f1, α31 = iωb11e
− p

2 f1, α13 = − 2

iω
c11e

p
2 f1 .

Notamos que para os elementos bosônico de K devemos resolver o seguinte
sistema de equações

∂+q =
1

c11

(γ21 − β12) +
2i

ω
senh

(p
2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2),
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∂−q =
1

b11

[
β12e

−p − γ21e
p
]
,

∂+β12 = β12∂+p+ 2b11senhq,

∂+γ21 = −γ21∂+p− 2b11senhq,

∂−β12 = −2c11e
psenhq +

2ic11

ω
epsenh

(q
2

)
f1(ψ1 − ψ2),

∂−γ21 = 2c11e
−psenhq − 2ic11

ω
e−psenh

(q
2

)
f1(ψ1 − ψ2) . (7.29)

Tal sistema para a parte bosônica é o mesmo que aparece em (7.18). Logo
podemos usar os resultados do caso bosônico (com defeito tipo I) com γ21 =
Be−p, β12 = Bep e c11 = 1, b11 = 0, para obter as transformações de Back-
lund:

∂+q = −2Bsenhp+
2i

ω
senh

(p
2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2),

∂−p = − 2

B
senhq +

2i

Bω
senh

(q
2

)
f1(ψ1 − ψ2) .

Portanto a matriz de defeito será dada por

K =



λ1/2c11 λ−1/2Bep
2i

ω
c11e

p
2 f1

λ1/2Be−p λ1/2c11 λ1/2 2i

ω
c11e

− p
2 f1

−λ1/2 2i

ω
c11e

− p
2 f1 −

2i

ω
c11e

p
2 f1+ −B + λ1/2c11


.(7.30)

E ainda encontramos as seguintes equações para os campos

∂+∂−φk = 2senh(2φk) + 2ψ̄kψksenhφk,

∂−ψ̄k = 2ψk coshφk,

∂+ψk = 2ψ̄k coshφk,

∂−p = − 2

B
senhq +

2i

Bω
senh

(q
2

)
f1(ψ1 − ψ2),

∂+q = −2Bsenhp+
2i

ω
senh

(p
2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2),

ψ1 + ψ2 = −2iω cosh
(q

2

)
f1,
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ψ̄1 − ψ̄2 = −4i

ω
cosh

(p
2

)
f1,

∂+f1 =
i

ω
cosh

(p
2

)
(ψ̄1 + ψ̄2),

∂−f1 =
iω

2
cosh

(q
2

)
(ψ1 − ψ2) . (7.31)

Os cálculos detalhados para a obtenção dessas equações de movimento estão
no apêndice B.
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Caṕıtulo 8

Quantidades Conservadas

Nesse caṕıtulo vamos seguir o proposto em [5, 17, 18], para encontrar uma
função geradora para o conjunto infinito de quantidades conservadas. Aqui
essa abordagem será aplicada ao modelo sinh-Gordon supersimétrico.

8.1 Teoria sem defeito

Sendo o problema linear mostrado no caṕıtulo 7

∂+Ψ = −A+Ψ, ∂−Ψ = −A−Ψ (8.1)

onde as coordenadas do cone de luz são x± = x±t e portanto ∂± =
1

2
(∂x±∂t).

E ainda U ≡ At = A−−A+, V ≡ Ax = −(A+ +A−). Podemos reescrever
o problema acima como segue

∂tΨ = UΨ, ∂xΨ = VΨ (8.2)

onde no caso do modelo sinh-Gordon supersimétrico N = 1, U e V são

matrizes 3 × 3, Ψ é um vetor coluna dado como Ψ =

 Ψ1

Ψ2

εΨ3

, sendo as

componentes Ψ1, Ψ2, Ψ3 são bosônicas e ε é um parâmetro fermiônico. Em
C.3 apresentamos outra forma para Ψ.
O sistema de equações diferenciais parciais em (8.2) gera as seguintes equações,
para seus respectivos elementos de matriz:

∂tΨ1 = U11Ψ1 + U12Ψ2 + U13Ψ3ε, ∂xΨ1 = V11Ψ1 + V12Ψ2 + V13Ψ3ε
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∂tΨ2 = U22Ψ2 + U21Ψ1 + U23Ψ3ε, ∂xΨ2 = V22Ψ2 + V21Ψ1 + V23Ψ3ε

ε ∂tΨ3 = U33Ψ3ε+ U31Ψ1 + U32Ψ2, ε ∂xΨ3 = V33Ψ3ε+ V31Ψ1 + V32Ψ2 .

(8.3)

Vamos considerar a primeira equação do sistema acima, correspondente à
primeira linha do problema em (8.2), multiplicando essas equações por Ψ−1

1

teremos

(∂tΨ1)Ψ−1
1 = U11 + U12Ψ2Ψ−1

1 + U13Ψ3Ψ−1
1 ε,

(∂xΨ1)Ψ−1
1 = V11 + V12Ψ2Ψ−1

1 + V13Ψ3Ψ−1
1 ε .

Derivando a primeira em relação à x e a segunda com respeito à t, teremos

∂x[(∂tΨ1)Ψ−1
1 ] = ∂x

[
U11 + U12Ψ2Ψ−1

1 + U13Ψ3Ψ−1
1 ε
]
,

∂t[(∂xΨ1)Ψ−1
1 ] = ∂t

[
V11 + V12Ψ2Ψ−1

1 + V13Ψ3Ψ−1
1 ε
]
.

Subtraindo essas duas expressões e usando a condição de integrabilidade
∂x∂t = ∂t∂x encontramos a seguinte equação de conservação,

∂t [V11 + V12Γ21 + V13Γ31] = ∂x [U11 + U12Γ21 + U13Γ31] (8.4)

onde definimos as funções auxiliares Γ21 = Ψ2Ψ−1
1 , Γ31 = εΨ3Ψ−1

1 .
O primeiro conjunto de cargas conservadas será então

I1 =

∫ ∞
−∞

dx [V11 + V12Γ21 + V13Γ31] . (8.5)

Com esse mesmo procedimento pode-se obter os demais conjuntos das quanti-
dades conservadas, para a segunda e terceira linhas em (8.2), respectivamente

I2 =

∫ ∞
−∞

dx [V22 + V21Γ12 + V23Γ32] , (8.6)

I3 =

∫ ∞
−∞

dx [εV33 + V32Γ23 + V31Γ13] , (8.7)

ou seja, para determinarmos tais quantidades devemos obter as funções aux-
iliares Γ. Para isso notamos,

∂xΓ21 = ∂x(Ψ2Ψ−1
1 ) = (∂xΨ2)Ψ−1

1 + Ψ2(∂xΨ
−1
1 ) =

= (∂xΨ2)Ψ−1
1 −Ψ2Ψ−1

1 (∂xΨ1)Ψ−1
1 = (∂xΨ2)Ψ−1

1 − Γ21(∂xΨ1)Ψ−1
1

= (V22Ψ2 + V21Ψ1 + V23Ψ3ε)Ψ
−1
1 − Γ21(V11Ψ1 + V12Ψ2 + V13Ψ3ε)Ψ

−1
1

= V21 + (V22 − V11)Γ21 + V23Γ31 − V12(Γ21)2 − V13Γ21Γ31 . (8.8)

44



Analogamente para ∂tΓ21

∂tΓ21 = U21 + (U22 − U11)Γ21 + U23Γ31 − U12(Γ21)2 − U13Γ21Γ31 . (8.9)

A forma do Lax desse modelo, nos permite usar para a obtenção de quanti-
dades conservadas, como o momento e a energia os conjuntos referentes às
equações (8.5) e (8.6). Assim as equações restantes satisfeitas pelos Γ, que
usaremos são

∂xΓ31 = V31 + (V33 − V11)Γ31 + V32Γ21 − V13Γ21Γ31, (8.10)

∂xΓ32 = V32 + (V33 − V22)Γ32 + V31Γ12 − V21Γ12Γ32, (8.11)

∂xΓ12 = V12 + (V11 − V22)Γ12 + V13Γ32 − V21(Γ12)2 −
− V23Γ12Γ32 (8.12)

e

∂tΓ31 = U31 + (U33 − U11)Γ31 + U32Γ21 − U13Γ21Γ31, (8.13)

∂tΓ32 = U32 + (U33 − U22)Γ32 + U31Γ12 − U21Γ12Γ32, (8.14)

∂tΓ12 = U12 + (U11 − U22)Γ12 + U13Γ32 − U21(Γ12)2 −
− U23Γ12Γ32, (8.15)

onde definimos Γ32 = εΨ3Ψ−1
2 , Γ12 = Ψ1Ψ−1

2 .
As funções Γ podem ser expandidas em potências positivas e negativas do
parâmetro espectral efetivo λ [7, 17, 18], e então as equações (8.8), (8.10)-
(8.12) são resolvidas recursivamente para cada coeficiente, como veremos a
seguir. E as expressões (8.5) e (8.6) fornecem uma expansão de I em termos
de λ, e assim obtemos um conjunto infinito de quantidades conservadas.
Mostraremos na seção seguinte, que o momento e a energia são dados como
uma combinação linear do conjunto em I1 e I2 com λ1/2.
Vamos agora, desenvolver os cálculos usando o par de Lax em (6.3) e (6.4).
Teremos que para o primeiro conjunto de cargas conservadas I1 devemos
resolver as equações (8.8) e (8.10) logo,

∂xΓ21 = λ+ e−2φ − (∂x + ∂t)φ Γ21 −
(
λ1/2ψ̄ − e−φψ

)
Γ31 −

−
(
1 + λ−1e2φ

)
(Γ21)2 +

(
ψ̄ − λ−1/2eφψ

)
Γ21Γ31, (8.16)

∂xΓ31 = −λ1/2ψ̄ − ψe−φ −
(
λ1/2 + λ−1/2 +

1

2
(∂x + ∂t)φ

)
Γ31 −

−
(
ψ̄ + λ−1/2ψeφ

)
Γ21 −

(
1 + λ−1e2φ

)
Γ31Γ21 . (8.17)
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Vamos considerar as seguintes expanções para Γ21, Γ31, a fim de resolvermos
as equações acima

Γ21 =
∞∑
n=0

λn/2Γ
(n/2)
21 , Γ31 =

∞∑
n=0

λn/2Γ
(n/2)
31 . (8.18)

Das equações em (C.1) notamos que

Γ
(0)
31

[
1 + e2φΓ

(1/2)
21

]
= 0,

ψΓ
(0)
31

[
e−φ − eφΓ

(1/2)
21

]
+

[
e−2φ − e2φ

(
Γ

(1/2)
21

)2
]

= 0 .

Ou seja, temos então duas soluções posśıveis: 1) se Γ
(1/2)
21 = e−2φ então

Γ
(0)
31 = 0; 2) se Γ

(1/2)
21 = −e−2φ logo Γ

(0)
31 ∝ ψ. Ao substituirmos ambos

os casos no sistema (C.1) vemos que para o primeiro caso os coeficientes são
obtidos de forma recursiva, enquanto que no segundo caso isso não ocorre. De
modo que vamos escolher como solução o caso 1). Desse modo encontramos
que

Γ
(0)
21 = 0, (8.19)

Γ
(1/2)
21 = e−2φ, (8.20)

Γ
(1)
21 =

1

2
(∂x − ∂t)φ e−2φ, (8.21)

Γ
(3/2)
21 =

1

2

(
1− e−4φ

)
+

1

2
e−φψ̄ψ

(
1− e−2φ

)
+

1

8
[ (∂x − ∂t)φ ]2 e−2φ −

− 1

4
(∂2
x − ∂x∂t)φ e−2φ, (8.22)

Γ
(2)
21 =

1

2
∂tφ e

−4φ − ∂xφ
(
e−4φ +

1

2

)
− 1

2
(∂x − ∂t)φ e−3φψ̄ψ −

− 1

8
(∂x − ∂t)φ e−2φψ∂xψ −

1

4
e−φ

(
e−2φ + 1

) (
∂xφψ̄ψ + 2ψ̄∂xψ

)
+

+
1

4
e−φ

(
e−2φ − 1

)
∂xψ̄ψ +

1

8
(∂3
x − ∂2

x∂t)φ e
−2φ −

− 1

8
(∂x − ∂t)φ (∂2

x − ∂x∂t)φ e−2φ, (8.23)

Γ
(0)
31 = 0, (8.24)
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Γ
(1/2)
31 = −e−φψ, (8.25)

Γ
(1)
31 =

1

2
e−φ∂xψ −

1

2
ψ̄
(
1 + e−2φ

)
− 1

4
(∂x − ∂t)φ e−φψ, (8.26)

Γ
(3/2)
31 =

1

2
e−φψ

(
1 + e−2φ

)
+

1

4
ψ̄∂tφ e

−2φ +
1

4
ψ̄∂xφ−

1

4
e−φ∂2

xψ +

+
1

4
∂xψ̄

(
1 + e−2φ

)
− 1

2
e−2φψ̄∂xφ+

1

8
(∂x − ∂t)φ e−φ∂xψ +

+
1

8
(∂2
x − ∂x∂t)φ e−φψ . (8.27)

De (8.5) teremos o primeiro conjunto de cargas conservadas

I1 =

∫ ∞
−∞

dx
[
− λ1/2 − λ−1/2 +

1

2
(∂x + ∂t)φ+

(
1 + λ−1e2φ

)
Γ21 +

+
(
λ−1/2eφψ − ψ̄

)
Γ31

]
. (8.28)

E com os valores dos coefecientes dos Γ′s obtidos anteriormente, primeiro
vemos que I

(−1/2)
1 = 0 e I

(0)
1 nos fornece a carga topológica. Sendo a primeiro

contribuição dada por,

I
(1/2)
1 =

∫ ∞
−∞

dx

[
−1 + cosh 2φ+

1

8
[(∂x − ∂t)φ]2 +

1

2
ψ∂xψ + 2ψ̄ψ coshφ

]
.

(8.29)

Vamos agora considerar a expansão em potências negativas, como segue

Γ21 =
∞∑

n=−1

Γ̂
(n/2)
21

λn/2
, Γ31 =

∞∑
n=0

Γ̂
(n/2)
31

λn/2
. (8.30)

Nesse caso novamente encontramos duas posśıveis soluções, vindas de Γ̂
(−1/2)
21 =

±1, mas da mesma forma notamos que para resolvermos as (8.16), (8.17)

recursivamente devemos ter (Γ̂
(−1/2)
21 = 1), como indicado pelo sistema de

equações em (C.2). Logo as componentes de Γ̂21 serão,

Γ̂
(−1/2)
21 = 1, (8.31)

Γ̂
(0)
21 = −1

2
(∂x + ∂t)φ, (8.32)

Γ̂
(1/2)
21 =

1

4
(∂2
x + ∂x∂t)φ+

1

8
[(∂x + ∂t)φ]2 − senh2φ+ ψψ̄senhφ, (8.33)
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Γ̂
(1)
21 =

1

2
(∂x + ∂t)φ e

2φ − 1

2
ψ∂xψ̄senhφ− 1

2
ψψ̄(∂x + ∂t)φ e

φ +

+
1

8
∂xψ̄ψ̄(∂x + ∂t)φ−

1

8
(∂3
x + ∂2

x∂t)φ−
1

8
(∂x + ∂t)φ(∂2

x + ∂x∂t)φ+

+ ∂xφ cosh 2φ− 1

2
ψψ̄∂xφ coshφ− 1

2
(∂xψψ̄ + ψ∂xψ̄)senhφ . (8.34)

E para Γ̂31 teremos,

Γ̂
(0)
31 = −ψ̄, (8.35)

Γ̂
(1/2)
31 =

1

4
(∂x + ∂t)φ ψ̄ +

1

2
∂xψ̄ − ψ coshφ, (8.36)

Γ̂
(1)
31 =

1

2
ψ̄
(
1 + e2φ

)
+

1

4
(∂x + ∂t)φ e

φψ − 1

8
(∂2
x + ∂x∂t)φ ψ̄ −

1

4
∂2
xψ̄ +

+
1

2
∂xψ coshφ+

1

2
ψsenhφ ∂xφ−

1

8
(∂x + ∂t)φ ∂xψ̄ . (8.37)

E como anteriormente teremos do primeiro conjunto de cargas conservadas,
a primeira contribuição não nula será,

Î
(−1/2)
1 =

∫ ∞
−∞

dx

[
1 +

1

2
ψ̄∂xψ̄ −

1

8
[(∂x + ∂t)φ]2 − cosh 2φ− 2ψ̄ψ coshφ

]
.

(8.38)

Agora as equações (8.12) e (8.11) ficam

∂xΓ12 = 1 + λ−1e2φ + (∂x + ∂t)φ Γ12 +
(
λ−1/2eφψ − ψ̄

)
Γ32 −

−
(
λ+ e−2φ

)
(Γ12)2 +

(
λ1/2ψ̄ − e−φψ

)
Γ12Γ32, (8.39)

∂xΓ32 = −ψ̄ − λ−1/2eφψ +

(
1

2
(∂x + ∂t)φ− λ1/2 − λ−1/2

)
Γ32 −

−
(
λ1/2ψ̄ + ψe−φ

)
Γ12 −

(
λ+ e−2φ

)
Γ32Γ12 . (8.40)

Novamente podemos expandir Γ12 e Γ32 em potências positivas e negativas.
Vamos considerar primeiramente a seguinte expansão,

Γ12 =
∞∑

n=−1

λn/2Γ
(n/2)
12 , Γ32 =

∞∑
n=0

λn/2Γ
(n/2)
32 . (8.41)

Teremos

Γ
(−1/2)
12 = e2φ, (8.42)
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Γ
(0)
12 = −1

2
(∂x − ∂t)φ e2φ, (8.43)

Γ
(1/2)
12 =

1

2
eφψ̄ψ

(
1− e2φ

)
+

1

2

(
1− e4φ

)
+

1

8
[(∂x − ∂t)φ ]2 e2φ +

+
1

4

(
∂2
x − ∂x∂t

)
φ e2φ, (8.44)

Γ
(0)
32 = −eφψ, (8.45)

Γ
(1/2)
32 = −1

2
ψ̄
(
1 + e2φ

)
+

1

4
(∂x − ∂t)φ eφψ +

1

2
eφ∂xψ . (8.46)

Da equação (8.6) obtemos o segundo conjunto de cargas conservadas

I2 =

∫ ∞
−∞

dx [−1

2
(∂x + ∂t)φ+

(
λ+ e−2φ

)
Γ12 +

(
e−φψ − λ1/2ψ̄

)
Γ32 −

− λ1/2 − λ−1/2] . (8.47)

Novamente a primeira contribuição diferente de zero será na ordem λ1/2,

I
(1/2)
2 =

∫ ∞
−∞

dx
[
− 1 +

1

8
[(∂x − ∂t)φ]2 +

1

2
ψ∂xψ + 2ψ̄ψ coshφ+

+ cosh 2φ
]
. (8.48)

E para a expansão em potências negativas

Γ12 =
∞∑
n=0

Γ̂
(n/2)
12

λn/2
, Γ32 =

∞∑
n=0

Γ̂
(n/2)
32

λn/2
. (8.49)

E portanto das equações (8.39), (8.40) encontramos

Γ̂
(1/2)
12 = 1, (8.50)

Γ̂
(1)
12 =

1

2
(∂x + ∂t)φ, (8.51)

Γ̂
(3/2)
12 = ψ̄ψsenhφ+

1

8
[(∂x + ∂t)φ]2 − 1

4
(∂2
x + ∂x∂t)φ+

+ senh2φ, (8.52)

Γ̂
(1/2)
32 = −ψ̄, (8.53)

Γ̂
(0)
32 = 0, (8.54)

Γ̂
(1)
32 = −1

4
ψ̄(∂x + ∂t)φ− ψ coshφ+

1

2
∂xψ̄ . (8.55)
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Do segundo conjunto de cargas conservadas em (8.47) obtemos a primeira
contribução dada por

Î
(−1/2)
2 =

∫ ∞
−∞

dx
[
2ψ̄ψ coshφ+

1

8
[(∂x + ∂t)φ]2 − 1

2
ψ̄∂xψ̄ − 1 +

+ cosh 2φ
]
. (8.56)

Notamos que Î
(−1/2)
2 = −Î(−1/2)

1 e I
(1/2)
2 = I

(1/2)
1 , podemos então definir as

quantidades

I(+1/2) = I
(1/2)
1 + I

(1/2)
2 , Î(−1/2) = I

(−1/2)
2 − I(−1/2)

1 . (8.57)

Nós encontramos então que as expressões para a energia e o momento são
dadas por,

E = I(+1/2) + Î(−1/2) =

∫ ∞
−∞

[
4 cosh 2φ+

1

2
(∂xφ)2 +

1

2
(∂tφ)2 + 8ψ̄ψ coshφ−

− ψ̄∂xψ̄ + ψ∂xψ − 4
]
, (8.58)

P = Î(−1/2) − I(+1/2) =

∫ ∞
−∞

dx
[
∂xφ∂tφ− ψ∂xψ − ψ̄∂xψ̄

]
. (8.59)
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Caṕıtulo 9

Contribuições do Defeito

No caṕıtulo anterior foi apresentado o formalismo, que permite obter as in-
finitas quantidades conservadas, em uma teoria sem defeito. Agora veremos
como a introdução do defeito afeta tais quantidades. Para isso vamos con-
siderar como nos caṕıtulos anteriores um defeito em x = 0, com isso (8.5) e
(8.6) ficam

I1 =

∫ 0

−∞
dx
[
V

(1)
11 + V

(1)
12 Γ

(1)
21 + V

(1)
13 Γ

(1)
31

]
+

+

∫ ∞
0

dx
[
V

(2)
11 + V

(2)
12 Γ

(2)
21 + V

(2)
13 Γ

(2)
31

]
,

I2 =

∫ 0

−∞
dx
[
V

(1)
22 + V

(1)
21 Γ

(1)
12 + V

(1)
23 Γ

(1)
32

]
+

+

∫ ∞
0

dx
[
V

(2)
22 + V

(2)
21 Γ

(2)
12 + V

(2)
23 Γ

(2)
32

]
,

(9.1)

Derivando em relação a t e usando (8.4), teremos para o primeiro conjunto
de cargas conservadas

dI1

dt
=
[
U

(1)
11 + U

(1)
12 Γ

(1)
21 + U

(1)
13 Γ

(1)
31 − U

(2)
11 − U

(2)
12 Γ

(2)
21 − U

(2)
13 Γ

(2)
31

]
x=0

. (9.2)

De forma análoga para I2

dI2

dt
=
[
U

(1)
22 + U

(1)
21 Γ

(1)
12 + U

(1)
23 Γ

(1)
32 − U

(2)
22 − U

(2)
21 Γ

(2)
12 − U

(2)
23 Γ

(2)
32

]
x=0

. (9.3)
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Podemos ainda encontrar a relação entre as funções Γ
(1)
21 , Γ

(2)
21 e Γ

(1)
12 , Γ

(2)
32

usando (7.2), ou seja,

Ψ(2) = KΨ(1), Ψ(2) =

 Ψ
(2)
1

Ψ
(2)
2

ε̃ Ψ
(2)
3

 . (9.4)

Da mesma forma como definido no caṕıtulo 8, Ψ
(2)
1 , Ψ

(2)
2 , Ψ

(2)
3 são com-

ponentes bosônicas e ε̃ é um parâmetro fermiônico. Portanto teremos as
seguintes expressões

Ψ
(2)
1 = K11Ψ

(1)
1 +K12Ψ

(1)
2 +K13Ψ

(1)
3 ε, (9.5)

Ψ
(2)
2 = K21Ψ

(1)
1 +K22Ψ

(1)
2 +K23Ψ

(1)
3 ε, (9.6)

ε̃Ψ
(2)
3 = K31Ψ

(1)
1 +K32Ψ

(1)
2 +K33Ψ

(1)
3 ε . (9.7)

Para (9.2) vamos obter as seguintes relações entre os Γ

Ψ
(2)
2 (Ψ

(2)
1 )−1 = (K21Ψ

(1)
1 +K22Ψ

(1)
2 +K23Ψ

(1)
3 ε)(Ψ

(2)
1 )−1

=
K21Ψ

(1)
1 +K22Ψ

(1)
2 +K23Ψ

(1)
3 ε

K11Ψ
(1)
1 +K12Ψ

(1)
2 +K13Ψ

(1)
3 ε
× (Ψ

(1)
1 )−1

(Ψ
(1)
1 )−1

Γ
(2)
21 =

K21 +K22Γ
(1)
21 +K23Γ

(1)
31

K11 +K12Γ
(1)
21 +K13Γ

(1)
31

, (9.8)

e ainda

Γ
(2)
31 =

K31 +K32Γ
(1)
21 +K33Γ

(1)
31

K11 +K12Γ
(1)
21 +K13Γ

(1)
31

. (9.9)

Em adição obtemos também

Γ
(2)
12 =

K12 +K11Γ
(1)
12 +K13Γ

(1)
32

K22 +K21Γ
(1)
12 +K23Γ

(1)
32

, Γ
(2)
32 =

K32 +K31Γ
(1)
12 +K33Γ

(1)
32

K22 +K21Γ
(1)
12 +K23Γ

(1)
32

.

Vamos explicitar os cálculos para o primeiro conjunto, para os demais con-
juntos os resultados seguem da mesma maneira. Substituindo os resultados
(9.9), (9.8) em (9.2) teremos

dI1

dt
=

{[
U

(1)
11

(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
− U (2)

11

(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
+
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U
(1)
12 Γ

(1)
21

(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
− U (2)

12

(
K21 +K22Γ

(1)
21 +K23Γ

(1)
31

)
+

U
(1)
13 Γ

(1)
31

(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
− U (2)

13

(
K31 +K32Γ

(1)
21 +K33Γ

(1)
31

) ]
÷

÷
(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)}
x=0

,

(9.10)

e considerando a primeira linha para a equação matricial ∂tK = U (2)K −
KU (1), podemos reescrever a equação acima como

dI1

dt
=

{[
− ∂tK11 − ∂tK12Γ

(1)
21 − ∂tK13Γ

(1)
31 −

K13(U
(1)
31 + (U

(1)
33 − U

(1)
11 )Γ

(1)
31 + U

(1)
32 Γ

(1)
21 − U

(1)
13 Γ

(1)
21 Γ

(1)
31 )−

K12(U
(1)
21 + (U

(1)
22 − U

(1)
11 )Γ

(1)
21 + U

(1)
23 Γ

(1)
31 − U

(1)
12 (Γ

(1)
21 )2 − U (1)

13 Γ
(1)
21 Γ

(1)
31 )
]
÷

÷
(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)}
x=0

,

onde identificamos ∂tΓ21, ∂tΓ31 dados em (8.9) e (8.13), respectivamente.
Logo,

dI1

dt
=
dD1

dt
=

−∂t
(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31


x=0

, (9.11)

ou seja, a contribuição do defeito para o primeiro conjunto de quantidades
conservadas será

D1 = − ln
[
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

]
x=0

. (9.12)

E repetindo esse procedimento para o segundo conjunto as contribuições do
defeito serão

D2 = − ln
[
K22 +K21Γ

(1)
12 +K23Γ

(1)
32

]
x=0

, (9.13)

onde K é a matriz do defeito obtida anteriormente, dada em (7.30).

A fim de resolvermos as equações para
dD1

dt
em (9.11) devemos expandir

D1 em potências de λ e multiplicar pelo denominador, assim para potências
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positivas temos(
dD

(0)
1

dt
+ λ1/2dD

(1/2)
1

dt
+ ...

)(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
=

−
[
∂tK11 + ∂t

(
K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)]
, (9.14)

e para potências negativas(
dD̂

(0)
1

dt
+ λ−1/2dD̂

(−1/2)
1

dt
+ ...

)(
K11 +K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)
=

−
[
∂tK11 + ∂t

(
K12Γ

(1)
21 +K13Γ

(1)
31

)]
. (9.15)

E de maneira análoga para D2.

9.1 Caso Bosônico

Vamos considerar primeiro o caso puramente bosônico (ψ = ψ̄ = 0). E para
potências positivas obtemos

D
(0)
1 = d

(0)
1 (φ1 − φ2), (9.16)

D
(1/2)
1 = −d(1/2)

1

[
1

2
∂−φ1 +

c11

B
eφ1−φ2

]
, (9.17)

D
(0)
2 = −d(0)

2 (φ1 − φ2), (9.18)

D
(1/2)
2 = −d(1/2)

2

[
−1

2
∂−φ1 +

c11

B
e−(φ1−φ2)

]
. (9.19)

E para potências negativas

D̂
(0)
1 = d̂

(0)
1 , (9.20)

D̂
(−1/2)
1 = −d̂(−1/2)

1

B

c11

eφ1+φ2 , (9.21)

D̂
(0)
2 = d̂

(0)
2 , (9.22)

D̂
(−1/2)
2 = −d̂(−1/2)

2

B

c11

e−(φ1+φ2) . (9.23)
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onde d
(0)
i , d

(1/2)
i ... são constantes de integração.

Com isso definimos as quantidades

D(−1/2) = D̂
(−1/2)
1 + D̂

(−1/2)
2 , D(+1/2) = D

(1/2)
1 +D

(1/2)
2 .

Logo obtemos as contribuições do defeito para o momento e a energia, como
combinação dos resultados anteriores como segue

PD = ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2), (9.24)

ED = −ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2) (9.25)

onde c11 = 1 e
1

B
= −ω

2

2
. E ainda foram escolhidas para as constantes de

integração d
(1/2)
i = d̂

(1/2)
i = −1.

9.2 Caso Femiônico

Iremos agora analisar o caso fermiônico (φ = 0) e assim temos com os valores
obtidos para os Γ′s e igualando as potências de λ,

D
(0)
1 = d

(0)
1 , (9.26)

D
(1/2)
1 = −d(1/2)

1

[
c11

B
+
c11

B

2

iω
f1ψ1

]
, (9.27)

D
(0)
2 = d

(0)
2 , (9.28)

D
(1/2)
2 = −d(1/2)

2

[
c11

B
+
c11

B

2

iω
f1ψ1

]
. (9.29)

E para potências negativas obtemos

D̂
(0)
1 = d̂

(0)
1 , (9.30)

D̂
(−1/2)
1 = −d̂(−1/2)

1

[
B

c11

+
2

iω
f1ψ̄1

]
, (9.31)

D̂
(0)
2 = d̂

(0)
2 , (9.32)

D̂
(−1/2)
2 = −d̂(−1/2)

2

[
B

c11

+
2

iω
f1ψ̄1

]
. (9.33)
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Como no caso anterior encontramos

PD = D̂(−1/2) − D(+1/2) = ω2 − 4

ω2
− 2iωf1ψ1 −

4i

ω
f1ψ̄1

= ω2 − 4

ω2
+ ψ2ψ1 − ψ̄2ψ̄1, (9.34)

ED = D̂(−1/2) + D(+1/2) = −ω2 − 4

ω2
+ 2iωf1ψ1 −

4i

ω
f1ψ̄1

= −ω2 − 4

ω2
− ψ2ψ1 − ψ̄2ψ̄1 . (9.35)

Notamos que podemos reescrever essas contribuições, usando a expressão do
campo f1 dado em (7.25) por

f1 = − 1

2iω
(ψ1 + ψ2) = − ω

4i
(ψ̄1 − ψ̄2) .

Portanto

−2iωf1ψ1 −
4i

ω
f1ψ̄1 = −4i

ω
f1(ψ̄1 + ψ̄2)− 2iωf1(ψ1 − ψ2)− ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2

= ψ̄1ψ̄2 − ψ̄2ψ̄1 − ψ1ψ2 + ψ2ψ1 − ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2

= ψ2ψ1 − ψ̄2ψ̄1 .

Analogamente para a contribuição da energia

2iωf1ψ1 −
4i

ω
f1ψ̄1 = −ψ2ψ1 − ψ̄2ψ̄1 .

Então as contribuições são reescritas como

PD = ω2 − 4

ω2
− ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2 − 2iωf1(ψ1 − ψ2)− 4i

ω
f1(ψ̄1 + ψ̄2),

(9.36)

ED = −ω2 − 4

ω2
− ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2 + 2iωf1(ψ1 − ψ2)− 4i

ω
f1(ψ̄1 + ψ̄2) .

(9.37)
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9.3 Caso Bosônico Fermiônico

Vamos agora considerar a matriz (7.30) e para potências positivas

D
(0)
1 = d

(0)
1 (φ1 − φ2), (9.38)

D
(1/2)
1 = −d(1/2)

1

[
1

2
∂−φ1 +

c11

B
eφ1−φ2 +

c11

B

2

iω
e
φ1−φ2

2 f1ψ1

]
, (9.39)

D
(0)
2 = −d(0)

2 (φ1 − φ2), (9.40)

D
(1/2)
2 = −d(1/2)

2

[
−1

2
∂−φ1 +

c11

B
e−(φ1−φ2) +

c11

B

2

iω
e−

(φ1−φ2)
2 f1ψ1

]
.(9.41)

E para potências negativas encontramos

D̂
(0)
1 = d̂

(0)
1 , (9.42)

D̂
(−1/2)
1 = −d̂(−1/2)

1

[
B

c11

eφ1+φ2 +
2

iω
e
φ1+φ2

2 f1ψ̄1

]
, (9.43)

D̂
(0)
2 = d̂

(0)
2 , (9.44)

D̂
(−1/2)
2 = −d̂(−1/2)

2

[
B

c11

e−(φ1+φ2) +
2

iω
e−

(φ1+φ2)
2 f1ψ̄1

]
. (9.45)

Com isso definimos as quantidades

D(−1/2) = D̂
(−1/2)
1 + D̂

(−1/2)
2 , D(+1/2) = D

(1/2)
1 +D

(1/2)
2 .

Portanto somando e subtraindo as expressões anteriores, obtemos as modi-
ficações impostas pelo defeito ao momento e a energia, respectivamente

PD = D̂(−1/2) − D(+1/2) = ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2)−

− 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1ψ1 −

4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1ψ̄1, (9.46)

ED = D(+1/2) + D̂(−1/2) = −ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2) +

+ 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1ψ1 −

4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1ψ̄1 . (9.47)
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E como anteriormente podemos reescrevê-las como

PD = ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2)− ψ̄1ψ̄2 + ψ1ψ2 −

− 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2)− 4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2),

(9.48)

ED = −ω2 cosh(φ1 − φ2)− 4

ω2
cosh(φ1 + φ2)− ψ̄1ψ̄2 − ψ1ψ2 +

+ 2iω cosh

(
φ1 − φ2

2

)
f1(ψ1 − ψ2)− 4i

ω
cosh

(
φ1 + φ2

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2) .

(9.49)
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Caṕıtulo 10

Considerações Finais

Nessa dissertação estudamos a estrutura de teorias de campos integráveis
na presença de defeitos. Notamos que mesmo com a introdução de uma
condição de contorno interna (defeito), a integrabilidade do modelo é preser-
vada por meio de um conjunto de condições na posição do defeito (x = 0).
Como definido a integrabilidade está associada à presença de um conjunto
infinito de quantidades conservadas, desse modo devemos obter essas cargas
conservadas. Para isso utilizamos, por exemplo a abordagem dada em [18], e
assim resolvemos de forma recursiva as equações de Ricatti em (8.8), (8.10),
(8.12), (8.11) e somando à contribuição do defeito obtida de (9.12) e (9.13),
teremos as quantidades conservadas modificadas. Em particular, calculamos
explicitamente as contribuições do defeito para a energia e o momento para
o modelo sinh-Gordon supersimétrico.
A fim de encontrarmos a matriz de defeito K, diretamente relacionada com
as contribuições do defeito, usamos o formalismo proposto em [6], em que foi
apresentado uma construção geral de hierarquias superintegráveis através de
superálgebras, analisamos o modelo sinh-Gordon supersimétrico com N = 1
onde usamos a superálgebra de Kac-Moody s̃l(2, 1) e assim foi posśıvel obter
o par de Lax (6.3), (6.4), bem como as equações de movimento para o mod-
elo sinh-Gordon supersimétrico. Além disso, a partir da transformação de
gauge (7.3) obtivemos as transformações de Backlund de tipo II, e a matriz
de defeito K, que relaciona duas configurações de campo em x > 0 e x < 0
para o modelo. Como proposta de estudos futuros esperamos considerar o
caso de defeitos tipo II, com a introdução de mais campos auxiliares, adi-
cionando mais termos à expansão da matriz K. A prinćıpio uma expansão
posśıvel seria K = α + λ−1/2β + λ1/2γ + λδ.
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Apêndice A

Relações de comutação e anti
comutação para s̃l(2, 1)

[K
(2n+1)
1 , K

(2m+1)
2 ] = 0,

{F (2n+3/2)
1 , F

(2m+1/2)
2 } = [(2n+ 1)− 2m]δn+m+1,0ĉ,

[F
(2n+3/2)
1 , K

(2m+1)
1 ] = −[F

(2n+3/2)
1 , K

(2m+1)
2 ] = F

2(n+m+1)+1/2
2 ,

[F
(2n+1/2)
2 , K

(2m+1)
1 ] = −[F

(2n+1/2)
2 , K

(2m+1)
2 ] = F

2(n+m)+3/2
1 ,

{F (2n+3/2)
1 , F

(2m+3/2)
1 } = 2(K

2(n+m+1)+1
2 +K

2(n+m+1)+1
1 ),

{F (2n+1/2)
2 , F

(2m+1/2)
2 } = −2(K

2(n+m)+1
2 +K

2(n+m)+1
1 ),

{F (2n+1/2)
2 , G

(2m+1/2)
1 } = 2M

2(n+m)+1
1 ,

{F (2n+3/2)
1 , G

(2m+3/2)
2 } = −2M

2(n+m+1)+1
1 ,

{F (2n+3/2)
1 , G

(2m+1/2)
1 } = 2M

2(n+m+1)
2 + [(2n+ 1) + 2m]δn+m+1,0ĉ,

{F (2n+1/2)
2 , G

(2m+3/2)
2 } = −2M

2(n+m+1)
2 − [2n+ (2m+ 1)]δn+m+1,0ĉ,

[M
(2n+1)
1 , F

(2m+3/2)
1 ] = G

2(n+m+1)+1/2
1 ,

[M
(2n+1)
1 , F

(2m+1/2)
2 ] = −[M

(2n)
2 , F

(2m+3/2)
1 ] = G

2(n+m)+3/2
2 ,

[M
(2n)
2 , F

(2m+1/2)
2 ] = −G2(n+m)+1/2

1 ,

[M
(2n+1)
1 , K

(2m+1)
1 ] = 2M

2(n+m+1)
2 + (n+m)δn+m+1,0ĉ,

[M
(2n+1)
1 , K

(2m+1)
2 ] = 0,

[K
(2n+1)
2 , K

(2m+1)
2 ] = −(n−m)δn+m+1,0ĉ,

[M
(2n)
2 , K

(2m+1)
1 ] = 2M

2(n+m)+1
1 ,
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[M
(2n)
2 , K

(2m+1)
2 ] = 0,

[G
(2n+1/2)
1 , K

(2m+1)
1 ] = −G2(n+m)+3/2

2 ,

[G
(2n+1/2)
1 , K

(2m+1)
2 ] = −G2(n+m)+3/2

2 ,

[G
(2n+3/2)
2 , K

(2m+1)
1 ] = −G2(n+m+1)+1/2

1 ,

[G
(2n+3/2)
2 , K

(2m+1)
2 ] = −G2(n+m+1)+1/2

1 ,

{G(2n+1/2)
1 , G

(2m+3/2)
2 } = [2n− (2m+ 1)]δn+m+1,0ĉ,

{G(2n+1/2)
1 , G

(2m+1/2)
1 } = 2(K

2(n+m)+1
2 −K2(n+m)+1

1 ),

{G(2n+3/2)
2 , G

(2m+3/2)
2 } = −2(K

2(n+m+1)+1
2 −K2(n+m+1)+1

1 ),

[M
(2n+1)
1 , G

(2m+1/2)
1 ] = −F 2(n+m)+3/2

1 ,

[M
(2n+1)
1 , G

(2m+3/2)
2 ] = −F 2(n+m+1)+1/2

2 ,

[M
(2n)
2 , G

(2m+1/2)
1 ] = −F 2(n+m)+1/2

2 ,

[M
(2n)
2 , G

(2m+3/2)
2 ] = −F 2(n+m)+3/2

1 ,

[M
(2n+1)
1 ,M

(2m)
2 ] = −2K

2(n+m)+1
1 ,

[M
(2n+1)
1 ,M

(2m+1)
1 ] = −(n−m)δn+m+1,0ĉ,

[M
(2n)
2 ,M

(2m)
2 ] = (n−m)δn+m,0ĉ,

[K
(2n+1)
1 , K

(2m+1)
1 ] = (n−m)δn+m+1,0ĉ. (A.1)
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Apêndice B

Cálculos para as matrizes
defeito

Lembramos que

∂±K = KA
(1)
± − A

(2)
± K (B.1)

onde

K = α + λ−1/2β + λ1/2γ (B.2)

E sendo o par de Lax

A+ =


λ1/2 − ∂+φ −1 ψ̄

−λ λ1/2 + ∂+φ λ1/2ψ̄

λ1/2ψ̄ ψ̄ 2λ1/2

 (B.3)

A− =


λ−1/2 −λ−1e2φ −λ−1/2ψeφ

−e−2φ λ−1/2 −ψe−φ

ψe−φ λ−1/2ψeφ 2λ−1/2

 (B.4)

Vamos apresentar a seguir, as equações obtidas, bem como alguns cálculos
detalhados para cada um dos três casos: bosônico, fermiônico e bosônico
fermiônico que foram abordados nessa dissertação.
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B.1 Equações para o caso bosônico

Fazendo ψ = ψ̄ = 0

α12 = 0, γ12 = 0, γ13 = 0, γ32 = 0, β21 = 0, β23 = 0

α21 = 0, β31 = 0, α22 = α11 = 0, β22 = β11e
2q

γ22 = γ11, γ23 = −α13, γ31 = −α32, β13 = −ep−qα23

β32 = −ep+qα31, ∂−α32 = 0, ∂+β33 = 0, ∂+γ33 = 0, ∂−γ33 = 0

∂+α33 = 0, ∂−α33 = 0, ∂−β33 = 0, ∂−γ11 = 0, ∂−α13 = 0

∂+β11 = −β11∂+q ⇐⇒ β11 = b11e
−q

∂+β22 = β22∂+q ⇐⇒ β22 = b22e
q

∂+β13 = β13∂+

(
p− q

2

)
⇐⇒ β13 = b13e

p−q
2

∂+α23 = −α23∂+

(
p− q

2

)
⇐⇒ α23 = a23e

−(p−q)
2

∂+α31 = −α31∂+

(
p+ q

2

)
⇐⇒ α31 = a31e

−(p+q)
2

∂+β32 = β32∂+

(
p+ q

2

)
⇐⇒ β32 = b32e

p+q
2

∂+γ11 = γ21 − γ11∂+q − β12

∂+γ11 = β12 + γ11∂+q − γ21

∂+α13 = β13 + α13∂+

(
p− q

2

)
+ α23

∂+α13 = −α23 − β13 − α13∂+

(
p− q

2

)
∂+α32 = α31 + β32 − α32∂+

(
p+ q

2

)
∂+α32 = −β32 − α31 + α32∂+

(
p+ q

2

)
∂+β12 = β22 − β11 + β12∂+p

∂+γ21 = −γ21∂+p+ β11 − β22

∂−β11 = ep−qγ21 − e−(p+q)β12

∂−β22 = e−(p−q)β12 − ep+qγ21

∂−β12 = γ11(ep−q − ep+q)
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∂−γ21 = γ11(e−(p−q) − e−(p+q))

∂−β13 = −ep−qα13 + α13

∂−α23 = −α13 + e−(p−q)α13

∂−α31 = α32 − e−(p+q)α32

∂−β32 = −α32 + ep+qα32 (B.5)

B.2 Equações para o caso fermiônico

Com φ = 0

α12 = 0, γ12 = 0, γ13 = 0, γ32 = 0, γ11 = γ22

α21 = 0, β21 = 0, β23 = 0, β31 = 0, β22 = β11

α11 − α22 = α13ψ̄1 − ψ̄2α32, α11 − α22 = ψ̄2γ31 − γ23ψ̄1

γ21 − β12 = ψ̄2γ31 − α13ψ̄1, γ21 − β12 = γ23ψ̄1 − ψ̄2α32

β12 − γ21 = β13ψ1 + ψ2α31, γ21 − β12 = ψ2β32 + α23ψ1

α13 + γ23 = ψ̄2γ33 − γ11ψ̄1, α32 + γ31 = γ33ψ̄1 − ψ̄2γ11

α31 + β32 = β33ψ1 − ψ2β11, α23 + β13 = β11ψ1 − ψ2β33

α22 − α11 = ψ2α31 + α23ψ1, α11 − α22 = ψ2β32 + β13ψ1

∂+γ11 = 0, ∂+β11 = 0, ∂+β33 = 0, ∂+γ33 = 0

∂−β11 = 0, ∂−γ11 = 0, ∂−γ33 = 0, ∂−β33 = 0

∂+α11 = −ψ̄2α31 + β13ψ̄1

∂+β12 = β13ψ̄1 − ψ̄2β32

∂+α13 = (α11 + β12)ψ̄1 − ψ̄2α33 + α23 + β13

∂+β13 = β11ψ̄1 − ψ̄2β33

∂+γ21 = α23ψ̄1 − ψ̄2α31

∂+α22 = α23ψ̄1 − ψ̄2β32

∂+α23 = β11ψ̄1 − ψ̄2β33

∂+γ23 = (γ21 + α22)ψ̄1 − ψ̄2α33 + β13 + α23

∂+α31 = β33ψ̄1 − ψ̄2β11

∂+γ31 = α33ψ̄1 − ψ̄2(γ21 + α11)− β32 − α31

∂+α32 = α33ψ̄1 − ψ̄2(α22 + β12)− α31 − β32 −
∂+β32 = β33ψ̄1 − ψ̄2β11
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∂+α33 = (α31 + β32)ψ̄1 − ψ̄2(α23 + β13)

∂−α11 = α13ψ1 + ψ2γ31

∂−β12 = ψ2α32 + α13ψ1

∂−α13 = ψ2γ33 − γ11ψ1

∂−β13 = ψ2α33 − (α11 + β12)ψ1 + γ23 + α13 +

∂−γ21 = ψ2γ31 + γ23ψ1

∂−α22 = ψ2α32 + γ23ψ1

∂−α23 = ψ2α33 − (α22 + γ21)ψ1 + α13 + γ23

∂−γ23 = −γ11ψ1 + ψ2γ33

∂−α31 = α33ψ1 − ψ2(γ21 + α11)− α32 − γ31

∂−γ31 = γ33ψ1 − ψ2γ11

∂−α32 = −ψ2γ11 + γ33ψ1

∂−β32 = α33ψ1 − ψ2(β12 + α22)− γ31 − α32

∂−α33 = −(α32 + γ31)ψ1 − ψ2(α13 + γ23) (B.6)

Portanto vemos que,

β11 = b11, β33 = b33, γ11 = c11, γ33 = c33

e notamos que podemos escolher adequadamente c33 = c11 e b33 = −b11. Com
a introdução do campo auxiliar f1, como indicado

f1 =
iω

4
ψ̄− =

i

2ω
ψ+

E assim,

∂−(γ31 + α32) = 2c11(ψ1 − ψ2)

∂−

(
4c11

iω
f1

)
= 2c11ψ−

∂−f1 =
iω

2
ψ−

Substitúındo f1 na equação acima

∂−ψ̄− = 2ψ−

E de forma análoga usando as relações ∂+β13 e ∂+α23 teremos

∂+f1 =
i

ω
ψ̄+
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e também ∂−ψ̄− = 2ψ−. Notando que temos a seguinte relação

ψ̄− =
2

ω2
ψ+

encontramos ∂±α33 = 0, e portanto α33 = a33. E escolhendo conveniente-
mente α32 = γ31, α23 = β13, α31 = β32, α13 = γ23, conclúımos que α22 = α11 e
β12 = γ21. Desse modo,

∂+α11 = −ψ̄2α31 + β13ψ̄1

= −iωb11(ψ̄2f1 + f1ψ̄1)

= −4b11[ψ̄2(ψ̄1 − ψ̄2) + (ψ̄1 − ψ̄2)ψ̄1]

= 0

e também da mesma maneira ∂−α11 = 0, ∂−γ21 = 0 e ∂+γ21 = 0, ou seja,
α11 = a11, γ21 = c21.

B.3 Equações para o caso bosônico-fermiônico

β21 = 0, β31 = 0, β23 = 0, α21 = 0, γ13 = 0

γ32 = 0, α12 = 0, γ12 = 0, γ22 = γ11, β22 = β11e
2q,

∂−γ11 = 0, ∂−γ33 = 0, ∂+β33 = 0

α11 − α22 = α13ψ̄1 − ψ̄2α32, α11 − α22 = ψ̄2γ31 − γ23ψ̄1

α13 + γ23 = ψ̄2γ33 − γ11ψ̄1, γ31 + α32 = γ33ψ̄1 − ψ̄2γ11

α22e
−q − α11e

q = e
p
2

(
α23ψ1e

− q
2 + e

q
2ψ2α31

)
,

α11e
q − α22e

−q = e−
p
2

(
β13ψ1e

q
2 + e−

q
2ψ2β32

)
,

α31e
p+q + β32 = e

p
2 (β33ψ1e

q
2 − e

−q
2 ψ2β22),

β32e
−(p+q) + α31 = e−

p
2 (β33ψ1e

− q
2 − e

q
2ψ2β11)

β13e
−(p−q) + α23 = e−

p
2 (β22ψ1e

− q
2 − e

q
2ψ2β33),

α23e
p−q + β13 = e

p
2 (β11ψ1e

q
2 − e−

q
2ψ2β33)

∂−α11 = e−
q
2 (α13ψ1e

− p
2 + e

p
2ψ2γ31)

∂−β11 = e−q(γ21e
p − β12e

−p) + e−
q
2 (β13ψ1e

− p
2 + e

p
2ψ2α31)

∂−β12 = γ11e
p(e−q − eq) + e

p
2 (α13ψ1e

q
2 + e−

q
2ψ2α32)
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∂−α13 = e
p
2 (e−

q
2ψ2γ33 − γ11ψ1e

q
2 )

∂−β13 = γ23e
p−q + α13 + e

(p−q)
2 ψ2α33 − (α11e

p+q
2 + β12e

− (p+q)
2 )ψ1

∂−γ21 = γ11e
−p(eq − e−q) + e−

p
2 (γ23ψ1e

− q
2 + e

q
2ψ2γ31)

∂−α22 = e
q
2 (e−

p
2ψ2α32 + γ23ψ1e

p
2 )

∂−β22 = eq(β12e
−p − γ21e

p) + e
q
2 (α23ψ1e

p
2 + e−

p
2ψ2β32)

∂−α23 = γ23 + α13e
−(p−q) + e−

(p−q)
2 ψ2α33 − (γ21e

p+q
2 + α22e

− (p+q)
2 )ψ1

∂−γ23 = e−
p
2 (e

q
2ψ2γ33 − γ11ψ1e

− q
2 )

∂−α31 = −γ31 − α32e
−(p+q) + α33ψ1e

− (p+q)
2 − ψ2(e−

(p−q)
2 α11 + e

p−q
2 γ21)

∂−γ31 = e−
p
2 (γ33ψ1e

− q
2 − e

q
2ψ2γ11)

∂−α32 = e
p
2 (γ33ψ1e

q
2 − e−

q
2ψ2γ11)

∂−β32 = −α32 − γ31e
p+q + α33ψ1e

p+q
2 − ψ2(e

p−q
2 α22 + e−

(p−q)
2 β12)

∂−α33 = −(γ31e
p+q
2 + α32e

− (p+q)
2 )ψ1 − ψ2(e−

(p−q)
2 α13 + e

p−q
2 γ23)

∂−β33 = −(β32e
− (p+q)

2 + α31e
p+q
2 )ψ1 − ψ2(e−

(p−q)
2 β13 + e

p−q
2 α23)

∂+α11 = −α11∂+q + β13ψ̄1 − ψ̄2α31

∂+β11 = −β11∂+q ⇔ β11 = b11e
−q

∂+γ11 = −γ11∂+q + γ21 − β12 + α13ψ̄1 − ψ̄2γ31

∂+γ11 = γ11∂+q − γ21 + β12 + γ23ψ̄1 − ψ̄2α32

∂+β12 = β12∂+p+ β22 − β11 − ψ̄2β32 + β13ψ̄1

∂+α13 = α13∂+

(
p− q

2

)
+ β13 + α23 − ψ̄2α33 + (α11 + β12)ψ̄1

∂+β13 = β13∂+

(
p− q

2

)
− ψ̄2β33 + β11ψ̄1

∂+γ21 = −γ21∂+p+ β11 − β22 + α23ψ̄1 − ψ̄2α31

∂+α22 = α22∂+q + α23ψ̄1 − ψ̄2β32

∂+β22 = β22∂+q ⇔ β22 = b22e
q

∂+α23 = −α23∂+

(
p− q

2

)
+ β22ψ̄1 − ψ̄2β33

∂+γ23 = −γ23∂+

(
p− q

2

)
+ β13 + α23 − ψ̄2α33 + (α22 + γ21)ψ̄1

∂+α31 = −α31∂+

(
p+ q

2

)
+ β33ψ̄1 − ψ̄2β11
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∂+γ31 = −γ31∂+

(
p+ q

2

)
− β32 − α31 + α33ψ̄1 − ψ̄2(α11 + γ21)

∂+α32 = α32∂+

(
p+ q

2

)
− α31 − β32 + α33ψ̄1 − ψ̄2(β12 + α22)

∂+β32 = β32∂+

(
p+ q

2

)
− ψ̄2β22 + β33ψ̄1

∂+α33 = (β32 + α31)ψ̄1 − ψ̄2(α23 + β13)

∂+γ33 = (α32 + γ31)ψ̄1 − ψ̄2(α13 + γ23) (B.7)

Notamos que como γ11 = γ22 = c11 então das para ∂+γ11, teremos

∂+q =
1

c11

(γ21 − β12 + α13ψ̄1 − ψ̄2γ31)

e

∂+q =
1

c11

(γ21 − β12 − γ23ψ̄1 + ψ̄2α32)

Assim somando as equações anteriores

∂+q =
1

c11

[
γ21 − β12 − c33ψ̄2ψ̄1 + α13ψ̄1 + ψ̄2α32

]
E de forma similar para ∂−γ11,

∂−q =
1

b11

[
β12e

−p − γ21e
p + b33ψ2ψ1 + α23ψ1e

p−q
2 − ψ2α31e

p+q
2

]
E para as equações de movimento fermiônicas usamos primeiramente as
equações para ∂−α13, ∂−γ23

∂−(α13 + γ23) = −c11

[
ψ1

(
e
p+q
2 + e

−(p+q)
2

)
− ψ2

(
e
p−q
2 + e

−(p−q)
2

)]
−c11∂−(ψ̄1 − ψ̄2) = −2c11

[
ψ1 cosh

(
p+ q

2

)
− ψ2 cosh

(
p− q

2

)]
∂−(ψ̄1 − ψ̄2) = 2ψ1 coshφ1 − 2ψ2 coshφ2

Introduzindo o campo auxiliar f1 dado por

f1 =
i

2ω

1

cosh
(
q
2

)ψ+ =
iω

4

1

cosh
(
p
2

) ψ̄−
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Notamos que

∂−(α13 + α32) = 0, ∂−(γ31 + γ23) = 0

onde vamos considerar a solução mais simples desse sistema, em que os ele-
mentos são não nulos, ou seja, α32 = −α13, γ31 = −γ23. Vamos analisar a
seguinte equação (com as escolhas c11 = c33 e b11 = −b33)

β13e
−(p−q) + α23 = b11e

−−(p−q)
2 (ψ1 + ψ2) × e

(p−q)
2

α23e
(p−q)

2 + β13e
−(p−q)

2 = −2iωb11 cosh
(q

2

)
f1

= −iωb11

(
e
q
2 + e−

q
2

)
f1

aqui escolheremos β13 = α23e
p então o termo com exponenciais irá cancelar,

logo

α23 = −iωb11e
− p

2 f1

Procedemos da mesma forma para as equações envolvendo α31, β32, α13, γ23,
para obter.

α23 = −iωb11e
− p

2 f1, α31 = iωb11e
− p

2 f1, α13 = − 2

iω
c11e

p
2 f1

e com isso

α11 − α22 = α13ψ̄1 + ψ̄2α13 = 0

α11 = α22

Portanto

2∂−α11 = (β13 + α23)ψ̄1 − ψ̄2(α31 + β32)

= iωb11
iω

4

1

cosh
(
p
2

)[− (e
p
2 + e−

p
2 )(ψ̄1 − ψ̄2)ψ̄1 −

− ψ̄2(ψ̄1 − ψ̄2)(e−
p
2 + e

p
2 )
]

= −2 cosh
(p

2

) ω2

4

b11

cosh
(
p
2

) [−(ψ̄1 − ψ̄2)ψ̄1 − ψ̄2(ψ̄1 − ψ̄2)
]

= −ω
2b11

2

(
ψ̄2ψ̄1 − ψ̄2ψ̄1

)
= 0
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de maneira anóloga encontramos: ∂+α11 = ∂−α33 = ∂+α33 = 0, ou seja,
α11 = a11, α33 = a33. E ainda teremos:

∂+q =
1

c11

[
γ21 − β12 − c11ψ̄2ψ̄1 + α13ψ̄1 − ψ̄2α13

]
=

1

c11

{
γ21 − β12 − c11ψ̄2ψ̄1 −

c11

2

e
p
2

cosh
(
p
2

) [(ψ̄1 − ψ̄2)ψ̄1 − ψ̄2(ψ̄1 − ψ̄2)
]}

=
1

c11

[
γ21 − β12 + c11ψ̄2ψ̄1

(
e
p
2

cosh
(
p
2

) − 1

)]
=

1

c11

(γ21 − β12) + ψ̄2ψ̄1 tanh
p

2

=
1

c11

(γ21 − β12) +
2i

ω
senh

(p
2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2)

∂−q =
1

b11

[
β12e

−p − γ21e
p − b11ψ2ψ1 + α23ψ1e

p−q
2 − ψ2α31e

p+q
2

]
=

1

b11

{
β12e

−p − γ21e
p − b11ψ2ψ1 +

b11

2 cosh
(
q
2

)ψ2ψ1

[
e−

q
2 + e

q
2

]}
=

1

b11

[
β12e

−p − γ21e
p − b11ψ2ψ1 + b11ψ2ψ1

]
=

1

b11

[
β12e

−p − γ21e
p
]

∂+β12 = β12∂+p+ b11(eq − e−q)− ψ̄2β32 + β13ψ̄1

= β12∂+p+ b11(eq − e−q) +
ω2b11

4

e
p
2

cosh
(
p
2

) [ψ̄2(ψ̄1 − ψ̄2) + (ψ̄1 − ψ̄2)ψ̄1

]
= β12∂+p+ b11(eq − e−q)

Analogamente,

∂+γ21 = −γ21∂+p− b11(eq − e−q)

∂−β12 = −2c11e
psenhq +

2ic11

ω
epsenh

(q
2

)
f1(ψ1 − ψ2)

∂−γ21 = 2c11e
−psenhq − 2ic11

ω
e−psenh

(q
2

)
f1(ψ1 − ψ2)
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E usando o resultado do caso bosônico γ21 = Be−p, β12 = Bep. Então (com
c11 = 1)

∂+q = −2Bsenhp+
4i√
2ω

senh
(p

2

)
f1(ψ̄1 + ψ̄2)

∂−p = − 2

B
senhq +

4i√
2Bω

senh
(q

2

)
f1(ψ1 − ψ2)

Notamos que B = − 2

ω2
. E assim

∂−(α13 + γ23) = −2c11 cosh
(p

2

)
cosh

(q
2

)
(ψ1 − ψ2)−

− 2c11senh
(p

2

)
senh

(q
2

)
(ψ1 + ψ2)

∂−f1 =
ωi

2

[
cosh

(q
2

)
(ψ1 − ψ2) + tanh

(p
2

)
senh

(q
2

)
(ψ1 + ψ2)

]
−

− 1

2
tanh

(p
2

)
∂−

(p
2

)
f1

=
1

2
tanh

(p
2

)
f1

(
ω2senhq − ∂−p

)
+ ωi cosh

(q
2

)
(ψ1 − ψ2)

= ωi cosh
(q

2

)
(ψ1 − ψ2)

E ainda podemos encontrar que

∂−∂+q =
4

ω2
cosh p ∂−p+

2i

ω
senh

(p
2

) [
∂−f1ψ̄+ + f1∂−ψ̄+

]
+
i

ω
cosh

(p
2

)
f1ψ̄+∂−p

=
4

ω2
cosh p

(
ω2senhq − iωsenh

(q
2

)
f1ψ−

)
+

+
2i

ω
senh

(p
2

) [iω
2

cosh
(q

2

)
ψ−ψ̄+ +

+ 2f1

(
ψ+ cosh

(q
2

)
cosh

(p
2

)
+ ψ−senh

(q
2

)
senh

(p
2

)) ]
+

+
i

ω
cosh

(p
2

)
f1ψ̄+ω

2senhq

= 4 cosh psenhq + cosh psenh
(q

2

) 1

cosh
(
p
2

) ψ̄−ψ− +

+ senh
(p

2

)
cosh

(q
2

)
ψ̄+ψ− +

1

2
senhq cosh

(p
2

) 1

cosh
(
q
2

) ψ̄+ψ+ −
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−
senh

(
p
2

)
cosh

(
p
2

) ψ̄− (ψ+ cosh
(q

2

)
cosh

(p
2

)
+ ψ−senh

(q
2

)
senh

(p
2

))
= 4 cosh psenhq +

(
cosh

p

2
+ tanh

(p
2

)
senh

p

2

)
senh

(q
2

)
ψ̄−ψ− +

+ senh
(p

2

)
cosh

(q
2

)
ψ̄+ψ− + senh

(q
2

)
cosh

(p
2

)
ψ̄+ψ+ −

− ψ̄−ψ+senh
(p

2

)
cosh

(q
2

)
− ψ̄−ψ− tanh

(p
2

)
senh

(q
2

)
senh

(p
2

)
= 4 cosh psenhq + cosh

p

2
senh

(q
2

)
(ψ̄−ψ− + ψ̄+ψ+) +

+ senh
(p

2

)
cosh

(q
2

)
(ψ̄+ψ− − ψ̄−ψ+)

= 2senh(2φ1)− 2senh(2φ2) + 2ψ̄1ψ1senh(φ1)− 2ψ̄2ψ2senh(φ2)

onde usamos cosh2 φ− senh2φ2 = 1 e ainda f 2
1 = 0.

Analogamenteões encontramos

∂+(α13 − γ23) = (α13 + γ23)∂+

(
p− q

2

)
+ (β12 − γ21)ψ̄1

Como no cálculo de ∂−f1 vamos substituir os resultados obtidos em K então
teremos

∂+f1 = −
cosh p

2

2senhp
2

f1∂+q −
Biω

2c11

senhp

senhp
2

ψ̄1

=
Biω

4

senhp

senhp
2

(ψ̄1 − ψ̄2)− Biω

2

senhp

senhp
2

ψ̄1

= −Biω
2

cosh
(p

2

)
(ψ̄1 + ψ̄2)

=
i

ω
cosh

p

2
(ψ̄1 + ψ̄2)

Onde lembramos que B = − 2

ω2
e c11 = 1.

72



Apêndice C

Cálculos e Equações das
Quantidades Conservadas

C.1 Primeira Linha-Expansão em Potências

Positivas

Γ
(0)
21 = 0

0 = e−φψΓ
(0)
31 − e2φ

(
Γ

(1/2)
21

)2

− eφψΓ
(1/2)
21 Γ

(0)
31 + e−2φ

0 = Γ
(0)
31 + e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(0)
31

∂xΓ
(1/2)
21 = e−φψΓ

(1/2)
31 − ψ̄Γ

(0)
31 − 2e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(1)
21 + ψ̄Γ

(1/2)
21 Γ

(0)
31 − eφψΓ

(1/2)
21 Γ

(1/2)
31 −

− eφψΓ
(1)
21 Γ

(0)
31 − (∂x + ∂t)φ Γ

(1/2)
21

∂xΓ
(1)
21 = ψ̄Γ

(1/2)
21 Γ

(1/2)
31 + ψ̄Γ

(1)
21 Γ

(0)
31 − eφψΓ

(1/2)
21 Γ

(1)
31 − eφψΓ

(1)
21 Γ

(1/2)
31 + 1 +

+ e−φψΓ
(1)
31 − ψ̄Γ

(1/2)
31 −

(
Γ

(1/2)
21

)2

− e2φ
(

Γ
(1)
21

)2

− 2e2φΓ
(1/2)
21 Γ

(3/2)
21 −

− (∂x + ∂t)φ Γ
(1)
21 − eφψΓ

(3/2)
21 Γ

(0)
31

∂xΓ
(3/2)
21 = e−φψΓ

(3/2)
31 − ψ̄Γ

(1)
31 − 2Γ

(1/2)
21 Γ

(1)
21 − 2e2φΓ

(1)
21 Γ

(3/2)
21 − 2e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(2)
21 +

+ ψ̄Γ
(1/2)
21 Γ

(1)
31 + ψ̄Γ

(1)
21 Γ

(1/2)
31 + ψ̄Γ

(3/2)
21 Γ

(0)
31 − eφψΓ

(1/2)
21 Γ

(3/2)
31 −

− eφψΓ
(3/2)
21 Γ

(1/2)
31 − eφψΓ

(1)
21 Γ

(1)
31 − eφψΓ

(2)
21 Γ

(0)
31 − (∂x + ∂t)φ Γ

(3/2)
21

∂xΓ
(0)
31 = −Γ

(1/2)
31 − eφψΓ

(1/2)
21 − e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(1/2)
31 − e2φΓ

(1)
21 Γ

(0)
31 − e−φψ −

− 1

2
(∂x + ∂t)φ Γ

(0)
31
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∂xΓ
(1/2)
31 = −Γ

(1)
31 − Γ

(0)
31 − ψ̄Γ

(1/2)
21 − eφψΓ

(1)
21 − Γ

(1/2)
21 Γ

(0)
31 − e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(1)
31 −

− e2φΓ
(3/2)
21 Γ

(0)
31 − ψ̄ −

1

2
(∂x + ∂t)φ Γ

(1/2)
31 − e2φΓ

(1)
21 Γ

(1/2)
31

∂xΓ
(1)
31 = −e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(3/2)
31 − e2φΓ

(1)
21 Γ

(1)
31 − e2φΓ

(3/2)
21 Γ

(1/2)
31 − e2φΓ

(2)
21 Γ

(0)
31 −

− Γ
(1/2)
31 − ψ̄Γ

(1)
21 − Γ

(3/2)
31 − eφψΓ

(3/2)
21 − Γ

(1/2)
21 Γ

(1/2)
31 − Γ

(1)
21 Γ

(0)
31 −

− 1

2
(∂x + ∂t)φ Γ

(1)
31

∂xΓ
(3/2)
31 = −e2φΓ

(1/2)
21 Γ

(2)
31 − e2φΓ

(1)
21 Γ

(3/2)
31 − e2φΓ

(3/2)
21 Γ

(1)
31 − e2φΓ

(2)
21 Γ

(1/2)
31 −

− Γ
(2)
31 − Γ

(1)
31 − ψ̄Γ

(3/2)
21 − eφψΓ

(2)
21 − Γ

(1/2)
21 Γ

(1)
31 − Γ

(1)
21 Γ

(1/2)
31 −

− 1

2
(∂x + ∂t)φ Γ

(3/2)
31 − e2φΓ

(5/2)
21 Γ

(0)
31 − Γ

(3/2)
21 Γ

(0)
31 (C.1)

Como já foi dito do sistema (C.1) obtemos os coeficientes de Γ21 e Γ31 recur-
sivamnete.
E com esses resultados encontramos o primeiro conjunto de cargas conser-
vadas. E pode-se verificar que I

(1/2)
1 é conservada

d

dt
I

(1/2)
1 =

d

dt

∫ ∞
−∞

dx

[
cosh 2φ+

1

8
[(∂x − ∂t)φ]2 − 1 +

1

2
ψ∂xψ + 2ψ̄ψ coshφ

]
=

∫ ∞
−∞

dx [2senh2φ∂tφ+
1

4
∂xφ ∂x∂tφ+

1

4
∂tφ ∂

2
t φ−

1

4
∂2
t φ ∂xφ+

+ 2∂tψ̄ψ coshφ+ 2ψ̄∂tψ coshφ+ 2ψ̄ψ∂tφ senhφ− 1

4
∂tφ ∂t∂xφ+

+
1

2
∂tψ ∂xψ +

1

2
ψ∂t∂xψ]

=

∫ ∞
−∞

dx [(2senh2φ+ 2ψ̄ψsenhφ+
1

4
∂2
t φ−

1

4
∂2
xφ)∂tφ−

1

2
ψ∂2

xψ +

+ 2∂xψ̄ψ coshφ− 2ψ̄∂xψ coshφ+ 2ψ̄∂xψ coshφ+ 2ψ∂xψ̄ coshφ+

+ 2ψψ̄ ∂xφsenhφ+ 2ψ̄ψ senhφ ∂xφ]

=

∫ ∞
−∞

dx [2ψ̄ψ senhφ ∂xφ+ 2∂xψ̄ψ coshφ+ 2∂xψψ̄ coshφ+

+ 2ψ̄∂xψ coshφ+ 2ψ∂xψ̄ coshφ+ 2ψψ̄ ∂xφsenhφ]

= 0
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onde usamos as equações de movimento (6.6).

Vamos agora apresentar os resultados obtidos para I
(1)
1 e I

(3/2)
1 .

I
(1)
1 =

∫ ∞
−∞

dx
[
Γ

(1)
21 + e2φΓ

(2)
21 + eφψΓ

(3/2)
31 − ψ̄Γ

(1)
31

]
=

∫ ∞
−∞

dx [
1

2
(∂x − ∂t)φ e−2φ − 1

2
e−φψ̄∂xψ +

1

4
(∂x − ∂t)φ e−φψ̄ψ +

+
1

2
e−φψ̄ψ∂xφ+

1

8
(∂x − ∂t)φ ψ∂xψ +

1

2
∂tφ e

−2φ − e−2φ∂xφ−
1

2
∂xφ e

2φ −

− 1

4
ψ̄ψ∂tφ e

−φ − 1

4
ψ̄ψ∂xφ e

φ − 1

4
ψ∂2

xψ −
1

2
∂xψ̄ψ coshφ−

− 1

2
(∂x − ∂t)φ e−φψ̄ψ − senhφψ̄∂xψ −

1

8
(∂x − ∂t)φ ψ∂xψ +

+
1

8
(∂3
x − ∂2

x∂t)φ−
1

2
coshφ∂xφψ̄ψ −

1

2
senhφ∂xψ̄ψ −

− 1

8
(∂x − ∂t)φ (∂2

x − ∂x∂t)φ −
1

8
(∂x − ∂t)φ (∂2

x − ∂x∂t)φ]

=

∫ ∞
−∞

dx

[
− cosh 2φ∂xφ−

1

2
eφψ̄∂xψ −

1

2
∂xφψ̄ψ eφ − 1

2
∂xψ̄ψ eφ − 1

4
ψ∂2

xψ

]
=

∫ ∞
−∞

dx

[
−1

2
∂x (senh2φ)− 1

16
∂x
[
(∂xφ− ∂tφ)2]− 1

2
∂x
(
ψ̄ψ eφ

)
− 1

4
∂x (ψ∂xψ)

]
= 0

I
(3/2)
1 =

∫ ∞
−∞

dx
[
Γ

(3/2)
21 + e2φΓ

(5/2)
21 + eφψΓ

(2)
21 − ψ̄Γ

(3/2)
31

]
=

∫ ∞
−∞

dx [
1

4
− 1

4
cosh 4φ+

1

4
(∂2
x − ∂x∂t)φ senh2φ+

1

2
ψ∂tφ e

−3φ −

− e−3φψ∂xφ−
1

2
ψ∂xφ e

φ +
1

2

(
e−2φ − 1

)
ψψ̄∂xψ −

− −1

8
ψ(∂x − ∂t)φ (∂2

x − ∂x∂t)φ e−φ − ψ̄∂2
xψ

(
3

4
eφ − e−φ

)
+

+
1

8
ψ̄∂xψ̄

(
e−2φ − e2φ

)
+

1

8
ψ(∂3

x − ∂2
x∂t)φ e

−φ +

+ (∂x − ∂t)φ
[

1

16
ψ̄ψ∂tφ e

−φ + ψ̄ψ∂xφ

(
1

16
eφ − 3

8
e−φ
)]
−

− 1

16
(∂x − ∂t)φ ψ∂xψ̄

(
eφ + 6e−φ

)
− 1

4
ψ̄∂xψ̄

(
1 + e−2φ

)
−
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− 1

16
[(∂x − ∂t)φ]2 ψ∂xψ +

1

16
(∂x − ∂t)φ ψ̄∂xψ

(
5e−φ − eφ

)
−

− 3

16
[ (∂x − ∂t)φ ]2 ψ̄ψ coshφ− 1

4
senh2φ ψ∂xψ −

− 1

128
[ (∂x − ∂t)φ ]4 − 1

32

[
(∂2
x − ∂x∂t)φ

]2
+

+

(
−1

8
e−3φ − 3

8
e3φ − 1

8
e−φ − 3

8
eφ
)
ψ̄ψ +

1

4
senhφ (∂xφ)2ψ̄ψ +

+
1

8
(∂2
x − ∂x∂t)φ ψ̄ψ

(
2e−φ + eφ

)
− 1

8
cosh 2φ [ (∂x − ∂t)φ ]2 +

+ (∂xφ)2 e2φ +
1

2
coshφ ∂xφ∂xψ̄ψ +

1

4
senhφ ∂2

xψ̄ψ]

Com

Γ
(5/2)
21 = −3

8
ψ̄∂2

xψ
(
e−φ − e−3φ

)
+

1

8
ψ̄∂xψ̄

(
e−4φ − 1

)
− 1

4
e−2φ − 1

8
e2φ +

3

8
e−6φ +

+
1

16
(∂x − ∂t)φ ψ̄∂xψ

(
7e−3φ − e−φ

)
+

1

8
(∂2
x − ∂x∂t)φ ψ̄ψ

(
3e−3φ + e−φ

)
+

+
1

16
ψ̄ψ(∂x − ∂t)φ ∂tφ e−3φ +

1

8
(∂x − ∂t)φ e−2φψ∂2

xψ +

+ (∂x − ∂t)φ
[
ψ̄ψ∂xφ

(
1

16
e−φ − 3

8
e−3φ

)
− 1

16
ψ∂xψ̄

(
e−φ + 6e−3φ

)]
−

− 1

16
[(∂x − ∂t)φ]2 e−2φψ∂xψ −

1

4
[ (∂x − ∂t)φ ]2 e−4φ +

1

8
(∂2
x − ∂x∂t)φ e−4φ −

− 3

32
[ (∂x − ∂t)φ ]2 ψ̄ψ

(
e−3φ + e−φ

)
− 1

128
[ (∂x − ∂t)φ ]4 e−2φ +

+
1

32

[
(∂2
x − ∂x∂t)φ

]2
e−2φ − 1

16

(
1− e−4φ

)
[ (∂x − ∂t)φ ]2 +

1

2
(∂xφ)2 +

+
1

8

(
∂2
x − ∂x∂t

)
φ+

1

32
[ (∂x − ∂t)φ ]2 (∂2

x − ∂x∂t)φ e−2φ − e−4φ(∂xφ)2 −

− 1

8

(
1− e−4φ

)
ψ∂xψ +

1

8
(∂2
x − ∂x∂t)φ e−2φψ∂xψ +

1

2
∂xφ∂tφ e

−4φ +

+

(
7

8
e−5φ − 3

8
eφ − 1

8
e−3φ − 3

8
e−φ
)
ψ̄ψ − 1

2

(
e−3φ − e−φ

)
∂xφψ̄∂xψ +

+
1

8
(∂x − ∂t)φ∂xφ e−2φψ∂xψ +

1

4

(
e−3φ + e−φ

)
∂xφ∂xψ̄ψ −

1

4
∂x∂tφ e

−4φ +

+
1

2
e−4φ∂2

xφ+
1

4
∂2
xφ+

3

8

(
e−φ − e−3φ−

)
∂xψ̄∂xψ −

1

16
(∂4
x − ∂3

x∂t)φ e
−2φ −

76



− 1

8
(∂x − ∂t)φ∂xφ e−2φψ∂xψ +

1

8

(
e−φ − e−3φ

)
(∂xφ)2ψ̄ψ +

+
1

8

(
7e−3φ − e−φ

)
∂xφψ̄∂xψ −

1

8

(
e−3φ − e−φ

)
∂2
xψ̄ψ +

+
1

16
(∂x − ∂t)φ (∂3

x − ∂2
x∂t)φ e

−2φ

Usando as equações de movimento a conservação de I
(3/2)
1 também é verifi-

cada.

C.2 Primeira Linha-Expansão em Potências

Negativas

Γ̂
(0)
21 = −1

2
(∂x + ∂t)φ Γ̂

(−1/2)
21 = 1, Γ̂

(0)
31 = −ψ̄

∂xΓ̂
(0)
21 = −ψ̄Γ̂

(1/2)
31 + e−φψΓ̂

(0)
31 −

(
Γ̂

(0)
21

)2

− 2Γ̂
(1/2)
21 − e2φ + e−2φ − eφψΓ̂

(0)
31 +

+ ψ̄Γ̂
(1/2)
31 + ψ̄Γ̂

(0)
21 Γ̂

(0)
31 − (∂x+ ∂t)φ Γ̂

(0)
21

∂xΓ̂
(1/2)
21 = −2Γ̂

(1)
21 − 2Γ̂

(0)
21 Γ̂

(1/2)
21 − 2e2φΓ̂

(0)
21 − ψ̄Γ̂

(1)
31 + e−φψΓ̂

(1/2)
31 − eφψΓ̂

(1/2)
31 −

− eφψΓ̂
(0)
21 Γ̂

(0)
31 + ψ̄Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(0)
31 + ψ̄Γ̂

(0)
21 Γ̂

(1/2)
31 + ψ̄Γ̂

(1)
31 − (∂x+ ∂t)φ Γ̂

(1/2)
21

∂xΓ̂
(1)
21 = −2Γ̂

(0)
21 Γ̂

(1)
21 − 2Γ̂

(3/2)
21 −

(
Γ̂

(1/2)
21

)2

− e2φ
(

Γ̂
(0)
21

)2

− 2e2φΓ̂
(1/2)
21 −

− ψ̄Γ̂
(3/2)
31 + e−φψΓ̂

(1)
31 − eφψΓ̂

(1/2)
21 Γ̂

(0)
31 − eφψΓ̂

(0)
21 Γ̂

(1/2)
31 − eφψΓ̂

(1)
31 +

+ ψ̄Γ̂
(1)
21 Γ̂

(0)
31 + ψ̄Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(1/2)
31 + ψ̄Γ̂

(0)
21 Γ̂

(1)
31 + ψ̄Γ̂

(3/2)
31 − (∂x+ ∂t)φ Γ̂

(1)
21

∂xΓ̂
(3/2)
21 = −2Γ̂

(0)
21 Γ̂

(3/2)
21 − 2Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(1)
21 − 2Γ̂

(2)
21 − 2e2φΓ̂

(1)
21 − 2e2φΓ̂

(0)
21 Γ̂

(1/2)
21 −

− ψ̄Γ̂
(2)
31 + e−φψΓ̂

(3/2)
31 − eφψΓ̂

(1)
21 Γ̂

(0)
31 − eφψΓ̂

(1/2)
21 Γ̂

(1/2)
31 − eφψΓ̂

(0)
21 Γ̂

(1)
31 −

− eφψΓ̂
(3/2)
31 + ψ̄Γ̂

(1)
21 Γ̂

(1/2)
31 + ψ̄Γ̂

(3/2)
21 Γ̂

(0)
31 + ψ̄Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(1)
31 + ψ̄Γ̂

(2)
31 +

+ ψ̄Γ̂
(0)
21 Γ̂

(3/2)
31 − (∂x+ ∂t)φ Γ̂

(3/2)
21

−∂xΓ̂(0)
31 = eφψ + Γ̂

(1/2)
31 + ψe−φ + ψ̄Γ̂

(0)
21 + Γ̂

(1/2)
31 + Γ̂

(0)
21 Γ̂

(0)
31 +

1

2
(∂x + ∂t)φ Γ̂

(0)
31

−∂xΓ̂(1/2)
31 = eφψΓ̂

(0)
21 + Γ̂

(1)
31 + Γ̂

(0)
31 + ψ̄Γ̂

(1/2)
21 + e2φΓ̂

(0)
31 + Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(0)
31 + Γ̂

(0)
21 Γ̂

(1/2)
31 +

+ Γ̂
(1)
31 +

1

2
(∂x + ∂t)φ Γ̂

(1/2)
31

−∂xΓ̂(1)
31 = eφψΓ̂

(1/2)
21 + ψ̄Γ̂

(1)
21 + Γ̂

(1/2)
31 + Γ̂

(1)
21 Γ̂

(0)
31 + Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(1/2)
31 + Γ̂

(0)
21 Γ̂

(1)
31 +
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+ 2Γ̂
(3/2)
31 + e2φΓ̂

(1/2)
31 + e2φΓ̂

(0)
21 Γ̂

(0)
31 +

1

2
(∂x + ∂t)φ Γ̂

(1)
31

−∂xΓ̂(3/2)
31 = Γ̂

(1)
31 + Γ̂

(2)
31 + ψ̄Γ̂

(3/2)
21 + eφψΓ̂

(1)
21 + Γ̂

(1)
21 Γ̂

(1/2)
31 + Γ̂

(3/2)
21 Γ̂

(0)
31 + Γ̂

(1/2)
21 Γ̂

(1)
31 +

+ Γ̂
(0)
21 Γ̂

(3/2)
31 + Γ̂

(2)
31 + e2φΓ̂

(1/2)
21 Γ̂

(0)
31 + e2φΓ̂

(0)
21 Γ̂

(1/2)
31 + e2φΓ̂

(1)
31 +

+
1

2
(∂x + ∂t)φ Γ̂

(3/2)
31 (C.2)

Após obtermos os valores das componentes acima, e as respectivas quanti-
dades conservadas podemos ainda verificar que

d

dt
Î

(−1/2)
1 =

d

dt

∫ ∞
−∞

dx

[
1 +

1

2
ψ̄∂xψ̄ −

1

8
[(∂x + ∂t)φ]2 − cosh 2φ+ 2ψψ̄ coshφ

]
=

∫ ∞
−∞

dx [
1

2
(∂tψ̄∂xψ̄ + ψ̄∂t∂xψ̄)− 1

4
(∂x + ∂t)φ (∂t∂x + ∂2

t )φ−

− 2senh2φ∂tφ+ 2(∂tψψ̄ + ψ∂tψ̄) coshφ+ 2ψψ̄senhφ∂tφ]

=

∫ ∞
−∞

dx {−2ψ∂xψ̄ coshφ+
1

2
ψ̄(∂2

xψ̄ − 4∂xψ coshφ− 4ψsenhφ∂xφ)−

− 1

4
[∂t∂xφ(∂t + ∂x)φ+ ∂xφ(∂2

xφ− 8senh2φ− 8ψ̄ψsenhφ) + ∂tφ∂
2
t φ]−

− 2senh2φ∂tφ+ 2(ψ∂xψ̄ − ∂xψψ̄) coshφ− 2ψ̄ψsenhφ∂tφ}

=

∫ ∞
−∞

dx {−1

4
[−∂tφ∂2

xφ+ ∂tφ∂
2
t φ]− 2senh2φ∂tφ− 2ψ̄ψsenhφ∂tφ}

=

∫ ∞
−∞

dx {∂tφ[
1

4
(∂2
xφ− ∂2

t φ)− 2senh2φ− 2ψ̄ψsenhφ]}

= 0

onde usamos as equações de movimento. E como no caso anterior

Î
(−1)
1 =

∫ ∞
−∞

dx
[
−ψ̄Γ

(1)
31 + eφψΓ

(1/2)
31 + e2φΓ

(0)
21 + Γ

(1)
21

]
=

∫ ∞
−∞

dx
[
− 1

4
(∂x + ∂t)φ e

φψ̄ψ +
1

8
(∂x + ∂t)φ ψ̄∂xψ̄ +

1

4
ψ̄∂2

xψ̄ −

− 1

2
ψ̄∂xψ coshφ+−1

2
ψ̄ψsenhφ ∂xφ

]
+

+

∫ ∞
−∞

dx
[
eφψ

(
1

4
(∂x + ∂t)φ ψ̄ +

1

2
∂xψ̄

)
+

1

2
(∂x + ∂t)φ e

2φ −

− 1

2
(∂x + ∂t)φ e

2φ − 1

2
ψ∂xψ̄senhφ− 1

2
ψψ̄(∂x + ∂t)φ e

φ +
1

8
∂xψ̄ψ̄(∂x + ∂t)φ

]
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=

∫ ∞
−∞

dx

[
−1

2
ψ̄∂xψ coshφ− 1

2
ψ̄ψsenhφ ∂xφ−

1

2
eφ∂xψ̄ψ −

1

2
ψ∂xψ̄senhφ

]
=

∫ ∞
−∞

dx

[
−1

2
ψ̄∂xψ coshφ− 1

2
ψ̄ψsenhφ ∂xφ+

1

2
ψ∂xψ̄ coshφ

]
= −1

2

∫ ∞
−∞

dx
[
∂x
(
ψ̄ψ coshφ

)]
= 0

Para as demais linhas da equação envolvendo ∂xΓ tratadas nessa dissertação
os cálculos são similares.

C.3 Vetor Ψ

Vamos considerar Ψ como

Ψ =

 εΨ1

εΨ2

Ψ3


ε ∂tΨ1 = ε U11Ψ1 + ε U12Ψ2 + U13Ψ3, ε ∂xΨ1 = ε V11Ψ1 + ε V12Ψ2 + V13Ψ3

ε ∂tΨ2 = ε U22Ψ2 + ε U21Ψ1 + U23Ψ3, ε ∂xΨ2 = ε V22Ψ2 + ε V21Ψ1 + V23Ψ3

∂tΨ3 = U33Ψ3 + U31Ψ1ε + U32Ψ2ε , ∂xΨ3 = V33Ψ3 + V31Ψ1ε + V32Ψ2ε

Leis de conservação

ε (∂tΨ1)Ψ−1
1 = ε U11 + ε U12Ψ2Ψ−1

1 + U13Ψ3Ψ−1
1

ε (∂xΨ1)Ψ−1
1 = ε V11 + ε V12Ψ2Ψ−1

1 + V13Ψ3Ψ−1
1

ε ∂x[(∂tΨ1)Ψ−1
1 ] = ∂x[ε U11 + U12Γ21 + U13Γ31]

ε ∂t[(∂xΨ1)Ψ−1
1 ] = ∂t[ε V11 + V12Γ21 + V13Γ31]

Com Γ31 = Ψ3Ψ−1
1 , Γ21 = εΨ2Ψ−1

1

I1 =

∫ +∞

−∞
dx [ε V11 + V12Γ21 + V13Γ31]
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Analogamente

I2 =

∫ +∞

−∞
dx [ε V22 + V21Γ12 + V23Γ32]

I3 =

∫ +∞

−∞
dx [V33 + V31Γ13 + V32Γ23]

onde Γ32 = Ψ3Ψ−1
2 , Γ12 = εΨ1Ψ−1

2 , Γ13 = εΨ1Ψ−1
3 , Γ23 = εΨ2Ψ−1

3 . Observa-
mos que componentes como Γ32 e Γ31, que antes eram fermiônicas, são agora
para essa nova forma de Ψ elementos bosônicos. O mesmo acontecendo para
Γ21 e Γ12.
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