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Resumo

A partir dos geradores da superédlgebra de Kac-Moody §l(2, 1) escrevemos o
par de Lax para o modelo sinh-Gordon supersimétrico. Em adicao, verifi-
camos que através da equacao de curvatura nula o Lax obtido, reproduz as
equacoes de movimento do modelo. Para a analise de teorias com defeito
calculamos, por meio de uma transformacao de Gauge, a matriz de defeito
para o modelo sinh-Gordon supersimétrico, e apresentamos o resultado sim-
ilar obtido para o modelo sine-Gordon. Notamos ainda que na regiao do
defeito, os campos da teoria obedecem equagoes do tipo das tranformacoes
de Backlund. Foram obtidas também a energia e o momento para o mod-
elo super sinh-Gordon, a partir de uma expressao geral, que nos permite
obter o conjunto infinito de cargas conservadas para modelo. Além disso, as
contribuigoes do defeito dessas quantidades foram também encontradas.

Palavras chave: Modelos integraveis; Modelo sinh-Gordon su-
persimétrico; Leis de conservacao; Transformacoes de Backlund.

Area do Conhecimento: Teoria de campos; Fisica matematica.



Abstract

From the generators of the Kac-Moody superédlgebra §l(2,1) write the Lax
pair for the supersymmetric sinh-Gordon model. In addition, we find that
through the zero curvature obtained the Lax equation reproduces the equa-
tions of motion of the model. For the analysis of defective theories calculated
by means of a gauge transformation, the default matrix for the model sinh su-
persymetric Gordon, and present the result similar to the sine-Gordon model.
We also note that in the defect region, the field equations of the theory obey
the type of Backlund transformations. The energy and momentum for the
super sinh-Gordon model were also obtained from a general expression that
allows us to obtain the infinite set of conserved charges for style. In addition,
the contributions of the defect these quantities have also been found.

Key words: Integrable Models; Supersymmetric sinh-Gordon
model; Conservation Laws; Backlund Transformations.

Area: Field Theory; Mathematical Physics.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas integraveis adimitem solugoes do tipo séliton. Essas solugoes sao
ondas nao lineares localizadas (representando uma concentragao de energia
em uma regiao finita do espago), que se propagam com velocidade constante
e mantém a sua forma preservada. A estabilidade dessas solucoes esta as-
sociada a existéncia de um numero infinito de quantidades conservadas ou
constantes de movimento em involucao.

Um tépico interessante no estudo desse tipo de sistema é analisa-lo na pre-
senca de defeitos ou impurezas. Nesse sentido, em teorias de campos in-
tegraveis essa descontinuidade ¢ introduzida como uma condi¢ao de contorno
interna, localizada em um ponto a do eixo x, que liga uma teoria de campo
em r < a a outra teoria (possivelmente diferente) em x > a [11]. Em par-
ticular, nota-se que com a introducao desse tipo de defeito, a invariancia
por translacao espacial é quebrada, uma vez que impomos uma restricao a
variavel xz, e portanto espera-se uma violagao na conservacao do momento.
Contudo foi verificado por P. Bowcock, E. Corrigan e C. Zambon em [11],
que para manter a integrabilidade do modelo, os campos da teoria na regiao
do defeito devem satisfazer equacoes do tipo das tranformagoes de Backlund.
Isso introduz potenciais de defeito que nos permite construir quantidades
modificadas do momento e energia, e com isso levando em consideragao a
contribuicao do defeito o momento volta a ser conservado.

Uma maneira de se obter as infinitas quantidades conservadas, em um sistema
integravel é através do método do espalhamento inverso. M. Wadati mostrou
em [7] que para obter as leis de conservagao a partir do espalhamento inverso,
as fungoes associadas as equagoes de Riccati (que surgem do espalhamento
inverso), devem ser expandidas em série de poténcias do parametro espec-



tral efetivo A\. No seu artigo foi abordado o caso em que a expansao é para
poténcias negativas de A, contundo em [5, 17, 18] vemos que a expansao em
poténcias positivas também foi considerada. Usaremos esse formalismo para
determinar as cargas conservadas para o modelo sinh-Gordon supersimétrico
N =1, e em particular obtemos o momento e a energia antes derivados da
formulagao Lagrangeana.

Esta dissertacao esta organizada como segue. No capitulo 2, apresentamos
brevemente algumas defini¢oes titeis quando tratamos de modelos integraveis:
integrabilidade, formulagao de Lax e a equagao de curvatura nula, esta iltima
gerando as equacoes de movimento do sistema integravel.

No capitulo 3, discutimos transformacoes de Backlund, um método 1til para
a obtencao de solucoes para equacgoes nao lineares. Esse método é aplicado
ao modelo sine-Gordon segundo [1], [2], [16]. Em seguida usaremos o formal-
ismo de supercampos [4, 13, 14], a fim de obter tais transformacoes para o
modelo sinh-Gordon supersimétrico com N = 1.

No capitulo 4, introduzimos a formulacao Lagrangeana para teorias com
defeito [9], analisando os casos: bosonico, fermionico e super sinh-Gordon.
Notamos que condicoes devem ser impostas aos potenciais do defeito, para
que a conservagao das quantidades modificadas seja preservada.

A seguir no capitulo 5, é apresentada a superélgebra s/(2,1) na qual se ba-
seia 0 modelo super sinh-Gordon N = 1. Com isso foi possivel no capitulo 6
escrevermos o par de Lax para o modelo em questao, bem como a equacao
de curvatura nula e, portanto as respectivas equacoes de movimento.

No capitulo 7, mostramos como obter a matriz de defeito K, e apresentamos
o resultado obtido em [5], para o modelo sine-Gordon. E da mesma, encon-
tramos a forma explicita de K para o modelo super sinh-Gordon.

No capitulo 8, apresentamos a fungao geradora do infinito conjunto de cargas
conservadas seguindo as referéncias [5, 17, 18]. Aplicamos a expressao obtida
para o modelo sinh-Gordon, e escrevemos o momento e a energia como com-
binagao linear das cargas encontradas.

No capitulo 9, sao calculadas as contribugoes do defeito para as quantidades
mencionadas acima. Contudo um problema de sinal nos resultados obtidos
deixa em aberto uma futura investigacao.

Finalmente, no ultimo capitulo fazemos as consideracoes finais e discutimos
perspectivas para trabalhos futuros.

Nos apéndices sao explicitados alguns célculos tuteis presentes nessa dis-
sertacao.



Capitulo 2

Conceitos Iniciais

2.1 Integrabilidade

Nessa secao discutiremos a definigao de integrabilidade no sentido de Liou-
ville. E para isso, vamos considerar primeiro um sistema mecanico, descrito
em um espaco de fase 2N dimensional com coordenadas canonicas ¢;, p; onde
1 =1,..., N. Nesse espaco de fase a trajetoria de um corpo sera dada pelas
seguintes equagdes de movimento [16]

. oH

i = (=22 1)
) oH

pi = {pi,H}=— a4, (2.2)

onde H é a Hamiltoniana do sistema, as chaves representam os parénteses
de Poisson. Que por defini¢ao para duas fungoes f(q;, pi,t) e g(qi, pi,t) das
variaveis canonicas e do tempo é dado por:

Y (of g Of dg
Whales = Z (3%’ Ipi B opi 3%’) (2:3)

m=1

tal que sao satifeitas as seguintes propriedades

{f 4. h}t +{g.{h, f}} +{h.{f,9}} =0 (2.4)



Desse modo, usando essa defini¢ao encontramos que as coordenadas canonicas
satisfazem a

{ai, 5} = {pispj} =0, {ai, v} = dij - (2.5)
Portanto para uma funcao f(g;,p;,t) sua evolucao temporal serd
a  _ Z 0f dg; | Of dp:
dt 0q; dt 8;0@' dt
B Z of oH 0f OH
B 0q; Op; ~ Ip; g
= E—F{f,H}. (2.6)

Se f for independente de t, entao {H, f} = 0 e f serd chamada de constante
de movimento.

Para estender esse formalismo ao caso continuo, vamos considerar N campos
¢;(x,t) no espago de fase, de modo que a Hamiltoniana do sistema sera agora
um funcional dos campos, isto é,

/_oo flbs buy Ou...|dx (2.7)

Deve-se ainda substituir as derivadas parciais por derivadas funcionais e as
somatorias por integrais em x, de tal forma que, o paréntese de Poisson para

dois funcionais F[¢] e G[¢] é definido como

(F16),Clél} i = / Z / Z dwdy 5T jf; e ffy’ 5o e

denotamos v(z,y) = {¢i(z, 1), 9;(y,t)}. E as derivadas funcionais sdo dadas
por
6H  9f 9 of 9% of

So@t) 06 0z ddy | 02 0de (2.9)

com

= §;;0(x —y) (2.10)



onde §(x — y) é a funcdo delta de Dirac e d;; e o delta de Kronecker.
Assim podemos escrever a evolucao temporal do campo como

00 > 0H

Podemos entao, definir que um sistema Hamiltoniano é integravel se existirem
N fungoes 7;(g;, p;) linearmente independentes definidas no espago de fase 2N
dimensional, que satisfazem a

di;

= Ui =0 {L.1;}=0. (2.12)

Essas fungoes sdo chamadas constantes de movimento (ou integrais primeiras),
e da segunda relagao em (2.12) sao ditas estarem em involugao, ou seja, seus
parénteses de Poisson sao nulos . A existéncia de uma solucao exata para o
sistema integrével é garantida pelo teorema de Liouville [16].

Portanto, nesse sentido a integrabilidade para um sistema de ordem infinita,
consiste na existéncia de um numero infinito de cargas conservadas, bem
como a involugao de tais quantidades.

2.2 Par de Lax

O método de Lax consiste em associar equagoes de movimento nao lineares
a operadores lineares [16]. Para entender essa relagao, vamos considerar
primeiramente, o operador linear V' satisfazendo

dA

Ve, t, )W (z,t, ) = A\V(z,t,\), i 0 (2.13)
ou seja, o problema se resume portanto, a uma equacao de autovalores para o
operador V', que possue autovalores A independentes do tempo (t). Verifica-
se que essa condicao de independéncia temporal do autovalores é satisfeita,

somente se a autofuncao ¥ evoluir de acordo com
OV (x, t,\) = Uz, t, \)¥(z,t,\) (2.14)

onde U é um operador linear. E assim teremos

oV ov o\ ov



ov

ov
E\I} = [U,V]¥.
Logo,
A%
= = V] (2.15)

Essa é a equacao de Lax e os operadores V e U sao chamados par de Lax.
Aqui temos portanto, que a equagao de Lax aparece como condi¢ao de com-
patibilidade, para o problema de autovalores proposto acima.

Um exemplo amplamente abordado na literatura [16] é o caso da equagao
KdV, assim escolhendo o par de Lax como

V=-D*-A  U=4D*4+3(AD + DA) .
Logo,
OA+6A0,A+02A =0

que é como mencionado antes a equagao KdV (Korteweg-de Vries).

2.3 Equacao de curvatura nula

Uma outra formulagao importante ao tratarmos de modelos integraveis é
a equacgao de curvatura nula. Para essa abordagem, vamos considerar o
seguinte sistema de equagoes

OV (z,t,\) = Uz, t, \)V(x,t,\) (2.16)
OV (z,t,\) = V(e t, \)¥(x,t,\) (2.17)

onde identificamos o par de Lax U e V' que sao matrizes m x m, ¥(x,t,\) é
um vetor m dimensional, A é o parametro espectral. Aplicando 0, e 0; em
(2.16) e (2.17), respectivamente

0,0V = 0,UV+ U0,V



Devemos ainda usar a condicao de integrabilidade
0.0V (x,t,\) = 00,V (z,t, \) . (2.18)
Dessa forma obtemos
oV —-0,U+[V,U =0. (2.19)

Essa é a equacao de curvatura nula, nos permite escrever as equacoes de
movimento para modelos integraveis. Como veremos no capitulo 6.



Capitulo 3

Transformacoes de Backlund

As transformagoes de Backlund (TB) foram desenvolvidas para estudar su-
perficies pseudoesféricas (superficies com constante de curvatura negativa)
[3]. Essas transformacgoes formam um sistema de equagoes diferenciais par-
ciais de primeira ordem, e juntamente com o teorema da permutabilidade
nos fornecem uma féormula de superposicao nao linear, para construir alge-
bricamente novas solugoes de equagoes nao lineares [1]. Um sistema cujas
solugoes podem ser obtidas através das TB(s) é o modelo sine-Gordon (SG),
que apresenta como solugao ondas do tipo séliton.

3.1 Transformacoes de Backlund para a equacao
sine-Gordon

A equagao de sine-Gordon é descrita pela expressao:
Opat — Oyt = sinu (3.1)

onde consideramos um espago bidimensional (z,t), no qual vale a métrica
N = diag(—1,1). A equagao (3.1) pode ser reescrita em temos das co-

ordenadas do cone de luz, aqui definidas como x4 = x £t e portanto
1
aﬂ: = 5(81 + (l) onde &Ti = 8:|:.
1.
040_u = 7 sinv. (3.2)



Uma forma de se obter as solugoes de (3.2) ¢é através das transformagoes de
Backlund. Tais transformagoes sao definidas pelo seguinte conjunto [16],

0.(ii—u) = wsin (“;“) (3.3)
O_(u+i) = ésin (“;“) (3.4)

onde w é o parametro da transformacao. E pela condicao de integrabilidade
(040_ = 0_04) mostra-se, que & também satisfaz a equacao SG, ou seja, as
TB(s) relacionam duas solugoes da equagao de sine-Gordon. Assim pode-se
encontrar a solucao de 1-soliton, a partir da solucao do vacuo com u = 0 as
equagoes de Backlund ficam

Jiu = —wsin (g) (3.5)
ou = —isin (g) : (3.6)

Por integragao a solugao de 1-soliton sera:

u(w, ) = 4arctan (exp Ké —w) .- (é +w) §+5D

onde 0 é a constante de integracao. Usando agora a notacao v =

1—w?

w2 +1

pode-se reescrever a solugao acima como

u(z, t) = darctan {exp G%)} (3.7)

onde v é a velocidade de constante propagacao, 6 = —xg representa a posicao
inicial do séliton e ¢ = £1 indica se o séliton é um kink ou anti kink, respec-
tivamente. Nos casos limites quando z = +00 e © = —o0 (3.7) u varia de 2.

Uma solucao que vai de 0 a 27 é chamada de kink, ja se a solugao muda de
27 para 0 ela é chamada de anti kink.



As demais solugoes da equacao SG sao obtidas através do teorema da
permutabilidade, representado pelo diagrama de Bianchi [3].

I
\

I3

Hip=1ty

!
/
1y
!

Figura 3.1: Diagrama de Bianchi.

Esse teorema nos diz que as transformacgoes de Backlund sao comutativas,
ou seja, U1y = ugy. Assim duas TB’s definidas a partir de parametros difer-
entes w; e wy mapeiam uma solugao uy a outra solugao u;s. Entao com o
auxilio do diagrama acima e da equagao (3.3) podemos escrever as seguintes
transformacoes de Backlund

O (up —uy) = wisin (uo + ul) (3.8)
O (up —up2) = wasin (%) (3.9)
. Uo F U2
+ — — .
04 (up — us) wy Sin ( ) (3.10)
04 (ug —up2) = wisin (W) ) (3.11)

E com isso obtemos uma férmula de superposi¢ao nao linear.

U1z — Ug wo + wy Uy — Uy
t — | = t ) 3.12
o < 4 ) (WQ - wl) o ( 4 ) ( )

Assim assumindo uy = 0 e ainda solugoes kink para u; e uy inicialmente na
origem (2o = 0), encontramos usando (3.12) a solugao de 2-soliton para a
equagao SG [3]

]

ot (%) (313)
v cosh ( 122) '

10

u1o = 4 arctan




onde consideramos também que os solitons u; e u; propagam-se com veloci-
dades opostas (v; = —vy = v).

A generalizacao do teorema de Bianchi fornece, algebricamente as solugoes
multi-solitons ou de N-soliton. E, com isso construimos uma hierarquia de
solucoes da equacao de sine-Gordon, em que cada solucao é obtida de uma
solucao anterior [2], [1]. Portanto a partir das transformacoes de Backlund
pode-se encontrar uma série de solugoes para equagoes nao linares de forma
algébrica usando um principio de superposigao [1].

3.2 Transformacoes de Backlund para a equacao
sinh-Gordon supersimétrico

Nesta secao vamos obter as transformagoes de Backlund associadas as equagoes
supersimétricas de sinh-Gordon (6.6), (6.7) e (6.8), e para isso usaremos o
método de supercampos [4, 13, 14].

Considere o supercampo bosonico

onde 0 e 6 sdo pardmetros fermibnicos satisfazendo 6> = 0, ¢ e F séo
campos bosonicos, 1 e 1 sao campos fermionicos.
Considere também as derivadas covariantes supesimétricas

Dy = 0y, + 60104, D_ = 0y, + 020_, (3.15)
que implicam em
Di =0y, D? =0._, D.D_=-D_D, (3.16)

onde estamos usando as coordenadas do cone de luz x4 = x + ¢, logo 04 =
1

O supercampo (3.14) satisfaz a seguinte equagdo de movimento
D,D_® =2isenh® . (3.17)
E entdo verifica-se usando as superderivadas em (3.16)

D,D_®=F —0,0_1 + 0,09 + 0,050_0,¢ .

11



<] -

Para o lado direito de (3.17) usamos senh® = %. Entao

e = Pl iHitzy—010:F
= (14019 +i0xp — 0,10, F — i610,01)) .
Consequentemente

senh® = senh¢ + 611 cosh ¢ + i61) cosh ¢ — 0,05 F cosh ¢ — i6160-101bsenhe .

Substituindo esses resultados em (3.17) obtemos as equagoes (6.6), (6.7) e
(6.8) em termos das componentes de ¢ e para isso

F =2isenh¢ . (3.18)

E sejam as transformacoes de Backlund para o modelo sinh-Gordon super-
simétrico definidas em [9] como

47 o+
Dy(®) — By) = ——chosh< s 2) (3.19)
w 2
o -9
D_(®)+Py) = 2w fcosh ( ! 5 2) (3.20)

onde f é um campo fermionico e w é um parametro constante. E a condicao
de integrabilidade D, D_ + D_D, = 0 aplicada as equacoes acima, nos leva
a (3.17). Caso o campo f satisfaca as seguintes equagdes de primeira ordem

O ()
D_f = wsenh (%) , (3.21)
2 o+ P
D.f = —Zsenh< 1—; 2).. (3.22)
w

E ainda considerando o supercampo f como
J =/ 1+01b1 + 0205+ 010 fo, (3.23)

sendo by, by campos bosonicos e fi, fo campos fermionicos.
A fim de obtermos as equagoes para as componentes dos supercampos acima

12



(®;, f), usaremos como obtido anteriormente as seguintes relagoes:

o+ D 1 - D 7 P
senh ( ! 5 2) = senh (5) + 5911/4 cosh (5) + 5921/4 cosh <§> —
1 P 1 - p
— 59192F+ cosh (5) - 19102¢+w+senh <§>

cosh (<D1 —;— CI)z) = cosh <g> + %01¢+Senh (g) + %02@/}+senh <g> —

1 AN p
— 59102F+S€nh (5) — 19192¢+w+ cosh (5) .
De forma andloga para os argumentos contendo ®; — ®5. Aqui denotamos

p = ¢1+02, q=0¢1— ¢, Fp=F x5,
Ve = YrEy, Y=t . (3.24)

Portanto as equagoes (3.19)-(3.22) em termos das componentes de ® e f
podem ser escritas como:

W 1/_)— i Yy

hio= ~ 4icosh (g) ~ 2wcosh (%) ’ (3.25)
fo = —g cosh (g) P = —é cosh (g) Uy, (3.26)
by = %senh <g> : (3.27)
by = wsenh <g> : (3.28)
F. = —% [% senh <§> 1y — by cosh (g)} : (3.29)
F, = 2w [% senh (g) Y_ — by cosh g)} , (3.30)
0,q = % [% senh (g) Y, — by cosh (‘2—2))] , (3.31)
op = —2w [% senh (g) Y — by cosh <g)1 : (3.32)



Weth- =

o_fi =
o fi =

8761 =
a+b2 -
Por fim a partir das

d+q

1

0ty

o[ n(®) £+ Lo (305
12w {% senh <2> b — %Senh (g) B

+2w f, cosh (g) ,

(3 o

~cosh (£) 4.

—Ww [—%cosh <2) F_+ Zsenh <2> 1/11;] ,

1

2 4

w

equagoes (3.25)-(3.38) obtemos:

1 4
= —3 tanh( ) W w++—senhp,

= —¢ tanh< >8+p+icosh2 <2) N

w? tanh (¢/2) - - 9
= ———<V_0-9Y_ h
8 cosh? (p/2) -0+ wisenhg,

= tanh <2> tanh< > O_1)_
2

— % tanh? <g> tanh <§> senh g 1_

+ w?cosh? <g> D
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(3.35)
(3.36)

(3.37)
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(3.40)

(3.41)

(3.42)



Capitulo 4

Teorias de Campos com Defeito

Em teorias de campos integraveis, um defeito é introduzido como uma de-
scontinuidade, localizada em um ponto a qualquer ao longo do eixo = [11].
Essa descontinuidade liga duas teorias de campos, uma na regiao r < a e
outra em x > a, como mostrado na figura abaixo:

- D,y (z,1) x=0 Dy (1) +00

Figura 4.1: Representacao do defeito.

Podemos escolher, sem perda de generalidade a = 0. Os campos da teoria
de cada lado do defeito se relacionam através de um conjunto de condicoes
de defeito, que como veremos obedecem equagoes do tipo Backlund [11]. Va-
mos agora apresentar o formalismo lagrangeano para teorias com defeito, e
analisar as contribuigoes para cargas conservadas como: energia e momento
na presenca de defeitos.

4.1 Formulacao Lagrangeana

A principio devemos definir uma densidade de Lagrangeana para a regiao
x < 0 descrita por ®; = (¢1,%1,%1) aqui o campo ¢, é bosonico e os campos
1, 11 sdo fermionicos e da mesma forma para ®o = (¢, 19,105) em = > 0,
com a introdugao de um defeito em = = 0 teremos que o sistema sera descrito
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pela seguinte densidade de Lagrangeana,
L=0(—z)Ly +0(x)Ly+ 0(x)Lp, (4.1)

onde §(z) é a fungao delta de Dirac, 6(x) é fungao Heaviside inseridas para as-
segurar que os campos P, &, fiquem restritos aos seus respectivos dominios.
L1, L5 sao as densidades de Lagrangeana da teoria bulk, ou seja, —oo < x <
+00 e Lp ¢ a densidade de Lagrangeana do defeito.

com,

Ly = 3(0u0y) = 506, + (0 — D)0y + (s + 00y + V() +
+ Wyl hp, ), p=1,2

Lp = % (020101 — P1O1P2) — 1ty — U1tha + 210, f1 + Bo(¢, ¢2) +
+ Bi(¢1, @2, ¥1, 2, Y1, 2, f1) (4.2)

onde f; é um campo auxiliar fermionico, V,, e W), sao os potenciais da teoria
bulk e By, B sao os potenciais do defeito.

Notamos que os potencias bosonicos V) e V5 dependem apenas dos campos
@1 e ¢ respectivamente, de maneira andloga para os potenciais fermionicos
W1 e Wy, Por outro lado os potenciais do defeito By e B; dependem dos
valores dos campos no contorno x = 0.

Assim como temos na densidade de Lagrangeana (4.2) um campo auxiliar
fermionico, pode-se também adicionar um campo auxiliar bosénico (A), ver-
emos a introducao desse campo no capitulo 7. Se A = f; = 0 classificamos o
defeito como tipo I, caso contrario ele sera chamado de tipo II.

A equacao de Euler Lagrange

oL 0 oL
96, On (8@@)) =0 (43)

nos fornece para as regioes mencionadas as seguintes equagoes de movimento
r<0:

(02 =071 = 0,V + 0, W3

xT

1
(8x+0t)1/11 - —§6¢1W1

(0 — 0p)tn = —%&;lWl (4.4)
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x>0:
(02— 0))po = 0y, Vo + 0, W

1
(837 + @)1&2 - —55’¢2W2
- 1
(Or — 0u )by = —EazLQWQ (4.5)
r=0:
Opp1 — 01y = —04,(Bo + B1)
Opp2 — 011 = 04,(Bo + Bi)
Y+ = Oy Bi = =0y, B
U1 = = —05 B1=—05,B
1
8tf1 — —Z—‘Lalel (46)
com 0y, = -— sendo uma derivada bosonica, e dy, = =— o mesmo vale

8‘1)17 81#,,
para d; , Oy sendo derivadas fermionicas agindo a esquerda.
Seja o tensor energia momento definido como

™™ = %a&m — ML (4.7)
1

A energia e 0 momento sao dados por

0 +o00 0 +o0
E :/ dx T +/ dr Ty°, P :/ dx T +/ dx Ty' . (4.8)
0 0

— 0 —o0

Vamos analisar o que acontece com essas quantidades na presenca do de-
feito, considerando os caso bosonico, fermionico e em seguida o modelo su-
persimétrico sinh-Gordon N = 1.

4.2 Teoria bosonica
Nesse caso consideramos
Ly, = SO0~ 500, +Vil6,),  p=1.2
Lp = % (920191 — $10,62) + Bo(¢r1, d2) - (4.9)
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A equagao de Euler-Lagrange para o campo ¢; fornece as seguintes equagoes
de movimento

02y — 021 = Oy Vi, <0 (4.10)
Bxgbl - 8t¢2 = —0¢1B0, rz=0. (411)

Similarmente para o campo ¢ teremos

D2py — Oy = 04, Va, x>0 (4.12)
8x¢2 — 8t¢1 = 8@30, xr = O . (413)

Vamos analisar agora o que acontece com o momento e a energia desse sis-
tema, o momento é dado por

0 400
—o0 0
Tomando a derivada no tempo da quantidade acima, usando as equagoes de
movimento em (4.10) e (4.12) encontramos apds a integracao que,

dpP 1 1 1 1

pri {5(3@1)2 + §(at¢1)2 - 5(395@252)2 - 5(3@2)2 —Vi+ V2] . (4.15)
onde desconsideramos as contribuigoes dos campos em 400.
Com as equagoes do defeito (4.11) e (4.13) encontramos,

dP 1 1 . :
= {5((%130)2 - 5(5@3230)2 — (¢205, + ¢104,) Bo — V1 + V2] (4.16)

=0
onde gzﬁz = 0y¢;. Analisando a densidade de Lagrangeana (4.1), nota-se que a
introducao do defeito quebra a invariancia por translacao espacial, que por

consequencia, violaria a conservacao do momento. Contudo se assumirmos
as seguintes condigoes sobre o potencial do defeito By

0°B,  0°B,

04, Bo)* — (04,B0)* =2(Vi = Vo), =% = ——-.

(4.17)

E introduzindo as varidaveis ¢4 = ¢ + ¢ podemos reescrever a expressao
(4.16) como

(4.18)

iP  [0B, . 0B, .
@~ 06" o, M
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onde By = By (64) + By (6-).

Com isso o momento modificado incluindo a contribuicao do defeito sera
P = P+ (B — By )|s=o que é conservado. Ou seja, a escolha na forma do
potencial do defeito nos permite adicionar um termo de defeito ao momento
da teoria no bulk, de modo que essa nova quantidade seja de fato conservada.
Para a energia, dada por,

0
E = / dx |:%(ax¢1)2+%(at¢l)2+‘/1:| +

— 00

2

Como feito anteriormente vamos derivar a energia e usando as equagoes de
movimento (4.10), (4.12) teremos apos a integracao

dFE

pr (0261 Opp1 — O Oppa] |2 =0 . (4.20)
E substituindo as equagdes envolvendo o defeito (4.11) e (4.13) obtemos a
energia modificada que inclui a contribuicao do defeito

Notamos que nao ha vinculos para o potencial do defeito By, como visto no
caso do momento pela equacao (4.17). Isso se deve ao fato de a densidade
de Lagrangeana (4.1) ser invariante por translacdo temporal, de modo que a
energia total é conservada.

Vamos agora exemplificar dois casos usando a estrutura acima, primeiro con-
sideramos o modelo sine-Gordon onde V), = cos ¢, — 1 portanto de (4.17)

+ /Om dz [1(81@)2 + %(8@2)2 + %} . (4.19)

1 1
§<a¢180)2 — §<8¢2B0)2 = COS (bl — COS (bg
= —2sin¢,sing_ (4.22)
que nos fornece o seguinte potencial
1
By = = cos(¢y) — w? cos(¢_) (4.23)

onde w é um parametro livre. Podemos ainda obter as transformacoes de
Backlund para o modelo sine-Gordon

1 w?

8$¢)1 - athQ = Q_Lsz Sln(¢+) - 7 Sln(¢_) (424)
1 2

Opr = D1 = —5—sin(6y) - % sin(p_) . (4.25)
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O segundo exemplo que vamos abordar é o modelo sinh-Gordon para o qual
V, = 4cosh(2¢,), ou seja de (4.17) teremos

1 1
5(8¢IBO)2 - 5(8@30)2 = 8 senh(¢, )senh(¢_) . (4.26)
Assim o potencial do defeito sera
4
By = 2 cosh(¢, ) — w? cosh(¢_) (4.27)

onde fixamos a massa (m = 1). Entao as transformagoes de Backlund para
esse modelo sao dadas segundo (4.11) e (4.13) por

2
Orp1 — Orpa = %senh@(m) + %senh@qﬁ,) (4.28)

w? 2
8x¢2 — (9t¢1 = 788Hh(2¢,) — Esenh(2¢+) . (429)

Até agora consideramos o caso puramente bosonico, o préximo passo sera
mostrar o caso fermionico puro.

4.3 Teoria fermionica

Vamos considerar para a teoria bulk a seguinte densidade de Lagrangeana

Ep = &paﬂzp - zZpaacz/_}p + wparwp + wpatwp + Wp(%ﬂ wp) (4-3())

e a Lagrangeana associada ao defeito sera

Lp = —13s — P1thg + 210, f1 + Br(Y1, 2, 1, s, f1) (4.31)

onde f; é um campo auxiliar fermionico, W), é potencial no bulk e By ¢é o
potencial do defeito. Obtemos entao para cada regiao as seguintes equagao
para 0os campos

r<0:
1
(0r +0)hr = —§6¢1W1, (4.32)
_ 1
(0 = Ou)ihr = =505, W, (4.33)
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x>0:

(O +0)2 = —§3¢2W2, (4.34)
(0 = D) = —%%QWZ, (4.35)
r=0:
Uitds = 0pBi=—0,B, (4.36)
Yy — 1y = —05 B =—-05,B1, (4.37)
ohfi = —}lalel : (4.38)

Nesse caso o momento sera dado por

0 B _ +oo _ _
Po= [ do(cwitn - o)+ [ de (~vadus — dadii)
oo 0
(4.39)

Atuando com a derivada no tempo e usando as equacoes de movimento em
(4.32) e (4.34) e apds a integracao teremos

dP

o WQ&WQ + Pa0hy — 10phy — 1 Othy + Wa — Wl} lo=0 . (4.40)

Agora, usando as condigoes do defeito (4.36) obtemos

P . : : 2 -
— = [%a@ By + 10y, By — 1205, By — 1105, By + 0y(th18by — 1hs) +
+W2 - Wl] ’a:zO .

(4.41)

Introduzimos as novas varidveis 1. = (11 +1y) e 1 = (Y1 1)y), a expressdo
acima fica

dP

% - ¢+3¢+Bl + ’lb._a¢7B1 - 1Z+(9,;+Bl - 1;_8,;731 +

+0, (11 — riha) + Wa — Wi [a=o - (4.42)
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Aqui nés também devemos assumir condi¢oes para a forma do potencial de
defeito, a fim de que o momento modificado seja conservado, logo

G40y, By + 1 0y By — .05, B1 — 005 By = 2(Wy — W),
05,0 B = 0. (4.43)

E assim como antes o potencial do defeito pode ser decomposto como
By = Bf (¥4, f1) + By (¥, f1). Portanto a quantidade conservada sera

P = P+ [Bf — By + Y1tpy — 1/_111;2}96:0 : (4.44)

J& para a energia dada por

0 _ _
E = [ do(idnb - dndin+ W)

—0o0

“+o0o
+ / dx (20,105 — 1a0pthy + Wh) (4.45)
0

vamos também analisar sua conservagao

@ = [1/113#/11 - le — o0s1Pa + 1/_123#/_12} | z=0 (4.46)

dt
onde usamos (4.32) ¢ (4.34) e por fim realizamos a integracao, desprezando
os valores dos campos em Foo. Introduzindo as equagdes do defeito (4.36) a
equagao anterior em termos das novas variaveis 1)1 e ¥4 serd

K = |0 (Y11by + r1h) — ¢+3w+31 - ¢_8¢,31 N 1Z+a¢+B1 B

dt |
-0 Bilemo - (447)

Logo a energia modificada possui o termo do defeito e é essa quantidade que
sera conservada

5 - E + Bl — Q/Jl’lbg — 151122]1 . (448)

Aqui novamente notamos que devido a densidade de Lagrangeana em (4.1) ser
invariante por translacao temporal a energia se conserva independentemente
da forma do potencial do defeito Bj.
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4.4 Modelo super sinh-Gordon N =1

Vamos considerar a densidade de Lagrangeana (4.1) com os seguintes poten-
ciais da teoria bulk

V, = 4 cosh(2¢,), W, = 8 1,1, cosh ¢, (4.49)

e para os potenciais do defeito temos

By = —w?cosh(¢; — ¢o) — é cosh(¢1 + ¢2) (4.50)
B, = _% 05 (¢1+¢2>f1(¢1+¢2)
+ 2iwcosh <¢1 ¢2) Fr(thy — ) (4.51)

Para cada regiao encontramos as seguintes equacoes de movimento

r <0:
(02 —0})¢1 = 8senh(2¢1) + 8¢1¢1senhoy, (4.52)
(0, — O)tp1 = 44y cosh @y, (4.53)
(8$ + 8t)1/11 = 47])1 cosh ¢17 (454)
x> 0:
(02 — 0}y = 8senh(2¢y) + Sihyihosenhey, (4.55)
(Ox - 8,5)@@2 = 4’9[)2 cosh ¢2, (456)
((92; + (9t)1/12 = 41;2 cosh §Z52 . (457)
xz=0:

0.0 — 06 = Wsenh(6, — ¢o) + gsenh(or + ) +

+ % sen (¢1 ki ¢2) J1(1 + o) —
~ iwsenh (¢1 ¢2) F1 (i1 — o), (4.58)

0u — 061 = whsenh(9) — ) — —gsenh(or + ) -
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- §senh (¢1 i %) Sy + 2) —
w 2
— jwsenh (¢1 ; ¢2> Fi(wr — b)), (4.59)
1+ = —2iwcosh (¢1 ; ¢2> f, (4.60)
7[)1 - 7,;2 = —ﬁ cosh d)l + ¢2) fl; (461)
w 2
dfi = —cosh (¢1 i (bz) (1 + 1g) —
w 2
— %d cosh <¢1 ; ¢2) (11 — o) . (4.62)

Fazendo (0, + 0;) (11 + 12)

o.f1 = %[cosh<¢1;¢2) (Y1 + 1)

+ tanh (¢1 ; ¢2> senh (¢1 ;L ¢2> (Y1 — @2)] —

¢1— P2
2

- (3z+at)(¢1—¢g)tanh<
= Zeoh (25) (G )

4 o1 —
+ Etanh( 12 2

— ésenh(@ + ¢) tanh (

) fi—0f

) senh (¢1 + ¢2) f1 —

$1— o
2

)fl_atfl :

Obtemos:

) (1 —a) . (4.63)
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A energia e 0 momento sao dados por

_|_

_|_

0
/dx

Com as seguintes decomposigoes

By = By (¢+) + By (¢-),

P

+

0
P = / dx (3#%51335@51 — 10,01 — 1/)13351/11) +
+00
+ / dx (8t¢28z¢2 — 20,1 — 1/12(93:1/12) ) (4.64)
0
[%(arﬁbl)Q + %(at¢l)2 — 10,01 + 110,01 + cosh(2¢1) +
_ too 1 , 1 5 - -
thiircoshon] + [ da 50,62 4 5(Ou6a)? — a0 + vaduvs +
0
cosh(2¢s) + 4¢a1)s cosh @} . (4.65)
Com as seguintes condigoes para os potenciais do defeito
8¢+8¢_Bo - 0, 8¢+8¢_Bl - O, 81/;+8w_Bg - O, (466)
(05, Bo)” = (05, B0)" = 2(Vi = Va),  (4.67)
alei"_ 8]0131_ + 6¢+BS’ 8¢7Bl_ + 8¢7BO_ 8¢+Bi’— = Q(Wl - Wg) . (468)
Bl = Bf(¢+a &-ﬁ-a fl) + Bl_(qs—a w—a fl) : (469)
Com isso teremos a energia e momento modificados
Pt [~ cosh(6y — 60) + g cosh(én + ) -
% cos (¢1 . ¢2) fi(thr + 2) —
21w cosh <¢1 ¢2) f1(h1 — aba) — yahg + @/)11/12] IR (4.70)
E + [ — w?cosh(¢y — ¢o) — iz cosh(py + ¢o) —
%CO (¢1 i ¢2) Ji(Pr + o) +
2iw cosh <¢1 ¢2) f1(th1 — ) — 1ha — 1hy _ (4.71)

onde novamente lembramos que definimos m = 1.
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Capitulo 5

Superalgebra de Lie si(2,1)

Neste capitulo vamos introduzir certas nogoes sobre a superalgebra sl(2, 1),
que sera importante para determinarmos o par Lax, e por consequéncia as
equacoes de movimento para o modelo sinh-Gordon supersimétrico com N =
1, a partir da equagao de curvatura nula.

Essa superalgebra possui geradores de cartan { Hy, Hy}, ou seja, [Hy, Hy] = 0,
e geradores step {Ea, E o, Fass By o1 —ays Payta, } dados por

1/2
H1: 0
0
010
E, = 000
0 00
0 00
E, = [001
000
001
Bojta, = | 000
000

0 1/2 0 0
H,=| 0 1/2 0 |,
0 0 0 1
000
E.=|100],
000
000
E.=[000],
010
000
Eouw=|000]. (51
100

Esses geradores satisfazem as seguintes relagoes:

[y, By, = £E1a,,

[h27 Ei(Oquaz)] = :FEi(a1+Oc2)>

[hb E:FOQ] = j:E:Faz’

[h27 E:I:Oq] = :FE:I:Oq
[E:I:ala E:FOéQ] = Oa [E:toqa Ei(a1+a2)]
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[Ear, E—a] =0, [Eiar, Ex(aitas)] = FE5ass Iy, Er(artas)] =0,
Basha) =0, [hos Bray) =0, [Frays Bray) = +Fb(arson)
{Eias: Bra,} =0, {Eiaitas)s Egas} = Erars
{Eiaras) Eiar+an} =0, {Fiass Bi(ar4as)} =0,

{Ea1+a2> E*(aﬁraz)} = hy, {E—Oézv EOéz} = ho. (52)

onde definimos

1 0 0 000
hi = 2Hi=| 0 =1 0|, ho=Hy—H, =010

0 0 0 00 1
hy = hi+hs. (5.3)

E notamos que os geradores {Hy, Hy, F1,,} sd@o bosonicos e os geradores
{Eias, Ei(aitas)} sdo fermionicos. Desse modo satisfazem resumidamente
as seguintes relacoes: [B, B] = B",{F,F'} = B,[B,F] = F'.

5.1 Superalgebra de Kac-Moody §/(2,1)

A partir da superdlgebra anterior pode-se obter a superalgebra de Kac-Moody
sl(2,1), ao introduzirmos um parametro A, de modo que

h — R = \"h, hesl(2,1) (5.4)

e usando as relagoes em (5.2) e a regra a seguir

" s = [g. BT + nbgnostr(gh)e, g, h € s1(2,1) (5.5)
onde agora usamos a notagao:[g, h|- = [g,h],[g,h]l+ = {g,h} , ¢ é a carga

central e str é o supertrago da matriz dado por str(m) = my; + mas — mss.
Logo as relacoes de comutagao e anticomutacgao para a superalgebra de Kac-
Moody 51(2,1), sao dadas por:

R, BV = B0 W, B = 2 BOE (Y, B = RO,
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(a1+a2)]

+(a1+az) +(a1+az)’ Fo2
[E:(tnozu E:FTZ)Q] = O’ [E:toq’ Eﬂ:?gq-i-(m)] = 07 [hf)a hgm)] =N 5n+m,067
(n) (m) _ (n+m) (n) (m) (n+m)
[Eial’ E:F(Ot1+a2)] - :FE:FOé2 ) [E:th’ E:taz] :i:E +(a1+ag)?

[E™ E™] = "™ 40, oet, (B0 E™ 4 = b g ofs

a1 -1 a1+ag —]—Q

(m) _ (m) _
{E?Fa27 JFag} - O {E +(a1taz)’ Ei(a1+a2)} - O’ {EjFoQ’ ¥(a1+a2)} - 0’

(EW B} = b —ng,yoe,  {EY) Yy = B (5.6)

A superdlgebra 51(2,1) pode ser decomposta em subespagos de grau inteiro,
associados a bdsons, e semi inteiro relacionado com os férmions. Essa divisao
é feita introduzindo o operador de gradacao Q:

—a2) i(a1+a2 ¥a2

1
Q=2D+ S (5.7)

- d
onde D = )\ﬁ é o operador derivacio e satisfaz & [D,T™] = nT™. Aqui
T = {H", B}
Segundo essa gradacao a base escolhida é dada por:
F1(2n+3/2) _ (E(”‘H/Q) E&Z—H)) (E(”‘H) _ E(n+1/2)),

a1+tasg —Q]1—a2 —Q2

F = (B, =BG+ (BUL - BLG),
GImY = (B, + BET) + (BUSYS + BLL),
G = (B BT + (B, + BUGT),
K = =B - B,

K2(2n+1) o hS:LJrl/Q)_i_hénJrl/Z)’

M1(2n+1) _ E(n+1) E(n)

—Q1 a1 )

MP = plm, (5.8)
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No apéndice A apresentamos a superalgebra satisfeita pelos geradores acima.
Definimos um elemento semisimples dessa superalgebra,

EW =KW 4 g (5.9)

Teremos que o kernel IC desse elemento em g = s~l(2, 1) é dado pelos elementos
de g que comutam com EW isto é,

K={zesl(2,1),[EY, 2] =0 ou [EW, 2] x &},

e a imagem M desse elemento sao os elementos de § que nao comutam com
E(I), ou seja,

M = {z e sl(2,1),[EWV, ] # 0}.

Assim, com as relagoes de comutacao e anti-comutacao para os geradores em
(5.8) encontramos que,

Mipoe = {MPD MEY Mpe = {GE2, G,

ICBose - {K{Qn—H)a K§2n+1)}7 ICFermi = {F1(2n+3/2)7 F2(2n+1/2)}-

ou seja,

g2, )=g=Maok . (5.10)
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Capitulo 6

Par de Lax do modelo
sinh-Gordon supersimétrico

N =1

Neste capitulo, vamos escrever o par de lax e a formulagao de curvatura nula
para o modelo super sinh-Gordon. A construgao do par de Lax é baseada
na superalgebra sl(2, 1) mostrada no capitulo anterior. Entao consideramos
a forma para o Lax proposta em [11], temos

./4+ — E(l) - (9+B B(_l) + Al/Q,
A = BE"YB 4+ Bj,,B7!

onde
0), ,» - . _
B = Mt A, =9GP =G5

Os campos ¢ e v sao bosonicos, ja os campos ¥ e 1) sao fermionicos.
Assim usando a seguinte identidade,

1
elTe ™ =T+ [L,T)+ 5[L, [L,T)] + ...
Podemos calcular cada termo separadamente, assim

O A (— O, _ _
€¢MQO +”CK£ 1)6_(¢M20 o) — Kf b cosh(2¢) + Ml( l)s,enh(2gb),
e¢]V[2(O)+uéK2(—1)e—(qﬁMz(O)-i-Vé) _ Ké_l) .

30



Assim temos que

BEYB' = KUY 4+ KUY cosh(2¢) + M Vsenh(29),

0.BB' = MVo,é+ev.
E o termo que falta sera
Bj,l/gB_l _ ¢6¢M2(0)+y6Gé—1/2)6—(¢M2<0)+yé)
- wGH/”+w<z>[M§°%G§*”2>] + M, M
b M, [ §°>,[M§°’,Gé‘””m+...
_ ¢G (-1/2) —wng(‘”” —
LN EY: é“%Ff*””n
_ ¢G (-1/2) @DﬁbF( 12) 4 ¢¢2G —1/2) |

T RN S

1 _
— MY, FTP) -

MO GU?

2

I+

= ¢G;“2 YoM 4 g Gy ,w¢3Ff‘1/2>+...

= pGiY? <1+l¢2+...) — Y <¢+%¢3+...)

= PGS cosh(g) — $F T Psenh (o) .

Substitundo esses resultados nas equagoes (6.1) e (6.2), e escrevendo os ger-
adores em (5.8) em fungao do parametro espectral efetivo A, que atribui grau

aos geradores da superalgebra, obtemos

A = N V2[(=Bayyan + B oy)e® +hy +hy] = AN 'Ey e —E_,e7% —
¢(Ea2 - E*a1*a2)€7¢7
A-i— = _)‘E—m + Al/z[h-&- +ho + QZJ(EOQ + E—Oq—az)] o EOq - h18+¢ +

+ 1/_}<E041+a2 + E—O@) - éa—l—y :
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Teremos entao o seguinte par de Lax

NP—de 1 W
Al = ) M2 o.6 A% |, (6.3)
)\1/21; 1; 2)\1/2

ATV N2\ V28
A =] —e2 A2 —pe? : (6.4)
e ATVPpe?  2n7?
Pode-se verificar ainda que, a partir da equacao de curvatura nula
O A —0_ Ay +[AL, A= 0 (6.5)
obtemos apds comparar as poténcias de A

0,0_¢ = 2senh(2¢) + 2¢psenh(e), (6.6)
aer = 2’1/_} COSh<¢)7
O_1) = 21 cosh(¢)

que sao as equacoes de movimento do modelo sinh-Gordon supersimétrico.
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Capitulo 7

Matriz defeito

Como mencionado na segao 2.3, existe um sistema de equagoes diferenciais
parciais associado aos sistemas integraveis. Tal sistema gera a equacgao de
curvatura nula, e portanto as equacoes de movimento do modelo. Vamos
reescrever essas equacoes aqui, introduzindo as coordenadas do cone de luz,

0.0 = — AV g™ (7.1)

1
onde definimos Ay = —§(V +U).

Considerando uma nova solucao para o problema acima, dada por

v®@ — g (7.2)
Entao
097 = 0, (K¥W) = (0. K) ¥ + Ko, v
_ (8iK)K_1‘1’(2) _ K.Ail)‘ll(l)
= QR - KAVK | 0@ = — AP
Logo

AY = KAVK — (9, K)K ™!
que nos leva a seguinte transformagcao
K =KAY — APK (7.3)

, . . 1 2 ~
onde K é chamada de matriz defeito, A;) e Ai) sao os pares de Lax para
duas solugoes distintas do modelo em estudo, como mostraremos nas secoes
a seguir.
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7.1 Modelo sine-Gordon

Para o modelo sine-Gordon temos

1 1. 3 1 i
- Zhe2? - — )\ lem3?
28+gz$ 2)\6 0_¢ 2)\ e

A = , Al

1. s { | J
—5)\6 2 —§6+¢ 5)\ 162 —8,(b

(7.4)

E, nesse caso A$ ) e Af ) estdo relacionados, rescpctivamente a duas solugoes
¢1 e ¢ da equagao (3.1) e A é o parametro espectral efetivo. E ainda a matriz
K a ser determinada, é proposta nesse caso da seguinte forma

K=a+)\'84+ )%y (7.5)

onde «, [ e y sdo matrizes 2 x 2. As equagoes em (7.3), juntamente com (7.5)
nos fornece um sistema de equagoes para «, [ e v, que pode ser separado em
dois subconjuntos. Resultando assim em duas formas distintas para a matriz
de defeito.

Do primeiro conjunto formado pelas componentes aq1, a2, Bo1, 12, Vi1, Yoo
temos

_i i i _i
an = ape 19, ag =apet?, i =cpet?, oy =cpem 17 (7.6)
Nota-se que o termo (91 pode ser parametrizado da seguinte forma:
_ip i
521 = b21€ 2A€4p (77)

onde foi incluido o campo auxiliar A. Assim, substituindo os resultados
anteriores nas equagoes envolvendo 0y ary1,0_711, 04 PBo1, O_Pa1, Oy P12 € O_P12
teremos, respectivamente

. 1 _ip i i
i0.q = _2a11 (5216 2A€2p+5126 4p> )
1 [ 13
i0_q = — <5216_5A + 5126117) ;
2011
C i i i i
10N = —%1211 e2hem2P (eiq — e’5q> ,
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i0_(A—p) = —-Lesh (e%q — e*%q> :

_E
i C11 i i i

Oy P12 = _Zﬁlg O.p+ Tew <ezq . 2q> ,

a,ﬁ12 = 2512 (9,p + %e_ip (e%q _ e—%q) . (78)

Essas sao as transformacoes de Backlund tipo II para o modelo sine-Gordon.
Uma solugao possivel para esse sistema é [5]

Bio = _%651\@—11’ <€§‘1 e 2l 4 77) (7.9)

onde 1 é uma constante, p = ¢1 + ¢ € ¢ = @1 — ¢2. Logo, escolhendo a;; =0

i 1 i 1 QA i i i
e_4q-|—ﬁcne 19— —pyettem P <e2q+6 2q+77>

2\
K = . (7.10)
ngle_§AeZ” e1? 4 ﬁcne_ﬂ
E considerando os limites especificados em [5] para ¢;; = 0:
b216_5A = B, b2165A — O, %651\77 — B . (711)
A matriz K sera
1 1 1
e 41 —XBe_Zp
K = (7.12)
1 7 7
— BeaP 14
\ Be e
onde B é constante. E portanto as equagdes em (7.8) se reduzem a
1
0-p= % sin (g) . 9.q= Bsin (g) (7.13)

que sdo as mesmas transformagoes apresentadas em (3.3) e (3.4) com B = w.
Pode-se mostrar ainda, que de fato os campos ¢, e ¢ satisfazem a equacao
de SG [5], ou seja,

Doy — 071 = siny,
iy — 0y = singy .
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Da mesma forma, para o segundo conjunto, contendo os elementos ays, aoq,
Baa, P11, Vo1, Y12 foram obtidas equacoes similares e com resultados parecidos.
E nota-se, que as equagoes desse segundo conjunto estao relacionadas com o
primeiro, através da seguinte tranformagao p — ¢, ou ainda ¢y — —¢o [5].

7.2 Modelo super sinh-Gordon

Nesse caso vamos considerar a seguinte expansao para K
K=a+ 1234 \/2y (7.14)

onde agora «, (3 e v sao matrizes 3 X 3 e A$ Ve Af ) estdo relacionados & duas
solugbes das equagoes em (6.6).

Nas segoes seguintes calculamos explicitamente a matriz K para os casos:
bosonico, fermionico. Em seguida apresentamos a forma geral de K com
ambos os campos bosonico e fermionico. Os sistemas de equacoes que foram
resolvidos para cada um desses trés casos sao apresentados no apéndice B.

7.2.1 Caso Bosonico

Fazendo 1) = ¢ = 0 entdo

A2 9,0 -1 0
A, = ) AN240.0 0 :
0 0 2A1/2
A2\
A = | —e X2 0 : (7.15)
0 0 2A71/2

Da primeira equagao em (7.3) e usando (7.14) encontramos apds igualar as
poténcias de A que

Qg = 11, 722 = 711, 723 = —Q13, Y31 = —Q32

az = 0, 7m2=0, 73=0 732=0.
E da segunda equacao em (7.3) temos
Bz = —e’' Bgy = —ePT Qg = 11€%9,  Pog = Br1e™
13 23, P32 31, Q22 e, P 11

ag; = 0, Po1 =0, Bay=0, B3 =0
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onde introduzimos as variaveis p e ¢ que relacionam as duas configuracoes
dos campos como,

p= o1+ 2, q=¢1—¢2 . (7.16)
E assim temos resumidamente os seguinte resultados
B = bue?, Bis=bse 7, o= a23ef<p27q)
~(p+a) ptg

azy = azie 2, Pyp=bpe T, Y =71 =,
04 b1z = Baz — P11 + P1204p,
O4vo1 = —72104p + Br1 — P2,
0P = € Iy —e PHIgy,,
O_Pra = ~ui(e?™C — ePta),
0_yo1 = %1(6—(19—11) — 6—(p+q)) (7.17)

onde escolhemos as constantes fermionicas (ass, ais, as, asz) iguais a zero.
Assim o sistema se reduz a

1
0rq = —(va1 — ﬁm);
C11
1
0_q = —b—(ep%l — e PB),
11
0412 = P1204p + bii(e? —e™9),
0_f12 = —cnef(e?—e™?),
O04Y21 = —72104p — bii(e? —e™7),
0_v91 = cpePle?—e™?). (7.18)

Introduzindo o campo auxiliar A de modo que

A—
Y1 = cae” P
Encontramos que as equagoes envolvendo d.q e 01791 ficam

1

0rq = —(021€A7p—512),
C11
1
0_q = —b—(CmeA—e*pﬂu)’
11
oA = —@e”‘/‘(eq—e‘q),
C21
O_(A—p) = e M(et e, (7.19)
C21
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que juntamente com as equagoes para 0y 1 € 0_f12 em (7.17). Aqui também
identificamos o sistema acima como o Backlund tipo II para o modelo sinh-
Gordon supersimétrico N = 1, uma solucao compativel é

b2 = Cglep_A(eq +e 1+ . (7.20)

Assim teremos que K é dado por

)\_1/2b116_q + )\1/2011 /\_1/2C21€p_A(€q + e 9 + T]) 0
K = )\1/26216A_p )\_1/2[?116(1 + )\1/2011 0
0 0 ass + )\_1/2b33 + )\1/2033

No caso limite onde A = 2 = cte, e para (2, n grandes e c; pequeno, encon-
tramos que

core™ = B, core My — B, core ™ = 0. (7.21)

onde B é constante. De modo que escolhendo b;; = b33 = 0 a matriz fica

A2¢, ATYV2Ber 0
K = | A2Be? MV 0
0 0 ass + )\1/2633
(7.22)
Além disso as equagoes em (7.19) ficam (com ¢q; = 1)
0,q = —2Bsenhp,
2
o_p = Esenhq (7.23)
que sao as transformagoes de Backlund tipo-I para o modelo sinh-Gordon.
2
onde B = ——.
w

7.2.2 Caso Fermionico

Agora para o caso fermionico fazemos ¢ = 0, assim

A1/2 —1 @Z_J )\—1/2 _/\—1 _)\—I/qu)
A= =X M2 A2 |, A= -1 XV/2 -y (7.24)
)\1/2,& ,J) 2)\1/2 ¢ A_1/2¢ 2)\—1/2
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Como na se¢ao antereior vamos usar as equagoes (7.14), (7.3) e igualar as
poténcias de A, para obter K explicitamente. Obtemos primeiramente

Bi1 = b, B33 = bss, 711 = C11, Y33 = €33 -

Com esses resultados vamos analisar as seguintes equacoes,

13 + Y23 = 1/;2033 - 0111/;1, a3y + Y31 = 033@/;1 - l520117
as) + P32 = bsszhy — YPabiy, ao3 + P13 = b1y — Pabss .

Podemos escolher convenientemente c33 = ¢11 e b33 = by; = 0, e introduzindo
o campo auxiliar f;

7 W, — —
Ji= %(wl +1ha) = Z(% — 1) . (7.25)
De tal forma que
_ _ 4ic
Q13+ Y23 = —cn (P — ) = wllfh
513 = —Qa3, 532 = —Q31 .

Gerando as seguintes transformacoes de Backlund:

0.f = L),

W asg , — —
o fi = Eﬁ(% +19)
C11
. 2
E com ¢;; =1 entao —cy; = a3 = —B = —-
w
Assim encontramos as seguintes equacoes,
a+¢k = Z&ka
0_Yr = 2y,
Y1 +py = —2iwfi,
- - 49
Yr—1 = ——fi,
W
w
O-fi = (=),
i - _
O = ;(1/}1 + 1) . (7.26)
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Por simplicidade escolhemos também: asgs = 31, (13 = 703 € ainda obtemos
as3 = az; = 0. Teremos portanto que a matriz defeito sera dada por

21
)\1/2011 )\71/28 _chlfl
w
21
K = A2B A2y NP f . (7.27)
w
27

/\1/25011f1 _;Cllfl"f’ —B+ \?¢yy

7.2.3 Caso Bosonico-Fermionico

Como nos casos anteriores das equagoes em (7.3) e usando (7.14), e inicial-
mente teremos:

Vi1 = Ci1, Y33 = C33, B33 =033, Y2 = Y11,  Paa = bage?, B =bpe .

E vamos convenientemente fazer as seguintes escolhas bz = —b11, ¢33 = 11,
Q32 = —Qq3, Y31 = —723, de modo que ao introduzirmos o campo auxiliar f;
dado por,
i

q
2w cosh (2

1 o
1= 1 2 1— U2 7.28
h= @ = Gy 029)

ficamos com

4ic P
a3ty = —(y31+ase) = wn cosh (‘) f1,
~(p+q) - ~(p—q)
31€ = + Bs0e = (azgequ + Bize e ) = 2iwbqy cosh( > fi.

Das expressoes acima notamos que podemos escolher adequadamente 13 =
aozef B30 = aziel e 93 = aize P tal que todos esses elementos sejam
proporcionais ao campo fi, como segue

. _bp . _b 2 b
Qo3 = —twbjie” 2 fi, asp = twbie” 2 fi, 3 = —5011€2f1 .

Notamos que para os elementos bosonico de K devemos resolver o seguinte
sistema de equacoes
1 21
0iq = . (21 — Br2) + ;senh ( ) fl(% + ¢2)

11
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1

0_q = — [Brae™ —yme],
bi1
OyP12 = [Pr204p + 2byysenhg,
Oyvo1 = —72104p — 2biisenhg,
2%,
0_f1a = —2c1€Psenhg + YU opsen h( )fl(wl ),

21
0_v91 = 2cq1e Psenhq — 21 —rge nh( )fl(wl o) .
w

(7.29)

Tal sistema para a parte bosonica é o mesmo que aparece em (7.18). Logo
podemos usar os resultados do caso bosonico (com defeito tipo I) com 7y, =
Be ™ B9 = BeP e ¢;1 = 1, by; = 0, para obter as transformacoes de Back-

lund:
21
0,q = —2Bsenhp+ —senh ( ) f1(¢1 + @/12)
2 2
o_p = _EsenhQ+ B—senh( >f1(¢1 Pa)

Portanto a matriz de defeito sera dada por

21
)\1/2011 )\_1/2B6p —chle2f1
w
K = )\1/2B€7p )\1/2611 )\1/2%611€7§f1
w
21

1/2 -z 2i » 1/2
—ANPZepe” i —Zcper fi+ =B+ My
w w
E ainda encontramos as seguintes equagoes para 0s campos

0,0_¢r = 2senh(2¢y) + 2¢U,senhey,
O_1, = 2y, cosh ¢y,
Orthpy = 2ty cosh oy,

2 21
o_p = —Esenhq+ B—SGHh< )fl(%/fl s),
0rq = ~2Bsenhp + —sen (L) (0, + ),

V1 + Py = —22wcosh< )fl,
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1;1—152 = —%COSh (g) f1,
0y = ot (5) (),
(9_f1 == ? cosh <g> (¢1 — wg) . (731)

Os célculos detalhados para a obtengao dessas equagoes de movimento estao
no apéndice B.
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Capitulo 8

Quantidades Conservadas

Nesse capitulo vamos seguir o proposto em [5, 17, 18], para encontrar uma
funcao geradora para o conjunto infinito de quantidades conservadas. Aqui
essa abordagem serd aplicada ao modelo sinh-Gordon supersimétrico.

8.1 Teoria sem defeito

Sendo o problema linear mostrado no capitulo 7

OV =—A T, 9 VU=-AT (8.1)

1
onde as coordenadas do cone de luz sdo x4 = x+t e portanto 0y = —(0,£0;).

EaindaU=A4=A_-A,, V=A,=—(A;+.A_). Podemos reescrever
o problema acima como segue

oV =UV, 0,V =VVv (8.2)

onde no caso do modelo sinh-Gordon supersimétrico N = 1, U e V sao
Uy

matrizes 3 X 3, ¥ é um vetor coluna dado como ¥ = W, |, sendo as
6\113

componentes Wy, Wy, W3 sdo bosonicas e € é um parametro fermionico. Em
C.3 apresentamos outra forma para V.

O sistema de equagoes diferenciais parciais em (8.2) gera as seguintes equagoes,
para seus respectivos elementos de matriz:

OV, = UnVy+ UV +UisVUse, 0,V = ViU + VigWo + VigWse
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Oy = UgpVUy+ UnWy + UsWVWse, 0,Vy = VorWy + Vo Uy + VazWse
€ 0V3 = UsgWze + U Vi + UnWy, € 0, W3 = VagWze + Vi Uy + Vi Uy .
(8.3)
Vamos considerar a primeira equagao do sistema acima, correspondente a

primeira linha do problema em (8.2), multiplicando essas equacdes por Wi*
teremos

(8t\111)\111_1 == U11 + U12\1/2‘I/1_1 + U13\I/3\I/1_1€,
(0, 91)07" = Vip 4+ VWU + ViUl e
Derivando a primeira em relacao a x e a segunda com respeito a t, teremos

896[(@\111)\111_1] = 836 |:U11 —|— U12\I’2\111_1 —|— Ulgqjg\pl_ld >
Q[0 0)TT] = 0 [Vir + Vig Wl + VigWs Wi 'e]

Subtraindo essas duas expressoes e usando a condicao de integrabilidade
0.0, = 0,0, encontramos a seguinte equacao de conservagao,

O Vi1 + Vial'ay + VisT's1] = 0, [Ury + Urel'ar + UpsDs] (8.4)

onde definimos as funcdes auxiliares T'y; = WUt Ty = eW3¥ !
O primeiro conjunto de cargas conservadas serd entao

L= / dr [Vii + Viol'ar + Vislai] (8.5)

o0

Com esse mesmo procedimento pode-se obter os demais conjuntos das quanti-
dades conservadas, para a segunda e terceira linhas em (8.2), respectivamente

I, = / dr [Vay + Vorl'1p + Vasl'p] (8.6)
Is = / dx [€Vag + Vaol'as + VarI'is), (8.7)

ou seja, para determinarmos tais quantidades devemos obter as fungoes aux-
iliares I'. Para isso notamos,

0,091 = 0p(VUaWih) = (0,00) Wt + Wy(0, 07 =

(0, W)Wy H — WU (0,01 Wy = (9, Wq) Wy — Ty (9,01) 07
(Voo Ws + Vay Uy + VosWse) Ui — Doy (Vi Uy + VipWs + VigWse) !
= Va1 + (Voo — Va)Day + VasDay — Vig(Da1)? = VigTai Ty (8.8)
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Analogamente para 0;I's;
OLa1 = Uz 4 (Usg — Un1)To1 + UasTa1 — Ura(T1)? — Ul . (8.9)

A forma do Lax desse modelo, nos permite usar para a obtencao de quanti-
dades conservadas, como o momento e a energia os conjuntos referentes as
equagoes (8.5) e (8.6). Assim as equagoes restantes satisfeitas pelos I', que
usaremos sao

0. l'51 = Vi + (Vag — Vin) g1 + Vaal'oy — VigI'oi sy, (8.10)
O0:l'30 = Vag+ (Vg — Vag)'g0 + Va1 I'yg — Vo I'1olse, (8.11)
0.0 = Vig+ (Vip — Vao)T'1o + Viglse — V21(F12)2 —
Vasl'ial'so (8.12)
e
Ol'sy = Usy + (Uss — Up1)ls1 + Usal'gy — UpsDlon 'y, (8.13)
Ol'sy = Usy+ (Usg — Us2)'s3 + Uz o — U I'oDs0, (8.14)
Ol = Upp+ (U — Up2)lyg + Upsl'se — U21<F12>2 —
UasT'1al's2, (8.15)

onde definimos '3y = e\lfg\llgl, I = \Illllfgl.

As fungoes I' podem ser expandidas em poténcias positivas e negativas do
parametro espectral efetivo A [7, 17, 18], e entao as equagoes (8.8), (8.10)-
(8.12) sao resolvidas recursivamente para cada coeficiente, como veremos a
seguir. E as expressoes (8.5) e (8.6) fornecem uma expansao de I em termos
de A, e assim obtemos um conjunto infinito de quantidades conservadas.
Mostraremos na secao seguinte, que o momento e a energia sao dados como
uma combinacao linear do conjunto em I; e I com A2,

Vamos agora, desenvolver os cdlculos usando o par de Lax em (6.3) e (6.4).
Teremos que para o primeiro conjunto de cargas conservadas [; devemos
resolver as equagoes (8.8) e (8.10) logo,

01 = Ate 2 — (Op + 0p)p T'a1 — (/\1/21; - e_d)l/f) I3 —

— (1 + )\71€2¢) (F21>2 + ("LE - )\71/26(;31#) F21F31, (816)
,Ts1 = =A% —qpe™® — (AW A2 %(az + 8t)¢) Ty —
- (@E + A_l/zwed)) F21 — (1 + )\_1€2¢> F31F21 . (817)
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Vamos considerar as seguintes expancoes para I's1, I'31, a fim de resolvermos
as equacoes acima

Z A2, Z AM2E) (8.18)
Das equagoes em (C.1) notamos que
oY [1+erf?] = o,
2
oty e —eeni] e - (1Y) < 0.

—2¢

Ou seja, temos entdao duas solugoes possiveis: 1) se Fgll/ D= e entao
Fgﬁ) = 0; 2) se Fgll/Q) = —e 2% logo ng) o 1. Ao substituirmos ambos

os casos no sistema (C.1) vemos que para o primeiro caso os coeficientes sao
obtidos de forma recursiva, enquanto que no segundo caso isso nao ocorre. De
modo que vamos escolher como solugao o caso 1). Desse modo encontramos
que

rY = o, (8.19)
2 _ o2 (8.20)
1
Y = 50— e, (8.21)
(3/2) 1 N 2y, 1 2 -2
D = (=) 5P (1) + o[ (%= 0o | e =
- 411(33 — 0:0,)¢ €%, (8.22)
1 1\ 1 _
M = 500 - 0.0 (‘b + 5) — 50 = 09 ey -
1 1 _ _
- g(a’r - at)¢ 6724)1/}811# - Zeiqﬁ (672(ZS + 1) (@@/ﬂﬁ + 2¢5’x¢) +
+ 4116_¢ (e — 1) O,hnp + é(@i’ —0%20,)p e —
1
- g(@m — 8t)¢ (83 - &C@)qﬁ 6_2¢, (823)
ry = o, (8.24)
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Iy = ey, (8.25)

M) = S0 L8 (L e ™) - 10— 000 e, (8.26)
DY = ey (1 e™) 4 1000 ¢ 4 10,0 — Lo b0 +
b0 (L4 €)= 2o 00,0+ (0.~ )0 ¢ 0.0 +

b 0006 ey (8.27)

De (8.5) teremos o primeiro conjunto de cargas conservadas

> 1
L = / dz [— A2\ 50 +0)0 + (T4+ A1) Ty +

[e.9]

+ (/\_1/2€¢@Z) — ?,E) Fgl] . (828)

E com os valores dos coefecientes dos I''s obtidos anteriormente, primeiro

~1/2 0 L . ..
Vemos que ]f P =0el 1( ) nos fornece a carga topoldgica. Sendo a primeiro
contribuicao dada por,

]1(1/2) = /oo dx {—1 + cosh 2¢) + %[(@c —0))¢]? + %1/](%@/} + 2y cosh p| .

—00

(8.29)

Vamos agora considerar a expansao em poténcias negativas, como segue

o pn/2) o pn/2)
F21 = 2 1%7 F31 = — ;71/2 . (830)

Nesse caso novamente encontramos duas possiveis solugoes, vindas de
+1, mas da mesma forma notamos que para resolvermos as (8.16), (8.17)

. A (—1/2 o .
recursivamente devemos ter (Fg1 /2 = 1), como indicado pelo sistema de

equagoes em (C.2). Logo as componentes de I'y; serao,

~(—1/2
P12

~(—1/2
i =, (8.31)

1
I —5 0 + 09, (8.32)

~ 1 1 _
2 = Z(ag +0,0,)6 + S (8, + 0,)¢)* — senh2¢ + Ysenhp,  (8.33)
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M) = S0+ 000 ¢ — Suddsenhg — (D, +0)p ¢ +
b0, + 206 — (00 + 32006 — (00 +D)6(0E + 2,06 +
+ 0Oy¢cosh2¢p — %W/@xqﬁ cosh ¢ — %(&cww + 90,1)senhg . (8.34)

E para I'3; teremos,

A

) = —v, (8.35)
A 1 _ 1 -
r{? = 7 (0x +0)¢ ¢ + 5000 — P cosh ¢, (8.36)
. 1- 1 1 -1 -
) = 50 (14 6*) + (0. +0)6 ) — (02 +0.0)¢ & — (020 +
1 1 1 _
+ 5 ) cosh ¢ + §wsenh¢ 0rp — g(ax + 0y 01 . (8.37)

E como anteriormente teremos do primeiro conjunto de cargas conservadas,
a primeira contribuicao nao nula sera,

fl(—l/Q) _ /oo dx {1 + %J,ax@@ — é (0, + 8t)gb]2 — cosh 2¢ — 241 cosh ¢

(8.38)
Agora as equagdes (8.12) e (8.11) ficam
T2 = 1+ X7+ (0, +0)¢ Ta+ (A2 — ) T'gp —
— (A +e®) (T12)? + (N2 — e %) Tiolss, (8.39)
Ouls = —tp—A72elp + (%(ax + ) — A2 — A‘1/2> T —
(A2 4 e ) Tia — (A + ¢ 729) Tyl (8.40)

Novamente podemos expandir I'15 e '35 em poténcias positivas e negativas.
Vamos considerar primeiramente a seguinte expansao,

Ty = Z A2/, ZAWF("/Q . (8.41)
n=—1
Teremos
PCU2 g2 (8.42)
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ry = —% (0r — 0y) ¢ €%, (8.43)

1, 1 1
r{y? — §€¢1/1¢ (1—e*)+ 2 (1—e*) + ] [(0: — D) ¢ )7 e +

+ % (92 = 9,0,) ¢ €*°, (8.44)

rO — ey, (8.45)
1 1 1

riy? = —51/1 (1+¢e*) + Z(ax — )¢ e’ + §e¢8rw : (8.46)

Da equagao (8.6) obtemos o segundo conjunto de cargas conservadas

o 1 —
I = / dx [‘5(@ + )0+ (A + 6_2¢) ['2 + (€_¢¢ - >\1/2¢) ['3s —
A2 \2) (8.47)
Novamente a primeira contribuicao diferente de zero serd na ordem A2,
o 1 1 -
0 / do [ =14 5 [0 = 00)0] + 5.0 + 2tp cosh o +
+ cosh 2¢] : (8.48)

E para a expansao em poténcias negativas

o f(n/2) . fin/2)

rlg_z R Z; - (8.49)

E portanto das equagoes (8.39), (8.40) encontramos

ny? =1, (8.50)
. 1
My = 50 +at)¢ (8.51)
. 1
B = Gusenho + £ [0, + )6 — (02 + 2,06 +

+ senh2¢, (8.52)
My = -, (8.53)
rY = o, (8.54)
. 1- 1. -
Yy = ~ %0+ 0)0 — eoshé + S 0:0 (8.55)
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Do segundo conjunto de cargas conservadas em (8.47) obtemos a primeira
contribugao dada por

o 00 _ 1 1-. -
]2( 1/2) _ / dx [QWJ cosh ¢ + S (0, + 8,0 — 51#8951# — 14

+ cosh 2¢} . (8.56)

Notamos que fé_lﬂ) = _f£—1/2) e 151/2) = 11(1/2), podemos entao definir as
quantidades

]I(+1/2) _ 11(1/2) _|_12(1/2)7 ﬁ(—1/2) _ 15—1/2) o ]i—l/z) ) (857)

Nos encontramos entao que as expressoes para a energia e o momento sao
dadas por,

oo

E = IWY2 L1612 = / [4 cosh 2¢ + %((%(b)Q + %(@(;5)2 + 81 cosh ¢ —

p o= fC12) _p+1/2) = / - dz 0,00, — VO, — O] (8.59)
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Capitulo 9

Contribuicoes do Defeito

No capitulo anterior foi apresentado o formalismo, que permite obter as in-
finitas quantidades conservadas, em uma teoria sem defeito. Agora veremos
como a introducao do defeito afeta tais quantidades. Para isso vamos con-
siderar como nos capitulos anteriores um defeito em x = 0, com isso (8.5) e
(8.6) ficam

0
I, = / dx [Vn +V12)F21 +‘/1(?,1)F }4‘

—0oQ0

b [ o [P v vr
0

0
L= [ o [V ury +V2<;>r32}+
+ [ [+ viTE virg]

(9.1)

Derivando em relagdo a t e usando (8.4), teremos para o primeiro conjunto
de cargas conservadas

dZ,

1 1 1) 2 2 2 2 2
== o+ oBr® +ulry) - v —vrd —uPrd] . o2

r=
De forma anéloga para Z,

dIz

1 1 1) 2 2 2 2 2
== Ul + U + Uy - U - e - o . 3)
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Podemos ainda encontrar a relagao entre as fungoes Fgll), ng) e F%), F%)
usando (7.2), ou seja,

1
v =go®  w@ = g | . (9-4)

Da mesma forma como definido no capitulo 8, \Ifgz), \Ifgz), \If:(f) sao com-
ponentes bosonicas e € é um parametro fermionico. Portanto teremos as
seguintes expressoes

v = K0 4+ K 4 K e, (9.5)

‘1152) = K21‘I’§1) + K22\II§1) + K23‘I’g1)€7

v = Ky U 4 KUl 4 Ky wle

Para (9.2) vamos obter as seguintes relagoes entre os I'

TR (W) = (KU 4 KW 4 Koy W) (0Y)
K21\I/( ) + K22\1/( '+ K, \I/( ) (\Ifgl))fl
K0 + Kpul 4 Kpoie (0
) Kot + KTy + KpT'§)
K+ K12F(1) + K13F(1)

e ainda

r@ _ Bat KTy, + Kasll) 9.9)
31 = . )
K+ K12F§11) + KISFgll)

Em adi¢ao obtemos também

Ko+ KT + K1) r@ _ Kt KTy + Kyl

I‘(122) = ) 32 — .
Koo + Kleglg) + K23F§,12) Koo + K21F§12) + K23F§,12)

Vamos explicitar os cdlculos para o primeiro conjunto, para os demais con-

juntos os resultados seguem da mesma maneira. Substituindo os resultados
(9.9), (9.8) em (9.2) teremos

dZ,

L { [Uﬁ) (Kll + K12Fgl) + K13F(1)) Ug) (Kn + K12F§1) + K13F(1)>
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T (Ko A0 16) = 08 (Ko R+ 1)
U (K + Kol + Kt ) = U (Ko + Kl + KTl | =

- <K11 + Kml—‘éll) + K13F§11)> } _
(9.10)

e considerando a primeira linha para a equacdo matricial 9,5 = UPK —
KU (1), podemos reescrever a equacao acima como

% - { [ — 9K — 0Kl — 9T -

Kis(U§) + (U — UTY + UGT - U Tiry) -

KUy + (U — Uy + UR)ry) — U (0))? = U Tri)| +
- <K11 + KlQFéll) + KlSFg[)> }x:(],

onde identificamos 0;I'y;, 0,31 dados em (8.9) e (8.13), respectivamente.
Logo,

1 1
T, _ dD; _ -0, <K11 + KTy + KlSFZ(ﬂ)> ©0.11)
dt dt Ky + K12F§1) + K13F;(;11) ’

z=0

ou seja, a contribuicao do defeito para o primeiro conjunto de quantidades
conservadas serd

Dy =—In [KH + K, 4 Klgrgﬂ L (9.12)

E repetindo esse procedimento para o segundo conjunto as contribuigoes do
defeito serao

DQ = —1In |:K22 + K21F§12) + K23Fé12):| 0 ; (913)

onde K é a matriz do defeito obtida anteriormente, dada em (7.30).

dD
A fim de resolvermos as equagbes para —L em (9.11) devemos expandir

D em poténcias de A e multiplicar pelo denominador, assim para poténcias
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positivas temos

0 2)
(dD§ D apdD

dt dt ) (KH + Kply + K 13F(1)>

- [atKll + O <K12F(211) + K13F;(:,11)>] : (9.14)

e para poténcias negativas

A
a dt

B0 Ap12)
( 1 128 L (Ku + K12F§11) + K13Fi(”11)> -

. [atKn + o, <K12r§11> v Klgrgﬁ))} . (9.15)

E de maneira andloga para D,.

9.1 Caso Bosonico

Vamos considerar primeiro o caso puramente bosonico (¢ = ¢ = 0). E para
poténcias positivas obtemos

DO = dV(¢, — ), (9.16)
1
DA — g/ | 2g g 4 Sletise| (9.17)
2 B
DY = —déo)(¢1—¢) (9.18)
Py _dg1/2>[ S0 +%e‘(¢’1‘¢2)} : (9.19)
E para poténcias negativas
PO — 4o (9.20)
e A B
D§ 1/2) _ _dg 1/2)_€¢1+¢27 (9.21)
C11
DY = O, (9.22)
N A B
Dg 1/2)  _ —dg 1/2)C_H€*(¢1+¢2) ) (923)
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onde dz(»o), dgl/ ?)_. sdo constantes de integracao.
Com isso definimos as quantidades

D12 — f)g—lﬂ) _|_D§—1/2)’ DHL/2) — D§1/2) —I—Délﬂ) '

Logo obtemos as contribuicoes do defeito para o momento e a energia, como
combinagao dos resultados anteriores como segue

4
Pp = w?cosh(¢; — ¢o) — "] cosh(py + @), (9.24)
4
ED = —u_)2 COSh<¢1 — ¢2) — E COSh(le + ¢2> (925)
W2
onde ¢;; = 1 e — = ——. E ainda foram escolhidas para as constantes de

integracao d§1/2> = cfﬁlﬂ) = —1.

9.2 Caso Femionico

Iremos agora analisar o caso fermionico (¢ = 0) e assim temos com os valores
obtidos para os I''s e igualando as poténcias de A,

C11 cry 2
pid — g2 [E + Eﬁflwll : (9.27)
C11 cr 2
D§1/2) _ _dgl/2) [E + Eﬁfﬂ’bl} . (9.29)
E para poténcias negativas obtemos
PO — o (9.30)
e A B 2 . -
Dg 1/2) _ _dg 1/2) {_ 4 .—f11/11} 7 (9.31)
C11 1w
1550) _ ({50), (9.32)
e A B 2 -
Dé 1/2)  _ —dé 1/2) {_ + .—fﬂ/)l} _ (9.33)
C11 1w
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Como no caso anterior encontramos

R 4 4i -
Pp =DCV DU = 2 - — 2iw fryn — —Zfl%
w? w
4 -
= W — R Uothy — Paify, (9.34)
A(=1/2) | m(+1/2) , 4 : di o
Ep=D +D = —w —E—l-?w)fﬂbl—zfl%

= —w’ - % — Pathy — 1521/_)1 . (9.35)

Notamos que podemos reescrever essas contribuigoes, usando a expressao do
campo f; dado em (7.25) por

1 _ _
Ji= —%(@/ﬂ + 1) = —4%(201 — ) .
Portanto
—2iw f1eh — %fﬂ;l = _%f1<1/_}1 +1h2) — 2iw f1 (1 — 2) — Y1ta + P1ahe

= 1he — Yathy — P1¢a + orhy — Y1the + P1ho
= othr — Yoty .

Analogamente para a contribuicao da energia
. 4i - - -
21w 1Py — Zflwl = —a1 — Paihy .

Entao as contribuigoes sao reescritas como

Pp = W— % — 1the 4+ 1P — 2iw f1 (1 — o) — %fl(lzl + 1),
(9.36)

Ep = —w— % — 19y — P1ahe + 2iw f1 (1 — o) — %fl(% +1b2)
(9.37)
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9.3 Caso Bosonico Fermionico

Vamos agora considerar a matriz (7.30) e para poténcias positivas

(1/2) _ (1/2) d)l @2 2 2
Dy di [ 0-¢1 + B + B zw ]’ (9:59)
Déo) = —déo)(cbl - ¢2) (9.40)
2 1 2
D§1/2) — _dgl/Z) [ —0_¢1 + CH ~(91=d2) 4 %E o flwll (9.41)

E para poténcias negativas encontramos

PO — 4o (9.42)
N A B P1+d2
pv = gt 1/2)[ pPrter 4 = L fﬂ/,l], (9.43)
C11 W
PO — 4o (9.44)
N . B 2 1+92
DEYD g {_e<¢1+¢2)+__ - *Wfﬂm] . (9.45)
C11 w

Com isso definimos as quantidades

D2 — Dgflﬂ) +D§fl/2)’ D+L/2) — D§1/2) +D§1/2) '

Portanto somando e subtraindo as expressoes anteriores, obtemos as modi-
ficacoes impostas pelo defeito ao momento e a energia, respectivamente

Pp = D2 _pHy) — 2 cosh(¢y — ¢g) — % cosh(¢y + ¢o) —
— 24wcosh <¢1 ¢2) fivr — —Z <¢1 il ¢2) fi, (9.46)

Ep = DWYD 4 DEY2 = 02 cosh(dy — ¢o) — é cosh(¢r + ¢2) +
+ 2w cosh <¢1 ; ¢2) flwl - ﬁ (¢1 ;— ng) fﬂzl . (947)
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E como anteriormente podemos reescreveé-las como

Pp

Ep

w? cosh(p; — ¢y) — (% cosh(¢1 + ¢2) — P1tPe + 11hs —

2iw cosh <¢1 g ¢2) J1(1 — 1) — %Cosh <¢1 ;— ¢2> f1(’@1 —HZ2),

(9.48)

—w? cosh(¢y — ¢o) — é cosh(¢y + o) — V1by — yha +

2iw cosh <¢1 g ¢2) fi(r —abo) — %cosh <¢1 —2'— ¢2> f1(by +1by) .
(9.49)
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Capitulo 10

Consideracoes Finais

Nessa dissertacao estudamos a estrutura de teorias de campos integraveis
na presenca de defeitos. Notamos que mesmo com a introducao de uma
condigao de contorno interna (defeito), a integrabilidade do modelo é preser-
vada por meio de um conjunto de condigdes na posi¢ao do defeito (z = 0).
Como definido a integrabilidade estd associada a presenca de um conjunto
infinito de quantidades conservadas, desse modo devemos obter essas cargas
conservadas. Para isso utilizamos, por exemplo a abordagem dada em [18], e
assim resolvemos de forma recursiva as equagoes de Ricatti em (8.8), (8.10),
(8.12), (8.11) e somando a contribui¢do do defeito obtida de (9.12) e (9.13),
teremos as quantidades conservadas modificadas. Em particular, calculamos
explicitamente as contribuicoes do defeito para a energia e o momento para
o modelo sinh-Gordon supersimétrico.

A fim de encontrarmos a matriz de defeito K, diretamente relacionada com
as contribuigdes do defeito, usamos o formalismo proposto em [6], em que foi
apresentado uma construcao geral de hierarquias superintegraveis através de
superalgebras, analisamos o modelo sinh-Gordon supersimétrico com N =1
onde usamos a superalgebra de Kac-Moody s~l(2, 1) e assim foi possivel obter
o par de Lax (6.3), (6.4), bem como as equagbes de movimento para o mod-
elo sinh-Gordon supersimétrico. Além disso, a partir da transformacao de
gauge (7.3) obtivemos as transformagoes de Backlund de tipo II, e a matriz
de defeito K, que relaciona duas configuracoes de campo em z > 0 e x < 0
para o modelo. Como proposta de estudos futuros esperamos considerar o
caso de defeitos tipo II, com a introducao de mais campos auxiliares, adi-
cionando mais termos a expansao da matriz K. A principio uma expansao
possivel seria K = o+ A\"Y28 + X2y 4+ N6
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Apeéendice A

Relacoes de comutacao e anti
comutagao para $§l(2,1)

[K£2n+1) K§2m+1)]
{F1(2’n+3/2) F2(2m+1/2) }
(2n+3/2) 1-(2m+1)

[Fy K7
[F2(2n+1/2) K£2m+1)]
{F1(2n+3/2) F1(2m+3/2)}
{F2(2n+1/2) F2(2m+1/2)}
{Fl(2n+3/2) G52m+3/2)}
{F1(2n+3/2) Gg2m+1/2)}
{F2(2n+1/2) G(2m+3/2)}

[Ml(QTH—l
[M(2n+l
[M2(2n 2m+1/2

2m+3/2 ]
]
]
[M1(2n+1) K(2m+1]
]
]
)

2m+1/2

[M1(2n+1) K(2m+1
[K§2n+1) K(2m+1

0,

[(2n + 1) — 2m]6n+m+1’06,

_[F1(2n+3/2) K§2m+1)] _ F22(n+m+1)+1/2
_[F2(2n+1/2) K§2m+1)] _ F12(n+m)+3/2

2(K2(n+m+l)+1 + K12(n+m+1)+1)

+1 + I(12(n—i-m)—&-1>7

(Kt
2M1 (n—l—m)—&—l)
_2M12(n+m+1)+1

Y

2M22(n+m+1) + [(27’L + 1) + 2m]5n+m+1,067

—2MEZTEY _ 9n 4 (2m 4 1)]0nme 106
GRnFmAD+1/2
1 )
20 (2m3/2)) _ ~2(n+m)+3/2
[M2 Fl ] G2
2(n+m)+1/2

2M22(n+m+1) ‘I— (TL + m)6n+m+17067
0,

_(n - m)(sn—i-m—i-l,oéa
2M12(n+m)+l
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(M5 K]
[G§2n+1/2)7 K}Qm-ﬁ-l)]
[G§2n+1/2)’K2(2m+1)]
[G§2n+3/2)7 K§2m+1)]
[G;2n+3/2)’K2(2m+1)]

{G§2n+1/2)7 G;2m+3/2)}
{ G§2n+1/2)’ Gg2m+1/2)}
{ G;2n+3/2)’ G§2m+3/2)}
[M1(2n+1)7 Gg2m+1/2)]
[M(2n+1 G(2m+3/2 ]

[ M2(2n 2m+1/2 ]
[M(Qn G(2m+3/2 ]

[M(2n+1 M(2m ]
[M(2n+1 M(2m+1 ]
(M3, My

[K£2n+1) K(2m+1]

0,

_Gg(n+m)+3/2

_Gg(n+m)+3/2
2(n+m

_Gl( + +1)+1/2,

2(n+m
_G1( + +1)+1/2’

[271 — (2m -+ 1)]5n+m+17067

2(n+m)+1 2(n+m
2(K . Kl( + )-‘rl)

—2(K; 2(ntm+1)+ ’

—F; ("+m)+3/2’
_F22(n+m+1)+1/2

K12(n+m+1)+1)7

)

—F;("+m)+1/2,
. F12(n+m)+3/2

I

_2K12(n+m)+1

—(n - m)én—l-m—l-l,oéa
(77, - m)6n+m,067
(77/ — m)5n+m+1’gé. (Al)
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Apeéendice B

Calculos para as matrizes
defeito

Lembramos que

0. K = KAY — AP K
onde

K=a+ 28+ \/%y

E sendo o par de Lax

NP—de -1 b
Al = —\ M2 100 AN
/\1/2& 1/—} 9)\1/2

)\—1/2 _)\—1€2¢ —)\_1/21/J€¢
A = | —e 20 )12 —pe?

et NTVPpe? a2

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

Vamos apresentar a seguir, as equagoes obtidas, bem como alguns célculos
detalhados para cada um dos trés casos: bosonico, fermionico e bosonico

fermionico que foram abordados nessa dissertacao.
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B.1 Equacoes para o caso bosonico
Fazendo 1) = ¢ = 0

aig = 0, 72=0, 73=0, 732=0, Boy=0, Paz=0

o = 0, Bs1 =0, 9 =0 =0, Bag = P16

Yoo = Vi1, Ye3 = —Qu3, Y31 = —Qs2, Pz = —e lang

Bsy = —e’Tlag, O sz =0, 04f33=0, 0yy33=0, 0_7y33=0
Opass = 0, O_aszs=0, O_fB33=0, 0_y1 =0, O_a;3=0
0i 1 = —Pudiq <= P = bre™?

01 B2 = [2204q &= Pag = bpe!

0113 = P304 (u) — P13 = blge%

2

pP—q —(p—a)
Orany = —a304 (T) < Qg3 = Q23€ 2

p+q —(p+9)
Oyaz = —az0y (T) < Q31 = az1e 2

+ ptq
04030 = [3204 (%) > [3p = bgse 2

5+711 = 721 — 7115+q — B2
0711 = P2 +7110494 — V21

pP—q
Orons = P+ ous0y <—> + Qo3

2
(9+0413 = —o3 — Pz — 04138+ (%)
+
Oragy = g + P32 — 304 (1%)
_|_
Oraizy = —[f32 — agy + 3204 (1%)
0412 = oz — Pin + B120+p
O1v21 = —72104p + B — Ba2
O_B1 = P lyy — 6—(p+q)512
O_Poy = 67(107(1)512 _ €p+q,y21

0_512 — 711<6P—Q_6P+Q)
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0_va1 =
0 Pz =
O_03 =

O_az =

0P =

—eP a3 + a3
—ay3+ e P Dy,
—(p+q)

Q3p — € Q32

—au + P agy (B.5)

B.2 Equacoes para o caso fermidnico

Com ¢ =0

Q2

Q21

1 — Qg
Vo1 — Br2
B2 — a1
03 + Y23
az1 + B3
Qg2 — (11
4711
0-fu
04011

04 P12
Oyans

04 b3
01721
Oy

0y a3
01723
D403
04731
Otz

0-1-632

= 0, 72 =0, 73 =0, V32 =0, Y11 = Y22
= 0, f21 =0, P2z = 0, B31 =0, B2 = Bu1
= 0413151 - @/7204327 Q11 — Qg = 152731 - 723@/;1
= 152’731 - 06131/;1, Yo1 — Pr2 = ’723151 - 2EQOé:Q
= Sizth1 + ¥aaay, Yo1 — Pr2 = Y2fs2 + a3ty
= 1/;2733 - 711151, Q32 + Y31 = 7331/;1 - 1/;2711

= P31 — Y2, Qo3 + B13 = B — a3
= 1oa3; + Qoztfy, 11 — Qo = Pz + Sizth
= 0, 04511 =0, 04 B33 =0, Oyv33 =10
= 0, 0-711 =0, 0_y33 =0, 0_fB33 =0
= —thsag + Pizin

= Bt — 2P

= (a1 + Pr2)ihr — Yoousz 4 aos + Pis

= Butr — Uofss

= 06231/;1 - 1520431

= CYQ:W] - &2532

= Butr — Uofss

= (721 + 22)th1 — Uoaig3 + Pus + ag

= 533@51 - &2511

= szt — oY1 + a11) — B2 —

= ag3tr — o(ams + Bi2) — a1 — Bao —

= 533@51 - 252511
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Oragy = (as1+ Ps2)tn — a(oos + Pig)
O_an = a3+ Paysn

0_Pra = 1oz + 1391

O_aiz = ay33 — Yt

0_P1s = oazy — (a1 + Pra)hr + Y23 + 1z +
O_v21 = o3 + Ye3tn

O_agy = Poaze + Y2311

O_a3 = Paasz — (g2 4 Yo1)¥1 + Qg + 23
O-7e3 = —7yu¥1 + Y2733

O_az1 = asghr — Pa(y21 + u1) — azp — ¥31
O-v31 = 7a3¢1 — Yam

O-az = —thoyin + 73391
0 P32 = azzthy — Ya(Brz + ) — 31 — s
O_azz = —(asz+731)Y1 — Vo013 + 723) (B.6)
Portanto vemos que,
Bi1 = b, B33 = bs, Y11 = C11, Y33 = C33
e notamos que podemos escolher adequadamente ¢33 = ¢q7 e bz3 = —by;. Com

a introducao do campo auxiliar f;, como indicado

W —

?
Si= Zl/J— = %QM
E assim,
O_(y31+as) = 2cn11(Yr — i)
4
0 (ﬂﬁ) = 2en-
w
w
0-fi = Sv-
Substituindo f; na equagao acima
O_ap_ =2

E de forma andloga usando as relagoes 0, 513 e 01 a3 teremos
i_
O+ fr ==+
w
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e também 0_1)_ = 2¢)_. Notando que temos a seguinte relacio
- 2
o= o,
w

encontramos Otrasz = 0, e portanto as3 = aszz. E escolhendo conveniente-
mente asy = Y31, Q23 = P13, 31 = (32, 13 = o3, concluimos que gy = ay; e
[B12 = 721. Desse modo,

Oraq; = —152@31 + 513151

—Z'wbngi/_Qfl + flz/jl)

= —dby [t (1 — o) + (Y1 — )]
= 0

e também da mesma maneira 0_aj; = 0, d_vy9; = 0 e 0171 = 0, ou seja,
a1 = a1, Y21 = C21.

B.3 Equacoes para o caso bosonico-fermionico

Por = 0, P31 =0, foz=0, a9 =0, Y13 =0
Y32 = 0, ai2=0, 72=0, 72 =1, Bag = 5116211,
O_y = 0, 0_y33 =0, 0433 =10

011 — Qg = 04131;1 - 1/_120432; Q11 — Qag = 152731 - V231/_11
a3+ 723 = Uay33 — i, Y31 + Q32 = Y331 — Yay11
age 1 —ape?! = e2 <0623¢1€_% + 6g¢20131> )

_ _bp 9 _9q
op1e! —agpe™? = e 2 (513%62 + e 2¢2532>>

: 533@/)16% - B%q¢2522),
(533?/&6_% — 6%¢2511)
(ﬁzz%e_% — €%¢2533),

s e’ 4+ By = e
Baze”PF) 4+ gy e
Brse™ P+ gy = e

agzeP T+ Bz = e (Butiet — e 2y fs)

O_an = e 2(apie? +e2thyys)
O_fu1 = e U(yme? — Prae ) + e 3 (Bigthret + eb o)
0_Pra = meP(e™ —e?) + ek (ahe? + e thpas)

[STESTIN TS BN

[S15S]
—~

N
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O_any = e?(e ¢uys — ive?)

0_fi1z = a3’ I+ aiz+ 6@@02(133 - (alle% + Brae”
O_yo1 = e P(e?—e ™) +e 2 (asthie 2 + e2eyys)
O_ap = 6%(67%1/120432 + ’Yziﬂbﬁg)

0_Par = el(Broe™ — ymel) + e (angihred + e by s)

(p+4q)

2 )

(p— _ pta _ (p+a)
O_oie3 = a3+ aqge P-4 ¢ - (’721€p2q + aipge =R )1
0_ve3 = €_§(€%¢2733 — 7111/)16_%)
_ _ (p+9) _ (=9 p—q
O_a3 = —731 — Qse (+a) 4 asztre” 2 —ahg(e T agjpte 2 o)

0_v31 = 67%(’733%67% - €%¢2711)
b q _g
O_azy = e2(ys31e? —e 21Pa11)

O_fBss = —agp —y31€PT+ 0433¢1€p7+q - %(ep?;qam +e )
0_azz = —(’73161)%(1 + azge = )1 — ba(e” kS 0413 +e'T 723)
0 P33 = —(Be” = + azpe 5 )¢1 1#2(67 )
dyony = —andiq+ Pisth — o

0811 = —P1u0iq s B =bne?

Oy = —71101q + Y21 — Biz2 + asthy — Yaa

011 = 7110+q — Y21 + Bz + 723@51 — 77520432
0+B12 = (12040 + Paz — P11 — Y2832 + izt
pP—q

Orais = 304 (T) + B3 + a3 — Yoz + (on1 + 512)7;1

Oy P13 = ﬁ138+( 9 > Vofs3 + Bt

Divo1 = —7Y2104p + Bi1 — Pag + qazthy — oz
Opaoy = 9204q + qgzthy — 1230
0482 = [32204q < Pag = baoe?

Oyie3 = —a30y <p%) + Bagt1 — 2 fs3

O1v23 = —2304 ( ; q) + Bz + oz — Paarzz + (02 + 721)¢
+ _

Oras = —ag0, (p 5 q) + Baaby — a1
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+ _ —
O4ys1 = —v3104 (%) — Paa — 31 + 3ty — 1/12(0411 + 721)

_|_ _ —
Orase = 3204 (Z%) — g1 — P32 + sty — Yo Pi2 + aa2)

OyPs0 = [3204 (w) - 1/_)2522 + 533251

2
Orazs = (Bsa+ asi)thy — a(ans + Bis)
O4v33 = (ovs2 +v31)01 — o3 + Y23) (B.7)

Notamos que como y;1 = 792 = ¢1;1 entao das para 0,711, teremos

1 _ _
Orq = 0—(721 — P12 + cazthy — Yays1)
11
e
1 _ _
Orq = C—(’Yzl — P12 — Yasth1 + a0is2)
11

Assim somando as equagoes anteriores

1

o (Y21 — Br2 — casthothy + sty + a0z
11

Orq =

E de forma similar para 0_1,

1 _ p—q pta
0q = by [5126 P — yo1€P + bazthoth + agathre T — 7/’20‘3161];}
11

E para as equagoes de movimento fermionicas usamos primeiramente as
equagoes para 0_az, O_7o3

—(rt+q) (p—a)

d_(a13 +723) = —cn [2/11 (61)7“ + 67) — 1y <e? + e%)}

—Cua—(lzl - 1/_12) = —2 [% cosh <Z%) — 1p5 cosh (%)}
O_(thy — ) = 2y coshpy — 24y cosh ¢y

Introduzindo o campo auxiliar f; dado por

7 1 W 1 -
hi= 2w cosh (%) 7 4 cosh (g) v-
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Notamos que
0_(a13 + asz) = 0, O_(v31+723) =0

onde vamos considerar a solucao mais simples desse sistema, em que os ele-

mentos sao nao nulos, ou seja, azy = —ay3, Y31 = —Y23. Vamos analisar a
seguinte equacdo (com as escolhas c¢1; = ¢33 e byy = —bss)
—(p—q) _—(p—a) (p—q)
Bize +ags = bue 7 (Y1 +h) Xe 2
(r—q) —(r—a) . q
agze 2 + [ize” 2 = —2iwbyy cosh <§> fi

. q _9
= —ZCUbll <€2 +e 2) fl
aqui escolheremos (13 = apze? entdo o termo com exponenciais ira cancelar,
logo

. _Db
Qo3 = —iwbe” 2 fi

Procedemos da mesma forma para as equagoes envolvendo agy, P32, i3, o3,
para obter.

2

(g = —iwby e 2 fy, gy = iwbye” 3 f, o3 = —50116%]”1

e com 1Sso
a1 — oy = izt + ez =0
Q11 = (2

Portanto

20_ay; = (Biz + qo3)thy — Yoy + Baa)

. w1 P b - -
= ’wau——p [ - (65 +e g)(¢1 - 7702)1/}1 -
4 cosh (5)

— oy — (e 7E + )]
p\ w?> b T R S
= —2cosh <§> Z@ [— (1 — ¥2)th1 — Yo (b1 — 1ho)]
2
e (AT
=0
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de maneira andloga encontramos: Jya;; = J_ag3 = 0raszz3 = 0, ou seja,
Q11 = a11, (33 = azz. B ainda teremos:

Orq = ci [’721 — Br2 — ety + auzthy — &20613}
— ci {721 By — 11ty — C;l @ (W1 = Vo)1 — Yoty — &2)}}
1 _ 5
= o [721 — P12 + cuhathy (cos;w - 1)]
= * (721 — Pr2) + Y2ty tanh b
1 2
1 21
= o (Y21 — Bi2) + ;Zsenh< >f (th1 + o)
0-q = 511 [5126 P — yyr€” — bythothy + angiie T — Unagie ;q}
1 q
= {5126 P —vyp1€P — biyothy + Sy (%)wﬂbl [e 3 +€2:|}
= % [Bi2e™ — ya1€” — bi1aths + bitat |
= bi [Brae™ = ya€”]
11

Oy P12 = B1204p + bi(e? — ) — by fBso + Bi3th

w2b11 €g - = — — - -
= 9] bii(e? —e ) + —— — —
B1204p + byi(e? — e ) + 1 oosh (g) [wz(% V) + (Y1 ¢2)¢1]
= [1204p+bii(e? —e™?)
Analogamente,
Opy1 = —72104p — bii(e? —e™9)
2ic
0_fP12 = —2c11€Psenhqg + " 1e%enh( ) f1(vr — 1b9)

21
0_v21 = 2ci1e Psenhg — Zjlle_psenh( )fl(wl Vs)
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E usando o resultado do caso bosonico 751 = Be™?, B85 = BeP. Entao (com
C11 — 1)

0.q = —2Bsenhp+ %senh (g) F1(01 + 62)
op = —%senhq + %senh (g) Fi(r — o)
Notamos que B = ——. E assim
O_(a13+723) = —2c11cosh (2> cosh ( ) (1 —1hg) —
— 92¢;ysenh (g > senh ( ) (b + o)

w1

o_fi = 5 [cosh( ) (1 — o) + tanh( > senh ( ) (1 + @/12)] —

- gt (5)o- (5)

= %tanh( >f1 (w senhg — 0_ )+wzcosh( )(wl y)

= wzcosh( )(wl )

E ainda podemos encontrar que

4 21
0_0,q = Ecoshp 0_p+ —Zsenh< ) [8 by +f18_¢+} + — Cosh< >f1w+(‘9_

- icoshp (w senhq — zwsenh( >f1¢ )
B () (S (@)

2 (e () ot (2) - o-sn (2) o (2)]

+ écosh( >f1¢+w senhg

1 _
= 4 cosh psenhqg + cosh psenh (%) ﬁw,w, +

cosh

+ senh <2> cosh < ) Yy + senhq cosh ( ) —— Y, —

cosh ( )
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senh g _
— S (v o (£) o (5) - vsenn (£) e (3))

= 4 coshpsenhq + (cosh P 4 tanh (p> senhp) senh ( ) Y+

+ senh <]2)> cosh < ) Y 1p_ + senh ( ) cosh ( > -
— ¢_1,senh (g) cosh ( ) Y_1p_ tanh < ) senh (§> senh (g)
= 4cosh psenhq + cosh —senh (—) (V- + by ) +

+ senh (5) cosh (3) (W0 —ouy)
= 2senh(2¢;) — 2senh(2¢y) + 2t11p1senh(p1) — 2¢910o5enh (o)

onde usamos cosh? ¢ — senh®¢, = 1 e ainda 2 = 0.
Analogamentedes encontramos

Oy (13 — Y23) = (s + 723)04 <]%) + (B12 — 721)@51

Como no célculo de 0_ f; vamos substituir os resultados obtidos em K entao
teremos

cosh & Biw senhp -
Oufi = " 2se nh? /1000 - 211 senh?
Biw senhp - Biw Senhp -
4 senh? (1 = b2) = 2 senh?
Biw

= ——5c osh( )(@/}1—1—%)

= i cosh = (¢1 + 1hy)
w

2
Onde lembramos que B = ——ecn =1
w
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Apeéendice C

Calculos e Equacoes das
Quantidades Conservadas

C.1 Primeira Linha-Expansao em Poténcias
Positivas

0
Fgl) =0
0 = 67¢’¢F§3) — 20 <F511/2)) ¢1/JF 1/2)F( ) —2¢
o = T+
81:1_‘%11/2) — €_¢77Z}Fz(’,11/2) @EF(O) %% 2¢F(1/2 21 + ¢F(1/2 ( (b@DF 1/2)F(1/2)
— YT — (0 + at>¢ rgy?
a,r%y) = Iy +ory)ry —e¢¢F(1/2)F(1) YT/ + 1+
2

+ €_¢77Z)F;(g1 wr (1/2) (F(1/2)> 02¢ (F§1)> _ 262¢F511/2)ng/2) .

— (O + )P TS — o E/ATE)

8,TED = ooy _ g _or(l/2) F() 2 2¢F<1>F(3/2> 22T /IT@ 4
+ GTWATO 4 grOr/a) | ppe/2p %P(l/z /2 _
— TR — eur T —e%F@ Ly — (0 + )¢ T3
ALY = T T - ST - I — oy -

1
- 5(@6 + ) T
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.11/

0, TS

0,14

) O zZF“” oy _ [P0 _ 20p(/2p)
2¢F(3/2 F(O) ¢ _ —(8 + 375)@5 I 1/2) 2¢F§1)F(1/2)
2P/ _€2¢F(1)F() QTGP _ 26ppO)
T4/% — T8y — T/ — eyl — n{ATH — TR —
50, + 00 TS
2POP®) _ 2opMpG/) s GAR) _ 2op@pa/2)
riy — M—MTQ”—&Mﬁ——%mﬁB—ﬁﬁﬁm—
%(&c +0,)¢ T/ — 21/ — 1§/21() (C.1)

Como j4 foi dito do sistema (C.1) obtemos os coeficientes de I'y; e '3y recur-
sivamnete.
E com esses resultados encontramos o primeiro conjunto de cargas conser-
vadas. E pode-se verificar que [ 1(1/ ?) ¢ conservada

d
I (1/2)

dt!

— -

+

% h dx [cosh 20 + %[(ax — )] — 1+ %waﬂp + 24 cosh ¢

/00 dx [2senh2¢0;¢ + i&xqb 0.0;0 + i@tqﬁ 0Fp — i(?tz(b 0:¢ +

20,0010 cosh ¢ + 2100,1) cosh ¢ + 2Un)p0,¢ senhep — i@@ 010, ¢ +
1 1

§8t¢ 0t + §¢8t8z¢]

/ dz [(2senh2¢ + 2¢bsenhg + ;lafqﬁ - iﬁigb)@tgzﬁ - %1/1831/) +

—00

20,1 cosh ¢ — 2p0,1) cosh ¢ + 290,00 cosh ¢ + 210,1) cosh ¢ +
2Un) Op¢senhe + 297 senhg 0,¢)]

/00 dx [27) senh¢ O,¢ + 20,101 cosh ¢ + 20,401) cosh ¢ +

2100, cosh ¢ + 2000, cosh ¢ + 2 O, psenhg)
0
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onde usamos as equagoes de movimento (6.6).

Vamos agora apresentar os resultados obtidos para Ifl) el £3/ 2),

v = / dz [Pgﬁ)+e2¢rg§)+e¢¢rg?;/2)—&rgﬁ)]

_ / "l [0, )6 ™ — Le G0 + 10, — 0 P +

—00

+ %e—%ww + %(am — 0, YD + %atqs e o729, b %a@ 2 _

4

50— 86 ¢ P — senbO — (0, — )6 v +

(02— 32006 — 5 cosh 60,600 — Jsenhod. v -

1

— 20,806 (22— 0,000 — 5(0, — )0 (O — 2,006

-/ e {— cosh 200, — S0 — D60 € — L0 ¢ iw@%@b]

[e.e]

- EW(’%@S e ¢ — iwaxd) e? — iwaﬁw — %axw cosh ¢ —

> 1 1 1 - 1
= /_oo dx {—5333 (Senh2¢) - 1_6693 [(8x¢ - at¢)2:| - 5856 (Wﬁ 6¢) - Zaa: W@z?ﬁ)}

= 0

00 = e [0+ T g ctur - g

—0o0

= / dx [i — ;lcosh 4¢ + i(@i — 0,0¢)¢ senh2¢ + %wagb e 3 —

W0, — 210.0 ¢+ 1 (67— 1) 0 —
_ —éw(ax _0)6 (02 — 0,0)6 e~ — Dy (Z& _ M) +
b B0 (7 — ) + (k- 0806 0

1 - _ 1 3
+ (0 — 0o 1—6¢¢8t¢ e~ + Y, (1_66¢ - §€_¢>} -

_ 1_16@ 06 00,3 (¢? + 6%) — %z}ax@z) (14e2%) -
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(82 — 0)o)" VO + %( 0 VO, (5e™® — e?) —
- % [ (9, — 8¢ |* hip cosh ¢ — Zsenhzgza VO —

(0= 000 )" = o [@2 - 0.006 " +

+ (—le‘“ _ 3o Lo §e¢) v + }lsenh¢> (000)* 4 +
S0~ 0,00 D0 (267 +¢°) - écosh 21 (0. — A6 |* +
(9:6)? ¢+ 3 cosh 6 9,060,400 + senho P24

Com
- 1-_ - 1 1
ng/Q) = —gfﬂaiw (€—¢ - €—3¢) + giﬁaﬂ/} (ei4¢ - 1) - Zeiw) — §€2¢ -+ §€6¢ +

+ i@ — 86 0. (T — ) + 1@2 0,006 Pu (3¢ + %) +
+ %W( 006 06 ¢ + (0, — )0 e 0o +

+ (aac - 815)925 |:lﬁ¢am¢ (_6 - 263¢> - _djaxw (ei(z> + 6673@5) —

(05 — 0@ e pD1h — —[ (0s — )9 ]* e+ (@2 0,0;)¢ e ¢ —

[0 =0)0 " g (7 4" >—§[<ax—at>¢]4 e+

(02 - 0,006 177 — = (1= ™) [ (0 = )6 |* + 5 (040" +

— 0,0;) ¢+ 3% [(0: — 009 I* (07 — 0:00)¢ e — e7*9(0,0)" —

BlmEles|-

0

8N

—

— e ) Yoy + 1( 0 = 0:01)d e "0 + %&(bﬁtcﬁ e 1?4
3., 1

— ¢ ge 3¢ _ ge‘z’) Yrp — % (673 — ™) 0, 0p 0,1 +

T at)¢ax¢ 672@51539:10 + 1 (673(]5 + eid)) 89@(?81&15 - iaxat(b 674(;5 +

—~
—_

+
l\D — 0l = _—— 00| —=00|
—~
D ooCIh\I
&
<

Lo-tog2g a%zs + 3 ( 6 ) 9,00, — 116@;1 — 00 e —
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+

_|_

. ) ~ 3
Usando as equagoes de movimento a conservacao de [ 1( /

cada.

| — 0ol —

=

EN|
[

(0 = 0600 00,0 + ¢ (e = ) (0,000 +

) 00000 — ¢ (7 — ) B2+

(0, — B)6 (0% — 220)6 ¢

2 . .
) também é verifi-

C.2 Primeira Linha-Expansao em Poténcias

(0
Iy

~(0
9,0\
9,02

o,V

a$fwé?i/2)

0,14
o, F?

—,I{Y

Negativas

1 . _
= —5@+a)e =1 Y =-v

N “ “ 2 ~
_ _wr(l/m + e*(ﬁwrgﬁ) _ (ng)> o 21‘*511/2) _ 20 + e 20 _ e¢wrf(§) +
+ P2 4 T — (92 + 3t)¢ NS
— op Qfgi)f(l/z) 262¢F @DF F e tpliD _ ooy _
- ¢¢F21 31 + wF 1/2 31 "’ ¢F21 1/2 + ngl (&U + 8,5)¢ F 1/2
_ —2F§1)F§11) o 21“531/2) . (Fgll/g)> . 62¢ (F;B) . 262¢51“(211/2) .
_ QP oy _ by DO _ oy pORAI _ pyp)
+ YT + oDy 2T? + 9T T + o0y — (0 + 0,)0 TY)
— _oPOpE 2P(1/2>F< ) _9P®) _ 92 p(D) _ 926 p ORI _
B N N S LIS r<0) ¢¢f(1/2)f(1/2) %fgi)fgl) _
_ ¢¢F 3/2)+1/1F(1 1/2 +¢F 3/2 +¢F 1/2 +¢F
+ I8 — 9z + 8,)p T/

~ “ 1 ~

= Y TG 4 ge? 1O + TP + TRTS + 50, + 86 I
_ ¢’sz1 F T PO G2 | 2000 | RO | pOIRL)
+ I+ (a + )0 IO

Pyt 0/ 4GP 4 PA2 L PORO L PO L pOFD
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~ A A () 2 1 ~
+ 205+ PTG+ PTHT + 5 (0, + 00 Ty

_9, PP = PO 4 PO SPGB | o)y POPL2) | FEARO) | FADRL) |
+ PORER L PO 20pUL2PO) | 26pORL2) L 2ep) |
1
+ 50+ 00 I (C.2)

Ap6s obtermos os valores das componentes acima, e as respectivas quanti-
dades conservadas podemos ainda verificar que

A 4™ Loop L 2 _ ;
dtIl = ﬂod:p 1+2¢8x1/) 8[(6x+8t)¢] cosh 2¢ + 211) cosh ¢

_ / " e [%(atwm + 0,050 — i@x + ) (0, + 02 —

(e}

—  2senh2¢0,¢ + 2(d1) + Oub) cosh ¢ + 2ihpsenhdd, ]
= /00 dx {—210,1 cosh ¢ + %w(agw — 40,1 cosh ¢ — 41psenhp0,.p) —

110000, + 0.)0 + 0.0(826 — Ssenh2p — 8iusenh) + 9,0376] —
—  2senh2¢0;¢ + 2(10,1) — Oy1h1)) cosh ¢ — 2¢phsenhpd; b}
- / e {0,602 + D,607) — 2senh20,6 — 2senhoi )

(e}

= [ dn {20006 — 020) — 2senti2o — 2iusentid)

o

= 0

onde usamos as equagoes de movimento. E como no caso anterior

A

Il(*l) = / dx [—&FSJ + e¢¢réll/2) + e2¢T§? + F;ll)]

o0 1
_ / dr [ = (0. +8)0 e + < +0))p DO + Ww—

— 00

— %w&x@/} cosh ¢ + —%¢¢senh¢ &cgb] +

. /oo dx [e‘%b (i(@x + at)gb 1Z + %&ﬂ,ﬁ) + %(8&: + 8t)¢ e2¢ _

1

— 500 +000 & — Jy0dsenbs — DD, + D)6 ¢ + BT, +0)9
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— / b dx [—%1;812/1 cosh ¢ — %Wsenhgb D — %e%xw — %wax@senhqﬁ}

o0

= /oo dz [—%1/_1811# cosh ¢ — %@wsenhqﬁ 0:¢ + %1/1&5@ cosh gzﬁ}

o0

- _%/_wdx [0, (#4 cosh ¢)]

= 0

Para as demais linhas da equacao envolvendo 0,I" tratadas nessa dissertacao
os célculos sao similares.

C.3 Vetor V

Vamos considerar ¥ como

eV = eUnV+eUp¥+Ups¥s, €0,V =€ Vi1W+eVipUy + VigUs
€ OVy = €UpVsy+eUnW +UpV¥s, €0,Vy=c¢€VorWy+e VoV + VosVs
OVs = UsVUs+UsnVie + UsoWoe, 0,V5 = VigWs + V51 Wie + Vi WUse

Leis de conservacao

€ (OUUTY = eUp +eUpWyUit + UpWa it
€ (0, 0V = e Vi +e ViU 4+ ViUl !

€ 0,[(0:W1)UT] = Oyfe Upy + Ural'ar + Uzl

€ 0y[(0, 1)U Y] = Oile Viy + Violay + Visla]

Com F31 = \113@1_1, Iy = 6\IJQ\III_I

+oo
I = / dx [e Vi + Viol'ay + Vi3T's]

o0
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Analogamente

+oo
I, = / dx [€ Vag + Vo9 + VgD

[e.9]

+o0

Iz = / dx [Vaz + Vail'13 + Vaal'os]
—0o0

onde Fgg = \1’3\1]51, F12 = 6\1/1\11271, P13 = 6\111\1151, P23 = 6‘1’2\1151. Observa-

mos que componentes como '35 e I'31, que antes eram fermionicas, sao agora

para essa nova forma de ¥ elementos bosonicos. O mesmo acontecendo para
le € Flg.

80



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

C. Rogers and W.F. Schadwick, Backlund Transformations and Their
Applications, University of Waterloo, Canada (1982).

C. Rogers and W.K. Schief, Bdacklund and Darboux Transformations -
Geometry and Modern Appications in Soliton Theory, Cambridge Uni-
versity Press, 2002.

S. Cuenda, N.R. Quintero, A.Sanchez, Sine-Gordon Wobbles
Through Bdacklund Transformations, AIMS (2010), dedss.2011.4.1047
[doi:10.3934].

M. Chaichian, P. P. Kulish, Phys. Letters B 78, 413 (1978).

A.R. Aguirre , T.R. Araujo , J.F. Gomes and A.H. Zimerman, Type-1I
Backlund Transformations via Gauge Transformations, nlin.SI (2011)
larXiv:1110.1589v2].

H. Aratyn, J. F. Gomes, A. H. Zimerman, hep-th/0408231 v1 - apresen-
tado em Praga (Republica Tcheca) em junho de 2004 e a ser publicado
nos anais do “11" International Conference on Supersymetry Methods
in Physics”.

M. Wadati, H. Sanuki, K. Konno, Relationships among Inverse Method
Backlund Transformation and an Infinite Number of Conservation Laws
(1975) Prog. Theor. Phys. Vol 53, 419-436.

S. Skorik, Topics in 2D Integrable Field Theories with Boundary Inter-
actions (1996) [arXiv:hep-th/9604174 v1].

J.F. Gomes, L.H. Ymai, A.H. Zimerman, Classical Integrable Super sinh-
Gordon equation with Defects (2006) [arXiv:hep-th/0601014 v2].

81



[10] J.F. Gomes, L.H. Ymai, A.H. Zimerman, Integrable Field Theories with
Defects (2006) [arXiv:hep-th/0609077 v2].

[11] P. Bowcock, E. Corrigan, C. Zambon Classically Integrable Field Theory
with Defects (2003) [arXiv:hep-th/0305022 v2].

[12] Veja também a tese de doutoramento de A.R. Aguirre, IFT (2012).
[13] L. Girardello, S. Sciuto, Phys. Letters B 77, 267 (1978).

[14] S. Ferrara, L. Girardello, S. Sciuto, Phys. Letters B 76, 303 (1978).
[15] T. Inami, S. Odake, Y.Z. Zhang, Phys. Letters B 359, 118 (1995).

[16] Ashok Das, "Integrable Models”, World Scientific Lecture Notes in
Physics, Vol. 30

[17] V. Caudrelier, On a systematic approach to defect in classical integrable
field theories (2008) [arXiv: math-ph/0704.2326 v2].

R. Aguirre, Inverse scattering approach for massive thirring models
18] A.R. Agui I ] h e thirri del
with integrable type-1I defects (2012) [arXiv: math-ph/11115249 v2].

[19] P. Bowcock, E. Corrigan, C. Zambon, Affine Toda field theories with
defects (2004) [arXiv: math-ph/0401020 v1].

[20] A.R. Aguirre, J.F. Gomes, L.H. Ymai, A.H. Zimerman, N = 1 su-
per sinh-Gordon model in the half line: Breather solutions (2013)
[arXiv:hep-th/13044582 v1].

82



