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RESUMO 

Estudamos as séries perturbativas de um modelo com 

interação racional, nos contextos da mecânica quântica e da t^ 

oria quântica de campos em duas dimensões. No primeiro contex 

to, provamos a somabilidade de Borel (SB) das séries perturbatd. 

vas para o espectro de energia; no segundo contexto, a existên 

cia local da transformada de Borel para as funções de Schwinger 

de N pontos e a estabilidade do modelo, quando o ordenamento 

de Wick é restrito à parte polinomial da interação. Neste ca- 

so, o modelo é equivalente a uma teoria polinomial o que impli. 

ca na SB das séries perturbativas. 

ABSTRACT 

We have studied the perturbative expansions of a 

model with a rational interaction in both contexts of quantum 

mechanics and quantum field theory in two dimensions. In the 

former one, Borel Summability (BS) of the expansions for the 

energy leveis was proved while in the latter, the local exis- 

tence of the Borel transform for the N point Schwinger func- 

tions and the stability of the model, when Wick ordering is 

restricted to the polynomial part of the interaction. In this 

case, the model is equivalent to a polynomial theory and as 

such the series are Borel summable. 
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I. INTRODUÇÃO 

O método perturbativo (m?) é um dos métodos mais 

importantes de que dispomos para obter informações sobre os 

nômenos físicos, em geral. É, talvez, a ferramenta mais abran- 

gente no que tange a sua aplicabilidade nos mais diferentes con 

textos. Essencialmente, o método consiste em construir séries 

de potências da forma 

00 

G(i) 2 i (1-1) 

<v> r 0 

para representar grandezas de interesse, (b(^) , como, por exem 

pio, as funções de Schwinger em teorias de campos e os níveis 

de energia em mecânica quântica, cuja forma analítica exata 

não conhecemos mas que dependem do parâmetro de perturbação ^ . 

Sabemos, hoje, que as séries perturbativas são, em 

geral, divergentes. Este comportamento é verificado, por exem- 

plo, quando os coeficientes são estudados em grandes or- 

dens de perturbação através do método de ponto de sela adapta 

do por Lipatov às integrais funcionais. Mostra-se,em geral, que 

quando oo , porém, os primeiros termos 

da expansão aproximam o valor de 6(%) quando ^ é muito pe- 

queno. Neste caso, a função e a série perturbativa sa- 

tisfazem a relação 

hJ 

1 fea) - X-CI á 

= 0 

UI 
(1.2) 

onde KCf') é uma constante positiva que depende apenas de N. 
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A série é chamada, então, de assintótica. Quando a série é con 

vergente, ^ , e a aproximação da função pela 

série truncada melhora quanto maior o valor de N. Ao contra 

rio, se a série diverge, o valor de KÍA») tende a crescer a 

partir de uma determinada ordem piorando a aproximação. 

Em geral, uma série assintótica divergente não re- 

presenta unívocamente uma função, a menos que determinadas con 

dições se verifiquem. Somente,então, a função poderá ser re- 

construída. Vamos registrar aqui o teorema de Nevanlinna-Sokal 

[1] cujas condições para a reconstrução da função 6^^) são 

as mais sensíveis ao nosso trabalho. 

Teorema de Nevanlinna-Sokal 

seja 66) uma função analítica no círculo (fig.l) 

Cjj = I ^ I 
(1.3) 

onde sua representação em série % satisfaz a condição 

de forte assintoticidade, ou seja. 
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l60)- lo-f ls< C l3l 

H + l 

(1.4) 

uniformemente em N e ^ C . Então, a função é úni, 

ca; a série 

00 

Z t 
(1.5) 

é convergente no círculo definido por I bi < (fiq. 2), 
' <T 

Fig. 2 

e sua soma , chamada de transformada de Borel, é conti- 

nuável analíticamente na faixa (fig. 3) definida como 

(1.6) 

Fig. 3 
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onde 

1 60)1 < K ‘ e. 
-R. 

(1.7) 

uniformemente em pj, com <í > 6 ; a soma de Borel, defini- 

da pela integral 

00 

I . 

(1.8) 

é absolutamente convergente e igual à função (b (%) , para to- 

do ^ • 0 teorema recíproco também vale* se 6> é 

uma função analítica em 4<) e satisfaz (1.7), en- 

tão, a função ,definida pela integral (1.8),é analí- 

tica em Cg e satisfaz (1.4) uniformemente em todo , com 

R'<E e 

As fórmulas (1.5) e (1.8) constituem o chamado mé- 

todo de soma de Borel. Quando as condições do teorema de Ne- 

vanlinna-Sokal, ou de seu recíproco, são satisfeitos, dizemos 

que a série ^ ^ ^ somavel de Borel e denotaremos a so- 

mabilidade de Borel de qualquer série pelas iniciais SB. 

Esta tese tem por escopo estudar a propriedade de 

SB das séries perturbativas de um modelo com uma interação ra- 

cional em ambos os contextos da mecânica quântica e da teoria 

de campos em duas dimensões. Ela é formada de quatro capítulos 

e vários apêndices. O capítulo I consiste desta introdução e, 

nele, expomos o método de soma de Borel juntamente com o teo- 

rema de Nevanlinna-Sokal. No capítulo II, estudamos um sistema 
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quântico com um potencial racional e demostramos a SB das sé- 

ries perturbativas para o seu espectro de energia. No capítulo 

III, o mesmo modelo é considerado em teoria de campos. É pro- 

vada a existência local da transformada de Borel das funções de 

Schwinger e aspectos relacionados com a construção do modelo 

são discutidos. Reunimos no último capítulo, o IV, alguns co- 

mentários gerais e uma discussão sobre os resultados obtidos e 

questões em aberto. 

Atenção: A numeração entre colchetes, [.], refere-se à biblio- 

grafia (pg. 122) enquanto que aquela entre parênteses e com um 

* V 
asterisco no canto superior direito, (.) , refere-se as notas 

de pé de página (pg. 120). 
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II. UMA INTERAÇÃO RACIONAL EM MECÂNICA QUÂNTICA: A SOMABILIDA- 

DE DE BOREL DAS SÉRIES PERTURBATIVAS. 

Neste segundo capítulo da tese, provaremos a soma- 

bilidade de Borel das séries perturbativas para os níveis de 

energia de um sistema quântico unidimensional cujo operador 

miltoniano 

(2.1) 

oi . 
está definido no espaço de Hilbert L funções qua 

dráticamente integráveis. Na fórmula (2.1), é uma constante 

positiva maior que a unidade ^ ^ ® ° parâmetro de pertur- 

bação . 

0 termo não polinomial aparecendo em (2.1), porém, 

com valores dois e quatro em vez de seis como potência de X vem 

sendo extensamente considerados hoje em dia em modelos da teo- 

ria do laser. Veja, por exemplo, [2] e referências ali citadas 

para maiores informações sobre os mesmos, o trabalho de Varshni 

[3], onde pode ser encontrada uma análise numérica dos autovalo 

res de energia para o potencial tridimensional ^ ^ Á 

AA estudado em anos recentes. Flessas [4] e Blecher e 

Leach [5] obtiveram, para certos valores de % , algumas 

soluções exatas para o mesmo potencial. 

Nosso interesse no modelo definido pela Hamiltonia- 

na (2.1) surgiu do fato de que o termo não polinomial é a soma 

do bem conhecido potencial quártico ^ ^ e de um, já cita- 

^ . -I 
do, estudado na teoria do laser, . Ambos já fo- 

o< 
ram estudados. O primeiro, por Simon [6], Simon,Graffi eGrecchi 

[7] e, o segundo, por Auberson [2]. Eles provaram a somabili- 

dade de Borel (SB) das séries perturbativas dos seus respectivos 
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espectros. Demonstraremos que as séries perturbativas para o 

espectro de energia do operador (2.1) satisfazem, também, 

a condição de forte assintoticidade e, portanto, a SB. 

Uma das peculiaridades da demonstração da proprieda 

de de forte assintoticidade está na sua dificuldade, mormente 

pelo fato de ser necessário o conhecimento de propriedades 

analíticas de uma função a priori desconhecida. No que diz re^ 

peito à mecânica quântica, dispomos,hoje em dia,de métodos mu^ 

to poderosos, desenvolvidos principalmente por Kato [8] e Simon 

[6,9], que nos ajudam enormemente a levar a tarefa a bom con- 

tento. No que diz respeito a nosso trabalho, seguiremos de per- 

to a lógica de cálculo de Auberson em [2] onde aqueles métp 

dos são sistematicamente empregados e que esquematizamos, ago- 

ra, em termos gerais. 

Propriedades de 

i 
i 

forma uma 

analítica no 

família 

domínio 

Construção das séries 

perturbativas 

Teorema de Kato-Rellich; 

os autovalores de 

são analíticos em ^ V 

Bound fatorial para o 

erro associado às ex- 

pansões truncadas 

Prova 
da 

Somabilidade de Borel 
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Em primeiro lugar, investigaremos algumas proprie- 

dades importantes do operador Hamiltoniano no espaço de 

Hilbert por exemplo, se seu domínio é denso, se ele é 

autoadjunto, a natureza do seu espectro, etc. Em seguida, de 

acordo com o esquema, verificaremos que ele forma uma 

família analítica (Lema 1) numa certa região do plano 

complexo. Poderemos, então, aplicar o teorema de Kato-Rellich 

para obter a região de analiticidade dos autovalores 

De posse destas informações, passaremos ã construção das séries 

perturbativas propriamente ditas. A ferramenta básica para isso 

^erá o operador resolvente ■ 

Mostraremos que o erro associado às expansões truncadas está li 

mitado de acordo com a condição de forte assintoticidade perti 

nente para termos a 5B demonstrada. 

Os teoremas seguintes resumem os resultados princi- 

pais deste capítulo: 

Teorema _I: Seja 6 , O í e<TT 0 espectro de energia 

(Í-- da Hamiltoniana (2.1) é analítico nos setores (fig.4) 

(2.2) 

Fig. 4 
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onde as séries perturbativas respectivas são assintóticamente 

fortes, i.e., para todo 

(2.3) 

onde 

L M ^ n 

i / Joho H < <^1^ e 
■ *2 (2.4) 

e 1/. (S • são constantes positivas para à fixado. 
' 5 í ^ 

Teorema II: 0 espectro | Ej (?>! satisfaz às condições do teo- 

rema de Nevanlinna-Sokal generalizado (pg.34). Portanto, a sé 

r le 
00 

/V> = o 

J- £ 

2*^ 

b 

(2.5) 

I . I • 
é convergente no disco bj < — e ,sua soma, a transformada de 

Borel continuação analítica na faixa ^ ^ { 

d.'5t(b,RJ<i e, portanto, a função Ei(^) pode ser recons- 
‘ 6j) 

truída pela integral 
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-b 

0 (2.6) 

absolutamente convergente no interior 

mostrada na fig. 5 f 

> 4- da cardióide 

Fig. 5 

II. 1. Propriedades do operador H(g) 

O domínio onde o operador H está defini- 

do é formado por funções 'P ^ L tais que a condição de inte- 

grabilidade |l H^il^^^^seja satisfeita. H não é limitado superi. 

ormente, razão pela qual PCH) não pode ser todo o espaço de Hilbert 

mas está formado pelas funções que decaem mais rapidamente que 

quando , ou seja, 

®(H) - O 

As funções de Hermite 
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- x_ 
■í 

'A 
(2.8) 

-i 

onde = (-Í -'Í7)" eH ^(*) é o polinômio de Hermite de 

ordem , estão no domínio de . Segue disto que VC^j 

é um domínio denso em (_ porque as funções 6.^ formam um con 

j 
junto ortonormal em termos do qual todo vetor do espaço L pp 

de ser expresso. Este fato garante a existência do operador ad 

junto ^ ^ e permite mostrar que a Hamiltoniana é autoadjun- 

ta. Portanto, seu espectro é real. Segue, também, de teoremas 

básicos,que ele é discreto. Deixamos para o Apêndice A os deta 

lhes que permitem estas conclusões. 

O Lema 1 abaixo é um importante requisito para a a- 

plicação do Teorema de Kato-Rellich,mencionado antes,para se ob 

★ 
ter informações sobre a analiticidade do espectro (1) . 

Lema 1: A Hamiltoniana forma uma família analítica no 

plano cortado ^ = <C “ , i.e., 

a) é um operador fechado (Apêndice A, b) ) , V ^ 

b) H tem um conjunto resolvente(Apêndice B,Definição 3)não vazio, 

c) é uma função vetorial analítica em . 

Prova: 

a) Podemos escrever como a soma dos operadores 

^ (2.9) 

que é fechado [6] e 
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X 
= +    —. 

Ir . (2.10) (i J 

que é limitado por .se d , e por 
9 

i I oí / se ^ ^ ® . Além disso,X)(^b) 0”D(cj de modo que 

a soma C + b é um operador fechado [8], 

b) Veja o Lema 2 para a demonstração deste item. 

c) 0 valor esperado 

^ (2.11) 

com e ^ ^ , é uma função analítica no 

parâmetro ^ ^ valores complexos, e , como vetor no es- 

paço de Hilbert , H ^ está bem definido devido ã convergência das 

integrais no lado direito de (2.11). Portanto, é função 

vetorial analítica em ^ . 

Lema 2: O eixo real negativo (.^co,©] está contido no conjunto re^ 

solvente 

Prova: O potencial ^ com ^ ^ c 

ITf I $■ OOyCv >1, mapeia o plano cortado nele mesmo. Os pon- 

tos \IC*><^] formam o setor S = | V |\olho v [<TT | ( f ig • 6) (^<2^) 
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[1 

Fig. 6 

ie 
Seja |<^| e. . Vamos considerar, em primeiro lugar, o se- 

tor delimitado por 0 6 á J. (fig. 7) no qual V > O 

Fig. 7 

e 

(2.12) 

Para O í V = ji $ ^ á ^ 

então. 

temos ^ ^ 

(2.13) 
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Por outro lado, (<í m)^) ^ v^) 

pelas relações (12) e (13), obtemos 

T~(iç,HííW)á R< 

Comparando as relações (13) e (14) vem que os valores 

dos (^.Hí\)ií) estão definidos num setor aná 

le caracterizado por (13). 

Consideremos, agora, o setor (fig. 8) onde 

e -fc^ p-- - r«v,v/jR, 

Fig. 8 

ou 

X" 'Vwi V > í2eV • x' 

Mas Rc H (‘^'1 - lí^'^ I ; logo, como 

Portanto, 

(2.14) 

espera- 

logo aque 

K < ^ 

W 

(2.15) 

, decor 

re que 
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com { R»V 1 ' ■“ RtV Usando as relações (15) e (12) obtemos 

(^, H ^ Re ( ^ 

Como antes, a implicação desta relação é a de que o valor espe^ 

rado está também definido no setor onde 

Ç < >' 4 TT como pode-se deduzir comparando as relações 
•6 

(17) e (15) . («f, H(i|)^) está, pois, definido no setor com ân 

guio de abertura b.b . De forma inteiramente similar é po^ 

sível estender o domínio anterior para o seu complementar (-‘D’,o] 

e o valor esperado estará definido em todo o setor 

com ângulo de abertura 

Apelamos,agora,para o teorema 8.17 da referência 

[9a] (veja também o Apêndice b) o qual assegura que os pon- 

tos não pertencendo ao setor de definição dos valores espera- 

dos (iÇ H(%)‘í') estão no conjunto resolvente. 0 Lema 2 es- 

tá, então,demonstrado. 

Uma consequência importante do último lema é a de que 

o espectro de autovalores está certamente limitado inferiormen 

te assegurando a estabilidade do sistema, já que o conjunto 

^ 00 oj pertence ao resolvente estando o espectro no seu com- 

plemento . 

Outro tipo de estabilidade, i.e., a de que a teoria 

com ® obtida quando I 1 "*■ O , está garantida pelo se- 

guinte lema 
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Lema 3: Seja & e ^6 ^ q conjunto resolven 

te de H • Então, 

P'^ 11 - (Hío)- M II = o 

1^1 
(2.18) 

Prova: Antes de tomar o limite vamos escrever a diferença en 

tre barras como 

(Hí^)- if’ (H(o)- híj'] (H(«)- i) 
(2.19) 

com 

H(t) - H(<i) ~ - Hj (%) 

(2.20) 

onde 

e (2.21) 

Mas, 
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H, («,-M 
 !_ 

- U,- 

> 

H («>) - i ' 
( HW- M 

J 
(ttH- 5^) 

(2.22) 

de forma que 

6?iSK ||CH(V-»r(Hi-J>)||||-J_ 
Hfo)-A 

+ 

l4(o)-A 

(2.23) 

Sabemos através dos trabalhos de Simon [6] e Auberson 

[2] que quando o limite |^['^b é tomado, as normas 

® 11(^2'^] - (H,-0 1 são nulas, seguin- 

do-se, então, a demonstração do lema. (3) 

II. 2. Somabilidade de Borel 

Nesta seção,construiremos as séries perturbativas 

para os autovalores operador H • Sendo 

^ os estados correspondentes, temos que 



18 

(^^(.1, (2.24) 

onde >Q • fo) são autoestados do oscilador harmônico. Portan- 
3 

to, 

(XljW.UW 

(j)j Cl, -ajCkij 

(2.25) 

Z r ' ^ ^ r 
pois V ^ (J(<^) , onde U (%j - ^ 

Os autoestados (%] podem ser escritos em tex 

mos do operador resolvente da Hamiltoniana v(%) (Apêndice C) 

como 

(2.26) 

Numa forma mais conveniente. 

^ (e)5(H(V-E) 
1 

i . ^'^OíViR.CeI 

(2.27) 
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onde = (Hfo) - c) . Podeitios, agora, expandir o denomina- 

dor e construir uma série para como: 

r<\~0 

K+l 
(E) [o(,1RJe)] 

^ Jtí J 0 
(2.28) 

Para explicitarmos completamente a série em , resta, ainda » 

expandir ' como: 

<W\ ® ^^ T { 

(2.29) 

G+ e? +l) I 

onde =0 

pode ser verificada [2] : 

. A seguinte fórmula,então, 
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M 

[ut<j,).íí CeI] = )_ C-«^) 4 ^ 

Aro '^■'^O 

ryví + ...-»■ «wi 

»vi 

Í5 + J'«'| ít> 

■^=.1 <»v>C> 

rro^+l ] 

'f 

Inserindo, agora, esta última relação naquela para 

(28), obtemos (escolhendo â{>i - *> ) a seguinte 

truncada: 

jNfl 
—— <v\ 2N+-2 

(V' r 0 

(2.30) 

série 

(2.31) 
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com O, e ,s, , f^) sendo definidos como 

r 

'n-A 

C-i) oi c . 
^i,’' 

, se <10 e par 

6 

Vi-2 

V í.i\ "IT" 

/t. v«\pí)Jl 

c 
(2.32) 

» se oa e impar 

onde 

cPE'R/e)x R^Ce)--.x -i í/e)í2^(o) 

'*«>■^0 |£.£-(rt[=-i 
-í 

(2.33) 
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com 

®'''i ^ ^ -í- , d ^ 

'VI 

N<-i r ^ ^ ç— 

(5)= C-J) I ^ (-«'*) i ^■'E l. 
X 

m = O 
lE-EjWl-i 

f*( 

<2 /v«^+.. = 

*;aJ ' <?<n +1 

''-' R.(e) 0^ (3) gce) [ 0(íi (E)] 

-v-f 

i ^ «Ji Bj ['Jf?'- 

tJ*> 

n- í«) 
â 

lE-tjC)|-j 

(2.34) 

De acordo com a fórmula (25) para os autovalores 

Ej(<i) , o denominador e o numerador são funçÕes de ^ . Vamos a 

nalizá-los, separadamente, usando a expansão (31) para , 
d 

substituída em (25). 

Consideramos, primeiramente, o denominador 
l5 

• De (31), vem que 
ó 

15 w- 2- \ S 

ív>» o 

(2.35) 
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com 1IÍ2,W||. 1 . Prosseguindo, calcularemos um limite superior 

para ' válido no setor 0 < |^|< | , ^ e < 17 . Lem 

brando que o resolvente í.ít) é limitado (Apêndice B) e apli^ 

cando a desigualdade de Darboux J] ^ Ct) ||-5 1 c j , a ex 
c ^ 

pressão (3 ) para limitada por 

2a) v2-2'n 

» = o 

2fJ -Z-rt*l 

'«'f 
+ 

><> IColjjjJ.fe)] 
2 ' 

(2.36) 

Será mais fácil limitarmos as normas || . J| , objetos bem defi- 

nidos graças à função de Hermite / calculando um limite 

superior para cada um dos seus fatores, separadamente. No entan 

to, quando x-^oo , eles comportam-se, individualmente, co 

/■ f \ 
mo ■ -' ' ^ 

í) 12-*" . 
)2o -7 a -7 00 ou como PC Ko^^J ^ • Pon 

tanto, para levarmos o cálculo pretendido adiante, é necessá- 

rio controlarmos este comportamento, em primeiro lugar. Isto 

será feito mediante o seguinte lema, a ser demonstrado no Apên 

X -»oo 

dice D. 
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Lema 4: Existem constantes a e ç que dependem apenas de j e 

não de tais que 

2 q-wi+i^ 
Cv X 

r * H(x->) S(-* 
4 X "] 

(2.37) 

onde 

_ I 
■ 2 

rior 

í 2 qr^vi+^vi e com £ satisfazendo 
' O? 2 

. ★ ^ 
(M) . 

0 Lema 4 é crucial para calcularmos um limite sup^ 

para o erro . , pois, se definirmos o operador 

fc t- 2 
M = ^ X 

t(’n 

] 

-J 
.2 

(2.38) 

a desigualdade (37) poderá ser expressa, equivalentemente, co- 

mo 

II ^ 

(2.39) 

Isto pode ser visto do seguinte modo. De (37) 
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^ J [k ^ ] 

‘(f-»-i) *r^-*)-]j ,/• . "t ar I 9Í ) -,'^ 

(2.40) 

ou ainda, multiplicando pela direita. 

■2 r 
i > Q (c(n\ 1 J 4 í.(H)[ccf-o) j."': 

fe i 2'*' 

oc 

(2.41) 

Comparando o lado direito de (41) com ,v» <• descobre-se 
t ' 4 -i 

que ele é igual a ; logo, ia lí ^ 11 (H*) 

'►'. portanto, um operador limitado. A desigualdade (39) 

autoriza-nos a multiplicar, convenientemente, certos operado- 

res_j à direita e à esquerda daqueles presentes na expressão(36) 

para o erro ' tornando os produtos entre colchetes em 

objetos limitados da forma • Consideremos o segundo ter 

mo em (36). Observe que podemos escrever 

h+‘ 

11 
T-^ r l / x/ H'*' g-tril 

i ^ C *^0 J 4- X 
<►'^0 

(2.42) 

Assim, 
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M+t W + l 

11 ly II 

X _i 
Hh-<) t[-<i>-')\J , Sm ^'^\J\i 

jí?.(4‘”> ) IhA.*! ♦ X 

m=-i 

(2.43) 

\ S(Tw->-'). II 
onde -- ll((c(A,..)) J . Além disso, 

\ 1 ^ ^ onde (Apêndice E) 

r 

M 'il 
< í 

oZ 

1 |mvi[cu^c^1 M JI < I Oh sè 

L 

(2.44) 

de sorte que 

K+! í 

\(E1] fijWN U) 

V+l 

N4l tlM„.,(E)lí 

^+1 

< U) 
W+l (2.45) 

/Y. = l 

0 mesmo procedimento permite controlar os demais termos de 

Assim usando que í ^ 
Q 

fc + 
obtemos 

11 
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< («ijl ^ /g - V» + j 

f-' 

\\í^ .ÍE)|1 >* rtvi . <y« + .., + "rvi. + i " 
> * • J-i 

iN-'n+ I 

• llM. ./«HTT 11 Aí.,,., CE,II (2.46) 

Porém, como ^ , O lado direito de 

(46) ainda é menor ou igual a 

.. (i) (2.47) 

Reunindo os resultados (45) e (47), o erro está li- 

mitado como 

n' '<1 
2N"c3 >1 + ^ 

llí,,«.éí'li í 0< I 

«i = O -f-l d) 

/y. - f t í 

tü + 
áN-v,+,í 

* (ll) 
4 

N,4l 

(2.48) 

onde o número de termos na soma sobre os 'vv^y foi limitado por 

Ví «■•<> 
(Apêndice E). 

Resta por ser estimado. Temos que 

U>., c 
H(0 0? -1 i 

(2.49) 
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M ^ 6 ^ 
onde |[ X ^ (Apêndice E) . 

to. 

Tomando C li> vem que 

1 

[t r 

Note que < ^n + , é, portanto, 

qualquer '^ < Kl . Ademais , | ^ 

Ov < i 

Portanto, 

porque i 

e, então, ^ ol^ ^ j^ 

o?hJ 

U) 
JtJ-^-2 l. 

C< 

0, / *  Jvi 
<v> S-C) o/ 

t-l 

-f-í I 

€ ^0 ( -^ 
V 0, 

0? N t o2 

**% I _ -P <«+1 

Portan- 

(2.50) 

(2.51) 

para 

e 

^o?^/ 

I 

(2.52) 

Como 
I 
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^ ^--vi *1 

^ í? 

« 0?Wt^ 

(2.53) 
nri = 0 

O lado direito de (48) é ,ainda ,menor ou igual a 

'^+1 

(2.54) 

onde 

w+í 

1 

1 - (=<■*) 

I - oi 

r 

0^w + 4 

- 

< 1 

1 

I -oí-^ 

Aí. 9Í > I 

A# o/ < 1 

(2.55) 

e, assim, 

r 

{i ^42 ] M «• > 1 

/ 

^ 4 

2N-Í 4 
, A» < I 

(2.56) 

onde ^ 
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Seja 
r 

«I 

yS* ft' < I 

í.? . o( AX oí- > I 

(2.57) 

Então, 

II 'C ^ c, ■ U), . S 
11 ^2w4J^ 1 ' H (2.58) 

Se cx' , então, V°< > > 

KÍ+/ , , 

I 
.(t) 

,o/W W 

Oí''^~ I 

(2.59) 

Neste caso, 5 - "'iâ ■<’“' 

Em vista destes últimos resultados, podemos escre- 

ver 

11?., 
(2.60) 

e concluir que 

ãN*-\ 
Jw+«? 

llTHíi-1 {(iJjWAJlU hl A;,'^ 

(2.61) 
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Consideremos, em seguida, o numerador 

^ seu tratamento é análogo ao de PC^) / re- 

produzindo o mesmo resultado. A presença de um fator O(^) a- 

crescentará aos produtos de operadores U-/2 , na fórmula (2.28) 

fatores extras e (j(%) fl ií) : 
0 

cilT 

|E-E,ÍSl|-j 

M + l , *» + » 

* C-j‘) ^ ^<.>5 UÍJ)?j(E)[uÍ5)R,(E)] I2/') (2.62) 
a^lT 

A única mudança que isto traz ao cálculo de um limite superior 

para jl 2v+ill ocorrerá, então, nas constantes C, e 

e, por conseguinte , em Cj e .o produto apa 

recendo em (62),pode ser absorvido,facilmente, mediante à se- 

guinte desigualdade. Do lema 3, sabemos que 

o <: 6 <1T 

- Ç„(E)\1 ■= 0 (2.63) 

Porem, 

llop.ll- lloKJlí lloOJj-S.)|l« 11^11- 11 fi,- R.ll (2.64) 

No limite -■) o segue, então, que 
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11uívR,ce)|1 í llo(s)S.(E)l| 
0 

Empreendendo o mesmo cálculo de antes paralP^l obtere 

mos, finalmente. 

V— 

m r c 
(2.66) 

, ^ _ ■ -í-. 
onde ^ ^ ■’ 

$ 
uma constante positi- 

va distinta de C 
H ■ 

Evidentemente, a condição de forte assintoticidade 

deve ser satisfeita para toda ordem onde a série é truncada. 

Sendo assim, nossa análise ainda não está completa tendo em 

vista que consideramos apenas ordens ímpares para o truncamen- 

to quando escolhemos = «Í/J -e? "n 4 i na fórmula (31). Felizmen 

te, podemos escolher , mas encontraremos a se- 

guinte expressão para ' (^) • 
d 

-c- 
(2.67) 

» o 

onde 

Kl 'n 
^ J N 'J-nt * , p 

f=i 

2 

X 'í (t) 

m - o 

o?/J ~J'y\ 
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fo t- 2 
'h-p 

T 

; P KJti 
(-<) ^ ©'E ^ (2.68) 

«?tr l 

lf-í)í-l'Í 

Contudo, ao estimarmos a norma 

podemos fazer no segundo termo da fórmula (68) e re- 

duzir o cálculo'aquele já feito para ll ^ 2w+ i (P9- 23 

e seguintes). É possível,então, mostrar que a série truncada, 

agora numa potência par,satisfaz a mesma condição de forte as- 

sintoticidade. 

De acordo com teoremas gerais [9b), 10] » duas 

funções , H (%) e , obedecendo às condições de assin- 

toticidade (61) e (66), corretas para qualquer ordem onde as 

expressões são truncadas, transmitem à razão a me^ 

ma propriedade havendo alterações apenas das constantes e 

por uma outra ( fí- , p.ex.). Consequentemente provamos que 

as séries perturbativas para os autovalores Çda Hamil- 
O 

toniana satisfazem a condição de forte assintoticidade 

N ^ 4» 
í^+i 

<Vv sO 
(2.69) 

enunciada no Teorema I, pg. 8. . 

Usando a expressão (69) podemos calcular um limite 

superior para os coeficientes ^ . Truncando a série em or 

dem [4 e, depois, em ordem ^-\ e, em seguida, subtraindo 

uma da outra, encontraremos que 
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(2.70) 

No limite de |^[ muito pequeno 

l^í.J ^ (•'-*!) (2.71) 

nunciado 

fazendo 

(r- 3) 

interior 

Podemos generalizar o teorema de Nevanlinna-Sokal(e 

na sua forma original, no primeiro capítulo, pg. 2) 
X ^ f 

^ : Assim, substitua C|j " < ^ \ (h^ i 
5 ^ J 

por que corresponde ao 

da cardióide mostrado na fig. 9, a condição de forte 

assintoticidade (1.4) por 

"w = 0 
(2.72) 

a transformada de Borel pela transformada de Leroy 
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I IrL t 

e a fórmula de inversão fOT 

" -t , 

6(5)= \ e 
O 

Certamente o domínio de analiticidade dos autovalores | 

contém a cadióide da figura acima. Além disso, na fórmul 

podemos, ainda, fazer 

P ( JÓN-tv) + - ) = (cÍCn-m)* |)! (|)! o2 

Dessa forma, as condições do teorema de Nevan 

(2.73) 

(2.74) 

a (69) 

(2.75) 

inna- 

Sokal generalizado estão satisfeitas. 
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III. UMA INTERAÇÃO RACIONAL EM TEORIA DE CAMPOS 

Neste terceiro capítulo de nosso trabalho,considera 

remos o modelo definido pela Lagrangeana escalar 

J- /vv> 
J 

o? .-2 

i + 
(3.1) 

no contexto da teoria de campos Euclidiana em duas dimensões on 

de ele é, perturbativamente, superrenormalizável. As únicas am 

plitudes divergentes são aquelas associadas ao diagrama tad- 

pole. Na seção III. 1, eliminaremos este problema através do or 

denamento de Wick da interação e investigaremos a somabilidade 

de Borel das séries perturbativas para as funções de Schwinger 

de É pontos e provaremos o seguinte 

Teorema III: A expansao 

^ b"" , "B, J\ 

(É) 

(3.2) 

CE) 

para a transformada de Borel Ç) (^) cjg função de Schwinger 
(E) (t) ^ 

de £ pontos o ^ teoria (3,1), converge no inte 

rior do círculo de raio i j, k>o , onde ela define uma fun- 

ção analítica de b . 

Como sabemos, as singularidades locais que resultam 

,5 
de produtos de campos livres como, por exemplo, é<) , 4^ (■<) , . . . , 

são removidas facilmente através do ordenamento de Wick. Dessa 

forma, os objetos 
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c*).' 
Z 

(|) (<) - CCo) 

(3.3) 

e 

: c)> : r 4> (<) S CCo) 

onde CCo) g Q propagador livre no ponto zero, estão bem defi- 

nidos (<0(: 4>^-jo> = <o| ; <^^• jo^ xo J , muito embora, indivi- 

dualmente, os termos a direita, não. Investigaremos esta pro- 

priedade no caso da interação racional 

KO): 

1 ^ 
(3.4) 

Como uma série de potências de está bem definida 

ordem a ordem, porém, como mostraremos na seção III.2, a fun- 

ção de dois pontos associada está dada por uma série diver- 

gente que não pode ser somada pelos métodos usuais. Mediante a 

seguinte representação integral formal para m) : 

CO 

^ e '’«>s 

0 

provamos o 
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Teorema IV: As funções de correlação de ; t ;, onde 

eí ” ^ 

(3.6) 

1 

estão bem definidas se e somente se A <T / ÍL? 

Vocj/ 

Outra propriedade importante que discutimos foi a 

da existência de um limite inferior para a nova interação(3.6). 

Verificamos que ele não existe e, portanto, o modelo é, neste 

sentido, instável. Este comportamento é devido ao próprio ordp 

namento de Wick da interação mas, também, é devido ao corte 

A . 

Uma outra possibilidade de tratamento da interação 

é sugerida pelo fato que a mesma pode ser escrita como 

R (4) - ?(4) + N («U 
(3.7) 

onde 

7(4) 

o( 

(3.8) 

NC^) = 

Definimos, então. 
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; kW: z AJ(0) ,3 5) 

onde apenas a parte polinomial ?C^) recebe o ordenamento de 

Wick. Verificamos a estabilidade ultravioleta de i RCt) me- 

diante aproximantes W para os campos, definidos como 

(3.10) 

onde ■ 
-9 OD 

A estabilidade ultravioleta deste modelo está asse- 

gurada pelo 

Teorema V: Seja ^ a função de partiçao dada por 

(3.11) 

onde i e jxil é \im vo- 

lume finito. Então, 
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li?l 
(3.12) 

sendo M uma constante positiva. 

Concluimos, ainda, mediante análise da função de 

dois pontos de , que este modelo é equivalente ao mo- 

delo com interação polinomial lTC^)t ' e, como tal, a proprie 

dade de S6 mostrada para estes modelos, em geral, aplica-se a 

este caso, também. 

III.1 Existência local da transformada de Borel das funções 

de Schwinger 

Formalmente, podemos expandir a interação- 

série de potências de como 

em 

-2 , 
^ í*} 

oo 

r ^ C-f) 4 
(3.13) 

1 + 0(<^<p (-} 

onde o sinal no lado esquerdo da interação é aquele que multi- 

plica toda a ação do sistema. Dado um vértice do tipo k=tí'^+«>^ , 

isto é, um vértice ao qual se ligam K campos, a ele corres- 

pondera um fator CJ • C-X)» • ( °<)“ onde 
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X r V(K} - 

o2 

^ - v(k) - 1 ^ 

vÍk) -•? = ü - 3 

(3.14) 

Como se verifica em (3.13), a teoria de perturbação deste mode^ 

lo comporta infinitos tipos de vértices. Seja <3 um gráfico 

genérico em ordem 'rj c3e perturbação. A ele correponderá en- 

'n 
tão, um fator ^ onde 

(3.15) 

A soma varre todos os tipos de vértices no gráfico: é o nú- 

mero de vértices do tipo K. e >^(Kj é dado por (3.14). Como 

V , então o? V ou 

oi (3.16) 

Em termos do número total de campos em Co , 

^ i- 
ã 

(3.17) 

onde \j é o número total de vértices. Aplicando a desigual- 

dade (3.16) à fórmula acima, obtemos esta outra: 
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(>\J < 
(3.18) 

Em termos dos números de linhas externas, Bj einternas,I, o núme 

ro de campos está dado como 

*E+o/X 

(3.19) 

Substituindo esta relação na (3.17) obtemos 

- £ ^ X - V 
o2 

(3.20) 

Por sua vez, pela relação de Euler 

I - V = L- i 
(3.21) 

temos, 

or» = H + L - 1 
(3.22) 

Podemos concluir, baseados na relação (3.22)^que a 

ordem -n de um gráfico de B pontos é dada, essencialmente , 

pelo número de seus loops L , idêntico, aliás, para todos os 

gráficos da mesma ordem de perturbação. Observe, também, que 

C é sempre par. 
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Resulta das relações (3.21), (3.16) e (3.22) a se- 

guinte desigualdade para o número de linhas internas de 6 : 

x< ^ ^ I - Í = ^ ivj 

^2 -í cZ o? (3.23) 

Ainda, de (3.22), 

< 'Vi+1 

1 
(3.24) 

Agrupamos, no Lema 5. as fórmulas calculadas até a 

qui e que caracterizam a topologia de um gráfico genérico (E> : 

Lema 5: Seja (b um gráfico contribuindo para a função de 

Schwinger de £ pontos do modelo (3.1). Então, as seguintes 

relações são válidas: 

1) V ^ 

2) ^ ^ S. ^ 

3) ^ V ^ < 3 -n 

4) ^ H - «^I 

5) ^ ^ X -k £ -V 
.2 

6) . Portanto, L ^ 
ol 

X ^ "n 
Ji ã d 

7) 



44 

onde L= número de loops; E= número de linha externas; 1= nú- 

mero de linhas internas; V= número de vértices; ^ varre to- 
K 

dos os tipos de vértices; V^= número de vértices com k cam- 

pos . 

Juntamente com , cada gráfico contribui com o 

2(6) , ,y(^) ^ 
fator Crí) • • Usando as relações (3.15), (3.14) e 

(3.17), descobrimos que 

VC4) = H 

Podemos^então, escrever a série perturbativa para a função de 

£ pontos como 

C€) 

5 - (3.26) 

onde 

’r\ 

Oi 

-o?V(G) V((^) 
(E) 

TT V,! 

k 

2 
(3.27) 

A soma I varre todas as possíveis atribuições 

{''«! 

de 
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(E) 

vértices que satisfazem o vínculo e J\^ iv l é 

Cf) 
a soma de todos os gráficos Ê com V C^) vértices cor- 

respondendo a uma dada atribuição. 

As únicas amplitudes divergentes são aquelas para 

as quais o gráfico é um tadpole. Isto é verificado do seguin- 

te modo. 0 grau superficial de divergência associado ao 

gráfico (d é definido como 

Uü(6)= d-L (3.28) 

Tomando d = oi (a dimensão do espaço-tempo)^a relação de Euler 

(3.21) implica que 

u)( e.) = oi -eí V (3.29) 

Note que U))^0 somente quando V=1 e o gráfico tem apenas um vér 

tice. Como sabemos, a divergência ultravioleta típica destes 

gráficos pode ser sanada através do ordenamento de Wick da in- 

teração. 0 modelo definido pela Lagrangiana (3.1) é, então, em 

perturbação, superrenormalizável e todas as amplitudes são com 

pletamente convergentes. 

No que segue, estimaremos o número de gráficos cone^ 

xos IPI em ordem de perturbação. Esta contagem é bastante 

cilitada pelo método desenvolvido na referência [11]. 

Seja G um gráfico conexo IPI. É sempre possível de 

senhá-lo dispondo todos os vértices sobre uma circunferência, 

formada a partir de duas linhas de cada vértice que o unem a 

, / R \ K 
outros dois. Dado um vertice com ÍC linhas, temos í 

neiras de escolher duas delas. Há duas possibilidades. ainda, 
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de se contrair cada um dos campos correspondendo a estas li- 

nhas, com dois campos dos vértices adjacentes. São possíveis, 
y-l nr) 

então, oi ^ J (Lema 5, desigualdade 1)) contrações e a cir 

cunferência pode ser formada de 

J 

Hyt 

(3.30) 

(pelo Lema 5, desigualdade 3)) modos. 

Seja V,- „ ^ ° número de vértices do tipo íí. 

com j ^ K-ol campos disponíveis para contrações externas. Pode^ 

mos escolhê-los de 

1 ^ 

(3.31) 

modos. Considerando, como em (3.30), a presença de outros ti- 

pos de vértices, isto pode ser feito de 

(3.32) 

K 

TT 

(K-í) V, 
(k-J)V^ 

c2 <: 

maneiras (Lema 5, desigualdades 1) e 3)). 

são possíveis £ ! contrações destes campos com os cam 

pos externos. 0 número de arranjos das £ linhas externas (for 

madas a partir destas contrações) nos V vértices do diagrama 

é devendo este número ser,todavia, vinculado ao máximo de 

linhas permitido em cada vértice, ou seja, devem ser excluídos 

aqueles arranjos cujo número de campos num único vértice supe- 

ra o máximo permitido. Portanto, se -Q é número de arranjos 

possív^eis, 
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^ V ^ (3.33) 

0 número de linhas, I, é dado pela relação 

1 - -^7^ + (n2 de linhas na circunferência) (3.34) 

onde Jl é o número de campos disponíveis para contrações inter 

nas. Como sobre a circunferência há \/ vértices, que a divide 

em V segmentos de arco, então 

Pelo lema 5, desigualdade 5), 

X-V r ^-£ 
(3.36) 

logo, 

jf - ó? '»> - E 
(3.37) 

O número total de contrações entre os / campos internos é 

(J-i) ! ! : escolhido um campo, posso contraí-lo com algum dos 

(i-i) campos restantes. Feita esta primeira contração, a segun- 

da poderá ser feita de f^3) maneiras, e assim por diante. 

são possíveis, ainda, V ! permutações dos vérti- 

ces . 
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Conclusão: Se é o número de diagramas em ordem 

de perturbação, com uma dada atribuição j"vérti- 

ces, contribuindo para a função de Schwinger de £ pontos, en 

tão: 

Lema 6: 

< e! v! / v' 
(3.38) 

Pelo lema 5, desigualdade 1), — ; de (3.37), ; 

1." = (i)! , de forma que 

< j 'v,! v! (3.39) 

Na fórmula (3.27), 

síveis dos vértices 

ferência [12], foi 

vergentes, como os 
'n 

a soma que varre as atribuições po^ I 

'*1 
, está limitada por d (Apêndice E). Na re 

demonstrado que gráficos completamente con- 

que nos concerne aqui, tem suas amplitudes 

limitadas por K , onde K é uma constante positiva indepen 

dente da topologia do diagrama. 

Reunindo os resultados acima, concluímos, então, que 

o módulo da amplitude total (fórmula (3.26)) está limita 

da por: 

(3.40) 
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s 
onde K, = c2 K e 

v; 

TT V I 
' K ■ 

»«• 

I 

V. / 

I V. \ 
•‘l» 

é i < j 
(3.41) 

Portanto, 

Lema 7: 

I < e! J. cf 
(3.42) 

com r o2 K. Este último resultado implica que a série pertur- 

bativa tem uma transformada de Borel li- 

vre de singularidades pelo menos no interior de um disco de 

raio ^1^2 centro na origem do plano de Borel 

Fig. lO 

Está demonstrado, assim, o Teorema III. 0 passo seguinte, con- 

siste em mostrar a existência de uma continuação analítica da 

função (a transformada de Borel) para além do círculo 

de convergência de sua série (fig. 10) e, especialmente, numa 

vizinhança do eixo real positivo. Para dar sentido à soma de 

Borel 
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e (3.43) 

(e) 

certamente é decisivo saber se a continuação analítica de % 

tem alguma singularidade no ponto , por exemplo. Não 

tencionamos resolver aqui este problema e deixamos para o capí 

tulo IV uma discussão sobre o mesmo. 

II1.2 O propagador da interação :R(0): 

Nesta seção, investigaremos em que sentido o objeto 

:íd>); -- 

(3.44) 

está bem definido. Em primeiro lugar, calculemos a sua função 

de dois pontos definida como 

(3.45) 

Forma Imente, podemos expandir Rí*) como: 

“V ^ V 
^ (-1) (X ^ ^ (3.46) 

Sendo o propagador livre do campo fundamental «íj) (*) , 

temos que 
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1*1 'IV» 

<(: 4> f-j:: ('i): > (3.47) 

e, portanto, 

0» 
.ÍV-N JV 

0( C 

y=<i 
(3.48) 

Observe que esta última série é divergente. E mais, colocando 

xj t^Oi^ eni evidência em (3.48), a série transformada de Borel 

da série obtida é igual a 

1 (c^Ct) 

Sua soma, BíW , analítica para C(.,,),b < i é 

"BCtí-- C«Cb/( - bo^ C ) 0^ b C 
4 ,‘í 

CX b C 
(3.50) 

Podemos continuá-la analiticamente para todo b , porém, há 

um pólo em b ~ + —^ que não permite calcular, diretamente, 
o( C 

uma soma para (3.48), através da soma de Borel, a integral 

o 

Um outro modo de estudarmos a interação HOJ consi^ 

te em representá-la como 
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- - t 

^ ^ ^ -L [e t e ] 

(3.52) 

onde pr e /*= P . 0 ordenamento de Wick de V.(*) será da 

do pelo ordenamento de Wick das exponenciais. É conveniente de^ 

finirmos a "medida" 

5 t E 

4 

(3.53) 

de modo que 

CD 

(; ; e : + ; e : 

(3.54) 

Portanto, 

t :: e ü : > 

+ <( : t :: e ^ > + 

4 < •• e'^'^'^^':> 4 

4 < ) 

(3.55) 
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Como 

<;€ :: e : C . > 
(3.56) 

vem que 

; Va'c., 

^liJíiK-D-RC^tll);)-j\j « t «• 

0 
(3.57) 

Podemos representar graficamente as exponenciais no 

lado direito de (3.56) se as mesmas forem vistas como propaga- 

dores e as seguintes regras forem observadas: 

: se cx', e c/. tiverem o mesmo sinal 
> S 

: se oi- e • tiverem sxnais contrários 
* i 

Graficamente, então, os valores esperados no inte- 

grando de (3.55) podem ser representados como: 

a) 

tb' c, 

ll' (-/*W) C~)m t 
    

- 'i 

'U' I^W 

ou 

b) C : ^ ^ ou 
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(-)Mt I, ' 

/• 'tt'/o?(í 

>*>u'U'c, 

C) <; e :: e ^;> = e « ou 

C4)^t COi»'»** 

My'^\> l^íi 

d) < ; e ;:e :> = ^ 

Ci)^^ (+}/«'t 

OU 

My ' 11 1^1/ 

~?o 

onde consideramos o comportamento a pequenas distâncias do prp 

pagador (fórmula (3.66)). Certamente, às funções com 

maior niinero de pontos correponderão gráficos mais complicados 

onde participam os dois tipos de linhas acima. 

Lembrando a definição (3.53) da "medida" t » vem 

que: 

íí-iu'c, 

.t e 

z 

-i- í yy* kb 
fò 0 

e ' 

(3.58) 

e, por conseguinte. 



(3.59) 

_h 
(» I a 

dtcJfe e 

H 

à 
( 
t * 

Neste ponto ,é iStil a definição de polinômio de 

Laguerre C*) segundo a qual [13] 
<V\ 

^ -vn / '*1 \ ■" 

   'VN - /vn / ^ 
(3.60) 

ÍW» 5 O 

ou ainda. 

L w = 
(3.61) 

Usando (3.6í), vem que 

fc íVuc, 

i (e -‘) = fc! e I (í^vu'c,,) 

(3.62) 

Portanto, 
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9 fc . t' e 
A* ^ 

^ ^‘dbdbV* <* c' &! e "■^L^(;/>‘'‘‘'s) (3.e3, 
3 

Substituindo este útimo resultado na fórmula (3.57) 

e, agora, usando a definição (3.60) para L C*) obtemos: 

44 ^ 

^ C-~) - ("'^'^*5) ' 

/VVÍ 1O 

CD 

- t - t '3+c?'^ \ ' / l\ 

r 

C'0 e. 

-^y !?> P 

+ e 

(3.64) 

onde fizemos .L b e _» (? . Tendo sido realizadas as 

derivadas em ;u e aa , podemos fazer /x=/* 

É pertinente, a esta altura, estudarmos a convergên 

cia das integrais que aparecem na fórmula (3.64). Observe que 

para grandes valores do expoente das exponenciais,as integrais 

(e, portanto, a função de dois pontos) não estão bem definidas. 
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Primeiro, vamos controlar o comportamento delas quando b-7c» 

fazendo um corte A no domínio de integração: 

00 

^ cib o>b (•••] —•> ^ dl c>'lo C‘ ' ■) 

(3.65) 

Segundo,o resultado das integrais deve ser uma distribuição 

bem definida devido ao propagador . Disto, decorrerá 

uma relação entre o corte e a constante de acoplamento ne- 

cessária para dar sentido ã função de dois pontos. 

Lembramos que [14] 

|*-'àl] , ^ 
oJfT ‘ 

(3.66) 

(-x -'jl 00 

Os termos a serem examinados em (3.64) são: 

-l' - b' r b c 

(3.67) 
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A grandes distâncias e as 

integrais acima convergem para qualquer valor de ^ . Problemas 

podem ocorrer, todavia, a pequenas distâncias onde = 

ij . Neste caso, existe o problema da última integral 

se ela se estender até o infinito pois 

áir 

t 

(3.68) 

O propagador distribuição e como tal a 

integral (3.68) só tem sentido como 

ol ^ o)fc) (■") ^ ^ ■'.2 
, i, <3-69) 

onde é uma função teste adequada. 

A distribuição acima está bem definida quando 

não o sendo, todavia, para valores grandes de t e ío* a menos 

que 

o? ^ ? 

c i 

Analisaremos o significado desta desigualdade, pos- 

teriormente. Queremos nos certificar, primeiro, se ela é vál_i 

da em geral, i.e., se as funçÕes de |v/ pontos 
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hS 

K=| 

-^/>K \ \ 
+:e : )> (3.71) 

estão bem definidas pela mesma desigualdade. 

Seja B - 11. Vamos usar a fórmula 

I' (TT v](Tr t,) 

. _ >'^1. íep ^ >^1- 
?C% ^ 

(3.72) 

onde a soma ^ varre as partições do conjunto B • Então, 

r 

‘C ,/ -r-.- A0(: 
2, TT : e ^ ^: jr : e ^ ^> 

Àél. 
(3.73) 

onde 0^^- = lo^ ^ e - +/íj* by ^ 

Usando fórmula (3.56) deduzimos gue 

,íV;Í>; — ^ ^ r-r v; T  
< *T : e : |T : e i 5 . 

r«s '^1- 

•> - 

><i '"I 'li J 
■ ;jer V 

^ ó‘l ■ rn 
dtp 

(3.74) 
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onde o produto ^ 

a) positivo, se /,5^P • Neste caso, se /t é o número de ele- 

mentos de f , então a soma 

Àier 
tera 

^ a) 
termos 

b) positivo, se /J^p" • Neste caso, se 3 é o número de elemen 

tos de , então a soma 

c) negativo, se e ié è. ou vice-versa. Neste caso, o 
r 

número total de termos entre colchetes na fórmula (3.74)sé 

^ terá (J] termos. 

rá A • 5 

O número total de termos na exponencial é,portanto. 

o? J 
+ .A’ s — 

A -V 5 

o2 
(3.75) 

O gráfico 6 associado a este exponencial, tem 

I = 

At 5 

(3.76) 

linhas internas. Em (3.76), é igual ao número de vértices 

V (veja o lado esquerdo de (3.74)j ou, ainda, igual ao número 

de pontos N da função a que pertence o gráfico; logo, 

Podemos concluir desta última relação que, dados dois vérti- 

ces, só pode haver uma linha ligando os dois. 0 número de loops 

e 
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L -V-i I = ( j j-VM = !L - i. V + i 
o2 c2 

(3.78) 

À pequenas distâncias. 

(V?s) —> 7T I v-’',!) ^ TT - 

i,iéC 

II 

^ € r 

6^1 

('^hi-^l) 

TT 

jer 

1 

(3.79) 

um gráfico 

dados pelas 

cia de sua 

Fourier de 

O termo geral da soma 2 

0) com V = vértices e 

relações (3.77) e (3.78) 

amplitude p^ no espaço 

Segundo Gelfand e Shilov 

o? s r ~Pi 
}X , onde A - U ^ X. , 

' S ^ 

, acima, corresponde a 

números de linhas e loops 

. Estudaremos a convergên- 

dos momentos. 

[15], a transformada de 

é. 

CCM- 
\ 

C oZ TT 

r(-A) 

i 

(3.80) 

Por isso, no espaço dos momentos, temos as regras: 
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+ C-) + C-) 
r 

1 

e 

^C-) -C*) 

= C c- 5k] -p 

■f-9 00 

onde ^ ^ (= j 

JTT 

, de forma que 

A G 
r\J 

) 

(A+0(# dji 

Mas, por (3.75) 

de linhas *-^a^ = /i»S 

# de linhas —• = ( J ) * (j ) 

O grau superficial de divergência ^ da 

(3.8ítj é, fazendo contagem de potências do momento K 

a 

% =ji' 
S 

<2 
+ í5 (x H) .H' ^ 

Z 
onde j_ - ^ + I 

J J 

(3.81) 

(3.82) 

(3.83) 

integral 

, igual 

(3.84) 

e de sorte que 
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s - oí - (x +') C-'"' ^ ^ V - M A-5 

Mas \J ^ Ji ^ S e (a+^) “ 4A5 = ^A-?) . Então, 

5 = ^-N[^Ca-5}-vJ-í?V (3.86) 

fj Z' \ 
onde (A-s)'V = . Pela fórmula (3.77) 

V (\/-ij - oí J ; logo. 

^-o?+ ^^«?X+^A.5j~o?V/ 
(3.87) 

Se )^ > ( f S cresce com o número de vértices (é 

cada vez mais positivo) pois ^ c?X - ^ V^v->j > o? V para V^3 > 

de forma que o número de infinitos cresce com o número de vérti- 

ces. S <0 , se e somente se 

»?T t ‘^^■S 

Como A ^   o X ^ i 

)'< -X_ é 

X S 

, vem que 

V>1 -vs 

I -t- Ji - 5 

(3.89) 

Se e S são diferentes de zero, o lado direito de (3.89)é 

sempre menor que 1. Se A-— o , então 
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(3.90) 

eS<o se S > I »V\ 

cluir que S< O , V ^,5 

devemos ter 

(Idem, se S-O ,Afo ). Podemos con 

k ^ I . <J 2 ^ 7 se A<l , Como o?A - p> ' 

o;r o7TT 

M A ^ i 

ííT 
(3.91) 

que é a mesma condição de convergência obtida anteriormente 

para a função de 2 pontos. A integral 

Jt 

A b 

-//‘4 b 

^ ( 3.92) 
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que, formalmente, define a interação: ^ para /\ c oo , 

na verdade,só tem sentido, então, se 

< 
^ II íT \ *xí 

(X 
(3.93) 

Por este resultado, se considerarmos a constante de acoplamen- 

to como um parâmetro livre, o limite ^ CO implica em 

<^->0 de forma que = co é consistente apenas com uma teoria 

livre . 

Podemos, entretanto, fixar ^ e considerar cv" como 

o parâmetro livre e, assim, concluir que a grandes distâncias, 

quando ^ ? oo , é ele que se anula de modo que a interação 

torna-se polinomial. 

Do que foi dito e calculado acima, o propagador as- 

sociado a 

-1 

não está bem determinado a menos que ele seja refedefinido como 

l;(e .e 

0 t O/* 

onde 
V 

, y=o< 

1 
a 

X 
mr 

, mostrando o teo- 

rema IV. Note que podemos reescrever (3.95) como 
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t. Í4); (3.96) 

Dessa forma, a interação original que pode ser escrita Cí^roo a soma de 

um termo quártico com um termo racional foi transformado no produto de 

uma interação polinomial com a interação (a menos de 

uma integral) do modelo sine-Gordon. 0 cálculo explícito da 

integral (3.96) revela que o ordenamento de Wick de * (»)• 

,ct>s 4>) J desestabiliza a interação. No Apêndice F, nós cal- 

culamos a seguinte expressão: 

íc 

- c-i) €. CjdsS 

m 
fc.v 

è )—^ (S (=')■) ( 

C-í] 

■f OT / 1 

t 
V 

c-i) 
c ) i 

(3.97) 

onde S=^(i!> e C=C:(®) com = e (^ = {^ • Substi- 

tuindo (3.97) em (3.96), obtemos: 

[?] 

(3.98) 

ViO )-< 

(') 

K»
 I

o
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onde 

I .H- 

Ç(o) 

0 

r 

V -pc^ 

V. 

>*-pAA 

(3.99) 

Observe que, devido à constante infinita Cio) a ex- 

ponencial J/ip b ) ' oriunda do ordenamento de 

Wick (Apêndice F), leva os termos negativos de (3.98) rapida- 

mente para oo . Poderiamos eliminar este efeito da exponen- 

cial definindo « i / Cio) ou ^-v cio) , mas isto implicaria 

numa teoria polinomial ou livre, respectivamente. No caso de 

regularizarmos Ci») como C^(o) , o modelo passará a depender 

de um parâmetro arbitrário K , o regulador, além do corte A 

na integral 1■ Se oí ou ^ v i j Q^(c),Ae k poderão ser rela- 

[ Ü T- í 
cionados pois A < \i — 

Uma maneira de solucionarmos o problema com a esta- 

bilidade da interação consiste em evitar o ordenamento de Wick, 

pelo menos parcialmente, ou seja, definindo 

+ J J_ A toí*» ) 

^'1 -V ^ 
(3.100) 
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No que segue mostraremos que o logaritmo da função 

de partição 2 > definida como 

. 5 ;■ M): a'. «/ • It * 
-fl 

(3.101) 

s onde a integral J é realizada no volume finito ü e 

-a 

(3.102) 

;endo ^ 

^ -2 
- K * 

um aproximante da delta de Dirac, 

existe quando K-»’»» e SI, no espaço L (A, «*>“('<*)) 

das distribuições temperadas com medida gaussiana 

(3.103) 

Definimos como 

3- : 4 (*>’. -i: 4^*); 
(3.104) 

Então,temos o aproximante 

0 st 
t t ^ 

\!íi 

(3.105) 
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Usando a desigualdade de Schwartz 

temos que 

1 
i 

(3.106) 

onde 2„.(niA - 2(?ít)J é a função de partição do 

modelo polinomial em duas dimensões construída por Glimm,Jaffe 

[14]. Segundo estes autores 

Ji 
-í ^ 

e 

~ i \ : 

eu ^ 

-áS 

(Í.-9 00 

JM \Sl\ 

e 

(3.107) 

onde M é uma constante positiva independente de k • 

Quanto à segunda integral em (3.106), ela converge quando 

K ^oo para um limite € L (.dA^íil) , bem definido, como 

mostraremos a seguir. Temos a seguinte limitação: Fixado 

2 ~' 
(.4 < i 

(3.108) 
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e, portanto. 

J\^\ 

"1 n ^ 

~ ^ o*** 

^ 1 
(3.109) 

logo. 

j M )ai 

2^.k I í ^ 

IZ-g.«l ç < 

Sl-=f CO 1 1 

00 

(3.110) 

A existência do limite superior em (3.108) não implica que 

o lado esquerdo possui um limite, podendo oscilar quando 

jc_7c» . Entretanto, mostraremos que a sequincia|( i+^ 

é de Cauchy em L“^ ( . 

Seja 

2 

r,C4>) = e 

J ^ d * (1 + 

SL 

~l 

(3.111) 

Calculemos || ~ , onde IJ • II 

norma em |_^ (/i' . ' ou seja. 

e a 

^ S d<(i+ J ^ (i + <í)^*J 
-R ^ 

- t 

(3.112) 
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At'? 
Aplicando o teorema da média segundo o qual e. -(t-o) 

com , vem que o integrando em (3.112) é menor ou i- 

gual a 

) (3.113) 

onde H ^ 
^ i -Q -* 

pela limitação (3.108) e, assim, ^ -jP J'j < 

Mas 

. ^ ^-1 (i* t^K‘)( ) 

(‘^ ) - ('-^ i') =    

(m + <^K-) 

(3.114) 

Aplicando a desigualdade de Schwartzs, vem que: 

d z (í''-*k) 

^ (i+'^/)(i-^4>/) jx 
(3.115) 

onde a segunda integral à direita é sobre uma função limitada 

do tipo 

(*n) 

2. 

Portanto, 
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||F (♦)-?.(♦) 11^ 4 ^ 1^1 I (a) 

onde 

Lembrando que 

4>,W-- (>■’■') cfí>') 

podemos escrever 

r 

Vf--») 

(3.116) 

(3.117) 

(3.118) 

(3.119) 

(3.120) 

Obtemos 
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K-p) = 4/.(t) ^ 'i’* 4 (í.) 

_Ti 
(3.121) 

Sabemos que 

t((.) -- (í, (3.122) 

onde 

(3.123) 

e 

-/'«•('j-jl 

Ê <J''r 

(3.124) 

Em termos de transformadas de Fourier: 

oo 

-OD 

(3.125) 

e 

j; (si - e 1 

o?tr 
-oo 

(3.126) 
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Substituindo (3.125) em (3.123) obtemos; 

_L (ii) = 5 d X C 

^ J 

«Vi J 
U(01 

VI* * ah 

JT 
d R 

2 1 
R 

De (3.120) e (3.126) 

T 1-n o?TT 

•Nj 

S ,(ft) 
k' ^ 

Lembrando a definição de (após (3.102)), sua 

mada de Fourier é igual a 

e. então, 

K 

e 

(3.127) 

(3.128) 

transfor- 

(3.129) 

(3.130) 
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__ \n\ 

_i Cíi)=  
dV 

k' 

,i 

(3.131) 

Usando, outra vez, a desigualdade de Schwartz,obtemos: 

—> O 

k, K *-^co 

(3.132) 

Disto podemos concluir que dado £ o , arbitrário, existe uma 

constante i*^*^*^ tal que para ^^k*> 

r C-^) < ^ 
(3.133) 

Para concluir, analisemos a função de dois pontos 

para • • 

< ; R(<K->); •: R«(V):> (3.134) 

igual a 

<: (i>'(-):*.- Sl < : 4V):; + 



7G 

+ < :4>Vi;> - -t < ;d%;(.-.«3>>'(,!)"> . 1 

+ : 4'%:: : 4> w:; - -L < : : > 

■^ — < :4>V*): ( > -»• -L <: 4‘\;j):> - -~ <; 4>%):> 

7 .'I 
<:(it.í3 + («i) ■> - -L <(, v^3d>Vi)'':4\j):>.» 

^ I S o^y ■ “ 'oi'' 

•'V 

h <<3 

4 _L < + (t + *<5 4>^C%0 *> (3.135) 

Deixando os detalhes de cálculo para o apêndice G, 

temos que: 

a) ^ 4>V<):: 4V‘í): > = m! c e > = o2\ c C'»,'^) 
? . 

b) < : = o 

c) < : 4 (’*)*.> = o 

<a) <( : > = (°<9) c 4b k Ê 
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e) : c|) ^ o 

2 2 ~l Co? 
f) <^: 4* í’')* ('+ ^ ^ \ dt b <e 

I i-^ C^o) 

1 T JL - i> - =1 l>'^ ' 
g) <^ (,w. *•(.))> -- i ** "í 

í -1 2 -f 
h) <f(i+<5^<^4’C’‘)) '!> = 

oo 

i ^ B>Í 0)5 

-S -t -“^Aw-«3i^c(.)(. ■.Vjsicc.,8) 

-4- £ 

Em d) e f), 

'«? 0 «í 
dt) b ^ = - * 

i i/o?Oí-5 CM 

i-- 4^ Í2 

(3.136) 

Em g) , 

0 (3.137) 
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Em h), uma das integrais pode ser calculada. Seja h r Cio) 

3E . Então, 

e 

( A • 

A»; 

(3.138) 

Observe que A ^ Cio)- » é uma constante infinita de 

modo que para ^ ‘Jj • todos os valores ^ se anulam 

com exceção de a). Neste caso. 

SC^a)= ^ ^ c c*,i) (3.139) 
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o que é equivalente a função de dois pontos de 

oí 
(3.140) 

Pelas mesmas razões, as funçÕes de correlação do cam 

po fundamental ^ serão equivalentes àquelas quando a inte- 

ração é da forma (3,140). O modelo, então, se reduz a uma teo- 

ria polinomial em duas dimensões valendo a SB das séries per- 

turbativas que foi demonstrada por Magnen e Seneor [16] para 

qualquer teoria polinomial em duas dimensões. 
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IV. DISCUSSÃO 

No capítulo II, demonstramos a SB das séries pertur- 

bativas para o espectro de um sistema quântico su- 

jeito ao potencial 

^ 1 

o? 

J k -I 

(4.1) 

, o que corresponde ao pia 

Fig.11 

Note que quando ^ ® ° potencial desenvolve um pólo em 

•jt i i tornando-se singular. No entanto, é regular quan 

do ^ -♦ o"*" . Além disso, \JC*) ^)-í> Oo quando * -*co . As sé- 

ries perturbativas para os autovalores foram construí- 

das a partir de expansões em torno deste ponto de fronteira do 

domínio ^ ^ -O , onde V não está bem definido, razão pe- 

la qual devem ser divergentes. A condição de forte assintotici- 

dade, fórmula (2.69) , também sugere isso. Observe que 

o erro cometido quando a função é aproximada pela sé- 

rie truncada ^ ri**' , i.e., o 

regular para ^ Ç ^ = C 

no cortado da (fig. 11 ) 

A 
j 
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erro 

fJ 

(4.2) 
rti aO 

é limitado por uma quantidade que cresce fatorialmente com , 

para fixo, indicando que a precisão da aproximação dimi- 

nui o que é peculiar de séries divergentes, apenas. Este com- 

portamento teve sua origem na norma II C'») 11*^ cujo 

cálculo foi necessário para obtermos a estimativa final (4.2) 

para o erro (confira pags. 27-30 , fórmulas 2.49-260 ). Mos- 

tramos, no Apêndice E, que 

2 4j 

(4.3) 

o que sugere que o limite superior em (4.2) não pode ser melhq 

rado. 

As considerações anteriores são apenas indicativas 

do comportamento das séries perturbativas do modelo estudado. 

O coeficiente : é uma soma bastante complicada com ter- 

mos positivos e negativos (por exemplo, verifique fórmula 2.32) 

podendo haver, porisso, cancelamentos entre elas. Isto dificul^ 

ta enormemente o cálculo de um limite inferior para e, fi. 

nalmente, a dedução de um prova rigorosa da divergência da ex- 

pansão, que não apresentamos aqui. 

Provamos que s auto ~ conhecidas, 

apriori-são analíticas -no svbdomínio ^ G-m c^oe 1^1 <1 ( téc 

nicamente, isto foi uma consequência do fato de que a Hamilto- 

niana forma uma família analítica em , condição para 

que, pelo teorema de Kato-Rellich, seja analítica neste 

domínioj 
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onde, também, vale a condição de forte assintoticidade (fórmu- 

la 2.69 ). Decorreu disto que as séries perturbativas 

definem unívocamente o espectro • A soma 

bilidade de Borel foi obtida de uma generalização simples do 

teorema de Nevanlinna-Sokal segundo a qual as funçÕes po 

dem ser definidas pela integral 

00 

(4.4) 

absolutamente convergente para no interior da cadióide da 

fig. 9 (pag. 34 ) contida no subdomínio de ^ mencionado aci^ 

ma. A integral (4.4) permite o cálculo de Ej^c|) '^nia vez conhe- 

cida explicitamente a transformada de Borel “B- r as sé- 
i 

ries perturbativas são bastante complicadas tornando esta tar^ 

fa praticamente impossível. No entanto, se isto fosse possí- 

vel, o passo seguinte consistiria em estudar a existência de 

uma extensão analítica do resultado para 

Em teoria de campos, a divergência das séries per- 

turbativas se devem a dois fatos: o número de diagramas que 

cresce ordem a ordem, fatorialmente , e amplitudes, típicas de te 

orias estritamente renormalizáveis, apenas, que, individualmen 

te, comportam-se como ! Em teorias superrenormalizáveis , 

portanto, como aquela considerada no capítulo III, as proprie- 

dades de convergência das séries perturbativas podem ser reve- 

ladas por uma contagem do número de diagramas em ordem de 

perturbação. Neste espírito, provamos, no capítulo III, a exi^ 

o 
tência local da transformada de Borel D (b) para a função de 

C£) Schwinger de E pontos, ^ , (Teorema III) do modelo com in- 

teração racional 
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(4.5) 

Para estimar o número de diagramas conexos e IPI em 

ordem de perturbação^todos os vértices de um diagrama ge- 

nérico foram dispostos sobre uma circunferência e, em seguida, 

via uma análise combinatórica,contamos o número de maneiras po^ 

síveis de realizar contrações entre os campos associados aos 

diversos vértices do gráfico. Este método, devido à A. Jaffe, 

foi empregado pelo seu autor na demonstração da divergência das 

séries perturbativas dos modelos fCÍ), . Oxalá fosse possí- 

vel utilizá-lo, com o mesmo propósito, no caso do modelo (4.4), 

mas, como ocorre no contexto quântico discutido no início des- 

te capítulo, as amplitudes, numa mesma ordem de perturbação, 

trocam de sinal consoante o número de vértices do gráfico asso 

ciado seja par ou ímpar (veja fórmula 3.27 , pg. 44 ), poden- 

do produzir cancelamentos em cada ordem. Embora isto não seja 

importante no cálculo de um limite superior para o número de 

diagramas, é indispensável considerá-lo no cálculo de um limi- 

te inferior. 

Aliás, o problema do cancelamento de amplitudes é 

típico de teorias renormalizáveis onde a operação de subtração 

de infinitos modifica o sinal das amplitudes numa mesma ordem 

e foi solucionado, apenas, no modelo ^ que é super- 

renormalizável [17] . A única renormalização necessária, nes- 

te caso, é a da amplitude associada ao gráfico -©- • A solu- 

ção para o problema de mostrar a divergência das séries pertu^ 

bativas deste modelo, consistiu em reescrevê-las em termos de 

amplitudes convergentes e positivas envolvendo um novo 
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propagador convenientemente definido. Em seguida, estimou-se as 

novas amplitudes e calculou-se um limite inferior para o seu 

número em ordem 'n de perturbação mediante o método de Jaffe. 

No nosso caso, o problema de sinais que ocorre en- 

tre as amplitudes não é devido a qualquer processo de renorma- 

lização mas tão somente ao caráter não polinomial da interação 

que, quando expandida numa série de potências de ^ , gera u- 

ma alternância de sinal (veja fórmula 3.13 ) responsável pelo 

problema. 

Uma vez provada a existência local da transformada 

de Borel Cb) , é necessário, agora, saber se ela pode ser 

continuada analiticamente ao longo de uma vizinhança do eixo 

I) 0 , ou se a função tem singularidades para 

^ <3^^ impeçam a convergência da integral 

\ ^ 'S> (4.6) 

É natural procurar, primeiramente, uma primeira singularidade 

no ponto y =: + i I k , na fronteira do círculo de convergên- 

cia de ■bCb) . Neste estudo é, também, importante saber em 

que medida ocorrem cancelamentos entre as amplitudes positivas 

e negativas dentro de uma mesma ordem para determinar,com pre- 

cisão, se ocorre efetivamente um sinal negativo no termo geral 

da série. Se for verificada uma alternância de si, 

nal na expansão, isto determinará em que região do plano de 

Borel estão as singularidades. Neste caso, elas ocorrerão no 

semi eixo t < 0 . Este é, talvez, o ponto principal, ainda 

sem solução completa, no estudo das singularidades da transfor 

mada de Borel, centrado, principalmente, no modelo 4 i * » w 
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A somabilidade de Borel foi demonstrada, via métodos constru- 

tivistas, para o modelo em 1, 2 e 3 dimensões de sorte que não 

existem singularidades pelo menos para t ? 0 , nestas di- 

mensões. No caso de 3 dimensões, conseguiu-se provar a existin 

cia de uma singularidade no semieixo .A técnica empr_e 

gada na prova foi o método de Lipatov que permite calcular pre^ 

cisamente o raio de convergência de Em seguida , 

estuda-se o comportamento das suas derivadas neste ponto. No 

caso do modelo , provou-se que [18] 

su-p 

n\—yOC 

1 

£ 

(4.7) 

Í Srt):- i 5 j 

^ íR'' R'' 

A justificativa rigorosa desta fórmula é bastante complicada e, 

em essência, ela é obtida calculando-se limites inferior e su- 

perior para ^ que convergem para um mesmo limite 

-I 
quando OO ^ . Um requisito básico para a prova e a cons- 

trução de (4.7) é a estabilidade de (i.e., que S é 

limitada inferiormente). 

Retornando ao nosso problema, então, o método indi- 

cado para estudarmos a existência de uma singularidade em 

[j-tiIK parece ser o de Lipatov. Contudo, como mostra- 

mos no capítulo anterior, o ordenamento de Wick da interação 

e o corte A representação integral, necessá- 
A 

rio para termos um propagador bem definido, destroem a estabi- 

lidade de 5U>) . 

Porisso, arriscamos conjecturar que as séries per- 

turbativas para este modelo não são somáveis por Borel devendo 
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(i) 

haver singularidades na função sobre o eixo Ri I . O 

papel delas seria de impedir que funções de Schwinger bem defi 

nidas para este modelo com a interação \ possam existir, 
A 

devido ã sua instabilidade. 

Modelos com interação racional da forma * L^’=- 

Síforam estudados no passado [19], A caracte- 

rística mais estudada destes modelos está na função de dois 

pontos de L I , dada pela série divergente 

/virO 
(4.8) 

Efimov e Fradkim [20] sugeriram redefinir através da 

soma de Borel da série (4.8) dada por 

00 
-b ^ r‘ 

^ (4.9) 

c 

tomando, em seguida, o valor principal da integral (4.9) como 

uma prescrição para contornar o problema do polo que ocorre no 

integrando. Provou-se,no entanto, que esta prescrição, bem co- 

mo outras, destrói propriedades importantes que uma teoria de 

campo deve satisfazer. Posteriormente, A. Saiam [19] observou 

que os problemas com as interações racionais originam-se do seu 

ordenamento de Wick. De fato, pode-se obter uma expansão con- 

vergente para S se o ordenamento de Wick for evitado. 

Vamos mostrar isto no caso da interação . Podemos escre- 

ve-la como 
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-i ^ j 4 f'’ 

(4.10) 

-t 
onde J(^)* €• . A função de dois pontos é, então, dada por 

-■è.cf’») ® -i <t>(V5 

<®1 5 ° 3-t, U> 
(4.11) 

onde podemos usar que 6 ~ \ ^ ^ ^ é o pro 

pagador do campo ^ , no ponto x = 0 . Portanto, formalmente. 

eo 
.t 2 ^ 2 Z 

Sf,,5).-' V'1:ê ; :e ; U> 

® (4.12) 

onde 

<ol;e ;-. e ;|»>--e *'3 ) 

'n 

'V.l 

(4.13) 

Substituindo este último resultado em (4.12), vem que 

(4.14) 

onde 
'^ ■ 0 ^ ^ 

da forma [13] 

-f 
. Lembrando que 
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CP t 
V-» -ji-x - i * 

< e 

^ V - )í 

d,. ^(—] 

com ® , R>v ® , e onde D C<) é a função cilíndrica-pa- 
* V 

rabólica. Portanto, 

'M ! «•'] e (4.16) 

'V)+ ( 

Como onde [13] 

V 5 

f(-t) ' 

eo •? 
~ U 

Ê <x d% 

(4.17) 

•n-i 

se <0 . Para , então,(«j - ; 

logo, 

«M -/ 
-(-') 

(4.18) 

Substituindo (4.18) em (4.14), segue que 

/n 
(4.19) 

Note que,como a expansão (4.19) é convergente 
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e decai a zero, mesmo quando ^ » pois Ct^)=Oo , preservan 

do o decaimento natural da interação. A rigor, deveriamos ter 

regularizado e, posteriormente, renormalizado, o propagador 

para evitar a trivialização da teoria. Isto poderia ser feito to- 

mando-se ~ ^I ' onde k. é o regulador. Neste caso, 

seria finita, porém, no limite K ~^0o teríamos 

... X 6 _> 0 . Outra possibilidade seria fazer cf   . Em ambos 

os casos, a renormalização multiplica ao termo ^ , na intera- 

ção ^ ^ ) 
-I 

, um fator i J c limite K-»® sem 

pre a trivializará. Este problema também foi observado no caso 

da interação I que pode ser decomposta 

na soma de um polinômio (do tipo oí (J>^+ ) com um termo r^ 

cional. 0 ordenamento de Wick foi mantido apenas na parte poli. 

nomial. A função de dois pontos para a interação definida de^ 

se modo foi calculada. Foram verificadas as mesmas proprieda- 

des de decaimento, ilustradas acima, naqueles termos envolven- 

do o termo racional C\ + ^ naqueles envolvendo 

somente a parte polinomial da interação. Neste sentido, este 

modelo é equivalente a uma teoria polinomial e, como tal, a SB 

das séries perturbativas, demonstrada para as teorias 90>\ , 

também ocorre neste contexto. 
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Apêndice A: Algumas propriedades do operador 

Neste primeiro apêndice, provaremos algumas proprie^ 

dades da Hamiltoniana (1.1). 

Ja sabemos que 

ã 
a) O domínio de definição de ^ ^ é den 

so; 

b) Pelo Lema 1, é um operador fechado (i.e., se , 

d) £ VCH) , é uma sequência de vetores tal que <j)- e 

, então, t T>(H) e H ^ 4^ ; 

/w-700 

c) Pelo Lema 2, o estado fundamental E.Cíl) de é es- 

tritamente positivo. 

d) 0 potencial satisfaz: V^O e 

Provaremos, com o auxílio de alguns teoremas, a se- 

rem enunciados em seguida, que o operador H(^) 

e) é autoadjunto; 

f) tem um espectro puramente discreto; 

g) tem um estado fundamental não degenerado. 

Tpnrema A. 1: [9a> P9 • 257] : Um operador T tal que J>Ct) C. D Ct"^] 

é auto adjunto se ele é fechado e )4a(^T^í/]= \^\ • (Por de^ 
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finição, T ' { * ^ I T* j ) , 

0 operador H<V é fechado (h)) e P( h'^) :> PC}f) 

pois ele é hermitiano. Suponha, agora, que existe um vetor 

t PCH^) tal que f • Então, 

-/ . ‘f) -- ) (A.l) 

Como T?(H) é denso, existe uma sequência de vetores 

tal que . Portanto, 

( (if. (A-2) 

Ora, ^ de sorte que fJf, = H%, -;<(> pois 

o operador é fechado ( o adjunto de um operador arbi- 

trário T cujo domínio é denso, é um operador fechado [2]). 

Portanto, 

(hV‘<)=;f‘^,‘í) (A.3) 

ou, de (A.l) 

('f, f) (A.4) 

Isto é verdade se Lf=^c> . Segue daí que tt f/j- |c| e o 

operador é, então, autoadjunto. 
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i 

Teorema A. 2: [9b , pg. 249]: Seja V € |_^ j, limitado infe- 

riormente, e V » tt> . Então, o operador » - A <• V -^em 
I JCl-^co 

um operador resolvente compacto (Apêndice B) . tem um espec 

tro puramente discreto e um conjunto de autofunçÕes. 

Teorema A. 3: [9b , pg.207]:Seja Ví , limitado inferior 

mente, e suponha que _ Então, o operador H 
iKl-f» 

tem um estado fundamental não degenerado e estritamente posi- 

tivo . 

Por definição. í ^ L. (íi^ ) se 
JU>c 

i 
•f < 00 

(A. 5) 

em qualquer conjunto finito ^ de .0 potencial 

•2 fc 

V - j- * t ^ I .) (A . 6) 

satisfaz (A.4) para = i , ot e 'n = L ,em particular, se 

. V , também, satisfaz a propriedade d) e, portanto, 

o operador HÍSl , definido como -i -tV , verifica os te- 
cí 

oremas acima. 
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Apêndice B; A forma cruadrática e suas propriedades 

Neste apêndice enunciaremos, em primeiro lugar, al- 

gumas definições e teoremas a respeito de formas quadráticas 

[9a] . 

Definição 1: Uma forma quadrática é uma aplicação ^: (S(f) 

C , onde (SCç) é um subconjunto denso de ^ . 

Definição2: Uma forma quadrática é dita ser estritamente -a 

cretiva se 

i) ^ é fechada, i.e., se e CC Cf, Vf e % ('i^' 'C, 

Ot então 

ii) Existe um |3 , 0 < <■ F / com \ í<()] 1^ P para 

todo c^ e Cf ] 

Teorema B.1: Seja ^ uma forma estritamente m-acretiva.Então, 

há um único operador T em ^ tal que 

i) T é fechado ; 

ii) VCl)c.iü(%} e se € D CT) => ^ (cf. 0') = .T v) 

iii) DCt*) C e se í C'f. 4>) = (t^cÇ, V) 

Lema B.1: Seja T um operador estritamente m-acretivo (i.e., 

o operador associado à forma ^ do teorema B.l). Então, qual- 

quer X com ^ ^ ® está no conjunto resolvente f (t) e 



94 

Definição 3: 0 operador 

(B. 1) 

chama-se operador resolvente associado ao operador f .Os pon 

tos ^ , tal que está bem definido, forma o conjunto re- 

solvente, denotado por p(Tj . 

É necessário e suficiente que ^ seja diferente de 

qualquer autovalor de T para que seja um operador não si^ 

guiar e limitado. 

Definição 4: Uma forma ^ é chamada estritamente m-setorial se 

ha complexos ^ e Ê , real, tais que 6 -f "*■ j e e^ 

tritamente m-acretivo. 0 operador | associado a ^ é chama- 

do estritamente m-setorial. 

Teorema B.2: Seja ^ uma forma estritamente m-setorial; 5^ , 

um setor onde ^ está definida, e , T, o operador associado. Se 

^ , então PCt) e 11 C'*'" M II ^ ^ ^ )j 

No que segue, verificamos as propriedades acima para 

T= operador Hamiltoniano do nosso sistema. 

A forma definida como 

'í) - C H tí j 

IC c c 
(B.2) 
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onde 1)^ é o domínio do operador [i , é uma forma quadrá- 

tica. é um domínio denso no espaço de Hilbert. 

Lema B. 2: A forma ® forma estrita- 

mente m-setorxal, i.e., existem números ^ ® ^ o( real, 

~ II - Q <'<y<E-e ,j&j<n’ ® ^ , tais que e k t ^ 

é uma forma estritamente m-acretiva. 

Prova: Já mostramos antes que é um operador fechado ; 

portanto, se e, então, 

(B.3) 

pois ^ e, assim, H ^-n,) • Segue, 

também, que . Concluimos que (X,^) (bem 

1 / 1 
como €. k ) e uma forma fechada. 

Mostramos, também, (Lema 2, Capítulo I) que os va- 

lores esperados H »f) estão definidos num setor Sj^ com 

ângulo de abertura 0 , • Seja (x' em L‘=e''^k bal 

que “IT-^<o(<ir -9 
ã. 2 

ou 

te 

lc(4&l<-^ . Ora, como + 6 

/ /Í6/+ ») I . 
h = e I , então exxs- uma vez que, 

te |<ií4 8] tal que |3 para 0< e todo ^ € Jjj • 

Estes resultados implicam que (cÇ, H ) é uma forma qua 

com -J -6 < (V < JT -® 
2 * 

drática m-setorial. Ha números |=0 e e 

e 1 el < Tí , tal que é estritamente m-acretiva. 

Tendo em vista que é uma forma m-setorial definida 

setor S/ sendo H (^) o operador associado, apelamos no 

paa o teorema B.2 segundo o qual todo 5 pertence ao 



< conjunto resolvente. Segundo este mesmo teorema II 

( [A-,t íi,)]"' . O conjunto (-oo,o) nao pertence a 9 l, 

Deve, portanto, estar contido no resolvente. 
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Apendice C: Dedução da fórmula (2.26) 

já sabemos (Apêndice A) que o Hamiltoniano Hí8) é 

autoadjunto e seu espectro consiste de autovalores discretos. 

Podemos, então, expressá-lo como 

H - J E.. 9, 
(C.l) 

onde são operadores de projeção correspondendo aos auto- 

valores E.»^ : 

Pm • , 2 Pm ' í- 

(C.2) 

Vamos expandir o operador resolvente Ci)- como 

= I ("f)' 

Esta série é convergente se iKf) II < 1 , ou ainda, se 

1^)1 ^ ü ^ raio espectral de H = veja [8, pg. 27 

37] ), Substituindo a relação (C.l) em (C.3)e empregando (C.2), 

obtemos que 

o ^ 
(h) = z.  (C.4) 



98 

Seja § a integral realizada na circunferência de raio dado 

por 1 ^ interior da qual há um único autova- 

lor próximo de para ® (Teorema de 

Kato-Rellich). Integrando, então, ambos os lados da fórmula 

(C.4) como dito acima, teremos 

^ - I 
X 

cítr; 

OL 

i 
, 1 

ou seja. 

então 

- 

\y f.(p)l=l 

(C.S) 

(C.6) 

^ v^Qi e a projeção sobre o autovetor 

com autovalor t j í%] . Se - E,-C,(í) , 

-njCV , *=) 

0 E.(v-^ o . >^43 
(C.7) 

V. 
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Vamos definir como 

-«3 ■ Tj- §‘'è(l*Í3)-3lXc'>) (C.8) 

onde («) é o autovetor não perturbado. As razões para 

isso são duas. Primeiro, porque 

^3) - - ■*’3 f?’ (3) (C.9) 

confirmando que ?, (V é a projeção sobre o autovetor. Segun 

do, porque 

A'- (3) 
o?fT 

>r?V(o) 

Ejí»)-e 

0>t E í“) (C.10) 
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Apêndice D: Prova do Lema 4 

Vamos precisar das seguintes desigualdades: 

Ch.-e')(h.-e) ^ ^ 

e 

Cm.-e)(h,-e) ? 
2 h 

H 
(D.2) 

onde 

+ 1 
J 

+ X 
J (D.3) 

pois lE - , e ftc a(j) é uma constante positiva 
cí 

para j fixado. 

A primeira delas, (D.l), segue do Teorema espectral 

segundo o qual 

00 

H.-E =Z Ce.-ej ln.ío)><xi„w| (C.4) 

/V» c 0 

o produto I (») 1leva qualquer vetor em suas 

componentes sobre os estados , sendo um projetor. 

De (D.4), obtemos 

(H.-E)’(H,-E)r^ (E.-e/(e.-E)?.?.. (d.5) 

'»*, -*n 

onde , de forma que 
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'Vl 

Mas por (D.3), 

•0 

A desigualdade (D.l) segue, então, da identidade I-P. 

Usando (D.3) deduzimos, ainda: 

^ ^ o2 

|4 

Como , então 

J. •? 
Além do mais (pois x-f-f* - J/x ), 

oí H M 0? 

Por isso. 

onde í'- 1 =■ -■>j + [ j/" 

(D.6) 

(D.7) 

* i 

] 

(D.8) 

(D.9) 

(D.10) 

(D.11) 

; logo, 

(D.12) 
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Seja 0 < /A < I . Então, 

- (j S 
<1 

+ 

H 

± 
H 

ct 
X. iíti l'^ 

\/T^ ^ 

- I 

i-M 

(iW* 

1-^ 

(D.13) 

Pela desigualdade (D.l), segue que 

1-/4 ^ 

OU 

M- ^ 

■4 I I* l[ + J* 

(D.14) 

~ «í , S; 
Então, se U é o supremo do coeficiente de * /«i em (D. 14) 

para «Jc-/A d (note que < I ), teremos obtido (D.2). 

Segue da desigualdade (D.2) que 

(D.15) 

onde 
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H 

4-1-fíx: flx f 
H S ' 

(D.16) 

•V, 'V)-\ ^ 
Mas ■fac r-f^>3c + ac -p . Então: 

-Lf 3t ■*• f ■f r 
H H 

8$f«2 
if í -f 

n 

(D.17) 

onde 

de modo que 

. Além disso, +lGOÍp$Jl-í 
J J 

(D.18) 

Inserindo a desigualdade ^ ^ 

válida Y (>>0 e % ^ X , obtemos 

ffjí' * i) 
\ P / 

X 

(D.19) 

Seja ^Cx.) o lado esquerdo de (2.37) menos o seu 

lado direito. Então, 
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~ X ^](No-0 - 

^ <r**^f iJ 
í« |^(c(m-«)) 

M(>-i) sfx~>) 

t X 
] 

(D.20) 

Se mostrarmos que (ou 64) , mais adiante),teremos mo^ 

trado o lema. 

Reunindo os resultados anteriores, vem que 

Cc?) , (X - fJHw - 

4 ^ ^ <2 

ritC <4-1 \ oi ÍS *^/ <f»H+lo? 
- ( y + a ^ - q (c^-dj X 

^ 'm i- H 
- q oc 

(D.21) 

Aplicando a desigualdade 

i < X +   
q-v.» , (d . 22) 

oc 

k:^i , no termo -« oc da (D.21) com 

, então 

válida \f X e 

, ,n *1 
ACx) ^ Cn) ‘Lí. f 

- q X 
qC^-.) 

(D.23) 
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Fazendo OC » ^ C ^ 

K~i)^ i 
O 

(D.24) 

onde 

-I 

'M +J 

- ( —) 
o?<*M ^4^W1 

c ^ 

(D.25) 

Em seguida ajustamos os parâmetros ç> e c escolhen- 

o?S 
do os coeficientes de ^ e ^ ^ como sendo iguais a 1, 

i . e . , 

P = 
J- So 

Uo M f^O 

(D.26) 

Como (cs ) ^ obtemos que 

sí-»-) 

S('j) > i 'J 

(D.27) 
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Parati = 1, 

S(>í)' 

Quando <v\ o? 

SC-j) 

O lado direito 

+1 , 

'è ( 

ou , ainda, 

Mas 

r 
•» 2 

oí •»« + 2 2 ^ • 

^ < 
(D.28) 

, usando que ? 

> 1 ) >0, 

J •**» +e? 
Ai '»0 I 

mO-) 
I <; ,V~,_. 

ov%+ J í*t + 'VI 

O^^vt + J/y» -• . >*^*2 

? 0-'i)* ■' i- 

+ 2 

(D.29) 

de (D.29) ainda é igual a 

+<5 » I _ ^ 

»- \ ''IV-V ^ ^ 
ov, + o2 

'*>1 ■♦■ i? 

(D.30) 

4- 

4 

(-r‘i 

(D.31) 

N-1 

IV^i. o 

fYi hJ 

\ - 

e (D.32) 
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T - 

-/VI *■ (i- ia“) 

('-V" 

Lembrando que po , então 

•v*»* J 

o 

(D.33) 

Consequentemente, A(^) provando o lema. 
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Apêndice E: Algumas relações importantes 

Deduzimos, neste apêndice, as seguintes relações im 

portantes: 

1) I 0Í^)| ^ * onde 

(E. 1) 

e 
r 

1 SCa, M E < (3 
2 

Prova: Se ^ ^ ^ ^ ' ®^tão ^0 

2 2 2 X <3 ^ 2. H 
\ j e ^|40(Re^* J -V «' X ^ i (E.2) 

Seja o lado esquerdo de (E.2). Então, 

( i-h « «>y6 -t- 
(E.3) 

Calculando obteremos que ■£ = ^o< | ^)J > 0, se 6 = 

oJi® «V > 31 * Substituindo este resultado em -Çteremos 
0 0 J 

d* 
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(E.4) 

portanto, + 

2) 0 n2 de termos na soma 1 (•■) . 

o ne de termos na soma acima pode s'er obtido consi- 

derando a multiplicação de -f somas iguais a 

+ «x + * (-0 

-I 

(E. 5) 

Diferentes potências de 3C sao obtidas, assim, cada uma ocor- 

rendo um certo ns de vezes. Por exemplo, pode ser obtido 

multiplicando o termo % da primeira soma pelo termo 1 das de^ 

mais, ou ainda, dois termos X de duas das somas pelos termos 

1 das restantes. Podemos saber o n^ de vezes que o termo X- a- 

parece, calculando o seu coeficiente no produto final. Este termo pode 
Íl Í2 

ser obtido escolhendo um termo % na primeira soma, jc na 

segunda, e assim por diante, com a condição de que 

(E.6) 

S -"P 
seja o coeficiente de X em . Sabemos que 

5 
(E.7) 
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Logo, o n- de termos que satisfazem (E.6) é igual a 

■Ç0,f) -- 

ft S -M -f + S 

. J (E.8) 

3) Cálculo de || X Jl^ H • 

Os estados Sl-H do oscilador harmônico estão da- 

dos pela expressão 

- % 12 

(E.9) 

«1 

onde - ^c2 TT ^ j. / e f*) é o polinômio de Hermite 

de ordem ^ . Posto isso. 

CO 

A» 2 2 r 
(I Sl- W|| = 0^^- j ^ 

-Cf> 
(E.10) 

o cálculo da integral (E.IO) será feito como segue. Temos [13] 

Z, 00 2 %  

i;=^e 6oíí>5fH^í*)c'>í-<í 1-^C'r) 

(E.ll) 

Derivando I, 2M vezes com respeito abe fazendo, no final. 

b=0, vem que 
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4 
- TH 

e 
J/w 

-X 

â 

e?M (íM+l 

W = C-i) 

i 

k 

Mediante um cálculo explícito 

de forma que 

11 II -- 

M 

Ms 

o?" A^! 

i 

Como ^ ^ 

[13] : 

a soma aparecendo em (E.14) é menor ou 

^A 

ViO 

Portanto, 

(1 x“ Sl^ («if á. 

(E.12) 

(E.13) 

(E.14) 

igual a 

(E.15) 

(E.16) 
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Aplicando a desigualdade (a + (>)!^oI t. à (2M)! e, em 

da, à (M+j)!, obtemos, finalmente: 

< "• I M j 
^ (‘ím) J 

61 

É importante calcularmos um limite inferior 
2 

|1 5i 11 • Pela relação (E.14), 

,1 At 
11 % JX^ (») 11 ^ 

o2" m! 

Ai 

- o2 

-i 
pois. r (^V'> = f’(5H)rír') (i')'. 

segui- 

(E.17) 

para 
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Apêndice F: Cálculo de I 

Neste apêndice calcularemos uma fórmula explícita 

para o ordenamento de Wick do produto CÇ(^(t)) 

Em primeiro lugar sabemos por[14] que 

[?] . 

:4> C‘)'. ^ c-i) c ^ (-) 

<=-0 ("-Jj)!/! J* 
(F.l) 

ondeC-=C(o)4 q propagador livre no ponto zero. A expressão aci. 

ma é, basicamente, aquela para um polinômio de Hermite defini- 

do como 

  4 m' '*‘•'^6 
(F.2) 

Fazendo, então, Jt - encontraremos que 

fA 

(JC)Í 

(F.3) 

ou seja. 

(F.4) 

, , , . . , ■‘'U 
Esta formula e necessarxa para o calculo de ; £ • 

Temos que 
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> S i 

= I i) 
^ “' (Jc) ‘ 

M r 0 

(F.S) 

com 

- ■è' ¥ 

= e ; logo. 

: e 

Joí ^ 
i í «-; s ^ 

(F.6) 

Podemos, agora, calcular * co5S4 t pois 

5 ^ 

: COS s ()>; = 'fo : e : = € cos s ([> (F.7) 

O 
e, consequentemente, * 

; 4* (') w>s S — ' t^S 5^: 
í, 

= C-i)Í_ ( 

6% 

S^C 

COS Cs^]) 

as' 

(F.8) 

Usando a regra de Leibnitz, 

C 
2 

S c 

U: -c-oy (Mi- «■ 

^ ^ ds’' 

í--» 

Cos S ^ 
(F.9) 

vrO 
d S 

onde 
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^ U>S = (~i) 

U>5 Ç 4 , se ^ é par 

Aí^ , se f é ímpar 

(F.10) 

d%^ 

i lí ^1 i i-*íd 

   (sC-^OO 

(F.ll) 

temos, finalmente 

s^i 
<r i 

; ^ Cr) u>i $().(’«) : = C'i) G 

Ü] 

,í, '->i 
U>5 

i(fc-v)(7-v) 

(t)H) r^(ir ^ 

V ji<i>l. 

S i (fc-v)(^-v) V 

s-s*I (!)w)' 4''' (i'’ 

V AfUiA 

[?] 

}! (v-ji)! 

J •‘'-ÍJ 

y-o 

(F.12) 
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Apêndice G: Cálculo dos valores esperados 

1- <^ : (i ♦ 4>^(’'í) > 'Ví * o, 2 

CO 

1. Empregando a representação integral j Ê 

2 
para o termo racional ] , temos que 

CO 
—I ““ b 

<fo|;(t>%:(í+6^^<t>Vi3)} |o> = <oi t(t> w:a>5(b[^4>('ji)|o>^^^^^ 

Decompondo o cosseno numa soma de exponenciais e usando a (F.6), 

obtemos 

CO 

(G.i) = 1 

: 

- b - b 

<^>1 <i> í’): ^ :|o> 

+ <0 I 4>Vt): I 0^ db (G.2) 

O cálculo dos valores esperados em (G.2)se faz como 

segue. Seja 

^ i § 

T ‘ * e : 
(G.3) 
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onde 

• • 

■. = : (■'!>, («H- *-«)'; - ^ (]) ‘*'4 ^ 

4=0 

Então, 

/S<>,í'3) /S4>.C^) 

Lembrando que é fácil 

trar que 

K /s4>4('j) k 

4>_ (<) £ - e (; s c (<, j) + i J 

e, assim, que 

; '■'StíJl ,-3 

j-0 

Mas, 

ji /'st fV 

(/SCC’,.)) t 4. («)) e |o> 

5 (j)C'S<:(-•■»))“^t (iscc..t)) 

t 

t~o 

(G.4) 

(G.5) 

mos- 

(G.6) 

(G.7) 

(G.8) 
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Portanto, 

< «> 1 r 11>> cc*.«a)) 
'‘1 

(G.9) 

Aplicando (G.9) em (G.2), vem que 

(6 i) ^ í^%) ^ ^ 

0 
(G.10) 

De forma similar, calcula-se, para 

2 2 
<[i>l ; <í^ C*): 4> (^) 1 |o> = 

^ 00 

dl e ^ 1 

(G.ll) 

E para 'Ví = o 

00 

< c>| <^^CU))"* |0> = ^ 
r w^dt 

(G.12) 

A integral em (G.IO), (G.ll) e (G.12) está tabelada em [13] 

Tem-se, finalmente: 

I ~ f / 

<';■(> m: ' C-®5)^ C C'.j)+ 

J_ +o2^ CMj 

8 

^ir 

J- 
2 íIju^cm 

■»^l 
0? joí^C(e)’ )(G. 13) 
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onde vv r 0, 2,4. 

2. Como antes, calculamos a seguinte expressão: 

00 
-s - -t 

. e 

(G.14) 

Uma das integrais pode ser calculada explicitamente 

em termos da função 

ÍÁ (G.15) 

Basta completar os quadrados nos exponentes em (G.14) e, obte- 

remos, após um cálculo tedioso, a expressão (3.138) (Capítulo 

III, pg. 78 ) . 
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Notas de pé de página 

(1) 0 teorema de Kato-Rellich reza o seguinte: 

Teorema de Kato-Rellich r9b]: Seia T(^) um operador que 

forma uma família analítica no domínio ^ e, , um au- 

tovalor discreto e não degenerado de • Então, para 

^ próximo de , há exatamente um ponto ^ ^ ^^0 

(o espectro de T(í) ) próximo de e, este ponto, é iso- 

lado e não degenerado. é uma função analítica de , 

para próximo de . 

Uma vez que, pelo Lema 1, o operador Hamiltoniano U(J) for 

ma uma família analítica no domínio = (C “ , pode 

mos aplicar o teorema acima com /Z 5 ^ , T (^) = 14 (*J|) , 

e E, = "E (o] , um autovalor de H (®) , a Hamilto- 

niana do oscilador harmônico. De acordo com o teorema de 

Kato-Rellich, então, os autovalores E de H (^) são 

funções analíticas de ^ , para ^ • 

•k ^ 
(2) Pelas relações (2.9) e (2.10), sabemos que a Hamiltoniana 

pode ser escrita como a soma dos operadores 

(2.D* 
^ oC 

e 

(2.2)* 
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Para Ov >f e r'? , temos que ( ^ 

são operadores positivos definidos e estão bem defini- 

dos num setor similar a p 

M 
(3) As normas e íl 

são limitadas, y ^ j^*2 ^ verdade, como o es- 

paço de Schwartz ^ é denso em basta que ^ej> . 

(4) A desigualdade (2.37) deve ser tomada no sentido de oper^ 

dores positivos no espaço de Schwartz ^ das funções C* 

de rápido decaimento. Por definição, um operador é po- 

sitivo num certo espaço £ -simbolicamente, 'B'^0 ~ se 

C B 

(4.1)* 

para 4’€ í - da mesma forma, ,em£,,seA~6>^0. 

Em particular, £ = e , como sabemos, o espaço 

de Schwartz jó é denso em ^ de sorte que é suficiente 

termos . Nestas condições, 

T *^^8$. , Z, \ 

Segundo Simon ([6], Lema II. 11.1), o operador Po-CVEJ é 

uma aplicação contínua de A A e, portanto, existe 

tal que [H.-E]" r . Podemos, então,escrever que 

, - Si , 2/ + íí-v»-!) 

Jtf) 

(4.3) 
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X r Seja (j)cj^(_c^) + x I f ; logo. 

^ 1 p H (■»)•>) ’í('>>-')"| 2 
(u)? (4 ,[(.,)^^x‘*]Y[(c(,-or. .n 

4 í 

Ha ((|>, <t) j 

(4.4) 

ou, finalmente, 

IIM», „<nií 4 Hn 
• Cl (4.5) 
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