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CABETTE, R. E. S. 4 Sombra da Terra e a Propagagdo da Atitude de
Satélites Artificiais. Guaratingueta, 2001. 13 1p. Dissertagdo (Mestrado
em Fisica) - Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratingueta,

Universidade Estadual Paulista.

RESUMO

O estudo do movimento rotacional de um satélite artificial é realizado,
considerando-se o torque de pressdo de radiagdo solar e a influéncia da

sombra da Terra. As equagdes do movimento rotacional sio dadas pelo

formalismo Hamiltoniano, utilizando as variaveis de Andoyer para

descrever o movimento rotacional do satélite. Um modelo anteriormente
desenvolvido para o torque de pressdo de radiagdo solar € utilizado, com
suas componentes obtidas nos eixos principais do satélite, considerando um
satélite de forma circular cilindrica. No modelo utilizado para a fungdo
sombra da Terra, trés regides sido analisadas: regido totalmente iluminada,
regido de penumbra e regido de sombra. Este modelo considera fatores
geométricos, como posigdo mutua Sol-Terra-satélite, a forma conica da
sombra e a refragdo dos raios de luz ao atravessarem a atmosfera terrestre.
Fatores fisicos como os efeitos da difusdo da luz devido a refragdo, a
absorg¢do atmosférica, a difusdo da luz e ao efeito do 0zonio sdo também
incluidos no modelamento da fungdo sombra. Um processo semi-analitico
¢ aplicado. Neste processo a fungdo sombra ¢ obtida numericamente e uma
solugdo analitica conhecida € utilizada quando o satélite ndo se encontra na
sombra da Terra. Quando o satélite esta iluminado, os resultados mostram
que as variaveis angulares possuem variagdes lineares e periddicas devido
ao torque de pressdo de radiagdo solar, enquanto as variaveis métricas

sofrem apenas variagdes periddicas.




PALAVRAS-CHAVE: Movimento Rotacional, Satélites Artificiais,

Torque de Pressdo de Radiagdo Solar, Variaveis de Andoyer, Fungdo

Sombra da Terra.
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CABETTE, R. E. S. The Earth’s Shadow and the Spacecrafi’'s Afttitude
Propagation. Guaratingueta, 2001. 131p. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) -

Faculdade de Engenharia, Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual
Paulista.

ABSTRACT

A study of the rotational of an artificial satellite is developed, considering the
solar radiation pressure torque and the influence of the Earth's shadow. The
Hamiltonian formalism and the Andoyer's variables are used to determine the
system of equations for the satellite rotational motion. A satellite of circular
cylinder shape is considered here and the solar radiation pressure torque
components are expressed in the satellite's principal axes of inertia. The
developed model for the Earth's shadow function includes three regions: full light,
penumbra e umbra. This model considers geometrical parameters, such as the
mutual position of Sun, Earth and satellite, the shape of the conical shadow
surface and the effect of refraction of the light rays when they pass through the
atmosphere. Physical factors such as light diffusion due to refraction,
atmospheric absorption, light diffusion and the effect of ozone are also taken
account. A semi-analytical solution process is applied. In this procedure the
shadow function is obtained numerically and a known analytical solution is used
when the satellite isn't in the Earth's shadow. When the satellite is illuminated, the
results show that the angular vaniables have linear and periodic variation due the
solar radiation pressure torque while the metric vanables suffer only periodic

variations.




KEY WORDS: Rotational Motion, Artificial Satellites, Solar Radiation Pressure

Torque, Andoyer's Variables, Earth's Shadow Function
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O estudo da forga de pressdo de radiagdo solar e suas influéncias no
movimento de satélites artificiais vem sendo desenvolvido e aprimorado por
varios pesquisadores. Modelamentos cada vez mais precisos para descrever a
influéncia da sombra da Terra no torque e forga devido a pressao de radiagdo
solar tém sido apresentados. Com isso uma solugdo analitica ou numérica para
o sistema de equagdes que descreve o movimento destes satélites pode ser
determinada também com mais precisdo.

Da mesma forma, trabalhos onde o torque de pressio de radiagéo solar
(TPRS) e sua influéncia na atitude de um satélite artificial sdo levados em
conta estdo sendo apresentados. Na maioria destes trabalhos a preocupagido
envolve 0 modelamento do torque atuante sobre o satélite artificial e a
determinagdo de solugdes analiticas e numéricas para sistema de equagdes
dinamicas que descreve o movimento rotacional do satélite, considerando-se a
regido de sombra da Terra.

Neste trabalho € introduzida a fungdo sombra de Kabelac (1988) nas
equagdes do movimento rotacional de um satélite artificial cilindrico € um
processo semi-analitico, similar a Vilhena de Moraes & Zanardi (1997), é
aplicado para analisar o comportamento das variaveis de Andoyer que
descrevem o movimento rotacional do satélite artificial. No processo semi-
analitico, a solugdo analitica de Zanardi & Vilhena de Moraes (1994) ¢
utilizada nas regides em que o satélite esta illuminado.

A escolha da utilizagdo das vanaveis de Andoyer para descrever a
atitude do satélite se deve ao fato de tais variaveis possuirem um significado
fisico, das equagdes do movimento poderem ser apresentadas na forma
candnica e uma solugdo analitica ser conhecida quando o torque de pressdo de

radiagdo solar ¢ introduzido nas equagdes. Tais variaveis tém sido utilizadas
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tanto para a analise de propagagao da atitude de satélites artificiais (Kinoshita,
1972,1992; Deprit, 1967; Zanardi, 1986) quanto para o controle de atitude
(Lum & Bloch, 1999; Santos et al., 1999 ; Zanardi et al., 2000).

O objetivo principal deste trabalho € realizar a implementagdo numérica
da fungdo sombra de Kabelac (1988) e aplicar um processo semi-analitico
semelhante ao de Vilhena de Moraes & Zanardi (1997) buscando encontrar
um comportamento mais proximo do real para as variaveis de Andoyer, que
sdo utilizadas para descrever o movimento rotacional do satélite artificial sob
a influéncia do TPRS, considerando a sombra da Terra.

No Capitulo 2 ¢ apresentado e comentado alguns trabalhos relacionados
com a fungdo sombra da Terra, o torque de pressdo de radiagdo solar direta e
solugdes analiticas e semi-analiticas para 0 movimento rotacional de satélites
artificiais com a influéncia do TPRS.

No Capitulo 3 sido introduzidas as equagdes do movimento de um
satélite artificial utilizando o formalismo Hamiltoniano e apresentado um
modelo para o torque de pressdo de radiagdo solar direta, considerando um
satélite cilindrico. A fungdo sombra ¢ introduzida nas equagdes que
descrevem o movimento rotacional, uma vez que o torque s6 ocorre quando o
satélite esta iluminado considerando também a passagem pela penumbra.

O Capitulo 4 trata do modelo para a analise da fung¢do que descreve a
influéncia da sombra da Terra sobre 0 movimento rotacional e translacional do
satélite. Alguns fatores fisicos e geométricos sdo considerados no modelo
matematico utilizado para descrever a fun¢do sombra, permitindo analisar com
detalhes a influéncia do torque de radiagdo solar na atitude do satélite. A

analise é realizada durante toda orbita do satélite, considerando a passagem

deste por trés regides: sombra, penumbra e totalmente iluminada.

No Capitulo 5, de acordo com pardmetros utilizados no modelo de
Kabelac (1988) a fungdo sombra geométrica ¢ mapeada, de modo que se possa
notar a passagem pela regido de penumbra, para caracteristicas do satélite

artificial considerado.
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No Capitulo 6 é apresentada uma solugdo analitica para o sistema de

equagdes que descrevem o movimento de um satélite artificial sobre a
influéncia do torque de pressdo de radiagdo solar direta. Uma abordagem
semi-analitica também ¢ apresentada para obter a atitude do satélite sobre a
influéncia do TPRS e da sombra da Terra. Os resultados obtidos na
implementagdo numérica das solugdes analiticas e semi-analiticas sdo
apresentados, mostrando a ordem de grandeza da influéncia do TPRS sob as
variaveis de Andoyer.

O ultimo capitulo contém os comentarios finais sobre o trabalho
realizado.

No Apéndice 1 sdo apresentadas as variagdes periddicas e seculares nas

variaveis de Andoyer devido ao torque de pressdo de radiagdo solar.
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CAPITULO 2

REVISAO DE LITERATURA

Dentre os trabalhos relacionados com o torque de pressao de radiagdo
solar (TPRS) e sua influéncia na atitude do satélite, sdo apresentados aqui

aqueles que se relacionam com a abordagem a ser adotada neste trabalho.

Georgeovic (1973) apresenta um modelo do torque de pressio de
radiagdo solar direta, admitindo que as caracteristicas de reflexdo da superficie
do satélite e o valor da constante solar sio conhecidos. Um sistema de
referéncia fixo no satélite € escolhido, admitindo-se uma orientagio arbitraria
para o eixo de rotagdo do satélite. Encontra-se as componentes da for¢a de
radiagdo solar tanto para uma antena refletora parabolica como para um
satélite cilindrico. No entanto, ndo computa as componentes do torque, mas
apenas apresenta uma expressdo geral para a modelagem deste torque. Este
modelo ¢ utilizado neste trabalho, introduzindo as componentes do torque de
radiagdo solar, desenvolvido por Zanardi (1989, 1993) para satélites com
simetria cilindrica, nas equagdes do movimento do satélite, juntamente com a

fungdo sombra.

Zanardi (1989) apresenta uma expressao geral para o torque de pressao
de radiagdo solar direta para um satélite cilindrico circular. O sistema inercial
considerado ¢ o sistema da Ecliptica e a relagdo entre os sistema inercial e o de
eixos principais de inércia ¢ dado em fungdo da longitude do Sol e das
variaveis de Andoyer. No caso, nio ¢ levado em conta os efeitos da sombra da

Terra.

Em Zanardi (1991) o movimento de um satélite artificial sobre seu

centro de massa é estudado considerando torques devido ao gradiente de
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gravidade e a pressdo de radiagdo solar direta. Um modelo para o torque de
radiagdo solar é derivado para um satélite cilindrico circular. Uma solugdo

analitica ¢ obtida pelo método de variagdo de parametros.

Zanardi (1994) desenvolve uma solugido analitica para o sistema de

equagodes descrevendo o movimento rotacional de um satélite artificial sobre a

influéncia da pressdo de radiagdo solar direta. E considerado um satélite de

forma cilindrica e o método para se obter a solugdo analitica é o método de
Lagrange. As variaveis de Andoyer sdo utilizadas na descri¢gdo do movimento

rotacional.

Lala & Sehnal (1969) desenvolvem uma teoria de movimento
translacional de um satélite artificial afetado pela pressdo de radiagdo solar,
incluindo o efeito da sombra da Terra. Sdo investigadas as perturbagdes de
curto periodo na orbita de um satélite artificial, durante uma revolugdo do
satélite em torno da Terra, considerando a posigdo da orbita do satélite
constante em relagdo ao Sol. Um especial interesse ¢ dado ao estudo da
influéncia da sombra da Terra, a qual é considerada como um comutador e
uma certa fungdo Kappa é utilizada no modelamento da fung¢do sombra.
Portanto, no modelo de Sehnal e Lala, a for¢a de perturbagido ndo € continua.
Uma teoria semi-analitica e uma aproximacdo para a fungdo sombra sdo

apresentadas para analise do semi-eixo maior e excentricidade.

Ferraz Mello (1972) propdem um modelo matematico para o estudo dos
efeitos da pressdo de radiagdo solar direta na orbita de um satélite artificial. As
equagoes do movimento orbital sio integrados utilizando-se o0 método de von
Zeipel para eliminar os termos periddicos. A fungdo sombra é definida como
sendo igual a um quando o satélite esta iluminado pelo Sol e igual a zero para
o satélite na sombra da Terra. Esta fung¢do ¢ definida pelo angulo A, formado

entre dire¢do geocéntrica do satélite e o polo escuro da Terra. A fungdo
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sombra ¢ desenvolvida em série de Fourier trigonométrica e, usando

formulagdo Hamiltoniana, uma aproximagao é apresentada para esta fungio.

Comnetti (1974) explorando o modelo matematico para a fun¢do sombra
introduzida por Ferraz Mello (1972) calculou para o satélite Vanguard I,

perturbagdes seculares e de longo periodo devido a pressdo de radiagio solar.

E utilizado uma aproximagdo candnica obtida desconsiderando na fungdo

sombra termos de 2* ordem.

Vilhena de Moraes (1975) utiliza o modelo analitico proposto por
Ferraz Mello (1972) para estudar os efeitos da pressio de radiagdo solar direta
e computar a ordem dos termos da perturbagido de longo periodo em satélites
do tipo balao (VANGUARD, PAGEOS). Nesta analise a fungdo sombra é
incluida e implementada numericamente. Os resultados concordam com

aqueles obtidos por integragdo numérica das equagdes do movimento.

Vilhena de Moraes (1978) apresenta uma teoria semi-analitica para
estudar os efeitos da pressdo de radiagdo solar direta e do arrasto atmosférico
sobre o0 movimento de um satélite artificial. A sombra da Terra é considerada
utilizando-se a fungdo sombra introduzida por Ferraz Mello (1972). Para
construgdo e utilizagdo desta teoria é elaborada uma biblioteca de subrotinas
para computador que efetuam semi-analiticamente operagdes com séries de
Poisson. Um programa que utilize estas subrotinas ¢ construido para estudar as
perturbagdes da orbita do satélite VANGUARD 1.

Vilhena de Moraes (1981) desenvolve uma teoria semi-analitica para
estudar o efeito da pressido de radiagdo solar direta e o arrasto atmosférico na
orbita de satélites artificiais dando énfase especial aos termos de acoplamento.
Desprezando a for¢ga de pressio de radiagdo solar a solugdo obtida é

comparada com a solugdo ja conhecida de Brouwer e Hori (1959).
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Kabelac (1988) fornece uma nova teoria para a fungdo sombra. Nesta
teona sdo levados em conta os fatores geométricos, como posi¢do mitua do
Sol-Terra-satélite, a forma da superficie conica da sombra e o efeito de
refragdo, e ainda os fatores fisicos, como a difusdo da luz devido a refragdo, a
absorgdo atmosférica, a difusido da luz e ao efeito do 0zonio. Os resultados sdo
comparados com medidas fotométricas do por-do-sol, como sendo observada
do satélite. O estudo ¢ feito incluindo a passagem do satélite pela luz do Sol,

sombra e penumbra. Este ¢ o modelo utilizado neste trabalho.

Numa primeira abordagem Vokrouhlicky et al. (1993) estudam o efeito
perturbativo da for¢a devido a pressdo de radiagdo solar direta num satélite
artificial, definindo um modelo fisico para a fungdo sombra, computando a
intensidade do fluxo solar como fungdo de um conjunto de raios refratados e
atenuados incidentes na superficie do satélite. No segundo modelo de

Vokrouhlicky ef al. (1994), o vetor de fluxo radiativo é computado como um

produto da magnitude do fluxo pela diregio do fluxo. Ambos modelos exigem

um esforgo computacional maior que os demais modelos existentes para a

analise da fungdo sombra.

Hujsak (1994), em seu artigo faz uma abordagem geral ao modelo de
forca de radiagdo solar, enfatizando os diversos modelos exibidos para a

fun¢do sombra da Terra.

Vilhena de Moraes & Zanardi (1997) propdem uma aproximagao semi-
analitica para o estudo do movimento rotacional de um satélite artificial sobre
a influéncia do torque de radiag¢do solar, levando em conta a influéncia da
sombra da Terra. A sombra da Terra é introduzida nas equagdes do
movimento rotacional como uma fun¢do dependente da longitude do Sol, da
obliqiiidade da Ecliptica e parametros orbitais do satélite. Para mapearem e

computarem essa fungdo, quando o satélite ndo esta iluminado, o torque de
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radiagdo solar vale zero. A solugdo analitica é expressada em termos das
variaveis de Andoyer e depende de propriedades fisicas e geométricas do

satélite.

Zanardi & Vilhena de Moraes (1999) apresentam o estudo do

movimento rotacional de um satélite artificial considerando torques

produzidos pelo gradiente de gravidade e pela pressdo de radiagio solar direta.
Um satélite circular cilindrico foi considerado e as varidveis de Andoyer
foram utilizadas para descrever o movimento rotacional. Uma solugdo
analitica foi obtida para o satélite iluminado e uma solugdo semi-analitica foi

proposta para o satélite sob a influéncia da sombra da Terra.
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CAPITULO 3

EQUACOES DO MOVIMENTO ROTACIONAL E O MODELO DO
TORQUE DE PRESSAO DE RADIACAO

Neste capitulo sdo introduzidas as equagdes do movimento de um
satélite artificial utilizando o formalismo Hamiltoniano e apresenta-se um
modelo para o torque de pressdo de radiagdo solar direta, considerando uma
forma cilindrica para o satélite. A fungdo sombra € introduzida nas equagdes
que descrevem o movimento rotacional, uma vez que o torque s6 ocorre
quando o satélite esta iluminado. Neste caso a fungdo sombra utilizada

considera também a passagem do satélite pela penumbra.

3.1 - Equagdes do Movimento Rotacional

As equagdes do movimento rotacional perturbado de um satélite
artificial podem ser obtidas em forma candnica estendida através do
formalismo lagrangeano (Fitzpatrick, 1970; Zanardi & Vilhena de Moraes,
1999).

Utilizando coordenadas generalizadas g; , as equagdes de Lagrange

associadas ao movimento rotacional sdo dadas por (Fitzpatrick,1970):

dt

d{al,J oL _o.  j=1,23,

aj) o
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em que a fungdo Lagrangeana L ¢ dada por:

L=T-V,
sendo: 7'a energia cinética de rotagio;
V a energia potencial;
Q; a parcela referente a perturbagdes que ndo derivam de um

potencial.

Considerando o momento generalizado p; associado a coordenada

generalizada g;:

oL

Bis aq; 3)

a equacao (1) pode ser representada por:

dies . Ok p
a([’j) EE*Q} )

Introduzindo a Hamiltoniana associada ao movimento rotacional, a

partir da transformagao dual de Legendre:

3
H=7% pjqj-L,
g

as equagdes do movimento rotacional podem ser colocadas na forma candnica

estendida:
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(6b)

(6¢)

Para se estudar este movimento é necessario se introduzir sistemas de
coordenadas apropriados. Assim, escolhe-se aqui o sistema de eixos fixos no
satélite, que sdo os eixos principais de inércia do satélite (aqui denominado de
sistema principal), o sistema inercial (denominado de sistema do satélite) e
ainda o sistema do momento angular. O sistema do satélite tem dire¢des
paralelas ao sistema equatorial terrestre, o sistema principal tem diregdes
coincidentes com as dire¢des dos momento principais de inércia do satélite e o
sistema do momento angular tem seu eixo Oz, coincidente com a dire¢do do
vetor momento angular de rotagdo L,. Os sistemas do satélite e o principal se
relacionam através dos angulos de Euler (g, 0, y) e estido representados na

Figura 1, juntamente com um sistema intermediario Ox'y'z".

FIGURA 1: Sistema principal (Oxyz), Sistema do satélite (OXYZ) e os

Angulos de Euler (¢, 0, )
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As coordenadas generalizadas que descrevem o movimento rotacional
devem ser escolhidas adequadamente. Em geral se utiliza os angulos de Euler
(9, 0, y) e seus momentos generalizados para descrever a atitude de um
satélite artificial. No entanto, neste trabalho € interessante utilizar as variaveis

de Andoyer para descrever o movimento rotacional do satélite. A utilizagao

destas variaveis facilita a aplicagdo de métodos de teoria de perturbagdo

quando se deseja fazer uma abordagem analitica a0 movimento rotacional,
além do fato de possuirem um significado fisico. As variaveis de Andoyer (Z;
I, i =1,2,3) surgem quando relaciona-se o sistema do momento angular com
sistema do satélite € com o sistema principal. As vanaveis angulares /; sdo
angulos e estdo representadas na Figura 2. As variaveis métricas L; sdo
definidas como:
e [L; é a componente de L, no eixo principal Oz dada por:

L;=Lscos ],

L, é o vetor do movimento angular de rotagio;

L; é a componente de L, no eixo do satélite OZ dada por:

L;=L,cos L.

FIGURA 2: Sistema principal (Oxyz), Sistema do satélite (OXYZ),

Sistema do momento angular (Ox,,z,) e Variaveis de Andoyer.




As equagdes do movimento em termos das variaveis de Andoyer (L; /)
sdo obtidas a partir da equagdo (6) através de uma transformagdo candnica
entre os angulos de Euler e as variaveis de Andoyer, sendo dadas por Zanardi
(1993, 1999):

onde: a) H ¢ a Hamiltoniana associada ao problema conservativo, sendo que
para o movimento rotacional livre de torques externos a Hamiltoniana assume

a forma :

W ) L YR R 1(2 2}
LR Ay (N2 S LT N2 72 el 8
2[(_.' 24 23) l+4[,4+3} 2+4[B AJ 2 &

sendo 4, B, C os momentos principais de inércia do satélite.
b) P; e S; sdo parcelas que dependem das componentes N,, N,, N. dos
torques externos atuantes no sistema principal e assumem em termos das

variaveis de Andoyer a seguinte forma:

Pr= Us{?ﬂ (N xCosly— N, senl ;)
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Py = 71~ {— N, kosl jcot] + cotl (cosl jcosly —senl jsenl ycosJ )]+

2

N, [sent jcot] +cotl (s*enl jcosly + cosl  senlcosJ )] +

— N _senl ysenJcotl }

i ] il . :
3 I sen I{Nx(coslicoslz senl;senl,cosJ )+ 90)

- N, (sentcosl; + coslsenlycosJ )+ N senl senJ }

S;=N;

S2=NysenJsenl; + NysenJcosly + N cosJ

S3 =Ny {senlcosl senly + senlj|cosIsen] + senlcosJ cosl, | }+
+Ny {4_ senl senl,senl + cosl; [cos]mn/ + senlcosJ cosl ]}+ (10c)
+N, {sen!sen]cos] 2 —cosJcosl }

Neste trabalho € considerado apenas o torque devido a pressdo de
radiagdo solar sobre o0 movimento rotacional de um satélite cilindrico, para o
qual os momentos principais de inércia em tomo do eixo Ox e Oy sdo iguais
(A=B).

3.2 - Modelo do Torque de Pressio de Radiacio Solar

Um satélite iluminado pelo Sol experimenta uma pressdo exercida pela
luz, que é o resultado do fluxo de fotons que incidem na superficie do satélite.
Esses fotons contém energia, e a taxa de vanagio da quantidade de movimento
destes fotons ao se chocarem com a superficie ¢ denominada forga de radiagdo
solar. O ponto de aplicagdo desta for¢ca em geral ndo coincide com o centro de
massa do satélite, podendo assim produzir um torque, que ¢ denominado

torque de radiagdo solar.




&7/
/ /

FIGURA 3: Incidéncia da luz sobre o elemento de superficie dS.

A forga de pressao de radiagdo solar total sobre satélite é dada por:
F =-[K(R)[B(6)n + b cosOu]dS (1)

em que:
- K(R) = /R’ é a pressio de radiagdo por m” a uma distancia R entre o
elemento de superficie dS e o Sol. De acordo com Georgeovic (1973) é

assumido para k o valor de 1,01x10"kgm/s;

- B(0) e b cos 6 levam em conta propriedades de reflexio;
- n € 0 vetor unitario na dire¢do normal;
- u € o0 vetor unitario na dire¢ado de incidéncia;
- 0 ¢é o angulo entre a dire¢do normal e a direg@o de incidéncia.
A integral acima deve ser desenvolvida por toda a superficie do satélite.
E utilizando a expressdo (11) obtém-se o torque total sobre o satélite devido a

forga de pressdo de radiagdo solar direta que € dada por:

N = -[s K(R) [B(6) r'xn + bcosOr'xu] dS (12)

onde r' é o vetor posigdo de um elemento de area dS do satélite com relagdo a
origem de um sistema fixo no satélite, que se considera como centro de massa

do satélite.
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Sabe-se que durante 0 movimento orbital e rotacional do satélite sdo
levadas em conta as passagens deste pela luz solar e pela regido de sombra,
assim fica claro que este torque ndo é continuo, pois, na regido iluminada ele
atua e na sombra o satélite ndo experimenta nenhuma influéncia da luz solar,

deixando de ocorrer o torque. Para isto é necessario se fazer uma analise do

torque nestas circunstancias, introduzindo a fungdo sombra da Terra y. Neste

caso s3o estudado os efeitos da sombra considerando-se também a transi¢ao
pela penumbra, regido na qual o torque ¢é parcial.

A fung¢do sombra assume os valores:

= ], para aregido iluminada;
= (), para aregido de sombra;

= (O <y<I,paraaregido de penumbra.

Portanto, para considerar o efeito descontinuo do torque de radiagao
solar ¢ introduzida a fungdo sombra y, a ser descrita no Capitulo 4, nas
equagdes do movimento rotacional (7), de modo que elas assumem a seguinte

forma:

3.2.1 - Componentes do Torque para um Satélite de Forma Arbitraria

As componentes do torque de pressdo de radiagao solar direta sdo dadas
necessariamente no sistema de eixos principais do satélite. Inicialmente ¢

estudado para um satélite de forma arbitraria ¢ depois para um satélite
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cilindrico. Para se calcular as componentes do torque de pressdo de radiagio é
necessario determinar a diregdo de incidéncia u da luz solar, a dire¢ao normal
a superficie n, o vetor posi¢do r do elemento de area dS, o vetor R do Sol com
relagdo ao elemento de area dS e o angulo de incidéncia 6, representados no

sistema principal.

satélite

FIGURA 4: Posicionamento do CM do satélite e do elemento de superficie

com relagdo ao Sol

Estes desenvolvimentos estido apresentados em Zanardi (1991, 1993) e

para um satélite de forma arbitraria assume a seguinte forma:

N,=—KMR) {u, .[m,de L, .[m;de +u, Lm;zdS +
+ul '[m,ﬂdS + ",ﬁ -[m,xvdS +u; Lmlzd? +
B '[mm,dS +uu, .[mhzdS +uu, .[m ;y.‘.dS} (14)

N, =-K(R) fu. -[mzde +1, .[mzde +u, -[mzzdS +

2 N 2 N 2
+u; .l:mZxxciS il .[.m_,_w + u; I{n_?zzdS*f‘

+uu, .[mz{vdS +uu, ‘[mmdS +uyu, .[mg_mdS} (15)
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N,=-K(R) fu. ‘[mjde U, Lm3yc13 +u, .[m3zdS +

2 v 02 2 .
+u; '[:mﬂxdb £y im 3 dS + U Lm3zd8 +

+u,u, ‘[mm.dS+uxuz -[m3HdS+uyuz .[‘mmdS} (16)

3.2.2 - Componentes do torque para um satélite cilindrico

Para expandir as integrais das equagdes (14), (15), (16) considera-se um
satélite artificial terrestre de forma cilindrica circular, com orbita conhecida,
altura hg , raio o e momentos principais de inércia tais que A=Be C <A, e
ainda, o centro geométrico do satélite coincide com o seu centro de massa e
levando em conta que as superficies do satélite que sdo iluminadas tem-se que:
a base do cilindro (superficie circular S,) e a lateral do cilindro (superficie

cilindrica S,).

rodioedo soler direta

.

——tgn

——iy
e —

FIGURA 5 - Superficies do satélite cilindrico
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O torque de pressio de radiagio solar total que atua sobre este satélite é
dado pela soma dos torques atuantes sobre as duas superficies. E apos

desenvolvimentos apresentam a forma abaixo ( Zanardi, 1993/1994 ):

m
); 2
m
R’

Ny =—K(®) {r.;;’ R R, +ror'(R, T3, + R,T5, )+ r'~’Tz,T3,}

Ny =-K(R) {r{;Rsz + ror' (R T3y + RT3, )+ "'ETHTM} (17)

={)
z

m= (6, ~B) xS

ro € a distancia média do Sol a Terra;
r' é vetor posi¢do do centro de massa do satélite em relagdo ao centro de

massa da Terra;
b, e b, dependem dos coeficientes de reflexio especular e coeficiente de
reflexdo total da superficie do satélite;

o e hgsdo respectivamente o raio e a altura do satélite cilindrico;

R, R,, R. sdo dados por:

R, = ;080 cosag + By cosdg cosag + y;sendo (17a)
R, = @y cosdg cosag + P cosop senag + ¥, sendo (17b)

R. = a3 cosdg cosag + B3 cosdg senag + y3 sendg , (17¢)

em que &, fi, 7» 1= 1, 2, 3 sdo os elementos da matriz de transformagao entre

o sistema do satélite e o sistema principal, ou seja:
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a;= (cosl, cosls - senl; senl, cos 1') cosl +

t-[-cosJ (senl, cosly + cosl, senl; cosl") + senl; senJ senl'] senl,

B, = (cosl, senly + senl, cosl; cos T') cosl, +

+[cosJ (- senl, senl; + cosl, cosly cosl') - cosl; senJ senl'] senl,
2 : 2 :

;= senl' cosl, senl, + (cosJ senl' cosl,+ senJ cos I'] senl,

a,= (- cosl, cosl; + senly senl, cos 1') senl,

+[- cosJ (senl, cosl; + cosl, senls cosI') + senl; senJ senl'] cosl,

B>=-(cosl, senl; + coslysenl, cos 1') senl, +

t[ cosJ (- senl, senls + cosl, cosls cosl') - coslz senJ senl'] cosl,

y,= - senl' senl, senl, + (cosJ senl' cosl,+ senJ cos I'] cosl,

az= senJ cosly senl, + (cosl' senJ cosl,+ senl' cosJ] senls
B;= senJ senls senl, - (cosl' senJ cosl,+ senl' cosJ] cosly

y3= cosl' cosJ -senl' senJ cosl,
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711 T3, T3 equivalem a 1* coluna da matriz transformagdo entre o sistema

orbital e o sistema principal dada por:

T1; = {[cos(l; - Q) cosl,- sen(l; - Q)sen I, cos1'] cosl,
H- (cos(l;- Q) senl, + sen (I3 - Q) cosl, cosl') cosJ
+ sen(l; - Q) senl' senJ] senl;} cos(v + w)
+{[sen(l; - Q) cosl cosl,+(cos(l; - Q) cosl cosI'+ senl senl") senl;]cosl,
H[[ - sen(l; - Q) cosl senl,+( cos(l; - Q) cosl cosT'+ senl senl") cosl,] cosJ

t(- cos(l; - Q) cosl senl'+ senl cosl') senJ] senl;}sen(v + w)

T = - {[cos(l; - Q) cosly- sen(l; - Q)sen I, cos1'] senl,
+ [sen(l;- Q) senl' senJ - (cos(l; - Q) senl,
t sen (I3 - Q) cosl' cosly) cosJ | cosl;} cos(v + w)
+ {- [sen(l; - Q) cosl cosl, i (cos(l; - Q) cosl cosl'+ senl senl") senl;)senl]
+H[[- sen(l; - Q) cosl senl,+( cos(l; - Q) cosl cosl'+ senl senl’) cosl;)] cosJ

+(- cos(l3 - Q) cosl senl'+ senl cosl") senJ] cosl;}sen(v + w)

T3; = {[cos(l; - Q) senl, + sen(l; - Q) cos I, cosl'] senJ
+ [sen (I3- Q) senl' cosJ} cos(v + w)
+ { [sen(l; - Q) cosl senl, - (cos(l; - Q) cosl cosI'+ senl senl") cosl,] senl)

+[- cos(l; - Q) cosl senl'+ senl cosl'] cosJ} sen(v + w)

Com a aplicagdo em um satélite cilindrico observa-se que devido a
simetria da forma do satélite, o torque de pressdo de radiagdo solar ndo

apresenta componente na dire¢do do eixo principal de inércia Oz. E ainda, as

componentes N, e N, atribuem ao satélite uma oscilagdo em torno do eixo Oz.

As componentes N, e N, do torque de radiag¢do solar sdo substituidas nas
equagdes do movimento rotacional (13) de modo a analisar sua influéncia

sobre a atitude de um satélite artificial.




CAPITULO 4

FUNCAO SOMBRA DA TERRA

Neste capitulo ¢ introduzido um modelo para a analise da fungdo que
descreve a influéncia da sombra da Terra sobre 0 movimento rotacional e
translacional do satélite. O modelo apresenta um comportamento mais
proximo do real. Alguns fatores fisicos e geométricos sdo considerados no
modelo matematico utilizado para descrever a fun¢io sombra, introduzida nas
equagdes do movimento rotacional, permitindo analisar com detalhes a
influéncia do torque de radia¢do solar na atitude do satélite. A analise é
realizada durante toda 6rbita do satélite, considerando-se a passagem deste por

trés regides: sombra, penumbra e totalmente iluminada.
4.1 - Comentarios Iniciais

Utilizamos aqui o0 modelo da fungdo sombra apresentado por Kabelac
(1988). Como foi visto no Capitulo 3, a for¢a de pressdo de radiag¢do solar
causa perturbagdes na orbita do satélite, podendo resultar em um torque
dependendo das caracteristicas fisicas e geométricas do satélite. Nas equagdes
do movimento rotacional, a influéncia deste torque aparece em fung¢do de suas
componentes no sistema de eixos principais. No entanto, o torque de radiagdo
solar sé existe quando o satélite esta parcial ou totalmente iluminado. Assim
nas equagdes do movimento ¢ introduzido um fator y, chamado de fungao
sombra, como apresentado na equagdo (6), de modo a levar em conta trés fases
de transigdo, que estdo representadas na Figura 6, e sio compostas por:

transi¢ao pela regido escura (sombra);
= transigdo pela regido parcialmente iluminada (penumbra);

= transi¢do pela regido totalmente iluminada.
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Orbita do satélite

regido iluminada

'a penumbra

FIGURA 6: Fases de transi¢ido na trajetoria do satélite ao redor da Terra

Para analise e obteng¢do da fungdo sombra, Kabelac (1988) distingue

dois efeitos: um devido a fisica do problema e outro devido a geometria

envolvida. Assim a fungdo sombra fica definida por uma fungdo fisica y e

uma fungdo geométrica y, :

com O<y<].

O esbogo apresentado na Figura 7 mostra a comparagdo deste modelo
com o modelo de Ferraz Mello (1972) que considera y como um comutador,
valendo "0" quando o satélite esta na sombra e "1" quando o satélite esta

iluminado (sem desenvolvimento em série).

&

-
4

/' iluminado

4

- sombra

0
FIGURA 7: Comparagdo de modelos para a Fungdo Sombra

(=== modelo Ferraz Mello € --- modelo de Kabelac)
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A fungio fisica considera os seguintes efeitos: a difusdo da luz devido a
refragdo, a absor¢do atmosférica, a difusdo da luz e ao efeito do ozonio. A

fungdo geométrica é obtida analisando-se os seguintes aspectos: posi¢do

mutua Sol-Terra-satélite, forma conica das areas de sombra, penumbra e

exterior a sombra e refragdo dos raios de luz que atravessam a atmosfera.
Neste modelo a forma da Terra ¢ considerada esférica e a orbita do satélite
como sendo circular para facilitar o desenvolvimento da fungao.

4.2 - Fun¢io Sombra Geométrica

4.2.1 - Trajetoria do Raio de Luz e sua Geometria

Consideremos um raio de luz p se propagando de um ponto arbitrario

do Sol atravessando a atmosfera da Terra e atingindo a superficie do satélite.

e

FIGURA 8: Trajetoria do raio de luz e sua geometria
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Inicialmente, como mostra a Figura 8, a trajetoria do raio de luz é uma
linha reta, mas ao atingir a atmosfera terrestre sofre uma refragdo. A maior
refragdo ocorre no ponto (A), que se localiza mais proximo a superficie da
Terra, onde a altitude em relagdo a superficie da Terra é A, interceptando a
vertical local com um angulo reto. O angulo Py, representa a refragdo sofrida
pelo raio de luz, devido a atmosfera da Terra. A trajetéria € simétrica em
relagdo ao ponto (A). Para se evitar trabalhar com trajetorias curvas do raio de
luz, pode-se aproximar esta trajetoria por duas retas p; € p,, tangentes a esfera

de raio R, expresso por:
R;, = (R}' - ht Ah},)C’OS Pya},
em que: Ry - raio da Terra;
Ahy, - variagdo de altura devido a refragdo;

Pgy;, - angulo de refragdo a altura A.

Para raios de luz tangentes a superficie da Terra, ou seja h = 0, tem-se

RO = (R;r %7 Aho)COS Pm

sendo dado em Kabelac (1988): Ahy=2215m
ng — 34,9'

De acordo com os modelos atmosféricos CIRA 1961 e 1972, a refragdo

astronomica Py, e a variagdo de altura Ahy, satisfazem as relagdes:

P %00 Dn
90,1
by
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em que: by, ¢ a pressdo na altitude h;

by ¢ a pressdo na superficie da Terra.

4.2.2- Cones de Sombra

Durante o0 movimento translacional do satélite ao redor da Terra, nas
regides proximas ao alinhamento Sol-Terra-satélite, o satélite experimenta a
transi¢do pelas trés regides ja descritas anteriormente. Essas regides sido
denominadas cones de sombra, e assim chamados devido a forma conica que

apresentam no momento que a Terra encobre a luz do Sol, quando vistos do

satélite, surgindo a necessidade do estudo da geometria do problema.

Consideram-se trés cones de sombra, apresentados na Figura 9:
= cone k;, regido de sombra;
= cone k., regido de penumbra;

= cone kg, regido iluminada;

FIGURA 9: Cones de sombra

em que: ¢; € o angulo relacionado com a regido de sombra;
a. € o angulo relacionado com a regido de penumbra;
ag € o angulo relacionado com a regido iluminada;

P(1,x,y,z) é o ponto da 6rbita em que se encontra o satélite;
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Ay representa o angulo sobre o qual o centro do Sol é visto do
ponto P acima do contorno da Terra;

Ry é o raio da Terra na altura h = 0;

ag € o raio do Sol.

Na Figura 9, as linhas de superficie dos cones de sombra tangenciam a
esfera numa altura de 200km acima da superficie da Terra, representando o
limite considerado da atmosfera terrestre. Os angulos a;, a,, a; formados
pelas linhas de superficie e eixo que conecta o centro do Sol com o centro da
Terra sdo apresentados em Kabelac (1988). A Figura 10 representa a
geometria envolvida no cone de sombra k; , com 7, sendo a distancia média
Terra-Sol.

O angulo ¢; formado pela linha de superficie € o eixo que conecta o

centro do Sol com o centro da Terra (ST) é dado por:

_ao— Ry

o

i ap — Ry S S 3 :
visto que a; =—2——TL ¢ utilizando somatéria dos angulos internos do
T
o]

triangulo ABC tem-se que a; = 2Py + a';

Sol

FIGURA 10: Cone de sombra k; que representa a regido de sombra.
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A Figura 11 representa a geometria no cone de sombra k... O angulo «, é

formado por ST e é dado por:

a, + 2Py, (24)

o
A0 ag Ry o, 5 : =
pois, a',= ——— e pela somatoria dos angulos internos do tridangulo DEF
"o

tem-se que a, = -a’, + 2Py .

Sol

do

=do UR[‘ L’l,,
Terra

FIGURA 11: Cone de sombra &, que representa a regido de penumbra.

A Figura 12 esta representando a geometria do cone da regido

totalmente iluminada, sendo portanto o angulo a; dado por:

ag + Ry + 200km

To

A =

visto que /G = JG — JI = ay + Ry + 200.

J
Nl e
I'o ag Y
L T

G Terra

=do

FIGURA 12: Cone de sombra k;: que representa a regido iluminada.
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Com relagdo aos cones de sombra, a fungdo sombra geométrica assume

os valores:

> y,= 0, dentro do cone k; (sombra);
» 0<y, <1, fora do cone ; e dentro do cone £, (penumbra);

» y,= 1, fora de k, (todo iluminado).

Para o satélite num ponto qualquer P no intervalo dos cones de sombra
ki e k. pode-se obter 0 <y, <1, parat € {[t,,, t,] V[ I t]} onde:
» 1, €aentrada na penumbra;
I, ¢ a saida da penumbra;
1. € entrada na sombra;

I € a saida da sombra.

Para obter y,, ¢ considerado inicialmente um sistema de coordenadas
Oxgyszs, que € chamado de sistema Terra-Sol, com origem no centro de

gravidade da Terra, sendo que o eixo Ozg aponta na dire¢do do Sol, o eixo Oy

¢ perpendicular ao plano da Ecliptica, com Oxs formando o sistema

dextrogiro. A Figura 13 mostra a geometria associada com o posicionamento
do satélite em um ponto P(x,y,z) qualquer entre os cones de sombra &; e

penumbra £, sendo:

e r é o vetor posi¢do satélite-Terra;

e d a distancia entre P(x,y,z) e o ponto que tangencia a esfera de raio R,.




FIGURA 13: Posigdo do satélite P(1,x,y,z) entre o cone de sombra £; ¢ k..

O angulo a, angulo formado pelo raio de luz p e o eixo que conecta

Terra-Sol (eixo da sombra), representado nas Figuras 13 e 14, é dado por

Kabelac (1988):

2Ky —~2£sen”7 &

- -
= =

sena —

(26)

sendo que:
e X, ), z sdo as componentes do vetor posigdo satélite-Terra r no sistema
Terra-Sol;

e z<0;
o p=("+y)"”

A equagdo (26) pode ser solucionada pelo método de Newton-Rhapson,
desde que a trajetornia do satélite seja conhecida de modo que os parametros p
¢ z possam ser determinados. A distincia d ¢ obtida através da geometria

apresentada na Figura 14 e expressa por:

d = -zcosa-A

d = -z cosa - psena
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FIGURA 14: Geometria da orbita do satélite entre os cones k; € k..

Se os elementos orbitais da trajetoria do satélite ao redor da Terra sdo
conhecidos e o vetor posigdo r € expresso no sistema orbital (Ox.,1,,z,) como
r=ri,, sendo ( iy, jo, ko) os vetores unitarios do sistema orbital, no qual o
eixo Ox,, coincide com a dire¢do e sentido do vetor r, entdo as componentes
de r no sistema Terra-Sol podem ser obtidas utilizando a matriz de rotagdo que

relaciona estes dois sistemas, ou seja:

rOxS_ySzS = R. rOxgyozo

A matriz de rotagao R é determinada por:

!
R=R;R; R,

sendo que:

[ : ; .
I. R, ¢ a transposta da matriz de rotagdo R, a qual relaciona o sistema

orbital com o sistema Equatorial (0.X,Y,Z,), representados na Figura 15

juntamente com os elementos orbitais: inclinagdo (I'), argumento do
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perigeu (w), longitude do nodo ascendente (Q) e anomalia verdadeira (v).
R; é obtida através de 3 rotagdes consecutivas a partir do sistema

equatorial:

e rotagdo no eixo 7, de Q para que O.X, coincida com a linha dos nodos:

cosQ senQ 0
M;=| - senQ cosQ 0
0 0 1/

e rotagdo no eixo Ox' intermediario de um angulo I":

1 0 0
M;=| 0 cosl' senl'

0 - senl' cosl'

e rotagdo no eixo Oz" de um angulo (w + v):

cos(w+v) sen(w+v) 0
M;=1 - sen(w +v) cos(w+v) 0
0 0 1
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FIGURA 15: Sistema Orbital ((x),z,) , Sistema Equatorial (OX,V,7,) e

elementos orbitais v, Q we I'.

Logo, a matriz R, ¢ dada por:

R;=M;M>M, (30)

2. R;é a matriz de rotagdo que relaciona o sistema Equatorial com o sistema

Ecliptico, representados na Figura 16, sendo que estes dois sistemas se

relacionam apenas através da rotagdo do angulo ¢ (Obligiidade da

Ecliptica) no eixo ().X, e expressa por:

1 0 0
R,=|0 cose seng

0 —sene cose
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FIGURA 16: Sistema Inercial (OX,},Z,), Sistema da Ecliptica (Ox; y; z;) e

obliqiiidade da Ecliptica (g)

R; € a matriz rotagdo entre o sistema Ecliptico e o sistema Terra-Sol,
representados na Figura 17. Como o eixo Ozg esta direcionado na linha
Terra-Sol, apontando para o Sol, utilizando a longitude do Sol (iy), a
matriz R; € obtida a partir das rotagdes:

rota¢do no eixo Ox; de um angulo de 90°;

rota¢do no eixo Oy" de um angulo de (90° + 1);

—sen/  cosi ()
M =|—cos. —seni 0
0 0 1
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FIGURA 17: Sistema Terra-Sol (Oxg ys zs), Sistema Ecliptico
(Oxpypzr,) e a longitude do Sol (Ap).

Logo, as componentes x, y, z do vetor posi¢do r no sistema Terra-Sol

sao dados por:
(32)

Sendo que substituindo a equagdo (29) na equagio (32), obtemos:

x =-r [sen A (cos Qcos(w + v)-sen Qsen(w +v)cosI')+
sengcos A(sen Q cos(w +v) +cosQsen(w + v)cosI')—
cosecosAsen(w +v)sen[']

y=—t|cosMcos Qcos(w +v)—sen Qsen(w + v)cos I')+
sen € sen Asen Q cos(w + v)+cos Qsen(w + v)cosI')+
cosesen Asen(w +v)sen ']

z= —r[coss(sen Qcos(w + v) + cosQsen(w + v)cosl')+

+senesen(w + v)sen l']
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Portanto, o angulo de cone a podera ser obtido pela equagdo (26), visto
que os parametros p, z € K, sdo conhecidos. Utilizando o sistema Terra-Sol
Oxgyszs pode-se dar continuidade ao desenvolvimento da fung¢do sombra

geométrica.

423 - Angulo de "Visio" do Centro do Sol

Se Ay representa o angulo sobre o qual o centro do Sol é visto do ponto
P(x,y,z) acima do contorno da Terra como mostra a Figura 18, entdo utilizando

o angulo a e as equagdes (23), (24) e (25) tem-se a seguinte expressdo dada
em Kabelac (1988):

FIGURA 18: Por-do-sol visto do satélite (Angulo Ay)
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4.2.4 - A Fung¢iao Sombra Geométrica

A fungdo sombra geométrica pode entdo ser determinada levando em

conta a refragdo astronomica como:

(37

onde D ¢ a superficie inteira do disco solar e AD ¢é a superficie da parte do
disco solar coberta pela Terra visto do satélite. Ainda com base na Figura 18

pode-se encontrar a seguinte relagdo para a fungdo sombra geométrica em
Kabelac (1988):

2(Ry | s

: 2
y,=1- = Yo — Seny oCosyq + E(TJ 7

dg

em que:

R a - ~ L+
= Ry =arcsen (——i e aj = —2 sio respectivamente, angulos sobre os quais
r o
sdo vistos o raio R, e o raio do Sol observados do ponto P.
os angulos y, € y, estio apresentados na Figura 18 e sdo dados pelas

seguintes relagdes em Kabelac (1988):

e é Vo= Se,,é (ag = Ax)sen(Rg —éag +%A){] sen” af sen” (R(‘; + Ax)
(39)

sen’ é Yr = sené(ag - Ax) sené(ag + Ax)sen" R, sen”! (Rg + A{) (40)
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As equagdes (37) e (38) sdo validas no intervalo Aye[— ay ,a, | para o

qual y, € [0, 1]. Neste intervalo de variagdo da fungdo sombra geométrica

foram analisadas algumas condigdes extremas que sdo mostrados na Tabela 1,
Kabelac (1988) . A analise ¢ feita com base na posi¢do do Sol relativa a Terra

como visualizado do satélite, onde os parametros Ay, o, Yo, ¥, sdo
correlacionados com os parimetros aj , a;, a.. Estas regides analisadas podem

ser vistas na Figura 18, sendo que:

Quando o Sol se encontra totalmente abaixo do contorno da Terra, ou
seja, satélite totalmente na sombra, tem-se Ay < -ag € o dngulo a > a

Neste caso, ¥, = 0;

Quando o Sol esta precisamente com sua borda superior tangente ao
contorno superior da Terra, o satélite ainda encontra-se na sombra, ¢

como o Sol esta encoberto pela Terra tem-se ¥, = 0;

Quando o centro do Sol se posiciona no contorno da Terra, pode-se
visualizar cerca de metade do Sol. Neste caso, encontra-se na regido onde

¥, = 1/2, ou seja, penumbra;

Quando o contorno do Sol se posiciona na borda inferior tangente ao
contorno superior da Terra, ele esta totalmente visivel pelo satélite.

Assim, ¥, = 1, que equivale ao satélite iluminado;

E ainda, quando o Sol esta totalmente acima do contorno da Terra, tem-se

Ay >a(‘}’ e o angulo a < a.. Neste caso, o satélite esta todo iluminado, e

v, = 1.




TABELA 1: Valores extremos da fungdo sombra geométrica
Fonte: (Kabelac, 1988)

EJ [ £

Posicio do Sol relativo a Terra| Angulo | Angulo Angulo
observada do satélite. Ay a Yo

Totalmente abaixo do contomo da| _ al > Nao

Terra determinado

Tangente a borda superior -al ; 180°

Centro no contorno da Terra 0 90°

Tangente a borda inferior a® 0°
0

Totalmente acima do contorno da| - 0 Nao
0

Terra determinado

43 - Funcio Sombra Fisica

43.1 - Parametros Envolvidos no Conceito da Func¢io Sombra Fisica

Na determinagdo da fun¢do sombra fisica é analisado o efeito da
iluminagdo de entrada e saida dos raios solares na atmosfera da Terra. Os
parametros £ e E* que representam esta iluminagdo sdo mostrados na
Figura 19, sendo que varios parametros auxiliares sdo similares a parametros

introduzidos na analise da fungdo geométrica.
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FIGURA 19: Parametros da fun¢do sombra fisica

A relagdo entre o parametro de ilumina¢ido antes (E*) e apos (E)
atravessar a atmosfera da Terra, quando a absorgdo atmosférica ¢ levada em
conta, ¢ dada por Kabelac (1988):

E = E*exp [— 2 pM(90° )%h—]

[

sendo que em Kabelac (1988):

¢ B=0,0090 17+ 0,223 ¢é o coeficiente de absorgao;

¢ / é o comprimento de onda da luz em ym;

¢ M(90°) = 40,05 é o caminho equivalente do raio na camada homogénea
numa altura de 7,99 km e distancia zenital de 90°;

¢ b;, bysdo a pressdo atmosférica na altura 4 e na superficie da Terra.

Se a forga de radiagdo solar, quando o satélite esta iluminado é F*,
entdo quando o satélite esta parcialmente iluminado e leva-se em conta apenas

a fungdo sombra fisica, a forga de radiagao solar F pode ser dada por:
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F:F*.y/f (42)

Pode-se entdo assumir por Kabelac (1988), que F/F*=E/E*, onde
E/E* =y, representa a fungio sombra fisica. Assim, comparando as equagdes

(41) e (42) tem-se que a forga de radiagio solar torna-se:

F =F*exp [~ 2BM(90° )i"']
0

b
yy— exp[-2pM(90° )b—"] (44)
0

Da mesma forma que a fungido sombra geométrica y, , a fungio fisica

y, também assume valores no intervalo [0,1]como visto em Kabelac (1988),

ou seja:

Dentro do cone k;, y, = 0 (sombra);
fora do cone k; e dentro do cone k., 0 <y, < 1 (penumbra);
fora do cone &, e dentro do cone kg, 0 <y, <I;

fora do cone kg, y; = 1 (totalmente iluminado).

4.3.2 - Anilise da Funcio Sombra Fisica

Baseado nos estudos de eclipses lunares realizados por Link (1956) ,

pode-se assumir que:

= 100-91-d2-d3-dy)

E#
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de modo que:

Y=Y Y Vs Y (46)
Na equagdo (45) o expoente d, leva em conta a influéncia da refragao,

a qual causa a dispersao do raio nas extremidades dos cones de sombra. Desta

forma, pode-se definir a seguinte relagao dada em Kabelac (1988):

d,=-log

1+ 2dM)90,h

Das equagdes (46) e (47) tem-se:

= (1 + 2dAPg )" (48)

O expoente d>, na equagdo (45) leva em conta a absor¢do atmosférica,

podendo ser obtido através de Kabelac (1988) por:

.6,825. 1051 .b,
bﬂ

em que Mod b, = 2,3036 ¢é o modulo do logaritmo natural de b,. Portanto,
pelas equagdes (45), (46) e (49) tem-se:

we=exp (6,825. 10°. 77 .by) (50)
A expressio (50) mostra o decréscimo da intensidade da luz do raio

solar, que passa através da atmosfera da Terra na altura h, devido a absorgdo

atmosférica.
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Os expoentes d; e d, na equagdo (45) consideram respectivamente a
influéncia da difusio da luz e o efeito da camada de ozonio, sendo que pelas

equacgoes (45) e (46) tem-se:

(€Y

(52)

Para o comprimento de onda Z = 540 nm, os valores dos expoentes d>,
d; , d, estdo tabelados em fungdo da altura # na Tabela 2 (Kabelac, 1988).
Esta tabela contém todos os valores necessarios para o calculo da fungio fisica

Y, através da equagdo (46), que implica na dependéncia da altura 4. Esta

dependéncia torna-se mais marcante se levar em conta os raios solares atingem

as camadas da atmosfera terrestre de alturas que variam de zero até varias
dezenas de quilometros.

As orbitas de satélites artificiais possuem altitudes, em relagdo a
superficie da Terra, em geral maiores que 400 km. Assim, para levar-se em
conta a influéncia da atmosfera da Terra no raio de luz que atingira a
superficie do satélite, ¢ assumido um fator variante na regido que sofre a
incidéncia destes raios atenuados.

Como ilustra a Tabela 2, para alturas de zero a 100 km acima da
superficic da Terra, os raios solares que atravessam a atmosfera terrestre,
fazem com que os raios incidentes na superficie do satélite sejam atenuados
gradativamente devido a atmosfera da Terra, quando o satélite se posiciona na
regido de penumbra, ou seja:
= Quanto menor a altura h, ou seja, mais proximo da superficie da Terra mais

densa € a atmosfera terrestre e mais atenuados serdo os raios solares que
atingem a superficie do satélite. Portanto, a fungdo sombra fisica neste caso

tera menor valor;
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= Enquanto esta altura /# aumenta, ou seja, mais distante da superficie da
Terra, a atmosfera se torna menos densa, influenciando menos os raios
solares que atingem a superficie do satélite em orbita. Assim, neste caso, a

fungdo sombra fisica tera maior valor.

Utilizando os valores fornecidos na Tabela 2 e a equagido (46), a fungido
fisica y, esta mapeada na Figura 20. Por esta figura verifica-se que:
¢ y,=0,para h=0km;
¢ 0<y,<1,para0<h<100km;
¢ y,=1,para h= 100 km.

Pelos valores da Tabela 2, pode-se concluir que a partir de # = 80km, os
expoentes d;, d>, d;e d, se anulam, de modo que y,= 1.
Para incluir o efeito de fun¢do sombra fisica na trajetéria do satélite, é
considerado que:
= o efeito maior é na passagem da regido de penumbra para a regido de
sombra (ou vice-versa), onde y;= 0, pois o efeito da atmosfera ¢ maior;
o efeito menor ¢ na passagem da regiio de penumbra para a regido
totalmente iluminada (ou vice-versa), onde y, = 1, sendo o efeito da
atmosfera menor;
na regido de penumbra, a fungdo fisica assumira valores entre O e 1.
Os instantes de entrada e saida da sombra e penumbra, podem ser
considerados como aqueles em que a fungdo geométrica y, assume os valores
0 e 1. Durante a regido de penumbra, se o satélite vai da regido de sombra

(yr= 0) para regido totalmente iluminada (y,= 1), a fungdo fisica assume um

valor variante, que sera nesta ordem, crescente (0 <y, < 1). Estes valores

poderdo ser obtidos na Tabela 3, desde que se considere o comprimento de

onda A= 540 nm.




TABELA 2: Valores necessarios para o calculo da fungio sombra fisica,

com Ry = 6400 km e M(0°) = 1
Fonte: ( Kabelac, 1988)

[km] [l

0 55350 76.84 3.50
2 43350 60.64 279
4 33300 47.51 2.18
6 25120 37.02 1.70
8 19310 28.44 1.31
10 17600 21.39 0.98
12 18120 15.60 0.75
14 15700 1143 0.53
16 10860 8.40 0.39
18 7760 6.09 0.28
20 5550 445 0.20
25 2536 2.04 0.09
30 1108 0.94 0.04
40 229 0.22 0.01
50 47 0.06 0.00
70 0 0.00 0.00

0 0.00 0.00
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TABELA 3: Valores obtidos através dos dados da Tabela 2.

Y

23

¥

Yis

Yr

100

3,92E-08
5,01E-08
6,52E-08
8,65E-08
1,12E-07
1,23E-07
1,20E-07
1,38E-07
2,00E-07
2.80E-07
3,91E-07
8,56E-07
1,96E-06
9 48E-06
4,62E-05
1,00E+00
1,00E+00

3,16E-04
1,62E-03
6,61E-03
2,00E-02
4,90E-02
1,05E-01
1,78E-01
2,95E-01
4,07E-01
5,25E-01
6,31E-01
8,13E-01
9,12E-01
9,77E-01
1,00E+00
1,00E+00
1,00E+00

4,90E-01
4,90E-01
4,68E-01
4,68E-01
4,68E-01
4,57E-01
4,57E-01
4,57E-01
4,57E-01
4,57E-01
4,79E-01
5,13E-01
6,61E-01
9,77E-01
1,00E+00
1,00E+00
1,00E+00

7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7,24E-01
7.41E-01
741E-01
7,59E-01
7,94E-01
7,.94E-01
9,77E-01
1,00E+00

4,40E-12
2,88E-11
1,46E-10
5,84E-10
1,87E-09
4,28E-09
7,06E-09
1,35E-08
2,70E-08
4,86E-08
8,76E-08
2,65E-07
8,96E-07
7,19E-06
3,67E-05
9,77E-01
1,00E+00

Os valores obtidos na Tabela 3 foram implementados no software
MATLAB e plotados por meio do Microsoft Excel, podendo ser comprovado

o comportamento da fungdo sombra fisica na Figura 20.

Fungao Sombra Fisica

0 4 8

1,00E+00 -
1,00E-02 |
1,00E-04 +

1,00E-06
1,00E-08
1,00E-10
1,00E-12 -

12 16 20 30 50 100

P
—v

h(km)

FIGURA 20: Grafico da fungdo sombra fisica obtido a partir dos valores
da Tabela 3




CAPITULO 5

IMPLEMENTACAO NUMERICA DA FUNCAO SOMBRA GEOMETRICA

Utilizando o software MATLAB, de acordo com parametros utilizados
no modelo de Kabelac (1988) a fungdo sombra geométrica é mapeada, de
modo que se possa notar a passagem pela regido de penumbra, para

caracteristicas do satélite artificial considerado.

5.1 - Caracteristicas do Satélite Artificial

No Capitulo 4, foram estudados todos os parametros envolvidos na
analise da fungdo sombra geométrica, podendo a partir dai calcular seu valor
durante o movimento do satélite em sua orbita ao redor da Terra .

Considera-se o satélite em uma orbita conhecida, dada pelo Problema
de Dois Corpos (P2C), sendo que as componentes x, y, z do vetor posi¢do
satélite-Terra (r) no sistema Terra-Sol sdo dadas pelas equagdes (33), (34) e

(35), dependendo dos elementos orbitais (w, v, I', Q), da obliqiiidade da

Ecliptica ¢ e da longitude do Sol /g . E assumido a obligiiidade da Ecliptica

constante e dada por € = 0,41015 rad. Para o movimento orbital do satélite
assume-se o movimento Kepleriano, com os seguintes elementos orbitais para
o satélite:
> e=0,01617
» 1'=05rad
a = 6.959,64 km
Q = /6 rad
w = 0 rad
v = 0 rad
periodo orbital = 5.778 s

periodo de rotagdo =255 s
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5.2 - Mapeamento da Fun¢io Sombra Geométrica

Considerando o modelo de Kabelac (1988), discutido no Capitulo 4, a
fungdo sombra geométrica y, dada pela equagdo (38) for implementada

numericamente, utilizando o software MATLAB. Na determinagdo do

parametro a dado pela equagdo (26), necessario no calculo de y,, utiliza-se o

método de Newton-Rhapson.

A Tabela 4 apresenta os valores de y, obtidos para o intervalo de tempo
em que ocorre a 1° passagem pela regido de penumbra, correspondendo a saida
da sombra. Assim, o grafico de seu comportamento obtido por meio do
Microsoft Excel, é mostrado na Figura 21. Pela Figura 21 pode-se venficar
que para o satélite utilizado, a passagem pela penumbra ¢ da ordem de 8
segundos, correspondendo a 3% do periodo de rotagdo do satélite.

A Tabela 5 foi construida da mesma forma que a Tabela 4, mas levando
em conta a saida da regido toda iluminada e entrada na sombra, verificando
assim a 2° passagem pela penumbra. Esta passagem ocorre proxima ao término
de um periodo orbital. Assim, pode-se conferir seu comportamento pela
Figura 22, verificando que a duragdo da passagem pela penumbra foi também

da ordem de 8 segundos.




TABELA 4: Valores da TABELA 5: Valores da

Fungdo Sombra Geométrica (Psig) Fungdo Sombra Geométrica (Psig)

obtidos para o primeiro intervalo de obtidos para o segundo intervalo de

tempo da passagem pela penumbra.

Tempo (s)
2,0035E+03
2,0040E+03
2,0045E+03
2,0050E+03
2,0055E+03
2,0060E+03
2,0065E+03
2,0070E+03
2,0075E+03
2,0080E+03
2,0085E+03
2,0095E+03
2,0100E+03
2,0105E+03
2,0110E+03
2,0115E+03
2,0120E+03
2,0125E+03
2,0130E+03
2,0135E+03

Psig
0,00
0,00
1,750E-02
5,702E-02
1,080E-01
1,670E-01
2,319E-01
3,010E-01
3,732E-01
4 471E-01
5,218E-01
6,694E-01
7,401E-01
8,070E-01
8,689E-01
9,236E-01
9,685E-01
9,977E-01
1,00
1,00

1,20

0,80
0,60
0,40
0,20
0,00

tempo passagem pela penumbra

Tempo (s)
5,0190E+03
5,0195E+03
5,0200E+03
5,0205E+03
5,0210E+03
5,0215E+03
5,0220E+03
5,0225E+03
5,0230E+03
5,0235E+03
5,0240E+03
5,0245E+03
5,0250E+03
5,0255E+03
5,0260E+03
5,0265E+03
5,0270E+03
5,0280E+03
5,0285E+03
5,0290E+03

Psig
1,00
1,00
9,986E-01
9,722E-01
9,302E-01
8,786E-01
8,199E-01
7,561E-01
6,883E-01
6,179E-01
5,459E-01
4,732E-01
4,008E-01
3,296E-01
2,607E-01
1,953E-01
1,347E-01
8,072E-02
0,00
0,00

Fungdo Sombra Geométrica

2,0018E+03
2,0030E+03
2,0042E+03
2,0055E+03
2,0068E+03
» 2,0080E+03

2,0092E+03
2,0105E+03
2,0118E+03
2,0130E+03

|
|
J

FIGURA 21: Gr:iﬁco da fungao Sombfﬁ géorﬁétricé abtido através dos valores

da Tabela 4
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FIGURA 22: Grafico da fungdo sombra geométrica obtido através dos valores
da Tabela 5

Sabe-se que entre os intervalos do instante do inicio e do término de um
periodo orbital, mostrados nas Figuras 21 e 22, a fungdo sombra geométrica

assume valor "1".

Func¢do Sombra Geométrica

e ——
5P R L

0,0000E+00
8,5000E+02
1,7000E+03
2,1750E+03
2,6000E+03
3,0250E+03
£ 3 4500E+03

S

3,8750E+03
4,3000E+03
4,7250E+03
5,1250E+03
5,5500E+03
5,7800E+03

- ..____.____4‘

FIGURA 23: Grafico da fungdo sombra geométrica para um periodo
orbital

Na Figura 23 ¢é apresentada a fungdo sombra geométrica para um

periodo orbital. Pelo grafico desta figura nao é observado a passagem pela
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penumbra, devido a sua curta duragdo (8 s) que corresponde apenas a 0,14%
do periodo orbital do satélite.
Com as caracteristicas do satélite em questio a implementagio

numérica foi entdo realizada, verificando-se a passagem do satélite pelas

regides citadas anteriormente: sombra, penumbra e totalmente iluminada. E

interessante observar que para visualizar a regido de penumbra torna-se
necessario analisar a fungdo sombra geométrica em pequenos intervalos de
tempo, ja que no movimento deste satélite a passagem pela penumbra é muito
rapida e para intervalos maiores ficaria imperceptivel.

Como a passagem pela penumbra é muito rapida para o satélite
considerado, outras simulagdes numéricas foram realizadas de modo a analisar
a influéncia dos elementos orbitais sobre a duragdo de penumbra, assim como
o posicionamento do Sol em outros pontos de sua orbita aparente em torno da
Terra.

Os elementos orbitais manipulados sdo: a excentricidade (e), o semi-
eixo maior (a) e a inclinagdo da orbita (I). Nesta analise verifica-se que a
excentricidade ndo influencia a duragdo da regido de penumbra. Os resultados
de algumas simulagdes sdo mostrados na Tabela 6, onde a duragdo da
penumbra é computada. Agora quando o semi-eixo aumenta, as simulagdes
mostram que a regido de penumbra aumenta e a regido de sombra diminui,
como pode ser verificado na Tabela 6. No caso das simula¢des onde a
inclinagdo orbital aumenta ou diminui, a regido de penumbra também se
altera.

Outras analises foram feitas levando-se em conta a mudanga da posi¢do
do Sol na Ecliptica, para verificar a sua influéncia na regido de penumbra. No

entanto, verifica-se que esta influéncia € negligenciavel nos casos analisados.
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TABELA 6: Resultados de algumas simulagdes, para diferentes inclinag¢des e
semi-eixos.

Inclinagdo (rad)
| Semi-eixo (km) | 0 0,5
7000 9s 8s
8000 11,5s 10s
9000 145s 12s

10000 185 14s

Nos casos analisados pode-se também computar o tempo de duragio
das regides de penumbra, de sombra e totalmente iluminada e comparar a
duragdo dos mesmos em relagdo ao periodo orbital (PO). Sendo assim, é
introduzido na Tabela 7, as caracteristicas orbitais dos satélites considerados e
nas Tabelas 8 a 11 apresenta-se os periodos de duragdo da penumbra, sombra e
regido iluminada para cada satélite, sendo AT o intervalo de tempo de duragdo
de cada passagem e % de PO a porcentagem de cada duragdo em relagio ao

periodo orbital

TABELA 7: Caracteristicas orbitais do satélite

pF -i;l_clinaciio Excentridade Periodo
| maior (km) | Orbital (rad) Orbital (s)

7000 0 0,01617 5829

Satélite | Semi-eixo

7000 | 0,5 0,01617 5829
iR 0,01617 5829
0 0,01617 7121
0,5 0,01617 7121
1,2 0,01617 7121
0,01617 8498
| 001617 8498
0,01617 8498
~0,01617 9953
0,01617 9953

~0,01617 9953




TABELA 8: Intervalos de duragdo da penumbra, sombra e regido iluminada
para os satélites com semi-eixo igual a 7000 km (série A)

Satelite A1l

Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo | Intervalo Final
Inicial Sombra| Penumbra Iluminado Penumbra Sombra

0219275 | 192821937 | | 4975 2 4974 | 49845 a 5829

) 298 | 3037s 9s 8445 s
__0]15% 52,1% 0,15% 14,88%

Satélite A2

Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo | Intervalo Final
Inicial Sombra| Penumbra Iluminado Penumbra Sombra

| 022009,5 | 2010 42018 [2018,5 a 5050,5 | 5051 a 5059 |5059,5 & 5829
8 3032's 8s 769,5 s

i 2009355__ — SRSt LN e
" 3447% | 0,14% 52,02% 0,14% 132%

Sateélite A3

Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo | Intervalo Final
Inicial Sombra| Penumbra Tluminado Penumbra Sombra

0 a1776,5 [1777a1787,5| 1788 24831,5 | 4832a 4843 | 48435 a 5829

1776,5 s 10,5 s 3043,5 s 10,5 s 985,5s

3048% | 018% | 5221% 0,18% 16,91%
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TABELA 9: Intervalos de duragdo da penumbra, sombra e regido iluminada
para os satélites com semi-eixo igual a 8000 km (série B).

Satélite B1

Intervalo Intervalo | Intervalo Final

Intervalo Inicial Intervalo
Sombra Penumbra Iluminado

Iluminado Penumbra
0 a205 2055a217 | 217522078 | 2078,5a | 20905 a
2090 7121

| 205s | 115s | 1860,5s 11,55 5030,5 s
2,88% _ 0,16% 0 26,13% | 0,16% | 70,64%

Satélite B2

Intervalo Intervalo | Intervalo Final
Sombra Penumbra Iluminado

Intervalo Inicial Intervalo
Iluminado Penumbra

_ 0al8l,5 | | 192,522210,5 | 2211 22221 |2221,5 4 7121
48995 s

~ 1815s | 20185 10s
68.80%

2,55% 2834% | 0,14%

Satélite B3

Intervalo Intervalo Intervalo | Intervalo Final
Sombra Penumbra Iluminado

Intervalo Inicial
Iluminado Penumbra
1841,5 a 7121
52795 s
_74,14%

256,52271,5 | 272 a1824,5 | 18252 1841
15is 1| 01552558 | 155

0 2256

256s s
3,59% 021% | 2180% | 021% |
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TABELA 10: Intervalos de duragido da penumbra, sombra e regido iluminada
para os satélites com semi-eixo igual a 9000 km (série C) .

Satélite C1

Intervalo Inicial Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo Final
[luminado Penumbra Sombra Penumbra [luminado

0 44625 | 46324775 | 47822267 | 2267,5 22282 | 2282,5 a 8498
4625 s  145s 1789 s 14,5 s 62155 s
544% | 0,17%

- - 21,05% 0,17% 73,14%

Satélite C2

Intervalo Inicial Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo Final
Iluminado Penumbra Sombra Penumbra Iluminado
T 0 a402,5 | 4032415 | 4155 22457 [2457,5242469,5| 2470 a 8498
12s | 20415s 12s 6028 s

4025s | 12s
474% | 014% 24,02% 0,14% 70,93%

Satélite C3

Intervalo Inicial Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo Final
Iluminado Penumbra Sombra Penumbra Iluminado

0 a6ll 61152634 | 6345 a1874 | 1874521897 | 18975 a
IR, PR SRS W 8498

255 12395 225 6600,5 s

719% | 027% 14,59% 027% 77.67%

T
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TABELA 11: Intervalos de durag¢do da penumbra, sombra e regido iluminada
para os satélites com semi-¢ixo igual a 10000 km (série D).

Satélite D1

Intervalo Inicial Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo Final
Iluminado Penumbra Sombra Penumbra Iluminado

0 a732 732,52750,5 | 751 22467 |2467,5 2 2485,5| 2486 a 9953 |
Bs | 1 1716 185 7467 s
17,24% 0,18% 75,02%

Satélite D2

Intervalo Inicial Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo Final
Iluminado Penumbra Sombra Penumbra Iluminado

6405 a | 272722741 | 27415 a
2726,5 9953

T 2086s | 14s 72115 s
_20,96% 0,14% 72,46%

0 a625,5 626 a 640

6255 s 14s
6.28% 0.14%

Satélite D3

Intervalo Inicial Intervalo Intervalo Intervalo Intervalo Final
Iluminado Penumbra Sombra Penumbra [luminado

0 21061,5 | 1062411075 | 1108 a | 1834218795 | 1880 29953
18335 |
725,5 s 455s 8073 s

10,67% 046% | 129% | 046% | 81,11%

~10615s | 455s |

AV
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Pelos valores apresentados nas Tabelas 8 a 11, é observado que quando
a inclinagdo orbital é alterada, os periodos de dura¢ido da penumbra e regido
iluminada sdo afetados com o mesmo tipo de comportamento, ou seja, se a
penumbra aumenta (diminui) a regido iluminada aumenta (diminui). Com o
aumento do semi-eixo do satélite a influéncia da inclinagdo é maior, ou seja,

para satélites com semi-eixo maior de 7000 km (satélite série A) o0 aumento da

inclinagdo de 0,5 rad para 1,2 rad aumenta a penumbra em 31,25%, enquanto

para o satélite com semi-eixo de 10000 km (satélite série D) o aumento da

penumbra € de 225%.
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CAPITULO 6

ABORDAGEM SEMI-ANALITICA DO MOVIMENTO ROTACIONAL
DE UM SATELITE ARTIFICIAL

Neste capitulo ¢ apresentada uma solugdo analitica para o sistema de
equagdes que descrevem o movimento de um satélite artificial sob a influéncia
do torque de pressdo de radiagdo solar direta. Uma abordagem semi-analitica
também ¢é apresentada para obter a atitude do satélite sob a influéncia do
TPRS e da sombra da Terra. Um satélite de forma circular cilindrica ¢é

considerado e as variaveis de Andoyer descrevem o movimento rotacional.

6.1 - Comentarios Iniciais

Utilizando o modelo da fung¢do sombra y, ja anteriormente detalhada e
mapeada, pode-se dar continuidade ao trabalho incluindo este efeito da sombra
da Terra no movimento rotacional do satélite artificial. Para isso ¢ feita a
inclusio desta fungdo sombra y nas equagdes do movimento, que foi
apresentada na equagdo (13). A obtengdo de uma solugdo para o sistema de
equagdes do movimento ¢ feita por um processo semi-analitico utilizando o
mapeamento numérico da fungdo sombra de Kabelac (1988) e a solugdo
analitica de Zanardi (1994, 1999) para as regides em que o satélite esta

parcialmente iluminado ou totalmente iluminado.
6.2 - Movimento Rotacional Livre de Torques Externos
Para um satélite cilindrico os momentos principais de inércia em torno

dos eixos Ox e Oy sdo iguais (A=B). Substituindo a Hamiltoniana associada a

este movimento, dada por (8), nas equagdes do movimento rotacional (7),

onde as parcelas S;e P, 1= 1, 2, 3, ndo sdo consideradas, tem-se que:




dly _
dr

dhy (1 1

dy L,

a4

dly _dly _dls_,
di — dt  dt

(53d)

Assim a solugdo para as equagdes do movimento quando ndo é

considerada a atuagdo de torques externos ¢ dada por:

Li=Lyw, Ly=Lx,L=Ly
=1
h=ny.t+ 1

b =yt + Iy

Lo, Iy, B ,L10, Ly , L3 sd0 condigdes iniciais para o instante t, = 0.

Pela solugdo apresentada (54) é observado que as vanaveis /, e /,

possuem variagdes lineares que estdo associadas a rotagdo do satélite,
enquanto o angulo /5, 0 médulo do momento angular de rotagdo L,, e suas

componentes L, e L; permanecem constantes. Esta solugdo representa a
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conservagdo do momento angular de rotagdo na auséncia de torques externos
atuantes no satélite. A variagdo linear em /, representa a precessio do eixo
principal de inércia Oz em torno do vetor de momento angular L, e a
variagao linear em /, representa o deslocamento do eixo principal de inércia

Ox no plano principal de inércia Oxy do satélite.
6.3 - Solucio Analitica para o Satélite Illuminado

Uma solugdo analitica para o sistema de equagdes que descrevem o
movimento rotacional de um satélite artificial sobre a influéncia da pressio de
radiagdo solar direta sera apresentada. O satélite ¢ considerado de forma
cilindrico circular e o método utilizado para obter a solugdo analitica € o de
Lagrange de variagio de parametros.

Considerando o satélite sempre iluminado (y = 1) e o efeito do torque
de pressdo de radiagdo solar direta sendo de ordem inferior a0 movimento
rotacional livre de torques externos, com a aplicagdo do método de Lagrange
(Vilhena de Moraes,1989) no sistema (7), usando a solug¢do ndo perturbada
(54), tem-se de Zanardi & Vilhena de Moraes (1999) que:

L=Lw (55a)

L= Ly+0l, k=23 (55b)
L=1lio+(Ap+An; )t+dl,j=12 (55¢)
L=13 +Amn, t+6l (55d)

em que: L, e lio, (i = 1, 2, 3) sdo constantes que dependem das condi¢des

iniciais em ty = 0, sendo 1;, = Lo ;

oL e dl; sdo fungdes periodicas apresentadas no Apéndice 1;
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npy(j=12)e An; sdo os coeficientes lineares associados com o
problema livre de torques dados por (54¢) e (54f) e com torque de pressio de
radiagdo solar, respectivamente, com An; (i = 1, 2, 3) apresentado no

Apéndice 1.

Esta solu¢do mostra que:
1) a pressdo de radiag¢do solar nio influencia a projeg¢do do momento angular
de rotagdo no eixo Oz do sistema principal de inércia do satélite cilindrico;
2) o torque de pressdo de radiagdo solar produz variagdes seculares e
periodicas nas variaveis angulares /; , i = 1, 2, 3, mas produz somente
variagoes periodicas no modulo do momento angular de rotagdo L, e em sua

proje¢do no eixo inercial OZ.

6.4 - Abordagem Semi-Analitica

E apresentado aqui o processo semi-analitico onde € incluida a sombra

da Terra na influéncia do torque de radiagéo solar. Este processo ¢ similar ao
apresentado em Vilhena de Moraes & Zanardi (1997), no qual a fungio
sombra da Terra utilizada ¢ um comutador que vale um quando o satélite se
encontra na regido totalmente iluminada e vale zero quando o satélite se
posiciona na sombra da Terra. Esta fun¢do sombra depende dos parimetros
orbitais do satélite e da orbita aparente do Sol ao redor da Terra.

Este mesmo processo semi-analitico é aqui realizado considerando o
mapeamento numérico da fungdo sombra de Kabelac e a solugdo analitica de
Zanardi (1999) para as regides em que o satélite esta fora da sombra da Terra.

No mapeamento da fungdo sombra, realizado no Capitulo 5 e
representado pela Figura 23, pode-se determinar os instantes de entrada e saida

da sombra e da penumbra, de modo a se verificar os intervalos de tempo em
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que o torque de radiagdo solar ¢ atuante, ou seja nas regides de penumbra e

totalmente iluminado.

Sejam os seguintes instantes:

fp é o instante inicial;

lepl , lep2 € a 17 € 2° entrada na penumbra;

Ip1 , 12 €a 1% e 2" saida da penumbra;

t,s € entrada na sombra;

I € a saida da sombra;

I ¢ a entrada na regido iluminada;
I; € saida da regido iluminada;

PO é o periodo orbital.

Para estes instantes, no intervalo de um periodo orbital (PO) e
assumindo inicialmente que o satélite ja se encontra na sombra em 7, tem-se o
seguinte algoritmo:

1. de 1yat,, o satélite se encontra na sombra da Terra e o TPRS se anula, ndo
afetando as variaveis de Andoyer. Assim a fung¢do sombra assume o valor

y=0;

. lep1 @ Ly o satélite se encontra na regido de penumbra e o TPRS ¢
parcialmente atuante, afetando as variaveis de Andoyer. Portanto, a fungdo
sombra assume o valor 0 <y < 1. Sendo a solugao analitica apresentada no

item 6.3 fatorada por y nas parcelas correspondentes do TPRS;

.l a Ly o satélite se encontra na regido totalmente 1lluminada e o TPRS é
totalmente atuante, também afetando as variaveis de Andoyer. Sendo que a

fun¢do sombra assume o valor y = 1. Sendo a solugdo analitica dada por

(55);
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4. 1. a Ly o satélite se encontra novamente na regido de penumbra, com o
TPRS parcialmente atuante, utilizando novamente a solugdo analitica do

item 6.3 com termos associados ao TPRS fatorado por y ;

. les a T o satélite retorna a regido de sombra e o TPRS é novamente nulo,
com a solugdo dada por (54), terminando o periodo orbital e repetindo o

Processo.

No caso em que no instante inicial o satélite ndo se encontra na sombra,
o algoritmo acima € facilmente adequado. Com a implementag¢io numérica do
processo semi-analitico espera-se suavizar o efeito que o TPRS causa nas

variaveis de Andoyer nas passagens da sombra para a regido iluminada

(Vilhena de Moraes & Zanardi, 1997 ).

6.5 - Simulacio Numérica da Abordagem Semi-Analitica

De modo a analisar a magnitude do torque de pressio de radiagdo solar
¢ utilizado caracteristicas de um satélite cilindrico em o6rbita Kepleriana, com
as caracteristicas orbitais apresentadas no item 5.1. As caracteristicas fisicas e
geométricas do satélite e as condigdes iniciais das variaveis de Andoyer que

descrevem o movimento rotacional assumem os seguintes valores.

Caracteristicas fisicas e geométricas

A = B = 3,9499x 10’ kg.m?
C = 1,0307x 10° kg.m?
M = 11550 kg




» hg =18 m
» 0=4m

.

% Variaveis de Andoyer no instante inicial

l;=1,=J,=n/2 rad

I;= 587 rad

=0

L, =9,7307x 10 kg.m’ s
L; = -2,9956x 10° kg.m>s™
1, = 1,877 rad

periodo de rotagdo = 255 s

Para ascensdo reta ag e declinagdo 8y do Sol, devido ao intervalo de

tempo considerado, adota-se uma variagdo linear dada por:

a() 5 nat ‘ao

em que:

= Jo € O sdo os valores de Jy € a, no instante inicial;

= n,e n;ssao estimados para o dia considerado, utilizando os dados
fornecidos no Astronautical Almanac. Sendo aqui, arbitrariamente, dados

por:

n, = 2,1956 x 107 rad/s ns = -2,6707 x 10® rad/s
o= 4,369157 rad do =-0,387604 rad

Com a implementagdo numérica do processo semi-analitico pode-se

verificar a influéncia do TPRS nas variaveis de Andoyer nas passagens da
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regido de sombra para a totalmente iluminada levando-se em conta a regido

de penumbra.

Utilizando o software MATLAB sio feitas implementagdes numéricas
para verificar a varia¢do das variaveis de Andoyer para os seguintes casos:
- Livre de torques externos ou seja sem incluir o TPRS;
- Com o TPRS atuante, mas ndo incluindo a fungdo sombra de Kabelac
(1988), assumindo o satélite sempre 1luminado;

- Com o TPRS atuante e incluindo a fun¢do sombra de Kabelac.

Assim para os trés casos citados foram construidos graficos para

comparagdo dos efeitos e suas magnitudes nas variaveis de Andoyer.

6.5.1 - Movimento Rotacional Livre de Torques Externos e Movimento

Rotacional com TPRS com Satélite Iliminado

Inicialmente € realizada a comparagido entre a solugdo analitica para o
movimento livre de torques externos (MRLTE) e a solugdo analitica para o
movimento rotacional incluindo o TPRS, sem a fun¢do sombra. Quando os
torques externos ndo sdo incluidos, e para as caracteristicas do satélite
considerado, as variaveis angulares /; e /; permanecem constantes, assim
como as variaveis métricas L, L, e L;, enquanto a variavel angular /, possui
uma variagdo linear. Deve-se observar que como o satélite é cilindrico, o
TPRS ndo afeta a vanavel L, Os graficos da Figura 24 mostram o
comportamento das variaveis de Andoyer /, , I, L, , L; para o intervalo de
1000 s para o MRLTE e para o movimento rotacional com TPRS. A Figura 25
apresenta o comportamento de /; para os intervalos de 0 a 1000 s e 0 a 30000
s, de modo a observar a variagao linear devido ao TPRS.

Na Figura 24, a variagdo linear na variavel /;, no caso do MRTLE
prevalece, sendo que a influéncia do TPRS pode ser melhor observada na

Figura 27, que apresenta a diferenga entre a solugdo analitica do MRLTE e a
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solugdo analitica com TPRS para as variaveis de Andoyer /;, [ /;, para os

intervalos de tempo de 0 a 1000 s e de 0 a 30000 s. Estas mesmas variagoes

podem ser observadas para as vanaveis métricas L, L; na Figura 26. E

importante observar que as variagoes periodicas podem ser melhor observadas
ao intervalo de 0 a 1000 s. Deve-se salientar que apesar das Figuras 24 ¢ 26
indicarem uma variagdo linear para L;, esta variagado faz parte de uma variagao
periodica de longo periodo, que pode ser observada na Figura 28, para o
intervalo de tempo de 500000 s.

Pelos resultados apresentados tem-se que para o satélite considerando a
influéncia do TPRS para o instante de 30000 s foi da ordem de 10® rad para a
variavel /,, 10 rad para , e I3, 10"° kgkm?/s para L, e 107 kgkm?/s para L.
Estes resultados estdo de acordo com Zanardi & Vilhena de Moraes (1999) e
correspondem a magnitudes inferiores as influéncias do torque de gradiente de

gravidade.
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FIGURA 24: Solugdo Analitica para as variaveis de Andoyer

I, I, = variavel angular, L, L;= variavel métrica

—Solugdo analitica sem sombra, — Solugdo para MRLTE
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FIGURA 25: Solugdo analitica para a variaveis de Andoyer
/; = vanavel angular, — Solu¢do analitica sem sombra ,— Solugdo para MRLTE
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FIGURA 26: Variagdo nas variaveis de Andoyer, em que: delta L, =L-L>,,
delta L; = L;- L3y, — Solugdo analitica sem sombra ,— Solugdo para MRLTE
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FIGURA 28: Grafico da variavel métrica L; que ilustra uma variagio periédica
de longo periodo.
6.5.2 - Movimento Rotacional com TPRS com e sem Fun¢io Sombra

Agora sdo comparados os resultados das implementa¢des numéricas da

solugdo analitica para o TPRS para o satélite sempre iluminado, com as

implementagdes para o TPRS levando em conta a influéncia da fungdo sombra de

Kabelac (1988), introduzida nos Capitulos 4 e 5, considerando apenas a fungio

sombra geométrica. Este caso corresponde a admitir-se y,= 1, ou seja, que todos
os fotons incidindo sobre a superficie do satélite ndo cruzam a atmosfera da
Terra.

As implementagdes foram feitas para intervalos de tempos diferentes para
que se possa visualizar melhor o comportamento de cada uma das variaveis de
Andoyer nos instantes de entrada e saida da sombra. Os intervalos considerados
foram de 0 a 30000 s, 0 a 10000 s, 0 a 3000 s, 7000 a 10000 s € 27000 a 30000 s.
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FIGURA 29: Variagdes da variavel
allgular I;, delta /, zlrlm

—Solugio analitica com sombra

— Solugio analitica sem sombra
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Com base nos resultados apresentados nas Figuras 29 a 33 pode-se
verificar a magnitude da influéncia do TPRS nas variaveis de Andoyer, as quais
estdo apresentadas, para os instantes 1000 s, 10000 s e 100000 s no caso do

satélite sob a influéncia do TPRS sem a fungdo sombra e o caso com a influéncia
da fun¢ido sombra.

TABELA 12: Magnitudes da influéncia do TPRS para o satélite iluminado com e
sem a inclusao da fungdo sombra

Intervalo de Tempo 10° (s) 10° (s)

Variavel 10° (s)

AL,
(kgkm?/s)

i Iluminado -0,05232¢-10 | -0,42196e-09
Perturbado ¢/sombra 0 0,26126e-09

-0,27249e-09
0,37818¢-09

lluminado

-0,61842-08

-0,67288e-07

-0,65271e-06

Perturbado ¢/sombra

0

-0,35367¢-08

-0,14353e-07

Iluminado

0,16771e-07

Perturbado c/sombra

-0,35629¢-08

-0,37896¢-08

0

0,42436¢-07

-0,67677¢-07

[luminado

-0,74054e-07

-0,78055¢-06

-0,79946¢e-05

Perturbado ¢/sombra

0

-0,37624¢e-06

-0,39487¢-05

_lluminado 0,11916e-06

~ lluminado 0,13650e-05 |
Perturbado c/sombra 0

1 0,13679¢-04
0,23867¢-06

0,11034¢-05 |

| (rad)

E observado que a influéncia do TPRS, considerando ou ndo a fungio

sombra, permanecem dentro de uma mesma ordem de grandeza. E importante

salientar ainda que em ambos os casos, 0 TPRS diminui a variagdo linear de />
com o tempo.

Para melhor visualizar a passagem pela regido de penumbra, a qual é¢ muito
rapida (para o satélite considerado da ordem de 8 s), ¢ apresentado nas Figuras 34
a 38 o comportamento das variaveis nas vizinhangas da 1" entrada na penumbra e
na 2" entrada na penumbra. Observa-se, como esperado, que a passagem da

sombra para a penumbra (7., = 2004,5 s), da penumbra para regido iluminada




(11 = 2012,5 s) , da regido iluminada para a penumbra (f,,; = 5020 s) e da regido

de penumbra para a sombra (1,,, = 5028 s) ndo tiveram variagdes bruscas .
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FIGURA 34: Comportamento da variavel |, na vizinhanga da 1° e 2° entrada na
penumbra: delta/,=1,- 1.
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FIGURA 35: Comportamento da variavel /; na vizinhanga da 1° e 2° entrada na
penumbra: delta > =15 - [y «(L2y/A). .
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FIGURA 38: Comportamento da variavel ; na vizinhanga da 1° e 2° entrada na
penumbra: delta L;=L; - L;.

6.6 - Movimento Rotacional com TPRS com Fun¢do Sombra Incluindo a

Funciao Sombra Fisica

Como visto no Capitulo 4, a fungdo sombra fisica interfere apenas nos
raios solares que cruzam a atmosfera da Terra, assumindo o valor zero na
superficie da Terra e atingindo o valor maximo igual a um para altitudes de 100
km acima da superficie terrestre. Para introduzir seu efeito no movimento
rotacional do satélite, ¢ considerado um valor médio para y; e incluido na fungao

sombra y, dada pela equagdo (18), repetindo o processo semi-analitico

anteriormente descrito. Os valores médios assumidos para y,foram de 10® para
altitudes de 14 a 20 km e 10~ para a altitude de 50 km. Os resultados obtidos

estdo apresentados nas Tabelas 13 e 14 para as duas primeiras passagens pela
penumbra, em ambas sdo apresentados os valores assumidos pelas variagdes das
variaveis nos instantes de entrada na penumbra, em um instante intermediario e
no instante de saida. O tempo de duragdo da penumbra para o satélite considerado

¢ de AT = 8 s. A Tabela 13 corresponde a 1* passagem que inicia em




lepr = 2004,5 s. A Tabela 14 corresponde a 2* passagem pela penumbra que
inicia em /> = 5020 s.

Observa-se que os fotons que atravessam a atmosfera terrestre e atingem a
superficie do satélite diminuem a influéncia do TPRS sobre o movimento
rotacional, anulando o seu efeito em todas as variaveis de Andoyer para os fétons

que atravessam a atmosfera abaixo de 30 km.

TABELA 13: Comparagio da magnitude da influéncia do TPRS para y, = 10,

y=10"¢ yr= 1 na 1? passagem pela penumbra.
lepi+ AT/2(s) |

Variavel Intervalo de lep1 () lp1+ AT (s)

Tempo

AL,

Com Wj(lo-s)

0 (=107

0(~10™")

0 (=10

Com y,(10”)

0 (=10")

0 (=107

-1.0729¢-14

yr=1

-5.6932¢-14

-3.7763e-12

| -1.8540e-12

AL;

Com y;(10™)

0 (=10

0 (=10™)

0 (=10

Com y,(10”)

0 (=107

0 (=107

" 3.2385¢-14

yr=1

-2.4066e-13

-3.4875e-11

-1.5091e-10

Com y,(10™)

0 (?__!0-]6

Com y;(107)

0 (<10

0 (=107

0 (=107

-2.1982¢-13

-8.7175e-13

yr=1

-5.7936e-12

-7.3605¢-10

-2.8883e-9

Com w,«(l()*)

0 (=107°)

0 (=107)

0 (=107)

Com y,(10”)

-3.1548¢-12

-3.2188e-12

| -3.3396e-12

yr=1

-0.5664¢-10

-0.54826¢-8

-0.1634¢-8

Com wf(l_()‘g) _

Com y,(10°)

0 (=x107)
0 (~107)

| 0 (=107)

0 (=107)

1.8741e-13

yr=1

4.4613e-12

4.7613e-10

~ 6.8479%-13

1.4571e-9




TABELA 14: Comparagio da magnitude da influéncia do TPRS para y; = 10,

w, = 10” e y,— 1 na 2* passagem pela penumbra.

Variavel

Intervalo de
Tempo

tep.‘.’ (S)

tepr+ AT/2(s) |

fep;_) + AT (S)

AL,

Com y;(10™)

0(=107%)

0(=10™)

0(x10™")

Com y,(10”)

0(=10")

0(=10")

0(=10")

yr=1

8.2190e-10

7.7100e-10

7.5800e-10

Com y,(10%)

0(=10")

0(~10")

0(=10")

~ Com y/(107)

-9.4498¢-14

-9.3483¢-14

-9.3209¢-14

yr=1

-9.4755e-09

-9.3621e-09

-9.3388e-09

Com y,(10™)

0(=10"°)

0(=107°)

0(=107"°)

Com yff(m‘s)

2.6712e-13

2.5691e-13

2.5335e-13

yr=1

2.6612¢-08

2.5595¢-08

2.5230e-08

| Com y,(10° )___
~ Com y,(10°) |

y =1

2.4883e-11

2.4926e-11

2.4968e-11

~ 2.4613e-11
1.3678e-07

2.4542¢-11

1.2489¢-07 |

2.4556e-11
1.1973e-07

Com y;(10™)

0(=10")

Q( 1045)

0(=107")

_ Com y,(107)

7.0139%-12

7.0095e-12

7.0095e-12

yr=1

7.0340e-07

7.0300e-07

F 7.0289¢-07

5 6

17

18



CAPITULO 7

CONCLUSOES

Neste trabalho a fungdo sombra geométrica e fungido sombra fisica

propostas por Kabelac sdo implementadas numericamente. A obtengdo da

fungdo sombra total y é dada pelo produto da fungdo geométrica y, e da

fungdo fisica y;.

Os valores tabelados necessarios para o calculo da fungao fisica y;,
dependem da altura 7 em que o raio solar se encontra em relagdo a superficie
da Terra, tornando-se mais marcante quando ¢ levado em conta que os raios
solares atingem as camadas da atmosfera terrestre de alturas que variam de
zero até varias dezenas de quilometros.

Como observado, para alturas de zero a 100 km acima da superficie da
Terra, a atmosfera terrestre faz com que os raios incidentes na superficie do
satélite sejam atenuados gradativamente devido a atmosfera da Terra, quando
o satélite se posiciona na regido de penumbra. Assim, para a fungdo fisica y;
assume-se os valores:
¢ y=0,para h=0km;
¢ 0<y,<1,para0<h<100km;
¢ y,=1,para h=100 km.

Para incluir o efeito de fung¢ido sombra fisica na trajetoria do satélite, é
considerado que:
= o efeito maior é na passagem da regido de penumbra para a regido de

sombra (ou vice-versa), onde y,= 0, pois o efeito da atmosfera ¢ maior;

o efeito menor é na passagem da regido de penumbra para a regido
totalmente iluminada (ou vice-versa), onde y, = 1, sendo o efeito da

atmosfera menor;




= naregido de penumbra, a fungdo fisica assumira valores entre O e 1.
Durante a regido de penumbra, se o satélite vai da regido de sombra
(= 0) para regido totalmente iluminada (y,= 1), a fungdo fisica assume um

valor variante, que sera nesta ordem, crescente (0 <y, < 1).

Pode-se observar que com a inclusdo da fung¢do sombra fisica y;, os

raios solares que cruzam a atmosfera terrestre sdo atenuados, fazendo com
que diminua a influéncia do torque de pressdo de radiagdo solar sobre o
movimento rotacional.

O efeito da sombra da Terra no movimento rotacional do satélite
artificial ¢ realizado, através da inclusdo da fungdo sombra y nas equagdes do
movimento. A solu¢io para o sistema de equagdes do movimento é obtida por
um processo semi-analitico. E utilizando o mapeamento numérico da fungio
sombra de Kabelac e a solugdo analitica de Zanardi (1994) para as regides em
que o satélite esta fora da sombra da Terra, é obtida a magnitude da influéncia
do TPRS em termos das variaveis de Andoyer.

Para o intervalo de um periodo orbital e para o satélite considerado,
também ¢ verificado que:

1. de 1y a 1, o satélite se encontra na sombra da Terra y = 0 e o torque de
pressdo de radiacdo solar se anula, ndo afetando o movimento rotacional

do satélite;

. I @ Iy O satélite se encontra na regido de penumbra (0 < < 1) e o
torque de pressdo de radiagdo solar é parcialmente atuante, causando
variagdes periddicas em /;, L, e L;, variagdes lineares e periodicas em /,

e,_:,'.

. Iy a tg o satélite se encontra na regido totalmente iluminada y = 1 e o
torque de pressio de radiagdo solar é totalmente atuante, causando
também variagoes periddicas em /;, L, e L;, variagdes lineares e periddicas

em/lel;.




4. 1, a Iy o satélite se encontra novamente na regido de penumbra, com o
torque de pressio de radiagdo solar é parcialmente atuante, com o
movimento rotacional experimentando os mesmos efeitos do item 2;

. s a PO o satélite retorna a regido de sombra e o torque de pressdo de
radiagdo solar é novamente nulo, terminando o periodo orbital e repetindo
0 Processo.

Nas implementagdes nota-se que para as caracteristicas do satélite
considerado a passagem pela penumbra ¢ muito rapida, da ordem de 8 s.
Assim, outras implementagdes sdo realizadas, variando-se os elementos
orbitais do satélite artificial: inclinagdo da oOrbita, semi-eixo maior e
excentricidade, assim como a posi¢do do Sol em relagdo a Terra. Pode-se
verificar que a inclinag@o e o0 semi-eixo maior modificam o periodo de duragdo
da penumbra, enquanto a influéncia da excentricidade e da posigio do Sol sdo
negligenciaveis.

E observado que para os casos considerados:

- com a alteragdo da inclinagdo orbital, a duragdo das regides de
penumbra e iluminada sdo afetadas com o mesmo tipo de comportamento, ou
seja, quando se aumenta (diminui) a penumbra, a regido iluminada também

aumenta (diminui);

- com o aumento do semi-eixo maior do satélite a influéncia da
inclinagdo sobre a duragdo da penumbra fica maior, ou seja, para satélites com
semi-eixo maior de 7000 km (satélite série A) o aumento da inclinag¢io de 0,5
rad para 1,2 rad aumenta a penumbra em 3 1,25%, enquanto para o satélite com
semi-eixo de 10000 km o aumento da penumbra é de 225%.

Pelos resultados apresentados verifica-se para o satélite considerado

que influéncia do TPRS para o instante de 30000 s é da ordem de 10°® rad para
a variavel /;, 10° rad para ;e /5, 10™° kgkmzls para [, e 107 l(gkmzls para L;.
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Estes valores correspondem a magnitudes inferiores as influéncias do torque
de gradiente de gravidade (Zanardi & Vilhena de Moraes, 1999).

Deste modo, o modelo da fungdo sombra de Kabelac (1988), o qual
considera parametros geométricos associados a posi¢do mutua do Sol-Terra-
satélite e parametros fisicos da atmosfera terrestre, ¢ incluido na analise da
influéncia do torque de pressdo de radiagdo solar sob o movimento rotacional
de satélites artificiais, apresentando resultados mais proximos a realidade. Pela
analise realizada, o comportamento das varniaveis de Andoyer, que descrevem
o movimento rotacional do satélite, nos instantes de passagem da regido de
sombra para a regido iluminada, ou vice-versa, foram suavizados devido a

regido de penumbra.

Devido a pequena magnitude (=~ 10™"*) observada para a influéncia do

torque de pressdo de radiagdo solar com a fungdo sombra fisica, a inclusdo de
outros torques desta mesma ordem de grandeza (Poynting-Robertson,
reemissdo térmica e Yarkovsky) é importante na analise do movimento
rotacional de satélites artificiais até esta ordem de precisio.

A abordagem aqui realizada para o torque de pressdo de radiagdo solar
admitiu um satélite cilindrico. No entanto, esta mesma abordagem poderia ser
realizada para outros tipos de satélites, os quais podem conter antenas ou
apéndices flexiveis.

A comparagdo do modelo da fungdo sombra de Kabelac (1988) com
outro de Vokrouhlicky (1993, 1994) é também interessante para validar os

resultados aqui apresentados.
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APENDICE 1

Variagdes Periddicas e Seculares nas Variiaveis de Andoyer Devido ao

Torque de Pressio de Radiagdo Solar

Variagdes Seculares (A#r;), i = 1,2,3:

k .
Any =— i 5 (3005‘20 = 2)005.](, (3sen2 Iy — 2)
4[420"0

k =
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2 2 0 0 0
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2
81120"0

ny = >
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mk
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Variagdes Periodicas (8/), i = 1,2,3:
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Variagoes Periddicas I, (k= 2, 3):

{(2 23 ()')[b cos (2nyt +I,_0) s cos (Fipyt + 1 )]+

2nyg 0

+oosds [b cos [2(7i - izo )t +2(15o — I3 +a)]
2n3 — 2y

cov[ 2(n20 +n30)t+2( Lo =130 +a)]

213 + 2y
cos [(.'120 -2 n30) 141,y =215, +2a]

2n3 — iy
cos[ (n20 +2 n30)l -lyo =215 +2a]

213 + 1y

| sen2d [_ p, Sen = Qg +7130 )t ~2050 ~15 +2a] |
5) d T30 + 27

+b, -

+bs

+ €

)

-|-b8 sen [(2”20 n';o )! +2’20 —1';0 +a]
= n30 + 2”20

o sen [=(y +730 )t — I — 159 +a]
¢ 30 + 21

sen |\ — Mz )1+ 1,0 =12 + —
+byg [( 20 30) 20 —/30 a]]}+1%

- 130 + 1y
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5

6

sen’J sen’]
A=y~

s sen2.]J sen2l

b, =
2 8

2
sen~J P
by = 2—sen”I —2cosl
3 3 ( sen cos )

= Se’:jj (sen3 I-2-2cosl )

sen2J senl
= _s‘e_n_%&(- senl +cosl )
_hsen2.] senl
8
sen‘?J senl

by =— 5 (cost +1)

2
= sen .{? senl (cos 7. 1)

__sen2J

(senl +cosl )

by (cos2I +cosl)

sen2.
blo = qe'LJ (— cos2i +COSI)
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cos [(ﬁzo +2ﬁ30)f +!20 +2130 "'2(1]
-d, +

8L, = [ cos?o {
3 == COS = =
’-(2) 2"30 +2n20

cos [ (yg — 2739 )1 +1g — 2139 +2‘:‘_]+

+d = —
z 2h30 — Py

cos[2 nyol + 213 — Za] por cos[Z nyl + 2130 + Za] "
2y, 4 23
C’OS[Z (ﬁz() + !_1‘30 )f + 2120 + 213() == 26!] o

_b3

_dS

(:05[2(}_120 = ﬁ30 )f + 2120 == 2130 + 26[]
R 3t B o) — = +
2”30 = 2”20

+dg

] COS[Z(}T:;O —ﬁ20)1+2120 +2130 +2a]+
U 2713 + 2ipg

+ COS[?_(}_?SO + ﬁzo )f + 2[20 == 2!30 + Za] +
2'_1-30 — 2??20

ds [“ sen|- 2m3g t — 23, +2a] % sen| 2y t + 215y + 20 "

2ny 2ny

il cos[2(713g — Fip )t + 2150 — 210 —26] y
2 2739 — 2o

i 1 c'os[Z(ﬁ;,O — iy )t + 2159 — 20y + Za] 5
2 g —2Mg

AL cos[2(Tryg + iy )1 + 2150 + 2119 — 2a] )
2 20 120

L cos[2(Tryg + Ay )1 + 2159 + 211 +2a] !
2 275t 2o

Lt 1 sen[2(ﬁ30 + o )t + 2159 + 201 + 2a] b
2 203 + 27y

o 1 S'_e_n[Z(ﬁg,O + ﬁlﬂ' )f + 2130 + 2’]0 = 26(] 4

+

1 sen |27y — g )1 + 2150 — 24y — 2a] I
2 sy — 270




4 sen|2(fiyy — Ao )+ 213, +20,, + 2a]
2n3y — 2,

+ :ven[Z(ﬁ_q,O + iy )t - 2130 + 20 +2a] ’
27y + 2713,

kL sen [Z(nm + 1y )! +2150 +21, + 2a]
21y +2n3,
_sen [— 2(n30 + 1y )f 2130 =215 + Za]
2ny +2n3

+d 96’”[2("30 nzﬂ )f 4 2130 —120 + Za]
- = n20 +2n30

,Sen [2(n30 -ty )t +2130 =15y - 2a]
2n30 —
;e ven[Z(nm + 11y )t +25 +1,, +2a]
Ny, + 213
1 sen [(an ny +2n]0)f + 2130 — 1y + 21 +2a]
2 + 2Ry - Ny + 213
A 1 s'en[(2n30 — My + 21y, )! + 2130 —lyy +21 —2a]

2 + 21y -y + 2n3,

?en[(,?nm + nzo +2n10)f +2130 +120 +21|0 + 2(1]
+2_10 +n20 +2"30

Ren 1 56"[(2"30 + n20 +2n10)f +2130 +120 +21|0 —‘2a]

2 +2n) + 1y + 203,
1 sen|(2m5 + fiyg — 20y )1 + 213 + 1y — 21y, +2a]
2 — 21 + 1y + 203
1 sen[(ﬁ?nm + 1y — 2y )t +2130 +1, —2110 ﬁZa]
2 — 21 + Ny + 213

e 1 ?3"[(2"30 HZU 2—_“))!"'2130 —120 —2110 +2a]

2 2”10 -y +2m3,

2 2”[0 nzo +2n30
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/. cos [(2!130 g )! + 215 —120 + Za]
2(2"30 ”20)
cos [(2n30 + nm)t + 2050+ 159 + 2a]
2(273 + i)
L cos [(2n30 Ry — 2nm)t +2139 =159 — 21", +2a]
227y - 7ipg — 27y
,.cos [(an Ny — 230 )1 + 2130 — 59 =2y —2a]
2(2m3 - 7iyg — 27y

3 cos [(2n30 + 1y — 2y )! +230 +1, - 2!10 + 2a]
2273 +7p0 — 271y

| cos [(2n30 + 1y — an)t +2l39 +10 =2l — Za]
2 (2"30 +Ty0 — 27y

o cos [(2n30 — My + 2n,0)t +2139— 1y +2l - Za]
2215 - 7iyg + 2y

i cos [(2::*30 1y +2ny, )! + 2130 =1y +24)y + 2a]
2215 - iy +21y¢)

“ cos [(2"30 + nzu +2n'0)1 +2130 +120 + 2]10 +2a]
2(2"30 +n20 +2ﬂ!0)

5 C()‘ [(2”30 + nz{) +2nm)t +2130 +120 +2!10 —2a]
2(2n30 + 1y +2n10)

—d [005 [2(73 + 7ing — 7y )t + 2(I30 +1op —hyo - a)]

¢ 2730 +730 — 1y

L Cos (2730 — 1130 +710 )1 + 2130 — I + 1o “‘1)]
2730 — Tz +7yg)

3 cos |2z + iy — iy )t +2(130 +19 —hy +a)]
27139 + 110 — 1)

+cm [2(n30 — iy +n10)l+2(130 —ly +1o +a)]
2730 —Tigg +7y)

, sen[203g + iy +7i )t +2(I39 +120 +ho —a)]
2730 + 11y +1y)




L Sen [2(7330 — 710 — iy )t + 2(139 g =y — a)]

2n30 —1iyg —1iyg)

4 Sen [2("30 ~Tigg —Fiyo )t + 2(I39 =I5 — Iy +a)]

2730 — iy —1yg)

+ 33”[2(”30 +n20 +nw)t+2(130 +120 '”10 +(l)

2Ar3 +1y9 +1y)

4, lI:Cf)s[z("so + iy + 7y )t + 2 (I3 + 150 +11 - a)]

2Anz0 +1y0 +11yg)

G COY[Z(”:;O + Hzo +n|0)f +2(130 +’20 +!|0 (1)]

2730 + Ty +1y)

i C()S[2(ﬂ30 + n20 +n10)t+2(130 +120 +110 +a)]

2730 +7y0 +1y¢)

L cos [2(7330 — 710 — Ty )t + 2 (13 — I —lyo +ﬂ)]

2(”30 =Ny — ”10)

+_~?f_"£2(ﬁ30 — gy +7iig )1 +2(l30 — by + 1o »a)]+

2730 —Tiyg +1y)

| Sen [2(30 + 7159 — 71y )t + 2(139 +150 — 1y — a)]

2("30 +nyy —nyy )

L 39"[2(”30 fiyg + My )1 +2(130 — Ly +119 +a)]

2730 — 1y +1)

2730 +1ip9 —1iyg)

+ sSen [2(0‘_?30 +n20 —nlo)f+2(130 +120 "*110 +a)]:’ }+

+£i£_f_e!?_{9_{_ dy sen[-fizgt - I3 +a]+

] 39
sen (- 7z +7iy )1 -39+l +a]
+d3 =
20 -39
_gn 3 [(- 7530 =720 ) - 139 — I +a]+
Ny +13

sen (- 7isg =27y )1 - 139 — 21y +‘1]

= dl.') 2
ny +n3
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5

sen [(-HBO +2’_?20)l—’30 +2]20 +a]+
2y — 3

v sen (39 =310 )1 + 139 — 3150 +a]+

+d1(

]

‘_sen [(ﬁ}o +3ﬁzo)f+130 +3120 +(X]+
_sen (730 —7120) 1+ 130 19 +a]+
-y +113

608 (730 + 750 )1 +1 3li__f'j_1_2$!_ff‘]] 5
nyo + 13

o [Se"['("m +371 )1 - ’10—3120“1]
3y +113

“30

A sen [(— n3 +3ﬁm)f - !30_ +_Z§!29ta]] } T

3y — i3

(sem' + %senﬂ )

7/
[-Esen.?l - senl )

dy =— sen’l (J +9cos2J)

dy =2 il 5—(3+7cos2])

1 2 1{160 2
7] {sen J (1 6cosl +9 +7cos2I )+ 2sen” | }

de = é {sen‘? J(- 16cosI +9+7cos2I )+ 2sen’] }

;)
J (senz I - 2)}

d; = %{1 -cos’I sen’J + 0052
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5

6

cos’J sen’I
16

sen2J sen2l
64

dg =~

sen’]

cos’J —cosJ
G )

—% (c()s.] +cos’J )

sen2]

diy = (3cos2J +1)

s*en21 sen2J

=
13 16

(1- osenl)

_ senl (cos2J - 1)

3 (cost +1)

B (casZJ 1)(cosl - 1)

dy7 =—1—;—sen2J sen2l senl

fi
dyo = ———sen2l sen2J
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