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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar as obstrugoes “sing ”que desempenham
papel importante nas demonstracoes de certos resultados sobre decomposicao de grupos
que satisfazem certas hipoteses de dualidade apresentados em [16] e [17], em particu-
lar, sobre decomposicao de um grupo G adaptada a uma familia S de subgrupos de G,
com (G,S) um par de dualidade de Poincaré. Alguns invariantes cohomoldgicos e certos
resultados envolvendo tais invariantes, decomposi¢ao de grupos e/ou grupos e pares de
dualidade sao também apresentados.

Palavras-chave: Decomposicao de grupos, cohomologia relativa de grupos, obstrugoes
stng, grupos e pares de dualidade de Poincaré.



Abstract

The main objective of this work is to study the obstructions ”sing ”which play an
important role in demonstrating certain results on the splitting of groups that satisfy
certain hypotheses of duality presented in [16] and [17], in particular, the decomposition
of a group G adapted to a family S of subgroups of G with (G,S) a Poincaré duality pair.
Some cohomological invariants and certain results involving such invariants, a splitting of
groups and/or groups and pairs of duality are also presented.

Keywords: Splitting of groups, relative cohomology of groups, obstructions sing, Poin-
caré duality groups and pairs.
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INTRODUCAO

Um grupo G se decompoe sobre um subgrupo S se G = H *g K (produto livre com
subgrupo amalgamado S) com H # S # K ou G = Hx*g,, (HNN-grupo). Sao exemplos
de grupos que se decompdem Z = {1}y jg, L Z = Lixpy L, L& L = Ly, 4q.

Uma pergunta interessante é: Quando um grupo se decompoe sobre um subgrupo?
Em geral é muito dificil decidir se um grupo G se decompoe sobre um subgrupo S dado, ou
mesmo se se decompoem sobre qualquer outro subgrupo. Grupos que se decompoem sur-
gem naturalmente, por exemplo, quando calculamos o grupo fundamental de superficies
compactas, e mais geralmente, de certos CW-complexos ([11]). Vérios resultados e pes-
quisas no sentido de obter classes de grupos que se decompoem sobre um subgrupo tem
sido obtidos/desenvolvidas. H& uma forte relacao entre decomposicao de grupos, teoria
de grafos e teoria de ends de grupos e pares de grupos (invariantes cohomolégicos). O
primeiro resultado de decomposicao de grupos envolvendo a teoria cldssica de ends de um
grupo foi dado por Stallings ([26]). E um resultado sobre decomposigao de um grupo sobre
um subgrupo finito. Um grupo G é um grupo de dualidade de Poincaré n-dimensional
sobre Z, ou, simplesmente, um PD"- grupo se H'(G; M) ~ H,,_;(G; M), para todo inteiro
i, e todo ZyG-mbdulo M. Mais geralmente, um par grupo (G,S), isto é, um par onde
G é um grupo e S = (5;)ie; é uma familia de subgrupos de G, é um par de dualidade
de Poincaré n-dimensional ou um PD"-par (sobre Z,) se H'(G; M) ~ H, (G, S; M) e
HY(G,8; M) ~ H,_;(G; M) para todo inteiro i > 1, e todo Zy;G-médulo M. Conside-
rando G um PD"-grupo e S um PD™ Y- subgrupo de G, Kropholler e Roller em [16]
analisaram quando G se decompoe sobre um subgrupo L que é comensuravel com S. Para
tanto um ZyG-mdédulo foi bastante importante, o ZyG-médulo Fg(G) dos subconjuntos
S-finitos de GG, mais precisamente, Fs(G) = {B C G} existe um subconjunto finito F' de
G com B C F.S}. De fato, supondo G e S finitamente gerados e que o grupo de coho-
mologia H'(G; Fs(G)) ~ Z,, os autores provaram que a existéncia de uma decomposicao

de G, nas hipdteses mencionadas, depende do anulamento de um elemento (obstrucao)
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denotado por sings(S), ou seja, que uma condigao necessaria e (sob algumas hip6teses)
suficiente, para que G admita uma decomposicao sobre um subgrupo comensuravel com
S é que a imagem do tinico elemento nao nulo de H'(G; FsG) pela aplicagao restrigao
resS : HY(G; Fs(G)) — HY(S; Fs(Q)) (denotada por singe(S)) seja nula.

Baseados nos resultados de Kropholler e Roller [16], particularmente relacionados &
obstrugao singg(S) definida pelos autores, Andrade e Fanti obtiveram alguns resultados
sobre decomposicao de grupos e o invariante E(G, S), quando G e S satisfazem certas
condigoes de dualidade ([1]). De fato, sob as mesmas hipdteses de dualidade em [16],
a existéncia de decomposicio é equivalente a F (G,S) = 2. Trabalhando com par grupo
(G,S), onde § = (S;)icr ¢ uma familia de subgrupos de G, e hipdteses de dualidade,
Kropholler e Roller em [17] apresentaram alguns resultados sobre decomposicao de gru-
pos para pares de grupos (G, S), dentre eles, um que estende o resultado anteriormente
citado. Para tanto usaram uma obstrucao “singc.s)(1')”, que é uma extensado da obs-
trugao singg(S) (se consideramos a familia vazia S = (), de subgrupos de G). Mais
precisamente, provaram o seguinte resultado:

([17] Teorema A) Sejam (G, S) um PD™-par , T um subgrupo de G que é um PD"1)-
grupo, e T um subgrupo de G que nao é comensuravel com nenhum conjugado de .S, para
todo S em §. Entao G admite uma decomposicao “adaptada” a &, sobre um subgrupo
comensuravel com T se, e somente se, sing.,s)(1) = 0.

O objetivo de nosso trabalho é estudar alguns dos resultados de Kropholler-Roller,
relativos a decomposicao de grupos de dualidade de Poincaré. Em especial definir a
obstrugao “sing generalizada” para pares (uma das principais ferramentas utilizadas nos
resultados de Kropholler-Roller), e apresentar alguns resultados de [17] relacionados a tais
obstrugoes. Finalizamos com um resultado para o invariante E(G, S, Fr(G)), definido de
uma forma mais geral em [2].

Vale destacar que no estudo da sing é importante estudar melhor o homomorfismo
“restrigao” resg;’s) : HYG, S, Fr(G)) — HY(G, Fr(GQ)) e consequentemente a sequéncia
exata longa em cohomologia para o par (G,S) e o homomorfismo conexao.

Descrevemos a seguir, de maneira breve, os topicos principais de cada capitulo.

No capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados basicos de Algebra Ho-
moldgica. Para maiores detalhes vide [15] e [22].

No capitulo 2 definimos (co)homologia absoluta e relativa. Para (co)homologia abso-
luta utilizamos [11]. Enquanto que para (co)homologia relativa, a principal referéncia é
[10]. Um importante resultado demonstrado nesse capitulo, e que foi utilizado na prova
de resultados apresentados posteriormente, é o da sequéncia exata longa em cohomologia
(Teorema 2.3.1).

No capitulo 3 definimos grupos e pares de dualidade (n-dimensional), em especial
grupos e pares de dualidade de Poincaré, também referidos como PD™-grupos e PD"-

pares, respectivamente. Pares de dualidade de Poincaré de dimensao 2 podem ser obtidos,
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por exemplo, se consideramos G = m;(X), onde X é uma superficie fechada orientada de
genus > 1 das quais um nimero finito m de discos abertos sao removidos e S = 7 (90.X).

Como jé observamos, no estudo das obstrugoes sing o ZyG-médulo Fr(G) desempenha
um papel fundamental assim, no capitulo 4, véarias propriedades envolvendo tal modulo
sao apresentadas, dentre elas, que Fr(G) é um médulo induzido (Lema 4.1.1), que inde-
pende da classe de comensurabilidade de S, mais precisamente, que para dois subgrupos
SeT de G, Fr(G) = Fs(G) se, e somente se S e T' sdo subgrupos comensuraveis (Pro-
posicao 4.1.3). Finalizamos o capitulo com uma interessante caracterizagao de PD™-pares
(Teorema 4.2.2).

No capitulo seguinte apresentamos o conceito de decomposicao de grupos, alguns exem-
plos, e resultados envolvendo os invariantes e(G) e e(G, S) estudados em [25] e [24].

Finalmente, no capitulo 6, definimos as obstrugdes sing utilizadas em [16] e [17] no
estudo de decomposigao de grupos e/ou pares de dualidade de Poincaré. Um dos principais
resultados demonstrados ¢ a Proposicao 6.2.3 que ¢é utilizada pelos autores na prova do
Teorema A sobre decomposicao de um grupo GG adaptada a uma familia S. Além disso,
os invariantes F(G,S) ¢ E(G,S, Fs(G)) bem como alguns resultados envolvendo tais

invariantes, decomposigao de grupos e/ou dualidade sdo apresentados ([1], [6]).

xiil



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Apresentamos aqui alguns topicos de Algebra Homolégica que sao uteis na definicao de
(co)homologia de grupos e verificagdo de certas propriedades/resultados. Em particular,
apresentamos o anel grupo RG e o ZsG-médulo P(G) do conjunto das partes de G, com
G um grupo qualquer. Para maiores detalhes sugerimos [15] e [22]. Observamos que
em [15], o tratamento apresentado é sobre R-mdédulo com R anel “comutativo”, e o anel
R = RG nao é comutativo se G ndao é um grupo abeliano (comutativo). No entanto, em
geral resultado similares também sao validos quando R é nao comutativo. J& [22] trabalha

com R-médulo para R anel nao necessariamente comutativo.

1.1 Complexos de Cadeias e Cocadeias

Defini¢ao 1.1.1. Seja R um anel com unidade (nao necessariamente comutativo). Uma

sequéncia finita ou infinita

o xLys g

de homomorfismos de R-modulos é dita semi-exata se, e somente se, em cada modulo
(exceto nos extremos), a imagem do homomorfismo de entrada estd contida no kernel do
homomorfismo de saida, e é dita exata se, e somente se, em cada mddulo (exceto nos
extremos), a imagem do homomorfismo de entrada for igual a o kernel do homomorfismo

de saida.
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Observacao 1.1.1. 1. Uma tal sequéncia é semi-exata se, e somente se, a cOMPOSi¢ao
go f de quaisquer dois homomorfismos f e g na sequéncia € o homomorfismo trivial,

isto €, go f = 0.

2. Todo sequéncia exata de homomorfismos de R-mddulos € semi-exata, mas nem toda

sequéncia semi-exata € exrata.

Os modulos de uma sequéncia semi-exata C sao usualmente indexados por inteiros na
ordem decrescente ou por inteiros na ordem crescente.

Se sao usados inteiros na ordem decrescente como indices, a sequéncia semi-exata C
¢ chamada complexo de cadeias (ou sequéncias bairas) e os homomorfismos em C sdo
todos denotados pelo mesmo simbolo 9. Deste modo, um complexo de cadeias C é da

seguinte forma:

C-... 02 nHaTL_*l)Cni)Cn_la"_*%...
com J, 0 0,41 = 0.
Neste caso, os elementos (), sao chamados cadeias n-dimensionais de C e os homo-
morfismos 0 sao chamados operadores bordo.
O kernel de 0, é denotado por Z,(C) e é chamado mddulo n-dimensional dos ciclos
de C. A imagem de 0, é denotada por B, (C) e é chamada médulo n-dimensional dos
bordos de C.

O médulo quociente

Zn(C)  Ker(0,)

Ba(C)  Im(Op41)
de homologia n-dimensional de C e a colegao H.(C') = {H,(C)} é chamada homologia

, denotado por H,(C), é chamado médulo

do complexo de cadeias C.

Quando inteiros na ordem crescente sao usados como indices, a sequéncia semi-exata
¢ chamada complexo de cocadeias (ou sequéncia superior) e os homomorfismos em C
sao usualmente denotados pelo simbolo §. Deste modo, um complexo de cocadeias C é

da seguinte forma:

6n—2 5n—1 s 5n+1
C:...—)Cnfl —)Cn—)cn+1 — % e .
com §" o d" 1 = 0.
Neste caso, os termos cocadeia, cociclo e cobordo sao usados no lugar de cadeia, ciclo e

bordo dos complexos de cadeias. E também, sobrescritos sao usados ao invés de subscritos.

ZmMC)  Ker(5") |
Bi(C) ~ Tm(ory denetado por H"(C), ¢ chamado

médulo de cohomologia n-dimensional de C e a colegao H*(C') = {H™(C)} é chamada

Finalmente, o médulo quociente

cohomologia do complexo de cocadeias C.
Nos dedicaremos aqui aos complexos de cocadeias pois esses sao objetos de maior

interesse em nossos estudos.



Capitulo 1. Preliminares 3

Observacao 1.1.2. Chamamos de complezo de cocadeias trivial o complexo de cocadeias
0 tal que, para todo n € Z, 0" = {0} = 0 (mddulo trivial). Todo complezo de cocadeias

trivial € exato e temos que H™(0) = {0}, para todo n € Z.

Consideremos quaisquer dois complexos de cocadeias de R-modulos:

57172 §n 6n+1
C:..._>Cnl_>cn_>0n+1_>...
5 1 5n+1

D: .. — D”1—>D” Dt

Por simplicidade denotaremos, em geral, tanto as aplicacdes de C* em C**!, bem

como as aplicacoes de D¥ em DF*! simplesmente por 6F.

Defini¢ao 1.1.2. Uma aplicag@o de cocadeias (ou homomorfismos entre complexos
de cocadeias) f: C — D é uma familia de homomorfismos f = {f" : C" — D";n € Z}
de R-modulos, indexada por inteiros n € 7, tais que a relacao de comutatividade 0™ o f =
[ od™ (que as vezes referimos simplesmente por dizer que §o f* = f"T1od) é verdadeira

no retangulo I abaizo:

" om 2 ot
lfn I lfn+1
6n71 6n+1

Dn s Dn+1 .

para todo inteiro n € 7.

Proposicao 1.1.1. Seja uma aplicacdo de cocadeias arbitraria f : C'— D. O homomor-

fismo " : C™ — D" leva Z"(C) em Z™(D) e B™"(C) em B™(D).

Demonstragao: Provemos que f*(Z"(C)) C Z™(D) e f*(B™(C)) C B"(D).

Seja f*(x) € fM(Z™(C)) com xz € Z"(C) = Ker(d™), ou seja, 0"(z) = 0. Dali,
*(f(x)) = frr(6™(z)) = f~1(0) = 0. Portanto, f"(z) € Ker(d") = Z™(D).

Agora, sejam B"(D) = {6"'(a);a € D" '}, B"(C) = {6"'(b);b € C"'} e u €
fM(B™(C)), Entao, u = f"(v) tal que v € B"(C), isto é v = 6""1(b), com b € C". Logo,
u=f"(v) = fr("7H (b)) = (f 00" 1)(b) = (6" o fr7)(b) = 6" (f"TH(D)) € Im(d" ).

Portanto, u € B™(D). n

Defini¢ao 1.1.3. (Homomorfismo induzido em cohomologia) Seja f : C — D

uma aplicacdo de cocadeias. Seque da proposicao anterior que, para cada n € Z, ™ induz

uma aplicagio bem definida H™(f) : H"(C) — H™(D) tal que a cada T = x + B™(C)
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associa H"(f)(z) := f"(xz)+ B™(D) que é um homomorfismo. Este homomorfismo H"(f)
serd referido como homomorfismo induzido n-dimensional de f e é também denotado, as

vezes, por f*" ou simplesmente f* sem especificar o nivel n.

Observagao 1.1.3. Um elemento x + B"(C) € H™(D) poderd também ser denotado por

[z].

Definicao 1.1.4. O homomorfismo identidade id : C — C de um complexo de

cocadeias C,

6n—2 5n—1 6n 5n+1
C:...—)On_l —)On_)cn+1 —_ e ..

¢ a familia id = {id" : C™ — C™,n € Z} de homomorfismos identidade id™ dos moédulos

C", isto é, id"(x) = x. Observe que id é uma aplicagdo de cocadeias, pois doid™ = id"1o4.

Definicao 1.1.5. Um homomorfismo trivial de um complexo de cocadeias C em um
complezo de cocadeias D é o homomorfismo h : C' — D tal que h™ = 0 é o homomorfismo
trivial do médulo C™ no mddulo D™ para todo n € Z. (Note que claramente h é aplicag¢ao

de cocadeias pois § o 0" = 0" 0 §). Denotaremos h =0 o homomorfismo trivial.
Com isso temos que sao vélidos os seguintes fatos:
1. Seid: C — C entdao H"(id) = idyn) : H"(C) — H"(C), para todo n € Z.

2.8¢ f:C —Deg:D — F sao homomorfismos de complexos de cocadeias, entao
H™(go f)=H"(g9) o H"(f) : H"(C) — H"(F), para todo n € Z.

3. Se h=0:C — D é o homomorfismo trivial de um complexo de cocadeias C em um
complexo de cocadeias D, entdao 0 = H™(h) : H"(C') — H™(D) é o homomorfismo

trivial para todo n € Z.
Consideremos agora uma sequéncia exata curta S de complexos de cocadeias
0-CLD%SE=0
istoé, f:C — Deg:D — E sao homomorfismos tais que, para todo n € Z,
0-cr L pr i g (S)

é uma sequencia exata curta de R-modulos.
A partir de (S) queremos construir uma sequéncia exata longa envolvendo os médulos
de cohomologia H*(C), H*(D) e H*(E):



Capitulo 1. Preliminares 5)

n n n n+1
o — Ho(¢) " (D) " mr(e) 2 o) TS (1)
Os homomorfismos H"(f) e H"(g) ja estao definidos, falta exibir os homomorfismos
p", o que serd feito mais adiante, e consequentemente provar que (1) é exata quando (S)

é exata. Para este fim, temos o seguinte resultado:

Lema 1.1.1. Se a sequéncia de complexos (e aplicagdes) de cocadeias
0-CcLbpDLE=0 (9)

€ exata, entao para todo inteiro n, a sequéncia

H"(f)

m(c) " gr(p)

H"(E)

de R-modulos € exata.

Demonstragao: Como go f = 0 segue que H"(g) o H*(f) = H"(g o f) = 0, para
todo n € Z e portanto Im(H"(f)) C Ker(H"(g)).

Resta mostrarmos que Ker(H"(g)) C Im(H"(f)), para todo n € Z.

Seja o € Ker(H"(g)) C H"(D). Escolha um cociclo z tal que a = z + B"(D). Como
0 = [H"(9)](a) = g"(2) + B"(E), temos que ¢"(z) € B"(E) = Im(6"'). Dali, existe
y € E" ! tal que 6" (y) = ¢g"(z), onde 6"! denota o operador cobordo ¢! : E"7! —
E™. Sabemos que ¢" ! : D"! — E"~! é um epimorfismo, logo existe z € D"~! tal que
9" '(z) = y. Entdo ¢g"(z — 0" "H(z)) = ¢"(2) — g"(0"H(x)) = ¢"(2) — 0" (g" H(z)) =
g"(z) — 0" ' (y) = 0. Isto implica que z — " *(z) € Ker(¢g") = Im(f"). Dai, existe
w € C" com f*(w) =z — 6" Yx). Entao, f7(0"(w)) = "(f*(w)) = 6"(z — 6" () =
6"(2) — (0" 0 6" 1) (x) = 0, pois z é um cociclo e §" o 5"~ = 0.

Como f"! é um monomorfismo, segue que 6"(w) = 0 e assim, w € Z"(C). Seja
B = w+ B"(C) € H*(C). Desde que z € Z"(D) e 6" '(z) € B"(D), temos que
fM(w) + B"(D) = (z = 0" }(x)) + B"(D) = z + B"(D). Logo, (H"(f))(8) = f"(w) +
B"(D) =z+ B"(D) = « e assim, Ker(H"(g)) C Im(H"(f)).

Portanto, a sequéncia ¢é exata. |

Agora, vamos construir o homomorfismo conexao p" ja citado anteriormente.
Construgao de p" : H"(E) — H""(C') (homomorfismo conexao):

Seja z € H"(E), z € Z"(E) C E" e considere a seguinte representagao:
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0 0
! ! !
oot Y o ettt
Lpn—1 L Lpn
D Y Jue D 2 s (u) € D s
Lgn-1 Lgn Lgn+1
s oEt Y e O g
! ! !
0 0 0

Passos:

1. Define-se uma aplicagdo ¢ : Z"(E) — H""(C).
Dado [z] € H"(E), z € Z™"(F) C E™, como g" é sobrejetora, existe u € D™ tal que
9" (u) = z.
e Temos que 6"(u) € Ker(g"™) = Im(f™*), pois ¢g"™[6"(u)] = d"[¢g"(u)] =
"(z) = 0.
e Agora, como §"(u) € Im(f""') e f*! é injetora, entdo existe um tnico
v e C" tal que f"(v) = 6"(u).
e Afirmagao: se g"(u) = z e ¢"(v') = z, [ (v) = 6"(u) e ") = 6" (v),
entdo v — v’ € B"™(C), e portanto v + B"(C) =o' + B"T(C).

De fato, consideremos u,u’ e v,v’ como acima. Como ¢"(u — ') = g™ (u) —
g"(u') =2z—2=0, temos que u —u’ € Ker(g") = Im(f"). Dai, existe y € C™
com f7(y) = u—w. Entdo, (v — v — '(y)) = fri) — frH) -
frHe™M(y)) = 0" (u) — 0" (u') — 6" (f"(y)) = o"(u) — o"(w') — 0" (u — ') = 0.
Visto que f"™' é um monomorfismo, segue que v — v’ = §"(y) € B"™(C).
Logo, v + B""(C) = v + B"™(C).

e Assim, fica bem definida uma aplicagdao ¢ : Z"(E) — H"™(C), que associa
z€ Z"(E)av+ B"(C) =1 e ¢ independe do u inicialmente escolhido.

2. Mostra-se que ¢ é homomorfismo.

Sejam 2,2’ € Z"(E) e a,a’ € A. Escolha u,u/ € D" e v,v' € C™"! satisfazendo
g"(u) =z, g"(u') = 2"e [P (v) = 6"(u), fTH(V) = 6"(v/). Entao, ¢"(qu+a'u’) =
az + o2, [ av + a/v') = 6" (au + o'u’). Isto implica que ¢(az + o’2') = (av +
V') + B"HC) = av + B"THCO) + /v + B (C) = av + o/v' = ag(z) + o/ ¢(2).

Portanto, ¢ é um homomorfismo de médulos.
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3. Mostra-se que B"(E) C Ker(¢).
Seja z € B"(E). Por defini¢io de B"(E), existe y € E"! com 6" (y) = 2. Como

g"~! é epimorfismo, existe w € D"! satisfazendo ¢" ' (w) = y.

Seja u = 6" H(w). Entao, g"(u) = ¢"(6" Hw)) = " g (w)) = " L(y) = 2.

Por outro lado, §"(u) = (6" 0 6" !)(w) = 0. Assim, podemos escolher v = 0 € C"*!
de modo que satisfaga f"*(v) = f*1(0) = 0 = §"(u).

Pela defini¢ao de ¢, obtemos ¢(z) = v + B"(C) = 0+ B""(C) = 0.
Portanto, z € Ker(¢).

4. Finalmente, de 1., 2. e 3., fica bem definido p" : H"(E) — H""(C), que associa a
cada [z] € H"(E) a ¢([2]) = [v] € H"(C).

Pois, se [z] = [¢/] entao z—z" € B"(F). Assim, ¢(z—2z") = 0 e portanto, ¢(z) = ¢(2’).
Definigao 1.1.6. O homomorfismo p™ acima construido, isto €, p" : H"(E) — H""(C);
[2] = 2+ B"(E) — p"([2]) = [v] = v + B""(C) (onde v é um elemento determinado de

modo que f"(v) = §"(u) e g"(u) = 2), € denominado homomorfismo conexao ou

homomorfismo conectante.

Agora, de posse desses resultados, estamos aptos a demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 1.1.1. Se a sequéncia
f g
0—-C=D=FE—Q0

¢ uma sequéncia exata curta de compleros de cocadeias, entdo a sequéncia longa em

cohomologia

H™L(f)

= H(0) " () "

é exata.

Demonstragao: Pelo Lema 1.1.1, temos que Im(H"(f)) = Ker(H"(g)), logo, resta

provar as seguintes igualdades:
1. Im(H"(g)) = Ker(p").
2. Im(p") = Ker(H""(f)).

Verifiquemos 1. Estamos interessados na seguinte parte da sequéncia longa de coho-

mologia:



Capitulo 1. Preliminares 8

H (D) "™ H"(E) & HrL(C)

Seja a € Im(H™(g)) C H"(F). Entao existe y € Z™(D) tal que a = ¢"(y) + B"(F).
Seja z = ¢g"(y) com y € Z™(D), isto é, §"(y) = 0.

Na definigao de p", podemos escolher u =y e v = 0 € C™**! satisfazendo f"*!(v) =
0 = ¢"(u). Segue da defini¢ao de p" : H"(E) — H"™(C) que p"(a) = 0+ B"(C) = [0]
e dai, o € Ker(p™). Logo, Im(H"(g)) C Ker(p").

Agora, seja o = z + B"(E) € Ker(p") C H"(E). Pela definicao de p"(a), existem
u € D" ev € C™ ! satisfazendo g™ (u) = z e f"(v) = 6" (u) tais que p"(a) = v+B"(C).
Como p™(a) =0 € H"(C), segue que v € B"™((C). Dali, existe w € C™ com §"(w) = v.

Seja y = u — f*(w) € D™ Entao, 0"(y) = d"(u — f"(w)) = 6"(u) — o"(f"(w)) =
6" (u) — frH (6" (w)) = 6™(u) — [ (v) = 0. Isto implica que y € Z™(D).

Considere § = y + B"(D). Como g¢"(y) = g"(u — f"(w)) = g"(u) — g"(f"(w)) =
z—0 =z, temos que (H"(9))(6) = ¢"(y + B"(D)) = ¢g"(y) + B*(E) =2+ B"(F) =« e
dai, o € Im(H™(g)). Logo, Ker(p™) C Im(H"(g)).

Portanto, Im(H"(g)) = Ker(p").

Verifiquemos agora a segunda igualdade. Nesse caso estamos interessados na seguinte

parte da sequéncia longa de cohomologia

H7(B) £ ) TS ),

Seja a € Im(p™) C H"(C). Entao

existe § € H"(FE) com p"(f) = «. Escolha um cociclo z € Z"(E) tal que § =
z + B"(FE). Por definicao de p" segue que existem u € D™ e v € C"! satisfazendo
g"(u) = z e f**(v) = 6"(u) € B (D) e v = p"(B) = p"(z + B"(E)) = v+ B"(C).
Dai, (H"™(f))(a) = f*(v) + B (D) = [0], pois f*"(v) € B"™(D) e assim, a €
Ker(H"'(f)). Logo, Im(p™) C Ker(H""(f)).

Seja agora a € Ker(H™ 1 (f)) € H"™(C). Escolha um cociclo z € Z"™(C) tal que
a = z+ B"(C). Como 0 = (H"™(f))(a) = f*(z) + B"™(D) segue que f"1(z) e
B"(D) e daf existe u € D" satisfazendo 6" (u) = f"*!(z).

Sejay = g"(u) € E". Entao temos que 0" (y) = d"(¢" (u)) = g" (0" (u)) = g" "' (f"*'(2)) =
0, pois ¢g"*' o f**1 = 0, visto que a sequéncia de complexos é exata. Isto implica que
yeZ"E).

Seja =y + B"(E) € H"(E). Como ¢g"(u) =y e f"(2) = 6"(u), segue da definigao
de p" que p"(B) = p"(y + B"(E)) = 2z + B"™(C) = a e dai, a € Im(p"). Logo,
Ker(H™(f)) € Im(s").

Portanto, Im(p™) = Ker(H""(f)). ]

Corolario 1.1.1. Se dois dos trés complexos de cocadeias C, D e E na sequéncia exata

curta
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0o-cLpstE=o0 (S)
sao exatos, entao o complexo de cocadeias remanescente também o €.

Corolario 1.1.2. Se no sequinte diagrama comutativo de homomorfismos de R-maodulos
todas as trés linhas sao exatas e todas as trés colunas sao semi-exatas, entao a exatiddao

de quaisquer duas colunas implica a exatidao da coluna restante.

0 0 0

l ! l
0—A — B —-C;—0

! ! !
0—>A2—>BQ—>CQ—>0

! l !
0—>A3—>Bg—>03—>0

| | |

0 0 0

Observacao 1.1.4. Similarmente define-se aplicacao de cadeias e prova-se a existéncia
de uma sequéncia exata longa em homologia associada a uma sequéncia exata curta
f g
0—-C=>D=>F—0

de complezxos de cadeias.

Defini¢ao 1.1.7. Dois homomorfismos (ou aplicagoes de cocadeias) f,g : C — D sao
ditos homotdépicos se, e somente se, existe uma familia de homomorfismos ( “de grau
(=1)”) h={h": C™ — D"7' . ¥n € Z} tal que, para todon € Z, "' o h™ + h"*1 o §" =
ffr—g": C™ — D™ conforme indica o sequinte diagrama:

5n—2 6n—1 on 677.—0—1
. _)C«nfl MNYe[ _)On+1 < ...

fnfll hn/ fn llgnl/hn+l lfn+1

LS pr1 L e 9 pnkr 8
Definigcao 1.1.8. A familia h, descrita acima, é chamada uma homotopia (ou uma
homotopia de cocadeias) entre a aplicacao de cocadeias f e a aplicagao g. Em simbolos,
h:f~gqg:C — D. Dizemos também que a aplicacdo de cocadeias f € homotopica a g

(ou f e g sao homotdpicas) e escrevemos simplesmente f ~ g se existe um homotopia de

f para g.
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Proposicao 1.1.2. Se dois homomorfismos f,qg : C — D de complexos de cocadeias sao
homotdpicos, entao H"(f) = H"(g) : H"(C) — H™(D), para todo inteiro n € Z.

Demonstragao: Por hipotese, existe h @ f ~ g : C' — D, isto é, uma familia de
homomorfismos h = {h' : C**1 — D'}, tal que 6" ! o h" + h"T1 o §" = f — g".

Provemos que H"(f) = H"(g).

Seja u € H"(C). Escolha z € Z"(C) C
['(z) — g™(z) = " H(h"(2)) + AT (0"(2)) = ( "(2)), uma vez que 6"(z) = 0. Como
51 (2)) € BH(D), temos que f(z) + Bﬂ(D) = g"(2) + B(D), assim (H"(£))([2]) =
f"(z) + B"(D) = g"(z) + B"(D) = (H"(9))([2]) e portanto, H"(f) = H"(g). m

" tal que u = [z] = z + B"(C). Entao

Defini¢ao 1.1.9. (Equivaléncia de homotopia e equivaléncia fraca)

(i) Uma aplicagao de cocadeias f : C'— D é chamada uma equivaléncia de homoto-
pia se existe um aplicagao de cocadeias g : D — C tal que go f ~1idc e fog ~ idp.
Dizemos que dois complexos de cocadeias C' e D sido homotopicamente equiva-

lentes se existe uma equivaléncia de homotopia f : C — D.

(7i) Uma aplicagao de cocadeias f : C — D é chamada uma equivaléncia fraca se
H(f): H(C) — H(D) ¢é um isomorfismo, isto é, H"(f) : H"(C) — H™(D) ¢ um

isomorfismo, para todo n € 7.

Proposicao 1.1.3. Toda equivaléncia de homotopia é uma equivaléncia fraca. Em ou-
tras palavras, se C' e D sao complexos de cocadeias homotopicamente equivalentes entdo
H™(C) ~ H™(D), para todo n € 7.

Demonstragao: Se f : C' — D é uma equivaléncia de homotopia e g : D — C' é tal
que gof ~idc e fog ~ idp entdao dos resultados anteriores, obtemos que H"(g)o H"(f) =
H"™(gof) = H™(idc) = idyncy e H*(f)oH™(g) = H"(fog) = H"(idp) = idpn(py. Assim,
H™(f) é um isomorfismo, para todo n € Z e (H"(f))™* = H"(g). n

Observacao 1.1.5. De maneira similar define-se homotopia entre aplica¢do de cadeias,
equivaléncia de homotopia, equivaléncia fraca (para aplicagoes de cadeia) e complexos de

cadeta homotopicamente equivalentes.

1.2 Anel grupo e RG-mébdulos

Definicao 1.2.1. Sejam R um anel comutativo com unidade 1, G um grupo, denotado

multiplicativamente, com elemento neutro 1g. Seja RG o R-mddulo livre gerado pelos
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elementos de G. Deste modo um elemento de RG ¢é expresso por somas ngg, onde

geG
rg € R ery =0 para quase todo g € G, exceto num nimero finito.

Definindo em RG a multiplica¢ao

(D r99)-Q_suh) = (D rysngh)

geG heG g9,heG

€ a soma

(Z reg) + (Z $g9) = Z(Tg + 54)9.

geG heG geG
teremos uma estrutura de anel, o qual tem unidade 1xg = 1.1 e é chamado anel grupo

de G sobre R.

Observagao 1.2.1. 1. Se R = Zy entao um elemento x € ZyG € da sequinte forma
r=T1g1 4+ g,
ondel €Zyeq€Gi=1,... k.
As vezes tal elemento é denotado simplesmente por

xr=1g1 + -+ lg, ou ainda, x = g1 + - - - + gi.

2. O anel RG pode nao ser comutativo. Isso acontece sempre que G € um grupo nao

comutativo.

Defini¢ao 1.2.2. Para qualquer grupo G o homomorfismo € : RG — R tal que €(g) = 1,
para todo g € G e estendido por linearidade, ou seja, (—:(Z reg) = nge(g) = ng, é

geG geG geG
denominado aplicacao aumentacao. O Kernel de € € chamado de ideal aumentacao

de RG. Quando R = Zy e € : ZsG — R, denotaremos Ker(e) por G (€ também co-
mum denotar Ker(e) por A, porém aqui usaremos A para indicar o nicleo de uma outra

“aplicagdo aumentagdo”que definiremos posteriormente).

Definicao 1.2.3. Sejam G um grupo denotado multiplicativamente e M um conjunto nao

vazio. Uma ac¢do (a esquerda) de G sobre M (ou uma G-agdo sobre M) € uma aplicagdo

w:Gx M — M

not.
(g,m) — p(g,m) = g.m

satisfazendo:
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(a) 1.m =m, para todo m € M,
(0) (9192)m = g1(gam), para todos g1,9, € G em € M.

Se na definicao acima M tiver uma estrutura de grupo aditivo, para que esta estru-
tura seja preservada pela G-agao, além das condigoes (a) e (b) exige-se ainda a seguinte

condicao:
(c) g(mq 4+ ma) = gmy + gms, para g € G e my,my € M.

Definicao 1.2.4. Quando um grupo G estd atuando em um conjunto M dizemos que o

conjunto M ¢ um G-conjunto.

Observacao 1.2.2. 1. Podemos definir, de forma equivalente, uma G-ac¢ao (a es-

querda) sobre M como sendo um homomorfismo

9= 1(g) = pg; pg(m) = g.m,
onde Bi;(M) = {f : M — M ; f € uma bijecio } € o grupo das bije¢des, com
relacao a operacao composicao.
2. Analogamente, define-se G-a¢ao a direita sobre M.

3. Dada uma G-ac¢ao a esquerda sobre M, sempre podemos definir uma G-ac¢ao a direita
sobre M por m x g :== g~ 'm. Assim, todo ZoG-médulo d esquerda M € também um
ZioG-modulo a direita. Similarmente, todo ZoG-maodulo a direita € um ZoG-maodulo

a esquerda.

Definicao 1.2.5. Dizemos que uma acao de G em M é livre se a sequinte condigcao for

verdadeira:
gm = m, para algum m € M se, e somente se, g = 1.
Definicao 1.2.6. Dizemos que uma G-ag¢ao sobre M é trivial se:

g.m =m, para todo m € M e todo g € G.
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Proposicao 1.2.1. Seja G um grupo e M um conjunto nao vazio. Entao, M ¢ um RG-
modulo (a esquerda) se, e somente se, M é um R-mddulo (a esquerda) munido de uma
acao sobre M (a esquerda) de G sobre o grupo aditivo (M, +).

Demonstracao: Se M ¢ um RG-moédulo entao M é um R-moédulo considerando
rm := (rlg)m, e pode-se definir uma G-agao por g.m := (1g.g)m.

Reciprocamente, se M é um R-modulo e existe uma acao de GG sobre M entao podemos

dar a M uma estrutura de RG-médulo da seguinte maneira (Z rg.g)m = Z re.(g.m).m
geG geG

Corolario 1.2.1. M é um ZG-mddulo se, e somente se, M é um grupo abeliano munido

de uma G-agao.

Corolario 1.2.2. M ¢é um ZoG-mddulo se, e somente se, M é um Zy-mddulo (equiva-
lentemente, M € um grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2) munido de uma
G-acao.

Segue dos Corolarios anteriores que todo ZoG-mddulo é um ZG-mddulo, mas a reciproca

claramente nao é verdadeira.

Exemplo 1.2.1. Seja G um grupo. Entio P(G), o conjunto das partes de G, é um
ZsG-mddulo, onde consideraremos P(G) um grupo abeliano com a operac¢ao diferenca
simétrica, A+ B := AAB=(A-B)U(B—A) = (AUB)—(ANB), e a G-agcao natural

¢ dada por

G x P(G) — P(G)
(9,H)— g.H={g.x; v € H}.

Note que todo elemento de P(G) tem ordem 2 pois A+ A = 0.

Observacao 1.2.3. Todo R-mddulo M pode ser visto como um RG-mddulo com a G-
acao trivial. Neste caso, dizemos que M ¢ um RG-mddulo trivial. Para nés, M = R

serd, em geral, considerado um RG-modulo trivial e assim,

(Z rg.g)r = ng(g.r) = ng.r = e(z Tg.g)T.

geG geG geqG geqG
Quando R = Zs esta € a unica estrutura de Zo G-mddulo possivel, pois Aut(Zs) = {id}.

Definicao 1.2.7. Sejam M um G-conjunto e m € M.

(i) A G-orbita de m, denotada por G(m), € o subconjunto de M dado por:
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G(m) :={g.m; g € G}.

(i) O estabilizador de m (ou subgrupo de isotropia de G em m) denotado por G,,, é

o sequinte subgrupo de G:

Gm={9€G; gm=m}.
Pode-se verificar o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.2. Se M ¢ um G-conjunto, entao as orbitas de M formam uma parti¢ao

de M. Assim, M = U G(m;), onde E é um conjunto de representantes para as drbitas
m;EE
distintas.

Considerando X um G-conjunto e RX o R-méddulo livre gerado pelos elementos de
X, podemos estender a G-agao sobre X a uma G-agao sobre RX da seguinte maneira:

9.0 rex) :=> r.(g.x),comg € G, r, € Rex e X. Assim, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.3. Sejam X um G-conjunto livre e E um conjunto de representantes

para as G-orbitas em X. Entdo RX € um RG-mddulo livre com base E.

Demonstragao: Seja £ = {x) : A € A} um conjunto de representantes para as

G-6rbitas em X. Entao X = U G(z)) e assim, RX = R( U G(xy)) = EB R(G(z)))
TXEE TACE TrEE

(vide [11], p.13).

Agora, como a GG-agao ¢ livre temos, para cada x) , que a aplicacao

G = Glzy)
g falg) = g2\

¢ uma bijecao. De fato, f, é claramente sobrejetora, e se tivermos g1, g, € G tais que
fr(g1) = falge) entdo, giwry = goxy, Ou seja, Ty = g1 'gaxy € como a G-acao é livre,
g1 'ga =1 0 que leva a g, = ¢g». Logo, fy é injetora.

Dai, R(G(x))) ~ RG. Portanto, RX = @ (RG) s, - ]

TNEE

Corolario 1.2.3. Se H € um subgrupo de G entao RG é um RH-mddulo livre com base

num conjunto E de representantes para as H-drbitas em G (que sdo as classes laterais a

esquerda de H em G), isto é, RG = @(RH)Q.

geE
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Demonstragao: Temos que G é um H-conjunto com a acao dada pela multiplicacao

dos elementos de H por elementos de G (isto é, h.g := hg), esta acdo é livre (pois
h.g =g < h =1), e as H-6rbitas em G sao {h.g ; h € H} = H.g, para todo g € G.
Portanto, o resultado segue da proposicao anterior. |

Corolario 1.2.4. (a) Sejam X um G-conjunto livre e E um conjunto de representantes

para as G-orbitas em X. Entao RX € um RG-modulo projetivo com base E.

(b) Se H é um subgrupo de G entao RG é um RH-mddulo projetivo com base num

conjunto E de representantes para as H-orbitas em G.

1.3 Resolucoes Livres e Projetivas

Definicao 1.3.1. Seja M wm R-mddulo arbitrdrio (R anel com unidade). Uma re-

solucao de M sobre R, ou uma R-resolugcao de M € uma sequéncia exata de R-modulos

8'rrﬁ*l 871 8"*1
F_) n+1—)Fn_)Fn_1_)...

a qual satisfaz as sequintes condigoes:
(Z) F,1 = M
(i) F, =0,Yn < —1.

Equivalentemente, uma resolugao de M sobre R ou uma R-resolugcao de M é uma

sequéncia exata de R-maodulos
02 o1 €
F:...—FK—=F —F—M-—0.

Definicao 1.3.2. A aplicacio ¢ : Fy — M ¢ chamada de aplicacao aumentacdo. Se
cada F; € livre, dizemos que a resolucao € uma resolugao livre. Se cada C; € projetivo,

dizemos que a resolugcao ¢ uma resolugcao projetiva.

Notagao: ¢ : F — M denotara uma resolugao de M.

Observacao 1.3.1. 1. Se considerarmos o complexos de cadeias

Fooo B 200 20 0 —0— ...
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podemos ver € : ' — M como uma aplicagao de cadeias, onde M € identificado com

o complexo de cadetas
C:--+—-0—-0Cy=M—>0—---
2. Toda resolugao livre é projetiva, pois todo mddulo livre € projetivo ([11], Lema 7.2,
p.22).

3. Se existir um inteiro n tal que F; = 0, para i > n, dizemos que a resolucao tem

comprimento no maximo n. Neste caso, escrevemos simplesmente
0—-F,—--—>F—->M-=—0

4. Todo R-mddulo M possui uma resolugdo livre (projetiva) (ver [11], I, § 1 e 5, p.10
e 18).

Exemplo 1.3.1. Sejam R um anel comutativo com unidade e G € ciclico infinito,

G =<t >~ 7. Considere M = R visto como RG-maodulo trivial. Entdo a sequéncia
0-RGLZRGSR—0

tal que O € a multiplicagcdo por (t — 1) e € € a aplicagdo aumentagao, ou seja,

a(z ritt) = (t — 1)(2 rit') = Z(rit”l —rit') = Z(ri,l — )t
G(Z 7"1752) = Z i,

comr; € R er; =0, exceto para um numero finito de indices i € Z, € uma resolucdo

livre de M = R sobre R = RG.

De fato, sabemos que RG é RG-mddulo livre e temos que

(I) @ é monomorfismo, pois:

thi € Ker(0) = 8(2 rit) =0 = Z<Ti_1 —rt' =01 ===
T3, VZ, j
Como r; = 0, exceto para um niumero finito de indices, entao r; = 0, para todo

i e daf, Zriti = 0.
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(IT) Im(0) = Ker(e):

Temos que (€ o 6)(2 rit') = G(Z(T¢_1 —r)t') = ZT¢—1 —r = Zﬁ‘—l -

Zri =0 e dai, Im(0) C Ker(e).

Azgom, sejay € Ker(e). Entaoy = rot* +rit"tt + .. 4 r bt k€ Z, n €
IN, 19 # 0 er, # 0 (aqui podemos terr; =0 se 1 <i<n-—1) ee(y) =0.
Assim, ro+r1+---+1, =0, 0 que nos leva a r, = —rg—r; — -+ —r,_1. Dai,
existe v = (—1o)th + (=rg —r )t oo (—rg =1y — o =1 )t € RG
com Oz = (t — Nz =te —x = (—ro)t" ™ + (—rg — r))t*F 2+ -+ (=g — 11 —
= D e rotR - (rg )T A (g A T =
rotf + it 4 tR T =y Logo, Ker(e) C Im(9).

(ITT) € € claramente um epimorfismo, pois € € a aplica¢Go aumentagao.

De (I), (II) e (III)
concluimos que a sequéncia dada inicialmente € exata.

Logo,
0->RGCLZRGSR =0

¢ uma resolugao livre de R sobre RG.

Nosso objetivo agora é mostrar a unicidade de resolugoes projetivas (para um mdédulo

M) a menos de equivaléncia de homotopia.

Lema 1.3.1. Consideremos o sequinte diagrama de homomorfismos de R-modulos

x4y Sz
awl L Lk
BLo4p

onde X € projetivo, o quadrado YZCD ¢ comutativo, a sequéncia de cima € semi-exata e
a sequéncia de bairo € exata. Entao existe um homomorfismo h : X — B satisfazendo

foh=jod.
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Demonstragao: Primeiramente, mostremos que Im(j od) C Im(f). Para isto, seja
x € Im(j od). Deste modo, temos que existe y € X tal que (j od)(y) = z. Como a
sequéncia de cima é semi-exata, temos que I'm(d) C Ker(c). Assim, d(y) € Ker(c) e
dai, ¢(d(y)) = 0. Logo, [k o c|(d(y)) = k[c(d(y))] = 0. Pela comutatividade do quadrado
YZCD, temos que ko c = go j. Logo, (goj)(d(y)) =0 e entao g[(j od)(y)] = 0. Como
z = (jod)(y), temos que g(z) = 0 e portanto, x € Ker(g) = Im(f), pois a sequéncia de
baixo é exata, o que implica que x € I'm(f).

Portanto, Im(j o d) C Im(f).

Considerando entao o diagrama abaixo e usando que X é projetivo existira h : X — B

tal que jod = f o h e assim obtém-se o resultado.

X

ah " jod
B L Im(y).

Proposicao 1.3.1. Consideremos X e Y R-modulos, h : X — Y um R-homomorfismo,

8n+1 8 877.—1

CH n+1—>Cn—n> n71—>"'—>c’0—>x—>0 e
0 nt1 0'n o1

D:ioi— Dy 28D, I D, Dy Y — 0,

resolugoes projetivas de X e Y, respectivamente.
Entao existe um homomorfismo (aplica¢ao de cadeias) f = {f, : C, = Dy;n € Z},

da sequéncia C na sequéncia D tal que f_1 = h.

Demonstragao: Primeiro define-se f_1 = h. Como, para n < —1, C,, = 0, tem-se
que f, é unicamente definido, ou seja, f,, = 0.

Para o caso n = 0, considera-se o seguinte diagrama:

OO@XHO
fol bh=r_,
DBy S0

Como Cj ¢ projetivo e 9] : Dy — Y é um epimorfismo, segue diretamente da definigao
de médulo projetivo que existe um homomorfismo f, : Cy — Dy satisfazendo a seguinte
relagdo de comutatividade 0 o fo =hody = f-1 0 0.

Considere agora n > 0 e suponha que f,, : C,,, — D,, ja tenha sido construido, para

qualquer m < n, de tal maneira que o seguinte retangulo

C’m 8_m> m—1
fm l lfm—l

O'm
Dm — Dm—l
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seja comutativo, para todo inteiro m < n. Considere o diagrama de homomorfismos:

Bn 87171
Cn - Cn—l - Cn—2

an ‘J' ‘Lfnfl ‘Lfn72

o’ On_1
Dn — n—1 L Dn72

De acordo com o lema anterior, existe um homomorfismo f, : C,, — D,, satisfazendo
0),0 fn = fn_100,. Isto completa a construcao indutiva da aplicacdo de cadeia f : C — D,

o que conclui a demonstracao. |

Lema 1.3.2. Consideremos o sequinte diagrama de homomorfismos de R-mddulos.

X

3k / lh
BLoLp

onde X € projetivo, go h = 0 e a sequéncia B L 0% D ¢ erata. Entio eviste um
homomorfismo k : X — B satisfazendo f ok = h.
Demonstracao: Tem-se por hipotese, que a sequéncia B 1,0 5% D ¢ exata. Logo,

Im(f) = Ker(g). Como goh =0, temos que Im(h) C Ker(g) = Im(f).

Portanto, Im(h) C Im(f), e podemos considerar o diagrama

X
b
B L Im(f)

A existéncia do homomorfismo k£ : X — B é garantida pelo fato do moédulo X ser

projetivo. Além disso, f ok = h. |

Proposicao 1.3.2. Sejam X, Y, h, C' e D como na proposi¢cao anterior. Entdo quaisquer

dois homomorfismos (aplicagoes de cadeias)

f=4fn:Cn— Dy;neZ}

da sequéncia C na sequéncia D, satisfazendo f_1 = h = g_1, sdo homotdpicos.

Demonstragao: Devemos construir uma homotopia (homotopia de cadeias) k : f ~
g : C — D. Desta forma, temos que construir, para todo n, um homomorfismo k = {k, :
Cn — Dyni1, V€ Z} tal que a relagao 9, ok, + ky—1 00, = f5, — gn ¢ verdadeira no

seguinte diagrama:
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Co =5 Gy
ko o fablgn Rn
D,y 8;1—+1> D,
para qualquer n € Z.
Para todo n < —1, k,, = 0 é o inico homomorfismo de C,, em D, 1, j4 que C,, = 0.
Paran = —1, temos k., =0¢e f, — g, = f-1 —g_1 = h— h = 0. Logo, neste caso,
devemos construir um homomorfismo k_; : C_; = X — Dy satisfazendo djok_1 = 0. A
existéncia de k_; é imediata, de fato, podemos tomar k_; = 0.
Agora, consideremos n > 0 e suponhamos ja termos construido k,, : C,, — Dy,11,
para todo inteiro m < n, e que a relagao 9, © ki, + Kkp—1 © Oy = fry — g € vélida para
todo inteiro m < n.

Consideremos o seguinte diagrama:

8n 8'n,fl
C’I’L On—]_ — n—2
kp—
fnugnlj " 1\/9n71ufn71 l/k'n72
a, 94

/
n+1
Dn+1 ? Dn ? Dn—l ? Dn—2

onde j é o homomorfismo j = f,, — g, — kn_1 0 0,.

Compondo j com 8, : D, — D,_q, obtemos 0, 0j : C, — D, 1 e 0,0j =
05,0 fn—0,00,—0),0k,_100, = fe100, — gn-100n — (fu—1 — Gn-1— kp—200p-1)00, =
ky—20 Op_1 00, =0.

Como C,, é projetivo e a sequéncia é exata, segue do lema anterior que existe um
homomorfismo k,, : C;, — D, satisfazendo a relacao 0/, 0k, = j = fr, — gn — kn—100,.
Isto implica que ), ; 0o ky, + kp—1 00, = fn — gn, 0 que completa a construgao indutiva da
homotopia k : f ~¢g:C — D.

Portanto, os homomorfismos (aplicagoes de cadeias) f e g sdo homotdpicos. |

Para o préximo resultado, vamos aplicar a Proposicao 1.3.1 ao caso especial em que
X =Y = M e h = idy; é o homomorfismo idéntico. Neste caso, C e D sao duas resolugoes

projetivas do mesmo médulo M.

Teorema 1.3.1. Duas resolugoes projetivas do mesmo modulo M sao homotopicamente

equivalentes.

Demonstragao: Considere agora C e D duas resolugoes projetivas do mesmo médulo
M. Pela Proposigao 1.3.1, existe um homomorfismo f = {f, : C,, — Dp;n € Z}, da
sequéncia C em D, tal que f_ 1 = h = id)y,.

Similarmente, existe um homomorfismo g = {g, : D,, — Cp;n € Z} da sequéncia D

em C, tal que g 1 = h = idy; e podemos construir o seguinte diagrama:
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an n 871,— €
c....— n+1$Cna—> n71—1>~-~—>00—>M—>O
fn+1 \LTQTH—I fn *LTgn frn—1 lTQn—l fo ngo id[wlTid[w
n oy, On— '
D:— Dyyy == Dy =5 Dy == -+ — Dy — M — 0
Considere os homomorfismos de C em C dados pela composicao ¢ = go f =

{gnofn:Cn— Cy ne€Z}eide=/idc, :C,— Cyn neZ} Comog =g 10f =
idy = idc_,, segue da Proposicao 1.3.2 (caso particular em que as resolugdes s@o iguais)
que go f ~ idc. Analogamente, considerando os homomorfismos de D em D, fog e idp,
concluimos que f o g ~ idp. Assim, f e g sao equivaléncias de homotopia. Portanto, C e

D sao homotopicamente equivalentes. |

Observacao 1.3.2. O teorema anterior nos diz que: “Duas resolugoes projetivas de um
mesmo modulo M sao ‘“iguais’, a menos de uma equivaléncia de homotopia”. Note que
a equivaléncia de homotopia f : C' — D, dada na demonstracao do teorema, é uma

aplicacao que preserva aumentacao, isto €, satisfaz € o fy = €.

1.4 Modbdulo de Homomorfismos

Definicao 1.4.1. Sejam R um anel comutativo com unidade, M e N R-mddulos ar-
bitrdrios e considere o conjunto Homg(M,N) := {f : M — N ; f é homomorfismo}.
Definindo em Homg(M,N) uma adi¢io, +, que a cada f,g € Homg(M,N) associa
o elemento f + g, com (f + g)(m) = f(m) + g(m), para todo m € M e uma multi-
plicagao, -, tal que - : R x Homg(M,N) — Hompgr(M,N) e associa a cada elemento
(r,f) € Rx Homgr(M,N) ao elemento rf € Homgr(M,N), com (rf)(m) = rf(m) para
todo m € M, temos em Homg(M,N) uma estrutura de R-mddulo, o qual é chamado

modulo de homomorfismos do modulo M no modulo N .

Observagao 1.4.1. Quando R nao € comutativo, rf nao necessariamente pertence a
Hompg(M,N) parar € R. Nesse caso Homg(M, N) € visto apenas como um grupo abeli-
ano, ou Z-modulo, e resultados similares aos dados a Homg(M, N) quando Hompg(M, N)
for um R-mddulo (R comutativo) sao vdlidos para Homg(M, N) visto apenas como Z-

maodulo.

Proposicao 1.4.1. Para qualquer R-mddulo M, temos Hompg(R, M) £ M.
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Demonstracgao: Defina a aplicacao

o: Homr(R,M) — M
fo=elf) = f).

Usando as operagoes definidas em Hompg(R, M) verifica-se que ¢ é um homomorfismo (de
R-médulos ou simplesmente de Z-moédulo se R é ndo comutativo). Verifiquemos que g é
bijetor. De fato, tomando m € M, do fato de R ser um médulo livre gerado por {1},
segue que existe um unico homomorfismo f € Homg(R, M), tal que o(f) = f(1) = m.
Logo, 0 é um epimorfismo, da unicidade de f segue que ¢ ¢ um monomorfismo e portanto

o0 é isomorfismo. |

Observacao 1.4.2. Observemos que

o: M — Homg(R,M)

m = om; en(l)=m

€ 0 homomorfismo inverso de o.

Definigao 1.4.2. Sejam f : M' — M e g : N — N’ homomorfismos de R-mddulos e
consideremos os mddulos ( ou grupos abelianos) Homg(M,N) e Homg(M', N').

Defina uma aplica¢io v : Homg(M, N) — Homg(M', N') tal que v(h) := goho f,
para todo h € Homp(M, N).

FEssa aplicagao é um homomorfismo de Homg(M, N) em Homg(M', N'), o qual serd

denotado por Hom(f, g).

Observagao 1.4.3. 1. Se f e g, forem os homomorfismos idénticos de M e N, res-
pectivamente, isto €, f =idy : M — M e g =idy : N — N, entdo Hom(f,g) =
idompv,Ny : Homgr(M, N) — Hompg(M, N).

2.8 f - M —- M, f-M"—M,g:N—N eg :N — N"sio homomorfismos
entao Hom(f o f',¢g' o g) = Hom(f',g") o Hom(f, g).

3. Como uma consequéncia de 1. e 2. temos que se f: M' — M e g: N — N’ sdo

isomorfismos entao Hom(f,g) € um isomorfismo.
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Teorema 1.4.1. ([15], Teorema 8.4, p.70 ) Se M = ZM” e N = H N, sdo R-mddulos

pel veJ
para todos € I ev € J, entdo Homg(M,N) ~ H Homp(M,,N,). |
(n,v)eIxJ

Observacao 1.4.4. Em particular temos

1. Se M = @ M, e N sao R-mddulos para todo p € I, entao
nel
Homp(M,N) ~ [ [ Homs(M,, N).

nel

2. Se N = H M, e M sao R-mddulos para todo v € J, entao
vel
Homp(M,N) ~ | [ Homg(M, N,).

vel
Teorema 1.4.2. ([15/, Teorema 8.7, p.72, ou [22] Teorema 2.9, p.35) Seja M um R-
modulo arbitrdrio e
xLy-Lz o0
uma sequéncia exata de R-modulos, entao a sequéncia
0 — Homp(Z, M) -~ Homp(Y, M) = Homp(X, M),

onde f* = Hom(f,i) e g* = Hom(g,1), com i = idy;, € também ezxata. ]

Definicao 1.4.3. Dizemos que uma sequéncia exata curta de R-modulos
0—X-Yy-4z-—0

cinde se existir uma aplicacao h : Z — Y tal que g o h = idz, ou equivalentemente

A=1Im(f) = Ker(g) é um somando direto de Y ([22], p.33).

Teorema 1.4.3. (/15], Teorema 8.8, p.74 ) Seja M um R-mddulo arbitrdrio e
0—x-Ly-2z—0
uma sequéncia exata curta de R-moddulos que cinde, entao a sequéncia
0 — Homp(Z, M) = Homp(Y, M) L= Homp(X, M) — 0,
onde f* = Hom(f,i) e g* = Hom(g,1), com i =idy : M — M o automorfismo idéntico

de M, € também uma sequéncia exata curta que cinde. |

Teorema 1.4.4. ([15], Teorema 8.9, p.74, ou [22], Teorema 2.9, p.35) Seja M um R-
modulo arbitrario e

0—x -y 2.7
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uma sequéncia exata de R-modulos, entao a sequéncia
0 — Homgp(M, X) L5 Homp(M,Y) L5 Homg(M, Z),

onde f, = Hom(i, f) e g = Hom(i, g), com i = idy;, € também exata. n

Teorema 1.4.5. ([15], Teorema 8.10, p.75) Seja M um R-mddulo arbitrdrio e
0—x-Ly-Lz—0
uma sequéncia exata curta de R-modulos que cinde, entao a sequéncia
0 — Homp(M, X) L5 Homp(M,Y) -5 Homp(M, Z) — 0,
onde f. = Hom(i, f) e g. = Hom(i,q), com i =idy : M — M, é também uma sequéncia

exata curta que cinde. [

Teorema 1.4.6. ([15], Teorema 9.4, p.79) Para um R-mddulo arbitrdrio X e seu endo-

morfismo identidade i : X — X, as sequintes afirmacgoes sao equivalententes:
(a) X € projetivo.

(b) Toda sequéncia exata curta

0—U-Lv . x 9

de R-modulos cinde.
(¢) X € isomorfo a um somando direto de um R-mddulo livre.

(d) Para todo epimorfismo g : A — B,
g« = Hom(i,g) : Hom(X,A) — Hom(X, B)

¢ também um epimorfismo.

(e) Para toda sequéncia exata curta

0—ALB 20—,

de R-maodulos, a sequéncia

0 — Homp(X, A) L Homp(X, B) 2 Homp(X,C) — 0,

com f. = Hom(i, f) e g. = Hom(i, g) é também uma sequéncia exata curta. u
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1.5 Produto Tensorial

Definicao 1.5.1. Sejam R um anel, M um R-mddulo a direita, N um R-modulo a
esquerda e G um grupo abeliano. Uma aplicagcao biaditiva do produto cartesiano M x N
em G € uma aplicagcio p : M x N — G, tal que para quaisquer, m,m' € M, n,n' € N

er € R satisfaz
1. o(m+m',n) =@(m,n) + p(m' n).
2. p(m,n+n') = p(m,n) + p(m,n’).
3. p(mr,n) = @(m,rn).

Definicao 1.5.2. Sejam M, N e R como na definicao anterior. O produto tensorial
de M e N sobre R, o qual é denotado por M @r N, é um grupo abeliano junto com uma
aplicacao biaditiva, @ : M X N — M Qg N, que possui a sequinte propriedade universal:
Para qualquer grupo abeliano G e toda aplicacao bilinear, f : M X N — G, existe um

unico homomorfismo de grupos, f: M ®r N — G, tal que fo ®=f.

Para cada m € M en € N, o elemento ®(m,n) serd denotado por m ® n, e devido a

linearidade de ® temos, para my,me € M, ny,ny € Ner € R :
1. (my+mo) ®@n=m; @n+msn.
2. m® (ny+ng) =men; +me ns.
3. mr®@n=maern.
Em particular, sao véalidas as seguintes propriedades:
1. 0®@n=0=m®A0.
2. (—m)@n=—-(m®n)=m®e (—n).
Para todom e M en € N.

Observacao 1.5.1. 1. Seja f : R — S um homomorfismo de anéis e M um R-modulo
a esquerda. Entao identificando sr:= sf(r) temos que S € um R-mddulo a direita.
Portanto podemos produzir o produto tensorial S @r M, o qual € um S-maodulo,

quando identificamos a(b ® m) := (ab) ® m, para a,b € S.

2. Se R € um anel comutativo e M, N R-mddulos arbitrdrios entao M @r N € um

R-mddulo.
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3. A estrutura de modulos sobre S @gr M e M ®@r N em 1. e 2. respectivamente, $ao
casos especiais do sequinte: Sejam M um S — R—bimddulo, ou seja, um mddulo que
tem estrutura de S-mddulo e R-mddulo, com (sm)r = s(mr). Entao M @g N € um

S-mddulo identificando s(m @ n) := (sm) ® n.



CAPITULO 2

GRUPOS DE (CO)HOMOLOGIA
ABSOLUTA E RELATIVA

Neste capitulo veremos os conceitos de (co)homologia absoluta e relativa e alguns outros
conceitos e resultados importantes para o desenvolvimento desse trabalho, dentre eles a
aplicagao restricdo, o Lema de Shapiro, par grupo (G,S) e sequéncia exata longa em
cohomologia para um par grupo. A referéncia principal para o estudo de (co)homologia
absoluta de grupos ¢ [11]. Para (co)homologia relativa a referéncia ¢ [10]. Embora a
(co)homologia de grupos possa ser definida considerando RG-mdédulos, com R um anel
qualquer comutativo com unidade, trabalharemos apenas com o anel RG para R = Z (o
anel dos inteiros), ou R = Zs (o corpo com dois elementos), que denotaremos simplesmente
por RG. Assim, sempre que aparecer RG, R estara indicando Z ou Z, (observe no entanto,

que R também foi usado no capitulo anterior para indicar um anel qualquer com unidade).

2.1 Grupos de (Co)homologia Absoluta

Sejam G um grupo, M um RG-modulo a esquerda e
.%Fnﬁ)...ﬁ)ﬂi}ﬂ);fg_}o’

uma resolucao projetiva de R sobre RG, que denotaremos simplesmente por € : F' — R.

Definigao 2.1.1. O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M, H,(G; M),
¢ definido por H,(F @rg M), onde F @rc M € a sequéncia (complezo de cadeias)

'%Fn®RcMi’Fn—1®RGM&1—_1>"'iF0®RGM—>0

com O, = 0, @idp, n>1 ey =0.

27
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O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M, H"(G; M), é defi-
nido por H"(Hompgg(F, M)), onde Hompgg(F, M) € a sequéncia (complexo de cocadeias)
0 — Hompa(Fo, M) - Hompa(Fi, M) 2= - 25 Hompg(F, M) 25 -

com 0"(f) = f 0 Ont1 para todo f € Hompa(Fn, M).

Observacao 2.1.1. Sabemos que todo ZoG-modulo é um ZG-mdédulo, e pode-se mostrar
que se M é um ZoG-mdédulo entdo os grupos de (co)homologia de G (sobre Zs) com M
visto como um ZoG-mddulo e os grupos de (co)homologia de G (sobre Z) com M wisto
como ZG-modulo sao isomorfos. Isto seque do fato que, se € : F — Z é uma resolu¢ao
projetiva de 7 sobre ZG entio € = e®id : F' = F Qg Lo — 7L Rz Lo ~ T € uma
resolu¢ao projetiva de Zs sobre ZoG, v : Homyq(F, M) — Homg,c(F',M) ; f +— ~v(f)
tal que y(f)(x ®@1) = f(z), e x: F Qua M — F' Qz,c M ; x@m+— (@ 1) ® m, sio

1s0morfismos.

Observacao 2.1.2. Como Ty = Hompgg(—, M) e Ty = (— Qre M) sao funtores aditivos
(contravariante e covariante, respectivamente), eles preservam aplica¢ao de cadeias e se-
gue do Teorema 1.3.1 e da Proposicao 1.1.3 que os grupos de cohomologia e homologia in-
dependem da resolugao projetiva escolhida. Mais precisamente, see : F — Reée : F' — R
sao resolugoes projetivas de R sobre RG, entdo os complexos de (co)cadeias T;(F) e
T;(F"), i € {1,2} sdao homotopicamente equivalentes e assim, H"(T1(F)) ~ H"(T1(F")) e
H,(T5(F)) ~ H,(T5(F")), donde seque o resultado.

Observagao 2.1.3. H"(G;M) =0 e H,(G; M) =0, se n < 0.

Defini¢ao 2.1.2. Sejam G um grupo e M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo de

invariantes de M, denotado por M€, € definido por:
MY={meM; gm=m,VgecG}.

Observacao 2.1.4. 1. Se a acao de G em M € trivial, isto €, g.m = m, para qualquer

m € M, entdo M® = M.

2. E claro que para todo RG-mddulo M, a G-a¢ao sobre M induz a G-ag¢ao trivial sobre
M€ e assim, M é um RG-mddulo trivial, e ainda MS é o maior submddulo de M

no qual G atua trivialmente.

Definicao 2.1.3. O grupo de coinvariantes de M, denotado por Mg, € definido por:
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M
(gm—m; g€ G eme M)’

Mg =

onde (gm —m; g € G em € M) é o submddulo de M gerado pelos elementos g.m — m,
comgeGeme M.

M
Observacgao 2.1.5. Se a acdo de G em M ¢ trivial, entao Mg = — = M.

{0}
Observacao 2.1.6. Claramente se M é um RG-mddulo a esquerda entao podemos ver

M como um RG-mddulo & direita por considerar m.g :== g~L.m.

Defini¢ao 2.1.4. (Acao Diagonal) Sejam M e N RG-mddulos (d esquerda). Consi-
derando M e N como R-mddulos podemos definir sobre Homg(M, N) e sobre M @ N
G-agoes (d esquerda), denominadas agoes diagonais, de modo a tornd-los RG-médulos (d
esquerda). Essas agoes, as quais sao induzidas da agdo de G sobre M e N, sao definidas

da sequinte forma:

G x Homgr(M,N) — Hompg(M,N)

(9. f) = g.f; (g.£)(m)=g.f(g"".m),Ym € M,
G x (M KRR N) — M®rN
(gm®@n) — g(m®n):=gm® gn.

Proposicao 2.1.1. (Homgr(M, N))¥ = Homgg(M, N).

Demonstragao: Sejam g € G e f € Homg(M, N). Temos que

9-f =1 & (g./)(m)=f(m), VmeM
& g.f(g7tm)=f(m), YmeM
s g.f(m) = f(gm'), Vm € M (m' =g t.m).

Logo, (Homr(M,N))¢ = {f € Hompr(M,N) ; g.f(m) = f(g.m)} = Hompg(M,N). =

Coroldrio 2.1.1. Se R € wisto como RG-médulo trivial (a esquerda) entdo

Hompg(R, M) = (Homg(R, M))% ~ MY como grupos (e como RG-mddulos triviais). m

Proposicao 2.1.2. Se M é um RG-mdédulo entio H°(G; M) ~ M® e Ho(G; M) ~ Mg.
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Demonstragao: Seja

Op— o O: 0
--n—1>Fn—n>---—2>F1—l>F0;>R—>O

uma resolucao projetiva de R sobre RG.
Pelo Teorema 1.4.2 o funtor Hompg(—, M) é exato a esquerda, e deste modo segue

que a sequéncia

0 — Hompg(R, M) <= Hompa(Fo, M) - Hompg(Fi, M) = - -
To-1
0

é exata a esquerda, logo €* é monomorfismo e I'm(e*) = Ker(6°).

Usando que M £ Hompg(R, M) (ver Proposi¢ao 1.4.1) e que €* é injetora, obtemos

MY ~ (Homgr(R,M))¢ = Hompgg(R, M) < Im(e*) = Ker(6°) = %5((_5(3 = H°(G; M).

O isomorfismo M¢ ~ H 9%(G; M) é dado explicitamente por

a: MY — HG; M)

m = (pm) = pmoe

onde ¢, : R — M é tal que ¢,,,(1) = m, sendo 1 a unidade do anel R.

Seu inverso 3 é dado por

B:HYG; M) =Im(¢") — M®
e(f) = f).

O resultado para homologia é obtido de forma similar usando o fato de o funtor

— ®pra M ser exato a direita (ver [11], III, Proposicao 6.1, p.71). n

Coroldrio 2.1.2. Se M é um RG-mddulo trivial entao H°(G; M) ~ M e Hy(G; M) ~ M.

Exemplo 2.1.1. Apresentamos a sequir os grupos de (co)homologia de G =<t >~ 7

para alguns modulos particulares.

(i) Se M é um RG-mddulo entao H°(G; M) = M® = H,(G; M), Hy(G; M) = Mg =
HYG; M) e H(G; M) = 0 = H{(G; M), para i > 2. Em particular, se M é um



Capitulo 2.  Grupos de (Co)homologia Absoluta e Relativa 31

(i)

RG-mdédulo trivial, H*(G; M) = HY(G; M) = Hy(G; M) = H,(G; M) = M. Isto é

facilmente obtido usando a definicao de (co)homologia e a resolu¢ao projetiva

o=t—-1

0—-RG° RGSR—0

de G ~ 7 sobre RG (vide Ezemplo 1.5.1).

Seja M = Z.G wvisto como ZG-mddulo com a G-a¢do natural: t*.(rtF) = rtF+¥

para todos t*, t* € G er € R.
Entio H(G;ZG) ~ (ZG) ~ 0 (pois tF t* # tF se t* £ 1),

Sabemos por (i) que HY(G;ZG) ~ (ZG)g. Denotemos por [ = (t*.2 — z; tF €
Z
G, 2€2G) exz=a+1¢c TG: (ZG)¢.

Consideremos y = t* € ZG com k > 0. Como t* —1=(t - 1)(t" 1 +...+1) eI,

seque que th —1 =10, e assimy =tk =1 em (ZG)g.

Agora, sey =t % € ZG, com k > 0, também t—% =1, poist ™" = (1 —tk)t-*+1e1
el —tk=0.

Assim, para todo x € ZG, x = rot* + rt" 4+ £ "t comk € Z, n >0 e

r; €7, temosT = (ro+ri+---+m,) =11, onder =rg+7r + -+ +r, €Z. Dai,
HYG;ZG) ~ Z.

Logo, H(G;ZG) ~< Z, i=1 .

2.1.1 Restricao e (Co)extensao de Escalares

Consideremos A, B anéis e k : A — B um homomorfismo de anéis.

Se M é um B-mddulo (a esquerda) sempre podemos ver M como um A-moédulo (a

esquerda) definindo em M a A-multiplicagao:

Ax M —- M

(a,m) — a.m = k(a).m

Neste caso, M é dito ser um A-médulo por restrigao de escalares (via k) e é
denotado por Resf M.

Considere agora M um A-moédulo (a esquerda), através de um homomorfismo

k : A — B. Iremos obter, a partir de M, os B-médulos (a esquerda) B ®4 M e
Homyu(B, M).
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1. No primeiro caso, podemos ver B como um A-médulo (a direita), por restri¢ao de

escalares, através da acao:

T:BxA — B
(b,a) +— b.a=0bk(a)

onde bk(a) é a multiplicacdo do anel.
Assim podemos considerar o produto tensorial B ® 4 M.

Nosso objetivo é definir em B® 4 M uma B-agao (a esquerda) para que este se torne

um B-moddulo.

Definimos, para isso

wBX(B(@AM) — B®s M
(b,0) @m) — b.(V @m):=0b'@m.

Pode-se provar que v estda bem definida e é uma B-acao.
O B-médulo (& esquerda) B ®4 M é dito ser obtido de M por extensao de
escalares de A para B (via k).

2. Agora, se M é um A-médulo (& esquerda), podemos obter um B-mddulo (& es-
querda), Hom4(B, M), bastante relacionado com M, da seguinte maneira:

Por restri¢ao, podemos ver B como um A-médulo (& esquerda)

AxB — B
(a,b) — a.b:=k(a).b

e assim, faz sentido considerar Hom (B, M).

Pode-se mostrar que a aplicagao

Ax Homa(B,M) — Homu(B,M)
(b, f) = bf; (0f)F) = f(b'b)

estd bem definida e é uma B-multiplicacao.

O B-médulo Hom (B, M) ¢é dito ser obtido de M por coextensao de escalares
de A para B (via k).

Proposicao 2.1.3. ([11], III, §3, p.64) Sejam k : A — B um homomorfismo de anéis,
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N um B-médulo (a esquerda) e M um A-mddulo (a esquerda) entao Homa(N, M) ~

Homp(N,Homa(B,M)) e Homa(M,N) ~ Homp(B ®4 M, N), como grupos. ]

2.1.2 Modbdulos Induzidos e Mddulos Coinduzidos

Considere agora um caso particular da construgao anterior, tomando A = RH e B = RG,
com G um grupo, H um subgrupo de G, e o homomorfismo de anéis & : RH — RG
induzido da inclusao o : H — G.

Se M é um RG-médulo, podemos ver M como um RH-médulo por restrigao de es-
calares (via @). O RH-médulo M assim obtido é usualmente denotado por Res% M, ou
simplesmente, por M caso nao haja confusao.

Seja M um RH-médulo. O RG-médulo obtido de M por extensao de escalares,
RG ®@py M, serd denotado por Ind% M, e neste caso, a extensao de escalares é chamada

inducgao, e a agao é dada por:

Gx IndSM — Ind$M
(9.9'@m) — (99') @m.

Da mesma forma, considerando M um RH-moédulo, o RG-médulo obtido de M por
coextensdo de escalares, Hompy (RG, M), serd denotado por Coind$ M.
A coextensao de escalares, nesse caso, é chamada coindugao.

Aqui a G-acao é dada por:

G x Coind$ M —  Coind$ M
(9.f) = 9.f5 (9:N)g) = f(d9).
Observacgao 2.1.7. Se H = {1}, temos que RH ~ R. Deste modo Ind?l}M = RGRrM
e C’oz’nd{Gl}M = Homp(RG,M). Estes RG-mddulos sio chamados médulo induzido e

modulo coinduzido, respectivamente.

Proposicao 2.1.4. ([/11], p. 70) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G, M um RH-
modulo e E um conjunto de representantes para as classes laterais a esquerda de H em

G. Entao:

1. O RG-mdédulo Ind$M contém M como RH-submddulo e é a soma direta de trans-

formadas gM , onde g varia em E, ou seja,

IndGM = P gM.

gerE
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2. O RG-médulo Coind% M admite uma decomposicdo em produto direto, ou seja,
existe uma familia de sobrejecies m, : CoindGM — gM, g € E, tal que a aplicagdo

correspondente u : Coind$ M — H gM € um isomorfismo. |
gerE

Proposicao 2.1.5. Seja M um RG-mddulo. Entao temos os sequintes isomorfismos de

RG-modulos:
1. Ind$M ~ R(G/H) ®r M.
2. Coind$M ~ Homg(R(G/H), M),

onde acdo de G no produto tensorial e no Hom € a diagonal, e no primeiro membro M
¢ visto como um RH-mddulo por restricao de escalares.

Demonstragao:

1. Definimos os seguintes homomorfismos de grupos:

¢: RG®rp M — R(G/H)®r M
gRm — gegm
Y :R(G/H)@r M — RG ®gry M
gom — g®g 'm,

onde g indica a classe gH.

A partir disso, mostra-se que ¢ é o inverso de v, e além disso, que g.1)(g ® m) =
¥(g.-(g ®@m)).

2. Nesse caso, sao definidos os homomorfismos:

qb . HomRH(RG, M

l

Homgr(R(G/H), M)

o(f) s o(f)(gH) = gf(g™"),
Hompu(RG, M)

() s (F)g) = gf(g H).

~v:Homgr(R(G/H), M

~ — %
1

Mostra-se que ¢ é um homomorfismo de RG-médulos e v seu inverso. |

Corolario 2.1.3. Ind$R ~ R(G/H) como RG-mddulos. ]
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Proposicao 2.1.6. ([11], III.5, Proposicdo 5.9, p.70) Se [G : H] < oo entdo Ind$M ~

Coind$,M, como RG-mdédulos. m

Proposigao 2.1.7. ([11], Ezercicio 4, p.71) Se |G : H| = oo entdo (Ind%)¢ = 0, para
qualquer RH-mddulo M. |

2.2 H* como funtor de duas variaveis

Os tépicos desenvolvidos aqui sao validos também para ZG-modulos. De fato, poderiamos
considerar RG-mdédulos, onde R é um anel comutativo com unidade. No entanto, nos

restringiremos apenas ao caso de maior interesse, a saber, ZoG-médulos.

Vamos considerar pares (G, M) e (G', M') com G, G’ grupos, M um Z,G-médulo e
M’ um Z,G’-modulo.
Uma aplicagao de (G, M) em (G', M') é um par («, ¢) satisfazendo:

(i) @ : G — G’ um homomorfismo de grupos.

(7)) ¢ : M" — M um homomorfismo de grupos abelianos tal que p(a(g).m’) = g.p(m’),V g €
GeVm € M, isto é, ¢ é uma aplicacao de Z,G-mddulos considerando M’ como

ZsG-médulo por restrigdo de escalares via a: g *m' = a(g).m’, Vm' € M'.

Se a e p sdo isomorfismos, dizemos que (G, M) e (G', M’) sao isomorfos e denotamos

(G, M) ~ (G, M).
Aplicacao Induzida em Cohomologia e H*(—;—) como funtor

Seja C' a categoria cujos os objetos sao pares (G, M), com G um grupo e M um ZyG-
modulo, e os morfismos sao aplicagdes (a, ) de (G, M) em (G', M') como acima. Dada
uma aplicagao (a, @) : (G, M) — (G', M’), consideremos € : F' — Z, uma resolugao
projetiva de Zsy sobre ZoG e € : F' — Zy uma resolucao projetiva de Zy sobre ZyG'.

Temos que € : F' — Z, também é uma resolucao projetiva de Zsy sobre ZoG (via «),

pois cada F pode ser considerado um Z,G-médulo com a G-agao

x:GXF — F|
(9.y) — gx*xy:=alg)y.

Isto é, F! é visto como ZyG-mdbdulo por restricdo de escalares considerando o homomor-

fismo (que também denotaremos por ) « : ZsG — ZyG' tal que associa a cada g € ZoG
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o elemento a(g) e estendido linearmente. Dai, pela Proposigao 1.3.1 existe uma aplicagao
7 : F — F’ tnica a menos de homotopia. Temos que, 7(g9.x) = g.7(x), Vg € G e
V x € F (pois 7 é uma aplicacao de ZyG-mdbdulos).

Assim, podemos considerar a aplicagao

Hom(t, ) : Homg,e(F',M") — Homg,q(F, M)
f = pofor

a qual é uma aplicacao de cadeias que induz uma aplicacao bem definida, que vamos

denotar por (a, p)*,

(o, )" = (Hom(7,))" : H(G"; M") — H*(G; M)
[f] = [pofor].

Em particular, considerando G = G, a = idg : G — G e p : M' — M obtemos

(ide, )" : H*(G;M") — H*(G; M)
[f1 = leofl

Ainda se considerarmos o : G — G’ e ¢ =idy; : M — M, temos

(a,idy)* : H*(G'; M) — H*(G; M)
[f] — [fer]

Por simplicidade de notagao, estamos usando o mesmo simbolo | | para representar classes
em grupos diferentes.

A aplicacao induzida em cohomologia («, ¢)* satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Se « =idg : G — G e p=ridy : M — M entao (a,p)* :idy=c,m)

(b) Dadas duas aplicacoes de pares
(, ) : (G, M) — (G',M") e (o/,¢') : (G',M") — (G", M"), com G = G 2 G e
M & M S M, tem-se:
(@, )" o (o, @) = (@' 0,0 @) ™ (o, ') o (a, )"

Deste modo H*(—;—) é um funtor contravariante na categoria C, H*(G;—) é um
funtor covariante do médulo coeficiente e H*(—; M) é um funtor contravariante.

Notagoes especiais:

1. o = (a,idy)*.



Capitulo 2.  Grupos de (Co)homologia Absoluta e Relativa 37

2. (idg, ¢)* "2 H*(G: ) ou simplesmente ¢* (quando ndo houver confusao).

Proposicao 2.2.1. Se os pares (G, M) e (G',M') sdo isomorfos, isto é, (G,M) =~
(G', M) entao H*(G; M) ~ H*(G'; M").

Demonstragao: Por hipétese, (G, M) ~ (G',M’), ou seja, existem isomorfismos
a:G—-Gep: M — M. Sejama!:G — Gep?!t: M — M os homomorfismos
inversos de « e ¢, respectivamente.

Consideremos (o, p)* : H*(G'; M') — H*(G;M). Como (a,p)* o (at o7 1)* =
(a toa,pop™)* = (idg,idy)* = idp(G;m) € (a o) o(a,p) = (o Bt o lop)* =

*

(ider, idp)* = idy= ey segue que (at, ¢ 1)* é a aplicagao inversa de (a, p)*.
Logo, H*(G; M) ~ H*(G'; M"). ]

Corolario 2.2.1. Se M e M’ sdo isomorfos como ZyG-mddulos entio H*(G; M) ~
H*(G; M").

Demonstracgao: Segue da proposigao anterior, usando o fato de que idg : G — G ¢é

um isomorfismo. n

Uma sequéncia exata curta de ZoG-mddulos sempre induz uma sequéncia exata longa
em homologia e cohomologia. Enunciaremos aqui apenas o resultado de interesse para

nds, que é para cohomologia (ver [11], p.71).

Proposicao 2.2.2. (/11], 111, Proposicao 6.1 (ii) p.71) Seja 0 — M’ LM M =0
uma seqiéncia exata de ZoG-modulos. Entdo, ¥ n € 7 existe uma aplicacdo natural
6" HY(G, M") — H"" (G, M) tal que a seqiiéncia

0 — HY(G, M) YL g, My YL moG, My 2 BV G, M) S BV G M) — -
¢ exata com as aplicagoes (¢')" e (@")" as induzidas em cohomologia, ou seja, (¢')" =

H™"(G,¢') e (¢")" = H"(G,¢"). A naturalidade do homomorfismo conexao significa que

para qualquer diagrama comutativo

0 M’ M M" 0

L

0 N’ N N" 0
com linhas exatas, o quadrado

H™(G5 M") =2~ H™(G; M)

| |

H"(G; N") —~ H"(G; N')

€ comutativo. [
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2.2.1 Aplicacao Restricao

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e M um Z,G-médulo. Vimos que podemos ver
M como um ZyH-médulo por restricio de escalares que denotamos por res$ M.

Sejam € : ' — R e € : F' — R resolugoes projetivas de ZoH e ZG, respectivamente.
Considerando os pares (H,res$M) e (G, M), e a aplicacdo (o, idys), onde a: H — G e
idy : M — res$ M = M (como conjunto) é a aplicacio identidade, obtemos a seguinte

aplicagao induzida em cohomologia:

Tesg,Mng. (o, idpg)* s HY(G; M) — H*(H; M) = H*(H, Res$ M)
[f] — [ido for]

Obviamente, ¢ : F/ — R também é uma resolucao projetiva de R sobre RH e como 0s
grupos de cohomologia independem da resolucao, podemos tomar F' = F’ e consequente-

mente, 7 : F' +— F’ como sendo a identidade. Logo teremos que

resu([f]) = lido for] =[f],
com f visto no primeiro membro como uma aplicacao de ZsG-modulos e no segundo

membro como uma aplicacao de ZyH-moédulos. Tal aplicagao é denominada aplicagao

restricdo em geral e a denotaremos simplesmente por res$ (sem mencionar o médulo

M).

Observacao 2.2.1. Similarmente, define-se “aplicacdo induzida em homologia” e resul-

tados andlogos aos apresentados para cohomologia sao obtido para homologia.

Proposicao 2.2.3. (Lema de Shapiro, [11], Proposi¢io 6.2, p.73 ) Sejam G um grupo,

H um subgrupo de G e M um ZoH-modulo. Temos os sequintes isomorfismos:
1. H,(H; M) ~ H.(G; Ind$M).

2. H*(H; M) ~ H*(G; Coind% M). ]

Corolério 2.2.2. Se [G : H| < oo entao H*(H;ZyH) ~ H*(G; ZyG).

apiro G:H]<oo
Demonstracio: H*(H;ZoH) 2" H*(G; CoindSZoH) %™ H(G; IndS 7, H) ~
H* (G oG @m0 ToH) ~ H*(G; Z,G). .

2.3 Grupos de (Co)homologia Relativa

Nesta segao apresentamos o conceito de (co)homologia relativa para um grupo G e uma

familia S de subgrupos de GG. Tal conceito foi introduzido por Bieri e Eckmann em [10],
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considerando o anel Z com coeficientes em um ZG-médulo M, mas aqui definiremos sobre
0 corpo Zsy com coeficientes em um Z,G-médulo M (como Kropholler e Roller em [17]).
O principal resultado desta secao é o Teorema da Sequéncia Exata Longa em cohomologia

(para par), e cuja a prova apresentamos em detalhes.

Considere um par grupo (G, S) consistindo de um grupo G e uma familia S = (.5;);er
de subgrupos de G (na@o necessariamente distintos). Seja Zo(G/S) 0o Zs-médulo livre
gerado pelas classes ¢.9;, sobre o qual G atua por multiplicagao a esquerda e considere a
aplicagdo aumentacao usual €, a que leva cada gerador ¢S; em 1 € Z,, e denote por A

seu nucleo.

Observacao 2.3.1.

1. Note que Zy(G/S) = @Zg G/S;) @[ndgiZg = @(ZQG Qz,8; La).

iel iel iel
2. Observe que € e € indicam homomorfismos distintos (aplicagées aumentagao), mais
precisamente € : Lo(G/S) — Zs € € : LoG — Ly sao homomorfismos com dominios

diferentes.
Com isso temos a seguinte definicao:
Definigao 2.3.1. Os grupos de (co)homologia relativa para o par grupo (G,S) com

coeficientes em um ZoG-modulo a esquerda M sao definidos, para todo inteiro i > 1, por:

HY(G,S;M) = H"YG;Homg, (A, M)) e
Observacgao 2.3.2.
1. Segue da defini¢io que H'(G,S; M) = H;(G,S; M) =0, para i < 0.

2. Por convengao, para S = (), considera-se H'(G,0; M) := H'(G; M) e H;(G,0; M) :=

3. Se a familia S tem apenas um subgrupo, ou seja S = {S}, denota-se H"(G,S; M) =
H™"(G,S;M) e H,(G,S; M) = H,(G,S; M).

4. Também € usual denotar, para cada familia S = (S;);es de subgrupos de G,

H;(S; M) = @ Hi(S;; M) e H(S; M) := [ H'(S;; M).

J€J jeJ
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5. Como para (co)homologia absoluta pode-se verificar que H*(G,S; M) é um funtor
das duas varidveis ((G,S), M). Mais precisamente, se C € a categoria cujos objetos
sao pares ((G,S), M), onde (G,S) € um par grupo (S = {S;,i € I}, uma familia
de subgrupos de G) e M é um ZsG-mddulo, e cujos morfismos sao as aplicagoes

Y ((G,S={S,iel}),M)— (L,R=A{R;,j € J}),N) consistindo de
(a) um homomorfismo o : G — L,
(b) uma aplicagao m: I — J tal que o(S;) C Ry,
(¢) uma aplicagio ¢ : N — M tal que ¢(a(g).n) = g.¢(n), i.e., ¢ € um homomor-

fismo de ZoG-modulos via a.

entao existe (vide [4] Teorema 2.1), um homomorfismo  * : H*(L,R;N) —

H*(G,8; M) (induzido por 1), satisfazendo as sequintes condigoes:
e se v : ((G,S),M) — ((G,S),M) €é a aplicagio identidade, entao
v HY(G,8; M) — H*(G,S; M) é o homomorfismo identidade.

e Sey: ((G,8),M)— (L,R),N) e~v:((L,R),N) — ((K,O),P) sao homo-
morfismos, entdo (v o) =* o~*, de modo que H*((—,—); —) € um funtor

contravariante em C.

Um resultado similar vale para homologia relativa.

Teorema 2.3.1. (/10/, Proposicao 1.1, p.281 ou [12], Proposicio 2.5.6) Sejam (G,S)
um par grupo com S = (S;)ier € M um ZoG-mddulo. Entdo temos a sequinte sequéncia

exata longa

T’GSG
0 — HYG:M) — J[HS;M) = HY(G.SM) L HYGM) =
iel
TESG
= IH (S M) =
iel
que € natural no ZoG-mdédulo M e no par grupo (G,S).
Demonstracgao: Considere a seguinte sequéncia exata curta de ZsG-modulos
0— A -5 Zy(G)S) =5 Zy — 0 (2.1)

onde 7 é a aplicacao inclusao, € a aplicagao aumentacao usual ja definida.
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Note que Zg é Zy-livre, logo a sequéncia (6.3) cinde ([22], Exercicio 3.7), e como uma

consequencia desse fato temos que a seguinte sequéncia,
0 — Homg, (Zo, M) &> Homy, (Zo(G/S), M) 5> Homz, (A, M) — 0,  (2.2)

sendo  e#(f) = foe, paratodo f € Homg,(Zy, M), e i¥(g) = goi, para todo
g € Homgy,(Zy(G/8S), M), é também exata e cinde. Notemos que i#(g) = g|a : A — M
(a aplicagao restrigao).

Considere agora uma resolugao livre de Zs sobre ZyG

Fooeiesp, O 2 OB 7G-S T — 0

Como cada Z,G-médulo F), é livre, logo projetivo, pelo Teorema 1.4.6, temos que a

sequencia

0 — Homp,g(Fy, Homa, (Za, M)) s Homz,g(Fa, Homa, (Zo(G/S), M)) &
, Homg,(F,, Homz,(A, M)) — 0,
é uma sequéncia exata curta de ZyG-moddulos, para todo n, onde os homomorfismos
# e i;# sao tals que,
&7 (f)=c* o f, Vf € Homz,g(F,, Homz,(Zs, M)),
2';# (9) =i" o g, Vg € Homg,c(F,, Homgz,(Zs(G/S), M).

Obtemos entao a sequéncia exata curta de complexos de cocadeias,

induzidos ¢,

~# #
0 — Homg,q(F, Homg,(Zy, M)) ™ Homg,q(F, Homz,(Zy(G/S), M))
Phia
> Homg,q(F, Homgz,(A, M)) — 0,

mais precisamente, denotando, para todo n € Z, n > 0,
C™ = Homg,(F,, Homg,(Za, M)),

D" = Homg,c(F,, Homg,(Z2(G/S), M)) e

E™ = Homg,q(F,, Homz, (A, M)),
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obtemos o seguinte diagrama:

0 0 0
0 6(1) 1 5% 2
0 C C C
g g7 7
0 1 2
&9 85
0 DY D! D?
it i it
89 s}
0 E° E! E?
0 0 0

Assim a sequéncia exata curta de complexos de cocadeias

# B

00— DB E o (2.3)

onde C' = (C™) = (Homg,c(F,, Homg,(Zs, M))),
D= (Dn) = (H0m22g(Fn,HOmZQ<ZQ(G/8), M))) [§
E= (En) = (HomZQG(Fm HOmZQ(Aa M)))

induz, pelo Teorema 1.1.1, a seguinte sequéncia exata longa em cohomologia :
0 — H(Homz,o(F, Homz, (Zy, M))) < H(Homz,(F, Homz, (Z5(G/S), M))) =%

% HO(Homag,g(F, Homa, (A, M))) %> H'(Homa,o(F, Homz, (Zs, M))) — - - -

onde e, ([f]) = [E (/)] = [£¥ o f], f € H(Homz,c(F, Homz,c(Z, M))), iy([g]) =

n n

[i#(g)] = [i* o g], g € H*(Homg,q(F, Homz,(Zs(G/S), M))) e p" é o homomorfismo

n

conectante.

Observemos agora que

o H"(Homgz,c(F, Homz,(Zs, M))) :== H"(G; Homg, (Zs, M)),

o H"(Homz,(F, Homz,(Z(G/S), M))) := H"(G; Homgz,(Z2(G/S), M)) e
o H"(Homg,c(F, Homz,(A, M))) := H"(G; Homgz,(A, M)).

Deste modo, a sequéncia (2.4) equivale a seguinte sequéncia exata (de fato essa é a menos

de isomorfismo a sequéncia desejada):
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0

0 — HO(G; Homg, (Zo, M)) % HO(G; Homa, (Zo(G/S), M)) % HO(G; Homa, (A, M)) %

0

2 HY(G; Homg, (Zy, M)) — - -+ (2.5)
Temos ainda que

o

1. H"(G;Homgz,(Zo, M)) =~ H"(G;M), onde M £ Homg,(Zo, M) (vide 1.4.1 e

Corolério 2.2.1), sendo ¢* o homomorfismo induzido de .
2. H"(G; Homg,(A, M)) := H"™Y(G,S; M)

3. H"(G; Homy,(Z2(G/S), M)) 2 HH"(Si;M). Vamos exibir esse isomorfismo 7.

el
Temos
@
Homy,(Zo(G/S), M) = Homy, (@D Zo(G/S:), M) ~ ] Homz,(Z2(G/S:), M),
iel i€l
com

¢ : Homz, (@D 22(G/Si), M) — [] Homz,(Zo(G/Sk), M)

el kel

[ (foir)ker

sendo ji : Zo(G/Sk) — @ZQ(G/Si) a inclusdao. Assim temos:
iel
¢*
o H"(G;Homy,(Zo(G/S), M)) ~ H"(G; ][ Homz,(Z2(G/S;), M))
iel
onde ¢* é o homomorfismo induzido de ¢, isto é,

¢* - H"(G; Homy, (Zo(G/S), M)) — H"(G; H Homy, (Z4(G/S;), M))

[h] = ¢"([h]) = [¢ohl.

o H'(G; || Homz,(Z2(G/S:), M)) = ] H"(G; Homz,(Z2(G/S;), M)), com

1€l i€l

v HY(G; H Homg, (Zo(G/S;), M)) — HH"(G; Homg,(Z4(G/S;), M)),

f1 = (Ipio fl)ier

onde p; : HHomzz(Zg(G/Sk),M), — Homg,(Z2(G/S;), M) é a projecao.

kel

Considere agora as aplicagoes
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o Y« = (1;%);eq, onde

(i)ier : [ [ H'(G; Homg,(Zo(G/S:), M) — [ H"(G; Coind§ M)
el i€l

([fiier — (7 [fil)ier
com ;* a induzida do isomorfismo

Ui Homg,(Zo(G/Si), M) — C’OindgiM
fi — %’(fi),

sendo

i(fi) 1 oG — M
g — gfilg7'S).

o ™ = (m))ies : |[H"(G;Coind§, M) — [ H"(G; M), onde 77 é a induzida
i€l el
em cohomologia de

Tt Coindg M — M
fi = m(fi) = f£i(1)

sendo 1 € Z»,G

o (res;)ier, tal que

(Tesi)iGI:HH”(G; M) — HH"(SZ»;M)

i€l el

([fiD)ier = (Tesg([fi]))iel

Note que ¢*, v, ¥* e (res;)icr o (7))ier = (res; o w});er sdo isomorfismos (de fato
tem-se que res; o} é o isomorfismo de Shapiro) e portanto a composta
iel
[ H(G; Home, (Z2(G/S:), M) % T[ H(G; Coindg M) ™ T[ H(G; M) "2
iel iel iel
e | R
iel
¢ um isomorfismo, o qual denotaremos por simplesmente por 7 (ao invés de n™ ou

n*), ouseja, n = (res;)ic;o(n})icio*oyod*. Assim, H"(G; Homgz,(Zs(G/S), M)) L
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[T " (S: ).

el

De 1., 2., 3. e, considerando as aplicagoes dadas pelas composigoes (vide diagramas)

abaixo:  (res§)":=noeiop*, §i=iiont e J"li=g*opn

++——= H"(G; Homz,c(Z2, M)) = H™(G; Homg,q(Zo(G/S), M)) — - - -

4 )

resG n
H"(G;M) ,,( 3 B >HH Sva>

el

= H(G; Homz,o(Zo(GS), M) = H™(G; Homz, (A, M)) —

‘

[Tarssa. L (G )

iel

- —— H"(G; Homz,o(&, M) "~ H"(G; Homz,a(Zs, M) — -+

obtemos a sequéncia exata longa com os grupos de cohomologia desejados.
Verifiquemos que (noefop*) = (res$)", que denotaremos apenas por res§ é de

fato uma aplicacao “restri¢ao”, mais precisamente, coincide com a aplicagao abaixo:

HY(G; M) — [ H"(S5 M); ([£]) = (resi([fD)ier =" ([)ier,
para todo [f] € HZSEG; M), onde res; indica res§ .

De fato, seja [f] € H"(G; M). Temos que:

(noen o™ )([f]) = (moey)([po f]) = n([e” opo f]) = ((resi)icro(m})ierov oyod*)(([e¥ oo
) = ((resiiero(mf)icrov* o) ([poe# opo fl) = ((resi)iero (m} )ierov*)(([piopoc* oo
fier) = ((7"631')1'6107*)(([wiopioqﬁof#owof])ia) = (Tesi)iel(([Wio¢iopio¢o€#o¢of])ia) =
(resi([m; 01p;opiopoe™ oo f]))er.

Agora, para todo x € F, e i € I, tem-se:

(miotropiogoctopo f)(x) = (miowiopioestor)(f(x)) = (mowiopios) (# (p(f())) =
(mi0vi0pi0 @) (£ () 0€) = (m 0% 0p) ((F(2) 020 jihuer) = (ot (ol f(x)) 02 03:)) =
(Wi(p(f(x))oeeji))(1) = 1.(o(f(x))oe0 i) (1.5:) = ¢(f(x))(1) = f(x). Com isso teremos
[mioiopiogochopo f]l=|[f] eassim res;([m o;op opochopo f])=][f]. Dai,
segue que

(noeyo")f]l = ((resi)ier o (7} )ier o W* oy o ¢*) o g5 0 0*)([f]) = (resi([ms0opiodo
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e o po fl)ier = ([f])ier = resS([f]), como afirmado. [

Observagao 2.3.3. A aplicagio J : H' (G, S; Fr(G)) — HY(G; Fr(Q)) dada na sequéncia
exata longa (teorema anterior) serd denotada posteriormente, seguindo [17], por
res(GG’S) . HY(G,8; Fr(G)) — HYG; Fr(G)), e desempenhard papel importante no es-
tudo da obstrucao sing. E interessante observar que embora as notagoes res$ (utilizada na

(G.5)

sequéncia exata longa) e res sejam parecidas, elas nao indicam as mesmas aplicagoes,

uma vez que res§ . HY(G; M) — HHI(SZ-; M).

iel
O resultado seguinte nos mostra que o homomorfismo (ip)* da sequéncia exata longa

do par (G,S) é (a menos de isomorfismo) o homomorfismo restrigao

h: Homz,q(Z2(G/S),M) — Homg,a(A, M)
fo—= fla

Mais precisamente, temos:

Proposicao 2.3.1. O homomorfismo ® dada pela composi¢cao dos homomorfismos abaizo
Homyg,q(Zo(G/S), M) = (Homg,(Zy(G/S), M))¢ st H°(G, Homgz,(Zy(G/S), M)) N
B H(G,S: M) = HO(G: Homa, (A, M)) 5 (Homa, (A, M))E = Homa,(A, M)
¢ a aplicagao restrigao, isto € ®(f) = f|la, onde a e B sdo os isomorfismos como na
demonstracao da Proposi¢ao 2.1.2 e il € o homomorfismo da sequéncia exata longa (2.5)
do par (G,S).

Demonstracao: Seja f € Homy,q(Z2(G/S), M). Usando a “cara” dos homomorfis-

mos «, (3 e ify (dados em Proposigao 2.1.2; Teorema 2.3.1), e o fato que i : A — Zy(G/S)

é a inclusao, obtemos

a i .y . %/ B . i
F5e(pr) = ppoer>is(proe) =i* oppoe=e(iff opp) > (i o) (1) = (1) 0i =
foi= fla. n



CAPITULO 3

DUALIDADE DE POINCARE

Neste capitulo introduzimos o conceito de grupos e pares de dualidade. Um grupo de
dualidade de Poincaré é um grupo cuja homologia e cohomologia satisfazem relagoes de
dualidade anédlogas aquelas validas para variedades compactas. Esses grupos foram inves-
tigados, em vista de seus aspectos algébricos e topoldgicos, por Bieri [7] e Johnson e Wall
[14]. Posteriormente Bieri e Eckmann em [9] definiram um tipo mais geral de dualidade
(sobre Z) que inclui o anterior e em [8] Bieri estendeu esse conceito considerando grupos
de dualidade sobre um anel R qualquer, comutativo com unidade . Aqui consideraremos

apenas 0s casos em que R = 7Z ou Zs.

3.1 Grupos e Pares de Dualidade

Definicao 3.1.1. Um grupo G ¢ um grupo de dualidade de dimensdo n ou um D"-
grupo sobre R, se existir um RG-maodulo C' tal que para todo RG-mddulo M tivermos
isomorfismos

HY(G;M) ~ H, (G;C ®@r M)

para todo i € Z. Nesse caso C é denominado modulo dualizante.

Definicao 3.1.2. A dimensao cohomoldgica de G sobre R, denotada por cdgG, é

definida por

cdrG =inf{n| H*(G;—=) =0 para k >n,n € Z}
= sup{n | H"(G; M) # 0 para algum RG-mddulo M}.

47
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Se nao existir tal inteiro, nds consideramos cdrG = .

Observacao 3.1.1. 1. Note que cdrG > 0, pois existe M = R (R visto como RG-
mddulo trivial) tal que H'(G; R) ~ R # 0.

2. Se ewmiste uma resolucdo projetiva de R sobre RG de comprimento finito entao

cdrG < n.

Proposicao 3.1.1. (/9], Proposicio 1.2, p.106) Se G é um grupo de dualidade de di-

mensao n sobre R com mddulo dualizante C entao:
(1) C#0;
(i) C ~ H"(G; RG);

(#i) n = cdrG. ]

Definicao 3.1.3. Se G for um D™-grupo com mdodulo dualizante isomorfo C' a R entdo
G ¢ chamado grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n ou um PD™-grupo
(sobre R). Quando G ~ 7 sabemos que hd duas agoes possiveis de G sobre C a trivial e
a dada por g.x = —x. Se a agao € trivial dizemos que G é um PD"™-grupo orientdvel,

caso contrdario o PD"-grupo € dito nao orientdvel.

Observacao 3.1.2. 1. Se C' >~ 7y, a unica G-ag¢ao sobre C' € a trivial e assim, sobre

Zo, G € um PD"™-grupo orientdvel.

2. G é um PD™-grupo sobre Zy se H'(G; M) ~ H,_;(G; M), para todo inteiro i, e todo
ZoG-modulo M.

3. Se G € grupo de dualidade sobre Z de dimensao n com maodulo dualizante C' entdao

G ¢ um grupo de dualidade de dimensao n sobre Zy com modulo dualizante C' QyzZs.

O resultado seguinte nos da exemplos de grupos de dualidade sobre Z e consequente-

mente sobre Zs.

Teorema 3.1.1. ([13], Teorema V.1.1, p.135) Seja G um grupo. Se existe uma variedade
asférica X fechada (compacta e sem bordo) de dimensdo n com m(X) = G entdo G é um

grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n sobre Zi e consequentemente sobre Zo. ®
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Exemplo 3.1.1. G = m(T") ~ Z", onde T" = S x S* x ... x S* € o toro n dimensional,

n > 1, sao exemplos de PD"™-grupos sobre Z e Z.

Definig¢ao 3.1.4. Um par grupo (G,S) é chamado par de dualidade de dimensio n ou
D"-par (sobre R =7 ou Zs) se existirem um RG-mddulo C' e isomorfismos,
H{(G;M)~H, ;(G,S;Cr M) e
HY(G,8;M)~H, (G;C®r M),

para todo inteiro i > 1, e todo RG-maddulo M .

Definigao 3.1.5. Se C ~ R, como grupo abeliano, o par grupo (G,S) € chamado par de

dualidade de Poincaré de dimensao n ou PD"-par.

Observacgao 3.1.3. 1. Como para grupos de dualidade, se C ~ 7 diz-se quem um
PD"-par € orientdvel (sobre Z), se a G-a¢ao sobre C ~ 7 € trivial, e é PD"-par

nao orientdvel, caso contrdrio.

2. Se C ~ Zy, (G,S) € um PD"-par sobre Zy (orientdvel) se existir isomorfismos

naturais, H(G; M) ~ H,_;(G,8; M) e H'(G,8; M)~ H, ;(G; M).

Exemplo 3.1.2. Considere G = (t)P(s) ~ ZPZ e S = (t*) P(s) ~ 2ZPZ. FEntao
(G,{S}) é um PD3-par sobre Z,. De fato, temos que G/S = {(1,1), (t,1)} "% {1,T} ~
Zy. Considerando a aplicagdo aumentagdo, € : Zo(G/S) — Zg, temos que Zs(G/S) =~
Zo({1,T}) = {2l + yT; 2,y € Zy} = {0,1,T,1+ T}. Por outro lado, £(0) = 0,e(1) =
Le(T)=1ec(1+T)=c(1)+e(T) =1+1=0, de modo que A = ker(c) = {0,1+T} ~
Zy. Com isso temos que Homz,(A, M) ~ M e A ®z, M ~ M. Como G é PD?-grupo,
visto que G ~ m(T?), obtemos Hz (G, S, M) := H3_;_1(G; A ®z, M) = Hy 4(G; M) =~
HMG; M) e HYG,8, M) := H*'(G; Homy, (A, M)) = H*'(G; M) ~ Hs 4(G; M),
donde segque que (G,S) é um PD3 — par.

Definigao 3.1.6. Um par grupo (G,S), S = (S;)icr, € realizado topologicamente
por um par Eilenberg-MacLane (X,Y) e K(G,S8,1), se X é um K(G,1) complexo
celular (isto €, um complexo celular, com X conero, m(X) = G e m;(X) =0, Vj > 2)
eY é um subcomplexo cujas componentes conexas Y;,i € I, sao K(S;,1) complezos, de
tal modo que as aplicagoes i* : m(Y;) — m(X), induzidas da inclusio i : Y; — X,
sao injetivas e levam cada m(Y;) em S;, depois de uma conveniente escolha de caminhos

conectados por pontos bases.
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Teorema 3.1.2. ([/10], Teorema 6.3) Se (G,S), S = (S;), i = 1,...,r, € realizado topo-
logicamente por um par Eleinberg-MacLane (X,Y), onde X € uma variedade orientdvel,

compacta, de dimensaon eY = 0X (Y = U Y:, Y componentes conezxas e Y; = K(S;, 1))
i=1
entao (G,S) € um PD™-par orientdvel sobre Z (e portanto sobre Zs). n

Exemplo 3.1.3. Seja X = T? — D (o toro menos um disco aberto), = 0X, G =
m(X) ~{(a)* (b)) ~Z+Z eSS = {S}, onde S = m(Y) ~ {aba"'b"') ~ Z. Temos que
(X,Y) é um par de Eleinberg-MacLane realizando (G,S) e, como X € uma variedade de
dimensdo 2, com bordo, compacta, orientdvel e Y = 0X, seque que (G,S) é um PD?-par

sobre R =7 ou Zs.

Observacao 3.1.4. Se (G,S) é um D"-par entao a familia S € finita como mostra o

resultado sequinte.

Teorema 3.1.3. ([10], Teorema 4.2) Seja (G,S), S = (Si)icr # 0, um D"-par com

maodulo dualizante C'. Entao
(1) G é um D" -grupo com mddulo dualizante A ®gz, C' (com a G-agdo diagonal).
(i) S € uma familia finita de subgrupos.

(1ii) Cada S; é um D" -grupo com mddulo dualizante C' (considerado como ZS;-mddulo

por restricdo). n

Observacao 3.1.5. Note que (i) € facilmente obtido para todo ZoG-mddulo M, pois:
(G,S) D"-par com médulo dualizante C = H'(G;M) ~ H, (G,S;C ®z, M) def.
H, 1 i(G;A®z, (C®z, M) = H, 1 (G; (A®z,C)®z, M) = G é um D" *-grupo com

modulo dualizante A ®z, C.
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Coroldrio 3.1.1. Se (G,S) é um PD"-par entio cada S; € S é um PD" ' -grupo. n



CAPITULO 4

O ZsG-MODULO F(G) E PARES DE
DUALIDADE DE POINCARE

Como vimos no Exemplo 1.2.1, dado um grupo G, podemos dar a P(G) uma estrutura
de ZyG-médulo. Denotemos por F(G) o ZyG-submédulo de P(G) formando por todos
os subconjuntos finitos de G, ou seja, F(G) = {A € P(G) ; A é finito }. Neste capitulo
apresentamos algumas propriedades do Z,G-mdédulo P(G) e do ZyG-submédulo Fr(G) =
{A e P(G); ACFT, para algum F € F(G)} de P(G), onde T um subgrupo de G.
Dentre elas, destacaremos que Fr(G) ~ Ind%(P(T)), e que Fr(G) = Fs(G), sendo
S um outro subgrupo de G se, e somente se S e T sao comensuraveis. Finalizamos o
capitulo com uma importante caracterizacao dos PD"-pares (G, S), cuja demonstragao
usa 0 ZsG-médulo Fr(G). As referéncias principais para os resultados apresentados aqui
sao [16] e [17]. Sendo que os resultados para pares (G,S) estdo em [17]. Observamos
que em [16] e [17], os autores trabalham com Z,G-médulos a direita, no entanto, em
nosso tratamento, consideramos Z,G-modulos a esquerda, uma vez que as referéncias
utilizadas para cohomologia de grupos ([11] e [10]) e para grupos e pares de dualidade
([8] e [10]) consideram ZsG-médulos a esquerda. Conforme ja observamos, todo ZyG-
modulo a esquerda é um ZsG-mdédulo a direita (e reciprocamente), e portanto é indiferente

trabalharmos com ZyG-médulos & esquerda ou a direita (desde que sejamos coerente).

4.1 F7r(G) e Comensurabilidade

Iniciamos essa se¢ao mostrando que P(G) ~ Coz’nd?l}Zg (0 ZoG-mbdulo coinduzido, ver
Capitulo 2 § 2.1.2).
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Proposicao 4.1.1. Sejam G um grupo. Entao ZoG := Coind?l}Zg = Homgy,(ZoG,Zs) =~
P(G) como ZyG-mddulos. Além disso, o ZoG-submddulo ZoG de ZsG € levado por este
isomorfismo em F(G).

Demonstragao: Seja

p:ZyG = Coz’nd{Gl}Zg — P(G)
fo= p(f)=A45; A ={9€G;flg7) =1L}

Temos que:

1. p estd bem definida, pois:

Vfhe€ZG, f=h= f(g7') = h(g™'), V g € ZyG. Assim, para todo g € Z»G,
flg7)y=1<h(g7') =1. Logo, Ay = Ay.

2. p é um homomorfismo de grupos.

De fato, mostremos que p(f + h) = p(f) + p(h) e p(¢'.f) = ¢ .p(f).

cgep(fth)egedme (f+h)lg)=1€lys flg7)+h(g™)=1%
flg7h) =1leh(g7) =0ou fg7') =0eh(g™) =1 & g€ AyN(A)° ou
ge(Ap) NAy & geAp+ Ay g€ p(f) + plh).

cegegdp(f)y=9€gd Ay =>g=4g.a comac Ay = galt=¢g =a'l=

glg = [l = f7he) "B = fe ) TR g lg) = 1= g

Ags = g € plg.f). Agorag € p(g.f) = g€ Agy= (¢ f)lg7") =1=
flgrd)=1=>¢ ' g=acAy=g=ga,coma€ Ay =geg.Af=gc

g .p(f)

3. Considere

Y :P(G) — Homg,(ZsG,Zs)
-1
A~ w<A>::fA;fA<g)={1’ g €A

0, seg'¢A

Temos que ¢ estd bem definida e é uma inversa para p, pois

oV f € G, (¥op)f) = v(p(f)) = Y(Ay) = fa,. Sendo que, para todo

1 -1¢c 4 1 =1
g€ LG, falg) =3 Y S e g = 0’ 22;820

0, seg'¢A;.
fa;(9) = f(9)
Logo, (¢ 0 p)(f) = f.
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e VAcP(G), (pop)(A) = p((A) = p(fa) = Apy ={9€G; falg™") =1} =
{971 €G; falg) =1} = A (pois falg) =1 & g~ ' € A).

Assim, p é um ZyG-isomorfismo e portanto Z,G ~ P(G).
Agora, definamos

_ -1
17 s€ g - g I
0, caso contrario.

e teremos que:

(i) ¢ é aplicagao de ZyG-médulos, pois

1, seg=I(g9) "' =9"9"
©(90-9')(9) = L
0, caso contrario.
e
1, seggp=9"eg=9"9"
(90-0(9")(9) = { .
0, caso contrario.

Logo, ¢(g09') = go-2(9)-
(i) ¢ é um ZsG-monomorfismo.

De fato, sejam u = 1.g; + -+ 1.g;, v’ = 1.hy + -+ + 1.h, € ZyG tais que u # u'.
Entao existe pelo menos um indice i tal que g; # h; para todo j (ou h; # g;, V j).
Dali,
90( )(gi7h) = (Lp(g)++1p(g))(g:7") = L. w(gl)(g D Lo(g) (g )+
( )( =1le ( Nogi™) = (Lp(hn) + -+ + Lp(he))(g71) = Lp(ha)(g:7") +
(b)) =

p(u) # p(u).

Analogamente, se h; # g;, V j, obtém-se p(u) # o(u').

Portanto,

(1ii) p(p(Z2G)) = F(G).
Com efeito, seja A € p(p(Z2G)). Entao, A = p(p(z)), x € ZsG. Agora, x € ZoG
implica que * = 1l.g1 +---+ 1.g;, com 1 € Zy, g; € G e g; # g;. Dal, p(z) =
plgi)(g) =1, seg=g",
2(9:)(9) =0, seg#g"
Logo, A = p(e(x)) = {g € G;(x)(97") = 1} = {g1,- -+, 9:}, ou scja, A € F(G).
Reciprocamente, seja A = {g1,---,q} € F(G). Podemos tomar
r = lg + -+ lLg, ¢ € ZG e dai, p(x) € p(ZyG). Como p(p(x)) =
{9€Go()(g7") =1} ={g1,-- ,9:} = A, temos que A € p(p(Z:G)).

L.o(g1) + -+ + L.p(g:) sendo que {
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De (1), (ii) segue que podemos identificar ZoG com p(ZoG) C ZoG e assim, ZoG pode
ser considerado um ZyG-submédulo de ZyG. Agora de (7ii) segue que esse submédulo é

levado pelo isomorfismo p em F(G). ]

Exemplo 4.1.1. (Aplicagao do Lema de Shapiro) Sejam G um grupo e P(G) o conjunto
das partes de G. Vimos, na Proposicao anterior que P(G) ~ Coz’ndﬁ}Zg. Logo,

; : apiro ) Z R se1 = 0,
HI(G;P(G)) ~ HY(G; CoindC,Z,) 2" Hi({1};Z)~{ .
0, ser>1.

Definicao 4.1.1. ([16], p.425) Um elemento A € P(G) € chamado de T-finito se existe
um subconjunto finito F' de G tal que A C F.T. O conjunto de todos os subconjuntos
T-finitos de G é um ZsG-submddulo de P(G) denotado por Fr(G). Um subconjunto de

G cujo complementar é T-finito é chamado de T'-cofinito.
Observagao 4.1.1. Sejam G um grupo e T" um subgrupo de G
(a) Se T € finito entao Fr(G) = F(G).
(b) Se T=G entao Fr(G) = P(G).
Vamos mostrar que Fr(G) € um mddulo induzido.

Lema 4.1.1. Se T ¢é um subgrupo de G entao Fr(G) =~ Ind$ZsT ~ ZoG 7,7 P(T) como

ZioG-modulo, sendo ZoT = C’omd{Tl}ZQ.

Demonstracao: Considere as seguintes aplicagoes:
IndSZ,T % CoindSZ,T % 7nG % P(G)
com v e v as ZsG-aplicagoes dadas, respectivamente, por:

= (99') f, segg €T
W' ® flg) = .
0, caso contrario

v(f)(g) = f'(9)(1),V g € G,V f' € Coind$Z,T, sendo 1 € Z,T.

Visto que ¥ é um monomorfismo e v é um isomorfismo ([11], Proposigao I11.5.9), pode-

, Vg’@fé]nd%ZZT,‘v’geG,e

mos ver Ind$Z,T como um ZyG-submédulo de ZyG o qual é ZyG-isomorfo (via p) ao
ZyG-submédulo (povod)(Ind$Z,T) de P(G). Para concluir a demonstragao ¢ suficiente
verificar que (p o v 0 9)(Ind$Z,T) = Fr(G). Essa igualdade segue dos seguintes fatos:
(1) BeFr(G)<= B=gToU...UgTIy,comg G T,CTekeclN.

(2) Considere o ZyT-isomorfismo p : ZyT — P(T) e a aplicagdo injetiva j : ZoT — ZoG

tal que ](]?) — f com f(g) = flg), segeT

.. Temos o diagrama comutativo:
0, caso contrario
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(3) Se go ® fo é um gerador de Ind$7,T, e g € G,

[(97"90) - fol(1) = fo(g™" 90), se g~'go €T,
0, caso contrario.

(vod)(go @ fo)(g™") = {
Portanto, (povod)(go® fo) ={g €G: Wod)(go® fo)lg ) =1} ={9€G; g'go €
Tefollgo'e)™) =1 ={9€G; glgenfo)l ={9€G; glg=1tepnfo)l=
{got ; t € p(fo)}, ou seja,~(p ovo 191(90 ® fo)) = go?:o € FrG com Ty = p(fy) C T. Mais
geralmente, se = gy @ fo + 1 @ f1 +... + g ® fr € IndSZ,T entdo (povod)(z) =
goToU...Ug Ty € Fr(QG) comTi:ﬁ(fi) C T parai=0,..., k.

(4) Dado B = goTo U ... U gT) € Fr(G), B = (povod)(go® (p) " (To) + ...+ gr ®
(0) (1) € (po v o 0)(IndSZ:T). .

Observagao 4.1.2. (i) Para um subconjunto B de G, seja [B]={H C G ; B+ H €
Fr(G)} o conjunto de todos os subconjuntos de G cuja diferenca simétrica com

B é um conjunto T-finito. O conjunto {[B] ; B C G} pode ser identificado com

ZoG P(G) /
— = e para cada B € P(G), a classe |B| = B+ Fr(G) € um
70G @nyr ZoT  Fr(G) 7 (@) [B] (G)

elemento do espaco quociente. Este espaco € um ZoG-modulo, com a G-ag¢ao dada

por g[B] = [¢B].
) . ) (G)
(i1) Obviamente [B] € o elemento neutro de ) e [G] = [0 & G € Fr(G) &

T
(G :T] < 00. Assim, quando [G : T) = oo, [0] e [G] sdo dois elementos distintos do
: P(G)
t .
espago quociente (0

Definicao 4.1.2. Sejam G um grupo e T um subgrupo de G. Um subconjunto B de G é
T-quase invariante se B+ gB € Fr(G) para todo g € G. E usual denotar (vide [18]
e [6])

Ar(G):={BCG; B+gBe Fr(G), ¥V geG}.

Observacao 4.1.3. (i) Fr(G) C Ar(G). De fato, se B € Fr(G), entdo existe F' C
G, F finito, tal que B C FT. Deste modo, supondo F = {g1,---,gx} temos
FT =A{g1,-- ,q.}T e gB C gFT = {901, - ,99x}T € Fr(G) assim gB + B €
Fr(G),Yg € G, e portanto B € Ar(G).
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., PG) ¢ Ar(G)
(41) (]:T(G))G = F(0) De fato,
(b = Bl € 25 glB] = [B)vg € C)
— (Ble £ s laB) = [Blvg € G)
= {[B] e 2@) . 9B+ Fr(G) = B+ Fr(G),Vg € G}
= {[B] € 2(@) ; gB+ B € Fr(G),Vg € G} = J;;Egg

Definicao 4.1.3. Dizemos que dois subgrupos S e T de G sdo comensurdveis se

[S:SNT)<oce[T:TNS| < o0.
Exemplo 4.1.2. (i) Obviamente, todo subgrupo é comensurdvel a ele mesmo.

(i) Se S e T sao subgrupos de G com T C S e[S :T] < oo entdo S e T sio comen-

Surdaveis.

Observagao 4.1.4. 1. O conjunto de todos os g € G tal que T €é comensurdvel a

T9 = gTg™ ' serd denotado por Comg(T).

2. Usaremos a notacdo S ~ T para dizer que um conjugado S9 = gSg=' de S €
comensurdvel a T, ou seja, [S9 : SINT] < o0 e [T : S9NT] < oo, para algum
g € G. Assim S = T se, para todo g € G, T e S9 nao sao comensurdveis, isto €,

[S9:89NT) =00 ou[T:59NT] =00

Um fato interessante é que o médulo ZoG ®gz,r ZoT ~ Fr(G) permanece inalterado
se T' é substituido por qualquer subgrupo comensuravel com 7', conforme veremos na

Proposicao 4.1.3.

Proposigao 4.1.2. Se T é um subgrupo de S com [S: T] < oo entao Fr(G) = Fs(Q).

Demonstracao: Temos que Fr(G) = {X € G ; X C F.T, com F finito } =
{XCG; XCqTU...Ug,T} (para certos elementos gy, ..., g, de G). Mas obviamente
XCqyTu...Ug,TCnSU...Ug,S,seT C S. Portanto, Fr(G) C Fs(G).

Para provar a outra inclusdo, suponhamos que [S : T] = k, com isso teremos S =
$1TU...UsT, com {s1T,...,s;T} classes laterais distintas. Deste modo X € Fg(G) =
XCFS=F(s1iTU...UsT)=F.s;TU... UF.5,T = (F.s;U...UF.s;).T = ﬁ.T, onde
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F = F.s1U...UF.s é finito, pois é a uniao finita de conjuntos finitos. Logo, X € Fr(G)

e com isso podemos concluir que Fr(G) = Fs(G). ]

Proposicao 4.1.3. Sejam S e T dois subgrupos comensurdveis de G. Entao S e T sao

comensurdveis se, e somente se Fg(G) = Fr(G).

Demonstracao: (=) Como S e T sado comensuraveis temos que [S : SNT| < 0o e
[T : SNT] < oo. Pela proposicao anterior segue que Fs(G) = Fsnr(G) = Fr(G).

(<) Suponhamos Fgs(G) = Fr(G). Se S ndo é comensurdavel com 7T entdo
[S:TNS]=o00ou[T:TNS|=o0. Suponhamos, por exemplo, que [S: T N S| =00 e
seja {sq ; o € J}, com J infinito, um conjunto de representantes para as classes laterais
a esquerda de SN T em S. Assim § = Usa(SﬂT). Seja Sy = {sa ; a € I} C S.

acJ
Obviamente S; é S-finito em G, isto é, S; € Fg(G), pois S; C S C {1}S. Afirmamos,

entretanto, que S; € Fr(G) e portanto Fs(G) # Fr(G), o que contradiz a hipétese.
De fato, se S1 C /T U ... U gT, g; € G, como S; ¢ finito, existem s,,s3 € 51 com
Sa 7 Sp € Sa,Sp € ¢;T (a0 mesmo ¢;T). Assim s, = git, € Sg = gitg, com t,,tg € T. Dal
Satg' = spty' e sgs,' =tgt,! € TNS. Consequentemente so(T'NS) = s3(SNT), 0 que

contradiz a escolha dos s,’s. [ |

4.2 Fr(G) e PD"-pares (G,S)

Nesta secao veremos quais sao os tipos de PD"-pares sobre Zy e mais alguns resultados
envolvendo o ZyG-médulo Fr(G).

Proposigao 4.2.1. ([17], Lema 2.1) Seja (G,S) um par grupo. Se (G,S) é um PD"-par
e T é um PD" '-subgrupo de G entio H'(G,S; Fr(Q)) ~ Z,.

Demonstragao: Do fato de G ser um PD"-par segue que

HYG,S; Fr(G)) ~ H, 1(G;Fr(G)). Por outro lado temos, pelo Lema 4.1.1, que
Fr(G) = ZsG@0,7P(T) = IndSP(T). Dai, Hy (G Fr(GQ)) = Hy 1 (G; Ind$P(T)) *'L"
T:PD"~ 1 —subg. Shapiro

H, (T;P(T)) r~ H(T;P(T)) ~ H(T; C’oz’nd{Tl}ZQ) ~  HY({1};Z,) =

(ZQ){l} = Z2. |

Exemplo 4.2.1. Se (G,S) é o PD3-par do Exemplo 3.1.2 ¢ T é um PD?-subgrupo
de G, ou (G,8) é o PD?*-par do Exemplo 3.1.3 ¢ T é um PD'-subgrupo de G, entdo
HYG,S; Fr(G)) = Zs.

Vejamos agora mais detalhadamente quais sao os tipos de PD"-pares sobre Zj.
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Proposigao 4.2.2. ([17], Lema 2.2) Seja (G,S) um PD™-par com S = (S;)icr # 0 e

I =A{1,...,k}, entao uma das sequintes afirmagoes é verdadeira.
(1) G é um PD" '-grupo e S consiste de apenas um grupo S com |G : S] = 2.
(11) G é um PD"'-grupo e S consiste de duas cdpias de G.

(ii) [G: S] =00, Comg(S) =S8 e S =T, para todo S #T € S.

Demonstracao: Como (G,S) é um PD"-par, segue do Teorema 3.1.3 e do Corolario
3.1.1 que G é um D" -grupo com médulo dualizante A e todo S € S é um PD" -grupo.
Logo, se T € S, da Proposicao 4.2.1 tem-se que H'(G, S; Fr(Q)) =~ Z,.

Para (i) e (ii) suponhamos que exista 7" € S tal que [G : T] < oo e considere a
sequéncia exata longa para o par (G,S) com coeficientes em Fr(G),

0 — HG; Fr(G)) — H'(8; Fr(G)) — HY(G, 8 Fr(G)) — HY(G; Fr(G)) — -

Sabemos que, Fr(G) =~ ZyG ®z,r P(T) = Ind$P(T) = Coind$P(T), pois
G : T] < 0o0. Dai

HO(G: Fr(@)) =~ HY(G; CoindSP(T)) 2" HO(T; P(T)) ‘%' Z,,

Shapiro 4.1.1
~ = 0.

HYG; Fr(GQ)) ~ HYG; Coind$P(T)) "~  HYT;P(T))

Com isso temos a seguinte sequéncia exata curta:

0 — Zy — H*S; Fr(G)) — Zy — 0 (4.1)

Como Zsy é Zs-livre, temos que (4.1) cinde e consequentemente teremos
H(S; Fr(G)) ~ Zy P Zo. (4.2)

Agora H'(S, Fr(G)) = [[ H'(S:, Fr(G)) "2 @) HO(S,, Fr(@)), e ainda HO(S, Fr(G)) =
il i€l
(Fr(@))% = (Coz’nd{Gl}Zg)Si = (Homgz,(ZsG, 7)) = Homgz,s,(Z2G, Zs), e
Homg,s,(ZoG, Zs) ~ Homg,(Z2(G/S;), Zs), com Zs(G/S;) o Ze-mébdulo livre gerado pe-
[G:Si]
las classes ¢5;, ou seja, Zo(G/S;) ~ @ (Zy);, onde (Zs); = Zs, para todo j.
j=1
Logo,
[G:S;] [G:S;]
H°(S;; Fr(Q)) ~ Homg,(Zo(G/S;), 7o) ~ HomZQ(@ (Z3);,Zs) ~ H Homg,((Zs), Zs) ~
=1 =1
[G:S;] ’ !
H (Zs);. Deste modo, H°(S;; Fr(G)) contém pelo menos uma cépia de Zs, visto que
j=1
G : S;] > 1, e de (4.2) concluimos que a familia S tem no maximo dois elementos, isto ¢,
k=I]=|S| <2
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Se k = 1, teremos S = {S}. Logo, Zs@PZy = H(S; Fr(G)) = H°(S; Fr(GQ))
[G:S;]

@ (Zs); e isso implica em [G : S] = 2 (e necessariamente S = T, o subgrupo inicial).

12

j=1
Se k =2, temos § = {51, 52} (um deles obviamente igual a T'). Dai temos Zq € Zo =
2

N

H(S; Fr(G)) =~ @HO(Si;FT(G)), donde segue que, para cada i € {1,2},
i=1

[G:S;] [G:S;]
Zo ~ HO(S;; Fr(G)) ~ @ HO(S;; Fr(G)) ~ @ Zs, € portanto [G : S;] = 1, e as-
j=1 j=1

sim S; = G, para cada i € {1,2}. Com isso temos (i) e (i) (Notemos que nesses dois
casos G é um PD" l-grupo, isso segue de [8], Teorema 9.9, p.157, usando que G é um
D" 1-grupo (logo nio tem Zy- tor¢ao), T ¢ um PD" '-grupo e [G : T] < 00).

Observemos que da demonstragdo de (i) e (ii) apresentada, segue que “se S tem
subgrupo de indice finito em G entao § nao tera nenhum subgrupo de indice infinito”.
(i71) Suponha agora que todo T' € S tem indice infinito em G, entao HY(G; Fr(G)) =
(Fr(G)¢ = (Ind$P(T))“ P27 Logo a sequéncia exata longa para o par (G,S)
com coeficientes em Fr(G) tem a forma

0— HYS; Fr(GQ)) — HYG, S; Fr(Q)) — H'(S; Fr(G)) — ...

de modo que podemos ver H°(S;Fr(G)) = @(fT(G))S" como um submédulo de
HYG,S; Fr(G)) ~ Zsy. Seja S € S. “

e Afirmamos que um elemento Sg € (Fr(G))° se, e somente se g~1Sg é T-finito, isto

é, existe I’ C @G, finito tal que g71Sg C F.T.

Com efeito, suponhamos que Sg € (Fr(G))°. Entdao Sg € Fr(G) e sSg = Sg, para
todos € S. Dai g7'Sg C ¢~ 'F\.T = F5,.T, com F, e F5, = g_ F; subconjuntos finitos
de G. Reciprocamente, se g~1Sg C F3T, com Fj finito, entao Sg C gF3. T = F},.T €
Fr(G) e claramente sSg = Sg, para todo s € S, de modo que Sg € (Fr(G))>.

e Afirmamos ainda que H°(S; Fr(GQ)) = (Fr(G))° s6 tem elementos deste tipo, isto
é, (Fr(G))? é gerado pelos elementos Sg, g € G que sao T-finitos.

De fato, dado A € (Fr(G))° tem-se A C F.T, com F finito e sA = A, para todo

s € S. Consequentemente SA = A, assim A = U Sg.
geA

Sejam g¢; € A, j € J, elementos tais que Sg; # Sg; se g; # g; (representantes para
as classes laterais). Entao A = U Sg; e a soma (dado pela diferenca simétrica)
jeJ
Sgi + Sg; = (Sg: U Sg;) — (S9: N Sg;) = Sg: U Sgj.
e Agora, claramente Sg € (Fr(G))" para S =T e g € T, ou seja, T € (Fr(G))T =
{0, T} =~ Zy e (Fr(G))° = {0} se S # T, pois supondo por exemplo S; =T € S

temos
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H'(S;P(G)) ~ @ H'(Si; Fr(G)) = (Fr(G) P P (Fr(G)%)

i€l 1€l,i>2

que é um submdédulo de HY(G, S; Fr(G)) ~ Zs.

e Verifiquemos que Comg(S) = 5, para todo S € §. Claramente S C Comg(S) e, se
g € Comg(S), entao [S9: SN S <ooe[S:S5NSY < oo, onde SY = gSg~'. Dali,
k

S9=gSg ' =u (SNSY)U...Uup(SNSY) C UuiS =F.S,com F ={uy,...,ux}
i=1
finito um conjunto de representantes das classes laterais a esquerda de S N SY em

S. Assim gSg~! é S-finito e Sg! € (Fs(G))® = {0,S}. Dai Sg~! = S, de modo
que g € S e portanto Comg(S) = S.

e Finalmente mostremos que S = T se S # T.
Suponhamos por absurdo que S ~ T e S # T. Entao existe g € G tal que S9 é
comensurdvel com T, ou seja, [T : SYNT| < oo e [S9:59NT] < co. De modo
similar ao raciocinio anterior, obtemos S = v (S NT)U ... Uv. (S NT) = F.T,
onde v; € 89,4 =1,...,r sdo representantes para as classes laterais de SY9 N7T em
S9. Dai Sg € (Fr(G))® = {0}, se S # T, o que é uma contradigao. ]

Observacao 4.2.1. O resultado anterior também foi demonstrado em [5] para D"-pares

usando uma outra técnica.



CAPITULO 5

DECOMPOSICAO DE GRUPOS E
INVARIANTES

Neste capitulo apresentamos o conceito de decomposicao de grupos, alguns exemplos, e

resultados envolvendo os invariantes e(G) e e(G, S) estudados em [25] e [24].

5.1 Decomposicao de Grupos

Definig¢ao 5.1.1. Dizemos que um grupo G € definido por geradores X = {x;}; e relagoes
F

R={r; =1}, se G ~ T onde F' é um grupo livre gerado por X e H é o menor subgrupo

normal de F' gerado por {r;}. Neste caso dizemos que (X; R) € uma apresentacdo de

G.

Definicao 5.1.2. Sejam H e K grupos, com apresentacoes H = (X1;R1) e K =
(Xo; Ro) . Considere S um subgrupo de H e T um subgrupo de K, e suponhamos que
S e T sao isomorfos via 0 : S = T. Entdo o produto livre amalgamado de H
e K em S ~T, ouo produto livre de H e¢ K amalgamado em S, é definido
por G = H xg K :=< X1, Xs; R, Ry, s =0(s),Vs € S >. Se S ={1} entdio HxsK ¢€

chamado de produto livre de H e K e é denotado simplesmente por H x K.

Exemplo 5.1.1. Consideremos H = (a) ~7Z e K = (b) ~ Z. Entao o produto livre de H
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e K ¢ o grupo livre com dois geradores:
Hx K= (a)*(b) = (a,b) ~Zx*Z.

Exemplo 5.1.2. Sejam H = (x ; 22 =1) ~Zy e K = (y ; y* = 1) ~ Zy. Entio G =

HxK = {x,y; 2> =y?> =1) =~ Zy * Zy. G é chamado grupo diedral infinito.

Exemplo 5.1.3. Sejam H = {a1)* (b)) = {a1,b; ; 0), K = {as)*(by) = (as,by ; 0), S} =
<albla1_1b1_1> e Sy = <b2a2b2_1a2_1>. Entdo, considerando o isomorfismo

oS, — S definido por o (alblaflbfl) = bgagbglagl, temos que

H*SK = <a1,b1,a2,b2 ) alblaflbfl = bga2b51a2_1>

= <CZ1, b17a2>l72 ; alblal_lbl_l&gbgaglbz_l = 1> X

Defini¢ao 5.1.3. Seja H um grupo com apresentacio H = (X; ; Ry). Se S, T sao
subgrupos de H com um dado isomorfismo 6 : S — T entdo o HNN -grupo ou HN N -
extens@o Hxggy sobre o grupo base H (subgrupo associado a S), com respeito a 0 e letra
estdvel p, € definido por: Hxgg = (X1,p ; Ri,p 'sp=0(s), Vs € S).
Exemplo 5.1.4. Se H = {1}, S =T = {1} e 0 = idpy entao {1}y = Hxgy =
(Lp; p'lp=1)=(Lp) =(p) =L
Exemplo 5.1.5. Seja H = (z,y; zy=yx?). Se H = S = (z) e T = (2?) entdo
G = Sxg4, com y como letra estdvel e o isomorfismo 0 : S — T dado por 0(z) = z*.
De fato, Sxsg = (z,y; y'sy=~0(s), Vs € S)
=(r,y; sy=ys’,Vs € S) = (x,y; ay =ya®) =G
Exemplo 5.1.6. Seja G =Z ® Z = {(a) ® (b) = (a,b ; ab=ba). Sejam G; = S = 5" =
(a), 8=id:S— S e considere b como letra estavel. Entao G = S *gy .
De fato, Sxsg = {a,b; b~'sb=0(s), Vs € 95)
={a,b; b lab=10(a

= {(a,b; ab="ba) =G
Em outras palavras, Z & 7 = Lz, q.

~—

:a)

~

Observacao 5.1.1. Podemos dar wuma interpretacao geométrica para os grupos dos Exem-

plos 5.1.3 € 5.1.6

(i) O grupo HxsK dado no Exemplo 5.1.3 € o grupo fundamental da soma conexa de

2 toros. Isto seque do Teorema de Van-Kampen ([11], Teorema I11.7.2 ou [19], IV,
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5.3), considerando X1, Xo e Y = X1 N Xy como na figura abaizo, e H = m(X),
K = 7T1(X2), S == 71'1(8X1) el = 7T1(6X2).

(i) Para o Exemplo 5.1.6, considere X o Toro, e X, e Xy como sendo os subespagos de
X representados na figura pelos caminhos fechados a e b, respectivamente. Sejam
a = [a] e B = [b] (classes de homotopia). Temos que S = m(X;) =< a >,
m(Xo) =<f>em(X)=Sx59=G~ZBZL.

(==

Definicao 5.1.4. ( [16/, p.42 ou [24], p.179) Dizemos que um grupo G se decompée sobre

um subgrupo S, se G é€:

(i) um produto livre amalgamado, nao trivial, de H e K em S, isto é, G = Hxg K, com

H+S+K, ou

(7) uma HN N -extensao com subgrupo associado S, isto é, G = Hxgy.

5.2 Invariantes ¢(G) e e(G, S)

Decomposicao de grupos sobre subgrupos finitos foi estudada por Stallings [26] e comple-

tamente caracterizada quando G é finitamente gerado via o invariante end e(G).

Definigao 5.2.1. Sejam G um grupo e P(G) o ZoG-mddulo dado pelo conjunto das partes
de G com a operagao adigdo sendo a operagao diferenga simétrica. Sejam F(G) o conjunto
formado por todos os subconjuntos finitos de G e Q(G) := {A € P(G) ; para todo g €
G, A+ gA e F(G)} ZyG-submddulos de P(G). O nidmero de ends do grupo G, que
denotamos por e(G), € definido por:

e(G) = dimZQ(J%Egg

P(G)
F(G)

) = dimg,( )¢ = dimg, H(G; f—)
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Observacao 5.2.1. Para maiores detalhes sobre e(G) vide [25], § 5, p.171 ou [23].
Pode-se mostrar

que:
(1) e(G) assume apenas os valores 0,1,2 e oo.
(2) e(G) =0 se, e somente se, G € finito.

(8) e(Z) = 2.

(4)e(ZaZ)=1.

(5) e(Zg % Zsy) = 2.

(6) e(Z+7Z) = 0.

O resultado de Stallings sobre decomposicao de grupos, conhecido como Teorema de

Estrutura é o seguinte:

Teorema 5.2.1. (/26], Teorema 5.A.9 ou [21], Teorema 4.1.5, p.75) Se G € um grupo
finitamente gerado, entao G se decompoe sobre um subgrupo finito se, e somente se,

e(G) > 2. ]

Exemplo 5.2.1. 1. G=Z*7Z =Zx*n Z, e e(Z*7) = occ.
2. Tig* Ly = Ty %1y Ly, € €Ly ZLs) = 2.
8. L={1}xpy, =< {1}, p,psp ' =s,Vse{l} >=<p>ce e(Z)=2.

Observacao 5.2.2. 1. A implicagdo : “G se decompde sobre um subgrupo finito —>
e(G) > 27, é vdlida para G nao necessariamente finitamente gerado ([25], Lema

6.3).

2. De fato prova-se que e(G) = 2 <= G = Sxgy, com S finito ou G = H *g K, com S
finito e [H : S] =[K : S| =2 ( [25], Teorema 5.12). E, e(G) =00 <= G = Hxg K
com S finito contido propriamente em ambos os fatores e de indice > 2 em ao menos
um deles, ou G = Hxg, onde S € finito, mergulhado propriamente em H ( [26],
5.A.10).

O numero de ends de um grupo infinito G pode ser expressado em termos de cohomo-

logia de grupos (no nivel 1), mais precisamente, temos:
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Proposigao 5.2.1. Se G é um grupo infinito, entio e(G) = 1+ dimz, H'(G; Z,G). m

Notemos que, como e(Z @ Z) = 1, segue do resultado de Stallings que Z @ Z nao se
decompoe sobre um subgrupo finito, entretanto Z & Z se decompode sobre um subgrupo

infinito, pois como vimos, Z © Z ¢ o HN N-grupo Z *z_;q .

Observagao 5.2.3. Scott em [24] (1977), tentou generalizar o resultado de Stallings para

grupos que se decompoem sobre subgrupos infinitos usando um invariante para par grupo

(G,S).

Definicao 5.2.2. Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Define-se o invariante end
e(G,S), para o par (G,S), como
e(G, S) = dimg,(P(G/S)/F(G/S))C.

Usando tal invariante Scott ([24], Lema 1.8 ou [25], Lema 8.3) mostrou o resultado

seguinte:
Proposicao 5.2.2. Se G se decompaie sobre S entao e(G,S) > 2.

Observagao 5.2.4. 1. Pode-se verificar que e(Z ® Z,Z) = e(Z ®L|Z) = e(Z) =2, e

como observamos, tem-se a decomposicao Z ® 7 = 7L *yz, iq -

2. A reciproca da proposi¢ao anterior nao € verdadeira (vide [25], Teorema 8.4, p.200).



CAPITULO 6

OBSTRUCOES E INVARIANTES
COHOMOLOGICOS

Como ja mencionado na introducao, em [16], Kropholler e Roller, apresentaram um inte-
ressante resultado sobre decomposi¢ao de grupo de dualidade de Poincaré n-dimensional
sobre um subgrupo comensurdvel com um subgrupo de dualidade de Poincaré (n — 1)-
dimensional S dado. De fato, mostraram que nessas hipoteses a existéncia de uma tal
decomposigao depende de uma “obstrucao”, na forma de uma certa classe de cohomologia,
denotada por singg(S) definida por eles. Posteriormente, tais autores em [17], genera-
lizaram tal resultado em duas direcoes apresentando um resultado sobre “decomposicao
adaptada”de um grupo GG a uma familia S de subgrupos de G e sobre “decomposicao
simultanea”. Para tanto usaram uma obstrucao “singc,s)(7)”, que é uma extensao da
obstrucao singe(S). Neste capitulo faremos um estudo dessas obstrugoes, apresentando
alguns resultados cuja demonstracao em alguns casos iremos omitir. As obstrugoes sao
definidas a partir de aplicacoes restri¢oes, assim, no estudo da decomposicao de grupos via
singa(S), onde G é um grupo e S e T sao subgrupos de G, é importante explorar a relagao
entre o elemento nao nulo de H'(G; Fs(G)) (dominio da aplicagao resng(G)) e Fs(G)-
classes de equivaléncias de elementos de Ag(G) ={B C G ; B+ g¢B € Fs(G), V g € G}
(vide Lema 6.1.1) e no estudo da sing(c,s)(T,5), S = (Si)icr, I finito, é importante ex-

plorar uma relagiao desse tipo para elementos de H'(G,S; Fr(G)) (dominio de resGG’S))

e
certas [-uplas de subconjuntos de G, mais explicitamente, de elementos de certo subcon-
junto H de (Ar(G))! (vide Proposicao 6.2.2). Um outro resultado interessante provado
¢ a Proposicao 6.2.3. Os invariantes E(G, S) e E(G,S, Fs(G)) bem como alguns resul-

tados envolvendo tais invariantes, decomposigao de grupos e/ou dualidade sdo também
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apresentados ([1], [6]).

6.1 Obstrucao sing

No que segue vamos supor que
G é um grupo finitamente gerado, S é um subgrupo de G finitamente gerado, e
HY(G; Fs(@)) tem dimensao 1, isto ¢, H(G; Fs(G)) =~ Zs.

Definigao 6.1.1. Considere res§ : HY(G; Fs(G)) — HY(S; Fs(G)) a aplicagio restri¢ao
e & o gerador de HY(G; Fs(G)). Definimos
singg(S) = res§(€).

Veremos inicialmente uma relagao entre a obstrugao sings(S) e subconjuntos S-quase

Invariantes.

Lema 6.1.1. (/16/, Lema 2.2 ou [21], Lema 4.3.2, p.81) As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) A obstrucdio singa(S) € zero (isto é, £ € Ker(res$));

(i) FEziste um subconjunto S-quase invariante B, que ndo é S-finito nem S-cofinito

(assim, [B] # [0] e [B] # |G]) em As(G)/Fs(G) tal que SB = B.

Demonstragao: Seja € : F' — Zy uma resolucao projetiva de Zs sobre ZoG. Entao €
¢ também uma resolugao de Zs sobre Z,S.
Da sequencia exata

0 — Fs(G) & PG) — 2@) =

obtemos o diagrama comutativo de complexos de cocadeias com linhas exatas:

)—— Homz2g(F; fs(G)) — H0m22g(F; P(G)) —— HOTTLZ2G'(F; %(GG?)) —0

| | |

0—— Homy,s(F; Fs(G)) — Homgz,s(F; P(G)) — Homg,s(F; m) —0
Dai, aplicando H*(—), obtemos o diagrama comutativo com linhas exatas:

0 — H(G; Fs(G)) —= HO(G; P(Q)) — H(G; 29y — HY(G; Fs(G) — -+

T

0— H°(S8; Fs(G)) —= H(S; P(G)) — H°(S; £85) — H°(S; Fs(G)) — - -
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Tanto em (i) como em (i) temos [G : S] = oo e dai, H(G; Fs(G)) = (Fs(G))¢ =
(Ind$P(S))¢ = 0. Também temos H'(G;P(G)) = 0, pelo Lema de Shapiro. Assim,

~7, 2 (PG 6 5 g, 0 (x
0= P(G)S = 2 2 () 2 HGEF(@) = 0 ()

li lj lresg

0 — (Fs(G))S — P(G)S = ( ;D(f; )S L HY(S; Fs(G)) — -

~—

~—

Da hipétese de que H'(G;Fs(G)) ~ Zs e da sequéncia () ser exata, segue que
PG) ¢ _ As(G)
( )" =
Fs(G) Fs(G)
um elemento [By] em tal espago que é diferente de [)] = 0 + Fs(G) e de [G] = G +

tem dimensao dois, e portanto tem quatro elementos. Assim existe

Fs(G), o que equivale a By nao ser S-finito e nem S-cofinito (de modo que (

{101, [Bo], [Bg), [G]}).

Logo, se tivermos B; e By subconjuntos S-quase invariantes de GG, que nao sao nem S-
finitos nem S-cofinitos, entao [B;] = [Bs] ou [B;] = [B§]. Assim, mostramos que existe um
subconjunto S-quase invariante By de G que ndo é S-finito e nem S-cofinito, e entao d([Bo))
é o elemento nao trivial de H'(G; Fs(GQ)) ~ Z,, pois se 6([By]) = 0 entdo da exatidao da
sequéncia segue que [By] € Im3 = {[0], [G]}, visto que (P(G))¢ = {0, G} ~ Z,, o que é
uma contradigao.

Suponhamos que singg(S) ¢é zero. Segue do diagrama que p(j([By])) = 0, assim
i([Bo]) € Ker(p) = Im(a). Agora, (P(G))® é o conjunto de todos os subconjuntos B de
G que satisfazem SB = B. Dai, um tal subconjunto B pode ser escolhido de modo que

[B] = a(B) = [By] = j([By]) e entao B tem as propriedades requeridas.

Suponhamos agora que exista [B] € (%)G tal que [B] # [0], [B] # [G] e SB = B.

Como (P(G))¢ = {0,G} ~ Zy e ImB = {[0], [G]}, entdo [B] & ImB = Ker(d) e portanto
u = 6([B]) # 0, com B € (P(G))®. Dai, pela comutatividade do diagrama e exatidao da

resg(0([B])) = (pe)([B]) = p([B]) = (poa)([B]) =
S)=0. u

segunda sequéncia, temos res$ (u)

0, como desejado. Logo, singqg

Sabemos que se T' é comensurdvel a S, Fs(G) = Fr(GQ), assim H'(G; Fs(G)) =
HY(G; Fr(G)), deste modo, singg(S) = res$(£), com

resS : HY(G; Fs(G)) — HY(S; Fs(Q)),
ou podemos ver, substituindo H(G; Fs(G)) por HY(G; FrG),

singa(S) = res(€), com

res§ : HY(G; Fr(G)) — HY(S; Fr(G)).
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Nesse caso as duas obstrugoes singg(S) e singa(T') estao fortemente relacionadas como

mostra o lema seguinte:

Lema 6.1.2. ([16/, Lema 2.3 ou [21], Lema 4.5.83) Se T é comensurdvel a S entdo

singg(T) = 0 se, e somente se, singg(S) = 0. n

Proposicao 6.1.1. ([16], Lema 2.4) Se G se decompie sobre um subgrupo comensurdvel

com S entao singg(S) = 0. ]

Lema 6.1.3. Sejam G um PD"-grupo e S um PD" '-subgrupo de G. Entao o grupo
de cohomologia H'(G; Fs(G)) € isomorfo a Zy e assim a obstrugao singg(S) estd bem

definida.

Demonstragao: Temos que H'(G; Fs(G)) ~ H, 1(G; Fs(G)), pois G é um PD" —
grupo. Pelo Lema de Shapiro, H,_1(G; Fs(G)) ~ H,_1(S;Z5S), uma vez que Fg(G) ~
728 ®7,5 LG = Ind§ZyS. Como S é um PD" -subgrupo, H, 1(S;Z,S) ~ H°(S;Z,S).
Deste modo, HYG;Fs(G)) =~ H°S;ZyS) = HYS;Homg,(ZyS,7:)) =

(Homy, (Z2S;75))° ~ Homg,s(ZoS; Zy) ~ Zsy. n

Finalmente apresentamos (sem demonstragao) o resultado de Kropholler e Roller sobre

decomposigao para grupos de dualidade de Poincaré.

Teorema 6.1.1. ([16], Teorema A) Sejam G um PD"-grupo e S um P D" '-subgrupo.

G se decompaie sobre um subgrupo comensurdvel com S se, e somente se, singg(S) = 0.m

6.1.1 A Obstrucao sing e os Invariantes é(G, S) e E(G, S)

O invariante é(G, S), para G um grupo e S um subgrupo de G foi definido por Kropholler
e Roller indiretamente em [16] e estudado mais detalhadamente em [18]. O invariante
E(G, S) foi definido por Andrade-Fanti (2], [1] e [6]).

Apresentaremos aqui a definicdo destes invariantes e algumas de suas propriedades
relacionadas com a obstrucao sing e decomposicao de grupos. Para maiores detalhes e
resultados adicionais ver as referéncias mencionadas acima.

Como veremos no que segue, a condicio H'(G;Fs(G)) =~ Zy é equivalente a

&G, S) = 2.

Defini¢ao 6.1.2. Seja (G,S) um par grupo com indice [G : S| nao necessariamente
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infinito. Define-se:

(G, S) = dimg, H(G; ) = dz’mZQ(g((G(;) )¢,

" Fs(G

~—

Proposigao 6.1.2. (18], Lema 1.2) Se [G : S| = oo entao é(G, S) = 1+dimz, H (G; Fs(G)).

Coroldrio 6.1.1. Seja (G, S) um par grupo com indice [G : S] = co. Entio H'(G; Fs(G)) ~
Zs (singa(S) estd bem definida) se, e somente se, é(G,S) = 2. Em particular se G é um

PD"-grupo e S um PD"'-subgrupo entao ¢(G,S) = 2. n

Apresentamos a seguir a defini¢cao de E(G, S) e alguns resultados em termos desse

invariante.

Defini¢ao 6.1.3. Dado um par (G, S), com [G : S] = oo, define-se (vide [6])
E(G,S) =1+ dimy, Ker(resng(G)) ,
onde resgfs(G) : HY(G; Fs(Q)) — HY(S; Fs(Q)), € a aplicagao restrigao.

Pode-se verificar que, nas hipdteses acima, as condicdes singg(S) =0 e Ker(res§) #

0 sao equivalentes, mais precisamente temos:
Lema 6.1.4. Se (G, S) é um par grupo com H'(G; Fs(G)) =~ Z, entio
1. singg(S) =0 < E(G,S) =2,

2. singa(S) #0 < E(G,S) = 1.

Demonstracao: Temos que [G : S] = oo visto que HY(G; FsG) ~ Zy, ¢ E(G,S) =
1 + dim Ker res§. Logo
(i) singa(S) = 0 < Ker res§ = HY(G, FsG) ~ Zy = E(G,S) = 2.
(i) singa(S) # 0 < Ker res§ =0 < E(G, S) = 1. ]

Como consequéncia da Proposicao 6.1.1 e Teorema 6.1.1 obtem-se:
Proposigao 6.1.3. Seja (G, S) um par grupo satisfazendo H'(G; Fs(G)) =~ Za, com G e
S finitamente gerados. Se G se decompoe sobre um subgrupo comensurdvel com S entao

E(G,S) = 2. Se G um PD"-grupo e S um PD" ‘-subgrupo, G se decompoe sobre um

subgrupo comensurdvel com S se, e somente se, E(G, S)=2. |
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Exemplo 6.1.1. Se (G,S) é um par grupo como nos dois casos (1) e (2) abaizo, entdo

G se decompoe sobre um subgrupo comensurdvel com S':

(1)G=7FeS=17F1k>2;

1 0 a
(2) G=(ZSZ)XZ, onde 0 : Z — Aut(Z&7Z) é dada por 6(c)(a,b) = =
2 1 b
1 0 a
= (a,2ca +b) com a operagao em G definida por
2c 1 b

((a,b),c) + ((a1,b1),c1) = ((a,b) +0(c)(ar,b1),c+c1) = (a+ay, b+ by + 2car, c+cyp)
e S ={((a,b),0);a,b € Z}.

Isto segque do exemplo anterior, uma vez que em (1) G é um PD*-grupo e S um PD*~'-
subgrupo e, em (2), G é um PD?*-grupo ¢ S é um PD?*-subgrupo ([3], Exemplos (iii) e
(vi)).

Motivados nesse fato e considerando que que E (G, S) foi definido sem a restrigao de
que H'(G; Fs(G)) ~ Zy os autores (em [1]) acreditavam que fosse possivel, pensando em
termos de E(G, S) e ndo em termos de singg(S), estender a primeira parte do resultado
apresentado na proposi¢ao anterior. De fato isso é possivel (ver teorema seguinte) que

pode ser provado de maneira similar a dada em [16], pois usa dois resultados, cujas provas

podem ser adaptadas ao invariante E(G, S), retirando a hipétese de que H'(G; Fs(G)) ~

Zy ([1])-

Teorema 6.1.2. Seja (G, S) um par grupo com G e S finitamente gerados e [G : S] = oc.
Se G se decompde sobre um subgrupo comensurdvel com S entao E(G, S) > 2. Ou
equivalentemente, E(G, S) = 1 implica que G nao se decompoe sobre nenhum subgrupo

comensurdvel com S. [

6.2 A Obstrucao sing Generalizada

Dado um par grupo (G, S) consistindo de um grupo G e uma familia finita nao vazia S de
subgrupos de G, Miiller em [20], p. 223, apresentou a seguinte definicao de decomposigao

adaptada (de um grupo G sobre um subgrupo finito 7).

Definicao 6.2.1. Uma decomposicao G = G *p Go ou Gixpy de G sobre T' € chamada
adaptada ao par (G,S) (ou familia S) se T € finito e todo subgrupo S pertencente a
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S € conjugado a um subgrupo de Gi ou Gs. Se uma tal decomposicao existe, diz-se

simplesmente que o par (G,S) € adaptado.

Exemplo 6.2.1. O produto livre G = G1 %G9 € uma decomposicao de G adaptada ao par
(G,{G1, G3}) (tomando T o subgrupo trivial).

Em [17], p. 411, Kropholler e Roller estenderam esta definicao por considerar T' nao
necessariamente finito, (G,S) um PD™-par, com S uma familia (finita) de subgrupos de
G, e T um PD" ' subgrupo e, apresentaram sob certas hipéteses de dualidade, alguns
resultados sobre decomposi¢ao de grupos para pares grupo (G,S). Para tanto usaram
uma obstrucao “sing(g.s)(7,5)”, que estende a obstrucao singg(S) referida anteriormente

(se consideramos S = ) e T'=S). Um dos principais resultados apresentados foi:

Teorema 6.2.1. (/17] Teorema A, p.401) Seja (G,S) um PD"-par e T um PD" -
subgrupo de G, tal que T nao é comensurdvel com nenhum conjugado de S;, para todo S;
em S. Entao G admite uma decomposicao adaptada a S, sobre um subgrupo comensurdvel

not

com T se, e somente se, sing,s)(T,T) = singq.s)(T) = 0. m

Nosso objetivo é apresentar a definicao da obstrucao “sing generalizada” para pares
grupo, e apresentar alguns dos resultados de [17] relacionados a tal obstrugao e que sao
lteis para a prova do resultado acima.

Vejamos primeiramente a definicao de uma sing “mista”.

Definigao 6.2.2. Sejam G um grupo, S e T subgrupos de G e res§ : HY(G; Fr(G)) —
HY(S; Fr(GQ)), a aplicagio restrigio. Se HY(G;Fr(G)) =~ Zy, com gerador &, entdo

definimos a sing mista sings(S,T) = resng(G) (€).
Lema 6.2.1. (a) singg(S) = singa(S, S).
(b) Se S e T sao subgrupos comensurdveis de G entio sings(S,T) = singg(S),
singa(T, S) = singa(T), e singa(S,T) =0 se, e somente se, singa(T,S) = 0.

Demonstracao A parte (a) é ébvia e a parte (b) segue do fato que para S e T

comensuraveis tem-se Fp(G) = Fs(G) e sings(S) = 0 se, e somente se, singe(T) =0. =

Defini¢ao 6.2.3. (sing generalizada) Sejam (G,S) um par grupo, e S e T subgrupos
de G com HY(G,S; Fr(G)) ~ Zy. Seja ¢ o tnico elemento nao nulo de H (G, S; Fr(Q)),

entao definimos
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. G,S
sing(a.s)(T, ) = res§(resg (()),
a imagem de ¢ pela composta das aplicagcoes restrigoes

HY(G,S; Fr(Q)) ¢ HY(G; Fr(G)) == res§ HY(S: Fr(G)).

’I’GSG

Observacao 6.2.1. 1. Se S = T, denotamos sing,s)(T,T) simplesmente por
singa,s)(T).

2. Uma vez que HY(G,0; Fr(G)) = HYG;Fr(G)) (por convengdo), seque que
singa,n (S, T) = singa(S,T).

3. singa(S) = singcp) (S, S) net sing(a,0 (S).

Lema 6.2.2. Sejam (G,S) um par grupo, S, T subgrupos de G, e suponhamos
HY G, S8; Fr(G)) = Ls.

1. Se T™ € um subgrupo comensurdvel com T entdo singc,s)(T*,S) = singc,s) (T, 5).

2. Se Sy € um subgrupo de S com [S : Si| < oo entio sings)(T,S) = 0 =
singa,s)(T, S1) = 0.

Demonstragao:

1. Sabemos que se T é comensuravel com T entdao Fr(G) = Fr-(G). Deste modo,
como sing(a,s) (T, S) = (resgores(GG’S))(C) onde resg orengS HY G, S; Fr(Q)) —
HY(S; Fr-(G)), segue claramente que singc,s)(T*, S) = sing,s)(T, S).

G _ oS G
2. Segue do fato que resg, = resg o ress

HYG; Fr(G)) = HI(S Fr(@)) gt HY(51; Fr(G)),

e assim singes)(T,51) = Tesg (res(GGS)(C)) = (7“(33?1 o resg)(resgcs))(o =
resgl ('r’esg(res(GG’S)(C))) = resgl(smg(gyg) (T,8)) = resgl(O) =0. ]

Vamos fixar G um grupo e S e T subgrupos de G. No estudo da decomposigao
de grupos via singg(S) = singce(S) foi importante explorar a relagao entre o ele-
mento nao nulo de H'(G; Fs(G)) (dominio da aplicagao resgfs(G)) e Fs(G) - classes de
equivaléncias de elementos de Ag(G) (vide Lema 6.1.1). No estudo da sing.s) (1, S)
S = (S))ier, I finito, também é importante explorar uma relagao desse tipo para elemen-
tos de HY(G, S; Fr(G)) (dominio de res(GG"S)) e certas [-uplas de subconjuntos de GG, mais
explicitamente, de elementos de certo subconjunto H de (Ar(G))!. Vejamos inicialmente
uma relagao entre elementos de H'(G; Fr(G)) (dominio da aplicagao resg ) € Fr(G)-
classes de equivaléncias de elementos A7 (G), que é, de certo modo, uma extensao do Lema

6.1.1, envolvendo agora dois subgrupos S e T de G.
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Lema 6.2.3. ([17], Lema 3.1) Sejam T, S subgrupos de G tal que [G : T] = oo, e
[B] € Ar(G)/Fr(G). Entao existe uma sequéncia exata curta,

0 — Zy — Ar(G)/Fr(G) = H'(G: Fr(G)) — 0,
e §([B]) pertence ao kernel da aplicacao restrigao res§ : HY(G; Fr(G)) — HY(S; Fr(G))
se, e somente se existe By € Ar(G) tal que By + B € T-finito e SBy = By.

Demonstragao: Considere a seguinte sequéncia exata de ZyG-modulos

0 — Fr(G) — P(G) — P(G)/Fr(G) — 0. (6.1)

Aplicando o funtor H*(G; —) a essa sequéncia obteremos a sequéncia exata longa em
cohomologia

0 — H'G; Fr(@)) — HG:P(Q)) — H(G:P(G)/Fr(G)) = H'(G:Fr(G)) —
HYG;P(G)) — -

Agora observando que
HO(G; Fr(Q)) = (Fr(Q))Y = (Ind$P(T))¢ = 0, pois [G : T| = o0;
HY(G;P(Q)) ~Zs, e
HY(G;P(G)) =0 (ver Exemplo 4.1.1 (aplicagao do Lema de Shapiro)), e substituindo na
sequéncia anterior obteremos a sequéncia desejada.

Para a segunda parte do Lema considere o seguinte diagrama comutativo, onde as
linhas exatas s@o obtidas da sequéncia (6.1) aplicando os funtores H*(G; —) e H*(S; —)

respectivamente,

(P(G))E — (P(Q)/Fr(@))¢ —= H(G; Fr(Q))

G G G
lress \LT@SS l'r’ess

(P(G))S —*= (P(Q)/Fr(G))S —= H'(S; Fr(G)).

Suponha por hipétese que §([B]) € Ker(res§), isto é, res$(§([B])) = 0. Da comuta-

tividade do diagrama temos 6(res([B])) = 0, ou seja, res$([B]) € Ker(9).

Como as sequéncias do diagrama sao exatas segue que [B] = res§([B]) € Im(a) =

Ker (). Sendo assim, existe By € (P(G))? tal que a(By) = [B].

Agora observe que
1. a(BO) = By + fT(G) = [B] =B+ fT(G) = By+ B € .’FT(G),
2. By € (P(G))° ={A € P(Q);sA = A Vs e S} = SBy = By,

3. By € .AT(G), pois By+ B € :FT<G) = By+ B =X € FT(G) C .AT(G) = By =
B+ X € Ar(G), visto que B € Ar(G).

Portanto existe By € Ar(G) satisfazendo todas as propriedades desejadas.
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Reciprocamente, supondo que existe By € A7(G) tal que By+B € Fr(G) e SBy = By,
temos que

By+ B € Fr(G) = [By] = [B] e SBy = By = By € (P(Q))?,

By € (P(Q@))® = a(By) = By + Fr(G) = B+ Fr(G) = [B] = res§(|B]).

Como as sequéncias do diagrama sao exatas temos ¢ o a« = 0, e deste modo
0 =d(a(By)) = 0= 6(res$([B])) - gt res$(6([B])) = 0 = 0([B]) € ker(resS). ]

Fixemos uma familia finita e nao vazia, S = (.5;);es, de subgrupos de G. Como ja
mencionado queremos encontrar uma interpretagao para os elementos de H' (G, S; Fr(G)),
mas agora em termos de certas [-uplas de subconjuntos de G. Para tanto precisamos

entender melhor o comportamento da aplicacao

restS) . HY(G, S: Fr(G)) — HNG; Fr(Q)).

(G.5)

De fato, mostraremos que res é a composta de duas aplicagoes. Isto serd uma con-

sequéncia (corolario) da proposigao seguinte:

Proposicao 6.2.1. Seja 7 : ZoG — Zo(G/S) uma ZoG-aplicagao preservando aumentagao
e considere as aplicagoes aumentacio € : Zo(G/S) — Zs e € : LoG — 7o, tais que
A = Ker(e) e G = Ker(e). Entio T induz uma aplicagao 7™ : Homz,c(A, M) —
Homg,c(G, M), tal que 7*(h) = hoT|g e a composicao

Homgz,c(A, M) 5 Homgz,a(G, M) 2 HI(G; M),
(p sendo o homomorfismo conexdo) € a aplicagao rest&S) . HYG,8;M) — HY(G; M),
para todo ZoG-maodulo M.

Demonstragao: Primeiro observamos que se 7 preserva aumentacao entao € o7 = e.
Logo, u € Ker(e) < 7(u) € Ker(e). Assim temos bem definida a aplicagao 7|g : G — A
e consequentemente estd bem definida a aplicagao

™ Homz,q(A, M) — Homg,c(G, M) ; 7*(h) = ho1|g.

Mostremos a segunda afirmagcao.

Seja M um ZyG-modulo. Como vimos podemos identificar, a menos de isomorfismo,
HY(G,8; M) com Homgz,c(A, M), e seja

restS) . HY(G,8; M) = Homg,q(A, M) — HY(G; M)
o homomorfismo da sequéncia exata longa (vide Teorema 2.3.1)
0 HO(G: M) — HO(S; M) — HO(G: Homa, (A, M) S HV(G: M) — -
obtida a menos de isomorfismos por aplicar H*(G; —) a sequéncia exata curta
0 — Homg,(Zo, M) = M =5 Homy, (Zo(G/S), M) & Homa, (A, M) — 0
(que foi obtida a partir da sequéncia 0 — A 5 Z5(G)S) = Zy — 0).

Considere o seguinte diagrama:
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0— M = Homy, (Zs, M) == Homy, (Zo(G/S), M)~ Homy, (A, M) —=0 (1)

: P

#
0—= M = Homy, (Zs, M) —=— Homy,(Z:G, M) —_— Homy, (G, M) —=0 (2).

onde a sequéncia de baixo é obtida a partir da sequéncia exata curta:
0—G L 7,G5 7y —0,
com j é ainclusao, e as aplicagoes verticais sao dadas por id, 71 (h) := hot e 7o(f) := for|g.
E f4cil verificar que o diagrama acima é comutativo, ou seja, 71 0 ¥ = €7 e Ty 07 =
j# o Ty.
Dai, pela naturalidade do homomorfismo conexao (“p" : H*(G; M) — H""(G; M),

vide Proposigao 2.2.2) segue que o quadrado seguinte é comutativo:

Homgz,o(A, M) = H(G; Homg, (A, M)) —— H(G; M)

l“ iid

Homg,:(G, M) = H(G; Homy, (G, M)) —2= HY(G; M).

(G.5)

e assim res ¢ a composicao desejada, onde p é o homomorfismo conexao para a

sequéncia exata longa induzida da sequéncia (2) acima por aplicar H*(G; —):
0 — HY(G; M) — H°(G; Homyz,(ZoG, M)) — H(G; Homyz, (G, M)) X HY(G; M) — -+,
e 7" (h) =horlg. ]

Corolario 6.2.1. Suponhamos S = (S;)ie; uma familia finita de subgrupos de G. FEs-
colha um elemento i € I, por exemplo i = 1, e seja T : ZoG — Zy(G/S) definida nos
geradores por 7(g) = ¢S1 e estendida por linearidade. Considere T um subgrupo de G.
Entao T € uma ZsG-aplicagdo preservando aumentacao, e res(GG’S) : HY(G, S; Fr(G)) —
HY(G; Fr(G)) € a composicio Homg,q(A, Fr(G)) 5 Homg,q(G, Fr(G)) L HYG; Fr(G)),
sendo 7*(h) = hoTlg

Demonstragao: E facil verificar que T é um ZyG-aplicacao.

Agora, dado um elemento gerador 1.g € ZyG, tem-se: (¢ o7)(l.g) = €(gS1) =1 =

€(1.g), donde segue que T preserva aumentagao. Assim basta aplicar o resultado anterior
para 7 e M = Fr(G). ]

Seja (G,S) um par grupo, com S = (S;);es, I finito, e considere

(P(G)) = P(G) x - x P(G),

7

Vo
I vezes

sendo um elemento A € (P(G))! da forma (A;);cr, com A; € P(G), paratodoi € I. Agora

estamos em condigoes de estabelecer uma relaciao entre elementos de H'(G,S; Fr(G)) e
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certos elementos de (Ar(G)).
Para A = (A;);e; e B = (B;)er pertencentes a (P(G))! definimos as operagoes usuais,
9B = g(B;)ier = (9Bi)ier
B® = (Bf)iela
A+ B = (Aiier + (Bi)ier = (Ai + Bi)ier,
ANB = (A)icr N (Bi)ic = (Ai N By)icr,
A C B se, e somente se A; C B;,Vi € 1.

Escolha um elemento ¢ € I, por exemplo ¢ = 1.

Proposicao 6.2.2. ([17], Lema 5.2) Seja H = {B € (A7(G))! ; B, + B; € Fr(G) e
S;B; = B; para todo i,j € I}. Entao:

(1) Eziste uma sequéncia exata curta

0 — Zy — H - HY(G,S; Fr(G)) — 0.

(2) Se B = (B;)ic; € H representa um elemento ¢ de H'(G,S; Fr(Q)), mais precisa-
mente, se 6(B) = ( entao res(GG’S)(C) € HY(G; Fr(Q)) € representado por By, ou
seja, 0([B1]) = res(G’S)(C), onde 0 € a aplicagao dada na sequéncia do Lema 6.2.3,

eresS® . HY(G, S: Fr(G)) — HYG; Fr(G)).
Demonstragao:

(1) Considere a sequéncia exata longa para o par (G,S) com coeficientes em P(G),

0~ H'(GiP(G)) — H'(S; P(G)) = H'(G,8; P(G)) — H'(G; P(G)) — -
(6.2)
Sabemos que HY(G;P(G)) ~ Zy e H(G;P(G)) = 0, donde obtem-se a sequéncia

exata

0 — Zy — H%S;P(G)) - HYG,S;P(G)) — 0 (6.3)

fuflﬁiS;P(G)) < HHO(&-;P(G)) = H(P(G))Si ~ Homg,q(Zx(G/S), P(G))
(pois ¢ : HomZQG(Z;Z?/S%P(G)) — ﬁEP(G))Sl‘; f= (f(8:))ier ¢ um isomor-
fismo, com inversa ¢~ : [ [(P(G))% — ﬁijQG(ZQ(G/S), P(G)); ¢ YBy,...,B,) =
£, com f(Si) = B icl).

o H'(G,8;P(G)) == H(G, Homz, (A, M)) = (Homz, (A, M))¢ ~ Homz,c(A, P(G)),

onde A é o Kernel da aplicagao aumentagao ¢ : Zy(G/S) — Zs.
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e Podemos considerar H'(G,S; Fr(G)) como um submédulo de HY(G,S; P(Q)),
pois H'(G, S; Fr(G)) ~ Homz,c(A, Fr(G)) C Homz,q(A,P(G)) ~ H'(G, S; P(G)).
A inclusao segue do fato que Fr(G) C P(G).

e A menos de isomorfismo, podemos ver o homomorfismo ¢ da sequéncia (6.2) como
a aplicagdo ¢ : Homg,c(Zo(G/S), P(G)) — Homg,a(A,P(G)); h — h|a. Note-
mos que, como nesse caso 0 é sobrejetora (pois a sequéncia (6.3) é exata), entao ¢

também sera sobrejetora.

Tome K = ¢(p~! (Homz,a(A, Fr(@))) € HY(S;P(G) = [[(P(G)% € (P(G)".
iel
Essas condicoes estao indicadas no diagrama abaixo:

0— Z, —  HYAS;P(G) - HY(G,S;P(G))— 0
~T ¢ T
HOmZ2g(Z2(G/S),P(G)) £> HomZZ(;(A,P(G))

U
K — Homg,q(A, Fr(G)) ~ HY(G, S; Fr(Q))

Afirmamos que K = H. De fato:

. Se B € K entao B = ¢(f) = (f(S;))ier, para algum f € Homg,q(Z2(G/S), P(G))
com ¢(f) = fla € Homg,c(A, Fr(G)), e além disso temos

L. Bit+gBi = f(Si)+gf(Si) = f(Si)+f(95:) = f(Si+9Si) = f(1Si+gS:). Do fato
de 15;+¢S; € A paratodoi € I, pois £(15;4¢S;) = €(15;)+(gS;) = 1+1 =0,
e o(f) = fla: A — Fr(G), segue que B; + gB; € Fr(G), para todo i € I, ou
seja, B € (Ar(G))L.

todo i,j € I, e deste modo B; + B; € Fr(G), para todo 4, j € I.
3. Be [[(P(G)% = B, € (P(G))% Vie =SB =B; Vi€l
icl
De 1., 2. e 3. concluimos que K C H.

. Por outro lado, tomando B € H, temos que B = (B;);c; é tal que S;B; =

B; para todo i € I, logo B € H(P(G))S Como ¢ é um isomorfismo existe
iel
f € Homgz,c(Z2(G/S),P(G)) tal que ¢(f) = (Bi)ier. Logo, B; = f(S;), para
todo i € I. Além disso, para qualquer x € A, x é a soma de um numero par
de elementos da forma Z 1g;S;. Suponha (sem perda de generalidade) que
jeJcI
J={1,...,k} ex =1¢9:5, + ...+ 1gxSk, com k um niimero par, desta forma segue
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que o(f)(x) = flalz) = flz) = FO_Tg;8) = Y f(1g;8) = Y Tg;f(5)) =

jeJ jeJ jeJ
D gif(S) = g;B;i=> (9;Bj+B;j+B;) = > (9;B;+B;)+ > _ Bl € Fr(G),
Jj€J Jj€J Jj€J JjeJ j€J

pois (g;B; + B;) € Fr(G), para todo j € J; (B; + B;) € Fr(G), para todo i, j € J,
e J tém um numero par de elementos. Logo H C IC, e portanto temos que K = H.
Assim, temos bem definida uma aplicagao sobrejetora (visto que ¢ é sobrejetora)
d1:=po¢ i H=K=¢(p ' (Homz,c(A, Fr(Q))) — Homz,c(A, Fr(Q))
Mostremos que Ker(p o ¢=') ~ Z,. Sabemos que Ker(p) ~ Z,. Suponhamos
Ker(6) = {fo, f1}. Entao obviamente {fo, f1} C d Y (Homz,c(A, Fr(G))) e por-
tanto {¢(fo), ¢(f1)} C (¢~ (Homz,c(A, Fr(G)))) = Healém disso {¢(fo), ¢(f1)} C
Ker(61). Suponhamos que existe B € H tal que B € Ker(6,) masB ¢ {&(fo), o(f1)},
entdo B = ¢(f3), com f3 ¢ {fo. fi} e 0 = 61(B) = p(¢7'(B)) = (o7 (8(f3))) =
©(f3), ou seja, f3 € Ker(p) ={fo, f1}, 0 que é uma contradigao, e portanto temos

que Ker(01) = {¢(fo), 0(f1)} = Zs.

Obtemos entao a sequéncia exata desejada (onde por abuso estamos denotando
¢ o ¢! simplesmente por §)
0— Zy — H - HYG, S; Fr(G)) — 0.

(2) Provemos agora a segunda afirmagcao, isto é, que se B = (B;);c; é tal que §(B) =
¢ € HY(G,S; Fr(G)) entao & = res(GG’S)(C) € HY(G; Fr(Q@)) é representado por By,
mais precisamente §([B1]) =& = res(GG’S)(C).

Lembremos que 6(B) = (, com B € H implica que B = ¢(h), com
h € o Y (Homz,c(A, Fr(Q))), ou seja, hla = p(h) € Homz,o(A, Fr(G)), e te-
mos B = 6(h) = (h(S)er

Ainda, ¢ = 6(B) = (po ¢ H(B) = po ¢ Y(p(h)) = hla. Daf pelo Corolario
6.2.1, & = resg () = res¢ ) (hla) = (po ) (hla) = p(hla o 7lg) = p((ho7)lg).
Mas dado 1.9 € ZyG, (hoT)(l.g) = h(gS1) = gh(S1) = gB e [¢gB1] = [Bi1], pois
gB1 + By € Fr(G), visto que By € Ar(G). n

Proposicao 6.2.3. Sejam (G,S) um par grupo, S = (S;)ier, I finito, S e T subgrupos
de G, e suponhamos H'(G,S; Fr(GQ)) =~ Zy. Se 8* = (S})icr € uma outra familia de
subgrupos de G, onde Sf = S9% = ¢;S;g;*, T* é comensurdvel com T e S* ~ S, entdo
singa,s+)(1T*,5*) = 0 se, e somente se singa,s)(T,5) = 0.

Demonstragao: Consideraremos apenas o caso em que S # (), o outro caso é similar.

Vimos que Fr(G) depende apenas da classe de comensurabilidade de T', de modo que

Fr(G) = Fp«(G) e sing,s)(T, S) = singa,s)(T*,S) (vide Lema 6.2.2).

(i) Mostremos que H'(G, S*; Fr(G)) ~ H' (G, S; Fr(G)) ~ Zs.
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Seja o : Zo(G/S*) — Z2(G/S) definida nos geradores por o(1.55) = ¢;5; e estendida
por linearidade. Claramente ¢ é um Z,G-homomorfismo. Além disso, ¢ é um

isomorfismo pois

L Z,(G)S) — Zo(G)SY)

2

é o Inverso de o.

Temos também que o preserva aumentagao, ou seja, € 0 g = &,
Ls(G[8*) == 1L5(G/S)
L
onde ¢ e ¢, sao os homomorfismos aumentacao. Basta ver isso nos geradores :
(e00)(1.5F) =1 =e,(1.5). Dai, u € Ker(e,) = A, & o(u) € Ker(e) = A, e
temos bem definido o ZyG-homomorfismo

A, Ker(e,) = A, — Ker(e) = A.

g

Sabemos que, a menos de isomorfismo, tem-se H(G,S; Fr(G)) = Homz,o(A, Fr(G))
e HY(G,S8*; Fr(G)) = Homz,o(A., Fr(Q)).

Agora

5’1H0m22g(A,FT(G)) — HOmZ2g(A*,FT(G))
h +— a(h):=

nos déa o isomorfismo desejado.

Em particular, se ¢ € Homg,q(A, Fr(G)) = H(G,S; Fr(G)) ~ Zy é o gerador
entdo ¢, := (¢) = Coola, é o gerador de HY(G,S*; Fr(G)).

(ii) Seja B = (B;)ie; um representante de ¢ em HY(G,S; Fr(G)), isto é, B € H =
{(B))ier ; Bi+ B; € Fr(G) ¢ S;B; = B;, Yi,j € I} e 6(B) = (. Afirmamos que
B* = (g;B;)icr representa o elemento nao nulo ¢, de H'(G,S8*; Fr(G)). Para isso

lembremos que, conforme visto na demonstragao da Proposigao 6.2.2, parte (1),
def.d

(=0(B) "= (poo7)(B) =p(f) = fla, onde f(S;) = B.

Também devemos ter, pela Proposicao 6.2.2, (. d(B*) = fi|a, para algum
f« € Homg,q(Zy(G/S*), P(G)), com f.(1.5}) = B} e H* = {(B;})icr ; B + Bj €
Fr(G) e SfBf = B!}. Considere f, := foo : Zy(G/S*) — P(G). Entao

f* € HO?TLZQG(ZQ(G/S*), P(G))

A, = (foo)|a, =

AL = Ca
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Assim devemos ter B = f.(SF) = fu(1.5]) = (f o 0)(1.5F) = f(9:S:) = 9:f(S;) =
9:Bi, isto é, B* = (g;Bi)ier-

(I) Vamos provar agora a proposi¢ao para S* ~ S, em dois casos particulares :
1° caso: S* = gSg¢g !, para algum g € G.
2° caso: S* e S sdo tais que [S*: S] < o0,
ou seja, vamos provar que se S* = gSg~! ou [S* : §] < oo, entdo:

sing(a,s)(T,S) =0 & sing.s1 (T, S*) = singa,s)(T*,S*) = 0.

e Suponhamos inicialmente que sing(q,s)(7, S) = resg(res(GG’S)(C)) = 0.
Como B = (B;)icr € H representa o elemento ¢ de H'(G,S; Fr(G)), sabemos
da Proposicao 6.2.2, parte (2), que £ = res(G’S)(C) é representado por B;. Mais

precisamente, 0([B]) =& = res(GG’S)(C).
Da suposi¢ao de que resg(res(GG’S)(C)) = sing.s)(T,S) = 0, segue que

res§(6([B1])) = 0. Deste modo, pelo Lema 6.2.3 existe By € Ar(G) tal que
By + By € Fr(G) e By = SBy.

Queremos concluir que singg s+ (7, S*) = 0, ou seja, resg*(res(GG’S*)(C)) = 0.
Por (ii), (. corresponde a B* = (g;B;);cs e consequentemente, pela Proposi¢ao
6.2.2, £ = reséG’S*)(C) corresponde a ¢ B; = Bj. Novamente pelo Lema 6.2.3
é suficiente provar que, nos dois casos ja citados, existe By* € Ar(G) tal que

B + B} € Fr(G) e S*Bj = Bj. Provemos que isso realmente ocorre:
1° caso: (S* = ¢gSg~') Nesse caso tomando B = ¢gB, segue que
1. By+ By € Fr«(G), pois By + By = gBy+g1B1 = gBo+ 9181+ 1By +
91Bo = gBo + 91Bo + g1(B1 + By) = gBo + Bo + Bo + 918y + g1(B1 +
By) € Fr(G), uma vez que gBy + By € Fr(G), By + 1By € Fr(G) e
g1(B1 + By) € Fr(G).
2. S*B; = gSg~'gBy = gSBy = gBy = B;.
2° caso: ([S*: 5] < )
[S*:S]=k<oo=S*=hSU...UhS, (h;,i =1,...,k, representantes
das classes laterais).
Seja So = {h1,...,hx} C S* e tome B = SyBy. Deste modo temos
1. Bf+ B} =¢1B1+ S0By = 1.B1 + (hBoU...UhBy) = (g1.B1 + h1 By)
U...U(@B1 +hBy) C \iITU...UFT = (FLU...UF,)T, com
Fy, ..., Fy finitos, ou seja, B} + B € Fr(G) = Fr-(G).
2. A inclusao B§ C S*B; ¢ clara.
Note que Sy C S* = §*Sy C S*; S* = hSU...UhS = 535, e SBy =
By. Deste modo teremos S*Bf = S*(SyBy) = (5*S9)By C S*By =
SoSBy = SoBy = Bj. E com isso temos a igualdade By = S*Bj.
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Logo, pelo Lema 6.2.3, tem-se sing(q,s+)(T™,5*) = 0, nos dois casos afir-

mados. Em particular, provamos que
singa.s)(T,S) = 0 = singc,s+ (T, 95) (6.4)

(pois basta tomar S* =S no 2° caso, visto que obviamente [S* : S| = 1)

e Para a reciproca, suponhamos sing(g s+ (1, S*) = 0.

Observemos que S = (S*)*, usando agora g; ', visto que g; 'Sfg; = S;. As-
sim, a reciproca para o caso S* = 59 & S = (S*)g_l, segue da implicacao
anterior, usando o par (G,S') = (G,8%), e S = S, pois singa,s+(T,S*) =
0 = sing(a,s+) (T, (S*)*) = 0, isto é, singc,s)(T,S) = 0. Vejamos a reciproca
para o 2° caso, isto é, [S* : S| < co. Usando (6.4) e o Lema 6.2.2, temos:
singa,s+)(1,5*) =0 o4 sing(a s+ (1, 8*) = 0 = singq.s)(T,5*) =0 Femag 2.2
singa,s)(T,S) = 0.

(IT) Provemos entao a proposi¢ao para o caso geral.

Sejam S* e S subgrupos quaisquer de G com S* ~ S. Entao existe g € G tal que S*
e SY9 sao comensuraveis. Assim [S* : S9N S*] < oo e [SY 1 S9N S*| < co. Dai, usando
1°caso

(I), e o fato que S = (S*)*, conforme o observado, obtemos sing(cs)(7,5) =0 <
SZ.TLg(Gﬁ*)(T, Sg) = 0 2°<c:a>so S'l.ng(g’g) (T, Sg N S*) = 0 2°<c:a>so Sing(qg*)(T, S*) = O |

6.3 O Invariante E(G,S, Fr(G))

O invariante cohomolégico E(G,S, M), M um Z,G-médulo qualquer, foi definido em [2].
Se T' é um subgrupo de G podemos considerar M = Fr(G) e o invariante E(G, S, Fr(G)).
Esse invariante é uma extensao de E(G, S), uma vez que:

E(G,S) = B(G,{S}, Fs(@)).

Como vimos, alguns resultados sobre decomposicao de grupos foram obtidos envol-
vendo E(G,S). Assim pode ser interessante estudar E(G, S, Fr(G)) para ver se esse in-
variante nos fornece algum resultado sobre decomposicao de grupos envolvendo a familia
S (por exemplo, sobre decomposicao adaptada).

Nesse sentido, nos finalizamos esse trabalho apresentando uma cota superior para
E(G,S, Fr(G)) (quando (G,8S) é um PD"-par e T é um PD" !-subgrupo de G).
Definigao 6.3.1. Sejam (G,S) um par grupo, onde S = (S;)ic; € uma familia ndo vazia
de subgrupos de G, ndo necessariamente distintos com |G : S;| = 0o, para todo i € I, e
M um ZoG-mddulo. Define-se

E(G,8, M) =1+ dimg,ker(res$),



sendo res§ : HY(G; M) — HHI(Si;M); [f] — res$([f]) = (resilf])icr, resi :
i€l
HYG; M) — H'(S;; M) a aplicagio restrigao induzida (no nivel 1 de cohomologia) da

mclusao S; — G.

Proposicao 6.3.1. Dado um par grupo (G,S), se (G,S) é um PD"-par com S # ()
(|G : S;] = o0, para todoi € I) e T é um PD" '-subgrupo de G entio E(G,S, Fr(G)) < 2.

Demonstracao: Considere a sequéncia exata longa para o par (G, S) com coeficientes
em Fr(QG)

T’CSG

0 — HYG; Fr(Q)) — HHO(Si;fT(G)) KN HYG,S; Fr(@)) EA HY G, Fr(@)) =

icl
[T A (55 Fr(@) =
icl
Da Proposi¢ao 4.2.1 temos que H'(G,S; Fr(G)) =~ Zy. Como a sequéncia é exata,

ker(res§) =~ Im(J). Assim temos que dim(ker(res§)) = 0 ou dim(ker(res§)) = 1 e
portanto F(G,S, Fr(G)) < 2. ]

Exemplo 6.3.1. Seja (G,S) o PD*-par dado no Exemplo 3.1.5. Se T é um PD'- sub-
grupo de G entao E(G,S, Fr(G)) < 2.

Mais geralmente
Exemplo 6.3.2. Se X € uma superficie compacta da qual retiramos r discos abertos D;

com OD; = S}, i =1,....r, entdo o par (G,S), onde G = 1 (X) ¢ S = (71(S}))1e1, €
um PD?*-par. Logo, se T é um PD-subgrupo de G, temos (G,S,Fr(G)) < 2.
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