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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a estrutura do anel de inteiros algébricos e o
discriminante do anel de inteiros algébricos de corpos de numeros do tipo L. = Q(6),
onde § = ¥ded # 1 € um inteiro livre de quadrados. Inicialmente, apresentamos a
estrutura dos anéis de inteiros algébricos dos corpos L = Q( 2f/ﬁ) com d = 2,3(mod 4)
onde, nesse caso, L. é monogénico. Na sequéncia, apresentamos bases integrais e
os respectivos discriminantes para alguns corpos da forma Q( 2%), para k = 2,3,4,5,
onde exploramos as estruturas dos anéis de inteiros algébricos de acordo com os
valores de d. Posteriormente, como resultados principais desta tese, generalizamos
essas bases e, com isso, também determinamos uma férmula para o discriminante
do anel de inteiros algébricos desses corpos L. Nessa linha, apresentamos essas
generalizagbes da seguinte forma: quando d = 5(mod 8), quando d = 9(mod 16) e, por
fim, englobando todos os casos, apresentamos uma base integral e o discriminante
do anel de inteiros algébricos dos corpos puros Q( 2\k/E) para d = 2' + 1(mod 2'*') onde
2<I1<k-1eparad=1(mod 2"1).

Palavras-chave: Corpo de numeros. Corpos puros. Anel de inteiros algébricos. Base
integral. Discriminante.






ABSTRACT

The objective of this work is to present an integral basis and the discriminant of alge-
braic number fields of the type L. = Q(0), where 0 = 2/d and d #+ 1 is a square-free
integer. Initially, we present the rings of algebraic integers of fields L = Q( 2f/ﬁ) with
d = 2,3(mod 4) where, in this case, L is monogenic. Afterwards, we present inte-
gral bases and the respective discriminants for some fields of the form Q( 2f/E), for
k = 2,3,4,5, exploring their algebraic integer rings according to the values of d. Sub-
sequently, as the main results of this thesis, comprising the main part of this work, we
generalize these bases and, with this, we also determine a formula for the discriminant
of these fields L. Along these lines, we present these generalizations as follows: when
d = 5(mod 8), when d = 9(mod 16), and finally, encompassing all cases, we present an
integral basis and the discriminant of pure fields Q( %/d) for d = 2! + 1(mod 2'*') where
2 <1 <k-—1andford= 1(mod 2*1).

Keywords: Number field. Pure fields. Ring of algebraic integers. Integral bases. Dis-
criminant.
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Introducao

A Teoria dos Numeros é uma das classicas linhas de pesquisas da matematica na qual
o estudo esta centrado no conceito de niimeros inteiros e objetos relacionados como, por
exemplo, a quantidade de nimeros primos contidos no conjunto dos niimeros inteiros, além
da resolucao de equagoes diofantinas. Podemos citar como um classico problema dessa
drea o Ultimo Teorema de Fermat, cujas tentativas de demonstré-lo, que perduraram
mais de trés séculos, trouxeram diversos avancgos em linhas de pesquisas distintas da

matematica.

Um dos ramos dentro da Teoria dos Ntumeros é a Teoria Algébrica dos Numeros, cujo
foco é a expansao do conceito de niimero inteiro. Mais precisamente, consiste no estudo de
numeros complexos que sao raizes de polindmios cujos coeficientes sao racionais, os quais
sao chamados nimeros algébricos. Além disso, se os polindmios em questao sao monicos
e seus coeficientes sdao inteiros, suas raizes sao conhecidas como inteiros algébricos e o
conjunto formado por esses elementos de um corpo LL de extensao finita sobre Q formam

um anel, o qual recebe o nome de anel de inteiros algébricos do corpo L.

O estudo desses anéis de inteiros algébricos de um corpo IL possui grande relevancia na
Algebra, principalmente na parte de aplicacoes. Dentre elas, destacam-se as construgoes
de reticulados algébricos de boa densidade de centro, os quais sdo muito utilizados no
estudo de codigos e criptografia, como pode ser visto, por exemplo, em [1] e [2]. De
forma geral, essas construcgoes sao realizadas a partir do chamado Homomorfismo de
Minkowski (candnico), o qual consiste em uma funcao aplicada sobre um Z-mdédulo do
anel de inteiros algébricos de um corpo de nimeros de dimensao n sobre Q que resulta em
um reticulado no espago R™. Quando falamos na densidade de centro de um reticulado
algébrico, no caso do homomorfismo canénico, um dos parametros necessarios para seu

calculo ¢ o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo L., que destaca-se por sua
dificuldade.

Além dos reticulados de alta densidade, outro tipo tem sido muito relevante nos tltimos
anos: os reticulados bem arredondados (well-rounded), que sao aqueles em que o conjunto

de vetores de norma minima do reticulado gera o R" (para mais detalhes, veja, por
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exemplo, [3]). As aplicagoes envolvendo esses tipos de reticulados incluem problemas
referentes ao nimero de contato (kissing number) e a diversidade de reticulados (para
detalhes veja, por exemplo, [4] e [5]). A vantagem de obter reticulados desse modo
reside na possibilidade de identificar os pontos do reticulado no R” com os elementos
do corpo de nimeros .. Com isso em vista, determinar quais reticulados algébricos sao
bem arredondados tem sido topico de estudo de varios pesquisadores e, para determina-los,
também se faz necessario o conhecimento do anel de inteiros algébricos do corpo. Inclusive,
em [6] foi provado que a imagem do anel de inteiros algébricos de um corpo quadrético via
homomorfismo de Minkowski é um reticulado bem arredondado para apenas dois corpos
imagindrios, . = Q(i) e L. = Q(v/—3). Nesse sentido, é de grande importancia conhecer o
anel de inteiros algébricos e o discriminante do anel de inteiros algébricos de um corpo de
nimeros (veja as Defini¢oes 1.14 e 1.35 ) para a utilizagao dessas ferramentas. Além disso,
esses fatores também podem ser tlteis no estudo recente de Criptografia pds-quantica,

cujos detalhes podem ser vistos em [7].

A procura do anel de inteiros algébricos de corpos de ntimeros tem sido objeto de
estudo de varios matematicos nos ultimos anos, e resultados significativos tém surgido
acerca desse assunto, principalmente abordando os corpos monogénicos, isto ¢, os corpos
cuja base integral é potente (veja [8], por exemplo). Em particular, no inicio de 2015,
Hameed [9] publicou um trabalho no qual apresentou um resultado onde analisou valores
de d tais que os corpos do tipo Q( 2{“/3), onde d # 1 é inteiro livre de quadrados e k € N
sao monogénicos. Para isso, o autor utilizou o conceito de indice de um inteiro algébrico

(para mais detalhes veja Capitulo 2).

Também em 2015, Hameed [10] publicou um outro trabalho que consiste em determinar
mais bases integrais além das potentes para o corpo de grau 2 = 8. A estratégia adotada
por Hameed foi a de utilizar uma base integral do corpo de grau 4 conhecida de outros
trabalhos como, por exemplo, [11] e [12], e explorar a extensio Q(v/d) C Q(vd), a
qual possui grau 2. Vale destacar que determinar uma base integral de um corpo nao
monogénico é um trabalho complexo, justificando assim a escolha do autor em restringir-
se ao corpo de grau 2% = 8 nesses trabalhos. Os resultados presentes nos artigos [9] e [10]

também podem ser encontrados em [13], sua tese de doutorado.

Dentro do mesmo escopo, outros trabalhos também foram publicados recentemente.
Em fevereiro de 2021, Yakkou e Fadil exploraram os corpos cujo grau é uma poténcia
de 3, no trabalho "On power integral bases of certain pure number fields definied by
23" —m", encontrado em [14]. Também em 2021, tivemos a contribuigao de Facini em sua
dissertacao de mestrado [15] "Uma introdugao aos corpos néo abelianos de grau menor ou
igual a 6", onde usando o polinémio caracteristico, foi dado o anel de inteiros algébricos e

o discriminante do anel de inteiros algébricos dos corpos do tipo Q( {‘/a), onde 2 <n <6
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e d # 1 é um inteiro livre de quadrados. Em 2022, Yakkou publicou um trabalho focado
em corpos nao monogénicos [16], onde dado um corpo de nimeros gerado pelo trinémio
x™ 4+ ax™ + b, o autor estabelece condigoes para a,b e n de modo que a base nao seja a
potente. Mais recentemente, em 2023, Fadil e Kchital no trabalho [17], intitulado "On

27‘75 [ . .
—m'", analisam em quais casos

monogenity of certain pure number fields defined by x
os corpos de grau 2"7° e m # 1 livre de quadrados sao monogénicos utilizando a teoria de
poligonos de Newton. Fugindo um pouco dos casos tradicionais em que sao considerados
m livre de quadrados, o trabalho [18] explora os corpos ciibicos do tipo Q(s/m) tal que
m # 1 é livre de cubos e nao livre de quadrados, apresentando uma base integral e o

discriminante do anel de inteiros algébricos para esses corpos.

Embora os corpos monogénicos sejam muito importantes para as aplicacoes, principal-
mente devido a sua simplicidade, os anéis de inteiros algébricos dos demais corpos também
podem ser aplicados a diversos contextos e, contudo, tém sido bem menos explorados, de
modo que seu estudo, geralmente, se limita em abordar apenas casos particulares, como,
por exemplo, em [19] e [20]. Um dos motivos que justificam esse fato ¢ a falta de uma
ferramenta imediata para facilitar este trabalho, como o indice de um inteiro algébrico que
favorece esse estudo para os corpos monogénicos. Tendo em vista os avangos realizados
nos ultimos anos, a importancia para algumas aplicacdes e a menor exploracao para os
casos ndo monogeénicos, o presente trabalho tem como principal objetivo determinar o anel
de inteiros algébricos e o discriminante do anel de inteiros algébricos associado aos corpos
de nimeros do tipo Q( Q’VE), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados e k € N, os quais
sao chamados de corpos puros (pure fields) de grau 2*, explorando o caso monogénico,
ja apresentado por Hameed, mas também as demais bases possiveis. Para isso, o texto
esta organizado em seis capitulos, sendo o primeiro dedicado aos conceitos preliminares
da teoria algébrica dos niimeros e os demais, que em conjunto abordam casos particulares

e gerais, constituem o nosso resultado principal.

No Capitulo 1 retomamos alguns conceitos basicos da Teoria dos Nimeros, como traco
e norma de elementos do corpo, anel de inteiros algébricos, base integral e discriminante
do anel de inteiros algébricos do corpo de niimeros, que constituem uma base da teoria
aqui desenvolvida. Além disso, também foi retomada algumas defini¢oes e propriedades
envolvendo anel de Dedekind e ramificacao de ideais, pois esses conceitos serao necessarios
para provar uma das proposi¢oes fundamentais para o desenvolvimento do trabalho. Na
ultima se¢do, também exploramos alguns fatos a respeito do corpo Q(W), o qual sera

nosso prinicipal objeto de estudo.

No Capitulo 2, baseado no artigo de Hameed, [9], apresentamos uma base integral e o
discriminante do anel de inteiros algébricos dos corpos de niimeros da forma Q( 2%), com

d # 1 um inteiro livre de quadrados e d = 2,3(mod 4), por meio do conceito de indice
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de um inteiro algébrico. Esse tipo de corpo tem uma importancia particular, pois, como
veremos no decorrer do capitulo, o mesmo é monogénico, ou seja, uma base de seu anel
de inteiros algébricos é potente.

No Capitulo 3, apresentamos as bases integrais e os discriminantes do anel de inteiros
algébricos dos corpos de nimeros da forma Q( 2%), para k = 2,3,4,5, com d # 1 um
inteiro e livre de quadrados. O objetivo desse capitulo é apresentar a estrutura dos anéis
de inteiros algébricos explicitamente além de apresentar as demonstragoes em detalhes, a
fim de que o leitor possa criar familiaridade com os passos e estratégias utilizados, pois
os mesmos serao generalizados posteriormente. Além disso, embora esse capitulo trate
apenas de casos particulares, o mesmo sera essencial para a conclusao do resultado final
da presente tese.

Nos Capitulos 4 e 5, damos os primeiros passos rumo a generalizacao dos resultados
apresentados no Capitulo 3, onde, no Capitulo 4 o estudo se centraliza no caso em que
d = 5(mod 8) ou, equivalentemente, d = 1(mod 4) e 4 é a maior poténcia de 2 que
divide d — 1. Fixando essa familia de valores de d # 1, apresentamos uma base integral
e o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo Q( 2%), para todo k > 1. Ja
no Capitulo 5, nos concentramos no caso em que d = 9(mod 16) ou, equivalentemente,
d = 1(mod 8) e 8 é a maior poténcia de 2 que divide d — 1 e, utilizando de raciocinio
andlogo, apresentamos uma base e o discriminante do anel de inteiros algébricos dos corpos
de niimeros da forma Q( 2%), para todo k£ > 2, destacando as semelhancas e diferencas
entre as duas demonstracoes.

No Capitulo 6, que contém nossa principal contibuicao deste trabalho, apresentamos
as bases integrais dos corpos de nimeros da forma Q( 2%), onde d # 1 é inteiro livre de
quadrados. Para isso, levamos em consideragao o grau do corpo em questao e também o
valor de d, pois as poténcias de 2 em que vale d = 1 (mod 2') também sdo cruciais para
a determinacao da base integral. Analisando esses dois fatores foi possivel determinar as
estruturas das bases que geram estruturas de anéis de inteiros algébricos distintas para
cada corpo de acordo com o grau e o valor de d e descrevé-las explicitamente. Para isso,
enunciamos e demonstramos um teorema que descreve uma base integral de Q( 2%), onde
d # 1 é um inteiro livre de quadrados e d = 1 (mod 2'), para todo k > 1 el > 2. Uma vez
que o anel de inteiros algébricos é conhecido, também calculamos todos os discriminantes
associados a essas bases.

Vale destacar ainda que os resultados obtidos na Secao 3.3 do Capitulo 3 assim como

os resultados apresentados nos Capitulos 4, 5 e 6 sao originais deste trabalho.



1 Resultados basicos de teoria

algébrica dos niimeros

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos basicos sobre teoria algébrica dos nu-
meros necessarios para a compreensao e para o desenvolvimento do trabalho. Para isso,
apresentamos resultados sobre o trago e a norma de um elemento, norma de ideais, base
integral, anel de Dedekind, discriminante e, para finalizar, fazemos uma anélise do corpo
Q(W), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados, destacando uma proposi¢ao, em
particular, que visa estender um resultado conhecido da teoria dos ntimeros e que sera
fundamental no desnvolvimento dos capitulos seguintes. Para obter mais detalhes e se
aprofundar nos tépicos que abordamos neste capitulo de maneira concisa, o leitor pode

consultar as referéncias [21] e [22].

1.1 Traco e norma

Nesta se¢ado abordamos conceitos relacionados ao traco e a norma de elementos de um
corpo. Seja K um corpo de ntiimeros, isto é, uma extensao finita dos racionais, e seja L

um corpo tal que K C L e [L : K] = n. Sejam o7, ..., 0, os n K-monomorfismos distintos
de L em C.

Definicao 1.1. Seja a € L.

1. O trago de a na extensao IL/K ¢ definido por

Tri(a) =Y oi(a). (1.1)

=1

2. A norma de a na extensdo L/K é definida por

n

NL/K(OC) = HUZ'<CV). (12)

i=1

23
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3. O polinémio caracteristico de « sobre K é definido por

n

falz) = H(x —oi(a)) =2" — TT]L/K(a)x"_l + -+ (=1)" Ny (o). (1.3)

i=1

Proposicao 1.2. [21, Teor. 5, Cap. 2] Se a, 3 € L e a € K, entao

1. Tryk(a+ B) = Trx(a) + T (B);

2. Trik(ac) = aTrk(o);

8. Trik(a) = na;

4. Nu(aB) = Nuyx(a) Mok (B);

5. Nyk(aa) = a™ Ny (o);

6. Nyx(a) =a”.
Além disso, se Ml € um corpo tal que K C 1L C M, entao

1. Trk(a) = Tre(Tha(a));

2. Nyyk(a) = Npjk(Nwyn(a)).

Teorema 1.3. [22, Prop. 1, Cap. II, Sec. 2.6] Se o = aq, o, ..., sao as raizes do

polinomio minimal de o sobre K, entdo

1. TT]L/]K(C(> = Z Q.

@
Il
-

2. NL/K(Q) = '1:[1 ;.

7

Observacao 1.4. Quando consideramos I um corpo de niimeros, para a norma e o trago

de L sobre Q, usamos a seguinte notagao, respectivamente, 7y («) e N («), onde a € L.

1.2 Anel de inteiros algébricos

Nesta secao, introduzimos dois conceitos que serao muito utilizados em todo o texto:
inteiro algébrico e anel de inteiros algébricos. Para isso, sejam A C B anéis comutativos

com unidade e o« € B.

Defini¢ao 1.5. O elemento a é chamado um elemento inteiro sobre A se « for raiz
de um polinémio moénico nao nulo p(x) com coeficientes em A. Em particular, quando

B CCe A=7Z, o elemento o é chamado um inteiro algébrico.
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Proposigao 1.6. [22, Cor. 1, Cap. II, Sec. 2.1] Se o, f € B sdo inteiros sobre A, entdo

a+ 8, a—p eaf sio inteiros sobre A.

Proposicao 1.7. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes, onde K tem caracte-
ristica zero. Se I € uma extensao finita de K e a € L é um elemento inteiro sobre A,
entdo os coeficientes do polinomio caracteristico f. sdo inteiros sobre A. Em particular,

Trik (o) e Nyjk(a) sdo inteiros sobre A.

O conjunto formado pelos elementos inteiros de A sobre B formam um anel que contém

A, descrito na préxima defini¢ao.

Definicao 1.8. O conjunto
Op ={a € B | « é inteiro sobre A},

é chamado de anel de inteiros de B sobre A.

Definigao 1.9. O anel A é chamado integralmente fechado em B quando Og = A. Se A
¢ um dominio e I é o seu corpo de fragoes, o anel A é chamado integralmente fechado se
OL = A.

Definicao 1.10. Seja . C C um corpo de nimeros.

1. Os elementos de I que sao inteiros sobre Z sao chamados de inteiros algébricos
de L.

2. O conjunto dos elementos L. que sao inteiros algébricos ¢ chamado de anel de
inteiros algébricos de L, ou simplesmente, de anel de inteiros algébricos de

LL, o qual denotamos por Of.

1.3 Base integral

Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes e K C I uma extensao

finita de grau n.

Teorema 1.11. [22, Teor. 1, Cap. II, Sec. 2.7] Se O, é o anel de inteiros algébricos
de L sobre A, entdo O € um A-submdodulo de um A-mddulo livre finitamente gerado de

posto n.

Corolario 1.12. /22, Cor., Cap. II, Sec. 2.7] Se A um anel principal, entao O, é um

A-médulo livre de posto n.
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Corolario 1.13. [23, Teor. 6.5.2] Seja I um corpo de nimeros de graun. Se T C Oy, é

um ideal, entao I é um A-mddulo livre de posto n.

Definicao 1.14. Seja L. um corpo de nimeros. Uma base do Z-modulo livre Op, é chamada

de base integral de L.

Defini¢ao 1.15. Seja L = Q(«) um corpo de nimeros de grau n, com o« € L. Se o
conjunto B = {1,a,...,a" 1} é uma base de IL sobre Q, entdo chamamos B de base de

poténcias de L (ou base potente).

Definicao 1.16. Seja L um corpo de niimeros. Se o anel de inteiros algébricos Or, possui

uma base de poténcias, dizemos que o corpo L é monogénico.

1.4 Anel de Dedekind

Nesta se¢ao, apresentamos algumas defini¢oes, lemas e propriedades com o objetivo
final de enunciar o teorema que garante que em um dominio de Dedekind, um ideal nao
nulo pode ser fatorado como produto de primos de maneira inica. O caso particular em
que estamos interessados, é a validade desse resultado para o anel de inteiros algébricos

de um corpo de nimeros, o qual veremos que é um anel de Dedekind.

Definigao 1.17. Sejam A um anel e M um A-médulo. O médulo M é chamado um

A-médulo Noetheriano se satisfaz uma das seguintes condigoes:
1. Todo conjunto nao vazio de submodulos de M possui um elemento maximal.
2. Toda sequéncia crescente de submoédulos de M é estacionaria.
3. Todo submédulo de M é finitamente gerado.
Um anel A é chamado Noetheriano se quando considerado como um A-médulo for No-
etheriano.
Defini¢ao 1.18. Um anel A é chamado um anel de Dedekind se A é noetheriano,

integralmente fechado e se todo ideal primo nao nulo de A é maximal.

Teorema 1.19. [22, Teor. 1, Cap. III, Sec. 3.4] Sejam A um anel de Dedekind, K seu
corpo de fracoes e . uma extensao finita de K. Se O, € o fecho integral de A em 1L, entdo

OL € um anel de Dedekind e um A-modulo finitamente gerado.

Como consequéncia desse teorema, podemos concluir que o anel de inteiros algébricos

de qualquer corpo de niimeros é um anel de Dedekind.
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Definigao 1.20. Seja A um dominio e K seu corpo de fragoes. Um ideal fracionario de
A é um A-submodulo I de K tal que dI C A para algum d € A, com d # 0.

Teorema 1.21. [22, Teor. 3, Cap. 3, Sec. 3.4] Seja A um dominio de Dedekind. Se I é

um ideal fraciondrio ndo nulo de A, entao I é expresso de maneira unica como

onde B1,Po, ..., P, sdo ideais primos de A ee; € Z, parai=1,2,...,g.

Agora, consideramos L. um corpo de nimeros e Of, o seu anel de inteiros algébricos, o

qual é um dominio de Dedekind.

Definigao 1.22. Sejam A e B ideais fraciondrios de Op. O ideal A divide B quando

existe um ideial inteiro C de O, tal que B = AC. Nesse caso, denotamos A|B.

Definigao 1.23. Seja A um ideal de Op. A norma do ideal A é definida como sendo o

nimero de elementos do anel quociente %, ou seja,
OL
NL(-A) = #I-

Proposicao 1.24. [22, pag. 52] A norma Ny(A) € finita.

Proposicao 1.25. [22, Prop. 2, Sec. 3.5, Cap. III] Se A e B sao ideais nao nulos de
O]L, entao N]L(.AB) == NL(.A)N]L(B)

Agora, considerando uma extensao de corpos L/K de grau n e P um ideal primo em
Ok, segue que o ideal I = POp, pode nao ser primo em O, entretanto, pode ser fatorado
como no Teorema 1.21. Cada ‘P, desta fatoracao é chamado de ideal primo acima de
P, enquanto P é um ideal primo abaixo de ;. A partir disso, podemos concluir que
para ¢ satisfazendo 1 < i < g, vale a igualdade B; N Ox = P. Ademais, o expoente e; na
fatoragdo de PQOp, é chamado de indice de ramificacao de P3; sobre Ok e a dimensao
do espago vetorial O, /B; sobre o corpo Ok/P é chamada de grau residual (ou grau

inercial) de 3; sobre Ok e é denotada por f;.

Proposicao 1.26. [22, Prop. 1, Sec. 2, Cap. V] Os ideais Pis sao os ideais primos de
B de O, tal que BN O = P.

9
A Igualdade Fundamental garante que » e;f; = n [22, Teor. 1, Sec. 2, Cap. V]. Se
i=1
L/K é uma extensao galoisiana, entao, devido ao fato de que todos os ideais primos acima

de P sdo conjugados com relacao aos automorfismos do grupo de Galois Gal(L/K), segue
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que todos os graus residuais sao iguais e denotados por f e todos os indices de ramificacao
sao iguais e denotados por e. Assim, neste caso, a Igualdade Fundamental garante que
n = efg. Com relagao a fatoracao de um ideal primo P C Ok em O, segundo a expressao

dada no Teorema 1.21, temos ainda as seguintes classificagoes:

1. O ideal P se ramifica em O, se e; > 1 para algum ¢ € {1,2,...,g}. Caso contrério,

P é chamado ndo ramificado em Oy
2. Oideal P é totalmente decomposto em Oy, se e; = f; = 1, paratodoi € {1,2,...,g}.
3. O ideal P é inerte em Oy, se e; = 1 e f; = n, para algum i € {1,2,...,g}.

4. O ideal P é totalmente ramificado em O se e; = n e f; = 1, para algum i €
{1,2,...,9}.

Em particular, se P C O, é um ideal primo, entao o corpo O /P é um espago vetorial

sobre Z/(p) de grau residual f, onde p é o inico niimero primo abaixo de P.

Proposicao 1.27. [24, Prop. 3.7.5] Se P é um ideal primo nao nulo de O, entdio
NL(P) = p’, onde f é o grau residual de P. Além disso, se P é um maltiplo do ideal Q
e NL(P) = NL(Q), entio P = Q.

1.5 Discriminante

Nesta secao, apresentamos o conceito de discriminante de uma extensao de anéis. Para

isso, sejam A e B anéis tais que A C B e B é um A-modulo livre de posto finito n.

Definig¢ao 1.28. Seja {aq, as, ..., a,} um conjunto de elementos de B. O discriminante

de (v, 9, ..., ), é definido por
Dpja(ar,ag, ... o) = det(Trpja(a;a;)) € A,

onde i, =1,2,...,n.

Proposicao 1.29. /22, Prop. 1, Cap. II, Sec. 2.7] Se {p1,...,Bn} € um conjunto de

elementos de B tal que 3; = Z a;jog, com ay; € A, parat=1,...,n, entdo
j=1

DB/A(ﬁla . ,671) = (det(aij))2DB/A(a1, . ,Oén).

Corolario 1.30. /23, Teor. 6.5.4] Seja A um dominio. Se {c1,...,an} e {P1,..., 0 n}
sao bases de B sobre A, entao Dpa(ou,...,an) = Dp/a(Bi,...,0n)-
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Definig¢ao 1.31. O discriminante de B sobre A é definido como o ideal de A, gerado por
Dpjaaq, ..., ay), onde {oq,..., o} é uma base de B sobre A, e denotamos D(B/A).

Agora, apresentamos alguns resultados envolvendo discriminante do anel de inteiros
algébricos de corpos de ntimeros. O Corolario 1.13 da Secao 1.3, afirma que o anel de
inteiros algébricos O, é um Z-moédulo livre finitamente gerado de posto n. Este fato nos
motiva a definir o discriminante do anel de inteiros algébricos dos corpos de nimeros

através da base integral.

Definicao 1.32. Seja L. um corpo de ntimeros. O discriminante do anel de inteiros
algébricos de IL é definido como o discriminante de uma base de seu anel de inteiros

algébricos Oy, e é denotado por D(L).

Proposicao 1.33. [23, Teor. 7.1.9] Sejam L = Q(0) um corpo de nimeros de grau n e

0 € L o seu elemento primitivo. Se p(x) é o polinémio minimal de 0, entao

n(n—1)

Dy(6) = Dy(1,6,62,...,0" ") = (—1)“ =" N_(p/(0)), (1.4)

onde p'(x) € a derivada de p(x).

Corolario 1.34. SejalL = Q(6) um corpo de nimeros de graun. Se o polindmio minimal

de 0 é p(x) = 2" —d € Z|z], com d ndo nulo, entdo

n24n42

Dp(1,60,0% ...,0" ") = (=1) = (n"d" ). (1.5)

Proposicao 1.35. [23, Teor. 7.1.8] Seja L. um corpo de nimeros de grau n e seja
{ag,as,...,a,} uma base de . sobre Q contida no anel de inteiros algébricos Or. Se o
discriminante Dy (o, g, ..., o) € livre de quadrados, entio {aq, s, ..., a,} € uma base

de Oy, sobre Z.

A proxima definicao, a qual sera fortemente utilizada no capitulo seguinte, nos da a

ideia de indice de um inteiro algébrico.

Definigao 1.36. Sejam ¢ um inteiro algébrico de grau n e L = Q(#). O indice de 6 é
definido como sendo o indice da extensao Z[f] C Oy, como grupos abelianos aditivos, ou
seja,

Ind(0) =[Oy, : Z[0]].

Com base na Proposicao 1.29, se L. é um corpo de niimeros de grau n e 6 é seu elemento
primitivo, entao

Dp(1,0,...,0" ") = Ind(9)*D(L).

Neste caso, se Ind(f) = +1, entao O = Z[0).
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1.6 O corpo Q(v/d), com d # 1 um inteiro livre de

quadrados

Nesta secao, veremos algumas propriedades e proposicoes a respeito dos corpos de
nimeros do tipo L = Q(W), com d # 1 um inteiro e livre de quadrados, uma vez que
este corpo serd nosso principal objeto de estudo, em particular, para n = 2~.

Primeiramente, podemos afirmar que o elemento /d é um inteiro algébrico, pois é raiz
do polindmio p(z) = 2™ — d que, por sua vez, é polindmio minimal de V/d em Z. Além
disso, a extensdo Q(V/d) D Q tem grau n e um elemento primitivo de Q(/d) é o préprio
{/d. Vale também ressaltar que, embora essa extensao Q( {’/E) D Q seja separavel, ja que
o corpo QQ possui caracteristica zero, nem sempre ela é normal e, consequentemente, nem
sempre é de Galois.

A proxima proposicao sera muito utilizada nos demais capitulos, pois fornece os tragos
dos elementos do tipo (C/ZZ)’“ , valores que aparecerao ao calcular o discriminante do anel
de inteiros algébricos do corpo Q(/d).

Proposicao 1.37. [15, Prop. 2.6.8] Se . = Q(6) é um corpo de niimeros, onde 0 = 3/d

com d € Z livre de quadrados, entao

N nd®, se nlk
TrL(0%) = (1.6)

0, caso contrario.

A proposigao seguinte traz um resultado bem conhecido da Teoria dos Ntmeros, onde

0 nosso proximo objetivo é generalizé-lo para um caso de nosso interesse.

Proposigao 1.38. [15, Prop. 2.6.9] Sejam L. = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 =
Vd com d € 7 livre de quadrados e o = ag + a10 + ax0? + --- + a,_10"t € L, com

ag, a1, a9, ..., 0,1 € Q. Se a € um inteiro algébrico, entdo nag,nai,nas,...,Na,_1 € 2.

Baseando-se na Proposicao 1.38, o préximo resultado visa estendé-la para uma exten-

sao quadratica L. D K.

Proposigiao 1.39. [10, Lema 3] Sejam L = Q(0) e K = Q(6?), com 0 = /d. Se
n=a+ 0 € O, com a, € K, entao 2a,20 € Ok.

Demonstrag¢io. Dado um inteiro n contido no corpo L, existem «, 5 € K tais que n =
a + p0, uma vez que {1,0} é base de L sobre K. Sendo 7 inteiro em L, segue pela
Proposigao 1.7 que seu trago e sua norma sao inteiros em K, ou seja, Ty /k(n) = 2a € Ok e
Nik(n) = a?—[320% € Og. Agora, tomando a norma de ambos os lados em 27 = 2a+230,
obtemos 4Ny k(1) = (2a)* — (23)%6% € Ok, e logo, (25)%0* € Ox. Como 26 € Ke K é
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um dominio de integridade, o ideal principal (2/3) é um ideal fracionario, de acordo com a
Definigao 1.20. Desse modo, pelo Teorema 1.21 existem ideais primos P; C Ok e inteiros
e; tais que

(28) = PP ... P,

ondese e; < 0, entdao P,% = (P;')”“". Dessa forma, tomando P como a parte em que e; sdo
positivos e Q como a parte em que e; sao negativos, podemos escrever (25) = P/Q, com
mdc(P/Q) = 1. Se Q = 1, pelo fato de que P C Ok, poderiamos inferir que (25) C Ok
e, consequentemente, 23 € Ok, de onde concluiriamos a prova. Por essa razao, vamos
supor que Q # 1. Assim, existe um fator primo @ de Q. Como (23)%0? = 5—292 € Ok,
segue que @ divide 62, isto é, 6% = Q*I, para algum ideal I. Tomando a norma de ideais

com respeito a K/Q em ambos os lados, segue que

d = 02(0G)*(6C)%(0)% . (06,72) = 0702(6%)04(67) . .. 0n—2(67)
= N(0?) = (Nx(Q))*Nx(I) = (p)*Ne (D).

onde o; sao os automorfismos, (,, é a raiz da unidade e f denota o grau residual de @)
sobre Ok. Pela Proposicao 1.27, segue que f > 1 e, assim, d é divisivel por p?, o que é

um absurdo, pois d € livre de quadrados. Logo, @ = 1 e, portanto, 25 € Ok. n

Essa proposicao serd o ponto inicial para provar varios resultados dos capitulos se-
guintes, uma vez que em nossas construcoes sempre iremos considerar extensoes de grau
2.

1.7 Consideracoes finais

O objetivo desse capitulo foi apresentar defini¢oes e resultados basicos da teoria algé-
brica dos niimeros que serao utilizados no desenvolvimento dos demais capitulos. Neste
sentido, apresentamos resultados sobre traco, norma, base integral, discriminante e desta-
camos alguns fatos a respeito do corpo Q( {VE), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados.
Também apresentamos um resultado (Proposigao 1.39) que, embora nao integre os con-
ceitos basicos da teoria dos ntmeros, deriva de um resultado muito usual e sera usado
constantemente nos Capitulos 3, 4, 5 e 6. No proximo capitulo, nos restringiremos a um
caso particular do corpo Q( (L/E), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados, apresentando
uma base integral e o discriminante do anel de inteiros algébricos para n = 2¥ e d = 2,3
(mod 4).






2 Base integral e discriminante do
Qk
corpo Q( 3/d), onde d = 2, 3(mod 4)

Uma consequéncia imediata do Teorema do Elemento Primitivo, é o fato de que todo
corpo de nimeros possui uma base potente. Além disso, usualmente nos deparamos com
corpos cujos anéis de inteiros algébricos também possuem esse tipo de base. Nesse ponto,
podemos nos perguntar se todo anel de inteiros algébricos de um corpo de niimeros admite
base potente, ou seja, se os anéis de inteiros algébricos possuem essa mesma propriedade
que os corpos de numeros. Porém, a resposta para essa pergunta é negativa, pois nem
sempre um anel de inteiros algébricos admitirda uma base potente. Sendo assim, dado um
corpo L, uma questao que surge naturalmente é: “Esse corpo ¢ monogénico?” Isto é,
existe o € Oy, tal que Z[a] = OL? Responder a essa questao para L = Q( 2%) ¢ um dos
objetivos deste capitulo.

O interesse em solucionar esse problema se di devido ao fato da base potente ser a
mais trivial de modo que torna-se relevante determinar quais sao os corpos monogénicos
e o elemento gerador dessa base. Os corpos quadraticos fornecem um exemplo bem
conhecido de corpo monogénico, onde se L. = Q(f), com 6 = Vd e d+# 1 um inteiro e livre
de quadrados, entao seu anel de inteiros algébricos O, (para mais detalhes, veja [25]) é

dado por

Z[0], se d=2,3(mod4), e 21)

Z [1%0] se d=1(mod 4).
Outro exemplo bastante comum, que também pode ser visto em [25], sdo os corpos cicloto-
micos L = Q({,), onde (,, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, cujo anel de inteiros
algébricos O, é dado por Z[(], e 0 mesmo ocorre para o corpo maximal real Q(¢, + ('),
o qual possui o anel de inteiros algébricos Z[(, + ¢ ).

Neste capitulo, determinamos uma base para o anel de inteiros algébricos do corpo
Q( 2%), onde d = 2,3(mod 4) é um inteiro e livre de quadrados, e veremos que uma base

integral dos corpos quadraticos dada por (2.1) para o caso d = 2,3(mod 4) nao se trata

de um caso isolado, mas sim de uma propriedade que abrange todos os corpos puros cujo

33
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grau é uma poténcia de 2. Além disso, calculamos o discriminante do anel de inteiros
algébricos do corpo Q( 2%) a partir dessa base. Note que, quando trabalhamos com o
caso d = 2,3(mod 4) um inteiro e livre de quadrados, os unicos valores de d que nao serao
englobados sao os valores tais que d = 1(mod 4), pois se tivessemos d = 0(mod 4), entao

d nao seria livre de quadrados. Esse caso restante serd analisado nos préximos capitulos.

2.1 Anel de inteiros algébricos

Inicialmente, baseado no que foi apresentado em [9], apresentamos uma base inte-

2k . . ;o 1s . . Sl .
gral de Q( \/E) Para isso, faremos uso do conceito de indice de um inteiro algébrico
além de alguns resultados auxiliares. Os proximos dois lemas também serdao cruciais no

desenvolvimento da sec¢ao.

Lema 2.1. /23, Teor. 7.1.7] Se L. = Q(0) € um corpo de nimeros de graun e § € O,

entdo {1,0,0% ...,0""'} é uma base integral de I se, e somente se, Ind(0) = 1.

Lema 2.2. [26, Lema 2.17] Sejam 6 um inteiro algébrico e . = Q(6). Se o polinémio
minimal de 0 sobre Q é Eisenstein com respeito ao primo p (também dito p-FEisentein),
ou seja, é da forma x™ + an_12" ' +a... 4+ ay onde ag,ai,...an_1 Sio divisiveis por p e

ag ndo € divisivel por p*, entdo Ind(0) nao é divisivel por p.

Devido ao Lema 2.2, para demonstrar que o corpo I ¢ monogénico, basta mostrarmos
que o polinémio 22 —dé p-Eisenstein para todo primo p dividindo d, onde d = 2, 3(mod 4).
Dessa forma, podemos concluir que o indice de 6 é 1 e, portanto, pelo Lema 2.1, segue

que uma base de O, é potente.

Teorema 2.3 ([9], Teor. 2.1). Seja L = Q(0), onde 0 é uma raiz do polinémio f(x) =
2 —d, com d # 1 inteiro e livre de quadrados. Sed = 2,3(mod 4), entio {1,0,6%, ... 60"},

onde n = 2 é uma base integral de L, ou seja, . é monogénico.

Demonstra¢io. Para um inteiro livre de quadrados d # 1, o polinémio f(x) = 22— dé
p-Eisenstein para todo primo p que divide d, uma vez que d é livre de quadrados. Assim,

f(z) é irredutivel sobre Q. Além disso, de acordo com o Corolario 1.34, segue que
D(1,0,...,0" ) = (=1)2 @M @ L
Por outro lado, pela Proposicao 1.29, segue que
Dy(1,0,...,0" ") = Ind(6)*D(L).

Agora, vamos analisar a fatoracdo do indice dos casos: d = 2(mod 4) e d = 3(mod 4).
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1. d = 2(mod 4). Neste caso, d = 2(2k' + 1), com k' € Z. Assim, podemos fatorar d

como produto de primos em Z como

d=2pip2...p,

onde cada p; é um primo impar distinto (pois d é livre de quadrados), com 1 < i <.

Portanto,
Dy(1,0,....0"") = 22" 2pipa...p)* " = Ind(6)2D(L).

Pelo Lema 2.2, segue que Ind(6) nao é divisivel por 2 e também nao é divisivel por
pi, para todo 1 < i < [. Portanto, Ind(f) = 1 e, assim, Dy (1,0,...,0" ') = D(L).

Consequentemente, Op, = Z[6)], isto é, I é monogénico.

2. d = 3(mod 4). Neste caso, d = 4k' 4+ 3, com k' € Z. Como o critério de Eisenstein
também pode ser aplicado a um polinémio depois de uma transformacao, faremos
uma mudanca de varidvel no polinémio f(x), transformando z em x — 1, de onde

obtemos a seguinte expressao
g@)=flz—=1)=(z -1 —d=a" +ap_2” ' +...+ (1 -d),

onde cada a;, com 1 < i < 2¥ — 1, é divisivel por 2 e por 1 —d. Mas 1 —d =
1 — (4K +3) = —4k — 2 = —2(2K' + 1), de modo que 1 — d ¢ divisivel por 2 e
nao por 2%2. Assim, g(z) é 2-Eisenstein, implicando que g(z) é irredutivel sobre Q
e, desta forma, f(z) = 22 — d também o é. Portanto, nenhum dos fatores primos
de Dp(0) = Dp(0 — 1) divide Ind(f) e, deste modo, Ind(f) = 1 e Dy () = D(L).

Consequentemente, O, = Z[f], ou seja, . é monogénico.

Portanto, em ambos os casos, O, = Z[0]. O

2.2 Discriminante

Uma vez que conhecemos uma base integral de um corpo, é natural o interesse em
calcular o seu discriminante. Neste caso, por se tratar do corpo monogénico, o seu dis-
criminante é facilmente calculado, pois coincide com o discriminante do seu polindémio
minimal, conforme o préximo Teorema e cujos resultados podem ser encontrados em [9]

para k > 2 e em [25] para k = 1.

Teorema 2.4. Seja o corpo de nimeros L = Q(0), onde 0 = Vd, com d livre de quadrados

en=2% k>1. Sed=2,3(mod 4), entio o discriminante do anel de inteiros algébricos



36 Base integral e discriminante do corpo Q( 2%), onde d = 2,3(mod 4)

O de IL € dado por
4d, se k=1e
D(L) =
—nd" 1l se k> 2.
Demonstragio. Como uma base de O, é uma base potente {1,0,6% ...,60"2 6" 1} segue
que podemos calcular o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo de niimeros
L = Q(0) utilizando o Coroldrio 1.34, através do polinémio minimal p(z) = 22 — d do

elemento primitivo # = 2%. Assim,

n2 +n+2
2

Do) = Du(1,0,6%,...,67Y) = (—1)" 5 (nrdn ).

Se n = 2, segue que Dy () = 4d. Agora, se k > 2, sendo n = 2F segue que

22k 4ok | o 9(22k—1 4 ok—1 )
2 2

_ (_1>22k—1+2k—1+1 _ _17
visto que 2271 4+ 2k~ 4+ 1 ¢ fmpar para k > 2. Portanto, Dy () = —n"d""!, o que prova

0 teorema. O

2.3 Consideracoes finais

Reconhecer quais sdo os corpos monogénicos tem grande relevancia na Teoria de Nu-
meros, como mencionado acima. Todavia, determinar os corpos que nao sao monogénicos
também tem sido um grande desafio, e determinar explicitamente suas respectivas bases
integrais configura um problema ainda maior. Outro fato que tem incentivado a busca
por esses corpos € o fato de que bons reticulados algébricos podem vir a ser gerados por
ideais fornecidos por esses anéis de inteiros algébricos. Diante disso, determinar bases

integrais para corpos além do monogénico sera o objetivo dos capitulos seguintes.
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Este capitulo é dedicado a apresentacdo do anel de inteiros algébricos e do discrimi-
nante do anel de inteiros algébricos de certos corpos puros de grau 4, 8, 16 e 32, explorando
tanto os corpos monogénicos como os corpos que fornecem bases distintas. No caso de
grau 4, tal abordagem ja foi desenvolvida e pode ser encontrada em [15] e [12], sendo a
estratégia utilizada na prova do anel de inteiros algébricos a andlise do polinémio caracte-
ristico, estudando todos os seus coeficientes. J& para o grau 8, veja [10], por exemplo, no
qual a estratégia utilizada na prova foi distinta. Para obter o anel de inteiros algébricos
do corpo puro de grau 8, Hameed, em [10], recorreu a base integral do corpo de grau 4 e
trabalhou com essa extensao de grau 2. Aqui, apresentamos uma versao para a demons-
tracao da base integral de grau 4 por meio da estratégia utilizada por Hameed, ou seja,
fazendo o uso da base integral conhecida para o corpo quadratico. Ademais, apresentamos
uma demonstragao sutilmente diferente da feita em [10] para o corpo puro de grau 8, pois
embora a técnica utilizada seja a mesma, tomamos algumas igualdades e congruéncias no
decorrer da prova diferentes das tomadas por ele tendo em vista a futura generalizagao
do resultado. No caso do grau 16, utilizamos o mesmo raciocinio, enquanto que para o
grau 32 apresentamos uma base e omitimos a demonstragdo, uma vez que é semelhante

ao caso de grau 16 e aos demais casos.

3.1 Base integral e discriminante do corpo puro de

grau 4

Os corpos quarticos L sao corpos de ntmeros cujo grau da extensao é quatro, ou
seja, [L : Q] = 4. O objetivo deste capitulo é apresentar o anel de inteiros algébricos
e o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo quértico L = Q({l/a) que tem
p(r) = 2* — d como polindmio minimal, com a restricio de que d # 1 seja inteiro livre de

quadrados. Outras versoes dessa base podem ser obersavadas, por exemplo, em [27], [28],

37
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[12],29] e [15].

3.1.1 Anel de inteiros algébricos

Nesta secao, apresentamos uma base integral do corpo quartico @(\%_Z), onde d #1¢é
um inteiro livre de quadrados. O valor de d, mais precisamente sua congruéncia médulos
4 e 8, é o fator que determina a estrutura do anel de inteiros algébricos, o qual é dado

pelo préximo teorema.

Teorema 3.1. Seja L. = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = vd com d # 1 um inteiro

e livre de quadrados. O anel de inteiros algébricos O, de I € dado por

Z+ 70 + 76% + 763, se d # 1(mod 4)

OL = Z—FZQ—%—Z(#)—FZ(“@S), se d = 5(mod 8)

2

Z—I—Z@—FZ(#) —i—Z(M), se d = 1(mod 8).
Demonstracao. Faremos a demonstracao analisando as congruéncias de d.
1. O primeiro caso, d = 2,3(mod 4), é uma consequéncia direta do Teorema 2.3.

2. Agora, para os demais casos, d = 5(mod 8) ou d = 1(mod 8), baseando-se na
prova que consta em [10], vamos utilizar uma base integral dos corpos quadraticos,
resultado bastante conhecido da Teoria dos Numeros e, trabalhando a partir dessa
base, obtemos o anel de inteiros algébricos dos corpos quarticos. Se § = v/d, com
d # 1 inteiro livre de quadrados e d = 1(mod 4), que engloba ambos os casos,
d = 5(mod 8) e d = 1(mod 8), entao segue que {1, #} ¢ uma base integral de
Q(v/d) = Q(6?). Chamando K = Q(v/d) = Q(6?), L = Q(v/d) = Q(#), e Ox e O

seus respectivos anéis de inteiros algébricos, obtemos as seguintes sequéncias:

onde {1,6?} é base de K sobre Q, {1,0} é base de LL sobre K e {1,#} é uma

base de Ok sobre Z. Utilizando esses fatos, provaremos a validade do resultado.

1+62 14+0+602463
2 4

Por facilidade de notagao, denotemos w; = e Wy = . Assim, nosso

objetivo é mostrar que {1,6,w;,w10} é base integral de L se d = 5(mod 8) ou,
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equivalentemte, d = 1(mod 4) e d #Z 1(mod 8), e {1,0,wy,ws} é base integral de L
se d = 1(mod 8). Note que, para o caso d = 1(mod 4) e d # 1(mod 8), porquanto
{1, #} é uma base de Ok sobre Z, a prova se resume em mostrar a igualdade

OL = Oklf]. Comegamos por esse caso, verificando as duas inclusoes.

a) OL C Oklf]. Sejan € Oy C L. Assim, uma vez que {1,60} é base de IL sobre
K, segue que existem o/, 3" € K tal que n = o/ + 5'f. Pela Proposigao 1.39,
segue que 20,28 € Ok, de modo que existem a, 3 € Ok tais que o’ = 5 e
B = g Logo, 2n = a + (0. Tomando a norma de ambos os lados na extensao

L/K e usando as propriedades contidas na Proposicao 1.2, segue que
N(2n) = N(a+p60) = 4N(n) = o —3°0> = o’ — ?0° = 0(mod 40x). (3.1)

Como «, 8 € Ok e {l,w;} é uma base de Ok sobre Z, segue que existem
ag, a1, by, by € Z tais que a = ag + ajwy e 8 = by + byw;. Substituindo essas

igualdades na Equagao (3.1), segue que
o’ —B%0% = aj+aiwi +2apa1w; — (b5 +biwi +2bobiw; )67 = 0 (mod 40k). (3.2)

Reescrevendo a Equagao (3.2) em termos da congruéncia médulo 2, segue que

o — 320° = aj + ajw] — (b + biwi)0? = 0 (mod 20k). (3.3)
Nesse corpo, sio validas as congruéncias w? = w; + 1(mod 20k) e 6% =
1(mod 20k). De fato, como d = 1(mod 4) e d # 1(mod 8), segue que existe
m € Z impar tal que d — 1 = 4m e, logo, % = m. Assim,
2
= (ME) - st e M0y g

w1 + 1(m0d 20]1()

1402
2 )

Para a segunda congruéncia, uma vez que 2w; € 20k, da igualdade w; =
segue que 0 = 1(mod 20g). Além disso, para todo x € Z, verifica-se que

x? = z(mod 2). Efetuando essas substitui¢des na Equagao (3.3), segue que

Oéz — 6262 = a9+ aiw; +a; — bo - b1w1 — bl
= (CL(] -+ a1 — bo — b1> -+ (a1 — bl)wl

= 0 (mod 20k).

Como {1,w;} é base de Ok sobre Z e os coeficientes da combinagao linear
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acima sao inteiros, segue que

(CLQ +ay — bo — bl) =0 (mod 2)
(ay — b)) =0 (mod 2).

Assim,
ag = by (mod 2)
a; = by (mod 2)
a2 = b2 (mod 4) (3.4)
a? = b? (mod 4)
2boby = 2apai(mod 4).

Substituindo as congruéncias médulo 4 contidas no Sistema (3.4) na Equagao

(3.2), segue que
o — B%0% = af + ajw? + 2apa1w; — (af + ajwi + 2apa1wy)0* = 0 (mod 40k).
Colocando 1 — 6% em evidéncia, obtemos
o — B20? = (1 — 6?)(ag + ajw? + 2apa,w;1) = 0 (mod 40k).
Mas, 1 — 6% =1 — 202 + 6? = 2w, — 262, donde segue que

o — 5202 = (ak + ajw? + 2apa1w1) (2w — 26?)

= 2a3w; — 2a20? + 2a}w} — 2aiwi6? + 4agaw? — dagaiw, 67

= 0 (mod 40x).

Utilizando o fato que 2z = 0 (mod 4) = = = 0 (mod 2) e, em seguida, usando
novamente as congruéncias wi = w; + 1(mod 20k), w? = 1(mod 20k), 0> =
1(mod 20k) e 2* = z(mod 2), para todo = € Z, segue que

a? — B%20? = agw; —ap+a; — aw, — @y

= —ag+ (ap — ay)w;

0 (mod 20k).

Assim,
{ —ag =0 (mod 2)

ap —a; =0 (mod 2).

A tnica solugao desse sistema € ag, a; = 0(mod 2) e, substituindo-as no Sistema
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(3.4), segue que by, by = 0(mod 2), ou seja, ag, ai, by e by sdo todos pares. Por

conseguinte, o/, 3" € Ok e, portanto, n € Ok[f], donde segue que Op, C Ok|[0)].

b) Oklf] C Or. Como 6 e w; sao inteiros algébricos em L, uma vez que pertencem

a Ok e Og C O, segue que
Oxl0] = Z[1,w][1, 6] C OL.

Portanto,
OL = Okl0].

3. Utilizando raciocinio andlogo, agora, provaremos o resultado para d = 1(mod 8).
Neste caso, diferentemente do caso exposto no item 2, a igualdade Op, = Ok[6] nédo

é vélida, de forma que é necessario mostrar que Oy, = Z[1, 6, wy, wo.

a) O C Z[1,0,w;,ws]. Como no caso anterior, tomando n € O, existem «, 3 €

Ok tal que 2n = a + 6 e, logo,
o — 3%0* = 0 (mod 40k). (3.5)

Como a, # € Ok, existem ag, ay, by, by € Z tais que o = ag+awy e f = bg+biwy.
Note que estamos utilizando a mesma base de Ok adotada no caso anterior,
{1,w }, visto que para esta familia de valores de d # 1 na qual d =1 (mod 8),
claramente se verifica d = 1 (mod 4). Assim, substituindo esses valores de « e

£ na Equagao (3.5), segue que
o — 3%0% = aj+a3wi +2apa1w; — (b +b2wi+2bobiw; )07 = 0 (mod 40k). (3.6)
Reescrevendo a Equagao (3.6) utilizando a congruéncia modulo 2, segue que
o — 3207 = ai + aiw] — (b + b2wi)0* = 0(mod 20k). (3.7)
Observe que, exatamente como no caso anterior, nesse corpo ¢é valido que 62 = 1

mod 2) e, além disso, também verifica-se que w? = w;(mod 20x), pois como
1

d = 1(mod 8), segue que existe m € Z tal que d — 1 = 8m e, logo, % = 2m.

Assim,

2
2 _ 14602\ % _ 14202460* _ 142024+d __ 24202 d—1 __ 14862
wr = ( 2 ) =—r = =t = 2m

= w+2m = wi(mod 20k).
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Efetuando essas substitui¢oes na Equagao (3.7), obtemos
o — B%0* = ag + ayw; — by — bywi = 0 (mod 20x).

Como {1,w;} é base de Ok sobre Z e os coeficientes da combinagao linear

acima sao inteiros, segue que

(ag — by) =0 (mod 2)
0

(a3 —b1) =0 (mod 2)
Assim,
ag = by (mod 2)
a; = by (mod 2)
at = b (mod 4) (3.8)
a? = b2 (mod 4)

2byby = 2apai(mod 4).

Substituindo esses valores na Equacao (3.6), segue que
o’ — 3207 = al + ajw? + 2apayw; — (aj + atw? + 2apaiw1)0* = 0 (mod 40k).
Colocando 1 — 6% em evidéncia, obtemos
o — 3207 = (1 — 6?)(a2 + ajw? + 2apa1w;) = 0 (mod 40k).
Mas 1 — 6% =1 — 20% + 0% = 2w, — 262, donde segue que
o — 3207 = 2(w; — 0%)(ai + alw? + 2apa1w;) = 0 (mod 40k).
Aplicando o fato que 2z = 0 (mod 4) = = = 0 (mod 2), obtemos
o — 3207 = (wy — 0?) (a2 + aw?) = 0 (mod 20k)

Agora, fazendo uso novamente das congruéncias w? = w;(mod 20k),0* =

1(mod 20k) e 2% = x(mod 2), para todo = € Z, segue que
o? — 3207 = agw; — ap = 0 (mod 20k). (3.9)

Vale ressaltar que a diferencga entre os valores da congruéncia médulo 20k de

w% entre esse caso e o expresso no item 2, é o que vai resultar na obtencao

de uma base diferente para Op, ainda que ambas provenham da mesma base
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de Ok. Desse modo, na Equagao (3.9), obtemos novamente uma combinagao
linear inteira dos elementos da base de Ok, donde segue que ay = 0(mod 2)
e, substituindo essa congruéncia no Sistema (3.8), segue que by = 0(mod 2).
Sobre a; e by, a unica conclusdao que podemos tirar é que ambos possuem
a mesma paridade, conforme o Sistema (3.8). Assim, analisaremos as duas
possibilidades: a; e b; ambos pares e a; e by ambos impares. Na primeira

situacao, teriamos

ap = 2aj
a; = 2a)
by = 20},
by = 2b],

!/ !/ / / :
onde ay, al, by, b € Z. Assim,

bo+bi1w1)0 2al+2a’; wy 20! +2b w1)6
n:%+§9:a0+51W1+(0 211)_ 021 +(021)

= ap+ ajws + (b + biw1)8 = ajy + bpf + ajwr + Vw16,

ou seja, n € Z[1,0,w;,w 0], que recai no caso anterior, onde d = 1(mod 4). No

segundo caso, a; e by ambos impares, podemos escrever

ap = 2aj
a; =2a) +1
by = 2b;,
by =20 +1

!/ !/ / / :
onde ay, al, by, b € Z. Assim,

n %+ gg — a0+;1w1 + (b0+1721W1)9 _ 2a6+(2;’1+1)w1 + (2b6+(2b;1+1)w1)0
= af+ djwr + b0+ Vw6 + L0,
Como wy = @wl, segue que 1 € Z[1,0,wy, w16, ws]. Mas w16 = 2wy — wy, de

modo que n € Z[1, 6, w;,ws], donde segue a inclusao O, C Z[1, 0, wy,ws].

Z[1,0,w;i,ws] C Op. J& é de nosso conhecimento que os elementos 6 e w; sao
inteiros em IL, de modo que s6 resta mostrar que w, também ¢ inteiro para
chegarmos a conclusdo final. Para isso, mostraremos que a norma e o tracgo
de wy estao em Ok, de acordo com a Proposi¢ao 1.7, pois o grau da extensao
Ok C O é 2 e, consequentemente, o polindmio minimal possui apenas esses 2

fatores.

I) Tr(wg) = wy + 04(w2) = w1 (iQG) + wy (1;26) = W (% + 1;79> =wp € OK.
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II) N(WQ) = w2.04(w2) = W1 (%) W1 (12;9> = %wl (%) = %wl(—wl -+ ].) =
kw; € Ok, pois

1+621-6> 1-0" 1-d

izt 1) =——— 4 4

— 2k,

ja que d = 1(mod 8) implica que % = 2k.

Desse fato, segue a inclusao Z[1, 60, wy,ws| C OL.
Portanto, O, = Z|[1, 0, wq, ws].

A partir dos itens 1, 2 e 3, finalizamos a prova do teorema. O

3.1.2 Discriminante

Uma vez que determinamos uma base integral de um corpo, o préximo passo ¢é calcular
o seu discriminante, cujas aplicacoes incluem o calculo da densidade de centro de um
reticulado algébrico, fato que confere grande relevancia ao conhecimento desse valor. Cada
corpo de ntmeros esta associado a um tnico valor correspondente ao discriminante, visto
que duas bases equivalentes de um mesmo corpo fornecem discriminantes iguais. Sendo
assim, como para o corpo Q({‘/E) existem 3 possibilidades de estruturas do anel de inteiros
algébricos (a depender do valor de d), também haverd 3 possibilidades de discriminantes
diferentes, como segue no préximo teorema, onde consideramos L. = Q(#) um corpo de

nimeros com § = vd e d Z# 1 um inteiro livre de quadrados.

Teorema 3.2. O discriminante do anel de inteiros algébricos O, de I é dado por

—256d3, se d # 1(mod 4)
D(LL) = { —16d%, se d = 5(mod 8)
—4d3, se d = 1(mod 8).

Demonstragio. Pela Proposigao 2.4, segue que D(L) = —n"d" !, para d # 1(mod 4).
Substituindo n = 4 na expressao, obtemos diretamente que D(L) = —256d°, se d #
1(mod 4). Para os demais casos, calculamos o discriminante do anel de inteiros algé-

bricos através da Definicdo 1.32. Se d = 5(mod 8) segue pelo Teorema 3.1 que O, =

1462 6+63
<1707 2 7 9

nante Dy, (1, g, 102 M) ¢ dado por

). Asssim, pela Definicdo 1.32 e sabendo que d = 6%, segue que o discrimi-

2 7 2
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Tr(1) Tr(0) Tr (%) Tr (#)
1+6% 0+6° Tr(6) Tr(62) Ty (0163 Ty (034
o (1’6’2’2> — (22) 1r (M2) Trzd(+2gf+>1) Tr 292@325)

2

Tr <9+93) Ty (@) Tr <0+2T+95) Tr (92—1-932-:14-95)

Uilizando a Proposi¢ao 1.37 para calcular os tracos que compdem as entradas da matriz,

segue que

4 0 2 0
0 0 0 2d
Dy (1,0, 252, 52) = det
2 0 d+1 0
0 2d O d
4 0 2
= (~1)*2ddet [ 2 0 d+1 |=—16d
0 2d O
Agora, se d = 1(mod 8), segue pelo Teorema 3.1 que Oy, = (1,6, ”92 M} e, desse
modo, pela Definigao 1.32 segue que D(LL) = Dy, (1, 0, #, M) é expresso por

2 2, .3
Tr(1) Tr(6) Tr #) Tr (W
3 2,53
D(L) d t Tr () Tr(02) Tr % Tr M
= de 2 3 2 2,543 5
T 1+29 Tr e+29 Tr 1+2(i +d) Tr<1+9+29 -;-829 +d+6

2.3 2,43 3 5 302 1303 1 ¢ 596
TT(1+0+2 +6 ) TT(9+9 19 +d) TT(1+9+29+§9 +d+8") TT(1+29+39 +3616+3d+29’+8 )

Calculando os valores dos tragos com o auxilio do Lema 1.37, segue que

40 2 1
Dy (1 g 1+6° 1+6+02+93) —  det 0 0 0 d
o 2 0 d+1 L
d d
N
40 2
= (=1)*™d |2 0 d+1 | =—4d%,
d
1 4

0 que prova o teorema. O
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3.2 Base integral e discriminante do corpo puro de

grau 8

Em [10], Hameed determina as bases integrais e seus respectivos discriminantes para
os corpos puros de grau 8 do tipo L = Q(\S/E) cujo polindmio minimal é p(z) = 2® —d e
d # 1 é inteiro livre de quadrados. Nesta secao, nds apresentaremos uma prova sutilmente
diferente da feita em [10], mas utilizando da mesma ideia, cujo raciocinio é anilogo ao

que foi feito na secao anterior.

3.2.1 Anel de inteiros algébricos

Para o corpo Q(\/c_i), com d # 1 inteiro e livre de quadrados, sabemos que ha 2
estruturas distintas para suas bases integrais, as quais variam conforme o valor de d e,
pelo Teorema 3.1, constatamos que para o corpo Q(v/d), esse niimero aumenta para 3 casos
diferentes. Agora, no proximo teorema, iremos descrever o anel de inteiros algébricos do

COTpo Q(%), o qual possui 4 estruturas distintas conforme o valor de d.

Teorema 3.3. Seja L = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d # 1 um inteiro

e livre de quadrados. Uma base integral de I é dada por
1. {1,0,0%,...,07}, se d=2,3(mod 4)
2. {1,0,0% 6%, wy,wi0,w, 0% w03}, se d=5(mod 8)
8. {1,0,0%,03 wy, w10, ws, wel}, se d =9(mod 16)
4. {1,0,0% 0% wi,w0,wy, w3}, se d= 1(mod 16),
1+64 1+624+6%+65

onde wy = ,Wo = T e (g3 =

14+60+62463 40465465407
2 4 :

8

Demonstrag¢io. Faremos a prova para cada caso separadamente. Sendo L = Q(f), consi-

deramos K = Q(6?) = Q(v/d).
1. O primeiro caso, d = 2,3(mod 4), é uma consequéncia direta do Teorema 2.3.

2. Agora, para d = 5(mod 8), vamos utilizar a base obtida na Segao 3.1. Pelo Teorema

3.1, segue que {1,6?% 1294, #02} é uma base integral de Q(v/d) = Q(#?). Além

disso, como Z + Z0 + 7.6* + 703 + Zw, + Zwr 0 + Zw,0* + Zw,0° = Ok0], a prova se

resume em mostrar que O, = Okl0)].

a) O C Oklf]. Neste caso, seja n € Op C L. Assim, uma vez que {1,6} é
base de L sobre K, segue que existem o/, 5" € K tal que n = o/ + 5'6. Pela
Proposicao (1.39), segue que 2da/,25" € Ok, de modo que existem «, f € Ok
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tais que o/ = § e ' = g Logo, 2n = a4+ 0. Tomando a norma de ambos os

lados e usando as propriedades contidas na Proposicao 1.2, segue que
N(2n) = N(a+86) = 4N(n) = o*—3*0* = o®— %0 = 0(mod 40x). (3.10)

Como a, 8 € Ok e {1,0% w,wi0?} é uma base de Ok sobre Z, segue que
existem ag, a1, as, as, by, b1, ba, by € Z tais que a = ag + a160% + asw; + azw,0? e
B = by + b10% + bow; + bsw;0%. Substituindo na Equagdo (3.10), segue que
o — 320 = a2+ a20" + adw? + adwift + 2a0a160% + 2apaswy + 2apazw; 6?
+2a1a20%w1 + 2a1a3w10* + 2asa3030% — (b2 + b10* + b3w?
+b§w%94 -+ 2b0b192 -+ 2b0b2w1 + 2b0b300192

+2616292w1 -+ 261b3w104 + 2b2l)3(d%92)92

0 (mod 40k).
(3.11)

Se considerarmos a congruéncia médulo 2 ao invés da congruéncia modulo 4,

podemos reescrever a Equagao (3.11) como

o — 207 = af + a3} + aswi + a3wift — (by + b16* 4 biwi + b3wiet)e?

0(mod 20k).
(3.12)

Nesse corpo, sao validas as congruéncias

6* = 1(mod 20x)
w? = wy + 1(mod 20k)

2?2 = z(mod 2),

para todo x € Z. De fato, de w; = 1*—294, segue que 0 = 2w; — 1 = 1(mod 20k)
e também,
1+6M\> 1+20+65 24200 d—1

2 4 4 4

onde m é tal que, como d = 1(mod 4) e 4 é a maior poténcia de 2 que divide
d — 1, existe m € 7Z impar tal que d — 1 = 4m. Substituindo-as na Equagao

(3.12), segue que
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Oé2 — B262 = a9+ a1+ aswi + as + aswy + as
—(b(] + b1 + bgwl + bQ + b3w1 + b3>92
= 0(mod 20x).

Reagrupando, segue que

062 — 6292 = (ao +a; +ag+ CL3) + (CLQ + Clg)wl + (—bo — b1 — bg — b3)92

+(—b2 — bg)w192

0(mod 20k)

Como {1,6?% wi,w0*} é uma base de Ok sobre Z e a;,b; € 7, segue que 0s
coeficientes que multiplicam os elementos da base devem ser congruentes a 0

modulo 2, ou seja, devemos ter

ag + a; + as + az = 0 (mod 2)
as + as =0 (mod 2)

—by — by — by — by = 0(mod 2)
—by — b3 =0 (mod 2).

E dessas congruéncias obtemos as seguintes relacoes

ap = —ay (mod 2)
as = —as (mod 2)
bp = —by (mod 2)
by = —b3 (mod 2).

(3.13)

Efetuando os produtos, as seguintes congruéncias modulo 4 sao obtidas

ao® = a;? (mod 4) 2a,a3 = 2agaz(mod 4)

as® = az® (mod 4) 2asa3 = 2(az)?(mod 4)

bo? = by %(mod 4) 200b1 = 2(bo)?*(mod 4)

by = bs® (mod 4) 2bobs = 2bgby(mod 4) (3.14)
2apa; = 2(ag)?(mod 4) 201by = 2bgby(mod 4)

2aga3 = 2apaz(mod 4) 2b1b3 = 2bgby(mod 4)

2a1a5 = 2agaz(mod 4) 20503 = 2(by)?(mod 4).

Substituindo as congruéncias do Sistema (3.14) na Equagao (3.11), segue que
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o — 5207 = a2+ al0' + adw? + adw?0t — 2a20? + 2apasw; — 2apazw6*
—2agas0?wi + 2apasw 0t — 2a3wi0? — (b3 + b2O*
+b3w? + baw?0* — 2026% + 2bgbaw; — 2bpbaw 0% — 2bpbeb?wy
S+ Dbbawn B — 202267)6?
= (140" (a2 + a3w? + 2apasw;) — 2a260? — 2a3w?0>
—[(1 + 0%) (D3 + b3w? + 2bobaw: ) — 2036% — 2b3w36%]6*

0 (mod 40k).
Como 1 + 0* = 2w, segue que

o — (%202 = 2wi(ad + adw? + 2apasw;) — 2a30* — 2a3wi6?
[2(,«}1 (b2 + b2w1 + 2b0b2w1) — 2()2&2 2b§w%92]6’2
= 0 (mod 40k).

Também, uma vez que 2x = 0 (mod 4) = x = 0 (mod 2), obtemos

o — 3207 = wi(af + a3wi) — a3f* — aj3wi6?

—[wn (B2 + B3w?) — B20° — b2w267]02

0 (mod 20k).

Usando novamente as congruéncias 0! = 1 (mod 20x), 0° = 6?(mod 20k),
w? = wy + 1(mod 20k), w? = 1(mod 20k) e que 22 = x (mod 2), segue que
a? — B20? = wiag+ as — agh? — asw,0? — ax6?
—w1b092 — b2(92 + bo + b2w1 + bg
= (az + bo + bz) + (—(Io — ag — b2)92 + (CLQ + bg)wl

+(—a2 — bo)bd192

0 (mod 20k).

Como {1, 6% wy,w10*} é uma base de Ok sobre Z, os coeficientes dessa com-
binacao linear devem congruentes a 0 modulo 2, fato que fornece as seguintes

equagcoes
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as + bg + be = 0 (mod 2)

—ag — ag — by =0 (mod 2)

ag + by =0 (mod 2)

—ay — by =0 (mod 2).
A tnica solugao desse sistema é ag, as, by, by = 0(mod 2) e, substituindo-as no
Sistema (3.14), segue que aq,as, by, b3 = 0(mod 2), ou seja, a;,b; sdo ambos
pares, para todo ¢ = 0,1,2,3. Desse modo, o/, 3" € Ok e, consequentemente,

n € Okld], donde concluimos que Oy, C Oklb)].

b) Oklf] C Op. Como na Segao 3.1, essa inclusao verifica-se imediatamente do

fato que 0 e wy sao inteiros em L, pois
OK[Q] = Z[l, 92, w1, w192][1, 0] C OL.

Portanto,
O[L = OK[Q] = Z[]_, 92, w1, W102][1, 9]

3. Agora, utilizando raciocinio similar, provamos o caso em que d = 9(mod 16) ou,
equivalentemente, d = 1(mod 8) e d # 1(mod 16). Neste caso, note que assim
como no item 2, considerando uma base de Ok correspondente a essa congruéncia,
verifica-se a igualdade Z + Z0 + Z6* + 7.0 + Zw + Zw:10 + Zws + Zwo0 = Okl0)].

Desse modo, é suficiente mostrar que Oy, = Ok|f].

a) O C Okl0]. Neste caso, seguindo os mesmos passos utilizados anteriormente,
tomando 1 € O, existem «, 3 € Ok e ag, a1, as, as, by, by, by, by € Z tais que
a = ay+ a10? + asw; + aswy e B = by + b10% + byw; + byws e, assim,
o — 3202 = a2+ a0t + adw? + adwi + 2a0a10? + 2apasw; + 2apazws
+2a1a90%w + 2a1a3wW20% + 2azaz3wiws — (b3 + b2O* + baw?
+b§w% + 2b0b192 + Qbobgwl + 2[)0()30)2 + 261[)292601

+2b1b3&)292 + 2b2b3w1w2)92

= 0 (mod 40k).
(3.15)
Reescrevendo utilizando a congruéncia modulo 2, segue que
o — 5202 = ai+ a?0 + adw? + adw? — (b3 + 020" + biw? + biw?2)6? (3.16)
= 0(mod 20k). '
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Ademais, as seguintes congruéncias sao validas nesse corpo

6* = 1(mod 20x)

0% = 0%(mod 20k)

w? = wi(mod 20k)

w160% = wi(mod 20k)

web? = wo(mod 20x)

w3 =wy +w+ 1+ 0%*(mod 20x)

2?2 = z(mod 2),

(3.17)

para todo z € Z. De fato, as congruéncias de 6* e % sdo imediatas da definicao

de w; e, para as demais, como d = 1(mod 8) e 8 é a maior poténcia de 2 que

divide d — 1, existe m € Z impar tal que d — 1 = 8m, Assim,

I) Para wy, segue que

1+64\° d—1
w%:( —; ) = 1 4w =2m+ wy :Ewl(monOK).

2 _ (146*\ p2 _ 6%246° _ o 1402404465\ 146
wf? = (H) 92 = OO0 = (LN 1t

= 2wy — w1 = wy(mod 20k).

IT) Para wq, segue que

wf = W () = (v om) (220)
= MNwr+2m) (% + %) = m(wi +62) + 1w} + 02w))
= m(w +60%) + 1w + 2m + 2wy — wy)
= mwr +6*+1)+ w,

= w; + 6%+ 1+ wy(mod 20k)

2 4 6 2 4 6 8 2 4 6 8__
wol? :(1+9+49+9)92:e+919+9 :1+929+9 +941

= w + % = Wy + 2m = wy(mod 20k).
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Substituindo-as na Equacao (3.16), segue que

o — 0% = (ag+ a1 + a3 —bs) + (as + az — by — by)wy

+(CL3 — bo — bl — b3)92 + ((l3 — bg)(x)g

= 0(mod 20k).

Como {1,60% w,ws,} é uma base de Ok sobre Z e a;,b; € Z, segue que os

coeficientes devem ser congruentes a 0 modulo 2, donde seguem as congruéncias

ap + ay + az — by =0 (mod 2)
as + az — by — by =0 (mod 2)
az — by — by — bz = 0(mod 2)
az — bz =0 (mod 2).

Essas congruéncias fornecem as seguintes relagoes

ag = —ay (mod 2)
=b d 2
az = by (mod 2) (3.18)
bo = —by (mod 2)
asz = by (mod 2).
Assim, efetuando os produtos, obtemos
ao? = a1? (mod 4) 2a1a3 = 2agaz(mod 4)
as® = by? (mod 4) 2aza3 = 2asaz(mod 4)
bo® = b1%(mod 4) 200b; = 2(by)?(mod 4)
as? = bs® (mod 4) 2bobs = 2bgaz(mod 4) (3.19)
2apa; = 2(ag)*(mod 4) 2b1by = 2bgaz(mod 4)
2apa3 = 2apaz(mod 4) 2b1b3 = 2bgaz(mod 4)
2a1as = 2agaz(mod 4) 2bobs = 2asas(mod 4).

Substituindo as congruéncias do Sistema (3.19) na Equagcao (3.15), segue que

o — B20° = ak + a2 + adw? + adw? — 24207 + 2apasw; + 2apazws
—2agas0?wi — 2apazwL0? + 2asazwiws — (b3 + b20* + aiw?
+a§w§ — 2b%92 + 2boaswy + 2bpasws — 2bgasf?w;
—2bgazwy0* + 2azazwiws)6?

= 0 (mod 40k).
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Agrupando os termos semelhantes, obtemos

a? — 3207 = ai(1+460%) + a3wi(1 + 0%) + a2wi(1 + 6%) — 2a20?
—2CL06LQW1 — 2&0&3@2 + 2&0@292W1 + 2&0@3W202
+2a2a3W1W2 — (bg(]. + 64) — 2b(2)92 + 2b0a2w1 (320)

+2b0&3W2 - 2b0a2«92w1 — 2b0a3wQ«92 + 2@2@3W1W2)¢92

0 (mod 40k).
Usando as igualdades,

1 + 04 == 2(,01
W1+ 60%) = 2(m + mb? + wy)
wWa(1+ 62) = 2(m + mb? + wy + wy + muwy),

onde m = 1(mod 2) e as quais sao facilmente verificadas substituindo os va-
lores correspondentes a w; e wq, todas as parcelas da Equagao (3.20) estariam
multiplicadas por 2, de modo que podemos reduzir a congruéncia para moédulo
2, uma vez que 2x =0 (mod 4) = x = 0 (mod 2). Apds reduzir a congruén-
cia, podemos usar novamente as congruéncias validas médulo 2 expressas no
Sistema (3.17): 2* = x(mod 2), para todo x € Z, m = 1(mod 2), w,6* = w,

Wal? = wy, wiweh? = wiwsy e 0% = 1, de onde segue a expressao

o — %207 = agwi + ax(1+ 6% + ws) + az(1 + 0% + wy) — agh? — bow; + by

= (CLQ + as —+ bo) -+ (CLQ —+ asg — CLO)92 + (CLO + as — b(])wl + (GQ)WQ

= 0 (mod 20k).

Como {1,60% w;,ws} é uma base de Ok sobre Z, os coeficientes dessa combina-

¢ao linear devem ser congruentes a 0 médulo 2. Logo,

as + by + by = 0 (mod 2)
—ag — az — by =0 (mod 2)
ag + by =0 (mod 2)

—ay — by =0 (mod 2).

Como a tnica solugao desse sistema é ag, az, by, bo = 0(mod 2), substituindo-as
no Sistema (3.13), segue que ay,ag, by, b3 = 0(mod 2), ou seja, a;, b; sdo todos
pares, para todo i = 0, 1,2, 3. Logo, , 3’ € Ok e, portanto, n € Ok[f], donde
segue que O, C Okld)].
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b) Oklf] C Op. Como 6, w; e ws sdo inteiros em L, segue que

OK[Q] = Z[1,92,w1,wg][176’} C OL.

Portanto,

O]L = OK[Q] = Z[1,02,w1,w2][1,0] = Z[l,6’,92,03,w1,w19,w2,w29].

4. Finalmente, provamos o caso d = 1(mod 16). Neste caso, assim como no item 3 da
Segao 3.1, ndo é valido que Z + Z0 + Z6* + 7.0 + Zw, + Zw,0 + Zws + Zws0 = Okld),
de modo que precisamos mostrar que Op = Z[1, 0, 62,03, wy, w10, ws, ws].

a) Op C Z[1,0,0% 6% w,wi0,wy,ws]. Como d = 1(mod 16), segue que d =
1(mod 8) e, assim, tomando n € O, existem «, § € Ok e ag, a1, as, as, by, by, ba,
by € 7 tais que a = ag + a10? + aswy + asws e B = by + b10? 4 bowy + bsws,
exatamente como no item 3, ou seja, partimos da mesma base de Ok, visto
que referente ao corpo K nao ha diferenca entre as bases integrais quando d

satisfaz uma dessas congruéncias. Logo,

a? — %207 = a2+ a0t + a3w? + adws + 2a0a160* + 2agasw; + 2apazws
+2a1a20%w1 + 2a1a3w90? + 2asa3wiws — (b2 + b10* + b3w?

+b§wg + 2b0b192 + 260b2w1 + 2b0b3£d2 + 2b1b292w1 + 251b3td292

—|—2b2b3w1w2)92
= 0 (mod 40k).
(3.21)
Reduzindo para modulo 2, segue que
a? — 3207 = a2 + a0 + adw? + adwi — (b3 + b20* + biw? + b3w3)6? 5.22)
3.22
= 0(mod 20k).

De modo analogo aos casos anteriores, prova-se que nesse corpo sao validas as
congruéncias

0* = 1(mod 2)

0% = 0*(mod 2)

w? = wi(mod 2)

w160% = wi(mod 2)

web? = wo(mod 2)

w2 = wy(mod 2)

2?2 = z(mod 2),
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para todo x € Z. Note que algumas congruéncias sao diferentes das obtidas no
caso anterior, item 3, e é a partir dessa diferenca que vamos obter um novo anel
de inteiros algébricos, embora tenhamos partido da mesma base em ambos os

casos. Substituindo essas congruéncias na Equacgao (3.22), segue que

a2 — 5292 = Qag+ a1 + aswi + Gzwa — (bo@z + b192 + b2w1 + bg&)g)
= 0(mod 20k).

Como {1,6? wy,w>} é uma base de Ok sobre Z e a;,b; € Z, segue que os

coeficientes devem ser congruentes a 0 médulo 2, donde segue o sistema

ap+ a; =0 (mod 2)
as — by =0 (mod 2)
—by — by = 0(mod 2)
az — by =0 (mod 2).

E dessas relagoes, obtemos as congruéncias

ap = —ay (mod 2)
by (mod 2)
by = —by (mod 2)
az = bs (mod 2).

a2

(3.23)

Como essas congruéncias sdo as mesmas obtidas no Sistema (3.13), elas forne-
cem as mesmas congruéncias médulo 4 do Sistema (3.19). Substituindo-as na
Equagao (3.21), segue que
o — 5202 = a2+ a0t + adw? + adws — 2a260% + 2apasw + 2apazwy
—2agas0?wi — 2agazweb? + 2asazwiws — (b2 + b2O* + aiw?
+a§w§ — 2b302 + 2b0a2w1 + 2b06L3Ld2 — 2b0a2«92w1 — 260a3w2¢92

+2a2a3w1w2)92

0 (mod 40x).

Agrupando os termos semelhantes, obtemos
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o — 5207 = a2(1+0%) + (1 — 6% (a3w? + adw?) — 2a26? + 2apasw;
+2a0a3w2 — 2@0&2920.11 — 2@0&30.1292 + 2@2&3W1W2 — (bg(l + (94)
—2b(2)92 + 2b0a2w1 + 2b0d30)2 — 2b0a292w1 — 260&300292

+26L2(L3Wﬂd2)€2

0 (mod 40k).
(3.24)

Usando as igualdades

{ 14 6% = 20

(1 — 0%)(a3w? + adw3) = 2(a3w; — a3ws),

todas as parcelas da Equagao (3.24) estariam multiplicadas por 2. Dal, redu-
zindo a congruéncia para médulo 2 e usando o fato que 22 = x(mod 2) para
todo x € Z, e, em seguida, que w10? = w; , web? = Wy, Wiwel? = wiws e 0 =1,

segue a expressao
a? — 3202 = agw; + asw; — aswy — ah? — bowy + by = 0 (mod 20k).

Como {1,6% w;,ws} é uma base de Ok sobre Z, os coeficientes dessa combina-

¢ao linear devem ser congruentes a 0 modulo 2. Logo,

by = 0 (mod 2)

—ag =0 (mod 2)

ap + az — by = 0 (mod 2)
—as =0 (mod 2).

Como a tunica solugao desse sistema é ag, as, by = 0(mod 2), substituindo-as
no Sistema (3.13), segue que aq, by, by = 0(mod 2). Deste modo, repetindo o
raciocinio desenvolvido para o corpo quartico, vamos analisar a paridade de as
e by que, de acordo com o Sistema (3.13), é a mesma. A seguir, analisamos os

dois casos: ambos pares e ambos impares.

I) as e by sdo pares. Neste caso, significa que todos os inteiros a; e b; sdo
. . . / / . o / _ /
pares, de modo que existem inteiros a; e b) tais que a; = 2a; e b; = 2b],

para todo 0 < i < 3. Logo,
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(% B ap + a162 “+ aowq + a3w102 (bo + b192 + wal + b3w2)9
2 2 2 2
_ 2ap+ 2a40? + 2abw; + 2ahw, N (2bf) + 20,0% + 2Vhwy + 2bjws)0
2 2

= af + a0 + ayw; + alws + b0 + V103 + byw160 + bywsb.

Assim, n € (1,0,0% 0%, wy, w10, ws,web), ou seja, n € Ok[6], e recaimos no
caso anterior.

IT) as e by sao impares. Neste caso, significa que existem inteiros a; e b} tais

que a; = 2a; e b; = 2b,, para 0 <i < 2, a3 = 2a5 + 1 e by = 2b; + 1. Logo,

_ g I é _ Qo + a192 + QAo + asws X (bo + b192 + bQUJ1 + b3w2)9
g 22 2 2
2ap + 2a} 6% + 2ahw; + (2a5 + 1)ws
2
+(2b6 + 2816 + 20wy + (204 + 1)ws)0
2

= a) + a}0% + dhwy + ahws + Byl + V6% + by 6 + Dy + L1,

Como @wg = ws, segue que 1 € (1,0,60% 0% wi, w10, wy,ws0, w3). Mas
Wyl = 2wz —wy e, portanto, n € (1,0,0%, 6% w1, w0, ws,w3), de onde segue

a inclusdo O, C Z[1, 0,602,603, wy, w0, wa, ws].

b) Z[1,0,6% 63 wy,wi0,ws,w3] C Op. Sabemos que os elementos 0, w; e wy sdo
inteiros em L, de modo que s6 falta mostrar o mesmo para ws. Faremos isso

provando que a norma e o trago de ws estao em Ok.

) = o) = (1) (59 4o () ()

= W1 (#) (17?4—1779) = W9 GOK.
Além disso,

) = wralen = () (). () (1)

4
= Jwow (—1 29 ) = Twowy (—wi + 1) = mw, € Ok,

em consequéncia de

B

1+60'1-60* 1-68 1-d
= = :—Z_‘:T]’L7
2 2 4 4

wi(—wy +1) =



58 Base integral e discriminante do corpo Q( 2{73), onde 2 <k <5

j& que d = 1(mod 16) implica que % = 4m. Desse fato, segue que

Z[l, 9, Q2, 03, Wi, w19, Wa, W3] C O]L.

Portanto, O, = Z[1,0,0% 03, wi, w10, wsy, ws).

Através dos itens 1, 2, 3 e 4, concluimos a prova do teorema. O

3.2.2 Discriminante

A partir do Teorema 3.3 concluimos que existem 4 possibilidades de estruturas dife-
rentes do anel de inteiros algébricos para o corpo @(\273), com d # 1 um inteiro livre de
quadrados. Assim, no préximo teorema, o qual descreve o seu discriminante, também

existirao 4 casos distintos, onde consideramos L. = Q(f) um corpo de ntmeros, onde
0 = ¥/d com d € Z livre de quadrados.

Teorema 3.4. O discriminante do anel de inteiros algébricos Oy, de I é dado por

—8d", se d # 1(mod 4)
=213 se d = 5(mod 8)
=223, se d = 9(mod 16)

=203 se d = 1(mod 16).

Demonstragio. O primeiro caso, d Z 1(mod 4), segue diretamente da Proposicao 2.4,
pois para n = 8 a expressio obtida de D(L) = —n"d" ! é D(L) = —8%d". Para os
demais casos, como essa base nao é potente, precisamos calcular o discriminante do anel
de inteiros algébricos através da Definicao 1.32, do mesmo modo que fizemos na prova do

Teorema 3.2. Se d = 5(mod 8), segue pelo Teorema 3.3 que

146% 4+6° 02 4+6°5 62+ 07
2 7 2 7 2 7 9

OL=17|1,0,6% 6%

e, assim, pela Definicao 1.32, considerando d = #® e substituindo os valores dos tracos

que constam no Lema 1.37, segue que
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D(L) = Dy (1,9,62,93, 1+0* 0+6° 92+96’93+07)

2 7 2 7 2 2
(8 0 0 0 4 0 0 0|
00 0 0 0 0 0 4d
00 0 0 0 0 4d 0
00 0 0 0 4d 0 0
= det
40 0 0 2d+1) 0 0 0
00 0 4d 0 0 0 4d
0 0 4d 0 0 0 4d 0
(0 4d 0 0 0 4d 0 0 |
8 4
= —(4d)". det — 126947 — 2167,
4 2d+1)

Agora, se d = 9(mod 16), pelo Teorema 3.1, segue que

14602 040> 1+6*4+0"460° 04+6°+6°+0"
— 2 n3
OL_Z[179a9>9 9 9 4 ) 4 ]

e, assim, pela Definicao 1.32, segue que

D(L) = Dy (1,6,6% 6% L 0502 LePaiiat? 0002 el
(8 0 0 0 4 0 |
00 0 0 0 0 2
00 0 0 0 0 24 0
00 0 0 0 4 0 2
= det
40 0 0 2d+1) 0 d+1 0
00 0 4d 0 0 0 d
00 2d 0 d+1 0 3d+1 0
(024 0 24 0 d 0 2|
8 4
= —(2d)*(4d)?. det — 286944 — 2127,
4 2d+1)

Por tltimo, se d = 1(mod 16), segue pelo Teorema 3.1 que

14+60* 046> 14+6024+0*+6°5 1+04+602+03+0*+6>+05+07

=711,0,6% 63
O]L sy Uy ) ) 92 ) 27 4 ) ] 9

desse modo, usando novamente a Defini¢ao 1.32, segue que
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D(L) = Dy (1,0,6% 6% L 050 LGl JL0stmet s0 s n 07 )
(80 0 0 4 1]
00 0 O 0 0 d
00 0 O 0 0 2d d
00 0 O 0 4d 0O d
= det
40 0 0 2d+1) 0 d+1 %4
0 0 0 4d 0 0 0 d
002 0 d+1 0 M L3d
0 d d d d+1 d lk3d  147d
L 2 4 8
8 4
= —d*(2d)*(4d)? det = 264524 = —2194",
4 2(d+1)
0 que prova o teorema. ]

3.3 Base integral e discriminante do corpo puro de

grau 16

Nas secoes anteriores deste capitulo, apresentamos versoes diferentes para resultados
ja demonstrados em outros trabalhos. Agora, nesta secao, apresentamos o anel de intei-
ros algébricos e o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo puro de grau 16,
resultado que até entao nao consta na literatura. No entanto, veremos que a construcao
dessa base representa uma extensao natural dos casos anteriores, e realizar a sua demons-
tracao foi o impulso inicial para pensarmos a respeito de uma generalizagdo envolvendo

esse raciocinio.

3.3.1 Anel de inteiros algébricos

Pelo Teorema 3.3, conhecemos uma base integral do corpo K = Q(6), onde 6 = Vv,
com d # 1 um inteiro livre de quadrados. Porém, podemos escrever essa base de outra
forma, a qual serd mais conveniente para o nosso objetivo, utilizando § = ¥/d. Nesse

caso, como ( 1\6/3)2 — v/d, uma base integral de K se apresenta como
1. {1,6%,0%,05 0% 0 012 0} se d = 2,3(mod 4)
2. {1,602%,0% 6% wy,w 0% w 0% w 0%}, se d = 5(mod 8)

3. {1,60%,0%,6°, wy,w 0%, wa, we6?, }, se d = 9(mod 16)
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4.

{1,0%,0%,0° wi,w10% wy,ws}, se d = 1(mod 16).

Esse fato sera essencial para a demonstracao do préximo teorema.

Teorema 3.5. Seja L = Q(0), onde 0 = N/d, com d # 1 um inteiro e livre de quadrados.

Uma base do anel de inteiros algébricos de I, denotado por Oy, € dada por

{1,0,0%,...,0%} se d =2,3(mod 4)

{1,0,0%,...,07, wy,w0,..., w07}, sed=5(mod 8)

{1,0,0%,...,07, wi, w10, w10% w102, wy, wal), we6?, we03}, se d = 9(mod 16)
{1,0,0%,...,07, wi, w10, w10% w102, wy, wel), w3, w3b}, se d=17(mod 32)

2 7 2 3 —
{1,0,0%,...,0", wy, w10, w10%, w1 0°, ws, web, w3, ws}, se d= 1(mod 32),
1+98 o 1+94+98+912 o 1+62+94+06+98+910+912+014

2 W2 = 4 y W3 = g €

onde w; = Wa

14+04+602+0%+04+05+0°+07+65+0°4+0104+011 191249134914+ 915
16 ’

Wy =

Demonstracao. Faremos a prova de cada item separadamente.

1.

Para o caso d = 2,3(mod 4), pelo Teorema 2.3, segue que
OL = Z[0).

Agora, pela forma que as bases integrais de IL nos casos d = 5(mod 8),d = 9(mod 16)
e d = 17(mod 32) foram descritas acima, provar que esse conjunto é uma base de
OL, resume-se em provar que Op, = Ok[6], onde K = Q(6?). Portanto, seguimos
esse raciocinio para cada uma dessas congruéncias e, por fim, faremos a prova para
o caso em que d = 1(mod 32), que se difere dos demais por nao valer a igualdade

OL = Oklf]. No que segue, faremos a prova de cada um desses casos.

. Seja d = 5(mod 8) ou, equivalentemente, d = 1(mod 4) e d #Z 1(mod 8). Mostremos

que
OL = Z[l, 9, 92, c ,97,W1,W1(9,W1(92, c. ,W1(97] = OL[G]

OL C Oklf]. Sejan € O C L. Uma vez que {1,60} é base de IL sobre K, existem
o, € Ktal que n = o + 5'0. Pela Proposigao (1.39), 2¢/,24" € Ok, de modo que
existem «, 3 € Ok tais que o/ = § e §' = g Logo, 2n = a + 6. Tomando a norma
de ambos os lados e usando as propriedades de norma contidas na Proposi¢ao 1.2,
segue que

N(2n) = N(a+ 30) = 4N(n) = o* — 5%6°.
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Assim,
o — 3%0* = 0(mod 40k). (3.25)

Como a, 3 € Ok e, pelo Teorema 3.3, {1,602 0,05 wy,w0% w10*,w, 0%} é uma base
de Ok sobre Z, segue que existem ag, a1, as, as, aq, as, ag, ar, by, by, ba, bs, by, bs, bg, by €

7 tais que
a = ag + a10% + ax0* + a30% + agwy + azw160?% + agu0* + aqw,6°

6 = b() -+ b102 + b204 + bgeﬁ + b4w1 + b5&)162 + b6w1«94 + b7w196.

Substituindo esses valores na Equagao (3.25), segue que

a? — 3207 = ak+ a0 + a30® + 20" + a3w? + aiwift + aZwit® + aZwio?
+2(apa10? + agazf* + agazf® + agasw, + agasw,0? + agagw,0*
+agarwi0° + a1a20% + aya30® + ayagw10% + ajasw0* + aqagw,6°
+ajar;w 0% + asasz0'° + asasw0* + asaswi0° + asagw, 0®
+asa7w0'° + azasw,0° 4+ agasw 02 + asagw0'° + agaqw, 012
+agazwif® + asapwitt + aga;wi0® + asagw?d® + aza;wi®
tasar;wif™) — (b + b10* + b360° + b360'2 + biw? + b3wil* + bjwid®
+b2w20%2 4 2(bob10% + bobef* + bob38 + bobaw + bobswb? + bobew6?
+bobrw10° + b1bo0° + b1b30® + bybaw,6% + bibsw 0% + bybgw,60°
+b1b7w1 08 4 babsf0 + bybyw; 0% + bybsw 08 + bybew 0% + bybrw, 61°
+b3bgw10° + b3bsw10® + bsbew1 010 + bsbrw0'2 + bybswi? + bybew?6*

—|—b4b7wf96 + b5b6w%06 + b5b7w%68 + b6b7wf910)6’2

= 0(mod 40k).
(3.26)
Reeescrevendo a Equagao (3.25) partir da congruéncia médulo 2, segue que
a? — 3207 = ak+ a0 + a30® + a20"? + a3w? + atwift + aiwit® + aZwio?

—(bg + bT0* + b30° + 30" + biw? + bRwif* + bgwid®

+b2w26'2)6”

0(mod 20k).
(3.27)
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Em Ok, sao validas as congruéncias:

0% = 1(mod 20x),

0'% = 6*(mod 20x),

w? =w; + 1(mod 20k) e
2% = x(mod 2),

1468
2

2w; — 1, e do mesmo fato também vem a segunda congruéncia, pois 6'2 = 2w, 6* — 64,

para todo x € Z. De fato, de w; = , vem a primeira congruéncia, pois, 6% =

e wi10* € Ok. Para a terceira congruéncia, fazemos

+wi =m + wy,

s (1468 ?_1+%&+m6_d—1+2+%8_d—1
S R i1

pois d = 1(mod 4) e, logo, % = m. Além disso, m é impar, ou seja, m =
1(mod 2), pois caso contrario iria contradizer o fato que d # 1(mod 8). Logo,

w} = w; + 1(mod 20x). Substituindo esses valores na Equacio (3.27), segue que

a? — 320 = ag+ a0 + as + a0t + agw + ag + asw* + as0* + agw + ag
+azwd* + a7z0% — (by + b10* + by + b30* + bywy + by + bsw, 0%
+b50% + bew + b + brw10* + b701)0?

= (ag+ as +as + ag) + (as + ag)wi + (a1 + az + a5 + ay)0*
+(as + a7)w10* + (—bg — by — by — bg)6? + (—by — bg)w:16?
+(by + b3 + bs + b7)0% + (bs + by )w, 6°
= 0(mod 20k).
Como {1,6% 6% 0%w;,w 6% w0* w10°} é uma base de Ok sobre Z e a;, b; € Z, segue

que {1,60% 0% 0%, w 0%, w 0% w0°} é linearmente independente. Logo, os coefici-

entes devem ser congruentes a 0 médulo 2, donde seguem as congruéncias

ap + as + ag + ag = 0 (mod 2)
as + ag = 0 (mod 2)

a; +as + a5 + ay = 0 (mod 2)
as + a7 =0 (mod 2)

—bg — by — by — bg = 0(mod 2)
—by — bg = 0 (mod 2)

—by — by — by — by = 0(mod 2)
—bs — by =0 (mod 2).
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Essas congruéncias fornecem as seguintes relagoes

ap = —ay (mod 2)
a; = —az (mod 2)
as = —ag (mod 2)
as = —ay (mod 2) (3.28)
by = —by (mod 2)
by = —b3 (mod 2)
by = —bg (mod 2)
bs = —b; (mod 2)
Assim,
ap® = ax?® (mod 4) 2apas = —2(ag)?(mod 4)
a1® = az® (mod 4) 2a1a3 = —2(ay)?(mod 4)
as® = ag® (mod 4) 2a4a6 = —2(a4)?(mod 4)
as®> = a7* (mod 4) 2asa7 = —2(as)?*(mod 4) (3.20)
bo? = by%(mod 4) 200by = —2(bg)?(mod 4)
bi® = bs? (mod 4) 201b3 = —2(by)?(mod 4)
by = bs*(mod 4) 2b,bs = —2(bs)?(mod 4)
bs2 = b7* (mod 4) 20507 = —2(bs)?*(mod 4)

Observacao 3.6. Por se tratar de uma demonstracao similar a feita na Subsecao
3.2.1, os demais valores dos produtos 2a;a; e 2b;b; ja foram omitidos, uma vez que,
utilizando o mesmo argumento, esses termos irao todos se anular, restando apenas

os que estao descritos no sistema acima.

Substituindo as congruéncias contidas no Sistema (3.29) na Equagao (3.26), segue
que
o — 3207 = a2+ a20" + a20® + a30"? + a3w? + aiwift + awi6® + aiwif?
—2a30" — 2a20® — 2a%wi0* — 2a2wi® — (b3 + bI0* + H2O® + 162
+biwia® + bEwit + bwi0® + bwi01? — 2b20% — 20308 — 203020*
—2b2wi6%)0>
= 0 (mod 40k).

Note que alguns termos dessa soma estao multiplicados simultaneamente por 1 e

por 6%, de modo que podemos colocar (1 + 6%) em evidéncia, donde obtemos
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o’ = 3202 = (1+60°)(af + ait" + ajwi + ajw?f?!) — 2a50" — 2a}6° — 2ajw?f!
—202020° — [(1+ 0%) (B3 + B20" + b2w? + bRw30%) — 2020 — 2626°

— 202201 — 26226862

0 (mod 40k).
Como 1 + 0% = 2wy, segue que

o — 3202 = 2adw; + 2a3w10" + 2a3w3 + 2awi0 — 2a20* — 2a360° — 2a3wi0*
—2aZwi® — [2b2w; + 203w, 0% + 203w3 + 20230 — 20260 — 2268

—2h2w20" — 262w268]02

0 (mod 40k).

Em razao de todos os termos estarem multiplicando por 2, podemos usar o fato

que 2z = 0 (mod 4) = = = 0 (mod 2) e, em seguida, as congruéncias w? =

w1 + 1(mod 20k) e wi = 1(mod 20k), donde segue que
o — 3207 = adw; + w0 + a? + a0t — 20" — a30® — alw,0* — a20* — adw,6®
0205 — [P + Don + 02+ 126% — 1204 — 1265 — B2n 6t — 1261

— b2, 08 — b26%)0?

0 (mod 20k).

Usando novamente que 6% = 1 (mod 2) e que 2% = x (mod 2), segue que

a? — B20? = apwy + a0t + ag + as0* — agh* — a1 — agw0* — a0t — asw; — as

—[bow1 + b1W104 + b4 + b594 — b004 — b1 - b4w184 - b4(94 — b5w — 65]92

0(mod 20k).

Mais uma vez obtemos uma combinacao linear dos elementos da base de Ok sobre
Z., donde segue que os coeficientes dessa combinacao linear devem ser congruentes

a 0 médulo 2, resultando no sistema abaixo.
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as —a; —as =0 (mod 2)
—by + by + b5 =0 (mod 2)
as — ag — aq = 0 (mod 2)
—bs +by+bs =0 d 2
5 Fbo + b =0 (mad 2) (3.30)
ag —as =0 (mod 2)
—bo + bs =0 (mod 2)
a; —ay =0 (mod 2)
—by + by, =0 (mod 2).
Como a tunica solucao possivel que satisfaca simultaneamente os Sistemas (3.30) e
(3.28) é a;,b; = 0(mod 2), ou seja, todos pares, segue que ', 3" € Ok e, portanto,
n € Oklf], donde segue que O C Ok[h].
b) Oklf] C O. Como 6§ e w; sao inteiros em L, é imediato que
Oxl0] = Z[1,6%,6%, 0% wy, w07 w 0%, w 6°[1,6] C OL.
Portanto, O, = Ox|f)].
3. Seja d = 9(mod 16) ou, equivalentemente, d = 1(mod 8) e d # 1(mod 16). Mostre-

mos que

O]L == {1, 8, 62, e ,97,w1,w19,w192,w163,w2,w29,w292,w293} - OK[Q]

OL C Okl#]. Neste caso, o raciocinio é andlogo ao utilizado no caso anterior, e serd
0 mesmo para os demais casos também. Seja n € Op C L. Uma vez que {1,0} é
base de L sobre K, existem o, 8’ € K tal que n = o/ + '0. Pela Proposigao (1.39),
20/,2" € Ok, de modo que existem «a, 3 € Ok tal que o/ = § e ' = g Logo,
2n = a + P6. Tomando a norma de ambos os lados e usando suas propriedades,
segue que

N(2n) = N(a+ 80) = 4N(n) = o® — 3%6°.

Assim,

o — %0 = 0(mod 40k). (3.31)

Como «, 8 € Ok e, pelo Teorema 3.3, {1,602, 0%, 0%w,, w160, wy, w20?} é uma base de

Ok sobre Z, segue que existem ag, a1, as, as, ay, as, ag, az, by, b1, ba, bz, by, bs, b, by € Z
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tais que

a = ag + a10? + ax0* + a30% + agw, + asw10? + agws + arwh? e

B = by + b010% + b0* + b360° + bywy + bsw16% + bewa + brwe6?.

Substituindo esses valores na Equacao (3.37), segue que

a? — 3207 = ak+a20" + a30® + a20"? + a3w? + aiwlft + aiw? + a2wi?
+2(apa 0% + agazf* + apazf® + agaswi + agaswi0? + agagws
+agarwa0? + a1a20% 4 a1a30® + ajasw10% + ayasw0* + ajagw26?
+ajarwa0* + asa30'° + asagwr 0t + asaswi0° + asaguw,6*
+asa7wa0° + agasw,0° + asasw, 0 + agagw20° + azarw,0°
tagaswi0? + agapwiwy + agarwiwed? + asagwiwof? + asarwiwo
+agazws0?) — (b3 + V30" + 30° + 130'2 + biw? + b2wWP0 + baws
+b2w30* + 2(bob16% + bobaf* + bobz0° + bybawy + bobswi6? + bobsws
+bobrws0? 4 b1bof8 + bib3B® 4 bibyw10% + bibsw 0% + by bgwo6?
+b1b7wel* 4 babs 00 4 bobyw; 0* + babsw 0 + bybguwof* + bybrw,6°
+b3b4w10° + b3bsw10® + bsbewa0° + b3brwa0® + bybswi0? + bybgwiws

+b4b7w1w262 + b5b6w1w292 + b5b7w1w294 + b6b7w296)9

= 0(mod 40k).
(3.32)
Reescreevendo utilizando a congruéncia médulo 2, segue que
a? — 320 = ak +a20" + a30® + a20"? + a3w? + aiwift + adw? + a2w3h?

— (D2 + b20* + 208 + D202 + biw? + bRt + w3 + b2w36*)6?

0(mod 20k).
(3.33)

Nesse corpo, sao validas as congruéncias:

6% = 1(mod 20k),
0'2 = 6*(mod 20x),
w? = wi(mod 20k)

wi =1+ 0%+ w; + wa(mod 20k)

w10* = wy(mod 20k)
we0t = wo(mod 20k) (3.34)

2% = x(mod 2),

para todo x € Z. De fato, wi0* = 2wy — wy = wy (mod 20k), pois
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= w194

1—{—64—{—98—{—912 1+98 04+012
2w2—w1:2 4 — 9 = 9

1+68\° d—1
w%-( —; ) :T+w1:2m+w1£w1(m0d20K).

Como d = 1(mod 8), segue que existe m € Z tal que d — 1 = 8m, e logo, %

Assim,
2
Wi = wi () = (wr +2m) (HEE) = (wy +2m) (2 + §)
= m(w +6") + L(wi+0w)
= mwr +0") + LHwi +2m + 2ws — wi) = m(wy + '+ 1) + ws

1+ 0* + wy + we(mod 20k),

pois m é impar. Por fim,

14+65\* d—1
w%:( —; ) :T+w1:2m+w1£w1(m0dQOK).

_ : d—1
Como d = 1(mod 8), segue que existe m € Z tal que d — 1 = 8m, e logo, ‘=

Assim,

4\ 2 44 p8 w 4
W = Wi (B2) = (wn+2m) (M) = (wy +2m) (% + 5)
= m(w + 0*) + 5 (w? + O'w:)

= mwr +0*) + H(wi +2m + 2ws — wi) = m(w +0* 4+ 1) + wo

14 6% + wy + wy(mod 20k),

pois m é impar. Por fim,

4 4, p8 4 8 _ 201 —1
Wt = w1<1—;0)94:w1(6’—50>:w120 +w120 :2w22w1+w1(l§1 )

= w— L twi—Y =w—w +2m+w =w+2m

= wy(mod 20k).

Utilizando essas congruéncias na Equagao (3.33), segue que

=2m.

= 2m.
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o — 3202 = ag+ a0 + ax + az0* + agwr + asw; + ag(1 + 01 + wi + wy)
+ar(1 4 0% 4+ wy + wy) — (by + b0 + by + b30* + byw; + bsw,04)6?
—(bg(1 + 0% + wy + wa) + br(1 4+ 0" + wy + wy))0? = ag + as + ag
+az + (ag + as + ag + a7)wi + (a1 + az + ag + a7)0* + (ag + a7)w;
+(—bo — by — bg — b7)0” + (—bs — bs)w16* + (—by — bg — bg — b7)6°
—(bg + by)wy6?

0(mod 20k).

Como {1,60% 0%, 0%, w,0?, ws, we6?} é uma base de Ok sobre Z e a;, b; € Z, segue que

os coeficientes devem ser congruentes a 0 médulo 2, donde seguem as congruéncias

ap + as + ag + ar = 0 (mod 2)
as + as + ag + ay = 0 (mod 2)
a; + as + ag + ay = 0 (mod 2)
ag + a7 =0 (mod 2)

—by — by — bg — by = 0(mod 2)
—by — by — bg — by = 0 (mod 2)
—by — by — bg — by = 0(mod 2)
—bg — by =0 (mod 2).

E essas congruéncias fornecem as seguintes relagoes

ag = —ay (mod 2) by = —by (mod 2)

a; = —az (mod 2) by = —bs (mod 2) (3.35)

ay = —ap (mod 2) by = —bs (mod 2)

ag = —ay (mod 2) b = —br (mod 2)

Assim,

ao® = as? (mod 4) 2apas = —2(ag)?*(mod 4)
a1® = az® (mod 4) 2a1a3 = —2(ay)?*(mod 4)
as® = as® (mod 4) 2a4a5 = —2(a4)?(mod 4)
ag®> = a7® (mod 4) 2a¢a7 = —2(ag)?(mod 4)
bo? = by%(mod 4) 200by = —2(bg)?(mod 4)
bi® = bs® (mod 4) 20103 = —2(by)?*(mod 4)
by = bs*(mod 4) 20405 = —2(by)?(mod 4)
be> = b7* (mod 4) 206b; = —2(bg)?(mod 4).
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Nesse sistema vale o mesmo que foi visto na Observacao 3.6. Substituindo essas
congruéncias na Equagao (3.32), segue que
o — 3207 = a2+ a20" + a20® + a20"? + a2w? + ajwift + adiw? + a2w3b*
—2a30" — 2a20% — 2a3wi0? — 2a2w36? — (b3 + b30* + HRO® + b1012
+biw? + b3w20 + baws + biw?0t — 20201 — 20308 — 203W? 60>

—2bRw26%)6?

Colocando os termos que multiplicam os mesmos valores de a; e b; em evidéncia,

obtemos
a? = %07 = (1+6°)(ag + a?0") + wi(l +0")a] + wi(1 + 0%)ag — 2a30" — 2a76°
—2a3w?0* — 2a2w?08 — [(1 + 0%) (b3 + b20* + L3w? + b2w?0*) — 20204
—2020% — 203w 0" — 2b2w260%]6*

=0 (mod 40k).
(3.36)

Nesse corpo, sao validas as igualdades

1 + 98 = 2&)17
W21+ 6% = 2m + 2mb* + 2w, e
w3 (1 + 6% = 2m + 2mb* + 2mw; + 2mws + 2ws.

De fato, a primeira é imediata e, para as demais,

wi(146%) = Cm+w)(1+60*) =2m+2mb* + wy + w,6*
= 2m+2m94+w1+2wQ—w1

= 2(m+ mo* + wy)

wi(1+6Y) = (m+mb* + mw +ws)(1+ 0%)
= m+ mb* + mb* + mb® + mw, + mw10* + wy + web*
= m+2mo* + m(2w; — 1) + mw; + m(2wy — wy) + wy + (wa + 2m)

= 2m + 2mb* + 2mw; + 2mwsy + 2ws,

onde m é tal que d — 1 = 8m.
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Realizando essas substitui¢oes na Equagao (3.36), obtemos

of — B20* = 2wi(ad + aif*) + 2(m + mb* + wo)aj
+2(m + mO* + mw; + mwsy + wy)a’
—2(agf* + ai6® + ajwib* + agwif®)
—[2w1 (B2 + b20%) + 2(m + mO* + w3
+2(m + mO* + mw; + mwsy + wo)b?
220" + 265 + D220 + b2u268]6°
= 0 (mod 40k).

Como todos os termos estao multiplicando por 2, podemos usar que 2z = 0 (mod 4) =

x =0 (mod 2) e, em seguida, que m = 1 (mod 2), de onde obtemos

o — 3202 = wi(ai+a20*) + (1 + 0% + wy)a? + (1 + 6* + wy)a?
—(agf* + a36® + ajwib® + aiw3b?)
—[wi (B2 + b10%) 4+ (1 + 0% + wa)b] + (1 + 6* + wy )2
—(D30* + D20 + DIWIO? + bEw36?)6?

= 0 (mod 20k).
Usando novamente as congruéncias modulo 2 contidas no Sistema (3.34), segue que

o? — 5%20* = wi(ag+ ar10*) + (14 0* + wa)as + (1 + 6* + wi)ag
—(apf* + a1 + asw 0% + agh?(1 + 0* + wy + wy))
—[w1(bo + b194) + (1 + 0% + wg)b4 + (1 + 0% + wl)b5

—(5094 + by + byw 07 + b692(1 + 0%+ wy + wz)]92

0 (mod 20k).

Realizando mais algumas substitui¢oes das congruéncias médulo 2 contidas no Sis-

tema (3.34) e colocando alguns termos em evidéncia, obtemos

o — B20* = wi(ag+ar) + (1+60*+wy)ag + (1 + 60 +wy)ag
—[a06’4 + aq + CL4LLJ102 + a6(02 + 06 + CU102 + (UQHQ)]
—[W192(bo + bl) + (92 + 66 + (.OQQ2>b4 + (92 + 96 + W182)b5

—(6096 + b192 + b4w1 + b6<1 + 04 +wq + WQ)] =0 (mod 20K>
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Como {1,62,0% 65 wy,w 0% wy, w.0*} é uma base de O sobre Z, os coeficientes
dessa combinagao linear devem ser congruentes a 0 modulo 2. Logo,
a4—a1—|—a6+b650 (mod 2)
—b4—b1—b6—a650 (m0d2)
as — ag + ag + bg = 0 (mod 2)
—b4+b0—b(5—a650 (mod 2)
a0+a1—|—a6+b4—|—6650 (mod 2)
—bo—bl—b6—a4—a650 (m0d2)
as+ bg =0 (mod 2)
—by —ag =0 (mod 2).
Como a tnica solucao é a;, b; = 0(mod 2), ou seja, todos pares, segue que o, 8’ € Ok
e, portanto, n € Ok[f], donde segue que O, C Ok|0)].
b) Oklf] C OL. Como 6, w; e wy sdo inteiros em L, segue que
OK[Q] = Z[l, 92, Q4, 96, w1, W192, Wy, w292][1, 9] C OL.
Portanto, O, = Ok|[0]
4. Seja d = 17(mod 32) ou, equivalentemente, d = 1(mod 16) e d # 1(mod 32).

Mostremos que

OL = {1,4, 92, cee ,97,w1,w19,w192,w103,w2,w20,w3,w39} = Ok|0)].

OL C Okl#]. Neste caso, mais uma vez tomando n € Op, chegamos em
N(2n) = N(a+ 80) = 4N(n) = o* — %0,

e, assim,

o — %0 = 0(mod 40k). (3.37)

Como «, 3 € Ok e {1,02,0% 05 wy,w 0% wy,ws} é uma base de O sobre Z, segue

que existem ap, a1, a2, ag, a4, as, Gg, Az, bOa b17 b27 b3a b47 b57 b67 b7 € Z tais que

a = ag+ a10% + ax0* + a30° + agw; + asw10* + agwy + azws

6 = bo + b192 + b2¢94 + b396 + b4w1 + b5W102 + b6w2 + b7W3.

Substituindo esses valores na Equacao (3.37), segue que
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o — B%20% = ak+ a0t + a36® + a20"? + a3w? + aZwif* + adiwi + diw?
+2(apa10? + agaz0* + agazf® + agaswi + agaswi0? + agagw.0"
+aparwsl® + a1a20% + a1asf® + ajasw10? + ayasw0* + aqagw26°
+aqarwsl® + asaz0'° + asagw 0t 4 asasw,0° + asaguw,6®
+asarw3f'° + asagw0® + asaswi0® + asagwa0'’ + asazws0'?
Fasa5w70% + asa6w1wWe + asa7wiW3 + A5a6wW1W20° + azarwiwsb?
+agarwows) — (B2 + 30 + b36° + 020" + biw? + b2wiO* + bAw3
+b2w3 + 2(bob10% + bobaf* + bob36® + bobyw; + bobswi 6% + bobews
+bobrws + b1bo0% 4 b1b30® + bybyw160% + bibsw,0* + by bgws6?
+b1b7w30?% + babs0'0 + babyw10* + bybsw0° + babgwa0* + bobrws 6
+b3b4w1 0% + b3bsw1 0% + b3bswa0'? + b3brwz0'? + bybswi6?
+bsbswiws + bybrwiws + bsbgwiwab? + bsbrwiwsfh? + bgbrwaws)6?

= 0 (mod 40k).
(3.38)

Reescrevendo a Equacao (3.38) em termos da congruéncia médulo 2, segue que

o — 207 = a}+ a0 + a30® + 430" + a3w? + aiwift + adwi + a2w?
— (b + 030" + b30° + b30"% + bjwi + bEwil* + biws + b3w3)6?
= 0(mod 20k).
(3.39)

Nesse corpo, sao validas as congruéncias:

0% = 1(mod 20x),

012 = 0*(mod 20x),

w? = wi(mod 20k)

w3 = wy(mod 20k)

wi=ws+1+60%+0"+ 605+ w; +wb? + wy(mod 20k) (3.40)
w10* = wy(mod 20k)

we0? = wo(mod 20x)

w36? = ws(mod 20k)

2% = x(mod 2),

para todo x € Z. De fato, ® = 1(mod 20k) e 6'* = 6*(mod 20k) sdo imediatas.
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As demais sao demonstradas a seguir.

(I) Para wy, segue que

1+ 68\ d-1
w%—(é >— 1 + wy = 4m + w; = wy(mod 40k).

(IT) Para ws, segue que

w2 = Ww? (#)2 = (wy +4m) (W) (wi +4m)(% +2)
= 2m(w; + 6*) + (Wi + 0*w))
= 2m(wy +0*) + 3 (w1 + 4k + 2wy —wy) = 2m(wr + 0* + 1) + w,
= wy(mod 20k).

(ITT) Para ws, segue que
4 = () = () ()
= (i +dm) (HE - 5F) (85 - 5E5) = ( +4m) (55 + HE)
+(4m + wy) [(#) (—#) + (_1—408) (1+202) (1 08> ( )}
= m(1+0(1+06%) +ws+ (@dm+w) |- (3 wr = (B2) wp + (52) wi]
1) = (7)) + (557))
(i)

= m(1+0Y) (1 +62) +ws + (mawr) (1467 = )

(L+6%)( ) (
= m(l+0Y)(1+6%) +ws + (—dmw) |- (
= m(1+04) (1 +62) +ws + (mawy) [1+1+
( ) (
= m(1+6%+0"+6°% + w5+ m (w1 +wib? + ws)

= 1+ 62 + o4 -+ 6 +wp + (JJ1(92 + wo + W3(m0d QOK),

onde wi = —w; + 1 = 5, por isso (4m + wy)wi = —4mw;, e m é impar,

senao, d seria congruente a 1 modulo 32.

= 2wy — w1 = wq(mod 20k)

8 4 12 4 8 12 8
(IV) w,0* = 1+29 gL — 0 ZG —9 (1+0 +40 +0 ) _ 14;9

(V) Analogamente ao item (IV), wyb? = 2w3 — wy = wy(mod 20k)
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(VI) Para w36?, segue

w302 =

que

14+6%\ [1+6%) , 6% + 6% + 65 + 6®
w1 0 = w
2 2 4

(,U192 i w104 i (,L)106 i w16’8
4 4 4 4
(,U102 2&]2 — W1 (2&)292 — w192) w1(2w1 — 1)

4 + 4 4 + 4
wif? Wy wr (e wif?) Wi ow
4 T2 4 2 4 2 4
W W1  2ws—wy wy+4m
2 2 2 2

Lo tws— 2+ +2m=ws+2m

ws(mod 20k).

Substituindo essas congruéncias na Equagao (3.39), segue que

O42 _ 6262

ag + a10* + as + az0* + aswi + aswi + agws

tar(wsg + 1+ 6%+ 60+ 65 + wy + wi16% + wq) — (b + b16*
by + b30* + byw; + bswy + bews + bg + br(ws + 1+ 62 + 64
+05 + Wy + w16?% + wy))H?

0(mod 20k)

Substituindo novamente as congruéncias contidas no Sistema (3.40) na tdltima

equagao, segue que

042 _ 6292

= a4+ a10* + ay + az0* + agwi + aswr + agws
tar(ws + 14 6%+ 0* + 0% + w1 + w10% + wy) — byb?
—b1965292 — b396 — b4W192 — b5UJ192 — bGOJQ

—br(ws + 14+ 6%+ 0% + 0% + W + w6 + wy)

0(mod 20k)

Desse modo, obtemos uma combinacao linear inteira dos elementos da base

{1,0%,0%, 05w, wh?, wh*,wh°} de Ok. Assim, os coeficientes devem ser congru-

entes a 0 médulo 2, donde seguem as congruéncias
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ag + as + a; — by =0 (mod 2)

—by — by — by + a7 = 0 (mod 2)
a; + az + ar — by =0 (mod 2)

—by — b3 — by + a7 =0 (mod 2)
as + a5+ a; — by =0 (mod 2)

—by — b5 — by + a7 =0 (mod 2)
ag + a7 — bg — by =0 (mod 2)

a7 —b; =0 (mod 2).

Essas congruéncias fornecem as seguintes relagoes

ag = —ay (mod 2)
bp = —by (mod 2)
a; = —az (mod 2)

by = —b3 (mod 2)
Assim,

ao® = ax® (mod 4)
a1 = az® (mod 4)
as® = as? (mod 4)
bo®> = by*(mod 4)

b1 = bs® (mod 4)
by = bs*(mod 4)

ag? = bg® (mod 4)

a7? = by? (mod 4)

ay = —as (mod 2)
by = —bs (mod 2)
ag = bg (mod 2)
a7 = by (mod 2).

2apas = —2(ag)?(mod 4)

2a1a3 = —2(ay)?*(mod 4)

2a4a5 = —2(a4)?*(mod 4)
2

2bgby = —2(bg)*(mod 4)
201b3 = —2(by)?(mod 4)
20405 = —2(by)?*(mod 4)
2bgb7; = 2agaz(mod 4),

(3.41)

(3.42)

onde mais uma vez ¢é valida a Observacao 3.6. Substituindo essas congruéncias

na Equacao (3.11), segue que

o — 3207 = a2+ a20" + 0% + 20" + a3w? + aiwift + adwi + a2w?

—2(a30* + a® + ajwif* — agarwows) — (b3 + b30* + b36°

+020"2 + biw? + biwift + adws + a2w? — 2(b20* + 1268

+b2w20* — agarwows))6?

0 (mod 40k).

Assim, agrupando os termos semelhantes, obtemos
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o’ = %0 = (1+6°)(aj +al0") + wi(l +6%)a]
+(1 — 6%)adwi + a2w3 — 2(a30* + a26® + a3w?0* — agarwaws)
—[(1 + 6%)(03 + b36*) + wi(1 + 04)b3 — 2(b30* + b36° + b3w?0*

—a6a7w2w3)}92

0 (mod 40k).

Como 1+ 6% = 2wy, W?(1+60Y) = 2wy e (1 — 0%)(adw? + a2w?) = 2(a —
a20® + a20* — a20° + aZw, — aiw,0* + adw, — adiws — adws) e todos os termos
estao multiplicados por 2, segue que podemos reduzir a congruéncia, pois 2x =

0 (mod 4) = = =0 (mod 2). Desse modo, obtemos

o = B%20% = wi(ad + a20*) + wal + ak — a6? + a20* — a6 + adw — adw,6?
tagws — adws — atws — (adf* + a}f® + ajwib* — agarwaws)
—[wi (b3 + b30%) + wab? — (BAO* + 136° + biwil* — asarwaws)]H?
= 0 (mod 20k).
Usando novamente os fatos 6% = 1(mod 20x), w10* = w; (mod 20k), wy6* =
wy(mod 20k), w3h* = ws(mod 2 Ok), wewsh? = wews(mod 20k) e z° =
x (mod 2), segue que
o — 202 = wiag + ay) + agws + ag — agh? + agh* — agh® + agw,
—agw10? + agwy — agws — arws — (agh* + ay + aqwr)
—[wi (bo + b10%) 4 waby — (bof* + by + byw;]6?
= wi(ag + ay) + agws + ag — agh? + agh* — agh® + agw; — agw, 6>
tagws — agws — azws — (agh* + ay + agwr) — wi16%(by + by)
—waby + bob® + b16* + byw, 6
= 0 (mod 20k).

Como {1,602, 0% 05 wi,w0% wy, w3} é uma base de Ok sobre Z, os coeficientes

dessa combinacao linear devem ser congruentes a 0 médulo 2. Logo, segue que
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—ay + ag = 0(mod 2)
—by — ag =0 (mod 2)

—ag +ag = 0 (mod 2)

—by — ag = 0 (mod 2)

ap+a; —as + ag = 0 (mod 2)
—by — by + by — ag =0 (mod 2)
as — by +ag =0 (mod 2)

ag —ay; =0 (mod 2).

Como a tnica solugao possivel é a;, b; = 0(mod 2), ou seja, todos pares, segue

que o, 3" € Ok e, portanto, n € Oklf], donde segue que O, C Oklb].

b) Oklf] C Or. Como 6 e wy,ws e wy sao inteiros em L, segue que
OK[G] = Z[l, 92, 94, Hﬁ,wl,w192, Wa, w:),”l, 0] C OIL-

Portanto, O, = Ok|0)].

5. Seja d = 1(mod 32). Neste caso, vamos mostrar que

O]L = Z[l, 9, 92, ce ,97, Wi, w19, W1(92, W193, WQ,WQQ,Wg,CU4].

a) Op C Z[1,0,0% ...,07, wy, w0, w 0% w103 wy,wif, w3, wy]. Como d = 1(mod 32),
segue que d = 1(mod 16). Desse modo, tomando n € O, existem «, 5 € Ok e
ao, a1, a2, as, a4, as, Gg, v, b07 blv b?a b37 b47 b5a b67 b7 € Z tais que

a = ag + a10% 4+ as0* + a30® + agw + aswi0? + agws + azws e
B = by + b10% + b0 + b360° + byw; + bsw16% + bewa + brws,
exatamente como no item 4, uma vez que uma base de Ok é a mesma para ambas

as congruéncias d = 17 (mod 32) e d = 1 (mod 32). Substituindo esses valores na

Equacao (3.37), segue que

a? — 3%20% = ag + a%@‘l + a%é’g + a§912 + aiw% + a%w%m + a%w% + a%wg
2 02 o4 06 2 04
+2(aga10° + agast™ + agaszl” + agaswy + agaswy + agagwa

+CL0(I7(JJ306 + a1a296 + a1a308 + (11&4&)16'2 + a1a5w194 + a1a6w296

+a1a7w30% + aa30™° + asa4w10* + asasw10® + asagw.6® + asarws0°
W3 3 5 6 W3
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+azaqw10® + azaswi0® + azasw:0' + aza;ws0'? + agaswi6?

Fagaewiws + aga7w1ws + asagwiwed? + asarwiwsh? + agarwows)

— (b3 + b0* + b36° + 302 + biw] + b2wW?0* + w3 + b2w3 + 2(boby 6>
+bob20* + byb30° + bobawy + bobswi0? + bobews + bobrws + by ba6°
+b1b360% + b1byw1 0% + bibsw 0 + bybws0? + bibrwsh? + bybsH'°
+bobyw 0% + babsw10° + bobgwal* 4 bobrws0* + bybyw,0° + bybsw, 62
+b3bw20'? + bybrws 012 + bybsw?0? + bybgwiws + bybrwiws + bsbgw w02
+bsbrw w302 + bgbrwaws )02

= 0 (mod 40k).
(3.43)

Reescrevendo em termos da congruéncia médulo 2, segue que

a? — 3202 = ag + a%@‘l + a%@g + a%@n + aiw% + a%w%94 + a%w% + a%wg
—(b§ + 070" + b36° + 30" + biw?

+b2wif* + bEw? + b2w32)60? = 0(mod 20k).
Nesse corpo, sao validas as congruéncias:

0 = 1(mod 20x),

012 = 0*(mod 20x),

w? = wi(mod 20k)

w3 = wy(mod 20k)

w2 =wsz+2m(1+ 6%+ 0" + 0° + wy + w10% + wy) = ws(mod 20k)
w10 = wi(mod 20k)

web? = wo(mod 20x)

w36? = ws(mod 20x)

2?2 = z(mod 2),

para todo = € Z. cujas demonstragoes também sao andlogas as ja feitas anterior-

mente. Utilizando-as, segue que
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a? — 3202 = ag+ a0t + as + as0* + agwr + aswy + agws + arws
—(bo + b16* + by + b30* + byw; + bswy + bewa + brws)6?
= (CLO + ag) + (—bo — b2)92 + (al + a3)94 + (—bl — b3)96

+(as + as)wy + (=bs — bs)w16* + (as — bs)ws + (a7 — br)ws

0 (mod 20k).

Como {1,6?%,0% 0% w, w02, wo, w3} é uma base de Ok sobre Z e a;,b; € Z, segue
que os coeficientes dessa combinagao linear devem ser congruentes a 0 médulo 2,

donde seguem as congruéncias

ag + az =0 (mod 2)
—by — by =0 (mod 2)
a; + a3 =0 (mod 2)
—by — b3 =0 (mod 2)
as+ a5 =0 (mod 2)
—by — bs =0 (mod 2)
ag — bg = 0 (mod 2)
a7 —b; =0 (mod 2)

E essas congruéncias fornece as seguintes relacoes

ag = —ay (mod 2)
by = —by (mod 2)
a; = —as (mod 2)
by = —bs (mod 2) (3.44)
as = —as (mod 2)

by = —bs (mod 2)
ag = bg (mod 2)
ar = by (mod 2).

Como o Sistema (3.44) contém as mesmas congruéncias moédulo 2 que o Sistema
(3.41), ao efetuar os produtos obteremos as congruéncias médulo 4 contidas no
Sistema (3.42) onde ¢ vélida a Observagao 3.6. Substituindo essas congruéncias na

Equacao (3.43), segue que
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a? — 3207 = a2 +a20" + a20® + a20"? + a3w? + aiwift + adiw? + aw?
—2(ad0* + a20® + awif — agazwows) — (b2 + 020 + H2O® + b20'2
+b3w? + b0 + atw? + aZw? — 2(b30* + bI6® + bIw0*

—a6a7w2w3))€2

0 (mod 40k)
= (1468 (a2 +alf*) + wi(1+6%a3 + (1 — 6%)(adw? + addw?)
—2(a20* + a36® + a3w?f* — agazwows) — [(1 + 6%) (b2 + b26*)

+w?(1 + 07 — 2(b20* + b20® + V3?0 — agarwsws)|6?

0 (mod 40k).

Sabemos que 1 + 6% = 2wy, w? = 2wy e, além disso, (1 — 6?)(aiw? + ddw?) =
2(awy — a2ws). Assim, todos os termos estdo multiplicados por 2, de modo que
podemos reduzir a congruéncia, pois 2z = 0 (mod 4) = = = 0 (mod 2), donde segue

que
o — 3207 = wi(ad + atb*) + waak + adws — adws
— (a0t + a20® + a3w?0* — agarwsws)

—[wr (B2 + b20%) + wob? — (V2O + 308 + L2w?0* — agarwaws)|6?

0 (mod 20k).

Usando novamente que 6% = 1(mod 20k), que w10* = w; (mod 20k), que wyb? =
wa(mod 20g), que w3f* = ws(mod 20k), que wywsh* = wyws(mod 20x) e que

r? =z (mod 2), segue que

Oé2 — BQQQ = wl(ao + al) + A o -+ AgWo — AWz — ((1094 + aq -+ a4w1)

—[w1 (bo + b1(94) + CUQb4 — (b094 + b1 + b4w1)]92

0 (mod 20k),
ou seja,

042 — ﬁ292 = wl(ag + al) + aqws + agwy — agwWs — (CL094 “+a; + a4w1)

—w192(bo + bl) - w264 + bo@ﬁ + 6192 + b4w192

0 (mod 20k).
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Como {1,6%,0%,0°% w, w02, w,, w3} é uma base de Ok sobre Z, os coeficientes dessa

combinacgao linear devem ser congruentes a 0 médulo 2. Logo, segue que

—a; =0 (mod 2)

by =0 (mod 2)

—ag =0 (mod 2)

bp = 0 (mod 2)

ap+a; —ay =0 (mod 2)
—by — by + by =0 (mod 2)
as — by + ag =0 (mod 2)
—ag =0 (mod 2).

(3.45)

A tnica solugdo que satisfaz simultaneamente os Sistemas (3.41) e (3.45) é a;,b; =
0(mod 2), para 0 < i < 6. Desse modo, s6 falta determinar a paridade de a7 e by, a

qual sabemos ser a mesma pelo Sistema (3.41).

(I) a7 e by sao pares. Neste caso, todos os inteiros a; e b; sao pares, de modo que

existem inteiros a; e b} tais que a; = 2a; e b; = 2b;, 0 < i < 7. Logo,

_ o 50 _ag + a10” + az0" + a30° + agwr + aswi 6 + agws + arws

2 2 2

b() + 5192 + b294 + b396 + b4w1 + b5w102 + bﬁWQ + b7£d3)9
2
2ap + 2a}60% + 2a50* + 2a40° + 2a)wy + 2akw 0% + 2a5ws + 2akws
2
N (20) + 20162 + 204,0% + 20450 + 2V} + 2bLw, 6% + 2bjgws + 2bhws)0
2

_ / ! N2 ! n4 ! N6 / / 2 / /

N

‘|‘(b6 + b,192 + b/26‘4 + bgHG + bﬁlwl + bgw192 + b%WQ + b/7LU3)9

2 7 2 3 :
Dessa forma, n € (1,0,0%,...,0" w1, w10, w10%, w10° ws, wsb, w3, w3h), ou seja,

n € Oklf], e recaimos no caso anterior expresso no item 4.

(IT) a7 e by sao impares. Neste caso, existem inteiros a; e b} tais que a; = 2a; e

b; = 2V}, para todo 0 < i <6 e ay = 2a, + 1 e by = 20, + 1. Dessa forma,
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Como wy =

Mas w36 = 20.14—0.)3, de modo quen € (1,6,0%, ...

n ée B ao + a192 + a294 + CL396 + agwq + a5w102 + agws + arws
2" 2
(bo + b16% + ba6* + b30° + byw; + bsw16% + bews + brws )l
2

+2a6 + 2a40% + 2a50* + 24405 + 2a,w + 2akw 0% + 2agws + (2ak + 1)ws
2

N (2b) + 2016% + 20,0* + 20565 + 2bw; + 20w16% + 20wy + (204 + 1)ws3)0
2

ah + ay0? + ah0* + a5 + ajwr + akwi 0% + agws + (ah + $)ws + by + by 6>

| e

+

+0504 + D40° + bywr + bw16% + byws + (b + 2)ws)d
ap + a}0? + ah* + a40% + ajw, + akw0* + agwy + abws + b0 + b0

FOL0% + U407 + by 0 + b 0 + biseal + bhws + 1100

140
G )wg, entdo n € (1,0,...,07, wi, w10, w10% w103, Wy, wel), w3, w3l wWy).

7 2 3
76 7w17w197w19 awle 7w27w297w37w4>7

donde segue a inclusdo Op, C Z[1,0,0%,...,07, wy, w10, w 0% w103 wy, wab, w3, wy.

b) Z[1,0,62,.

07 w1, w10, w102, w103 wa, wab, w3, wsh, wy] C Op. Neste caso, os ele-

mentos (9, w1, ws € ws sao inteiros em L, de tal maneira que falta apenas mostrar

que wy também o é para concluirmos a inclusao. Como nas se¢oes anteriores, mos-

traremos que a norma e o trago de wy estao em Ok, de onde a partir da Proposicao

1.7, segue que wy € Op. De fato,

Tr(ws) = wi+og(ws) =w ( 2

1+6%

) 14602
o (557) (457) (49)

— () () (£ +2) s 0
W = snote) = (5) (5) (12) i (59) (52) (59
- éw3w1 (%) = %wi’)wl(_wl +1) = kws € O,

pois

(L4255 (39 () -5 -t

14+6%1 -6 1-6% 1-4d
wl(—wl + 1) = 9 9 = 4 = 4 = —8]{7,
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ja que d = 1(mod 32) implica que % = 8k. Desse fato, segue a inclusao

Z[1,0,0%, ...,07 wi,wi0,w010% w0° wy,wb, ws,wsb, wy] C Op.
Portanto,
O]L = Z[l, 9, 92, ceey 97, W1, w1«9, W102, W193, w2, wgﬁ, ws, w39, (,d4].
Com isso, concluimos a prova do teorema. n

3.3.2 Discriminante

Nesta secio, consideramos L. = Q(f) um corpo de niimeros, onde § = V/d, com d # 1

um inteiro livre de quadrados.

Teorema 3.7. O discriminante do anel de inteiros algébricos O, de I € dado por

—16'%d", se d # 1(mod 4)
—218d'%  se d = 5(mod 8)
D(LL) = § —2%°4" | se d = 9(mod 16)
—235q%5 | se d = 17(mod 32)

—234d% | se d = 1(mod 32).

Demonstra¢io. O primeiro caso, d #Z 1(mod 4), segue diretamente da Proposi¢ao 2.4,
pois para n = 16 a expressdo obtida a partir de D(L) = —n"d"' é D(L) = —16'%d"®.
Para os demais casos, procedemos a partir da Defini¢ao 1.32, do mesmo modo que fizemos
na prova dos Teoremas 3.2 e 3.4. Se d = 5(mod 8), segue pelo Teorema 3.5 que O =
(1,0,...,07, #, 9295, . 972915), e assim, pela Definicao 1.32, considerando d = 6%, e
substituindo os valores dos tragos que constam no Lema 1.37, segue que

Dy, (1 0,...,0" 1+6 6+8° #+6° &+ o+ 015) = —282q125¢ = —2%8q",

2 727 2 2 2

Seguindo o mesmo raciocinio, se d = 9(mod 16), segue que

Dy (1,0,0%,6°,0%,6°,6°, 07, w1, w10, w107, 010°, wy, wa, wy?, wnf?) = —2¥dM12° = —2104",
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Agora, se d = 17(mod 32), segue que

Dy, (1, 0,02 0% 0%, 6,65 877w1,w16’,w192,w193,w2,w29,w3,w39) = — 230q1496q — 936415,

Finalmente, se d = 1(mod 32), segue que

Dy (1, 0,02 0% 0%, 6°, 65 €7,w1,w19,w192,w103,wg,w29,w3,w4) = —9Blobg — 3415,
0 que prova o teorema. O]

3.4 Base integral e discriminante do corpo puro de

grau 32

Pelos Teoremas 3.1, 3.3 e 3.5 é possivel induzir uma base integral para o corpo Q( 3\2/3),
onde d # 1 é inteiro livre de quadrados. Nesta secdo iremos apenas enunciar o teorema

que descreve uma base em todos os seus casos e, consequentemente, o seu discriminante.

Teorema 3.8. Seja . = Q(0), onde § = ¥/d, com d # 1 inteiro e livre de quadrados.
Uma base integral de I é dada por

1. {1,0,6% ...,6%} sed=2,3(mod 4)
2. {1,0,60% ...,0% wy,wb,... w0} sed=5(mod 8)

8 {1,0,0%, ... ,0% wi, w0, w10% .. w107, we, wal, Wb, .. wef7}, se d = 9(mod 16)

2 15 2 7 2 3 2 3 —
4. {1,0,0%,...,0% wy,wi10,w10%, ... w107, wa, wal, web* web?® w3, wsl, w36, w30}, sed =
17(mod 32)
2 15 2 7 2 3 —
5.41,0,6%,...,0" wy, w0, w60% ... w0 we,wal, wal?, wab?, w3, w3l wy, wsb}, se d =
33(mod 64)
2 15 2 7 2 3 —
6. {1,0,60%,...,0% wy,wi0,w160%, ... w107 wo,wab, wab? wab? w3, w3b, wy, ws}, se d=
1(mod 64),
o 1+916 o 1+98+016+924 o 1+94+98+912+916+920+924+928
onde wy = “5—,wy = 7 w3 = S ,
w4 _ 1+92+04+06+08+910+012+014+916+018+920+022+024+926+028+930 e
16
Wy = 14+6+624+63+0%+4 ... +628+6294 6304 631

32

A partir do Teorema 3.8 e da Definicao 1.33, podemos determinar o discriminante do

anel de inteiros algébricos de LL referente a cada uma dessas bases.
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Teorema 3.9. Seja I = Q(6) um corpo de nimeros, onde § = ¥/'d com d # 1 é um
inteiro livre de quadrados. O discriminante do anel de inteiros algébricos O, de I é dado
por

—32%2d% se d # 1(mod 4)

—212832 se d = 5(mod 8)

21232 " se d = 9(mod 16)

—210432 " se d = 17(mod 32)

—2100¢32 " se d = 33(mod 64)

—298d32 se d = 1(mod 64).

3.5 Consideracoes finais

No decorrer deste capitulo, foi possivel notar que o anel de inteiros algébricos de cada
corpo cujo grau é uma poténcia de 2 possui um certo padrao em sua formacao, tanto
na quantidade de casos diferentes de acordo com o grau, mais precisamente o valor da
poténcia de 2 mas, também, nos elementos que o compdem. A vista disso, os préximos
capitulos buscam estender esses resultados e apresentar férmulas que descrevam uma
base integral e o discriminante do anel de inteiros algébricos dos corpos puros cujo grau
é uma poténcia de 2 e d # 1 é um inteiro livre de quadrados. Visando cumprir esse
objetivo, faremos uma divisao da prova geral em 3 etapas, expressas nos capitulos a
seguir. Primeiro, olhamos apenas para os corpos Q( 2%) onde d satisfaz d = 5(mod 8)
e obtemos uma base integral e o discriminante a ela associado. Depois, centralizamos
os nosso estudos para o caso em que d = 9(mod 16) e, por fim, no dltimo capitulo,

generalizamos para as demais congruéncias de d.



4 Base integral e discriminante do
ok
corpo Q( 3/d), onde d = 5(mod 8)

Neste capitulo, o nosso objetivo é determinar uma base integral do corpo Q( 2%), onde
d = 5(mod 8) ou, equivalentemente, d = 1(mod 4) e d # 1(mod 8), onde d # 1 é um inteiro
livre de quadrados e k£ > 2. Também, a partir desta base, calculamos o discriminante do
anel de inteiros algébricos do corpo. Os casos particulares para os corpos de graus 4, 8 e
16 ja foram feitos em detalhes no capitulo anterior e, agora, generalizamos este resultado
para todo corpo Q( 2%), onde d # 1 é inteiro livre de quadrados e k > 2.

4.1 Anel de inteiros algébricos

Observando as demonstragoes feitas nos Teoremas 3.1, 3.3 e 3.5, podemos notar al-
gumas semelhancas entre elas, sendo a principal, o uso da base integral do corpo cujo
grau ¢ a poténcia de 2 anterior. Considerando cada anel de inteiros algébricos descrito
nos teoremas mencionados, restringindo o nosso olhar ao caso d =1 (mod 4), também é
possivel notar semelhangas na estrutura dessas bases. Recordamos sua forma para cada

grau visto até aqui:
1. uma base integral do corpo de grau 2 é dada por {1, 1%9};

2. para o corpo de grau 4, uma base pode ser expressa por {1, 6, # M}'

D) )

3. j4 no caso de grau 8, escrevemos {1, 6, 62

93 140% 0+60° 62468 93+(97},
) L T R TS 2 2 )

+94 0+95 92+96 97+915}

2 71
4. finalmente, para o grau 16, obtemos {1,6,0%,...,07, == == == =&

n
Note que, chamando n ao grau do corpo, se considerarmos w = % (note que esté de
acordo com a expressao que foi definida em cada secdo do Capitulo 3 considerando o valor
de n como o do grau em questao), é possivel escrever essas bases de maneira bem similar
umas as outras. Respaldando-nos nesses fatos, enunciamos e provamos o Teroema 4.2.

Vale ressaltar também que, no decorrer das provas dos Teoremas 3.1, 3.3 e 3.5 fizemos

87



88 Base integral e discriminante do corpo Q( 2f/c_zl), onde d = 5(mod 8)

o uso de algumas congruéncias e igualdades, as quais sao validas para todos os graus,

conforme a seguinte proposicao.

Proposigao 4.1. Seja L = Q(0), com 0 = 2{“/3, k >3, onde d # 1 é um inteiro livre de
k—1
quadrados tal que d = 5(mod 8) e seja K = Q(6?). Se w = %, entdo sao vdlidas as

sequintes tgualdades e congruéncias:
1 2w=1+6""
2. 02" = 1(mod 20k)
3. w?=w+ 1(mod 20k)
4. wb? = w+2m = w(mod 20g)
5. w® = 1(mod 20k).
Demonstracao. Considere os dados da hipotese.
1. A igualdade 2w = 1+ 62" ¢ obtida diretamente da definicdo de w.

2. Uma vez que 2w € 20k, a partir do item 1, segue que 92 = 1(mod 20k).

3. Como d = 1(mod 4) e d # 1(mod 8), segue que existe m € Z impar tal que

d—1=4m, e logo, <1

+ = m. Usando a defini¢ao de w, segue que

m

N2 _ _ ~ ~
2 (14627 e ae? . o14002" g 24092 S 1462° 7" i
= 2 = 1 = 4 =73 )

= w+m = w+ 1(mod 20k).

4. Da defini¢do de w, segue que

2k—1

gt _ 107 s 0740 07 4d

wb =
2 2 2

Por outro lado,

Cu+2m_1+¢92’Her—1_02’“’1+¢£
N 2 2 2

Das duas expressoes, segue a igualdade. Além disso, como 2m € 27 C 20k, segue
que wf? " =w (mod 20).

5. Utilizando o item 3, segue que

w? = ww = (WH+mw=w?+mw =w+m+mw = 1(mod 20k),
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0 que prova a proposicao. ]

Antes de enunciar o préximo Teorema, vale destacar que no corpo de grau 2, o qual
¢ o corpo de menor grau em que levamos em consideragao a congruéncia d = 1(mod 4)
para definir uma base, pelo fato de que nesse corpo o 4 é a maior poténcia de 2 que tal
que d = 1(mod 4) que interfere na estrutura do anel de inteiros algébricos, a maneira
de demonstrar uma base se difere um pouco da prova a seguir. No caso de grau 4, o
expoente da poténcia de 2 do grau e da congruéncia é o mesmo e veremos nos capitulos
seguintes que esse fato também gera uma particularidade na demonstracdo. O mesmo
acontece para o caso de grau 8, cujo expoente da poténcia de 2 tem uma unidade a mais
do que a poténcia da congruéncia. (esses fatos ficardo claros no decorrer da demonstragao
do Teorema 6.9). Desse modo, os passos utilizados na demonstragao abaixo sao validos
para corpos que possuem grau acima de 16, partindo da base integral do corpo de grau
8, porém a validade do Teorema para qualquer poténcia de 2 nao é comprometida, uma

vez que os casos particulares ja foram feitos.

Teorema 4.2. Seja L = Q(0), com 0 = 2f/c_l, d # 1 um inteiro e livre de quadrados e
k>1. Sek=1ed=1(mod 4) e se k > 2 e d = 5(mod 8), sendo O o seu anel de
inteiros algébricos, entio Oy, = Z + 70 + 762 + 76 + Z0* + Z6° + ... + 20>~ + Zw +
2wl + Zwl? + 2w + Zwl* + Zwh® + . . .—|—Zw92k71*1, onde w = %. Em outros termos,

{1,0,6%,6°,0",6°,.. 92]671_1,00,00&,6002,0‘)03, wh*, wh?, .. .wQQkil_l}

¢ uma base integral do corpo L.

Demonstragdo. Esta prova sera feita pelo Principio da Inducao Finita sobre k, ou seja,
sobre o expoente do grau n = 2¥. Como as provas para os casos k = 1 e k = 2 ja foram

feitas, consideraremos k > 3.

1) Passo base: O resultado vale para o valor inicial k = 3, ou seja, para grau n = 8,

conforme visto no Teorema 3.3.

2) Hipétese de Indugiao: Suponhamos que o resultado é verdadeiro para k, ou seja,
para grau n = 2F. Logo, uma base do anel de inteiros algébricos de Q(f), com
0= /dé{1,0,0%6% 0400, .. .02 "1 w whwh?, wh®, wht, Wb, ... w1}, onde

1+92k—1

W = 2

3) Provemos que o resultado é vélido para k + 1, ou seja, para n = 281, Isso implica

que uma base do anel de inteiros algébricos de Q(f), com 6 = 2’”\1/3 é

{1’ 9’ 927 93’ 94’ 657 T 92}“—1’ w, w&, W027W(937W94; UJGE), . w(92k_1}7
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2k
onde w = %.

Chamando L ao corpo de grau 281 isto ¢, L. = Q( 2k+\1/c_l), K ao corpo de grau 2%, ou seja,
K = Q( 2%) e 0= *"Vd, segue que L = Q(A) e K = Q(#?). Atendendo a essa notagao,

note que, como Z[1,0,0%, ..., 0% w wl,wh? ... wh? 1] = Ox[f], ¢ suficiente mostrar

que O = Og[0], onde ressaltamos que Ox = Z[1,60%, 6%, ..., 0% 2 w, wh? wb*, ... wh> 2],
k N

com w = 1+26 : , devido a forma que definimos . A vista disso, a prova consiste em verificar

essas duas inclusoes.

a) O C Oklb]. Sejan € O, C L. Como {1,060} é base de LL sobre K, segue que existem
a, 5 € Ok tal que 2n = a + 6 e, logo,

o — %0 = 0(mod 40k). (4.1)

Como a, 3 € O e, pela Hipdtese de Inducio, o conjunto {1,602, 64,0°, ... 022w, wb?,

162"
2

a;,b;, onde 0 < i < 2F — 1, tais que

] k_ , . . .
wht Wb, .. w72} com w = , 6 uma base de Ok sobre Z, existem inteiros

a = ag+ a10?+ a0* +aszf5+ -+ an_1_192k*2 + ok w + agr-1wH?
+a2k—1+2a}94 + ...+ a2k,1w92k_2

+
bgk71+3w6 .. b!k w(; .

Substituindo esses valores na Equacao (4.1), obtemos

o — %02 = ai+ a20* + a20® + az0' +a301% + ..+ (a2k71_1)26’2k+1*4
+(agr-1)2w? + (agr-141)*w?0* + (agk-1,9)*w?@® + . ..
Hage_1) 2?0 T 4+ 2(ay;) — (b + b301 + B30 + B30 + 12070 + .
+(byem11)26% 7 4 (byre1 20?4 (bpor 1) w0 + (byior0) 20?68
o (bgey ) 2207 1 2(by))6?

0(mod 40k),

(4.2)
onde a;; representa a soma de todas as multiplicagoes de a;x por a;y, com 0 <7 <
2F —2 e i < j, e b;; representa a soma de todas as multiplicagoes de b;x por b;y, com
0<i<2¥—-2ei<j(notequei<j= x+#y). Neste caso, podemos representar

esses valores através das seguintes expressoes
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ok—1_9 9k—1_7 ok—1_1 9k_1

_ 2i1+2i 2i142(i0—2k—1
Q5 = Z Z ailaiQQ ! 2 4 Z Z ailaizwﬁ 14202 )

11=0 d9=i1+1 11=0 jo=2k—1

(4.3)

ok_9 2k 1 1
Z Z 202(i1 —2k 1) 42(i9—2k—
-+ ailaizw (9 ( ) ( ),

iy =2k—1 ig=i1+1

ok=1_9 9k=1_1 ok-1_71 9k_1

bij - Z Z bi1bi202i1+2i2+ Z Z bi1bz‘2w92i1+2(i2_2k71)

11=0 12o0=01+1 11=0 ig=2k—1

(4.4)

2k—2  2k—1
+ Z Z bilbi2w292(z‘1—2k*1)+2(i2—2k*1).

i1=2k—1ig=i1+1

Reescrevendo a Equacao (4.2) em termos da congruéncia médulo 2, segue que

o — 3207 = a2+ a20" 4+ a26® + a0 + a20' + .. 4 (ag—1_,)20% 1
+(agr-1)2w? + (agr-141)*w?0* + (agr-1,9)% w20 + . ..
(k1 )2w20%" 1 — (B2 + 020" + D368 + 1262
10206 4 .+ (byer_1)20% A A (bt )22 (4.5)
+(bgr—141) w201 + (bor—1.,9)*w?0% + . ..

+(b2k,1)2w292k+1_4)92

0(mod 20k).

A fim de facilitar a escrita nos préximos passos, podemos escrever a Equagao (4.5)

de maneira mais sucinta, através da féormula abaixo, a qual usaremos daqui em di-

ante.
2k—1-1 ‘ 2k—1 e 2k—1-1 ‘
042—52‘92 — Z a?042+ Z a?w294(z—2 ) Z b?041+2

i=0 i=2k—1 i=0
k_

B 221 b2w294(i—2’9*1)+2 (4-6)
i=2k—1 Z

= 0(mod 20k).

De acordo com a Proposicao 4.1, sao validas as seguintes congruéncias

02" = 1(mod 20x) wh?" = w(mod 20x)
w? = w + 1(mod 20k) 2?2 = z(mod 2),

para todo z,y € Z. Uma vez que o — 3%0?> = 0(mod 20k), substituindo essas
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congruéncias na Equagio (4.6), segue que

&2 _ B292

2 ) 328771 i_ok—1
Yo (@it appe2)0" + D (ai + aiyzae2)(w + 1§20

=0 §=2k—1

2k=2_1 3.2k—2_1

= 3 (b 2)0 = T (b by aee)(w 1O
=0 j=2k—1
0(mod 20k),

(4.7)

pois as substitui¢des ocorrem no termo médio de cada somatorio. Assim, obtemos

os novos limites superiores dos somatérios expressos na Equacao (4.7) calculando o

ponto médio entre os limites inferior e superior de cada somatério da Equagao (4.6).

Agrupando os termos semelhantes na Equacao (4.7), obtemos

a2 o 52(92 —

(ao + agr—2 + age—1 + aggr—2) + (agr—1 + agor—2)w

+(ay + age—241 + Qor-14q + agor—241)0* + (agr-141 + agor—2, 1 )wh?
+(ag + Agk—249 + Agk—149 + Agok—219)0% + (Agk—119 + a395—2,9)wH®
+(az + age-243 + Qge-1 43 + agoe-243)0" + (agr-115 + aggr-z 3wl
oo (a2 + A1+ Ag o2y + A )02

(age-2_y + age_y)wb ™ — [(Bo + bar-2 + byk-1 + by pe-2)6?
+(bgr—1 =+ b3 gi—2)wh? + (by + bo—211 + bor—141 + bg gr—2,1)6°
+(bos-141 + Dy or—211)wb + (by + agr—25 + bo—149 + by gr—25)0"°
+(bgr—149 + b3or—2,0)w00 + (b3 + agr—245 + bor—143 + by gr—2,3)0M
F(Dor-143 4 by or2 3)wb™ 4o A (byr—2_y + byro1_y +by_pr2_4
by 1)0% 72+ (by g2y + bor_1)wb? 72

0(mod 20k).

Essa expressao fornece uma combinagao linear inteira dos elementos da base de Ok,

de modo que os coeficientes devem ser congruentes a 0 médulo 2. Desse fato obtemos

as seguintes congruéncias, validas para todo 0 < j < 2F2 — 1.

Por conseguinte, para todo j = 0,1,2,...,2¥2 —1

aj + Ggr—2j + Gge-14; + azor—2,; = 0(mod 2)
Agk—14j + a3 96-2; = 0(mod 2)

bj + bor—2j + bor-14j + by gr-2; = 0(mod 2)
bor—14; + b3 on-2,; = 0(mod 2).

, segue que
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aj = —agr—2;(mod 2)
Agk—14; = —03 924 ; (Mmod 2)
b] = —b2k—2+j(m0d 2)

b2k71+j = —b3_2k72+j (mOd 2)

(4.8)

E dessas congruéncias médulo 2, obtemos as seguintes congruéncias modulo 4

1. (a)? = (age-sy,)*(mod 4)

2. (age-14;)? = (agor-24;) (mod 4)

3. ajag-2,; = —(a;)*(mod 4)

4. agi-1yjag on-2y; = —(age-14;)*(mod 4)

5. aj a3 962 j, = —aj Agi-14 5, (mod 4), j1 # Jo

0. Qgi—z.yjy A2 j, = a5y, (mod 4), j1 7 Ja

7. Ggr—2j Qo144 = —aj Agk-14;,(mod 4), j1 # Jo

8. Qgk-2 j Q3 ok—2 j, = A, Gor—1,(mod 4), j1 # ja

9. Q39124 A3 9624 j, = Qok—1j,Agk—14 4, (mod 4), j1 # Ja

(4.9)
10. (bj)? = (bg—2,)*(mod 4)

11. (bye-145)? = (bg.an-21;)*(mod 4)

12. bjbgr—2,; = —(b;)*(mod 4)

13. byr-14 by o2y = —(bor-145)*(mod 4)

14. bj by gr2 5, = —bj age-1y,(mod 4), j1 # Ja
15. bor—2 j bor—24 5, = bj bj,(mod 4), j1 # Ja

16. bor—2 j, bon—14 5, = —bj agr—1,(mod 4), j1 # jo
17. bok—2.y j, b3 or—2 4, = bj agr—1,5,(mod 4), j1 # jo

18. b3'2k—2+j1b3.2k—2+j2 = ka—1+j1b2k—1+j2 (mod 4),j1 7§ jg.

Observacao 4.3. Observe que os coeficientes a; e b; exibidos do lado esquerdo da
congruéncia nas equacoes I e 10 do Sistema (4.9) multiplicam 67 e 6772 respec-
tivamente, na Equagao (4.2), enquanto os coeficientes do lado direito das mesmas
equacoes, multiplicam, respectivamente, #772" e §7+2"+2 Além disso, nas equacoes
2 e 11, os coeficientes age-1,; e byr-1,; escritos ao lado esquerdo, multiplicam, res-
pectivamente, w?(’ e w?677? na Equagao (4.2), enquanto os contidos do lado direito
multiplicam w209+2" ¢ w209+2"+2 Também chamamos a atencao na Equacdo (4.2),
para os elementos que multiplicam os termos do lado direito das equacoes 1, 2, 10
e 11 referidas acima, pois sdo nesses pontos que iremos substituir os valores do Sis-
tema (4.8) nessa equacao (note que a diferenga entre o expoente de 6 no elemento
que multiplica os coeficientes esquerdo e direito da mesma equagao dentre as que

mencionamos acima é sempre 2¥). Agora, as outras linhas do sistema se referem
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aos termos de a;; e b;; descritos, respectivamente, nas Equacoes (4.3) e (4.4). O
primeiro somatério da Equacao (4.3) se escreverd em 3 somatoérios apés as subs-
tituicoes contidas no sistema, pois engloba os casos: i1,is < 2872, onde a;, e a;,
permanecem iguais; i; < 2872 e iy, > 2872 onde utilizaremos a congruéncia contida
na linha 3; e i1,is > 272, onde utilizaremos a linha 6. O segundo somatério se
dividird em 4: i; < 2872 e iy < 3.2¥72, onde a;, € a;, permanecem iguais; ¢; < k=2
e iy > 3.2872 que engloba a linha 5, i; > 272 e iy < 3.2"72 que engloba a linha
7; e iy > 282 e iy > 3.2872 que engloba a linha 8. Por fim, seguindo a mesma
ideia, o terceiro somatério também se dividirda em 3: 1,7, < 3.282 onde ai, € a;
permanecem iguais; i; < 3.2872 e iy, > 3.2872, onde substituiremos a congruéncia

contida na linha 4; e 1,4 > 3.2¢72

que engloba a linha 9. O mesmo raciocinio
ocorre na Equagao (4.4) utilizando as congruéncias contidas nas demais linhas do

Sistema (4.8).

Levando em consideracao a andlise feita na Observagao (4.3), substituindo as con-
gruéncias contidas no Sistema (4.9) na Equagao (4.2), podemos rreescrevé-la colo-

cando (14 62") em evidéncia, donde obtemos

. 2k—2_1 ' . 3.2k-21 S
a2 =327 = (1+6%) Y a0+ (1+6M)w Y o) - 2a;;
=0 i=2k—1
2k—2_1 32’@ 21
+(1+6%) Z BROY 4 (1+ 6% )w? > be 7
j=2k—1
+20;;6?
= 0(mod 40k).

(4.10)
onde aj; e bj; sdo as expressoes obtidas a partir das Equacoes (4.3) e (4.4) realizando
as substltul(;oes dos termos inclusos no Sistema (4.9) seguindo o raciocinio exposto

na Observacao 4.3 e podem ser expressas pelas equacoes

2k—2_9 k=21 2k—2_12k-2_
x 02014200 o n2i1+2(ia+2F72)
D DD SRR B D DI ORIN

11=0 d9=i1+1 11=0 12=0

2/@*2_2 2k72_1
2(i1+2872)+2(ip+28 2
+ Z Z ailaize(l Jrat )
11=0 19=01+1
2k—2_13.9k—2_1 (4.11)
2i14+2(ig—2F—1
F XY aaee )
11=0 jo=2k—1
ok—=2_71392k=2_1 s -
2(i1+2572)42(i0—2k—
FX R a2

11=0 i2:2k—1
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2k=2_132k-2_1 1 ors
2i1+42(ig—2F 142k~
FN Y a2 )

11=0 jo,=2k—1

2k=2_132k-2_1 s R
e 2(i142F=2)4-2(in—2F~1 4-2F—2)
+ E E a“azzwﬁ

11=0 jy=2k—1
3.2k—2_939k—2_1 1 1
202(i1 =2k~ 1)42(i9—2k—
DM SR
ip=2k—1 dg=i1+1
3.2k—2_13.2k—2_1 1 R
202(i1 =2k~ 1)42(ig—2k—1 42k~
+ Z Z ailaiQw 0 ( )+2( )
iy =2k—1 jp=2k—1

32872-23207%-1 k=1 ok—2 k-1 ok—2
202(11 =287 428 72)42(10 —2F 27—
+ Z Z A4y ijp W 0 ( s )

i1=2k—1 do=i1+1

€
2k 2 ) 2k 2_ 2k 2 —1 2k 2_1
o 261 +24 2i1+2(ig+2F—2
bij - Z Z bllblze TR Z Z bllbm@ ' ’ )
11=0 1d9=i1+1 i1=0 i12=0

2k—2_p k=21
p. o212 )4 2(i242872)
+ > D bibyf
11=0 122=01+1
2k=2_132k-2_1

+ > > by bizwg%ﬁ(ir?kil)

11=0 jo=2k—1

2k—2_132k-2_1
+ Yy ¥ bilbZ'ng?(il+2’“*2)+2(i2—2’“1)

11=0 jo=2k—1

2k—2_132k-2_1

+ 3 Y by bywpP R (4.12)

11=0 jo=2k—1

2k—2_132k2_1
+ Z Z bz bz wQQ(i1+2k_2)+2(i2_2k_1+2k_2)
172

11=0 jo=2k-1

3.2k=2_232F2_1
* Z Z biy b¢2w202(i1—2’“‘1)4-2(2'2_2&_1)

§1=2k—1 do=i1+1
3.2k—2_13.2k-2_1 1 1 opa
b, ,202(i1 =28 ) 42(ip—2F T 1425 72)
+ > > by by,w®
i1=2k71 12:2]“71

3.282_232k2_1
+ Z Z b;. b, wzez(il72’<—1+2k—2)+2(1272k—1+2’f—2)
1712 °

i1=2k—1 do=i1+1

Observagao 4.4. Nos somatoérios em que houveram substituicao dos coeficientes

2k—2

a;; e bjj conforme o Sistema (4.9) foi adicionado ao expoente devido a mudanga

de variavel nos limites do somatério.

Como 1 + 62" = 2w, segue que
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2k—21 ) 3.2F21 N
o = 3207 = 2w Y it +20° > ;0402 )—2a;‘j
=0 j=2k—1
R 2 ndi+2 332“2_1 A(i—2+=1)42
it+ i—2k=1)4
—2w ; b; 0 + 2w '_%:_1 b0 (4.13)
* )2
+20;;0
= 0(mod 40x).

Utilizando o fato que 2z = 0(mod 4) = = = 0(mod 2), segue que

2k—2_1 3.2k—2_1

a? — 320 = w Z a0t +w? Z ai94(i_2k_l) —ag;
=0 j=9k—1
2k—2_1 3.2k2-1
W Z bRONH2 4 P Z b2 +2 b?jQQ (4.14)
i=0 j=9k—1
= 0(mod 20k).

Agora, podemos usar novamente as congruéncias médulo 2 inclusas na Proposigao

4.1
w? = w + 1(mod 20k)

w? = 1(mod 20k)
02" = 1(mod 20k)

2% = z,para todo x € Z.

(4.15)

Observagao 4.5. Note que ao substituir essas congruéncias na Equagao (4.11), as
trés primeiras somas e as trés ultimas se resumirdao em apenas uma somatoria cada,

enquanto as outras quatro irao todas se cancelar. De fato,

2k—272 2]{:—271 2]6—271 2}6—271 s
2i1+21 2114+2(ig+2%~
D X a3 T a0, 070
i11=0 d9=i1+1 11=0 i2=0

2k7272 2k7271 k—2 k—2
2(41+277°)+2(i2+2777) _
YUY ay a6 2 )

11=0 1d9=i1+1

2k—2_9 2k—2_3 2k—2_1 k=23
241 +2i 2(i14+2F2)42(ig 422 21 +2(ig+2F 2
Do D ana (PR gAY BT N ag, a0 A

11=0 12=11+1 11=0 i12=0

2/@72_2 2k:72_1 2]972_1 21@*2_1
Z Z 2(i1 41 2(i141i2)+2F 241 +2(ig+2F 2
_ a;, 4, (9 (i1+1i2) 46 (i1+1i2)+ ) + E : 2 : ailai29 11+2(i2+ )

11=0 12=11+1 11=0 12=0

21@7272 2k7271
, . . . . . k .
No somatério Y Y aya;, (0702 4 gHOFRTE Feomo a diferenca entre os
11=0 120=01+1
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expoentes de 0 é 2F e 02" = 1(mod 20k), segue que

2k72—2 2]"72_1 . 2k: 2 —92 2k 2 -1
2(t1+2 2(i1+1 2 2(
Z Z s, Qi (9 (11+i2) +6 (t1+i2)+ ) - 9 Z Z ahazze (i1+i2)
11=0 19=t1+1 11=0 190=t1+1

2k—2_1 2k—2_1
; ) k—2 k—1
Agora, em > > a;,a;,0* 2T sempre que iy = iy obtemos a?6+?
i1=0  i3=0
contudo, para 7; # 15 as combinacoes ocorrem aos pares, donde segue que
Y 9

Y

2k 2 12k 2 2k—271 2k—272 21@—271
2i142(i0+2572) _ 2 ndi+2k—1 2(i1+i0+2k—2
Z Z (i, Qg B ( )= Z a; 0 + 2 Z Z ailaize( )

11=0 i9=0 =0 i1=0 d90=01+1

2k—2_1
_ 2 n4i+2k—1
= Y a2 (mod 20k).
i=0

Nos quatro somatorios que representam os termos que multiplicam w6?, temos

2k—2_132k-2_1 1 ok—=2_1392k—2_1 ‘s i
2i142(i0—2k~ 2(314+2F72)42(i9—2k—
oY aanwl ( )+ o> aa,wl ( )+ )
i1=0 jy=2k-1 11=0 j,=2k—1

2k—=2_1392k-2_1

2i1+2(ip—2k 142k —2
D IND MR

11=0 jo=2k—1

2k—271 3.2]6_271
+ Z Z a/il ai2w92(i1+2k72)+2(i2—2k*1+2k72)

11=0 j,=2k—1

2h 21326771 k—1 k—1 k
Z Z 2(i1+4in—2%~ (i1 +in—2F"1)42
ailaigw<9 (i1+41i2 ) +0 (i1+442 )+ )+

11=0 jo=2k—1

2k=2_132k-2_1

L ok—2_ok—1 o hea onn
Z Z ailaizw(92(11+z2+2 2 )+92(21+12+2 2 ))

11=0 j,=2k—1

Nesse caso, na segunda parcela da igualdade obtemos um somatorio onde a diferenca

no expoente do 6 é 2%, e outro onde os expoentes sdo iguais. Logo,
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o2k=2_1392k—2_1 - -
2(i1+i9—2F~ 2(i1+i2—2F—1)+2
} : 2 : ailai2w(9 (1412 ) +0 (41412 )+ >+

11=0 ,=2k—1

2h2-13287%-1 S k—2_ok—1 o k—2_ok—1
Z Z ailai2w<92(11+12+2 —2 ) + 02(11+22+2 —2 )) —

11=0 j,=2k—1

ok—=2_139k=2_1 -
2 > iy Qw2 T2

11=0 i2:2k—1

2k—2_13.2k21 b ok
2 Y Y aanw(@@ TR0 = 00 (mod 20k).

11=0 j,=2k—1
Finalmente, analisando os somatérios referente aos termos que multiplicam w?6?,

temos

3.2k—2_93.9k—2_1 i -
202(i1 —2F~1)4-2(>ig—2k~
> ana,0%0%0 e )+

i1=2k—1 do=i1+1

3.2k—2_13.9k-2_1 - P
20231 —2F—1)42(ig—2F 142k~
SR g e,

i1:2k_1 i2=2k_1

328722328771 k-1 k-2 ok—1,ok—2
Z Z ailai2w2492(“_2 +2 )+2(i2—2 +2 ) —
i1=2k—1 do=i1+1

3.2F72_232F21
Z Z a; w2(62(i1+i272k_172k_1) +92(2'1+i272k_172k_1+2k_2+2k_2))+
1772

§1=2k—-1 do=i1+1

3.2k—2_13.9k—2_1

1772

’i1=2k_1 i2=2k_1

3.2F—2_232k"2_1
Z Z ailai2w2(92(z’1+z‘2—2k) + 82(i1+i2—2k)+2k))+

§1=2k—1 do=i1+1

3.2k—2_13.9k-2_1

S Y aant @),

’i1=2k_1 i2=2k_1

3.2F-2_93.9k-2 o e
Nosomatério Y. Y ajauw? (@202 4 92020 feomo a diferenga
i1=2h—1 ig=ir+1

entre os expoentes de 6 é 2% ¢ 62" = 1(mod 20k), segue que
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3.2k—2_23.2k-2_] . o ok—2_o gk—2_1 .
2(i1+i2—2 2 11+22 2 +2 o 2(11+1i2+2
T e ) 20 5 S e
=2k—1 do=i1+1 11=0 t2=i1+1
=0 (mod 20k).

3.2k-2_132k-21
Agora, analisando Z Z a;, @, w? (6212~ 3.2 )), sempre que i; = i5 obte-
i1= 2k—1 io= —92k—1
3.2k—21 .
mos Z a?94”3'2 enquanto para i; # ip as combinagOes ocorrem aos pares,
i=0
donde segue que

3.2k=2_132k-2_1 3.2k—2_1

Z Z a“aw 62(11+12 3.2k— 2)) _ Z w2a§04i73.2k—1+

i =2k—1 j,=9k—1 i=2k—1

3.2k=2_939k-2_1 s
2 2(i1+12—3.2F—
P2 Y Wl

i1=2k—1 do=i1+1

3.2k2_1 ’ -
= Z wazfr 32 (mod 20k).
i=2k—1
Portanto,
2k—1_1 o, 32k R
asz Z a22942+2 + Z a?w2041—3.2 (mod QOK) (416)

i=0 i=2k—1

O mesmo ocorre na Equagao (4.12) usando os mesmos argumentos. Logo,

2kl -1 o, 32E R
brj = Z b?94z+2 + Z b?w204173.2 (mod QOK) (417)
=0 j=92k—1

Realizando as substituigoes englobadas no Sistema (4.15) e nas Equagoes (4.16) e

(4.17) na Equagao (4.14), segue que

2k—2_1 ' 3.2k-21 o 2k=2_1 N
042—5292 _ Z ai04zw + Z ai94(’_2 )| Z ai94z+2

i=0 j=2k—1 i=0
3.2k—2_1 - 2k=2_1
o Z a194z 3.2 (w + 1 Z b 94z+2
i=2k—1

3.2k—2_1 2k=2_1
_( Z bi94(i—2k1)+2) +( Z bi94i+2’“1+2)

i=2k—1 =0
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i=2k—1

3.2k—2_1 ' o
+ Z bi94z—3.2 +2(w + 1)

= 0(mod 20k).

Note que na terceira somatéria da equacio acima, tomando i = 273, o0 expoente do

0 fica 4.2F3 4+ 2F=1 = 2% ¢ para o mesmo valor de 7, na sétima somatéria, o expoente

de 6 fica 62"+2.

Agora, na quarta somatéria, tomando i = 5.2873, o expoente de

0 fica 4(5.2873) — 3.2kt = 5.2k1 — 3.2k71 = 2% enquanto na oitava somatéria,

para o mesmo valor de i o expoente de 6 é 2F + 2. Assim, usando novamente que

02" = 1(mod 20k) e, consequentemente, 62+ = 0¥(mod 20k), segue que

2k—2_1 4 3.2k—2_1 R 2k—3_1 1
062 _5292 — Z ai94zw + Z ai94(172 )| Z ai02 +4i

=0 j=92k—1 =0
2k—2_1 s 5.2k—3_1 ' -

. Z ai94(172 )| Z ai64273.2 ((.«.) + 1)
j=2k—3 §=2k—1
3.2k—2_1 ‘ s 2k—2_1 '

— Z 0%04(175'2 )(w—i— 1) - Z bi64’+2w
i=5.2k—3 i=0
et A(i—2k=1)42) R 2k—114i42

o bze 1—2%7 %)+ + bze T t4i+
2k—2_1 5.2k—3_1

+ Z bi94(i’2k_3)+2 + Z bﬁ“’?"zk_l”(w +1)
§=2k—3 i=2k—1
3.2F721

+ Z bi94(z'—5.2’€—3)+2(w +1)
i=5.2k—3

= 0(mod 20k).

Agrupando os termos semelhantes, obtemos uma combinagao linear inteira entre os
k_ b
elementos da base de O, {1,6%6%,60% ... 6% 72 w, wh? wl* wh®, ... .wH* ~2?}. Desse

modo, obtemos as seguintes congruéncias moédulo 2, validas para todo 0 < 7 <

k=3 1.

Qok—14j — Agk—34; — G59r—31; = 0(mod 2)
Q5.96-34; — @j — Gge-14; = 0(mod 2)

aj — asor-31; = 0(mod 2)

Agr—34j — Agi-14; = 0(mod 2)

bok—14j — bor-sj — bs ks, ; = 0(mod 2)
bsor-s1j — bj — bo-1; = 0(mod 2)

bj — by o3, = 0(mod 2)

b2k—3+j — b2kfl+j = O(mOd 2)



Discriminante 101

De a; — asoe-3,; = 0(mod 2) e agr-sy; — asge-1,; = 0(mod 2), obtemos a; =
asor-31j(mod 2) e agi-s,; = ag-1,;(mod 2), respectvamente. Substituindo essas
duas congruéncias em azor-s4; — a; — Agr-14; = 0(mod 2) e agr-14; — Ggk-34; —
as 9634 ; = 0(mod 2), respectivamente, obtemos que agr-1,; = 0(mod 2) e a5 si-34; =
0(mod 2). Repetindo o mesmo argumento, o sistema acuma nos fornece as con-
gruéncias bor-1,; = 0(mod 2) e bsqr-3,; = 0(mod 2). Agora, substituindo essas
congruéncias no Sistema (4.8), segue que a; = 0(mod 2) para todo 0 <i <28 —1e
que b; = 0(mod 2), para todo 0 < i < 2% — 1. Logo, nas expressoes a = ag + a16% +
a0 +as00+ - -+ g1 _10% 72+ Gop—100 + g1 4 WO+ A1 0O+ A g w2
e = bo+D10%+ b0 +b30% + .+ bor-1_ 162" 2 4 boi1w + b1, ;w02 + o1, w0 +
ot ka,leZk_Q devemos ter obrigatoriamente a;, b; = 0(mod 2), ou seja, todos sao

pares. Dessa forma, segue que o/, 3’ € Ok e, portanto, n € Ok|f], donde segue que

O]L C OK[Q]

b) Oklf] C Op. Como 6 e w sao inteiros em L, uma vez que pertencem a Ox C O,

segue a inclusao

Ox[0] = Z[1,6%,6%, ..., 6" ", w,wh® wh*, ... wb* "][1,6] C OL.

Portanto, Oy = Okl0] = 7Z[1,6%, 6%, ... 0277w, wh?, wht, ,w@Qk_Q][l, 0]. Com isso,

concuimos a prova do teorema. O]

4.2 Discriminante

A partir do Teorema 4.2 podemos concluir que o anel de inteiros algébricos dos corpos
puros Q( 2%), com k> 1ed# 1 éum inteiro livre de quadrados tal que d = 1(mod 4)
e d # 1(mod 8), (exceto para k = 1) possui a mesma estrutura, onde o valor de k
vai determinar apenas a quantidade de elementos da base. Assim, é esperado que o0s
discriminantes também possuam uma forma similar, que possa ser escrita por meio de
uma expressao dependendo apenas da variavel k. Essa féormula, para k > 2, é dada no

seguinte teorema.

Teorema 4.6. Seja o corpo de niimeros L. = Q(), onde 6 = /d com d livre de quadrados
en =28 comk > 1. Sed = 1(mod 4) e d £ 1(mod 2'), para todo | > 2, entdo o
discriminante do anel de inteiros algébricos Oy, de L é dado por —2k—1rqn—1,

Demonstragdo. Para essa prova usaremos a defini¢ao 1.32, a qual estabelece o calculo do

discriminante do anel de inteiros algébricos de um corpo I como sendo o discriminante
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de sua base integral. Como

- 1+Q% 9+0%+1 92+9%+2 9%—1+0n71

(1,0,62,...,05°1,

}

2 Y 2 Y 2 AR

é uma base de Ok quando d = 1(mod 4), segundo o Teorema 4.2, segue que o discriminante
de OK,

) ) AR
2 2 2 2
¢ dado pelo seguinte determinante
[ - b F-1,n-1 7
Tr(1) Tr(8) Tr(o2 1) ﬂ(%) (82 —F07 )
. 2 1 z° .
Tr(6) Tr(62) . Tr(02) (82 ) Tr( L2400
n 42 O R,
Tr(62) Tr(63) Tr(e2 1) Tr(792+622 ) (2T ty
det n_q ,/_2' 3n _o
(63 ) med) . men?) (LI ()
5 41 21 on— L 21 n— 3n_q
(12 (82 ) L w2 F 2y Tr(1E202 107, U (L lro2 7,
-1, gn-1 n 2 gn+1 32, 302 n—2 092t =2 y2n—2
N ;re ) Tr(e+29 ) Tr(® +g ) Tr( 82 +292 ) e Te(E +26 24 +6 )]

1+63 0+02 62 4 p2+2

D(K) = Dg(1,6,6%,...,0271,

031 4 on!

),

Sendo assim, o primeiro passo para calcular o determinante dessa matriz n x n é calcular

o trago desses elementos. Pela Proposigao 1.37, segue que Tr(1) = n, Tr(0") = nd e

Tr(0?) = 0 para todo g # an, onde a € N. A fim de tornar a demonstragao e seus passos

mais claros, analisamos os tragos dos elementos da matriz linha a linha, explicitando

alguns valores. Desse modo,

. Primeira linha: Tr(1) =n, Tr(#) =0, Tr(#*) =0, ---, Tr(0271) =0, Tr(1+29%) =
5 — coluna 7 + 1, Tr(%) =0, Tr(%) =0.
Segunda linha: Tr(9) = 0, Tr(6?) = 0, ---, Tr(fz) = 0, Tr(%) = 0,
Tr(P457) = 0, o, Tr(42) = 0, To(P4%) = 4.
Terceira linha: Tr(6%) = 0, Tr(0%) = 0, ---, Tr(62+!) = 0, Tr(%) =0,
Tr(93+92%+3) _ 07 o Tr(eg_1+97;b—1+9n—1> _ 0, Tr(Q%;rgn) _ %l’ Tr(0%+12+9n+1) 0.
Quarta linha: Tr(63) = 0, Tr(0*) =0, ---, Tr(02+%) = 0, Tr(%) = 0,
TF(T) =0, -, Tr(%) — 0, Tr(42) = nd Tr(ef“#) — 0,
Tr(Z—2) = 0.
2¢sima linha: Tr(627') = 0, Tr(dz) =0, Tr(@z™) =0, ---, Tr(§"2) = 0,

Tr(%) = 0, Tr(m) = 2 — coluna 2 + 2, Tr(é'%ﬂ%n“) =0,

2 2

Tr(ﬁ”fw’”) —0.
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Note que, da segunda linha até a §-ésima linha, o padrao se repete: para cada linha

1, onde i = 2,3, ... as entradas de todas as colunas é zero, exceto a da coluna j =

n
)99

n — i+ 2. De fato, os elementos da primeira até a 5-ésima coluna dessas linhas sao da

forma Tr(6?),1 < ¢ < n, (pois origina-se de 0" x 2,1 <i; < % —1e0 <ip < % —1)

que resultam em zero para todos esses valores de ¢ e, os demais, isto é, os elementos da
s . , s, . ~ . Btq ntq
2 4 1-ésima coluna até a ultima, sdo do tipo Tr(Z—=")
02402 +2
2

,0 < ¢ < n (pois decorrem da

multiplicacdo de 6 por coml<i <f—-1le0<ip<5— 1), os quais resultam

em zero para todos os valores de ¢ exceto para ¢ = 0, fato que, para cada linha i, ocorre

na coluna j de posicdo n — i+ 2. Agora, fixando a linha § + 1, a entrada de cada coluna

14+0%

J ¢ dado pelo valor do trago de =%

a;. Assim, para que o trago ndo seja nulo, o termo

n ,
a; deve conter os valores 1,02 ou 6", fato que ocore nas colunas 1 e § + 1, onde a; é,

respectivamente, 1 e %. Dando sequéncia, a partir da linha i = § +¢, com 2 < ¢ < 7,

haverao 2 elementos nao nulos em cada linha, pois os elementos correspondem ao valor
)
q—1 T4q-1 .
do trago de a;a; onde a; = % e a; percorre todos os elementos da base. Assim,
~ . _ n_
para que o traco nao seja nulo, o elemento a; deve conter um dos termos 6"~' ou §21,
e isso acontece nas colunas n —i+2 =5 —q¢+2en—i+2+ 5 =n—q+ 2. Alguns
desses valores foram evidenciados abaixo, a fim de reforgar o processo realizado e destacar
)

alguns valores especificos encontrados em cada linha.

[\

2

1. 2+ I-ésima linha: Tr(H02) = 2 Ty(2020) — o Ty(2H222) — 0, ...
n\ 2 n .
Tr((H;Q) ) :Tr<i+622+94> =2+ 5 coluna % + 1,

2. & + 2-ésima linha: Tr(%) =0, Tr(%) =0, -, Tr( 9+93+1> gn—1> _

2
Tr(‘g%;en) _ %d — coluna n — (5 +2 —2) = F, Tr(<9+93+1> (He’%)) —

gn+1 N 6+9%+1 9%*1_;'_97171 .
4)_’...,%(( - _

( 4
Tr<42+92TL+932+1)=”2d—>colunan—(g+2—2)+g:n.

[\

3. n — 2-ésima linha: TT(M) =0, TT(M) =0, TT(G%A%H) =0,

Tr ((W) 93>:T1~(93+9") =2 — colunan— (n—2)+2 =4, TT(## +

=0, Tr("50) =0, - TT( "33;9"_3> (93+93+3)> NGk

2 ( 2
2 5 columan—(n—2—2)+2=2+44 - Tr <(933+9"3) (932”"2)) =

2 2

gn—>5 93;”—5 g2n—>5 . 92—3 gn—3 eﬂ—l gn—1 o
Tr<4 4ottt e >_0,T7~( B0y >( + )>_

3n
pn—4 97—4 g2n—4
Tr ( T 20—+
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4. n — 1-ésima linha: TT(G%%%GH) =0, TT(M) =0, Tr ((W) 92) =

TT(L%”") =2 — colunan—(n—1)+2 = 3, TT(LH;WH) =0, Tr(iﬁﬁgemg) =

0% ~24gn—2 0249212 _ 0%+29”+03zn _nd
0,---,Tr . 5 =Tr(—= ") =% —colunan—(n—1-
- n— 2 n— n— 3n_ n—
2)+3=2+3, -, Tr<(“ - 2) <92 - 2)) :TT<644 +25 + 5 4)

=0, Tr ((93_2;9”‘2) <93—1;0"—1>> — Ty (0"4—3 + 29371—3 i 922—3> —0.

5. m-ésima linha: TT(M) =0, Tr <<W> 9) :Tr(ﬁwn) =nd

2 2 2

colunan —n +2 =2, Tr(e%#—i—l):o, Tr(ﬁ“%”“):o,---,

B-1,pn-1 T+1 3 n_ p3n
Tr <<92 - ) <9+922 >> = Tr(P2H204072) — 2d _ coluna n — (n — 2) +

n eﬂ_l gn—1 0@_2 gn—2 o gn—3 QM—3 f2n—3 -
oo () ()} (o2 e

75— n— 2 n— 3n_ n—
Tr ((9 ) ) =Tr("F + 5= + 2F0) =o.

n
2

Uma vez que o valor de cada traco é conhecido e, consequentemente, o valor de todas as
entradas da matriz, podemos calcular o seu determinante, o qual fornece o discriminante
de Ok. Para resolver o determinante desta matriz n x n, aplicamos o método de Laplace
n — 2 vezes até obter uma matriz de ordem 2 x 2. Como podemos perceber pelos valores
dos tragos, a segunda linha (e logo, também a segunda coluna, uma vez que a matriz é
simétrica) é composta toda de zero’s, exceto pela tltima coluna. Em fungao disso, por
conveniéncia, aplicamos Laplace nesta linha. Em seguida, obtemos uma matriz de ordem
n—1xn—1, onde a nova segunda linha (a qual era a terceira linha da matriz original)
também tera apenas um elemento nao nulo, onde aplicaremos Laplace novamente e, assim,
procedemos por 5 — 1 vezes, sempre fazendo o desenvolvimento pela segunda linha. Apoés
estes passos, obtemos uma matriz de ordem 7 +1 X § + 1 e, devido a simetria da matriz,
podemos repetir esses passos mais § — 1 vezes, mas agora desenvolvendo sempre pela
segunda coluna, onde todos os elementos, exceto o da ultima linha da matriz resultante
em cada passo, é nulo. Ao fim desses § — 1 passos, obtemos uma matriz de ordem 2 x 2.
n

Como Tr(%) = %d é o tnico elemento nao nulo de cada linha/coluna em que aplicamos
Laplace, segue que este é o elemento que ird multiplicar o cofator nas n — 2 operagoes,
sendo o seu sinal alternado entre positivo e negativo em cada passo (pois o sinal é dado
pela formula (—1)7). A matriz 2 x 2 resultante apds os n — 2 passos anteriores, ¢ a
formada pela primeira linha e primeira coluna, e n 4 1-ésima linha e n 4 1-ésima coluna,
ou seja, é a matriz

n

(n+nd)

3

2

u>+w\§

Escrevendo tudo isso matematicamente, segue que o discriminante do anel de inteiros
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algébricos de IL é dado por
D(L) = det(My),
onde
i Tr(1) (02 1) n(—”é’% ) n(iﬁ_l;gmU |
Tr(6) Tr(69) Tr(@) (200
Tr(62) Tr(9 3T Tr(82402 7 Tr(M)
M = n_y 3n_
! Te(03 1) Tr(e™2) (82 FO" T Tr(%) ’
Tr(1+29% ) Tr(9+92%+1) Tr(e%’lg_e"*) Tr(1+26§+9n) Tr(e%’1+2e";1+9%*1)
| meeE gty (gt 0B e 7 NCEITS
ou seja,
Cohlna,g
n 0 0 O 5 0 0
0O 0 O 0 0 %Zd
0O 0 O 0 3d 0
0O 0 O 5d 0 0
0O 0 O 0O 0 O
0O 0 O ) 0 2d 0O 0 O < linha 2
Ml - 2 2
5 0 0 %(1 +d) 0 0
0 O 5d 0 0 0 5d
0 0 0 0 0 3d 0
0 0 0 4d 0 0
0 5d 0 0
n n
i 5d 0 0 5d |
Assim,

onde

(—1)<2+">gddet(M2),
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n 0 0 0 n0 0 0
0 0 0 0 0 0 2d
0 0 0 0 2d 0
0 0 0 nd 0
0 0 O 0 0 0 l
: i
0 0 0 0 0 0 n
M, =
nog 0 2(1+d) 0 0 h
0 0 0 3 0 0 5d a
0 0 " 0 0 0 2d 0 n_q
0 0 0 2d 0 0 0
0 5d 0 0 %d
nd 0 0 nd 0
Logo,
D(L) = (—1)(2+”)gd(—1)2+(”_1)gddet(Mg),
onde
n 0 0 0 n0 0 0
0 0 0 0 2d
0 0 0 0 2d 0
0 0 0 0 nd 0 0
0 0 O 0 0 0 O l
1
M, = 0 0 0 0 5d 0 0 0 n
no 0 2(1+d) 0 0 h
0 0 0 % 0 0 0 2d a
0 0 g 00 0 2d 0 n_9
0O 0 0 4d 0 0 0 0 0
0 2d 0 0 2d 0
5d 0 0 5d 0
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Prosseguindo desse modo, obtemos

D(L) _ (_1)(2+n)(_1)2+(n—1)(_1)2+(n—2) . (_1)2+(n—%)(%d)g—1 det(M4),
onde
no 0 0 0 0 no ]
5 0 0 0 %(1+4d)
0 0 0 5d 0
My=10 0 5d 0 0
0 0 3d 0 0 0
I 5d 0 0 0 |
¢ uma matriz de ordem § + 1 x 7 + 1. Assim,
0 0 0 o o oz ]
5 0 0 0 0 %F(1+d
0 0 0 3d 0
D(L) = (—1)(%@5—1 det | 0 0 nd 0 0
0 0 3d 0 0 0
| 0 3d 0 0 0 |

D(L) = (~1)(5d) 3 (1) ED (=15 (- G (1) (Sd) 3 det(Ms),
onde
M;s = [” 2
3 1(1+d)
Portanto,
n n
DL) = (—1)(2d)"2det 2
2 5 (1+d)
n N\n—2/n? n2 n2 nd\n—2n2 kg 2k—2 k\2
T B O
_ _(Q(k—l)(Qk_Q))d(2k—2)d2(2k—2) _ _o(k2b -2k 2k1242k-2) J(25-2+1)

_ _Q(k—1)2kd2k—1 _ _2(k—1)ndn—1’
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0 que prova o teorema. ]

Uma vez que o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo quadratico é
dado por d # 1 quando d = 1 (mod 4), conforme pode ser visto, por exemplo, em [25],
juntamente com o teorema acima, podemos enunciar o seguinte teorema, o qual fornece
o discrminante do corpo Q( 2{73) onde d # 1 inteiro livre de quadrados satisfazendo
d = 1(mod 4), para todo k > 1.

Teorema 4.7. Seja o corpo de nimeros L. = Q(6), onde 0 = /d com d # 1 livre de
quadrados e n = 2% com k > 1. Sed = 1(mod 4) para k =1 e d = 5(mod 8) para k > 2,

entao o discriminante do anel de inteiros algébricos O de I é dado por

d, sek=1
D(L) =
—2k=Ungn=1"ge I > 2.

4.3 Consideracoes finais

A partir do trabalho desenvolvido nesse capitulo, é possivel determinar uma base
integral de qualquer corpo puro do tipo Q( 2f/c_l), com k € N, d # 1 um inteiro e livre de
quadrados, onde 4 divide d — 1 e 4 é maior poténcia de 2 em que isso ocorre (exceto para
k = 1), ou seja, o Teorema 4.2 estabelece uma base integral de Q( 2%) para uma familia
de valores de d. Além disso, também determinamos uma férmula para o discriminante do
anel de inteiros algébricos de Q( 2%) com d satisfazendo as mesmas condigbes acima, a
qual depende apenas do valor de k. No préximo capitulo, exploraremos os corpos Q( 2%)
com d # 1 um inteiro e livre de quadrados e k € N, k > 2, considerando agora o caso em
que 8 é a maior poténcia de 2 que divide d— 1. Seguindo a mesma sequéncia adotada nesse
capitulo, exibiremos uma base do anel de inteiros algébricos e, em seguida, forneceremos

uma férmula para o discriminante.
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ok
corpo Q( 3/d), onde d = 9(mod 16)

Neste capitulo, determinamos uma base integral para o corpo Q( 2%), onde d # 1
¢ um inteiro livre de quadrados e tal que d = 9(mod 16) ou, equivalentemente, d =
1(mod 8) e 8 é a maior poténcia de 2 que divide d — 1. Como consequéncia, também
calculamos o discriminante associado a base integral. Para esse caso, o raciocinio utilizado
nas demonstragoes é andlogo ao utilizado no caso d = 5(mod 8) feito no capitulo 4, sendo
a diferenca entre os valores das congruéncias enunciados na Proposi¢ao 5.1 em relagdo as
enunciadas na Proposicao 4.1 e, a base que tomamos inicialmente, as principais diferencgas,

e é a partir dessas diferencas que obtemos uma nova base.

5.1 Anel de inteiros algébricos

No Capitulo 3, analisando os anéis de inteiros algébricos determinados em cada segao,
é possivel notar que, para todos os graus investigados, existe uma base integral especifica
para os corpos Q( 25/3) onde d # 1 é um inteiro e livre de quadrados com a restricao
de que d = 1(mod 8), sendo 8 a maior poténcia de 2 que divide d — 1, de modo que
essa condicao de 8 ser a maior poténcia de 2 que divide d — 1 nao se aplica apenas para
k = 2 (note que, para o corpo quartico, 8 é a maior poténcia de 2 dividindo d — 1 que
fornece uma nova base, assim como 4 o é no corpo quadratico e, por essa razao, nao se
aplica essa condi¢ao). Sendo assim, o objetivo deste capitulo é generalizar esse resultado
apresentando uma base integral para todos os corpos Q( 2%), com d # 1 um inteiro e livre
de quadrados, & > 4 natural e d = 1(mod 8) tal que d # 1 (mod 2'), para todo [ > 4.
Este resultado, complementado aos casos particulares citados acima, nos da uma base
integral de qualquer corpo Q( 2%) com k > 2 e d # 1 um inteiro e livre de quadrados
nas condi¢oes acima. Iniciamos a se¢do enunciando a proposicdo que fornece algumas

congruéncias e igualdade que serao fortemente utilizadas para demonstrar o Teorema 5.2.
Proposicao 5.1. Sejam L = Q(#), com 0 = Zf/;l, k>4 ed# 1 um inteiro livre de

109
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quadrados tal que d = 1(mod 8) e 8 é a maior poténcia de 2 que divide d—1 e K = Q(0?).

1+62k—1 - 1+62k_2+62k_1+63'2k_2
7 W2 = 1

entdo sao vdlidas as sequintes iqualdades e congruéncias:

Se wy = e m é um inteiro impar tal que d — 1 = 8m,

1. 07" = 1(mod 20k)

2. wi = wi(mod 20k)

3. wi=w; + 2m(mod 40x)

4. w0 = (mod 20k)

5. wi=wy+ 0% 4+ 1+ wi(mod 20k)
6. Wb " = wy + 2m(mod 40k)
7140 = 2w

Demonstracio. A demonstragdo dos itens 1, 2, 3, 4 e 8 sao analogas as da Proposicao
4.1, usando d — 1 = 8m, onde m € Z ao invés de d — 1 = 4m. Para os demais itens, a
demonstracao é analoga as demonstracoes feitas na prova dos Teoremas 3.3 e 3.5 no caso
d = 1(mod 8), tomando n = 2. O

Assim como foi feito no Teorema 4.2, podemos enunciar um teorema equivalente para
d = 9(mod 16), cuja prova sucedard utilizando o mesmo método, o Principio da Indugao

Finita, levando em conta as particularidades que envolvem essa congruéncia de d.

Teorema 5.2. Seja L = Q(0),0 = % d, com d # 1 um inteiro e livre de quadrados. Se
k=2ed=1(mod8) e se k>3 ed=9(mod 16), entio Op = Z+Z0+Z0* + 76>+ .. . +
Z6% 7 N 4 Loy + T 04 Zun 0% + L 03 + . .+ L 02771 4 Loy + Loy + T2 + Ly 63 +

k—2_ 2k—1 2k=2 | gok—1 | p30k—2
o+ Zwab?TY onde wy = — e wy = A0 . Em outras palavras,

2]@_27 2k—271}

2 2k—1_1 2 3 1 2 3
{1,9,9,...9 ,wl,wle,wle,wle,...wle ,wg,wge,wge,wge,...,wge

¢ uma base integral do corpo L.

Demonstragdo. O resultado serd demonstrado pelo Principio de Indugao Finita, seguindo
os mesmos passos utilizados na demonstracao do Teorema 4.2. Deste modo, alguns deta-
lhes serao omitidos. Além disso, uma vez que os Teoremas 3.1 e 3.3 ja englobam os casos

em que k = 2 e k = 3, respectivamente, consideraremos k > 4.

1) Passo Base: O resultado vale para o valor inicial k£ = 4, ou seja para grau n = 16,

conforme visto no Teorema 3.5.
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2) Hipdtese de indugao: Suponhamos que o resultado é verdadeiro para k, ou seja, para

grau n = 2*. Logo, uma base do anel de inteiros algébricos de Q(#), com 6 = 2/d é

2 ok—1_71 2 2k—2_1 2 3 2k—2_1
{1,0,9 ,9 ,wl,wlé,wlﬁ ,...w19 ,WQ,WQQ,WQQ ,CUQH 7...,(,029 },

1+62k—1 B 1+62k—2+92k—1+93'2k—2 B 1+02k—2
= 1 = W1 .

onde w; = 55— e woy 5

3) Agora, provamos que o resultado é valido para k + 1, ou seja, para n = 281, Isso
implica provar que uma base do anel de inteiros algébricos de Q(6), com 0 = 2k+\1/3

é dada por

2 2k 1 2 ok=1_1 2 3 ok=1_1
{1,9,9 ,8 ,wl,wle,wle ,...w19 7&]2,&]28,&]26 ,w29 ,...’CUQH },

ok ok—1 ok  aok—1 ok—1
onde w;, = 1+g e wy = 10 +04 +6 — w 1+02 .

Chamando L. = Q( 2k+\1/c_l), K = Q( 2{“/3) e 0 = *Vd, podemos escrever L = Q0) e

K = Q(6?). Com isso em vista, uma vez que
Z[1,0,0°, .. 6% wi, w10, w10, . w107 T we, wel, wnb?, ... wab Y = Ok[d],
é suficiente mostrar que Op, = Ok[0], onde, utilizando a notagao acima,

2 p4 2k_2 2 2k=1_9 2 2k=1_9
OK:Z[L@,Q,...,Q ,wl,wle,...,wlﬁ ,w2,w29,...,w29 ],

1+92k ok—1

2

146

+92k +93.2k—1
4

com wy = e wy = . Mostremos, portanto, as duas inclusoes.

a) O C Ok[d]. Neste caso, seja n € Op, C L. Como {1, 6} é base de L sobre K, segue

que existem «, 5 € Ok tal que 2n = a + B6 e, consequentemente,
2 202 _
a® — B70° = 0(mod 40k). (5.1)
Como «, # € Ok e, pela hipdtese de indugao, o conjunto

2 p4 2k_2 2 ok=1_9o 2 ok=1_9
{1,0,9,...,0 ,wl,wlé’,...,wlﬁ ,WQ,WQQ,...,WQQ },

1+62k—2+62k—1 +63'2k—2
4

1+62k—1
2

onde wy = € wy = é uma base de Ok sobre Z, segue que

existem inteiros a;, b; com 0 < i < 2k _ 1 tais que
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k_
a = ag+ a0+ a0t + az0® + - + ag1_10% 72 + agr 1wy + agk-1 w162
k—1_
+a2k—1+20L)194 + ...+ ag.zk—2,1(ﬂ102 2 —+ 0/3_219—2(.UQ + a3.2k—2+10}292
g4 g2 -2
+a3.2k—2+2(JJ2 + P + a2k71wz

B = by4 b10% + bob* 4+ b30° + ...+ bor—1_10% 2 + bor—1wy + bor—1, 1162

+b2k—1+2&)164 + ...+ b3_2k72_1u}102k7172 + +b32k—20&)2 + 63.2k72+1WQ02

k71_2

+b3.2k72+2u}204 + ...+ b2k_1W292
Substituindo esses valores na Equacao (5.1), obtemos

a® — 207 = a2+ a0t + a6 + a20" + a200 + .+ a0+ ad WP
Fageo1 w30+ ade w0+t a2 s w0+ a2 W)
5 g2y W30 + agon-249w30° + .+ a5 1‘”292 1+ 2(ay)
— (D2 + D20 + D208 + 20" + 1206 4 .+ (byrr_,)20% 4
021w 4 b w0 DR w0 bR, 02
051wt + bye-1 w0 + D w0+ (52’@—1)200%92%174
02 o WP T B2 5 awB b2 e w30+ by g w30° +

b2, w30+ 2(by;))6?

0(mod 40k),

(5.2)
onde a;; representa a soma de todas as multiplicagoes de a;x por a;y, com 0 <7 <
2F — 2 e i < j, e b;; representa a soma de todas as multiplicagdes de b;x por b;y,
com 0 <i<2¥—-2ei<j. Neste caso, podemos representar esses valores através

das seguintes expressoes

2k—1_2 gk—1_1 2k—1_13.2k2_1 -
_ 2(21412 2(11+1i2—2%~
Clij = Z Z &il&iQQ( )+ Z Z ailailee( )+
11=0 19=01+1 11=0 ’i2=2k_1
ok=1_71 9k-1_1 s 3.2k=2_939k-2_1 .
2(i1+i2—3.2 22(i1+io—2F
+ Z Z az1azzw29 )+ Z Z @iy QipW 19( :
11=0 j5=3.2k—2 i1=2k—1 dgo=i;+1

32k=2_1 92k

2(i1+ig—5.2F 2
Y Y apapwwad?TE )

i1=2k-1 j3=3.2k—2

(5.3)
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2k_2 2k_1 -
202(i14ip—3.28~
LD MIND IIIURE Tl

i1=3.2k—2 ip=i1+1

ok=1_9 9k=1_1 ok-1_739k=2_1

bij = Z Z bilbi292(i1+i2)+ Z Z bilbi2w102(il+i2_2k71)+

i11=0 t0=01+1 11=0 i2:2k71

ok—1_71 92k-1_3 3.2k=2_932k-2_1

+ S bbwn PR LS N g 202

11=0 {5=3.2k—2 i1=2k—1 dg=i1+1

32k=2_1 92k o .
+ Z Z bilbi2w1w292(11+22—5~2 )+

i1=2k—1 j5=3.2k—2

2k_2 2k—1 1
22(i1+ia—3.2F
+ Y3 by bwigPt ),
i1=3.2k—2 ia=i1+1

(5.4)

Reescrevendo a Equagao (5.2) em termos da congruéncia médulo 2 e com o auxilio

de somatérios, a fim de facilitar a escrita nos proximos passos, segue que

2k=1_1 3.2k—21 e 2k 1 ‘ s
042 _5202 — Z a204z + Z %04(1—2 )+ Z a?wgell(z—?).? )
=gk—1 i=3.2k—2
2k—1_1 ' 3.2k—2_1 ey 2k_1 ‘ s
Z b?64l+2 . Z b2 204(1 2 +2 Z b?w§04(173'2 )+2
‘ i=2k—1 i=3.2k—2
= 0(mod 20x).

(5.5)

Nesse corpo, sao validas as seguintes congruéncias, de acordo com a Proposicao 5.1

02" = 1(mod 20k)

w? = w;(mod 20x)

w102 = wy(mod 20x)

w0 = wy(mod 20x)

w2 =146+ w +wy(mod 20k)
22 = x(mod 2),

para todo # € Z. Note que, substituindo as congruéncias w? = w;(mod 20k) e
=140 + w + we(mod 20k) na Equagao (5.5), os coeficientes que estao

. . k k—1 k—1 ;.
multiplicando 62", w10% e wy6?*  em cada uma das somatérias, correspondem

2k—1



114 Base integral e discriminante do corpo Q( 2%), onde d = 9(mod 16)

exatamente ao termo médio da parcela, de modo que devemos substituir as con-
gruéncias 02" = 1(mod QOK),wlﬁzk_l = wy(mod 20k) e w02 = wo(mod 20k)
exatamente na posi¢ao que ocupa o ponto médio entre os limites inferior e superior

de cada somatério. Desse modo, obtemos a expressao

ok—2_q  hak3og o
042 — 5202 = Z (Cli + &i+2k_2)941 + Z (ai + ai+2k_3)w194(1—2 )

i=0 vl
7.2k=3 1 o | -

S (@ Qi) (14 677wy 4 wy)pA32
i=3.2k2
2k -1 ] 5.2k=3_1 -

— D> (bt bigas—2)0" = Y (bt byok—s )wp O~ )2

i=0 Bl

7.2k_3_1 k=1 ; k—2

— Z (bl + bi+2k—2)<1 —+ 92 + w1 + w2)94(z—3.2 )+2
1=3.2k—2

= 0(mod 20x),

(5.6)
que corresponde a uma combinacao linear dos elementos da base de Ok sobre Z.
Logo, os coeficientes devem ser congruentes a 0 médulo 2, donde obtemos as seguin-

tes congruéncias, vélidas para todoi =0,1,2,...,22—-1ej=0,1,2,...,2F3—1.

a; + Agr—24; + g.95-24; + A7gr-34; = 0(mod 2)
Qgr-14j + Q5 on-3yj + Qg or-2y;j + a7 ge-3;; = 0(mod 2)
ag.k-24j + Q734 = 0(mod 2)

bi + b2y + by gr—215 + bror-s,; = 0(mod 2)

bor-14; + bsar—syj + b3 gr—2p; + bygr—sy; = 0(mod 2)
by gr-2j + bror-sy; = 0(mod 2).

Consequentemente, para todo i = 0,1,2,...,2¥2 -1, e j = 0,1,2,...,2¢3 -1

segue que
a; = —agr—2;(mod 2)
Agk—14j = —Up 934 (mod 2)
a3.oh-24j = —Q79e-34; (mod 2) (5.7)
b; = —byr—2;(mod 2)
bor—145 = —bs gr-s 4 j(mod 2)
bsor—24j = —azge-sy; (mod 2).

E dessas congruéncias, efetuando os produtos, seguem as congruéncias a seguir
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1. (a;)? = (agr—2,;)*(mod 4)
2. (a2k71+j)2 = (a5_2k73+j)2 (mod 4)

3.(agr—215)* = (a7n-s4;)* (mod 4)

4. aiagk—2y; = —(a;)*(mod 4)

5. Qgh-11 a5 90315 = —(age-145)?(mod 4)

0. a3.9k-24 07 9k—34; = _(33.2k72+j)2(m0d 4)

7. Qg2 j Qo2 = aj,a5,(mod 4), j1 7 jo

8. Qgr—2j or—1j, = —0j Aor—14 5, (mod 4), j1 7# Ja

9. Qg2 j, a3 92 j, = —j, A3.08-24 5, (Mod 4), j1 # Ja (5.8)
10. aj a5 _or—sj, = —aj ase—144,(mod 4), j1 # Ja

11. aj a7 9634, = —aj,ag90-245,(mod 4), j1 # ja

12. gr—2j, Q7 o834 4, = Qj,G3.98—21 5, (mod 4), j1 # ja

13. a5 9r—3, j, 5 9k—24 j, = Agk—14j, Gor—1,(mod 4), j1 # ja
14. Qg5 2k—34 4, A3 2k—24 j, = Aok—14 4, A3 2k—24 j, (mod 4),j1 75 jg
15. @513 j, Gy ok—34 j, = Qok—14 4,03 95-24,(mod 4), j1 7 Ja
16. a7 9k-34 j, Gy ok—24 j, = A3.9k-24j, A3 9k-24 5, (Mod 4), j1 # Jo

17. a2k72+j1a5.2k73+j2 = Q95 (l2k—l+j2 (mOd 4),j1 ?A j2.

As mesmas congruéncias sao validas trocando a por b em cada linha do Sistema (5.8).
Agora, fazendo uma analise analoga a que fizemos na Observacao 4.3 do Teorema
4.2, observe que o coeficiente a; do lado esquerdo da congruéncia na equacao I
multiplica 6/ na Equagdo (5.2), enquanto o coeficiente do lado direito multiplica
0i+2"  Também, na equacdo 2, o coeficiente do lado esquerdo multiplica w267, ao
passo que coeficiente do lado direito multiplica w%Qj”k_l. Além disso, na equacao
3, o coeficiente do lado esquerdo multiplica w267 e o do lado direito, w26i+2""
Agora, as outras linhas do sistema se referem aos termos de a;; descritos na Equacao
(5.3). Realizando todas as substituigoes contidas nas linhas 4 a 17 na Equagao
(5.3), analogamente ao que foi retratado na Observagao 4.3, o primeiro, terceiro e
sexto somatorio da Equagao (5.3) poderao ser escritos com 3 somatoérios cada, pois
representam multiplicagoes de elementos da mesma classe, onde i; < i5. Vejamos

esse processo na primeira soma, o qual ¢ analogo para as outras duas citadas:
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2k—1_gok—1_1 2k—2_g2k—2_1

2(11+i2) 2(21+142
D X anapfUT = 3T 3T aya,,0%0
i11=0 d9=i1+1 i11=0 d9=i1+1

ok—1_9 9k—1_1

Y D anapftt

i1 =2k—2 dg=i1+1

2k—2_1 gk—1_1
. p2latiz)
+ Z a;, a;,0

i1=0 jy=2k—2

2k—=2_9 9k—2_1

= Z Z A4y Gy 62(i1+i2)

i11=0 1d9=i1+1

2k—2_9 k=21
2(i ok—2, 9k—2
BN e

11=0 1d9=11+1

9k—=2_9ok—=2_1
2(i1+ig+2F~2)
+ Z ailaiQQ .

11=0 12=0

Os demais somatoérios, por sua vez, irao se escrever em 4 somatorios cada pois, nesse
caso, por se tratar de multiplicacao entre elementos de classes distintas, é possivel
ter 11 > 9. Vejamos o processo no segundo somatorio, o qual se verifica também

nos outros dois:

ok=1_132k-2_1 ol 2k=2_152k=3_1 oy
2(i14ig—2F~ _ 2(i1+ig—2F~
E E CLZ'16L2'2(,U10 (i1t ) = E E ailahwl@ (1+iz )
i1=0 jp=2k—1 i1=0 jp=0k—1

2k—2_1 3.2k—2_1 e
+ Z Z CLZ‘ICLZ'Q(.OlQQ(“—HZ_Q )
11=0 j,=p5.2k—3

ok=1_71 5.2k=3_1 o
-+ Z Z ailai2w102(“+’2_2 )
i1=2k_2 ’i2=2k_1

ok—1_1 3.2k—2_1 .
-+ Z Z aila12w192(““2*2 )

11 =2k—2 i2=5.2k_3
2k=2_1592k=3_1 e
= 2 X anauw Pt

i1=0 jo=2k—1

2k=2_152k=3_1 s
-+ Z Z ailai2w192(“+”_2 +2 )
i1=0 jy=2k—1

2k=2_152k=3_1 e es
-+ Z Z aila12w162(“+”*2 +2 )
i1=0 jo=2k—1

2k—=2_152k-3_1 el e
+ Z Z ailai2w192(“+22_2 +2 )

11=0 jo=2k—1

Todos os argumentos discorridos acima se repetem quando trocamos a por b ana-

lisando a Equagao (5.4). Isso posto, substituindo todos esses valores na Equagao
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(5.2), podemos colocar (1 + 62"), w?(1+6%"") e w(1+6%") em evidéncia, donde

obtemos

. 2k—2_1 - 5.2k=3_1 e
o — B20? = (1+6%) Z a0+ (1+6" i > @)
j=2k—1
k-1 7201 . k-2
+(1+6% )i D a;0*(=32 )—2(1;;-
1=3.2k—2
oy P 2 n4i+2 ok—1 25'2]673_1 4(i—2k—1) 42
—(1+6%) Z DY — (14 60% wi Y bt 0FT
i=2k—1
L 7.2k=3_1 ‘ ‘s
_ 1+02 - w2 bi04(z—3.2 )+2+2b>f<‘92
2 i
i=3.2k—2
= 0(mod 40k),

(5.9)
onde a;; ¢ a soma das 21 parcelas obtidas diretamente da Equagao (5.3) fazendo as
substltm(;oes contidas no Sistema (5.8), conforme a justificativa acima. O mesmo

ocorre para by, o qual é obtido a partir da Equacao (5.4). Agora, como 146%" = 2wy,

Z]7
W(1462") = 2m(1 402 ) 4+ 2w, e wW2(14+0%") = 2m(1+ 62" +wy +ws) + 2uws,

segue que

2k=2_1 A L 5.2k=3 1 N
o — 3202 = 2w [ Y a0 | +2(m4+mb? " tw) | Y a0t
1=0 j=2k—1
. 7.2k=3 1 A o
+2(m +mb* " + mw; + mws + wo) Z a?04(’_3'2 )] — 2a};
i=3.2k—2

2h 21 52831 o
—2wy Z b2942+2 (m+m92 + ws) Z blz94(z—2 )+2

i=2k—1

7.2k=3_1
—2(m 4+ mb% " + mw; 4+ mws + ws) ( > b?94(i_3'2k2)+2) + 2bij*
i=3.2k—2

= 0(mod 40k).
(5.10)
Uma vez que todas as parcelas da Equagao (5.10) estdao multiplicando por 2, utili-

zando o fato 2z = 0(mod 4) = = = 0(mod 2), segue que

2h2-1 . k—1 5221 j—2k—1
o = 5207 = wi| D aZ0 | 4+ (m +mh* 4+ ws) > a2 =2

1=0 j=2k—1

72831
+(m 4+ mb> " 4 mwy + mw; + wy) ( > a?94(i_3'2k2)) — aj;
i=3.2k—2
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9k—2_1 ) 1 5.0k—3_1 o
—w1 Z b?¢94l+2 - (m +mb* + w2) Z b?04(z—2 )+2
=0

i=2k—1

i=3.2k—2

g2 [ p29Ai—3.27"2)+2 b* (5.11)
—(m+m +mwy +mwy +wa) | Y b T 0
= 0(mod 20k).

Agora, utilizaremos novamente as congruéncias médulo 2 abaixo, exibidas na Pro-

posicao 5.1.
m = 1(mod 2)

w? = wi(mod 20k)

w2 =1+46"" +w + wy(mod 20)
w102 = wy(mod 20x)

w0 = wy(mod 20k)

02" = 1(mod 20k)

2 —

x® = x,para todo x € Z.

Realizando essas substitui¢oes em todas as somatorias nos devidos termos da Equa-

*

¢ao (5.11), inclusive em a;; e bj;, segue que

1=0 1=2k—3

2k—3_1 2k—2_1
a? — B20? = wl( Soabt+ > ai94(i_2k3)>

S 5.2k—3_1 Aim2t1)
+(1+0* +w) | D, aif

i=2k—1

k1 e 4(i—3.26—2
A+ o) > ot )

i=3.2k—2
At 4i42k—1 2 4i—7.2k—2
_ ; a;0 — 4_%;_1 wia;0 (5.12)

i=3.2k—2

- 72831 ' s
_(1 + 92 g wy + w2) Z ai641711.2
2k=3_1 2k=2_1 )
—w1( Z b0 + Z bi64(¢2k—3)+2>
1=0 j=2k—3

gk—1 ! 4(i—28—1) 42
—<1 + 0 + wg) Z sz

i=2k=1
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o 7.2k=3_1 } o
—(1+60 +w) | YD petiEETRR
i=3.2k—2

2b2-1 5.2k=3_1
+( > b¢94i+2k1+2) +( > Wlbi94i_7'2k2+2k2+2>

i=0 i=2k—1

1=3.2k—2

gk-1 T 4i—11.26-242
+(146 +witw)| Y. b

= 0(mod 20k).

Vale destacar que a expressao correspondente a a;; resume-se a

2k—2_1 e 5.2k—3_1 , s
Z ai94z+2 o Z wlai‘94z—7.2 _

1=0 j=2k—1

(5.13)

o 7.2k=3_1 4 s
(1467 +wi4w) | Y a2

1=3.2k—2

apos substituirmos as congruéncias modulo 2 expressas na Proposi¢ao 5.1, exata-
mente pelo mesmo motivo explicado em detalhes na Observacao 4.5 contida na
demonstracao do Teroema 4.2. Dessa forma, das 21 parcelas, restam apenas as so-
mas que representam multiplicagoes entre elementos da mesma classe e satisfazendo

*

11 = 73. O mesmo sucede na expressao sz, que consiste em

2k—21 5.2k—3_1
( Z bi94i+2k1+2) _|_< Z wlbi94i_7’2k2+2)+

=0 j=2k—1

(5.14)

ok—1 T2t 4i—11.28—242
+(1+Q +w1 +(U2) Z b,(‘) .

1=3.2k—2

Além disso, note que na primeira somatéria da Equacao (5.13), tomando i = 2+73,
o expoente do 6 fica 4.2873 4 2k=1 = 2 O mesmo ocorre na primeira somatéria da
Equacio (5.14), onde se i = 2¥73 o expoente de 6 fica 2% + 2. Agora, analisando
a segunda somatéria da Equacao (5.13), tomando i = 9.287%, o0 expoente de 6§ fica
4(9.284) — 7.2k=2 = 9.2k=2 _ 79k=2 = 9 2k=2 = 2kl ¢ o mesmo se verifica na
segunda somatoéria da Equagao (5.14). Também, na terceira somatoéria de ambas as
equacoes, tomando i = 13.2F7%, o expoente de 6 fica 27! e 28142, respectivamente.
Assim, usando novamente que 02" =1,0" v =0v, 0,0 =w, e que wWef2 ! =

segue que
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2k=3_1 2k—2_1
a? — %207 = w1< Z a;0% + Z ai94(i_2k_3))

=0 §=2k—3

- 52831 M)
(1467 +w) [ > il

i=2k—1

gk—1 [ 4(i—3.25-2)
(1 +67 +w) | D il

i=3.2k—2
2]@_371 2k—271
_( Z ai94i+2k1) _( Z ai94(i—2k3))
=0 j=22k—3
9.2k—4_1 5.2k—3_1
B ( Z W1a2‘04(i_2k1)+2k2> _ ( Z w1a¢94(i_9'2k4)>
i=2k—1 i=9.2k—4
13.2k—4_1
—(14+ 607" +wi +ws) ( DA A
i=3.2k—2

7.2k=3 1
. Z a494(i—13.2k4))

13.2k—4

2k=3_1 2k—2_1
_wl( Z b0 + Z bi94(i—2k3)+2)
i=0

i=2k—3

o 5.2k=3_1 e
—(1+ 60" w) | YD bt

i=2k—1

k-1 T2l ; k-2
_(1 + 62"~ 4 wl) Z bi94(173.2 )+2

i=3.2k—2

2k=3_1 2k=2_1
+ Z bi94(i)+2k_1+2 + Z bi(94(i’2k_3)+2
=0 j=2k—3
9.2k—41 5.2k-31
+( Z wbi94(i2k—1)+2k—2+2)+( Z wb¢94(i9'2k_4)+2>

=2kt i=9.2k—1
k—1 A ; k=2 ok—2
F1+02 T o tw) | DD bt BT
i=3.2k—2
7.2k=31
+ Z bi94(z‘13.2’f—4)+2)
i=13.2k—4
= 0(mod 20k).

(5.15)

Dessa forma, obtemos uma combinacgao linear inteira dos elementos da base

k_ k—1_ k—1_
{1,602,0%, .. .07 72 w,wh? wh*, .. Wb 2w, wel? W, ... Wb 2}
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de Ok sobre Z. Logo, os coeficientes devem ser congruentes a 0 mdédulo 2, donde

obtemos as seguintes congruéncias, validas para todo 0 < h < 284 — 1.

Agk—14p + Agor—24p — Qo34 — Ayzok-44, = 0(mod 2)

Qg ok—t4p, — A1g.2k—44p — G364 1p — 325245 = 0(mod 2)
Agk—14), — Az.9k—24p — Qp — A13.96—4 4, = 0(mod 2)

Ag.ok—44p — Q13.26—44p — Agi—1 — Agon-245 = 0(mod 2)

ap, + Qok—34p — A39k—24p + Qg ok—ayp — G130k—41p = O(mod 2)
Agh—aqp, + Ag.ok—t4p — Q1g.6—44p + gk-14p — Ag.95-245 = 0(mod 2)
Agk—14p — A13.9k—145, = 0(mod 2)

Ag.gk-44p, — Azok—2,p, = 0(mod 2)

bok—14p + bgor—24p — byr—sp, — bigor-apy, = 0(mod 2)

by.ok—14p — brg.gk—app — b3 or-agy — bgar—2,y, = 0(mod 2)

bok-14p, — bgor—2,p, — by — by or-14y, = 0(mod 2)

Ag.ok—44p — Aiz.ob—44p — bor—1 — by gr—2,) = 0(mod 2)

br, + bor—sp, — b3 gr—24p, + bgor-ayp — bygor-ayp = O(mod 2)
bok—a4p, + bgon—aqp, — biggk—app + bok-14p — bgor—2,p, = 0(mod 2)

b2k71+h — b13.2k74+h = O(mOd 2)

bg.gk—zl_;’_h — bB.Zk—2+h = O(mod 2)

Da 7% e da 8" linha do sistema, segue que agi-1,) = Gy3.9t—4,p,(mod 2) € aggr-ay) =
a3 gx-2,p(mod 2), respectivamente. Substituindo agi-1,5 = aq3.95-145(mod 2) na 1*
e na 3% linha e agor-1,), = agor—2,p,(mod 2) na 2* e na 4* linha, obtemos, respecti-
vamente asgr—24p = Gor—3,p, = a;(mod 2) e ajgor-1,p = Agok-14p = Age—1,p,(mod 2).
Agora, na 5% linha, substituimos asqr-2,j, = agr-3,; = a; = agge-1,p,(mod 2), donde
obtemos aj3qr-445, = 0(mod 2) e, substituindo ay39r-1,p = A39k-14) = Gor—a,) =
agr-14p(mod 2) na 6 linha, obtemos azor-2,, = 0(mod 2). Dessas congruéncias,
juntamente com as contidas no Sistema (5.7), vem que a; = 0(mod 2), para todo
0 < i < 2F — 1. Utilizando o mesmo argumento segue também que b; = 0(mod 2),
para todo 0 < i < 28 — 1. Como a tnica solucdo possivel é a;, b; = 0(mod 2), ou
seja, todos pares, segue que o, 3" € Ok, e portanto, n € Oklf], donde segue que

OL C Okld].

b) Oklf] C OL. Como € e w; e ws sdo inteiros em L, segue que

Oxlf] = Z[1,62,00, ... 022wy, cn02, 60, .. nf? 2,

Wa, W262, (,UQ04, .. ,W262k71_2] [1, 9] C O]L.
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Portanto, Ok[f] = Op. Com isso, concluimos a prova do teorema. ]

5.2 Discriminante

O Teorema 5.2, além de nos fornecer uma base integral para todos os corpos puros do
tipo Q( 2%) com k > 1ed # 1 um inteiro livre de quadrados tal que d = 1(mod 8) e
d # 1(mod 16) (exceto para k = 2), também deixa claro que todas essas bases possuem
o mesmo padrao, se diferenciando apenas pela quantidade de elementos, a qual coincide
com o grau da extensao Q( 2f/c_l) D Q, ou seja, esta diretamente relacionada ao valor
do expoente k. Com isso, reiterando o que foi feito no Teorema 4.6, iremos estabelecer
uma expressao que fornece o valor do discriminante associado a base do anel de inteiros

algébricos descrito no Teorema 5.2.

Teorema 5.3. Seja o corpo de nimeros L = Q(0),0 = Vd com d livre de quadrados e

n=2% Sek=2cd=1(mod 8) e se k>3 ed=9(mod 16), entdo o discriminante do

anel de inteiros algébricos do corpo L é dado por —22"* P (@k=3)gn-1,

Demonstragdo. Conforme o Teorema 5.2, segue que
1,0,6%...,02711,0,6%...,02" 0,6 pit 0, w6 it
{ sy Vs Vg ee ey RS R ) y Wi, Wb, witv, ..., Wi y W, Wall, Wal™, .. ., W2 }

é uma base de O, onde LL satisfaz as condi¢bes do enunciado. Assim, de acordo com
Definicao 1.32, segue que o discriminante do anel de inteiros algébricos de L, denotado

por
D(L) = D]L(]_, 0, 92, ce ,Qg_l,wl,wlﬁ,m@Q, PN ,w19%_1,w2,w20,w202, c. ,u}gg%_l)
¢ dado por

D(L) = det(M)),

onde
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[ n 0 o =z 0 0o = 0
0 0 2d
...... 0 nd 0
. 0 2d 0 0
. 0 2d 0
0 8 0 2d 0 0 0
My=10 0 0 ... ... ... 0 2d 0 0 0 0
n 0 2(1+d 0 0 . 0
0 0 2 0 0 0 g
0 0 0 2d 0 0 0 2d 0
n 0 2d 0 0 0 0 2d 0
0 0 2d 0 2d 0 0
0 2d 0 2d 0

de modo que todos os elementos a partir da segunda diagonal abaixo da diagonal secun-

daria sao irrelevantes ao calculo do discriminante. Assim,

n

D(L) = —(*

4

U
~——
¥
~~~
‘3
ISH
~—
w[3
|
N
Q.
@
-+
S

n(l}d) == (%d)5 (%)%72 ird

o3

_ (21%2)21%1 <2k—1)2k7172 (22k—2dn—1>

_ _Q(k—2)2k—1+(k—1)(2k—1—2)+(2k—2)dn—1 _ _2k2k_1—2(2’“_1)+k2k_1—2k_1—2k+2+2k—2dn—1
_ _22k(2’“’1)73(2k*1)dn71 _ _22k*1(2k73)dn71
0 que prova o resultado. O

5.3 Consideracoes finais

Tendo em vista os resultados apresentados nesse capitulo e no Capitulo 4, somos leva-
dos a um questionamento mais geral: E possivel determinar todos as possiveis estruturas
dos anéis de inteiros algébricos e os respectivivos discriminantes de um corpo puro qual-

quer cujo grau é uma poténcia de 27 O préximo capitulo, que constitui o mais significativo
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deste trabalho, visa responder a essa questao, fornecendo, a partir do valor de d, mais
precisamente a partir da analise da divisao de d —1 por valores que representam poténcias
de 2, mais casos de bases integrais para corpos do tipo Q( 2%), onde d # 1 é um inteiro
livre de quadrados. Uma vez que uma base integral de um corpo é conhecida, torna-se
mais facil calcular o seu discriminante, o qual também sera fornecido em termos da po-
téncia k referente ao grau do corpo e em termos do valor [, que definiremos como sendo

a maior poténcia de 2 que divide d — 1 (exceto quando k =1 —1).



6 Base integral e discriminante do

corpo Q( V)

Apés a andlise detalhada dos casos particulares estudados até aqui, neste capitulo,
dando continuidade & generalizacao dos resultados que iniciamos nos Capitulos 4 e 5,
determinamos uma base para o anel de inteiros algébricos dos corpos L = Q( 2%), onde
k € Ned# 1 éum inteiro livre de quadrados. Além disso, através dessa base, calculamos
o discriminante do anel de inteiros algébricos desses corpos I por meio da Defini¢ao 1.32.
Esses resultados sao os dois mais significativos deste trabalho e, para enuncia-los, recorre-
mos aos resultados contidos em cada capitulo, de modo que todo o trabalho realizado até
aqui foi fundamental para a construcao dos resultados finais. Para concluir o capitulo,
também incluimos exemplos onde determinamos uma base integral e o discriminante a ela
associado para certos corpos utilizando as férmulas descritas na elaboragao do capitulo, na

qual a partir dos exemplos expostos fica claro a facil aplicacao dos teoremas apresentados.

6.1 Anel de inteiros algébricos

O objetivo desta se¢ao é determinar o anel de inteiros algébricos do corpo Q( 2%),
onde d # 1 ¢ inteiro livre de quadrados tal que d = 2! + 1(mod 2!™'), com 2 <[ < k—1e
d = 1(mod 2¥1), para k > 2, explicitando todos os casos possiveis de acordo o valor de
d.

Damos inicio a se¢ao observando algumas caracteristicas acerca dos casos particulares,
cujo estudo detalhado realizado no Capitulo 3 é essencial para a compreensao e natura-
lidade dos resultados aqui apresentados e, também, enunciando algumas proposigoes e
defini¢oes que nos auxiliardo muito nesse processo. Sendo assim, note que, no Capitulo
3, dado d # 1 livre de quadrados, analisando o corpo @(\2/3), apresentamos os valores
de d satisfazendo as condi¢oes estabelecidas onde obtemos duas estruturas distintas dos
anéis de inteiros algébricos que dependem da congruéncia de d. Ja para o corpo Q(W)

apresentamos 3 casos distintos para a estrutura dos anéis de inteiros algébricos e para o
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corpo Q(W), esse valor aumenta para 4 casos distintos, enquanto para Q( 1\6/C_l), obtemos
5 casos distintos. Agora, para o corpo Q( 3\2/3), no6s listamos 6 possibilidades diferentes
das estruturas dos anéis de inteiros algébricos. Analisando esses fatos, podemos observar
que a quantidade de casos distintos da estrutura dos anéis de inteiros algébricos aumenta
conforme aumentamos os valores do expoente k. Assim, por esta razao, inciamos a se-
¢ao enunciando uma proposicao, a qual serda de extrema importancia no processo para

determinar as estruturas das bases integrais no caso geral.

Proposicao 6.1. [30, Teorema 15] Se . = Q(¥/d), onde n = p*, com p primo, k € N e
d # 1 um inteiro livre de quadrados, entdo uma base integral de 1L repete periodicamente

médulo p*+1.

Por intermédio dos casos particulares, constatamos que para o corpo L = Q( 2{7&),
se d = 2! + 1(mod 2'*1), variando o valor de [ entre 2 e k — 1 e se d = 1(mod 2F1),
para cada valor de [ uma base integral que gera estruturas diferentes do anel de inteiros
algébricos. Agora, a partir da Proposicao 6.1, fica claro que nao ha outras possibilidades
além das listadas. Tendo isso em vista, fixando o grau da extensdo n = 2* e sendo
d = 2"+ 1(mod 2!1), onde 2 < I < k—1 e d = 1(mod 2¥1), para cada valor de I,
obtemos uma base integral para o corpo I de modo que sua estutura é diferente em cada
caso e, consequentemente, os discriminantes também serao distintos. Dessa forma, dada
uma extensdo de grau n = 2¥, obtemos k + 1 estruturas diferentes para o anel de inteiros
algébricos Op, uma quando d = 2,3(mod 4), e k possibilidades quando d = 1(mod 2'),
uma para cada valor de [, onde 2 < [ < k + 1, sendo 2! a maior poténcia de 2 que divide
d — 1, exceto quando [ = k + 1, pois este corresponde ao maior valor que [ pode assumir
alterando uma base. Assim, para listar os elementos da base de O, devemos levar em
consideracao os valores de k e de [, pois as bases e os ntimeros de elementos variam
conforme esses parametros. Baseando-se nos casos apresentados até aqui, podemos fazer
a prova fixando o grau e variando as congruéncias, conforme foi realizado nos Teoremas
3.1, 3.3 e 3.5, ou fixando a congruéncia e variando os graus que a englobam, conforme feito
nos Teoremas 4.2 e 5.2. O caminho escolhido para esse caso foi fixar o grau e analisar
todas as congruéncias, destacando suas particularidades. Com o intuito de facilitar o
processo de escrita, definimos o conceito de classe de elementos da base, o qual nao deve
ser confundido com o conceito de classe de equivaléncia e que, além disso, baseia-se nos

fatos observados até aqui considerando L. = Q( 2%), com d # 1 livre de quadrados.

Definicao 6.2. Dizemos que os elementos da base integral do corpo L estao em uma
mesma classe se possuem o mesmo nimero de termos somando no numerador e o mesmo

valor no denominador. Além disso, dizemos que o elemento estd na g-ésima classe se
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escreve-se comao:

20-1—1
Z 6’2:1121"_96
a=0
ondeq e {1,2,...,[-1,l}ex=0,1,2,..., 5551, seq=ler=0,1,2,...,5:—1, seq #

.

Assim, se d = 1(mod 2'), de modo que 2! é a maior poténcia de 2 que divide d — 1, de
acordo com a Definigao (6.2), uma base de Oy, possui [ classes de elementos e o nimero

de elementos de cada classe se da da seguinte forma:
a) d = 1(mod 2*): ha 2 classes, sendo % elementos de cada classe (primeira e segunda).

b) d = 1(mod 2%): ha 3 classes, sendo % elementos da primeira classe e % elementos da

|3

segunda e da terceira classe.

¢) d = 1(mod 2*): ha 4 classes, sendo % elementos da primeira classe e % elementos da

13

segunda e ¢ elementos da terceira e da quarta classe.

d) d = 1(mod 2°): hé 5 classes, sendo % elementos da primeira classe,

n
1
segunda, ¢ elementos da terceira e {5 elementos da quarta e da quinta classe.

elementos da

e) d=1(mod 2"): ha [ classes, sendo 2 elementos da primeira classe e 2 elementos da
n
8
elementos na pentltima e na tultima classe.

segunda, ¢ elementos da terceira, ¢ elementos da quarta, e assim sucessivamente,

n
2l—1

até

Chamamos a atencdo ao fato de que as duas ultimas classes sempre possuem 0 mesmo
nimero de elementos (mesmo que as duas tltimas coincidam com as duas primeiras, como

no caso listado item a, onde haverao apenas 2 classes no total, abordado no Capitulo

4), enquanto nas demais, partindo da primeira, a qual possui sempre 7 elementos, essa

quantidade vai reduzindo para a metade a cada classe que avancamos.

Por facilidade de escrita, faremos uso da seguinte notacao:

Wo = 1
140%
W = 5
n o n o an
_ 140t 1034031
Wy = 4 3

7

o3

n n 3n n 50 60
14608 +0446°84602+60°8+60"8 +0
8

e, de maneira geral, para 0 < ¢ <[ — 1 denotamos

2t—1
an
N

a=0
= — 6.2
== (62)
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Também, para 1 < i <[ — 1, podemos escrever w; em funcao do w;_1, da seguinte forma

<1+9;>
W; = Wi—1 9 .

Note que o valor de w; obtido a partir i na Equagao (6.2) coincide com o valor encontrado

na Expressao (6.1) tomando o valor ¢ = i+1 e x = 0. Assim, utilizando a notagao expressa
pela Equagao (6.2), os elementos pertencentes a primeira classe, segundo a Definigao 6.2,
sao os obtidos fazendo i = 0 e multiplicando-os por 6%, onde 0 < x < § — 1, ou seja,
sdo os elementos 1, 0, ...,02~; seguindo a mesma ideia, os elementos wy, w16, ..., w1077,
obtidos fazendo i = 1 na Equacao (6.2) e multiplicando-os por 7, estao na segunda classe,
e assim sucessivamente.

Com isso em mente, considerando o corpo L = Q(#) com 6 = Y d, com d # 1 um inteiro
e livre de quadrados onde d = 2! + 1(mod 2"*1), com 2 <1 < k ou d = 1(mod 2¥™), uma
base integral de I pode ser descrita, adotando a notagao expressa pela Equacao (6.2),
da forma {1,0,602,...,027" w, w0, ... w160, wo,wil, ... ,wol ... w1, w10, .. w167}
onde j = & se i =[—1 (o ultimo) e j = 5% se i # [ — 1. Mas, antes de provar esse fato, o
qual consiste no nosso principal resultado, veremos algumas proposicoes e corolarios que
generalizam as Proposicoes 4.1 e 5.1, as quais sdo validas para todo corpo de grau n = 2*
e d = 1(mod 2'), onde 4 <1 < k+ 1 el é a maior poténcia de 2 para o qual 2! divide
d — 1, exceto quando | = k + 1, e validas também para todo 1 < j <[ — 1. Para isso,

consideramos L. = Q(0) e K = Q(6?), segundo a notacao acima.

Proposicao 6.3. Considerando as notagoes acima, verifica-se

W = w42 (140 + 6% 4+ 6°5 . 0% TV

21-21)

+w1+w10%+...w19( %—F...—i—wj_l)

J 2i—f -1 L
= Wwj + 2771y (Z ( Z Wf_leﬂ'z)) ,

f=1 \ i=0

onde m € Z é tal que, uma vez que d = 1(mod 2'), existe m € Z tal que d — 1 = 2'm.
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Demonstracao. Por um lado,

2

n n n (2‘7*1)"
, (1469 465 4605+ 460 @
w] = 2],
2n 4an 6n @t _2)n n 2n 3n (29 -1)n
1+ 07 +07 + 02 . 0 5 027 + 02 +02 +...+60 2
- 2% * 2%
3n 4n 5n @I-1)n
02 +02 402 +...+0 25 "
22]
(6.3)
5n 6n n 2I—1)n (29 +1)n
5 027 + 02 +02 + ... +60 20 0" +0 =2
+ 227
@It 5 n @it —a)n @It _3)n
27 27 27
+...+2 , N | e —
2%] 22]

Na Equagao (6.3), a primeira fragdo representa cada termo elevado ao quadrado e, em
seguida, cada somatoria representa as multiplicagoes entre termos distintos, de modo que a
primeira corresponde a multiplicacao de 1 pelos demais termos, a segunda a multiplicacao
de 037 por 9%, com g > 1, e assim sucessivamente. Note que, no primeiro somatério, g
¢é sempre par e que nos somatoérios seguintes oriundos das multiplicagoes entre os termos
diferentes, os termos 02 & sempre multiplicado por 2, ou seja, aparecem aos pares. Desse
modo, sempre que g é impar o coeficiente de 3 é um nimero par e quando g € par, o
coeficiente serd impar. Vale ressaltar também que, a medida que o valor de g aumenta,
0 termo 6% aparece mais vezes na Equacio (6.3), isso quando 0 < g < 2/ — 1, devido ao
resultado das multiplicacoes entre os termos. Por outro lado, a partir de ¢ = 2/ — 1, a
quantidade de termos vai diminuindo. Com isso em vista, vamos analisar quantas vezes
cada 0%, com 0 < g < 271 — 2 aparece na Equacio (6.3), a fim de determinar qual sera

o inteiro multiplicando cada termo ao agrupa-los, ou seja, o seu coeficiente.
e 1 — apenas 1 termo, na primeira somatoria
n L , -
e 27 — 2 termos: uma vez na segunda somatoria, a qual é multiplicada por 2

e 02 — 3 termos: uma vez na primeira somatéria e uma vez na segunda somatoria,

a qual é multiplicada por 2

3n s . -
e #27 — 4 termos: uma vez na Segunda somatoria e uma vez na terceira somatorla,

as quais sao multiplicadas por 2
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an , . . , .
e 02 — 5 termos: uma vez na segunda somatoéria e uma vez na terceira somatoria,

as quais sao multiplicadas por 2, e uma vez na primeira somatoéria

@7 -1n ; ‘. , ‘o

o O 2 — 27 termos: uma vez em cada somatoria, da segunda até a somatoéria
T @~ -nn gn ; .

que representa a multiplicacdo de 6 27 por 027, com g > 277! — 1, ou seja,

2.2771 = 27 vegzes, j4 que cada expressao ¢ multiplicada por 2

e 0 — 27 — 1 termos: uma vez na primeira somatéria e 2(27 — 1) nas demais,

pois aparece em todas as somatorias da terceira até a somatoria que representa a
o B 21 _1)n gn .
multiplicagdo de 27 por §27, com g > 271 — 1

(29 +1)n .
e 0 27 — 27 — 2 termos: uma vez em cada somatoria, da terceira até a somatoria
. _ (21'71._1)” gn ; .
que representa a multiplicagdo de 6 27 por 027, com g > 2771 — 1, ou seja,

2.(2771 — 1) = 29 — 2 vezes, ji que cada expressao ¢ multiplicada por 2

. 27 — 3 termos: uma vez na primeira somatoria e uma vez na penultima

somatoria, a qual ¢ multiplicada por 2

e 27 — 2 termos: uma vez na ultima somatoria, a qual é multiplicada por 2

e 0 2 — 1 termo: uma vez na primeira somatoria

Assim, obtemos

n n n n . (ijl)’ﬂ .
w? = 14205 4305 +405 +505 +-.- 4200 7 4 (2 —1)g"
(27 +1)n (2.29—)n (2-2j-3)n @It _on (6'4>

+(2j_2)9T_|_..._|_39 2 420 27 + 0 27
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Por outro lado,

‘ J 20—-f_1 . 271 9%
wj + 277 m (Z ( > wfleﬂ'z)) =2 5

f=1 i=0 a=0

l—j—10"—1 i (P I gaia no
+20777 T Z Z Z 2f_192J'

=0 a=0

. . Jj—f+1 ;
271 0‘;7’;1 0” . 1 7 2i—f_19f-1_1 w

ap i ieveall DN ED DD Dl v

a=0 f=1\ =0  a=0
27 27
—_— n_
D SE- N b 5Y 1 S SR
a=0 f=1\ =0  a=0
V-1 g5 i fo-f_1ar1og pn@ T arivad) @I Hati)
27 2J — 27
S SRS -~
a= =1 1=0 a=|
0 ¥ 0
9i_1 pan j gi—f_19f~1_1 n(@I "t lativad) n(@ " fHlats)
; 02 j_fH 27 — 0 23
EETD S Dol I Shb S -
a=0 f=1\ i=0 a=0

Repetimos o raciocinio utilizado anteriormente, onde analisamos o coeficiente de cada
parcela 9%, com 0 < g < 2971 —2. Primeiramente, observamos que no primeiro somatério,
cada 9%, com 0 < g <2/ — 1, acompanha o coeficiente 2/. Agora, no segundo somatorio,
devido a variagdo dos indices a, i e f em fungao do valor de j, a expressao (2/~/Tla+i+27)
varia entre 27 e 271 — 2. ou seja, nas parcelas 83 , com 2/ < g < 271 — 2 para determinar
seu coeficiente, basta analisar os valores de a, i e j de modo que se tenha 2/~ /*lq i 4+27 =
g, e somar os valores 27~/ para cada f tal que se obtenha a igualdade. Agora, a expressao
27=f+1g 4+ 4 assume valores de 0 a 2/ — 1, de modo que para estabelecer os coeficientes de
0%, com 0 < g < 2/ — 1, devemos subtrair de 2/, referente a primeira somatéria, todos os
termos 2977 tais que 27~ /*la+i = g, ja que essa expressao é negativa. Fazendo essa andlise
para cada termo, obtemos todos os seus respectivos coeficientes. Vale ressaltar também
que, a solucao encontrada para os valores de a,i ¢ f sdo os mesmos para 0 < g <2/ —1e
g+27, porém para g substraimos todos os valores 27~/ de 27 e para g+2’ apenas somamos

os valores 2=/, Vejamos alguns exemplos:

e 1 — apenas 1 termo: coeficiente 2/ da primeira somatéria e, no segundo termo da
segunda somatoria, a expressao resulta em 1 para todo valor de 1 < f < j tal que

i =a =0, totalizando 2/ — 2971 — 2772 — ... — 2777 =

e 027 — 2 termos: coeficiente 27 da primeira somatoria e, no segundo termo da se-
gunda somatoéria, para todo f excceto f =jondea=0et=20out=0ea =1,

totalizando 27 — 27—1 —2i-2 ... _9i—(-1) = 2
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n(@*l-2) . , o ;.
o 07 2 — 1 termo: s6 é possivel obter no primeiro termo da segunda somatoria

quando f = j e i =1, ou seja, o coeficiente é 1

Repetindo o raciocinio para cada coeficiente, obtemos

. J 2j_f71 n_ s n n n n . (Qj—l)"
w; + 21771y, (Z ( 3 wf_lezj-l>) = 1420 £30% 4405 £50% +..-+20 @
1\ =0
! . ) @I +1)n (2.29 —4)n
+(29 —1)0" + (22 —2)0 27 4430 2
(2.2j—3)n (29t _2)n
+20 2 4+ 0 2
(6.5)
A partir das Equagoes (6.4) e (6.5), segue a igualdade.
O

Corolario 6.4. Com as mesmas hipoteses.

[

L. wiy = wj(mod 20k), para todo 1<j<1—2

<

21-1)

2wl = w1407 T T T 4T T+ 40 BT 4wy W T

1)

+w19(2j72_ 7T 4 + wi—o(mod 20x), para 2 <1 <k.

Demonstragcao. Da Proposicao 6.3, segue que

. J 271 n
w? =w; + 2l=i=y Z Z wp_1027" .

f=1 \_ =0

Assim, para j < [ — 1, substituindo j em 27!, obtemos um multiplo de 2 que multiplica,
um elemento de Ok, de onde vem a congruéncia do item 1. Agora, para j = [ — 1,
2l=7=1 = 20 — 1, entretanto, para 2 < [ < k, m deve ser impar para que 2' seja a maior

poténcia de 2 que divide d — 1, ou seja, m = 1(mod 2), de onde segue o item 2. O
Proposigao 6.5. Com as mesmas hipéteses.

1. w]ﬂ# = 2wjy1 — wj, para todo 1 < j <1 —2

2. wl_lé?zl%l = wj_1 + 2m.

Demonstrag¢io. Paraoitem 1, 2w, —w; = ij(@)—wj — W (140TT—1) = ;0T 7.
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Para o item 2, por um lado,

a=0 a=0 a=1

_ _ n(a+1 _
. ol—1_1 02%1 . 9l—1_1 P ;l_l) 9l—1 (92;1%1

-1 — E -1 — § — E
w102 = 9l—1 0> - ol-1 2l-1"

Por outro lado,

e =S e T R SRR
Com isso, segue a igualdade. O
Corolario 6.6. Com as mesmas hipoteses.
1. wﬂ# = w;(mod 20x), para todo 1 < j <1 —2
2. wl_lﬁz%l = w;_1(mod 20k).
Demonstracio. Segue diretamente da Proposicao 6.5. [

Proposicao 6.7. Sao vilidas as sequintes congruéncias e igualdades

1 Wi (1 +07) = 2w;1 (mod 40x), para todo 1 < j <1-3

" 1—2 [2l=2-f_1 L
2. wio(1+02T) =2m S w07 |+ 2w
" -1 f2l-1-f1 L
3. wiy(L+62T) =2m Z w1021 | +wig | + 2w
f=1 i=0

Demonstracao. Provamos cada caso separadamente.

1. Neste caso, usando a Proposicdo 6.3 e o fato que para 1 < j <[ — 3, o valor 2/-71

é um multiplo de 4 e, em seguida, a Proposicao 6.5, segue que

w?(l + «9#) =w;(1+ 921%) = wj +wj92f% = wj + 2w —w; = 2wji.
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2. Agora, utilizando a Proposicao 6.3 e, em seguida, a Proposicao 6.5, segue que

wit5(1 + 921%1)

-2 f[2i=2=f1 L .
(wzz +2m (Z ( > wflew'z> )) (1+62-T1)
f=1 i=0

1—22=2-f 1

n n_ n(2i+1)
Wi—g + w2027 + 2m Z Z Wr_1 (9212’ + 621 )

f=1 =0
-2 2=2-f 1 ) .
n(2i) n(2i41)
Wi + 2wi_1 — wj_2 + 2m Z Z wr_q (9 =1 4 oIt )
f=1 =0
-2 2-1-f 1 L
2wl_1 + 2m Z Z wf_162l_1 s
f=1 =0

n(27)

pois analisando o expoente de 621, para 2i, tomando cada valor de 7 expresso no

somatoério, obtemos todos os inteiros pares entre 0 e 2/~1=/ — 2, 0s quais multiplicam

n(2i41)

7= no expoente de 6, ja em 6 2T, a expressao n(2i 4 1) contém todos os valores

fmpares de 1 até 2717/ — 1, os quais mutiplicam 5= no expoente de 6. Portanto,

essa soma engloba todos os valores de ¢ descritos no ultimo somatorio, de modo que

a igualdade é valida.

3. Neste caso, primeiramente, utilizamos a Proposi¢ao 6.3 e, em seguida, utilizamos a

Proposicao 6.5, como segue

Wiy (1+677°7)

-1 [2l-1-f1 L .
Wm0 Y wpaf (1+627)
f=1 i=0

n =1 2 ni n(it1)
Wi—1 + wi—102°T +m Z Z Wp_1 <921‘1 + 621 )

f=1 i=0

-1 fol-1-/ i
Wi—1 + wi_1 + 2m + 2m Z Z w1021

=1 i=1

-1 I-1-f_
n(2 1+1)
+m Y w0 +6 T
f=1

-1 f2i=1-f_1 o
21 —i—2m—i—2mz Z Wp_102-T

f=1 i=1
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-1 n(al—1-1)
+m Y wp(1+6 2T )
f=1
-1 f2l=1-f-1 i
= 2w +2m+2m > w7
f=1 i=1

1-1
+m Y wroq(1+627).
f=1
Agora, pela Proposigao (6.5), segue que wf,lezlf = 2wy —wy_1 para todo 1 < f <

[ — 1. Realizando essa substituicdo no ultimo termo da equacao acima, segue que

-1 =

m> wp(1+6027) =2m > wp=2m(w; +ws + - +wi_1).
f=1 f=1

Logo,

-1 [2i-1-T_2 ) -1
Wi (14+607T) = 2wy +2m+2m) ( > wf_102’—1) +2m > wy
f=1 i=1 f=1

-1 f2l=1=/—1 iia
= 2m Z Z wf_102 Tt wisr | 4 2w,

=1 i=0
0 que prova a proposicao. ]
Proposigao 6.8. w;_sw; 10% = w; w1 (mod 20k)

Demonstragio. Seja o grau n = 2%, Se | = k, pelo Corolario 6.6, segue que w;_160% = w;_1,
donde segue o resultado. Agora, sel = k+1, pelo mesmo corolario, segue que w;_10 = w;_1,

donde concluimos a prova. O]

Agora, estamos prontos para enunciar e demonstrar o principal resultado deste traba-
lho.

Teorema 6.9. Seja L = Q(0), onde 6 = 2{“/3, com d # 1 um inteiro e livre de quadrados
e k> 1. Uma base integral de I é dada por

o {1,0,60%...,0"'} se d =2,3(mod 4)

o {1,0,0%...,027  wy,wib,...,w 037} sed=5(mod 8)

{1,0,60%,...,027  wi,wif, ..., w057 wo,wof), ... wef it} se d = 9(mod 16)

2 n_g n_g n_y
o {1,0,0% .02  wi,wif, ... w017 wo wal, . wals T L Wk e, Wi, Wi 1, Wi}
se d = 1(mod 2F1).
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Em geral, podemos escrever uma base integral do corpo I na forma
2 n_q n_q n_q n_q
{1,9,0,...,92 ,wl,w19,...,w1«94 ,CUQ,U)QG,...7C&)208 ,wg,wgﬁ,...,wgﬁw Sy

_n__1 _n__1
Wi—g, w20, .. w2021 wp_y, w10, . w1 02T } )

se d = 1(mod 2) sendo 2! a maior poténcia de 2 que divide d — 1, exceto quando
k= 1—1 e de modo que os elementos da ultima classe sdo fixos, sempre descri-
tos por wl,l,wl,lﬁ,...wl,lﬁﬁ ou seja, se d = 2\ + 1(mod 2*Y) para 2 < 1 < k e
d = 1(mod 21 para l =k + 1.

Demonstragio. O primeiro caso, d = 2,3(mod 4), ja esté incluido no Teorema 2.3. Para
os demais, seguiremos o mesmo raciocinio utilizado nas provas dos casos particulares feitos
nos Teoremas 3.1, 3.3 e 3.5, de modo que, como o Teorema ja foi mostrado para k = 1, 2, 3,
essa prova sera feita tomando k > 4. Desse modo, como as bases sao obtidas a partir
da base integral do corpo cujo grau ¢ a poténcia de 2 anterior, essa base sera obtida por
recorréncia. Neste caso, a maneira mais adequada e intuitiva de realizar a prova é através
do Principio de Inducao Finita sobre o grau n, mais precisamente, sobre a poténcia de 2,
conforme os passos a seguir.

Passo base: O Teorema vale para grau 16, de acordo com o Teorema 3.5.

Hipétese de inducdo: O resultado vale para k, ou seja, para grau n = 2*. Isso significa que
uma base ¢ dada segundo o Teorema 6.9, ou seja, é possivel determinar k+1 bases distintas
para o anel de inteiros algébricos do corpo Q( 2{6/3) a depender do valor da congruéncia
de d.

Caso geral: Agora, provamos que o resultado é valido para k + 1, ou seja, para grau
n = 281 Para isso, devemos mostrar que existem k + 2 estruturas diferentes (incluindo a
potente) para o anel de inteiros algébricos do corpo Q( 2k+\1/3), de acordo com a congruéncia
de d, e, além disso, as mesmas sao dadas conforme o Teorema 6.9, ou seja, devemos provar

que uma base do anel de inteiros algébricos de Q(f), com 6 = MVd 6

2k:—1_ 2k—2_1

2 n3 p4 pb 2k _1 2 3 4 1
{1,9,9,9,9,0,...9 Wi, w10, w0102, w0103 w0, 0%, w0 Wa, wol), . . . wol ,

2k—3_1 2k—l_1 2k—l+2_1
w37w367"'7w30 7"‘7wl—27wl—267 .-.7Wl_29 7wl—17wl—197 "‘7wl—10

para cada um dos casos d = 2! + 1(mod 2!71), onde 2 < I < k+ 1 e d = 1(mod 2*+2)
ou, equivalentemente, d = 1(mod 2') com 2 < I < k + 2 onde 2! é a maior poténcia de
2 que divide d — 1, exceto para | = k + 2. Mas, se [ = 2 e [ = 3, o Teorema ja esta
provado (ver Teoremas 4.2 e 5.2). Desse modo, nessa demonstracao, consideraremos os

casos 4 < [ < k + 2, sendo esses os valores de [ referidos daqui em diante.

Chamando L = Q(6), onde 0 = *VdeK = Q(F%) = Q( 2{“/&), uma vez que de acordo
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com Hipétese de Inducao e utilizando a notacao 6% = Qw, ¢é valido que
Z[l, 9, 02, N sz_l, w1, w10, w1¢92, e W192k71_1, ) I wl_lﬁ, e ,wl_192kil_1] = OK[Q],

para todo d = 2! + 1(mod 2"*1), com 4 < [ < k+1, é suficiente mostrar, nesses casos, que
OL = Okl#]. Agora, para o caso | = k + 2, essa igualdade nao se verifica, de modo que

devemos mostrar que

OL = Z[1,0,0%,6360%0° .02 wy, w0, 0% w63 wb .. w62 1 w,,

ok—2_1 ok—=3_1 2k—l+2_1:|.
(6.6)

Sendo assim, a prova sera dividida em duas partes, onde, na primeira, faremos a demons-

wob, ... wol ,wsz, wsb, ..., w3l yee ey W1, Wea10, . w16

tracao da igualdade O, = Ok[f], para todo [ entre 4 e k + 1, a qual possuird algumas
ramificagoes no decorrer da prova, pois, como veremos, para alguns valores especificos de [
decorrem certas particularidades (esse fato foi mencionado no inicio da Segao 4.1) e, para
finalizar, mostramos a igualdade referida na Equacao (6.6), onde a estratégia utilizada é
similar as demais. Comecemos pelo primeiro caso, provando que as duas inclusoes sao

validas.

1. OL C Oklf]. Para essa inclusao, seja n € Op C L. Como {1,0} é uma base de L
sobre K, segue que existem o/, 3’ € K tal que n = o + 5'6. Pela Proposicao 1.39,
segue que 2a/,23" € Ok, de modo que existem a, 3 € Ok tais que o/ = § e ' = g
Logo, 2n = a+ 6. Tomando a norma na extensao L./K de ambos os lados e usando

as propriedades contidas na Proposicao 1.2, segue que

o — %0 = 0(mod 40k). (6.7)

Como a, § € O e, pela Hipétese de Inducio, o conjunto {1,602, 64 65, ... 022 w,,

w10, w192, w193,w194, .o .w192k71_2, W2, w297 ‘e ,WQ92k72_2,W3, w39, N ,w392k73_2, ey
_ 2lgy

w1, w10, . .. w10 l+2_2}, comw; = Y ——, onde 0 < j <!—1, 6 uma base
a=0 2

de Ok sobre Z, segue que existem inteiros a;, b;,0 < i < 2¥~1 — 1 tais que
o = ag+a16? + a0t + ast + - - - + age—1_10% % + ape1wy + ager w162 +

k—1_
+CL3.21@—2_1(A}192 2 + 3.9k—2Wa + a3.2k72+1w292 + ...

k—2_ k—(-2) _
—|—0J7.2k73,1w292 2 + ...+ Aok _ok—(1-1)W]—1 + ...+ an,lwl,ﬂQ 2
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B = by+ D102 + by0* + b3l + - -+ boro1_10% 2 + bor—1wy + bopo1 w102 + . ..
+bg.2k—2,1(JJ192k_1_2 + b3.2k—2UJ2 + b3.2k—2+1w292 + ...

k—2__ k—(1—2) _
+b7.2k—3,1UJ202 2 + . —|‘ ka_Qkf(lfl)wl—l + e + b2k,1£dl_192 2,

onde a ultima classe é sempre dada pela expressao que multiplica w;_1. Pela lei de
formacao da base de Ok, a classe seguinte sempre possui a metade do niimero de
elementos da classe anterior (exceto as duas ultimas, que possuem o mesmo nimero
de elementos). Assim, uma féormula que descreve todos os elementos da soma que
representa « é dada por

(27 -1)(2k7)—1

S ey R
i=(20-1-1)(2k—3+1)

onde j varia entre 1 e [ — 1; e, para j = [, podemos escrever

2k_1 k k—1+1
aiw;_ 192 (2F—2 ))

i:(21—1_1)(2k—l+1)

O mesmo vale para 3, trocando os coeficientes a; por b;. Assim, podemos recorrer

ao uso dos somatorios para denotar « e 5 mais concisamente, como segue abaixo

=1 (27 -1EF) k_ok—j+1 2t 1 k_ok—i+1
o= Z a;wj_ p2— (272 )+ Z Qw0222 )

J=1 i:(zj—l_l)@k—jH) i:(21—1_1)(2k—z+1)

-1 (2 -1)(2F7)-1 b ki1 261 k_ok—l+1
5:2( 3 biw; P02 >>)+ 3 by 02 =2),
j=1

i=(27-1-1)(2k—J+1) i=(2l=1—1)(2k—1+1)

Substituindo esses valores na Equacao (6.7), obtemos

-1 [ (@-1EF)-1 .
J=1 \i=(27-1-1)(2k—3+1)
2k_1 4 2k 2k I+1
+ > a2w? 64C D 4 2(aij) (6.8)

i:(2171,1)(2k—l+1)

=1 (2j71)(2k ])71 k k—j+1
J
Z ( Z bf ]2 194 (2F—2 ))+2>

J=1 \i=(27-1-1)(2k—7+1)
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2k—1
. Z b?w?_104(i_(2k_2k*l+1))+2 _ Q(b’u)e?
Z':(Qlfl_l)(Qk—lqtl)

= 0(mod 40x),

onde a;; representa todas as multiplicagoes a;x por a;y com ¢ < j e b;; representa
todas as multiplicacoes de b;x por bjy com i < j (note que i < j = z # y). Podemos

também representar a;; e b;; em somatorios, da forma

(291 —1)(2*—71)-1 (292 —-1)(2F—72) -1

-1 -1
aj = D Wi-1 > Y Wit > Al

J1=1 i1=(271-1-1)(2F—71+1) j2=j1+1 ig=(27271-1)(2k—72+1)
-1 (27 -1)(2F—7)—2  (21-1)(2F7)—1
2 o p2(in—(2k =2k it ) iy — (2k —2k—iH1))
> wia 2. > anaid
Jj=1 i1=(20—1—1)(2k—d+1) io=i1+1

-1 (27-1)(2F9)—2 2k—1
+ Z Wj—1 Z Z A?
j=1

i1 =(20—1—1)(2k—3H1) ip=(21—1—1)(2k—1+1)

2k 2 2k—1
+ Z Z i, iy} 192(“‘(2'9‘2'“”1)+2(i2‘(2k‘2k4“))
11 YWig —
i1 =(2l"1—1)(2k—1+1) ia=i1+1
(6.9)
onde
Al — o q. O —(2F 28I )pip —(2k —2hmdat)
11 Y12
e
A? = a; 4y w; 192(7;17(2k72k_j+1)+2(i27(2k72k_l+1))
11 Wig —
e
-1 (271-1)(2F—91)—1 1-1 (22-1)(2F72)-1
by = D w1 > Y Wi > B!
=1 i1=(271~1-1)(2k—J1H+1) Je=j1+1 ig=(27271-1)(2k—J2H1)
-1 @-DEH-2  (Z-1EFI)-1 b ekiti ek epiid
DI RIS D byby TR e )
J=1 i1=(20"1—1)(2k—i+1)  da=i1+1

-1 (27 -1)(2F—7)—2 ok _1
+> Wit > 3 B’
j=1 i1=(20-1—1)(2k—3+1) jo=(20-1—1)(2k—1+1)

(6.10)
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2k 2 2k—1
2 2(i1 — 2k_2k7l+l (40— 2k_2k7l+1
+ E : E " by bi,w? |0 (i1—( )+2(i2—( ) onde
i1:(2171—1)(2k*l+1)i2:i1+1

Bl = b b 92(1'1*(21“72’“—11+1)+i2,(2k72k—j2+1))
11712

B2 = by by oy, 02001~ (2528 ) 42(ia— (2824 1H))
i1 VigW([— .

Reescrevendo a Equagao (6.8) em termos da congruéncia médulo 20k, obtemos

-1 [ (27-1)(2F7)-1 e ks
a2 — 5292 _ Z ( Z a?wjz_194(z—(2 —2k—i+ )))

J=1 \i=(2i—1-1)(2k—3+1)

2k—1
i:(zl—lfl)(Qk—l+l)

_ 27 —1)(2k—9)—1
l 1( | )(Z | b2w? 04(1'—(2’“—2’“”1)%2) <6'11)

- 1*i—1
Jj=1 (29-1—1)(2k—3d+1)

2k 1
_ Z bzzwl{l94(i7(2k72k—l+1))+2
i:(2l—1,1)(2k—l+1)

= 0(mod 20x).

Nesse corpo, sao validas as seguintes congruéncias, segundo os Cololarios 6.4 e 6.6

02" = 1(mod 20k)

w? = w;(mod 20k), para todo 1 < j <1 —2

1—1 [2l—-(+1)_1 .
—l+2
Wi = Z ( Z w; 160° : ) + wi_1(mod 20k),

j=1 i=0

(6.12)
w7 T = w;(mod 20k), para todo 1 < j <1 —2

W 07T = wi—1, (mod 20k)

x? = z(mod 2), para todo z € Z.

Mas note que, ao substituir essas congruéncias na Equagao (6.11), as substituigdes
sao feitas no termo médio de cada classe. Assim, podemos escrever essa expressao

tomando o ponto médio entre os limites inferior e superior de cada somatorio da
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Equacao (6.11), onde para o primeiro e para o terceiro somatoérios, obtemos

@U@ @D 2oy gy

R — 1 4+ 27 —2) = 2F1(2.27 — 3) = 2Kl (274! — 3),

Note também que, se [ = k + 1, os limites inferior e superior do segundo somatério
da Equacao (6.11) sao ambos 2% — 1, o que significa que esse somatério se resume a
um tnico termo, isto é,

2k 1

2 2 pA(i—(2k—2k—1H1)) 2
> aw? 010 ) = agn_qw?.
i:(gl—l_l)@k—l—o—l)

O mesmo ocorre no tltimo somatério, o qual se resume em byx_;wi6?. Além disso,

tomando j = [ —1 = k no primeiro somatério, o limite inferior é i = (2¥~1 —1)(2!) =

2% —2 ao passo que o limite superior é (28 —1)—1 = 28 —2, ou seja, para esses valores

de j e [, esssa parcela do somatorio também contera apenas um termo, tal como no

terceiro somatério. Observe ainda que, paran = 2¥t1 e[ = k+1, temos que 2F~+2 =
-1 [21-G+)_1

2k=h=1+2 — 2 ¢, consequentemente, a expressio » | ( > wj_192k71+2‘i , oriunda

=0
da férmula para w? | expressa no Sistema (6.12), terd miltiplos de 2 e de 4. Por todas

J=1

essas razoes, faremos a primeira ramificagdo dessa etapa da demonstragao, seguindo
com a prova fixando o valor [ = k+1 e, depois, retomamos aos demais casos. Sendo
assim, uma vez que o — 3260% = 0(mod 20x), utilizando as congruéncias contidas

no Sistema (6.12) e as observagoes acima, a Equacao (6.11), torna-se

k—1 [(20F1=3)(2F=9-1)—1 _
o — 5202 = > ( > aiwj—194(i‘(2k_2kj+l)))
J=1 \i=(27-1-1)(2k—J+1)

k—1 (29 —1)(2F—7)—1 | |
+ Z ( Z aiwj_194(z’_((21+1_3)(2k_]_1))>

J=1 \i=(27+1-3)(253-1)

ko f2k-i-1
F Aok _oWg_1 + Agk_; (Z ( Z wj_192") +wk)

j=1 \ =0

k—1 ((2J‘+1—3)(2kﬂ‘1)—1

-2 > biwj194(i_(2k_2kj+1))+2)
j=1

i=(20-1—1)(2k—i+1)
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k—1 (21'_1)(21673-)_1
B Z ( Z bi&}j_164(i_((2j+1—3)(2kj1))+2)

i=1 \i=(2i+1-3)(2h—3-1)

_n_
Agora, utilizando novamente as congruéncias w;027 = w;(mod 20x), para todo

0<j<k-—1cew? = wr(mod 20k), as quais estdo contidas no Corolario 6.3,

segue que
k=1 (@ =3)2"I1)-1 _
o’ — B0 = ( > aiwj—104("‘(2k—2k‘”1))>
J=1 \i=(20-1-1)(2k—7+1)

k-1 ( (27 -1)(2F=7)—1

+ Z Z ai(.dj194(i((2j+13)(2k—j—1)))

J=1 \i=(27+1-3)(2k—3-1)

ko [2k—i-1
F ok _oWp_1 + Qok_q (Z ( Z wj_102'1> +wk)

j=1 \ i=0

T

1 /(2 =3)@2rF I )-1
( Z bz‘w]'—194(i_(2k_2kj+1))+2)

J=1 \i=(29-1-1)(2k—3+1)

k

1 (27 -1)(2F—7)—1
_ ( > biwj_194<i—<<2j+l—3><2kj1>>+2>

J=1 \i=(29+1-3)(2k-3-1)

1=0

ko [f2F-71 '
7j=1

= 0 (mod 20k).

Observe que, tomando o mesmo valor de j no primeiro e no segundo somatorio,

obtemos 2 coeficientes a; diferentes, um em cada somatério, que multiplicam o

mesmo elemento de Ok, exatamente como quando consideramos o mesmo valor j

no quarto e no quinto somatorios. Assim, agrupando os termos iguais, obtemos

uma combinagao linear inteira dos elementos da base de Ok sobre Z e, portanto, os

coeficientes devem ser congruentes a 0 médulo 2, de onde obtemos o sistema abaixo,
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paratodo 1 <j<k—1e0<h<2Fit 1,

2i-1_1)(2k3+1) 41 T Q21 _g)(2k—3-1)4n T Agr_1 — byr_1 = 0(mod 2)
—b(ai-1_1)(2k—3+1)4n — D(ait1_g)(2x—i-1)1n + Ggk_1 — byr_y = 0(mod 2)
Aak_g — bok_o + agr_q — bor_y = 0(mod 2)

Aok_1 — bor_1 = 0(mod 2).

Dessas equagoes, obtemos as congruéncias

a(2j71_1)(2k*j+1)+h = —a(2j+1_3)(2k*j71)+h(m0d 2)
biai-1_1)(2k=i+1)pn = —D(ai1_g)2e—i-1)n(mod 2) (6.13)
Qok_o = bor_o(mod 2)

Aok_1 = bgk_1<m0d 2)

Elevando ao quadrado e realizando os produtos, obtemos as conguéncias modulo 4

descritas a seguir

@yi-1_1y(@r-3+1)ph = Qairi_g)(n-i-1)pn(mod 4)

b%QJ'*l—l)(Qk*Hl)-i-h = béjﬂ_g)@k,j,l”h(mod 4)
as,_o = ba,_,(mod 4).

. . (6.14)
ase | = by (mod 4).
a(gjfl_1)(2k7j+1)+ha(2j+1_3)(2k7j71)+h = —a?zj,l_l)(2k,j+1)(m0d 4)
biai-1-1)(2b-i+1)1nb(@i+1 3y @k 1) h = ~blgim1_pyar-sry(mod 4).

Substituindo essas congruéncias na Equacao (6.8), uma vez que o*—3%6? = 0(mod 40x),

segue que

k=1 (P =3)(2F -1

aQ _ 6202 — ((1 + ‘9216—(3'—1))&}]2'71 Z a?64(i_(2k_2k_j+l)))

1 i=(29-1—1)(2k—3+1)

<.
Il

k-1 (2741 -3)(2F=3 1)1

-2 ((1 + 25U )2 > 6?94(1(%2]“_7'“))*2)

j=1 i=(20—1—1)(2k—i+1)

+2b; — 2a]; + (1- 92)(“31@72“1%71 + a’gkflw%)

0(mod 40k)
(6.15)

onde a;; e bj; sdo as expressoes obtidas das Equacoes (6.9) e (6.10), respectivamente,

apos substituir as congruéncias dos Sistemas (6.13) e (6.14) e sdo dadas por:
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*

A =

-1 (21-1)(2F91)-1 -1 (292-1)(2F792)~1
Wi-1 2 2. Wit 2

n=1 i1=(27171—1)(2k—71+1) ja=j1+1 ig=(27271—1)(2k—72+1)

(a5, a5, 020 H= 22PN HIG2R 2020 | g2(intin =2 2RI 2R TR 2
11 Y19 1112
02(1;1+i2_2k+1+2k7j1+1+2k:7j171+2k7j2+1+2k7j271)

+a’i1 Qiy

N A ))
1 2

-1 (21 =3)(2F ) —2 (P -3)(2F 1)1
2 o 2 Fig 2kt 42k —i+2)
+> Wi, > > (a;,a:,0
J=1 i1=(29—1-1)(2k—3+1) i9=i1+1

+az a; 02(1'1_,’_2‘2_2k+l+2k7j+2+2k7j71) + ;. a; 92(i1+i2_2k+1+2k*j+2+2k7j71+2k7j71)>
1 2 1 2

-1 (27 -1)(2F )2 2k 1
2(31+1 _2k+1+2k7j+1+2k7l+1
+ij—1 Z Z (ailai2wl—10 (it ))+
J=1 i1=(20—1—1)(2k—i+1) jo=(20—-1—1)(2k—1+1)

c s ok+1 ok—j+1_ 4 ok—Il4+1_ ok—j—1 - s ok+1l ok—j+1_ ok—I+1_ ok—I
ailai2wl_102(ll+l2 26149 +2 +2 )+ai1ai2wl_162(l1+22 PLARES +2 +2k-1)

; c__ok+1 k—j+1 k—1+1 k—j—1 k—1
ailaig )l 162(11—}—22 2 +2 +2 +2 +2 )
22 21 k4+1_ ok—j+1_ ok—I4+1
2 2(i1+i2—2 42F—t 4 2f it L)
Z Z (aila’iz("‘l—le

i1=(2-1-1)(2k—1+1) i2=i1+1

02(i1+i272k+1+2k—l+1+2k—l+1+2k—l) + 92(i1+i272k+1+2k—l+1+2k—l+1+2k—l+2k—l)))
(6.16)

de modo que a Equagao (6.16) foi escrita para o caso geral, ou seja, para 4 < [ < k+

2
+ai, @iywi o (

1. Assim, para obter a;; referente a esse caso, basta trocar [ por k+1 nas somatorias.
Alem disso, note que, se | = k+1, uma vez que (2!71 —1)(2F11) = 28 —1 na terceira
somatoéria, o termo i, se resume ao elemento asx_; e, além disso, nao ha elementos
representados na quarta somatoéria, pois também, como observamos acima, essa
classe é formada por um tnico elemento de modo que sua multiplicacao por si mesmo
ja esté expressa na Equagao (6.15). Pelo mesmo motivo também nao ha elementos
que multiplicam wi_; além de ar_s, também ji representado na Equacio (6.15).

Para obter o valor de bj;, basta trocar a por b na Equagao (6.16), de tal maneira



Anel de inteiros algébricos 145

que todas as observagoes feitas sobre a;; se repetem quando olhamos para b;;. Vale
observar também, que o raciocinio exposto na Observagao 4.3 se aplica a obtengao
da Equagao (6.16), para qualquer valor de [: a primeira e a terceira somatoérias
da Equacao (6.9) se escrevem, cada uma, em 4 somatérias apés as substituigoes
contidas no Sistema (6.14), pois podemos substituir s6 o valor de iy, s6 o valor de
ip, ambos, ou nenhum. Além do mais, sempre que trocamos o valor de 7, é somado
2k=irn=1 a0 valor de i, no expoente de 6, quando 1 < j, <1 — 1, devido & mudanca
de varfavel no indice da somatéria, e quando j, = [ (elementos da tultima classe),
somamos 287!, Agora, a segunda e a quarta somatérias da Equacdo (6.9) tornam-
se 3 apo6s substituirmos as congruéncias, pois por se tratar de multiplicacoes entre
elementos da mesma classe e, sendo 7; < iy, nao existe a possibilidade de substituir
apenas i1. Isso posto, como a Equagao (6.15) estd escrita em termos da congruéncia
moédulo 40k, utilizaremos as congruéncias contidas na Proposi¢ao 6.7, além das

igualdades compreendidas na Proposicao 6.3, as quais seguem abaixo
1+ 62" = 2w,
w3(1+9k_1):2wj+1,1 Sj Sl—?):k—2

k—2 [2k—i_1 .
Wiy =wi_y = w1 +2m S w0 (6.17)
=1 =0

J]=

k—1 [2k—i—1 '
wig=wi=we+m | | Y w6 |.

j=1 \ i=0

e ; ; = 2\(,2 2 2 2
Primeiramente, analisemos como ficard a expressao (1 — 6°)(a5._wji_q + a5._,W;)
ao substituir as igualdades correspondentes a w? ;| e w? conforme o Sistema (6.17).

Afirmamos que

2\( 2 2 2 2\ _ 2 2 2 2 4 2 2k _2
(1= 0%)(age_owi 1 + age_qwi) = 2(age_p — age 0% +ae_,0" — ... — a5 _,0
2 2 2 2 2k—=1_9
Fase oW1 — Ao w107 — ... — a5 _wil

2 2 2
o A yWi—e — Aok _pWi—1 — Ao Wi—1)-

(6.18)
De fato,

(1= 0%)(age_owii—y + age_,wp)
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k—1 [2k—i—1 '
j=1 i=0
k—2 [2k—i_1 ‘
= (1 — 02) (Clgk_2wk;—1 —+ 2m ( ( Z a§k2wj_104'l)))
j=1 i=0

k—1 [2k—7-1 ‘
+(1—6%) [ age_ywr +m Z agk—le—lgzz = A3_yWr—1
j=1 i=0

k—2 [2F-i_-1 '
—a%kfzwk_192+2m Z Z agk_zwj_IH‘L'Z

j=1 \ =0

k—2 [2k—i-1
2 4.54+2 2 2 2
—2m Z Z a’2k—2wj*19 + Qo _WE — agk,lwke

j=1 \ =0
k-1 [2F—i-1 ‘ k—1 f2k—i-1 '
+m Z Z agk_le,102'z —m Z Z agk_le,192"+2 .
j=1 \ =0 j=1 \  i=0
Além disso, pela Proposigao (6.5), segue que wﬁ# = 2w,y — w; para todo

1 <j<k-—1ewb® = w,+ 2m. Fazendo essas substituicdes na ultima igual-
dade da equagao acima, note que as expressoes multiplicadas por 2m e —2m, res-
pectivamente, abordam todos os termos do tipo w;_16*, onde o sinal alterna entre
positivo quando 2i é multiplo de 4, e negativo quando 6% nio é multiplo de 4 (nos
extremos, ou seja, no primeiro valor de ¢ na primeira somatoéria e no ultimo va-
lor de 7+ na segunda somatéria, para cada valor de j, utilizamos as congruéncias
ij# = 2wj1 — wj, para todo 1 < j < k — 1); agora, nas expressoes que multi-
plicam m e —m, s6 restard o termo a3, ,wy—1, pois os demais coincidem para i + 1
e i, com 0 < i< 2FJ —2 respectivamente, nas duas expressoes e, quando i = 0 na
expressao que multiplica m e ¢ = 277 — 1 na expressdo que multiplica m, ambas se
anulam ao substituir as congruéncias wﬂ# = 2wj1 —wj paratodo 1 < j < k—1.

Isso posto, obtemos
2\( 2 2 2
(1 —0%)(age_ywii_y + age_ W)
2 2 2 2 4 2 2k _2 2 2 2
=2(a50_5 — o _o0° + a5 _,0° — ... — a5 L0 + a5 _ywi — A5 _owi0° — ...

2 2k—1_9 2 2 2
_agk_lee +...+ Aok _oWk—1 — Qor_oWE—2 — an_lwk—l)

1—2=k—1 [(2-1)(2k—i-1)—1 o
= 2m ( > ( > agk_ijl(—l)’GQZ> — Ayp_yWy — agk_lwkl) :

j=1 i=0

Assim, realizando as substituigoes das igualdades contidas no Sistema (6.17) e na

Equacao (6.18) na Equacao (6.15), segue que
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(2941 -8)(2h 1)1

k—1 .
o =37 = <2Wj > a?64(i(2’“2’“”1>>>
j=1

i=(20-1-1)(2k—i+1)

k—1 (2911 -3)(2F—3—1)—1

J=1 i=(20—1-1)(2k—3+1)

1 [/(27-1)(2k 1)1 o
( > aéuwj_l(—w%)

j=1 i=0

k

+207; — 2a; +2m (

2 2
gk _oWk — azkflwk>

0(mod 40k)
(6.19)

Como todos os termos da Equagao (6.19) estao multiplicados por 2, podemos utilizar

o fato que 2z =1 (mod 4) = z =1 (mod 2), donde obtemos

e = T
a? — 52 = ij ( a294(1*(2 —2k=it ))) _ a;kj

i=(29-1—1)(2k=3+1)

k—1 (27 =3)(2F ) -1 ,
( 2. b?e‘*“-@k-?’”“))“) + b5,

i=(20-1-1)(2k—i+1)

k—1 [(27-1)(2F 77 1)-1 o
+m (Z ( Z agk2wj—1(_1)1922) - agk,ka - agklwk)

j=1 i=0

0(mod 20k).

(6.20)
Como ainda ha elementos que nao pertencem a base de Og multiplicando os coefi-
cientes a; e b; na Equagao (6.20), utilizamos novamente as congruéncias moédulo 2
contidas no Coroléario 6.6, onde novamente tomamos o termo médio da primeira e
da segunda somatéria da Equagao (6.20), da seguinte forma:

(2 - -QF (2 =3) ) 2k2ﬂ L@ 34 (2 - 1)2?) =

2k—j—2<2j+1 — 34 97+l _ 4) _ 2k:—j—2(2j+2 o 7)’
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exceto para j = k — 1, pois nesse caso ha um unico elemento que a representa,
2% — 4, ndo sendo necessario utilizar as congruéncias. Além disso, apés substituir as
congruéncias compreendidas nos Coroldrios 6.4, 6.6 e 6.8, a parte referente a aj; e

bj; resume-se em

ko2 @y
(S ("8 ageresn) )
j=1

i=(20-1—1)(2k—i+1)

k=2 (2 =3)(2F ) -1 _ .
(Z wj—l ( Z bi€4i—2kﬂ(9—22+J)+2> ) , <622)
Jj=1

i=(20—1—1)(2k—3+1)
respectivamente, ou seja, ambas contém apenas as somatorias que representam mul-
tiplicagoes de mesma classe e com i; = is (andlogo a Observagao 4.5). Realizando
todos os processos descritos acima, além dos fatos que z2 = x (mod 2), para todo
r€Zem=1 (mod 2), da Equagao (6.20), obtemos a seguinte expressao

k—2 [ 2FI72(20+2-7)—1

o — ﬁ292 _ Z ( Z aiwj94(i—(2k—2k—f+1)))
=

=1 \i=(29-1-1)(2k—7+1)

k—9 2k—j—1(2j+173)71 ' s
+2 ( ) a0 0T 7))) + gk _gWi—1
J

=1 \i=2k—7=2(20+2-7)

k—2 @+ -3) @t -1 L ok—j 2+j
o Z Wi Z ai641+2 —7(9-2 J)
(jzl ’ (

i=(20-1-1)(2k—+1)

T

2 [(2912-7)(2F972) -1
( b 494<i<2k2kf+1>>+2)
i
1

J i=(29-1-1)(2k—3+1)

i

2 [(Z7H=3)(2F )1
( biwj94(i—((2j+2—7)(2kj2))+2)
1

J

k—2 (271 =3)(2F I 1)—1
J— 7

j i=(29-1—1)(2k—i+1)

i=(20+2-7)(2k—i2)

1—2=k ((W’—l)(?’““)—l

Z a2k_QWj_1(—1>i02i) — Qok_oWE — Aok _1Wg
=0

(6.23)
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Note ainda que, analisando as Equagoes (6.21) e (6.22), as quais representam a
terceira e a sexta somatérias da Equacio (6.23), tomando i = (272 — 7)(2F772),
as expressoes correspondentes ao expoente do  resultam em 4.(27+2 — 7)(2+77-2) 4
(0 — 27+2)2k=7 = 4(2k — 7.28=02) 4 9.2k~ _ ok+2 — 7.9k~ 4 9 ok=7) = ok=i1 ¢
2k=i=11 2 respectivamente. Assim, substituindo na Equacdo (6.23) as congruéncias

wj62k_j = w; (mod 20k), com 0 < j < k — 2, segue que

k-1 ( 2k—i—2(20+2_7)—1

g = (% amwu—wk—sz»)

J=1 \i=(20-1-1)(2k = +1)

k=2 (2879712 -3)-1 o
_I_ Z Z aliwj84(i_(2k*]72(2]+2_7))
J=1 \i=2k—i—2(2i+2_7)

T ok—2_1)(2k—k+2)Wk—1

(k_Q ((2j+27)(2kj2)1 ] k_ok—j+1 k—j—1
- ijfl Z ai04(17(2 —2k—It 1)) 42k~ ))

Jj=1 i=(20—1-1)(2k—3+1)

k—2 ((21+1_3)(2kj1)_1

- Wi > ai¢94("_(2j+2_7)(2“2)))

Jj=1 i=(20+2-7)(2k~3-2)

—a(Qk—2,1)(2k—k+2)wk_2

k—2 ((2j+27)(2’“‘j‘2)1

S R S
j=1

i=(20-1—1)(2k—i+1)

k—2 [(27H1-3)(2k—i-1)—1
( ) bicuje‘*(i((?j“7)(2’“‘j—2))+2)

i=(20+2—7)(2k—i~2)

k—2 (2j+277)(2k7j72)71

Jj=1 i=(20—1—1)(2k—3+1)

k—2 (271 =3)(2F—7 1)1
( 2. bi94<i—<2f“—7><2“2>+2)
i=(20+2_7)(2k—i—2)

(6.24)
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1—2=k [(27-1)(2F=9-1)-1

1021
+ Z CLQk_QWj_l(—l) 0 — Aok _oWp — Aok _1WE
1=0

<.
I
—

= 0(mod 20x)
Finalmente, obtemos uma combinac¢ao linear dos elementos da base de Ok onde
todos os coeficientes sdo inteiros. Agora, para concluir o nosso primeiro objetivo,
resta mostrar que esses inteiros sao todos pares. Para isso, vamos observar alguns
fatos sobre a Equagdo (6.24) a fim de agrupar os coeficientes que multiplicam o
mesmo elemento da base. Note que, o mesmo valor para j nas duas primeiras
somatorias geram dois valores distintos de a; multiplicando o mesmo elemento e,
como as referidas somatérias se iniciam em j = 1, as mesmas nao possuem elementos
da primeira classe (ou seja, que multiplicam ). J4 a terceira somatéria contém
todos os elementos da base referentes a segunda metade de cada classe (até wy_3) e
cujo @ possui expoente miltiplo de 4, ou seja, os elementos do tipo w;_,64+2* 7
onde 1 < 57 < k — 2, enquanto na quarta somatéria os intervalos fornecem todos
os elementos referentes & primeira metade de cada classe (até wy_3), com a mesma
condi¢ao no expente de §. A mesma coisa vale para os elementos cujo expoente de
0 é multiplo de 2, quando analisamos a sétima e a oitava somatérias. Note também
que, o termo aqr_, multilica todos os elementos da base, devido a tltima somatoria,
enquanto aqx_; multiplica apenas wy. Vale observar também que, na primeira,
segunda, quinta e sexta somatorias o intervalo de j inicia-se em 1 e a varidvel é wj;,
enquanto nas demais somatorias, o intervalo de j inicia-se no mesmo valor, porém
o substituimos em w;_;. Esse fato sera utilizado na resolucao do Sistema (6.25).

Apos essa andlise, agrupando os termos, obtemos o sistema abaixo, valido para
todo0<i<282_-11<j<k—3e<h<2kis3

Agk_o — a; = 0(mod 2), —byr_o + b; = 0(mod 2)

Q(2i—1_1)(2k—i+1)1p, T+ Qok—j-2(2542_7)1p, — Gok—j—3(2i+3_7)+p T Aok_g = 0(mod 2)
—bi—1_1)@k=i+1)1p, — Dok—i—2(9i+2_7)4p + bok—i—s(2i+3_7)4p + Gor_o = 0(mod 2)
Q(25—1_1)(2k—i+1) 4 2k—i=3 4 p, T Qok—i—2(2i+2_7)42k—i—34p — (ok—j(2i—1)4h + Aok _2

= 0(mod 2)

—bi—1_1)@k-i+1)pok-i-3 1 — Dok-s-2(2i+2_7)pok—s-34p + Dok-s2i_1y4n + Aor_p

= 0(mod 2)

Qg _g + Agk_7 + Agk_g + bor_4 = 0(mod 2)

—bok_g — bok_7 + agk_g + byr_y = 0(mod 2)

Aok _4 —+ Aok _9 — b2k74 = O(mOd 2), —Qok_9 — Qok_1 = O(mOd 2)
(6.25)
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Das primeiras equagoes, obtemos aor_o = a9 = a1 = ag = ... = agr—2_1(mod 2) e
bok_g =bg =by = by = ... = bgr—2_1(mod 2). Substituindo as_o = ag = a3 = as =

. = agr—2_1(mod 2) na terceira linha, seguindo a ordem crescente dos valores de j,
obtemos agr—i—2(95+2_7)4n = Agk—i—3(2i+3_7)44, POIS, NOtE que, se j = 1, sempre que i =
h, verifica-se QAok—j—2(2i+2_7)4h = i, donde vem Aok—j—2(20+2_7)4h = QAk—j=3(2i+3-7)+h
para j = 1; se j = 2,agk-j-3(243_7)4n = Gok-G+1)-2(26+D+2_7)4, de onde obte-
mos, ao substituir a congruéncia obtida quando j = 1, que agr—j—2(9+2_7)4p =
Agk—j-3(2i+3_7)4p Para j = 2. Em resumo, aor—j—s(2i+3_7)4p € Agk—i—2(2i+2_7)4p COINCI-
dem tomando, respectivamente, 5 e 7 + 1, de modo que a congruéncia obtida para
o valor de j pode ser substituida na equacao correspondente a j + 1, pois dois dos
quatro termos serao iguais (esse fato decorre dos intervalos das somatoérias corres-
pondentes aos valores de ¢ na primeira e terceira, e segunda e quarta somatoérias
serem iguais, e do fato que uma multiplica w; e a outra w;_;, como mencionamos
acima). Assim, substituindo linha a linha, tanto as congruéncias obtidas para a;
como as congruéncias obtidas para b;, segue que todos os coeficientes a; e b; con-
tidos no Sistema (6.25) sdo pares, donde, ao substituir no Sistema (6.13) obtemos
ai,bi = 0 (mod 2) para todo 0 < i < 2% — 1, ou seja, a;, b; sdo todos pares, donde
segue que, para para grau n = 2* e d = 1(mod 2*1), a inclusdo O C Ok[f]
é valida. Agora voltemos para os demais valores de [. Para d = 1(mod 2'), com

4 <[ <k, temos que > 4, entao substituindo as congruéncias dada pelo Sistema

2l 1
(6.12) e tomando os termos médios de cada somatéria na Equagao (6.11), obtemos

-1 (@ =3)2 -1 _
ol =207 = ( > aiwj—104(i—(2"'—2’“‘”1)))
J=1 \i=(27-1-1)(2k=-7+1)

l

1 (29 -1)(2F—7)-1 _ ,

7=1 i:(2j+1_3)(2k7j71)

1 [2l-G+1) 1 2k—=l(2l-1)—1
k—1+4+2 k k—1+1
( Z Wj71‘92 " 'q) +w11) ( Z a0t =2 ’ )))
i=(

q=0 = 2l—171)(2k—l+1)

1 [2i-G+)_q k1
( Z Wij— 192kl+2.q) —+ wll) ( Z ai64(i(2kl)(211)))
i=(

1 i=(2k-1)(2!—1)

l
+

Il
—

l

+

(j
(

J

-1 [(29t1=3)(2k—7-1)—1

b, fA— (22 J+1>>+2)
Jj—

1

Y “l-1)(2k )

1((2]12kﬂl -1

l

1

J

biwj_194(i_((2j_1)(2k-j—1)))+2)

i=(27+1-3)(2k—3-1)
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-1 [2-G+1) 1 oo 2k=l(2l—1)—1 P
) ( > wif” : ‘q) + wz—l) ( > b -2 )+2)

q:O i:(Qlfl_l)(Qk—lJrl)

-1 [2l=G+bH_q ok—1
( Z wj_192k_l+2‘q)+wz_1)( Z bi94(z’—(2k—l)(2l—1))+2)

i=(2k=1)(2!—1)

Note que, agrupando os termos semelhantes, obtemos uma combinagao linear in-
teira dos elementos da base de Ok sobre Z e, portanto, os coeficientes devem ser
congruentes a 0 médulo 2. Observe também que, novamente, o mesmo valor de j
fornece 2 coeficientes diferentes que sao mutliplicados pelo mesmo elemento da base
nas seguintes somatoérias: primeira e segunda, terceira e quarta, quinta e sexta, e
sétima e oitava. Vale observar também que, variando os valores de j e de i na pri-
meria e na segunda somatdéria, obtemos todos os elementos da base de Ok tal que
o expoente de € ¢ um miltiplo de 4, exceto os da ultima classe, ja que j varia até
[ —1; do mesmo modo, a quarta e a quinta somatéria abrangem todos os elementos
da base de Ok, exceto os da tultima classe, cujo o expoente de 6 é multiplo de 2 e
nao é multiplo de 4. Além disso, a terceira e a quarta somatoria abrangem todos
os elementos cujo expoente do # ¢ um multiplo de 4, inclusive os da ultima classe;
e as duas ultimas somatorias contém todos os elementos em que o expoente de 6
é multiplo de 2 mas nao é multiplo de 4. A vista disso, obtemos as congruéncias
listadas no sistema abaixo, paratodo 1 < j<[l—1e0<h < ok—i=1 _ 1.

A(2i-1_1)(2k—i+1) 1, = —0(2+1_3)(2k—i-1)15(M0d 2)

bai-1-1y(@2k-i+1)1n = —D(ait1_g)2r—i-1y4n(mod 2) 6.26)
Aok _gk—1+14pr = —a2k71(2l—1)+h'<m0d 2),0< ' < 2+ -1

Dok _op—141 4y = —Dok-191_1y4pr(mod 2),0 < B < k=l _ 1.

Elevando os termos ao quadrado e efetuando os devidos produtos, obtemos as con-

gruéncias médulo 4, as quais substituindo em o? — 5%26? = 0(mod 40x), obtemos

-1 (2]’+1_3)(2k7]’71)_1

o’ =0 = ), ((1 +6277) > a?w?_le”‘(i—(?’“—?’”“)))

J=1 i=(20—1-1)(2k—3+1)

+wl2—1(1 + 92k_l+2)(a§k_2k4+1 + a%k_Qk—l+2+1 + ...+ aéz_l)(gkd))
(6.27)
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-1 (2J+1_3)(2k7j71)_1
- ((1 + 2807y > b?w?_lﬁ“(i—(?'“—?’“”’“))+2)
j=1 i=(29—1—1)(2k—i+1)

_W12—1<1 + 02k71+2)(bgk_2k4+1 + bgk_2k,l+2+1 +...+ b?Ql_l)@k,l))

—2ay; 4 2b};6* = 0(mod 40k),
onde aj; é dado por (6.16) e bj; é a mesma expressao trocando a por b.

De acordo com a Proposicao 6.7, verificam-se as igualdades abaixo

w3 (1 + 92]67(];1)) = 2wjq1, para 0<j<[1-3

1-221=2771
Wi (16277 = (wz—z +2my Y wj_162k"*3'Q> (146277 =

7j=1 q=0

1-2 [2l=1-i—1 -
=2m Z Z w]'_102 9 + 2wl_1
q=0

=1

[—12=1=71
wi (146777 = (wl_1 +my Y wj_102lll+2'q) (14627 =

j=1 ¢=0

-1 f2l=1=i—1 -
=2m Z Z w]‘_192 4 +wi—1 | + 2wl_1,
q=0

j=1
onde m € Z é tal que, como d = 1(mod 2') e d # 1(mod 2'*'), existe m € Z impar
tal que m — 1 = 2'm. Substituindo-as na Equacio (6.27), note que todos os termos

ficam multiplicados por 2, donde podemos reduzir a congruéncia para médulo 20k,

donde segue que
(@ =3)@FI7 1)1

-2 _
o — 5207 = ) (wj > a?04(i‘(2k‘2k_”1)))
=1

i=(29-1—1)(2k—3+1)

-2 f2i-1
+ ( >

—j_
q=0

1
2k—l+2.
mwj_lé’ q) + wl_1> Al

(6.28)

-1 2l=1-j 1
+ Zm ( Z Wj7192k7l+2'q + wll) +w11) Ay

q=0

(2941 -8)(2h 1)1

_ kil (wj > 6?64(i—(2’“—2’“‘j+1))+2>
j=1

i=(29-1—1)(2k—3+1)
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~

—2 f[2l=1=i-1
k—1+2
+ Z mwj,192 ) 4+ Wi—1 Ag
j=1 q=0

-1 2l=1-71 -
+ m Z wj—192 Ttwi | Fwir | Ag

q=0

—aj; + bj; = 0(mod 20k).

onde
2k=l(2l—1)-1

(21-3)(25 )1
A = ( 3 a294<i<2’“2’“‘“2>) Ay = ( 3 a294<i<2k2k—l+1>)
i= i=(

(2l—2,1)(2k—l+2) 2l—1,1)(2k—l+1)

(2'-3)(2*"h)-1

A = ( > b?e‘*(i(?’“?k‘l“))”) e

(2172,1)(2k—l+2)

2k=l(2l-1)
Ay = ( > b294<i—<2’“—2’”“>>+2) .

Z':(Qlfl_l)(Qk—lqtl)

Agora, podemos utilizar novamente as congruéncias contidas nos Corolarios 6.4 e
6.6, além dos fatos que m =1 (mod 2) e 2> = x (mod 2), as quais seguem abaixo

w? = wj(mod 20k), para 1< 5 <1—2

-1 f2l=1-i1
W = wi+ (Z ( > wj192’”*2-i)) (mod 20k)

=1\ i=0
6.29
02" = 1(mod 20k) (6.29)

w?0F 7 = wj(mod 20k ), para 1<j<1—2

w? 0F 2 = w1 (mod 20k).

Ao substitui-las na Equagao (6.28), as substituigdes sao feitas no termo médio de
cada somatéria mas, note que, para | = k, temos (272 — 1)(2¥+2) = 2F — 4 =
(28 = 3)(2F1) — 1 e, também, (2071 —1)(2F 1) = 2k —2 = 2F(20 — 1) — 1, isto ¢é, as
expressoes cujas somatorias possuem esses limites inferiores e superiores se resumem
em um unico elemento. Portanto, a partir daqui, dividiremos a demonstracao em
dois casos: | = kou 4 <1 < k— 1. No primeiro caso, d = 1(mod 2%), apés
substituirmos as congruéncias acima e, ja trocando [ por k, a Equacao (6.28) torna-

se
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Oé2 _ ﬂ2(92

Lo [(2iF2-T) 2k %)
(T )
j:

i=(20-1-1)(2k—3+1)

k—2 ((21+1_3)(2kj1)_1

3 aiwjm(i—((zj”—?)(z“2)))

i=(27+2-7)(24 3 2)

k—2 f2k-i-1_1 '
-+ wj,1«94" + Wr_1 Aok _y
j=1 i=0
k—1 [2k—i-1 '
+ CL)]'_194'Z Aok _9
j=1 i=0
i b
N wj_1 Z ai94z+2 —J(9-2712) o wk,292a2k_4
j=1 i=(27-1—1)(2k-7+1)

J

k—12k—3-11 '
— | Wi—1 + Z Z Wj_104'z a2k_292
j=1 =0

(20+27)(2h=7-2) 1

T
[\

k—2
b .94<i—<2k—2k1+1>>+2>
(A

JEUN (@i Rit)

(291 =3)(2k—I-1)—1

El
I\
/\ —

by 01 (272D 2>>+2>

i=(20+27)(2k—i—2)

(k—l ((2j+1—3)(2kﬂ'1)—1

+ Z wj_1 b'e4i+2kj(9—21+2)+2>) + Wk_294b2k,4
J=1 i=(27-1—1)(2k—5+1)
k—12k—3-1_1 '
+ | w1+ Z Z w]',164'2 bzk_2¢94
j=1 =0

(6.30)
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onde a parte referente a a};, repetindo o raciocinio exposto na Observacao 4.5, é

150
dada por

- @H-gEtI -1
(Z Wj—1 ( Z ai94l+2 2T ))> +Wk7202a2k,4+
j=1

i=(20-1-1)(2k—3+1)

k—12k=i-1_1 4
Wg—1 + Z Z Cdj7194'1 a2k7292,

j=1 =0
sendo a primeira somatoria referente aos produtos de elementos da mesma classe
com i; = 1y = 1, isto é, a segunda parcela a;,a;, da segunda somatoéria da Equagao
(6.16) considerando iy = i = i e 1 < j < k — 2 e, os dois elementos seguintes,
Qok_4 € G9k_o € 0S respectivos termos que os multiplicam, vem, respectivamente, da
somatoria referida acima para j = k — 1 e da ultima somatoéria da Equacao (6.16),
as quais possuem apenas um elemento quando [ = k. Além disso, o termo w?_; na
ultima somatoria acima, foi substituido pelo valor de sua congruéncia que consta no

Sistema (6.29). A expressao é analoga para by, trocando a por b. Entretanto, note

i
que na Equagao (6.30) ainda ha elementos que nao pertencem a base de Ok, visto
que, tomando i = (2972 — 7)(2¥7772) na primeira somatéria da expressio acima cor-
57> 0 expoente do 6 resulta em 4.(27% —7)(287972) 4 (9 —272)2k T =
4(2F — 7.287072) 4 9 2k=0 — k2 — _79k=0 4 92k=J = 2k=i=1 além do termo

wr_10* expresso na tltima somatéria da Equacdo (6.30), que também nao pertence

respondente a a;

a Og. Assim, utilizando novamente as congruéncias contidas no Corolario 6.6:
w077 = wi(mod 20x),0 < j < k—2 e wy_10* = wi_1(mod 20x) e, substituindo-as
na Equagao (6.30), obtemos

- (<2j+2—7><2“2>—1

D (D> aiwjmw—ak—w»)

: j—1 1)(2k ]+1)

j=1 2]+2 7 2k—j—2)

k—2 [(27+1-3) 2’c -1
+ ( a;W; = @+t 2)))
J
2

_|_

2k=i-1_1 ‘
Z wj_1Q4‘Z—i—wk_1 Aok _4 (6.31)

1=0

J
k=1 f[2k=i-1_1

+ Z (Uj 10 Aok _9
7j=1

k=2 ((2]'”7)(2’“‘]"2)1 okt Lok
_ Wi_1 Z 0%04(27(2 —2F 3T 2RI~ ))

i=(291—1)(2k—i+1)
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(291 -8)(2h )1

k—2
- Z Wj—1 ( Z a"94(i_(2j+2_7)(2k_j_2))) — Wy—algr_40°
j=1

i=(27+2-7) (2k=3-2)

k—12k—3——1 4
— (wk1 + (Z Z Wj194'l)) &2k,292

j=1 =0
@+2-7)(

2

2k—i=2)_1
(25-7+1)
2k

—Z
i=(27-1)

h—2 ( (29+1-3)(
2

b w.94(i—(2k—2““))+2)
i

Jj— 1) 1

biwj94(i_((2j+2_7)(2kj2))+2)

i= (23+2 7)(2k—3-2)
-1

k—
— ( wj_104'i + wk_1)> bgk_492
j=1 1=0

k—2 (2j+277)(2k_j_2)71
+ Wj—1 ( Z 5.34(2‘(2’“zk—j+1))+2k—j+1+2)>
I~ K3

i=(20-1-1)(2k—+1)

<.
I
—

(291 =3)(2k—7-1)—1

k—2 ] ]
+ Z wj_1 ( Z bi04(i—((2ﬂ+2_7)(2kj2)))+2) + Wk_2b2k_4
j=1

i=(20+2-7)(2k—i—2)

k—12k—3-1_1 '
+ WE—1 + Z Z Wj7164'2 ka_Q

j=1 =0

= 0(mod 20x)

Agrupando os termos semelhantes, obtemos novamente uma combinacao linear in-
teira dos elementos da base de Ok, de modo que os coeficientes que o multiplicam
devem ser congruentes a 0 moédulo 2. Antes de escrever o sistema contendo essas
equagdes, chamamos a atengao para alguns fatos pertinentes sobre elas: note que o
elemento byr_» multiplica exatamente todos os elementos da base; o elemento aqr_4
multiplica todos os elementos exceto os da pentltima classe (wy_o € wy_26%) e o
elemento ayx_o multiplica todos os elementos exceto os da ultima classe (wy_1 e
wr—160%). Além disso, note também que, assim como no caso [ = k + 1, os elemen-
tos da base obtidos considerando o valor j + 1 na sexta e quinta somatéria (todos
os elementos da sexta somatoria e todos os elementos da quinta somatoéria, nessa
ordem) coincidem com os elementos obtidos tomando j na primeira e na segunda
somatéria (analogamente, tomando j 4+ 1 na 13* e na 12% (reunindo todos os ele-
mentos das duas somatérias, nessa ordem) e j na 8 e na 9%), pois estes fatos serdo
utilizados recorrentemente na resolucao do sistema. Também é interessante observar

que, quando analisamos os elementos da base que pertencem a primeira classe, ha
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4 coeficientes diferentes que multiplicam cada elemento, de modo que nas equagoes
referentes a esses termos, teremos 4 elementos somando, assim como nas referentes
a ultima classe; agora, nas equagoes que representam os coeficientes multiplicando
os termos da base da pentltima classe, teremos 5 elementos somando, enquanto nas
demais, 6 elementos. Assim, as equagoes que contemplam os coeficientes multipli-
cando os termos entre a segunda e a antepeniltima classe podem ser todas escritas
através de apenas 4 equagoes (2 que representam os elementos cujo expoente de 6 é
multiplo de 4 e mais 2 quando o expoente de # é multiplo de 2). Perante o exposto,
segue que, apds agrupar os termos, obtemos o sistema abaixo, onde cada linha, é
valida para todo 0 < i <2F3 - 11<j<k—-3e0<h<2FI3 1.

Qgk g + gk g — Qgr-31; + bor o = 0(mod 2),
Aok_y + Aok_o — a; + bar_o = 0(mod 2),
—bgk_g — bok_g + bor—s,; — agk_o = 0(mod 2), 0 < h <283 -1
—bok_y — bok_o + b; — agr_3 = 0(mod 2),
gk _y + Aok _g + Dok _o + Qaj—1_1y(2k—i+1)1p T Q(2i+2_7)(26—5-2)4h
—a+s_7)(2k-5-3)4pn = 0(mod 2),
Agk_y + Aok _g + Dok _g + Q251 _1)(2k—5+1)phpok—i—3 + Q2i+2_7)(2k—i—2)fhp2k—i—3
—a_1y2t-5)+n = 0(mod 2)
—bgk_y — bok_g — agr_y — bas—1_1y k1)1 — bait2_7y2k-i-2)4n
+b(ai+s_7)(2r-i-3)1n = 0(mod 2)
—bgk_g — byk_g — agk_3 — brai-1_1y(2k—i+1)phiok-i-3 — D(git2_7)(2k-i-2)4hyok-i-3
+b2 _1)(2r-3)+n = 0(mod 2)
Aok _g + bok_o + bok_y + Aok _g + aox_7 = 0(mod 2)
—bok_o + Qgk_g — Agk_y — bok_g — bor_y = 0(mod 2)
Aok_y + bar_o = 0(mod 2)

—bok_y — agk_y = 0(mod 2).

(6.32)
Os passos para a resolu¢ao do Sistema (6.32) sdo os mesmos mencionados para
resolver o Sistema (6.25). Assim, procedendo da mesma maneira e substituindo os
valores obtidos no Sistema (6.26), obtemos que a tunica solugao possivel é a;, b; =
0(mod 2), para todo 0 < i < 2% — 1 e, logo, n € Op. Desse modo, segue que, para
para grau n = 21 e d = 1(mod 2%), a inclusao O C Oklf] se verifica. Agora,
para encerrar a primeira etapa da prova, voltemos ao caso 4 <[ < k — 1, onde ao
substituir as congruéncias do Sistema (6.29) na Equacao (6.28), tomamos o termo
médio de todas as somatoérias que a compoem, exceto da segunda e da terceira, pois
tomando o ultimo valor de 7, esses termos obtidos ainda pertencem a base de Ok.

Dessa forma, segue que o? — 320> = 0 (mod 20k) na Equacio (6.28) implica que
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-1
—D Wi
j=1
- (Wll +
— (wl_l +

+ | wi-1 +
j=1

e
(o

(2j+1_3)(2k7j71) 1

2

i=(2+2-7)(2k =i -2)

—12t=9-11

2k—l+2.q
> wib

l

|
)

—12-9-11

Y watt
=1 q=0

(2J+2 7)(2k i— 2) 1

>

i=(20-1) (2k—i+1)

5
:

(27+1-g)@t )1

2

i=(20+2 —7)(2k—i—2)

biw]'04(i_((2j+2

o
|
|

> we
(3

i=(20-1-1)(2k—3+1)

j+1_3)(2k—j—1)_1

i=(2742-7)(2592)

1127711 -

ok—1+2,

> 2wl

q=0

—12l-3-11

[\

)
)

oY watt

q=0

(mod 20k)

—1+2 )) ( Zk_l(%_l)_l
q
i=(2l—1—1)(2k—1+1)

—7)(2’“j2)))

) ( (2'-3)(2F—1H) -1
i:(21—2,1)(2k—l+2)

a26’4

_ (2 _ok—i+1y) ok~ J+1))

—2 [(2F2-7)(2k—I=2)— v
a2
1 \i=(29-1-1)(2k—it1)
12 ((@H1-g)(2ki1)—1 o
Z aiwj94(z_((2]+
J=1 \i=(29+2-7)(2k-7-2)
-2 fol=i-1-1 .
Z 16? 9w
7j=1 q=0
-1 f2t=i-11 o iio 2k=l(2l—1)—1
w _102 .q Z
J=1 q=0 i=(21—1—1)(2k—1+1)
-1 (29F2-7)(2k=772)—1 "
ij—1 ( Z 0‘9
J=1 i=(29-1-1)(2k—i+1)

a 94 2J+2 7)(2kj2)))

(2k—l—1)(2l+173)

) (i=(2l‘11)(2’“‘l“)
) ((2k—l)(2l—1)—1
(

>

2k7l71)(21+1_3)

biw ‘94<i—<2k—2kj+1>>+2>
i)

—7)(2’H’2))+2)

(2'-3)(2*"H)-1

by

(21—2,1)(2k—l+2)

).

ok _ok—j+1)) ok—j+1 4o

b}94<z‘—<2j+2—7)<2kﬂ‘2))+2>

(2k—l—1)(2l+173)

I
) (z‘(2111)(2kl+1)

2F=YH(2t-1)—1

D

(2k—l—1)(2l+1_3)

ai94(i<2’“2’f—l+2)>)

2k 2k l+1))>

a 94 2l 1 1)(2k l+l))+2k l+l)

b«94 (2k—2F= l+1)+2>

b0 (- 1>(2k‘l+1))+2k—l+1+2)

G R G 3))+2)

(6.33)
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Novamente, obtemos uma combinacao linear entre os elementos da base de Ok,
a qual fornece um sistema de equagoes formada pelos seus coeficientes. Mas, an-
tes de escrever o sistema com as equagoes, observemos alguns aspectos relevantes
em relagao a Equagdo (6.33). A primeira e a segunda somatéria, abordam to-
dos os elementos da segunda classe (wjx) até a peniltima classe (w;_1z) tal que
o expoente de 6 é multiplo de 4. Na terceira somatoria aparecem os elementos
da primeira classe até a tultima, com excessao apenas dos elementos da penultima
classe, que nao estd eglobada na somatoéria; porém, note que, ao tomar j e ¢ na
primeira somatoéria, podemos percorrer todos os elementos a; da segunda soma-
toria, ja que o expoente de € de todos esses termos serd menor do que o obtido
para o proximo valor de ¢q. Desse modo, se colocarmos as equagoes dos coeficientes

-4

T k—j .
que multiplicam w;, w;0* w;0%, ... w;#* "~* seguindo essa ordem, os elementos a;

oriundos somatéria, que totalizam 2¢~, e dispostos de modo que estejam seguindo

. kt1—j i .
a ordem crescente dos valores de i, “se repetem” 221971 =211 <ji<1-2

vezes no conjunto de equacoes que representam cada classe. Podemos chamar a
esse bloco de elementos a; composto de 27! elementos de bloco B. Neste caso, o
bloco B é composto pelos elementos ai-2_1y(gk-1+2)4p, onde 0 < A" < k=l 1.
Desse modo, no conjunto de equagoes de cada classe (exceto penultima), sempre
ha um desses elementos somando, de modo que se as equagdes do conjunto es-
tdo na ordem w;,w;0% w;6%, ... w;6% '~ para cada valor de I/, seguindo a ordem
crescente, somamos o elemento a(gi—2_1)@k-1+2y4p & equagao e, quando chegamos
ao tltimo valor de h/, voltamos ao valor ' = 0, repetindo essa sequéncia 2/=7~1
vezes em cada conjunto de equagdes referentes a uma classe (no conjunto de equa-
goes referentes aos elementos da tltima classe, o bloco se repete uma unica vez).
Na quarta somatoéria, o raciocinio ¢ o mesmo, porém engloba todas as classes ex-
ceto a ultima. Assim, chamando esse bloco de elementos de C, o mesmo serd
composto por 2¥~! elementos: Ai-1_1)(2k-t+1)4p, onde 0 < A' < 2k=t _ 1. Repro-
duzindo o raciocinio anterior, em cada conjunto de equagdes referentes aos termos
de cada classe, esse bloco de equacdes se repete 287771 vezes, de modo que na pe-
nultima classe, repetird apenas uma vez. Agora, analisando a quinta e a sexta
somatoérias, como a quinta engloba os elementos que compdem a segunda metade
da classe e a sexta os que compoem a primeira metade, mas o indice de seus coefi-
cientes seguem a ordem crescente, se escrevermos as equacoes dos coeficientes que

4 seguindo essa ordem, exata-

. . k—j_
multiplicam os elementos w;,w;0*, w;6%, ... w;0*
mente na linha que representa a metade das equagoes, para cada classe (da primeira
a penultima), o indice dos coeficientes a; "saem'da ordem crescente no elemento

A2i+1_3)(26—i-1)—1 € recomecam do valor a(gj-1_1yax—i+1). Para finalizar, as soma-
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térias que descrevem os coeficientes a; na sétima e na oitava somatoéria repetem
esse raciocinio, porém, quando analisamos essas somatoérias juntamente com as que
as multiplicam, as quais descrevem os termos w;x, ocorre o mesmo que Mmenci-
onamos que sucede na terceira e na quarta somatoérias, de modo que esse bloco
possui 2¥~! elementos, mas nao estdo todos seguindo a ordem crescente, pois exa-
tamente na metade, o indice i diminui (veja expoentes de ¢). Desse modo, se
chamarmos esse bloco de elementos de A, o mesmo sera composto pelos elementos
—Q(gk—1-1)(2+1—3) 4, 0 < hs < 2F7121 ) —Q(gt-1_1)(2k— 1)y 0 < hs < 2F=121 )
onde esses elementos também repetem, nessa ordem, em todas as linhas do sistema,
2177=1 vezes em cada conjunto de uma classe (esse bloco é composto por 2 elemen-
tos e a ordem se da da seguinte forma: variamos o valor de h*x em ordem crescente
no primeiro elemento e depois variamos o valor de hx no segundo elemento. Essas
duas sequéncias, que totalizam 2¥~! elementos, formam esse bloco). Usaremos essa
notacao para descrever o sistema, de modo que, na linha que representa um con-
junto de equagoes em que estiver somado um dos blocos mencionados acima, isso
significa que em cada equagao hd um dos elementos do bloco, seguindo a sequéncia
estabelecida. Agora, quando olhamos para os elementos da base de Ok expressos
na Equagao (6.33) cujo expoente de 6 é multiplo de 2 e ndo multiplo de 4, todos
os coeficientes que os multiplicam sao os dados pelas somatérias da 9% em diante e
expressas por b;. A mesma andlise feita para as somatoérias envolvendo os coeficien-
tes a; se aplicam a essas, seguindo a mesma ordem. Assim, ao bloco de elementos
oriundos da 112 somatoéria, chamamos de B’, ao bloco de elementos vindos da 122,
chamamos C’ e, aos elementos oriundos da peniltima e tltima equacao, colocados
juntos, chamamos de A’. Apos toda essa andlise, ao agrupar os termos semelhantes
da Equagao (6.33), seguindo as notagoes descritas, obtemos o seguinte sistema de
equacoes, valido para todo 1 < j <l —2e0<h <2772 -1 onde as 4 primeiras
linhas representam conjuntos de equacoes de coeficientes que multiplicam elementos
da primeira classe; da quinta a oitava linha, temos os conjuntos de equacoes que
representam os coeficientes que multiplicam elementos da segunda até a antepentl-
tima classe, onde a classe varia de acordo com o valor de j: j = 1 obtém as equagoes
formada pelos coeficientes que multiplicam os elementos da segunda classe, e assim
sucessivamente. A 92 e a 10? linhas do sistema representam os coeficientes que mul-
tiplicam os termos da penultima classe e , por fim, as duas ultimas, representam os
coeficientes que multiplicam os elementos da tltima classe, a qual é formada apenas

por 2 blocos cada, como segue abaixo.
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—agr-3,, + A+ B+ C = 0(mod 2)

—bok—s,p, + A+ B' + C’ = 0(mod 2)

—ap + A+ B+ C =0(mod 2)

—b, + A"+ B+ C" = 0(mod 2)

Qi1 -1)(2k—+1) 1 F Q(2i+27)(2k=3-2)4h — Q(20+3-7)(2k=i=3)1h

+A+ B+ C = 0(mod 2)

b(gjfl_l)(2k7j+1)+h + b(2j+2_7)(2k7]’72)+h - b(2j+3_7)(2k7]‘73)+h

+A"+ B'+ C' = 0(mod 2)

((25—1_1)(2k—i+1)p2k—i—=2 4 p T Q(2i+2_7)(2k—i—2)p2k—i—24p — Q(2i _1)(2k—i)+h

+A+ B+ C = 0(mod 2)

b(2j71_1)(2k—j+1)+2k7]’—2+h + b(2j+2_7)(2k—j—2)+2k7j72+h - b(gj_l)(Qk—j)+h

+A"+ B'+ C' = 0(mod 2)

((21=3_1)(2k—1+3) 1, T A2l _7)(2k—1) 1 — Q(20+1_7)(2k—1=1) 4}, T A+C= O(mod 2)
b(glfs_l)(gkfura*)_&_h + b(21_7)(2k71)+h - b(21+1_7)(2k7171)+h + A’ + C'= O(TTLOCZ 2)
A+ B =0(mod 2)

A"+ B’ = 0(mod 2).

(6.34)

Para resovler o sistema, comecamos pelas equagoes referentes a ultima classe, des-

critas pelo bloco A + B, onde temos

{ A (21-2_1)(2k—142) 4y = Q(2k—1=1)(21+1_3) 4 p/ (mod 2), 0<h< P |

(l(zl—?,1)(2k—l+2)+2k—l—l+h/ = a(21—1,1)(2k—l+1)+h/ (mOd 2), 0 S h S 2k—l—1 -1
e pelo bloco A" + B’, donde segue que

{ b(2172_1)(2k71+2)+h/ = b(Qkflfl)(2l+1_3)+h/ (mOd 2), 0 S h/ S Qk—l—l o 1

b(2172_1)(2k—l+2)+2k—l—l+h/ = 5(2171_1)(2k4+1)+h/ (HlOd 2), 0<h< ok—l-1 _ 1

Como em todas as linhas do sistema, exceto a referentes aos termos da penultima
classe, hd algum elemento do bloco A e um elemento do bloco B para algum valor
de A/, substituindo as congruéncias obtidas nas equacoes das quatro primeiras linhas

(primeira classe) obtemos

{ QA(l=1_1)(2k—1+1)+h! = Qg9k-34p, QA(l=1_1)(2k—1+1)+-h! = ap

b(2l71_1)(2k—l+1)+h/ = b2k—3+h, b(Qlfl_l)(Qkflqtl)_’_h/ = bh,

para todo 0 < h < 287972 — 1. Substituindo no préximo bloco de equacdes (note
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que, como nos casos anteriores, o valor da congruéncia obtida tomando 7 em uma
equacdo, coincide com um dos termos obtidos para j + 1 na equagdo seguinte),

obtemos

Q(25+2-7)(2k—i=2)+h = Q(25+3 _7)(2k=3=3)+h (mod 2)
A(i+2_7)(2k—i—2)4-2k—i =24} = Q(25+3_7)(2k—3—3)42k—i~24} (mOd 2)
b(zj+277)(2kfﬂ'*2)+h = b(2j+3—7)(2k*i*3)+h (mod 2)

b(2j+2_7)(2k7j72)+2k7j72+h = b(2j+3_7)(2k7j73)+2k7j72+h (mod 2),

para todo 0 < h < 2F9=2 — 1. Agora, substituindo essas equacdes no bloco de

equacoes que representa a pentltima classe, obtemos

Q(21=1_1)(2k—1+1)4h =0 (HlOd 2), QA(l=1_1)(2k—1+1) 4 h42k—3 =0 (mod 2),
b(21—1_1)(2k—z+1)+h =0 (mod 2), b(2l—1_1)(2k—l+1)+h+2k—3 =0 (HlOd 2),

onde substituindo nas demais congruéncias e no Sistema (6.26), segue a;,bi = 0
(mod 2) para todo 0 < i < 28 —1. Como a tinica solugdo possivel é a;, b; = 0(mod 2),
ou seja, todos pares, segue que o, ' € Ok, e portanto, n € Ok[d], donde segue que

O C OK[Q]

2. Oklf] C Op. Para encerrar a primeira etapa da prova, se d = 1(mod 2') tal que
d # 1(mod 2"*1), onde 4 < [ < k+1, devido ao fato que 8, wy, ws, . . .,wp € O C O,

segue que 0, wy,ws, . .., wy sao inteiros em L, donde segue diretamente que a inclusao

2 2k —2 2k—1_2 2k—1+2_9
OK[Q]:Z[LQ,,Q LWy, ..., w0 e W1y, w10 ][1,0]COL
é verdadeira.

Portanto, dos itens 1 e 2 segue que O, = Ok[f], para todo 4 <[ < k + 1.

Dando continuidade, realizaremos a segunda etapa da prova, onde d = 1 (mod 2*2), ou
seja, | = k + 2. Neste caso, diferentemente de todos os outros, a igualdade O, = Ok[)]

nao se verifica, de modo que devemos mostrar que

_ 2 p3 2k_1 ok—1_1 ok—=2_1
O]L— Z[l,@,@ ,0 ,0 ,wl,wlg,...,wle ,WQ,WQH,...,WQQ Sy

2 3
Wh—2, Wi—20, Wi—20°, wi_20 awk—17wk—19awk>wk+l]-

Para isso, tomando n € Oy, segue que 2n = a + (0 onde «, 3 € Ox. Em consequéncia
de d =1 (mod 2*2) acarretar d = 1 (mod 2**!), uma base de Ok correspondente a essa
congruéncia, é a descrita para d = 1 (mod 251), j4 que ndo hd uma base especifica para

d =1 (mod 2¥*2) para o anel de inteiros algébricos do corpo K de grau 2% e, também,
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pelo fato de 25! ser a tltima poténcia de 2 que divide d—1 a influenciar na forma da base
de Ok, a mesma nao possui a restricio que 2¥*2 nao divide d — 1, nio havendo, portanto
Y Y Y Y
nenhum problema em utiliza-la. Assim, pela Hipétese de Indugao, como usamos uma base
de Ok correspondente caso d = 1(mod 25t1), podemos escrever « e 3 como combinacao li-
7
2 p4 2k 2 2 2k—1_9 2 2k=2_9
near dos elementos {1,60% 6*... 6% ~2 wy, w07, ... w6 L Wa, wal?, ... wol e

2 .
Wh—2, We—20°%, wp_1, Wy}, ou seja

[—3=k—1 ( (27 -1)(2F9)—1

a= ) wji > ai92(i_(2k_2kj+l))) + Gk _oWg—1 + Gk _ Wk
Jj=1 (2771 =1)(2k—I+1)

(29-1)(2F=7)—1

k-1 _
b= Z Wj—1 ( Z biGQ(i(2k2k_Hl))> + bok_gwi—1 + bk 1wy
j=1

i=(20-1—1)(2k—i+1)
Observacao 6.10. Vale observar que uma base que tomamos inicialmente nesse caso é

a mesma utilizada no caso [ = k + 1, porém devido aos valores das congruéncias, os quais

terdo algumas diferencas, obteremos uma base distinta da obtida anteriormente.

Substituindo esses valores na Equagao (6.7), obtemos

- (@I—1)(@)-1 o
o — 320° = ij{l ( > azgti- 2 o ))) + age oWy

(2971 =1)(2k -7+

(29 -1)(2F=7)—1

k-1 v
—|—a§k71w,§ + 2a;5 — Z w]2.71 ( Z b?94(i(2k2k_J+1))+2)
=1

i=(20-1-1)(2k—+1)

— (b3 _ywi_q — by wi — 2b;;)0* = 0(mod 40x),
(6.35)
onde a;; representa a soma de todas as multiplicacoes de a;x por a;y, com 0 <1 < 2F 2 e
i < j, e b;; representa a soma de todas as multiplicagoes de b;z por by, com 0 < i < 2F—2
e i < j, dadas pelas Equacoes (6.9) e (6.10). Reescrevendo em termos da congruéncia

modulo 20k, segue que

- (27-1)(@E7)-1 |
o = B0 = Y Wi, ( > a?94<i—<2’“—2’“—2+1)>)

i=(20-1—1)(2k—i+1)

2 2 2 2
a5k _oWi 1+ Aok Wi

(6.36)

k—1 (27 -1)(2~7)—1 .
- Wi ( > bfe4<i—<2’“—2““>)+2)

i=(20-1-1)(2k—3+1)
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—b3 ywi_10% — b3, wi? = 0(mod 20k).

De acordo com os Corolarios 6.4 e 6.6, verificam-se as congruéncias

02" = 1(mod 20k)

wjz- = wj(mod 20x),para todo 1 < j <k

wjﬁzj% = 2wj11 —wj = wj(mod 2), para todol < j <k —1

2k+1—k’

22 = x(mod 2), para todo x € Z.

Substituindo-as na Equacao (6.36), uma vez que o — 5%6% = 0(mod 20k), segue que

Jj=1

k-1 ((2j+1—3><2k—j-1>—1

S DS > aiwj_lew—@k—ak—m»)

=1 \i=(20-1—1)(2k—7+1)

k—1 ( (27 -1)(2F 7)1

+ Z Z aiwj194(i((2j+l3)(2k_j_1))>

J=1 \i=(29+1-3)(2k-d-1)
F gk _oWg—1 + Qgk_ W

k-1 ((2j+1—3>(2“1>—1

Z Z biwj_104(i_(2k_2kHI)H))

j=1 i=(2-1-1)(2k—J+1)

k=1 [ (Z-1)@2"9)-1
- ( > biwj—104(i—((2j+l—3)(2’“j1))+2)

J=1 \i=(2/+1-3)(2k-i—1)
—bok_owg—1 — bok_jwi

= 0(mod 20x).

Dessa forma, obtemos uma combinacao linear inteira dos elementos da base de Ok e, vale
observar que, como tomamos o ponto médio entre os limites inferior e superior de cada
somatoéria, o mesmo valor de j representa dois coeficientes a; distintos que multiplicam
pelo mesmo termo base nas duas primeiras somatorias, ocorrendo o mesmo para b; nas

duas ultimas somatoérias. A vista disso, obtemos as seguintes congruéncias, validas para
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t0d01§j§Z—4:k—260§h§2k_%—1.

Q(2i—1_1)(2k—i+1)4p T+ Q(2i+1_3)2k-i-1)4p, = 0(mod 2)
b(zjfl—l)(Qk*J'ﬂ)-&-h + b(2j+1—3)(2k*i71)+h = 0(mod 2)
Aok _g = bok_o(mod 2)

Agk_1 = bor_1(mod 2).

Dessas equagoes, nés obtemos as congruéncias modulo 2 que coincidem com as encontra-
das no Sistema (6.13), para o caso [ = k+ 1 e, por conseguinte, efetuando os quadrados e
produtos obtemos as congruéncias médulo 4 contidas no Sistema (6.14). Substituindo-as

na Equagao (6.35), obtemos

k-1 (2041 -3)(2F=3 1)1

a? — B20? = Z ((1 + 21@7(3‘71))%71 Z a?94(i(2k2k_j+l))) — 2ay;

j=1 i=(20—1-1)(2k—i+1)

(291 =3)(2F=i=1)—1

k—1
k—(j—1 2 n4(i—(2k—2k—3+1))42 *
_ Z ((1 +9 (4 )>ij1 Z big (i—( N+ ) _ 2bij
Jj=1

i=(20-1-1)(2k—3+1)

+(1 = 0%)(adr_ywi_q + a3 wi) = 0(mod 40x),
(6.37)

onde aj; e bj; sdo as expressoes obtidas de a;; e de b, respectivamente, e podem ser
expressas pela Equagao (6.16) fazendo | = k + 2.

Agora, a partir das igualdades

1+ 62" = 2w

k—2 [2k-i-1
Wi =wp 1 +4m (Z ( Z wj_194'i>> = wy_1(mod 40k)

j=1 \ =0

k—1 [2k—i-1 '
w,% = wg + 2m Z Z wj_1¢92'l

j=1 \ =0

(1—0*) (a3 _wi_y + a5 wi) = 2(a3_ywy—1 — Q3 _owr),

as quais constam nas Proposicoes 6.3 e 6.7 e, a ultima, pode ser obtida diretamente por
meio dessas proposigoes. Substituindo-as na Equagao (6.37), note que todos os termos

ficam multiplicados por 2, de modo podemos reduzir a congruéncia através do fato que
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2¢ =0 (mod 4) = 2 =0 (mod 2), donde segue que

k-1 (21 =3)(2F 77 1)—1
042—5292 _ w; Z 294 (2F —2k—i+1Y)) —afj
j=1 i=(20-1-1)(2k—i+1)
k—1 (29F1-3)(2k—7- 1)1 R
W 3 A N
J=1 i=(27-1—1)(2k—i+1)

2 2 _
(a5 _owr—1 + azx_,wi) = 0(mod 20k).
Utilizando novamente as congruéncias abaixo

62" = 1(mod 20x)
w? = w;(mod 20x), para todo 1 < j <k
x(mod 2), para todo x € Z,

.T

inclusive nas expressoes de aj; e bj;, obtemos

57

k=1 [(27F2-7)(2F72)—1
a? _6202 — Z ( Z CszJ@4 2k ok— ]+1))
J=1 \i=(20-1-1)(2k—d+1)

(291 -3)(2k—7-1)—1

k—1
+3 ( > Q0,010 (@ =T @ 2>>)
j=1

i=(20+2-7) (26~ -2)

k—2 (21+277)(2k*j*2) 1 . . ]+1)) -
_ Z Wi_q Z a194 2 —2 +2
=

i=(20-1-1)(2k—3+1)

k—2 (291 =3)(2k—i-1)—1 , ,
. Z W1 ( Z ai94(i—(2ﬂ+2—7)(2’“12)) (6‘38)

Jj=1 i=(20T2-7)(2~k—i—2)

(29+2-7)(2k—9-2)—1
b.w.04(i—(2k—2’“”1))+2)
(]

i=(20-1-1)(2k—3+1)
(291 -3)(2k—7-1)—1

3 L (e (G )

i=(2042-7)(2k=1-2)

k-2 (27+2—7)(2k=7=2)—1
B (7R )
= i

i=(20-1—-1)(2k—i+1)

B
—_
— /\
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(@131

k—2
+Y Wi ( > b,-94<i—<2j+2—7><2k“>+2)
j=1

i=(27+2-7) (2k=3-2)

+(agk _owi—1 + agr_owy) = 0(mod 20k).
Como chegamos novamente em uma combinagao linear inteira dos elementos da base

de Ok, obtemos o sistema abaixo, onde as equacOes sao validas para todo 0 < i <
P2 _11<j<k—-1e0<h<2FI3_1,

—a; = 0(mod 2)

b; = 0(mod 2)

Qai-1-1)(2k-t1)ph + A(it2-7)(k-d-2)1h ~ Qa3 -7)(ak-i-3)pn(mod 2)
((25—1_1)(2k—i+1)p2k—i—=3 4 p T ((2i+2 _7)(2k—i—2) p2k—j=3 4 — a(zj-1)(2kﬁ)+h(m0d 2)
—bi-ton)@rittyin = Daiveg)(@r-i-2)in + baitsryar-i-3)n(mod 2)
—b(i—1_1)(2k=i+1)1ok—i—31p, — D(2i+2_7)(2k-i=2)42k—i=34p T D2i_1)(2k-s)1n(MOd 2)
Aok _y + Aok _o — bor_y = 0(mod 2)

—bok_y — bor_y + agx_g = 0(mod 2)

—agk_y = 0(mod 2)

bor_o = 0(mod 2).

Das duas primeiras equacoes e das duas ultimas equacoes, obtemos diretamente que
a;,b; = 0(mod 2), para todo 0 < i < 282 — 1 e 4 = 2¥ — 2. Substituindo-as nas de-
mais equagoes e, em seguida, no Sistema (6.13), obtemos a; = 0(mod 2) e b; = 0(mod 2),
para todo 0 < i < 2 — 2 . Assim, s6 resta analisar a paridade de aqr_; € byr_;, a qual

sabemos que ¢ a mesma de acordo com o Sistema (6.13).

a) agk_q € byr_; SA0 pares.

Se asr_q € bor_q sdo pares, isso significa que todos os inteiros a; e b; sao pares, de

modo que existem inteiros a; e b/ tais que a; = 2a} e b; = 2b/, para todo 0 < i < 2F—1.

Logo,
k-1 (27-1)(2%7)-1 o rid
ij,l ( ;022" =2 T ))) 4 Aok _oWi_1 + Gor_ Wy
a f j=1 i=(20-1—1)(2k—3+1)
= — —0 =
=513 2
k—1 (29 -1)(2F 7)1 e heian
Wj—1 ( Z b= (@ -2 ))) + Dok _owi—1 + ka—1wk) 0
n j=1 i=(20—1-1)(2k—3+1)

2
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@-1F) ; k_ok—j+1
(a;(92(2_(2 - )))) + 2@’2k_2wk_1 + 2a'2k_1wk)

k—1
Z Wj—1 (
j=1

=(20-1-1)(2h—+)

2

K1 (29-1)(25)-1 AT
(Z wi_1 ( Z 2(();02(1_(2 _9ok—j+ )))) + 2b’2k72wk_1 + 2b/2k1wk‘) 2
j=1

i=(20-1—1)(2k—i+1)

* 2

(29-1)(2F9)—1

k—1
k k—j+1
=D W1 ( > (> )))) + e _oWh—1 + Aoy W,
j=1

i=(29-1—1)(2k=3+1)

k—1 (27-1)(2F7)-1 N ki
(Z Wj_1 ( Z 5/92 (2F-2h=oT )))) + bék,ka_1 + blzklbUk;) 0.
j=1

i=(20-1—1)(2k=3+1)

. k__ k—1__ k—2__
Assnn,nEZ{1,0,02,03...,92 L, .. w0% L ws, wal, . . . wab? L

W1, Wr—10, wy, wil] , ou seja, n € Ok[d], que recai no caso anterior.

b) age_; € byx_; sdo impares

Se aqgk_ € byr_q s@o Impares, isso significa que existem inteiros a; e b; tais que a; = 2a;,

e b; = 2U}, para todo 0 < i < 2" —2 e agn_; = 2al,_, +1 e by_; = 2b,,_, + 1. Logo,

(29 -1)(2F=7)—1

Z% 1 ( > ai92(i_(2k_2k_j+l))) + gk Wk

_ o« B i=(27—1-1)(2k—i+1)
k (27-1)(2F7)-1 e
ij_l( Z b92 (2287 ))> + bor_qwy |0
Jj=1 i=(20—1—1)(2k—3+1)
+ 2

(29 -1)(2k—7)—1

k .
> wjo ( > 2(@292(i_(2k_2kj+1)))) + (2a5._; + 1wy,
_J=1 i=(20—1-1)(2k—3+1)

- 2

k (27 -1)(2F=7)—-1 e ki
ij_l ( Z 2(6202(2_(2 _ok—i+ )))) + (2b/2k71 + 1)(«% 0

j=1 i=(20-1—1)(2k—i+1)

+ 2

k (2 -1(2F7)-1 b bt 1
=2 w1 > (i) ) (g + S
j=1

i=(20-1-1)(2k—i+1)
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k (27-1)(2F7)-1 e e 1
+ (Z Wj_l ( Z 5292(1_(2 -2 )))) + (bék,l + 2)wk) 0

i=(29-1—1)(2k—+1)

k (27-1)(2F7)—1 el
=) wj ( > (alg?i—(2"=2 T )))) + ab._qwr+

i=(29-1—1)(2k—9+1)

k (@@ R 1,1
+ ij_l Z b292(1_(2 -2 ))> + b;k_lka + (59 + §)wk .
j=1 i=

(21-1-1)(2k=3+1)

146
Como w1 = (QL)wk, segue que

2 2k 1 2k—1_1
UEZ[LH,(Q ,...,(9 ,wl,w1¢9,...,w19 7...,wk_l,wk_le,wk,ka,wk+1].
Mas w0 = 2wyi+1 — wi, de modo que
+ )
Z[1,0,6%, ..., 0 g2t 0
776 [a ) PRI y W1, Wb, ..., W1 y oo s WE—1, WE—10, WE, WE41],
donde segue a inclusao

2 2k—1 2k=1-1
OLCZ[LQ,Q o, 0 ywi,wif, ... w0 ,...,wk_l,wk_le,wk,wkﬂ].

2 2k—1 2k=1_1
° Z[1,9,6 ,...,6 ,wl,wle,...,wlﬁ ,...,wk,l,wk,lﬁ,wk,wkH] CO]L.

Ja sabemos que os elementos 0 e w;,1 < j < k, sao inteiros em L. Deste modo, s
resta mostrar que wgy; também é um inteiro para concluirmos a inclusao. Como
nas provas anteriores, mostraremos que a norma e o trago de wy1, estao ambos em

Ok.

Tr(wit1) = Wit + Ops1(Wrp1) =
) ()
- o) ()

= wy € Ok.

N(Wkﬂ) = Wk+1-0k+1(wk+1) =w (1+292) (1+29’§) (Hg{%) T (1292) (%) Wi
<1+295f) (1+29§> (1+31"6> (#) (#) (12;9)

k
1 1-62 1
= SFWEW1 ( 5 = srwpw1 (—w1 + 1) = mw;, € Ok.




Discriminante 171

De fato, pois

() () (o) . (42) (52) (39) (59) = S = #1-w)

e
1+6*1-6* 1-60"" 1-4d
wi(—w +1) = 2 5 T 1 =y - —2"m,
j4 que d = 1(mod 2**2) implica que % =2"me

Y 1+05\ (14068 (1407 146 (1+6?
P 2 2 2 ) 2 2 )

Desses fatos, a partir da Proposi¢ao 1.7, segue que wi.1 € O e, por conseguinte,

segue a inclusao

2k—1 2k=1_1 ok=2_1
Z[1,0,...,0° " wi,wb,. .. wb , W, wall, ... welb e

Wk—1, wk*lea Wk, warl] C O]La

Portanto,

_ 2k—1 ok—1_1 2k=2_1
(’)]L—Z[l,e,...,@ ,wl,wlﬁ,...,wlﬁ ,(.UQ,UJQQ,...,WQQ ooy

Wi—1, Wk—10, Wi, wk+1],

0 que prova o resultado. O

6.2 Discriminante

Uma vez que conhecemos uma base integral de um corpo de niimeros, é propicio
calcular também o seu discriminante, ja que o mesmo depende do conhecimento de uma
base integral (qualquer uma) e possui diversas aplica¢oes na Teoria dos Numeros. Como
um exemplo, podemos citar sua utlidade para determinar quando um nimero primo se
ramifica no anel de inteiros algébricos de um corpo, ja que isso se verifica quando o mesmo
divide o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo (para mais detalhes, veja
[22]); além disso, conhecer o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo também
é necessario para calcular a densidade de centro de um reticulado algébrico. Assim sendo,
nesta se¢ao, generalizamos as expressoes dadas para os discriminantes encontrados nos
capitulos anteriores e damos continuidade a Secao 6.1 apresentando uma férmula para
o discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo de nimeros I = @((‘/E), onde

n=2% com k >1ed+#1um inteiro livre de quadrados, conforme o préximo Teorema.
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Teorema 6.11. Seja L. = Q(6), onde § = V/d , d # 1 livre de quadrados e n = 2*, com

k > 1. O discriminante do anel de inteiros algébricos do corpo I é dado por

4d, se k=1 e d = 2,3(mod 4)
d, se k=1 ed=1(mod 4)
D(L) = —n"d", sek >2 ed=2,3(mod 4)

—22(“”72))(2172k*(2171*1))d”*1, sek>2ed=2"4+1(mod 2" para 2 <1 <k—1¢

d = 1(mod 2*1) para | = k.

Demonstragio. Os valores do discriminante para d = 2,3(mod 4) ja foram provados no
Teorema 2.4 e o caso em que k = 1 e d = 1(mod 4) esté contido no Teorema 4.7. Além
disso, considerando o caso restante descrito para £ > 2, o mesmo ja foi demonstrado para
Il =2 el =3nos Teoremas 4.6, e 5.3. Assim, resta provar o resultado apenas para [ > 4,

conforme os passos a seguir. De acordo com o Teorema 6.9, uma base de O, é dada por
2 n_q n_q n_q K]
{1,9,9,...,92 ,wl,wlﬁ,...,w194 7&)2,&]29,...,(4}293 ,W3,W30,...,w3910 s, Wi—1,

=11 =11
wl_g,wl_QG,...wl_Qﬁz— ,wl_le,...wl_lﬁz— }

onde d possui as caracteristicas descritas no enunciado e de modo que os elementos da

ultima classe sdo fixos, sempre descritos por w;_1,w;_16, .. T Assim, conforme

o Teorema 1.32, segue que o discriminante do anel de inteiros algébricos de L. é dado

pelo determinante da matriz cujas entradas sao os tragos dos produtos dos elementos da

base do anel de inteiros algébricos O, de L. Assim, analogamente ao que fizemos nos
n

Capitulos 4 e 5, aplicando Laplace sucessivamente na segunda linha 5 — 1 vezes e, em

seguida, aplicando Laplace mais § — 1 vezes na segunda coluna, obtemos

2 n_q n_q N
DL<1,6,0 ,...,92 ,wl,w19,...,w194 ,...,wl,le,...,wl,l,wl,lezl 1 )—

ok—(1-2) ok—(1-2) ok—(1-3) ok—(1—4)

_(2]{)7([71)) (2k7(l72)) <2k7(173)) (2k7(l74))

o (Qk—3)2k*3(2k—2)2k*2(Zk—l)Q’“’l—222k—2dn—1 _
_ 2(k—(l—1))2’“*(1*2)+(k—(l—2))2k*(l*2)+(k—(l—3))2"*(l*3)+~~~+(k—2)2k*2+(k—1)(2’“*1—2)+2k—2dn—1.
(6.39)
k—(1—2)
O termo 2k-(-1’° origina-se dos 57 elementos pertencentes a tltima classe da base

(conforme Definigao 6.2), os quais sdo denotados por w;_16%,0 < x < 527 —1. Como nessa

classe as somas sido dividas por 27!, devido a prépria definicdo de w;_i, e Tr(0")=nd,



Discriminante 173

.. _n__9 _n__9 _n__
quando multiplicamos w;_102-T " por 0, w;_102-1 - por §? e, de modo geral, w;_102-T ¢

por 09, o trago do valor que resulta dessa multiplicacao é % = 2k=(=D( ¢, além disso,

essa serd a unica entrada nao nula da matriz na segunda linha e na segunda coluna,
as quais escolhemos para aplicar o Teorema de Laplace, ou seja, esse elemento, 2F~(=1)

multiplicara seus respectivos cofatores 57 vezes referentes as linhas e 5%y vezes referentes
171)21%(172)

as colunas, ou seja 2.5%7 vezes no total, donde surge o termo 2k—( , POis 2.5%7 =

k
% — 9k+1-(=1) _ 9k—(

considerando a multiplicagao de cada w;f#2" 7 por 07 (pode-se observar nas demonstragoes

'=2) valor de seu expoente. Utilizando o mesmo raciocicio, isto é,

dos Teoremas 3.2, 3.4, 3.7, e até mesmo dos Teoremas 4.6 e 5.3, que esses valores sao
unicos que interferem no resultado, ja que ao aplicar Laplace os outros termos vao sendo
eliminados), analisando a divisdo pela poténcia 2° que consta em cada classe de w;, onde
0 <i<1—2eonimero de elementos que a mesma possui (sempre 77, de acordo com
a Definicao 6.2), o qual serd mutiplicado por 2, pois consideramos as linhas e as colunas

simétricas, totalizando 2577 = 28~ onde 1 < i < [—2, ao agrupar os valores resultantes de

todos os tracos que possuem elementos da mesma classe, do tipo w0209, 1 < i < [ —2,
os quais constam nas linhas/colunas em que aplicaremos o método de Laplace, obtemos
2’“_i2k_id para < i <1l —2 e parai= 1, referente as multiplicacoes w; 02 ~90%, subtraimos
2 ao expoente, resultando em 2’“*12]67172, pois nao aplicamos Laplace na § + 1-ésima linha
nem na 3 + l-ésima coluna da matriz, as quais pernamecem para o determinante 2 X 2
final. Juntando estes fatos com o fato de que a matriz resultante apds os n — 2 passos,
tem determinante

on n

_7_77;2 _ 92k-2
4(1+cl) _4d_2 d,

n
n 2
4

| 2 2

I3
a3
—~
—_
QU

obtemos todos os valores que constam na Equagao (6.39).

Colocando 2~(=2) em evidéncia no expoente, segue que
_2(2’“*(1*2))(k—(l—1)+k—(l—2)+(k—(l—3))2+(k—(l—4))22+~~+(I<:—2)21*22(l~c—1)(2’“*1—2)+2k—2dn—1 _
_2(2’“*“*2))(k—(l—l)—i—k—(l—2)+(k—(l—3))2+(k—(l—4))22+~~-+(k—2)21*22(k(2’“*1—2k*1—2k+2)+2k—2dn—1 _
_2(2k—(l—2))(kf(lfl)Jrkf(172)+(k7(173))2+(k7(174))22+---+(k72)21_2+k2l—3721—3)dn71.
Portanto,

D(K) _ _2(2’“*(1*2))((k+k+2k+4k+8k+16k+~--+2l*3k)—((l—1)+(l—2)+(l—3)2+(l—4)22+~~-+2.2l*2+2l*3)dn—l'

(6.40)

1. Afirmacdo 1: k + k + 2k + 4k + 8k + 16k + --- 4+ 273k = 2!=2k. De fato, observe
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que {k,2k, 4k 8k,..., 272k} sdo termos de uma progressio geométrica de | — 2
termos e razao 2. Assim, podemos usar a férmula geral que determina a soma
dos termos de uma progressao geométrica para determinar o valor da soma k +
2k + 4k + 8k + 16k + - -- + 2!72k e, em seguida, é suficiente somar k para obter o
valor de k + k + 2k + 4k + 8k + 16k + --- + 2%k, Uma vez que S, = L0,
substituindo a; = k,q = 2 e n = [ — 2, segue que S;_y = k(22 — 1). Portanto,
k+ k4 2k + 4k + 8k + 16k + - - - + 2!73k = 2! 2k,

. Afirmagao 2: (I—1)+ (1 —=2)+ (1 =3)2+ (1 —4)22+ - +2272 4 2173 = 2071

para todo [ > 3. Primeiramente, observamos que

-1+ 1-2)+(1=3)2+(1—4)2%+---+2272 42173 =
= (L4142 + 22+ 214 -+ 274 4 23—
(14242342244 255+ 4274 — 2) +23(1 — 1)).

Vamos calcular o valor das duas somas destacadas pelos parénteses. Os elementos

{1,21,221,231,--- , 274, 21731} sdo termos de uma progressdo geométrica de razio
2. Assim, utilizando novamente que .S, = % e substituindo a; =1, ¢ =2 e
n=1—2, segue que S;_, = Z(ZZ# =272 — [. Logo,

L+ 1+204+ 221+ 231+ - 427 4 23 = 1202,

Agora, provaremos que 1+ 2+ 2.3 +224 + 235+ - + 2741 — 2) + 2173(1 — 1) =

21=2(] — 2) + 1, para todo [ > 3. Para isso, utilizaremos o Principio da Inducdo Finita,

mostrando que a afirmacao é verdadeira para k = 3 e, supondo que vale para [ = n,

provaremos que vale para [ = n+ 1, onde para o valor [ sao consideradas as [ — 1 primeiras

somas.

1. Passo base: A afirmacdo é verdadeira para [ = 3. De fato, 14+2 = 3 e 272(1-2)—1 =

2323 -2)41=2+41=3,

2. Passo indutivo: Suponhamos que a afirmacao é verdadeira para [ = n, isto é,

14+24234+2244+2°54+--+2"*(n—-2)+2"3(n—1)=2""2(n—2) +1,
que é equivalente a

2+23+2244+2254 42" n—2)+2"3n—-1)=2"%(n—-2)
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e, a partir disso, mostraremos que o mesmo vale para [ = n + 1, isto é, que
24+2.34+22 4423 54 - 420D (1) —3) 420D (n 1) —2) 4203 (n41) 1) =
2t =2((n 4 1) —2) = 2" L(n — 1).

De fato, pela hipétese de inducao, a igualdade

24+23+2244+2°54 42" n—2)+2"3n—-1)=2"%(n—-2)
é valida. Somando 2" 2n de ambos os lados, obtemos
24+234224+235+4-- 42" n—-2)+2"3(n—1)+2"*n =2""%(n—2)+2" ?n.
Logo,
24234224423 54 - 420D (4 1) —3) 20 D=4 (1) —2) 42 D3 (1) 1) =

2" %(n —2) + 2" ?n.
Além disso,
22 (n —2) 4+ 2" = 2" 2(2n — 2) = 2" 1 (n — 1),

donde segue a igualdade

2423422442354 4200D5((n 4 1) — 3) + 2 D=4 ((n + 1) — 2)+
420073 ((n 1) — 1) = 2HD=2((n 4 1) — 2) = 2" 1 (n — 1).

Assim,
(1420 + 2214+ 281 4 4281 2173 — (1424 2.3+ - -+ 274 (1 —2) +273(1 - 1))

=272 221 —2) 41 =21 — 1.

Substituindo a Afirmagao 1 e a Afirmagao 2 na Equacao (6.40), segue que

D(L) _ _22(’9*(1*2))(21*21@—(21*1—1))dn—1’

como queriamos provar. O sinal negativo da Equagao (6.40) e, consequentemente, do

resultado final, vem do fato que, ao calcular o determinante da matriz pelo método
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de Laplace, obtemos
(=)™ (= 1)Ly (L1)FH2H2
referente a parte superior, e
(_1)%+1+2<_1)g+2(_1)g—1+2m(_1)3+2

referente a parte inferior. Dessa forma, sao § — 1 termos em cada uma dessas duas

parcelas, totalizando n—2 termos, onde, metade dos expoentes sao impares e metade

sdo pares. Sendo assim, ha ”7_2 expoentes pares e ’%2 expoentes impares, isto é,

2k2*2 = 2(2:1_1) = 21 _ 1 de cada. Como k > 1, hd uma quantidade impar de

expoentes impares e, consequentemente, o valor fica negativo.

Com isso, provamos o resultado. O

6.3 Exemplos

Por meio dos resultados apresentados nos Teoremas 6.9 ¢ 6.11, determinamos uma base
do anel de inteiros algébricos e o discriminante do anel de inteiros algébricos de alguns
corpos de nimeros do tipo Q( 2%) Os valores que encontraremos por meio das formulas
podem ser verificados fazendo uso de algum software como, por exemplo, Magma ou
Wolfram Mathematica. As bases dadas pelo Magma sao exatamente iguais as encontradas
nos exemplos abaixo, enquanto as obtidas pelo Wolfram Mathematica sdo diferentes,
porém, sao equivalentes, uma vez que fornecem o mesmo discriminante.

Exemplo 1. Seja L = Q( ¥/17). Como d = 17 ¢ inteiro e livre de quadrados, e d = 1
(mod 16) de modo que 16 é a maior poténcia de 2 que divide d — 1, segue, de acordo com

o Teorema 6.9, que uma base integral de IL é dada por

31 15 7 2 3 4 5 6 7
{1,0,...,9 7&)1,&)10,...,&)1‘9 ,CUQ,(A)QQ,...,CUQH ,wg,wgé,wgﬁ ,w39 ,w30 7CU39 ,w39 ,w30 }

32 16 32 48 8 16 24 32 40 48 56
onde 6 = /17, wy = L2 () = LHOOHO200 ) 150°461040 +g +010404846%

Ademais, de acordo com o Teorema 6.11, o discriminante do anel de inteiros algébricos

de L é dado por
_ 2k (22— (2171-1)) yn—1

Assim, como [ = 4,k = 6,d = 17 e n = 64, substituindo esses valores na férmula obtemos
_216><171763 — _22721763.

Exemplo 2. Seja L = Q('3/257). Como d = 257 é inteiro e livre de quadrados, e
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d =1 (mod 256) de modo que 2% = 256 é a maior poténcia de 2 que divide d — 1, segue,

de acordo com o Teorema 6.9, que uma base integral de I. é dada por
2 63 2 31 2 15 2 7
{1,9,0,...,9 ,wl,wle,wle,...,wle ,WQ,WQQ,WQQ,...,WQQ ,UJ3,W30,W30,...,W30,

2 3
w47w407w40 ,W40 7w5aw597w6aw7} .

128 o 1+964 o 1+932+964+996 o 1+916+032+948+964+980+996+0112
onde 6 = V257, w; = 55—, wy = T —— w3 = S ,
1+98+916+924+932+940+948+956+964+972+980+988+996+9104+9112+9120

Wy =
16 )
_ 1+9498_,’_912+,..+0112+0116+9120+9124 - 1+02+94+06+08_,’_”._’_0120_'_9122_,’_0124_"_0126
Ws = 32 » W6 = 64 €
W = 1+9+02+93+theta4+~~-+9124+9125+9126+9127
[ 128 :

Ademais, de acordo com o Teorema 6.11, o discriminante do anel de inteiros algébricos
de L é dado por

222k (2171 1)) gn—1

Assim, como | = 8,k = 7,d = 247 e n = 128, substituindo esses valores na férmula

obtemos —22' (2°x7=(2"=1))94 7127 _ __ 9642947127

6.4 Consideracoes finais

O problema de determinar explicitamente bases para anéis de inteiros algébricos acar-
reta em diversos desafios, pois sao poucas as ferramentas disponiveis para sua resolucao
e, por essa razao, sao poucos os trabalhos que abordam esse problema para além do corpo
monogénico ou casos particulares. Esse capitulo, no entanto, fornece a resposta para
uma familia inteira de corpos, onde uma base do anel de inteiros algébricos é descrita de
maneira extremamente simples, tal qual a férmula apresentada para o calculo do discri-
minante. A possibilidade de determinar facilmente e rapidamente uma base integral e o
discriminante do anel de inteiros algébricos de um corpo puro cujo grau é uma poténcia
de 2 tem vantagens em varias areas da Matematica e da Ciéncia da Computacao, dada a
importancia dessa familia de corpos e também devido as diversas aplicagoes que podem

ser feitas pelo conhecimento dessas duas informagoes: base integral e discriminante.
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Neste trabalho, apresentamos uma base integral e o discriminante do anel de inteiros
algébricos dos corpos L = Q( 2%), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados. Provamos
que o corpo L de grau n = 2¥ possui k + 1 estruturas de bases integrais distintas, a qual é
determinada pelo valor de d, sendo uma quando d # 1(mod 4), e k possibilidades quando
d = 1(mod 2'), uma para cada valor de [, onde 2 <[ < k + 1, sendo 2! a maior poténcia
de 2 que divide d — 1, exceto quando [ = k + 1, pois este corresponde ao maior valor de
[ que altera a estrutura da base. Desse modo, conhecendo o valor do grau n = 2¥ e o
valor de d, é possivel estabelecer uma base integral e o discriminante a ela associado para

qualquer corpo IL desse tipo.

No primeiro capitulo fizemos uma breve revisao de alguns conceitos da Teoria Algébrica
dos Numeros, onde destacamos a Proposi¢ao 1.39, cuja importancia no desenvolvimento

das demonstracoes ficou evidente em cada caso.

O segundo capitulo foi totalmente voltado aos corpos monogénicos, onde utilizando
o conceito de indice e baseando-se em [10], descrevemos valores de d tais que o anel de
inteiros algébricos do corpo L = Q( 2%) possui base potente. Esse tipo de abordagem
tem sido muito utilizada e dentro deste escopo é possivel desenvolver varios trabalhos
distintos, fixando alguma familia de corpos de niimeros e buscando os valores tal que uma
base do anel de inteiros algébricos é uma base potente, por exemplo, podemos determinar
os valores de d que tornam o corpo de niimeros L. = Q( \’7&), onde n = 3.5%.2", monogénico.
Ainda dentro dessa perspectiva, é possivel analisar os valores de d tal que uma base do
anel de inteiros algébricos é potente, nao necessariamente sobre o conjunto dos nimeros
inteiros, mas sobre outros corpos intermediarios. Observando os resultados apresentados
neste trabalho, podemos constatar que dado L. = Q( 2\73), tal que d = 2! + 1(mod 2'+1)
para todo 2 <[ < k — 1, entdo L é monogénico sobre K = Q( 2197\1/3), ja que Op = Ok[0).
Uma andlise similar pode ser feita para diversos corpos em que é conhecida uma base

integral sobre Z.

No terceiro capitulo, em cada se¢do, apresentamos as bases integrais e os discriminantes

a elas associados dos corpos L = Q( 2{“/&) para algum caso particular, ou seja, especificando

179
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o valor de k. Para cada valor de k analisado, designadamente, 4, 8,16 e 32, percorremos
todos os valores inteiros de d # 1 livre de quadrados e explicitamos tanto uma base do
anel de inteiros algébricos como o discriminante, ambos em func¢ao do valor de d. Dessa
forma, foi possivel identificar o padrao que as bases seguem para cada valor de d, as quais
se repetem periodicamente modulo 25!, além de adquirir familiaridade com a técnica
utilizada nas demonstragoes, ja que todos os casos foram detalhadamente demonstrados
(exceto grau 32 por ser similar aos demais). Seguindo nessa linha, existem varios trabalhos
na literatura que fixam um determinado grau e exploram os valores e congruéncias de d
a fim de obter bases integrais para esses tipos de corpos, como por exemplo no artigo
[31], onde dado o corpo L. = Q(v/d), com d # 1 um inteiro livre de quadrados, foram
apresentadas 6 estruturas de bases integrais distintas conforme a variacdo do valor de
d. Nesse contexto, podemos considerar, por exemplo, o corpo de grau 10, ou seja, L. =
Q( Vd), com d # 1 um inteiro livre de quadrados e apresentar uma base integral de
L = Q(Vd) para certos valores de d. Além disso, é possivel analisar casos onde d
nao ¢ livre de quadrados, como foi realizado, por exemplo, no artigo [18], onde foram
determinadas bases integrais do corpo L = Q({‘"/E), onde d # 1 nao é livre de quadrados e
¢ livre de cubos. Nesse sentido, considerando graus maiores, existem varios casos a serem

explorados.

No quarto capitulo, focamos em determinar uma base integral do corpo L. = Q( 2%)
para uma familia de valores de d formada pelos elementos tais que d = 5(mod 8), a qual
é englobada em todos os corpos cujo grau é uma potencia de 2, exceto no caso de grau
2. Além de explicitar uma base integral, também fornecemos uma férmula que permite
o calculo do discriminante do anel de inteiros algébricos de I conhecendo-se apenas os
valores de k e d. O quinto capitulo segue o mesmo raciocinio, porém a familia de valores de
d que analisamos sao as formadas pelos elementos tal que d = 9(mod 16). Dentro dessa
linha outros trabalhos podem ser analisados e generalizados. Podemos considerar, por
exemplo, os corpos cujo grau é uma poténcia de 3 do tipo L = Q( 3%), onde d # 1 é um
inteiro livre de quadrados, pois através de uma andlise de suas bases intergrais é visivel
que seu anel de inteiros algébricos também possui um certo padrao em sua formacao,
onde o valor que determina a estrutura da base é o resto da divisao de d por 9 e de d
por outras poténcias de 3. Assim, uma possibilidade de iniciar o estudo dos corpos cujo
grau é uma poténcia de 3, é fixando, por exemplo, os corpos L = Q( 3%), onde d # 1
¢ um inteiro livre de quadrados e tal que d = 10(mod 27) determinando uma base do
anel de inteiros algébricos restrito a esse caso. Uma vez que se tenha respondido a essa
questao, pode-se avangar para a familia de valores de d # 1 tal que d = 28(mod 81), e

assim, sucessivamente.

Agora, no sexto capitulo, estendemos os resultados feitos nos capitulos anteriores
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apresentando uma base integral e o discriminante do anel de inteiros algébricos para
qualquer corpo puro da forma L = Q( 2%), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados.
Partindo desse mesmo raciocinio, outras familias de corpos podem ser analisadas a fim de
encontrar uma base do anel de inteiros algébricos e o seu discriminante, como por exemplo,
os corpos L = Q( 2f/c_l), onde d # 1 nao é livre de quadrados ou os corpos puros de grau
3.28 com k € N, da forma L = Q( 3‘2%), uma vez que o grau da extensao K C LL para
K = Q( 3‘2’“‘\1/3) também ¢é 2, possibilitando utilizar o mesmo raciocinio utilizado nesse
trabalho. Analisar familias de corpos desta natureza é pertinente, ja que existem varios
artigos explorando os corpos de grau 6 e, neste caso, o estudo dos corpos L. = Q( 325/3)
representa uma generalizacao.

Finalmente, vale ressaltar também, que a presente tese foi desenvolvida sempre direci-
onando a analise da parte tedrica. Neste sentido, existem varias possibilidades de estudos
de corpos puros da forma L. = Q(3/d), onde d # 1 é um inteiro livre de quadrados, tanto
na parte tedrica quanto na parte de aplicagoes. Nesta linha, encaminhando-se agora para
a parte das aplicagoes, utlizando os resultados aqui apresentados, é possivel analisar a te-
oria de reticulados algébricos via o homomorfismo canonico tanto na busca de reticulados
em relagao a densidade de centro, quanto na busca de reticulados bem arredondados cujo
grau é uma poténcia de 2, ou seja, buscar reticulados de grau 2* que possuem boas pro-
priedades. Entretanto, como nesse caso o corpo L é misto, ou seja, possui monomorfismos
reais e complexos, existe a necessidade de explorar uma forma trago para o seu calculo,
uma vez que a forma traco conhecida é dada para corpos totalmente imaginarios ou corpos
totalmente reais. Assim, determinar essa férmula é mais um dos possiveis trabalhos que

podem ser desenvolvidos futuramente.
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