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CARDOSO, T. R. Sobre interacgoes escalares e vetoriais na teoria de Duffin-Kemmer-
Petiau. 2010. 71 f. Dissertacao de Mestrado — Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2008.

RESUMO

O formalismo de primeira ordem de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) descreve particulas de
spin 0 e spin 1 e tem sido utilizado na analise de interagoes relativisticas de hadrons com nticleos
como uma alternativa para analise baseada nos formalismos de segunda ordem convencionais
de Klein-Gordon e Proca. Apresentamos a equagao geral de DKP, discutimos as condig¢oes
sobre as interagoes que levam a uma corrente conservada e os efeitos das transformacoes de
paridade, conjugacao de carga e reversao temporal. Adotando uma representacao especifica
para as matrizes de DKP, estabelecemos as equacoes de movimento para os componentes do
espinor de DKP na presenca das interacoes escalares e vetoriais. Salientamos que o componente
espacial do potencial vetorial nao-minimo nao pode ser absorvido no espinor. Mostramos que o
componente espacial do potencial vetorial nao-minimo poderia ser irrelevante para a formacao
de estados ligados para potenciais que se anulam no infinito mas que a sua presenca é uma
condi¢ao sine qua non para o confinamento. Algumas aplicacdes em potenciais unidimensionais
sao usadas para mostrar que o paradoxo de Klein nunca aparece no caso do acoplamento
vetorial nao-minimo, contrario ao que ocorre para um potencial vetorial minimamente acoplado.
Um aparente paradoxo relacionado a localizagao de bdsons na presenca de potenciais fortes é
resolvido através da introducao dos conceitos de massa efetiva e comprimento de onda Compton
efetivo.

PALAVRAS-CHAVE: Equacao de DKP, Paradoxo de Klein, Producao de pares, Localizacao,
Estados ligados, Estados de espalhamento.



CARDOSO, T. R. On the scalar and vector interactions in the Duffin-Kemmer-Petiau
theory. 2010. 71 f. Master (Physics) — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta,
Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2008.

ABSTRACT

The first-order Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) formalism describes spin-0 and spin-1 parti-
cles and has been used to analyze relativistic interactions of hadrons with nuclei as an alternative
to their conventional second-order Klein-Gordon and Proca counterparts. We present the gen-
eral DKP equation, discuss conditions on the interactions which lead to a conserved current
and effects of parity, charge-conjugation and time-reversal transformations. Adopting a specific
representation for the DKP matrices, we set up the equations for the components of the DKP
spinor in the presence of scalar and vector interactions. We point out that the space compo-
nent of the nonminimal vector potential can not be absorbed into the spinor. We show that
the space component of the nonminimal vector potential could be irrelevant for the formation
of bound states for potentials vanishing at infinity but its presence is a sine qua non condition
for confinement. Some aplications in unidimensional potentials are used to show that Klein’s
paradox never appears in the case of a nonminimal vector potential, contrary to what occurs
for a minimally coupled vector potential. An apparent paradox related to the localization of
bosons in the presence of strong potentials is solved by introducing the concepts of effective
mass and effective Compton wavelength.

KEYWORDS: DKP equation, Klein’s paradox, Pair production, Localization, Bound states,
Scattering states.
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Capitulo 1

Introducao

O formalismo de primeira ordem de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) [1]-[2] descreve particulas de
spin 0 e spin 1 e tem sido utilizado na analise de interagoes relativisticas de hadrons com niticleos
como uma alternativa para analise baseada nos formalismos de segunda ordem convencionais de
Klein-Gordon e Proca. O 6nus da equivaléncia entre os formalismos representou uma objegao
a teoria de DKP por um longo tempo e somente recentemente foi mostrado que elas levam ao
mesmo resultado no caso das interagoes vetoriais minimamente acopladas, sob a condicao da
correta interpretacdo dos componentes do espinor de DKP [3]-[4]. No entanto, a equivaléncia
entre os formalismos de DKP e Proca ja tinham um precedente [5]. A equivaléncia nao é
mantida se considerarmos correntes parcialmente conservadas [6] e o formalismo de DKP mostra
ser melhor do que o formalismo de Klein-Gordon na andlise dos decaimentos K3, na razao
L'(n — vv)/T(7® — 47), e nos deslocamentos de niveis e larguras em Atomos pionicos [7].
Além disso, o formalismo de DKP goza de uma riqueza de acoplamentos incapazes de serem
expressos nas teorias de Klein-Gordon e Proca. Um nimero de diferentes acoplamentos no
formalismo de DKP, com acoplamentos escalar e vetorial em analogia com a fenomenologia de
Dirac para o espalhamento de préton-ntcleo, tem sido empregado no tratamento fenomenologico
de espalhamentos eldsticos méson-nicleo em médias energias com uma melhor concordancia
com os dados experimentais quando comparado aos formalismos de Klein-Gordon e Proca [8]-
[13]. Por outro lado, a teoria de DKP experimentou uma nova retomada devido a descoberta de
uma nova corrente vetorial conservada 3|, [14]-[20], cujo componente temporal positivo-definido
poderia ser um candidato a uma corrente de probabilidade, e como bonus uma esperanca para
evitar o paradoxo de Klein para os bosons [20]. No entanto, foi mostrado que a nova corrente
proposta é um fiasco como uma corrente de probabilidade [21]. Um esfor¢o para aliviar a
situagdo dessa nova corrente foi feito em [22] mas em [23| foi mostrado ser indefensavel. Na
referéncia [23] também foi mostrado que o paradoxo de Klein pode existir na teoria de DKP
com interacoes vetoriais minimamente acopladas. A teoria de DKP também experimentou um
novo folego no contexto de aplicagoes em cromodinamica quantica [24], dindmica hamiltoniana
covariante |25], espago de fase relativistico |26|, espago-tempo curvo |27|, abordagem causal
[4], |28], tunelamento superlumial [16], modelo de Bohm [15], [17], |21], tunelamento temporal
[18], matriz-S [29], invariancia de Galileu em cinco dimensoes [30], mecanica pseudocléssica
[31], condensado de Bose-Einstein [32], campos magnéticos homogéneos [33], fase de Aharonov-
Casher [34], potencial de Aharonov-Bohm [35], massa dependente do tempo e o potencial
degrau vetorial [36], massa dependente do tempo e campos vetoriais dependentes do tempo
[37], oscilador tensorial de DKP (acoplamento tensorial com um potencial linear) [38]-[44] e
suas propriedades termodinamicas [45], oscilador vetorial de DKP (acoplamento vetorial nao-
minimo com um potencial quadratico [39] e acoplamentos vetoriais minimo e nao-minimo com
um potencial linear [41]), oscilador de sexto grau (acoplamento tensorial com um potencial linear



mais um cubico) [46], potencial degrau [20], [47], [23|, potencial vetorial de Woods-Saxon [48],
potencial vetorial de Hulthen deformado [49], po¢o quadrado vetorial [50], potenciais vetoriais
coulombianos [42], [44],[50]-[52] e degraus vetoriais nao-minimos [53| e [54].

O proposito do presente trabalho foi a investigacao das propriedades da teoria de DKP
com interacoes escalares e vetoriais. Mostramos que acoplamentos vetoriais nao-minimos tém
sido usados impropriamente na fenomenologia dos espalhamentos elasticos méson-ntcleo [8]-[9],
[11], [13]. Particularizando para o caso da interacao vetorial ndo-minima, abordamos a solugao
exata para o espalhamento em um potencial degrau e o confinamento em um potencial linear,
neste ultimo caso obtemos uma espécie de oscilador de DKP vetorial [55] e [56].



Capitulo 2

A equacao de Duffin-Kemmer-Petiau

2.1 Propriedades Gerais

2.1.1 A equacgao de DKP e a algebra das matrizes 3"

A equagao de DKP para um boson livre é dada por 2] (com unidades em que A =c = 1)
(9 — m) = 0 2.1)
onde as matrizes B* satisfazem a algebra
prB BN + BBV = g Bt + g B (2.2)

em que o tensor métrico é dado por ¢g" =diag(1l,—1,—1,—1). ¢g"” apresenta as seguintes
propriedades

g = g’
(") =1 (2.4)

uma relagao 1til é obtida fazendo A = v = p em (2.2)
(B")° = prg™ (2.5)

O conjunto de matrizes n* que complementa as matrizes S sao definidas por
=26t — gt (2.6)
onde (n*)* =1,

(n")* = (26" —g") (268"B" — g"*)
= 4(B") =48 g™ + (9)
= 4B (B —4(B") g 1
= AQrBrgH — 4 (ﬁu)2guu +1
=1 (2.7)
A comutatividade entre as matrizes " e as matrizes n* pode ser determinada multiplicando

(2.6) por 8* a direita
et =2(8") B — g3 (2.8)



Fazendo v = p1 em (2.2) temos
(8")" B+ B (8)° = g™ 3" + g™ (2.9)
substituindo (2.9) em (2.8)

nt 3>

2 [g B + gp — B (8] — g3
— 2g>\uﬁ)\ . 25)\ <5u>2 +gupﬁ)\
= 2gM30 — BN [2(8") + g

= 293 — gt (2.10)
de forma que
PO+ Pt =205 2.1)
ou seja,
{n". "} =298 (2.12)
portanto
{ﬁ“»ﬁ’\}:(), #7&)\
(2.13)
{n.8*} =290, p=A
Para o caso em que p = A teremos, multiplicando (2.6) por 5" a direita
et = 2 (ﬁu)2 B — ghrar
= 20— g
= prgen (2.14)
analogamente, multiplicando (2.6) por 8" a esquerda
o = g (215)
subtraindo (2.15) de (2.14) temos
ntprt =gt =0 (2.16)
ou seja,
[7",8"] =0 (2.17)

A relacao de comutagao entre os n* pode ser obtida diretamente, multiplicando (2.6) por
n” a direita
= 0t [2(87)° - ¢ (2.18)
= () - g
= 2(0"p") B — g™ "
= 2(26"g" - p'n") 8" — g""n"
= AprpYg" =28 (n"B") — 9" n"
= 4p"p"g" — 28" (28"¢" — B'n") — g"'n"
= AptGTg" —ApT g 2676 — ¢ "
= 4g™ (B"B" = BV B") + (288" — g™ 0"
= Ag™ 8", 8] +n"n" (2.19)
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de forma que

n'n” —n'n" = 49" [8*, 5"

para o caso em que (i = V temos

(", 1"] =0
As matrizes n* também sdo hermitianas, ou seja, n*f = n*:
(8" — grut
( 6HT)2 _ g
g ﬁu)Q — gt

nuT —

6#)2 — gh

2
2
2(
= 209" () ~ g
Y

(2.20)

(2.21)

(2.22)

E possivel determinar uma matriz D que atue sobre as matrizes S e forneca seu conjugado

hermitiano
Dp*D = ﬁm‘
em que D é tal que D? = 1. Desta forma
D@D = ﬁuT
gl B

multiplicando (2.24) por D a direita temos

DB" = g" 31D
multiplicando (2.24) por D a esquerda temos

8D = gh" D

de forma que

(8", D] = g™ [D, 3]
ou seja,

(¢ +1)[D,"]=0

(2.28) deve ser valida para todo p. Portanto
[D,B*] =0
mas, de (2.17) temos que

et = Brpt

"D (Dp") = (B"D) Dy

uma vez que D? = 1. Como D" = B*D , temos
8D (Dy* — 1" D) = 0

e concluimos que
[D,n"] =0

12

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



Como, de (2.21), [n*,n"] = 0, D pode ser escolhida como

D=n" (2.33)
onde se verifica que
D*= (")’ =1 (2.34)
Com (2.23) temos que
BHT = ph Bl = ghegh (2.35)

multiplicando (2.35) por n* & esquerda

Bint = gt ae

= g (236)
multiplicando (2.36) por n* & direita
B = g (2:37)
ou seja,
(1—g")p"=0 (2.38)

que é satisfeita somente para o caso em que pu = 0. Desta forma
Bt =g = g (2.39)

Portanto, a matriz responsavel pela conjugacao hermitiana das matrizes 3* é a matriz n°, ou
seja, as matrizes 3* sao hermitianas com respeito a n°.

2.1.2 A equacao de DKP conjugada

Aplicando o conjugado hermitiano sobre a equagao de DKP (2.1) temos

(18”0, —m)y]" = 0
—i@MwTﬁ“T—mwT — 0
0,050 + myt = 0 (2.40)

multiplicando (2.40) por n° & direita

0,0 80’ n° +myt® = 0
0,0’ + mytn® = 0 (2.41)
definindo o espinor adjunto 1 B
- (2.42)
obtemos a equagao de DKP conjugada
10,0 B" +myp =0 (2.43)

13



2.1.3 A equacao da continuidade na teoria de DKP

A equagao da continuidade na teoria de DKP ¢ obtida através do seguinte processo: multipli-
cando a equacao de DKP (2.1) por ¢ a esquerda

WO —myp =0 (2.44)
e multiplicando a equagio de DKP conjugada (2.43) por ¢ a direita
10,0 8"Y + miph = 0 (2.45)
somando (2.44) e (2.45) ) )
VB3O + O Mh =0 (2.46)
ou seja, B
O (VB*) =0 (2.47)

desta forma é possivel definir a densidade de quadricorrente’

T = SOy (2.48)
onde
Po= Sie=p
7= gt (2.49)
e a equagao (2.47) se torna
0,J" =0 (2.50)

que possui a forma da equacdo da continuidade. No entanto, o componente temporal de J* (ou
seja, JY) ndo é positivo-definido, o que impede que J° seja interpretado como uma densidade de
probabilidade. Todavia J° pode ser interpretado como uma densidade de carga. A carga nao
deve ser pensada necessariamente como uma carga elétrica, mas como uma carga generalizada
que satisfaz uma lei de conservagao aditiva, por assim dizer que a carga de um sistema é a soma
das cargas de suas partes constituintes.

2.1.4 Condicao de normalizacao e os valores esperados

A condigao de normalizagao [ drJ° = £1 é expressa na teoria de DKP como

/dwﬁ% =42 (2.51)

em que o sinal positivo (negativo) deve ser usado para uma carga positiva (negativa). O valor
esperado de qualquer observavel O é dado por

dr P 3° O
o) Laritos
Jdr %y
onde O deve ser hermitiano com respeito a 3°, ou seja, (3°0)" = 820, para assegurar que (O)
seja uma quantidade real.

(2.52)

1O fator % (sem implicagdes na lei de conservacio) é necessario para que se obtenha uma densidade de
quadricorrente em conformidade com aquela usada na teoria de Klein-Gordon e seu limite nao-relativistico (ver

e.g. [57])-
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2.1.5 As representacoes irredutiveis da teoria de DKP

As representacgoes da teoria de DKP sao redutiveis e podem ser decompostas em trés represen-
tagoes irredutiveis: uma representacao de primeira ordem (trivial) sem significado fisico, uma
representagao de quinta ordem que descreve particulas de spin 0 (também chamado de setor
escalar da teoria de DKP) e uma representacdo de décima ordem representando particulas de
spin 1 (ou setor vetorial).

O espinor de DKP apresenta um excesso de componentes e a teoria deve ser suplementada
por uma equagao que permita a eliminagao dos componentes redundantes. Esta equacao é
obtida multiplicando a equagdao de DKP (2.1) por 1 — 3°3°

(i*0, —m)y =0
(1=3°3") (i8"0, —m) ¢ = 0
(1—3°8%) (i + i'0; — m) ¥ = 0
B0 + i) — mp — i (8°)° 8o — i (8°)% B0 +m (8°) ¢ = 0 (2.53)
de (2.2) temos, para o caso em que p=v =A=0
(89 = p° (2.54)
analogamente, para u =v =0e A\ =1
(8°) 8" =p = 5" (5") (2.55)
e reescrevemos (2.53) como
8000 + i O — mp — i80 — i |8 = 5 (8°)°] i+ m (8°) =0
i (5°) 0o +m (8°)* b —mep =0 (2.56)

ou seja,
i3'6°3°0sp = m (1 - B°B°) ¥ (2.57)
A equagdo (2.57) expressa trés (quatro) componentes do espinor pelos outros dois (seis)
componentes e suas derivadas espaciais no setor escalar (vetorial) de forma que os componentes
supérfluos desaparecem e restam somente os componentes fisicos da teoria de DKP. As equagoes

de Klein-Gordon e Proca sao obtidas selecionando os setores de spin 0 e spin 1, respectivamente,
da teoria de DKP para um boéson livre.

2.1.6 Uma representacao para as matrizes ("

No estudo da teoria de DKP utilizaremos uma representacao em que as matrizes 5" sao reais.
Uma representagao para as matrizes 3" do setor escalar pode ser escrita como [51]

g 0 , .
5 — (GT 0), g = (_Z.T /3), i=1,2,3 (2.584)
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onde
o _ (01 (=10 0
—\10/0 P=Vlo 0o
0 —1 0 /00 -1
o0 0o/ P7\oo o

em que 0, 0 e 0 sdo 2x3, 2x2 e 3x3 matrizes nulas, respectivamente, enquanto o sobrescrito

T designa a matriz transposta.
Uma representagao matricial para o setor vetorial é dada por [50|

(2.59)

P2 =

0 000 0 0 e 0
T =T .
00 oI o : 0 0 0 —is;
0 __ i 3
T=lo" 100" 77| 0o 0o o (2.60)
0" 00 0 0 —is; 0 0
onde s; sao as matrizes 3x3 em que (Si)jk = —1i€jk, €; 520 as matrizes 1x3 em que (ei)u = 05

el = (0 0 0), enquanto I e O designam as matrizes 3x3 identidade e nula, respectivamente.

2.1.7 O operadorador projecao nos setores de spin 0 e spin 1 da teoria
de DKP

Do estudo das representacoes irredutiveis da teoria de DKP, foi observado que o espinor de DKP
apresenta um excesso de componentes e que o uso da equagao (2.57) exclui tais componentes
supérfluos do espinor, restando apenas seus componentes fisicos.

Para o setor de spin 0 da teoria de DKP, existe o operador projecao P que, além de selecionar
o setor escalar da teoria de DKP, prové apenas o componente fisico do espinor quando aplicado
a 9. De maneira andloga, para o setor de spin 1 h& o operador R* que seleciona o setor vetorial
da teoria e dispoe os componentes fisicos do espinor quando aplicado a .

Aplicando o operador P a equacdo de DKP (2.1) temos

iPB 1) — mPY = 0 (2.61)
definindo
Ppt = pr (2.62)
reescrevemos (2.61) como
i0,P") — mPy = 0 (2.63)
Aplicando P” a equagao de DKP (2.1)
iPY B9, — mPY = 0 (2.64)
como PV = PBY[(* temos, da algebra de DKP (2.2) e fazendo A\ = p
prpe " = g™ p"
(86" —g") B* =0 (2.65)
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portanto
BB = g (2.66)

e (2.64) pode ser reescrita como

19" 0, P — mP") =0

10" Pty — mP") =0 (2.67)
ou ainda _
P = 0" Py (2.68)
m
substituindo (2.68) em (2.63)
i0, (%aﬂpzp) —mPy =0 (2.69)
logo
0, 0" (PY) +m?* (Py) =0 (2.70)

denominando Py = k¢, podemos reescrever (2.70) como
(8,0" +m?) Y =0 (2.71)

que é a equacao de Klein-Gordon para um boson livre.
O operador projeciao P deve obedecer a P> = P e PT = P, de forma que, na representacio
das matrizes " dadas por (2.58a), P ¢é escrito como [64]

P = % (BB, — 1) = diag(1,0,0,0,0) (2.72)

assim, ao aplicarmos P ao espinor ) obtemos

Py = (2.73)

coc oo

donde é possivel inferir que o componente fisico do espinor ¢ para o setor escalar é dado por vy,
de forma que os quatro componentes restantes do espinor (12, 13, 14 e ¥5) podem ser escritos
em termos de ;. Portanto, quando o operador projecao P ¢ aplicado a equacao de DKP
livre, imediatamente o setor de spin 0 da teoria é selecionado, fornecendo apenas o componente
fisico do espinor, que na presente representacao é dado por ;, que obedece a equacao de
Klein-Gordon livre.

Para o setor vetorial, R* é escrito como [63]

R* = (ﬁl)z (52)2 (53)2 (6“50 . gp,O) (2‘74)

definindo
R = RFBY

temos as seguintes propriedades

R™ = —R" (2.75)
R,uuﬁa — R,ugl/a o Ryg,ua
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obtidas através de
R = ()8 (8) (08 = g)
= (@) @) @) (8 - gt
Da algebra (2.2), temos
BB = —B" 88" + g8 + g7 "
e (2.76) se torna

R = (BY) (%) () (=8"6°8" + 98" + 98" — g"°8")
= (8)°(8) (8) (=0"8°8" + g°8" + 98" — g°8")
= —(8) () (") (86"~ g) &

— _Rv
portanto, R* = —R"". A segunda propriedade é obtida através de

Ruuﬁa — Ryﬁuﬁa

= (817 (8 (8%)° (BB° "B — 8" 3%)

Da algebra (2.2), temos
6061/604 — _60461/60 _i_gOVﬁa _i_gcwﬂo
logo

Ruuﬁa — (ﬁl)Q (ﬁ2)2 (53)2 (_6(161/60 _’_901/5& _i_goa/ﬁo _gu06uﬁa)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

como, de (2.66), 3“3° = g"°, analogamente temos que 3“3 = g"*. De (2.3), " = ¢"°, temos

R“Vﬁa — (ﬁ1)2 (52>2 (53)2 (_guaﬁuﬁo _'_gVOg,ua + gyaﬁuﬁo o g,u[)gua)
= (B (B (B) (5 =) g = (8) (5) (5) (58" = )

— R,u,gl/a o Rz/g,uoz
portanto, R* (3% = RFg"* — R gh~.
Aplicando R* a equacao de DKP (2.1)

iR 370,00 — mRM) = 0
i0, R"™ 1) — mRMp = 0
0, R" 1) = —imR*")

aplicando R* & equagao de DKP (2.1) temos

iR™ 30,10 — mR™p = 0
i0o (R'g™ — R"g") 1) — mR" = 0
Oug" " R = Dag"® R'Y = —im Ry
&’ Ry — 0" R = —im Ry

definindo
UM = oF R — 0" RF
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reescrevemos (2.84) como
U = —imR"™y

Ry =y (2.86)
m

substituindo (2.86) em (2.83)
d, (iUW> — —imR™p

m

O,UM = —m>RMyp (2.87)
temos, portanto

{ Um = "Ry — O R (2.88)

B,U"" = —m? Rh

que sao as equacoes de Proca para um boéson livre. Combinando as equagoes de Proca temos
que

9, (0" R"yp — 0" R"y) = —m> RFp
0,0" R*M) — 90,0 R + m*R") = 0 (2.89)
aplicando 0, a (2.89) obtemos

9,0,0" R'p — 0,0"0, R*p +m*0, Rt = 0
9,0" 0, R — 0,0"0, R + m*9, R = 0

m*9,R*p = 0 (2.90)
portanto
O R =0 (2.91)
aplicando (2.91) em (2.89)
(0,0 +m?) (R*¢) =0 (2.92)
Portanto, (2.92) satisfaz uma equagao do tipo Klein-Gordon para R* com um vinculo dado
por (2.91).
Aplicando R* ao espinor 1, na representacao das matrizes $* dadas por (2.60), temos
(G0 —y —3 —y
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0, _ 1, 2. 3,0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Logo, os componentes ¥y, ¥y, ¥3 e ¥4 sao os componentes fisicos do espinor do setor de spin
1 da teoria de DKP. Desta forma, estes quatro primeiros componentes do espinor (que sao os
componentes fisicos) obedecem a uma equagio do tipo Klein-Gordon livre, ao passo que os
outros seis componentes restantes (15, Vg, 17, Vs, P9 € 119) sdo escritos em termos dos quatro
primeiros componentes do espinor.
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2.1.8 O limite nao-relativistico da teoria de DKP livre

O espinor fisico da equacao de DKP livre para o setor escalar obedece a equagao de Klein-
Gordon. Consequentemente, o limite nao-relativistico da equacao de Klein-Gordon resultara
no limite nao-relativistico da teoria de DKP para o setor escalar. Com o Ansatz

b (7, t) = (7) exp (—imt) (2.94)

e com o fato de que no limite nao-relativistico a energia total da particula £ é muito proxima
da energia de repouso m, é possivel definir

e=E—-m (2.95)

de forma que a energia £ é nao-relativistica, ou seja, ¢ < m. Portanto,

0
za—f R ep L my (2.96)

Substituindo o Ansatz (2.94) em (2.71)
00" +m*p = 0

32
a_;f — V2 4+m*Y =0 (2.97)
com as aproximagoes
a_w — a_goe—imt o ims&e—imt
ot ot
= 8_@ —imyp | e”™
ot
~ —impe ™ (2.98)
e
82_¢ — 82_906—imt - Zma—spe imt zma—@e imt m290€ imt
ot? ot? ot ot
8290 . 890 2 —imt
= oz~ 2zm§ —mip|e
0 . )
~ —Zima—fe_’mt — mPpe” ™ (2.99)
temos que (2.97) pode ser reescrita como
T — 2 _—imt 2 _—imt 2 —imt
—QZmEe — m-pe — Vpe + mpe =0 (2.100)
Portanto,
0 1
Za—f + %VQQO =0 (2'101)

que é a equagao de Schrodinger livre.

Para o setor de spin 1 da teoria de DKP, o limite nao-relativistico de (2.92) resulta em uma
equagao de Schrodinger semelhante a (2.101); todavia, os vinculos dados por (2.91) permanecem
os mesmos e a equacao de Proca se reduz a equacao de Schrédinger livre mais os seus vinculos
quando levada ao limite nao-relativistico.
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2.1.9 As interacoes na teoria de DKP

A equacao de DKP com a interacao mais geral possivel é escrita como
(iB'0y —m —V) =0 (2.102)

Tal como no caso da teoria de Dirac, a matriz V' pode ser escrita em termos de estruturas que
exibem um comportamento bem definido segundo as transformacoes de Lorentz. Por causa
da maior dimensao das matrizes §*, comparada com as matrizes de Dirac, podemos esperar
um nimero maior de estruturas de Lorentz possiveis. Para o setor escalar, os acoplamentos
sao constituidos de dois escalares, dois vetores e dois tensores [64], a0 passo que para o setor
vetorial V' se apresenta como dois escalares, dois vetores, um pseudoescalar, dois pseudovetores
e oito termos tensoriais [59]. Os termos tensoriais sdo evitados em aplica¢oes porque fornecem
efeitos nao-causais [64]-[59]. Na presenga de interacoes, a equagao de DKP conjugada se torna

(i3 Db — mip = V)l = 0
_Z-awwm _ mwl‘ _ wTvT =0
0,0 B 0" + my’ + TV =0
10,0 " 81+ mptn® + PPV in® = 0
10,40 8" + maptn® + i n°Vin® =0 (2.103)
como ¥'n° = 1) temos que ) o

10,0 3" +map + Vi’ =0 (2.104)
A equacao da continuidade na teoria de DKP com interagoes gerais é obtida de maneira

analoga ao caso livre, multiplicando (2.102) por ¢ & esquerda, (2.104) por ¢ a direita e somando
ambas as equacoes resultantes, obtendo

10,08" + 9 (Vi = V)4 =0 (2.105)
mas J" = 1 3y; logo )
2i0, " + ¢ (VI = V)¢ =0 (2.106)
que pode ser reescrita como
O™ + %15 (V=n"Vin®) =0 (2.107)

e a quadricorrente sera conservada apenas quando V for hermitiano com respeito a n°.

Ressaltando que todas as funcoes potenciais a serem tratadas neste estudo sao reais, con-
sideraremos os acoplamentos escalar tipo 1 (V;(l)), escalar tipo 2 (V;(Q)), vetorial minimo (Afbl))
e vetorial nao-minimo (A,(f)) para os setores de spin 0 e spin 1 da teoria de DKP, de forma que
a matriz V' de (2.102) é escrita como

V=vVD+PV® 4+ AL +i[P, g AP (2.108)
e a equagao (2.102) se torna, portanto
(189, — m — VO — PV — g AW [P, 3] AP = 0 (2.100)

onde P é tal que 1Py ¢é invariante de Lorentz e coincide com (2.72) para o setor escalar da
teoria de DKP. Para o setor vetorial, contudo, P é dado por

P = (8"8, —2) = diag (1,1,1,1,0,0,0,0,0,0) (2.110)
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2.1.10 A equivaléncia entre a teoria de DKP e as equagoes de Klein-
Gordon e Proca para o acoplamento vetorial minimo

Do estudo do operador projecao nos setores de spin 0 e spin 1 da teoria de DKP foi observado
que os espinores fisicos da teoria de DKP livre obedecem & equacao de Klein-Gordon no setor
escalar e a equagao de Proca no setor vetorial da teoria. Todavia, esta correspondéncia também
ocorre para o caso do acoplamento vetorial minimo [65] nos setores escalar e vetorial da teoria
de DKP, e somente para este tipo de acoplamento.

A equacao de DKP com acoplamento vetorial minimo é escrita como

(i3"0, —m — B*AP)h =0 (2.111)

ou ainda
iB*(0, + 1A )Y — map = 0 (2.112)

. 1 . .
reescrevendo o termo 0, + @AL) como a derivada covariante

D, =9, +iA} (2.113)
obtemos
iB* Dy —mip =0 (2.114)
Aplicando o operador projecao P & equagao (2.114)
iPB" Db — mPy =0 (2.115)
como Ppt = PH
iD,P") — mPih =0 (2.116)

Aplicando P & equagao (2.114)
iP"" D, —mP") =0 (2.117)
como PY@H = g*' P

19" D, P) — mP"1
iD"Pi —mP")p = 0

assim, .
Py = LDV Py (2.118)
m
Substituindo (2.118) em (2.116) temos
. (.
iD,, (ED szb) —mPiyp =0 (2.119)
logo
(D.D" +m?) (Py) =0 (2.120)

Portanto, temos que o componente fisico do espinor obedece a equacao de Klein-Gordon mini-
mamente acoplada, em analogia ao caso do bdson escalar livre.
Para o setor vetorial, aplicamos R & equagao (2.114), obtendo

iR 3"D,ap — mR* =0 (2.121)
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como RY(* = R"¥
iR"MD, ) —mR") =0 (2.122)
D, (R") +imR") =0
Aplicando R"* em (2.114)
IR B*Datp — mR"Mp =0 (2.123)
como R""(3* = RVgl* — RFg"™

iDg (R”g" — R"g"*) ) — mR"¥1p = 0 (2.124)
iD" R — iD” R*)p — mR"p = 0
R4 = —— (D" R — D' R"))
m
definindo U"* = D" R*) — D' R"Y
Rp = — L yvm (2.125)
m
substituindo (2.125) em (2.122) temos
D, U™ +m*R" =0 (2.126)

que é a equacao de Proca minimamente acoplada.

2.1.11 A equacao de DKP independente do tempo

Se o potencial geral V' é independente do tempo, o Ansatz ¢ (7,t) = ¢ () exp (—iEt) pode ser
aplicado a equagao de DKP (2.102)

i3°00) +if'0p —myp — Vi) = 0
i3°84 (¢67iEt) +if6, ((befiEt) — mge " _ Ve Pt —
i30680e "t + iBie 05 — mbe F — Ve it = 0
BPEe™Fl ) +ifle P10, — mpeF — Ve =0 (2.127)
que pode ser reescrita como
BPE¢ +iB'0;¢0 — mp — V=0 (2.128)

com os acoplamentos escalar tipos 1 e 2 e acoplamentos vetoriais minimo e nao-minimo (2.128)
se torna

BES + B9 — me — (v;” +PV® 4 3040 1 34D 1P, B“]Aff)) 6=0  (2.129)
e a equacao de DKP independente do tempo com as interagoes escalares e vetoriais ¢, portanto
{50 <E - Ag”) +if (ai + ¢A§1>> — (m+ VO 4+ PV 1 i[P, ﬁ“]Aff))} 6=0  (2.130)

com a densidade de quadricorrente J* dada por
1-
= 6B

— %¢€+iEtﬁu¢€—iEt

1

= o8 (2.131)

Como (2.131) nao depende do tempo, ¢ (7') descreve um estado estacionario.
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2.1.12 Ortonormalidade na teoria de DKP

A equagao (2.130) para o par caracteristico (Ej, ¢x) pode ser escrita como

(Ek _ Aé”) by + i (52 + z‘Ag”) By — mey — iAD [P, B¢y = 0 (2.132)

e sua forma adjunta, pela mudanca de k por £/, como
— — . <— — —
(B = AY) e — i 89" (8 —iAD) = ey’ +iAD (PB4 =0 (2133)
Multiplicando (2.132) por ¢ & esquerda e (2.133) por 7°¢; a direita temos

(Ek — Aé”) Ow B2 1, + i B (5; + iAEI)) b — Mow P — Z'AE?)GZ_%' [P, "], =0 (2.134)

(Be— A) G0 — i (0, = iAD) oy — mwon + AL G [P, 3] 'n'én = 0 (2.135)

respectivamente. Subtraindo (2.135) de (2.134) e considerando que os espinores obedecem a
condi¢oes de contorno em que

/dT 0; (¢uB'dw) =0 (2.136)

temos

(Bx — Ev) / A1 ¢ P = 0 (2.137)

A equagao (2.137) é um argumento de ortogonalidade aplicado a equagao de DKP. Quaisquer
dois estados estacionérios com energias distintas e sujeitas a condi¢oes de contorno adequadas
sao ortogonais se

/ dr ¢p3°¢r = 0, para By # By (2.138)

E assim, de acordo com (2.51), os espinores ¢y, e ¢y serao ditos ortonormais se

/ dr ¢’ = £20p, 5, (2.139)

for satisfeita.

E importante observar que a equacdo de DKP independente do tempo é invariante sob
deslocamento simultianeo de E e A[()l), ou seja, invariante para & — FE + const e A(()l) —
A(()l) + const, como na equacao de Schrodinger, mas esta invariancia nao é mantida para o caso
com F e AgQ). Como A(()l) e A(()Q) sao os componentes temporais dos acoplamentos vetoriais
minimo e nao-minimo, respectivamente, é notério o comportamento anémalo do acoplamento
vetorial nao-minimo quando comparado ao acoplamento vetorial minimo.

2.1.13 Simetria PCT na teoria de DKP

Neste estudo seré estabelecida a simetria PCT da equacao de DKP com os acomplamentos
escalares e vetoriais, bem como serao definidos os operadores paridade, conjugacao de carga e
reversao temporal da presente teoria.
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A paridade é determinada através da aplicacao do operador paridade P = PPF,, em que
Py atua sobre as func¢oes efetuando a transformacao 7 — —7, procedendo como um operador
linear:

Py loof (7,t) + Bg (MO By = oof (=7.1) + Bg (=7 1) (2.140)

O operador paridade, quando aplicado sobre o espinor, fornece

Py (Fit) = PPy (7 t)

= Py (—7,t)
= ¢p(7t) (2.141)
de forma que
PPun)] = PIPU(-70)
= P |Pu (1)
= P (1)
= ¢ (Ft) (2.142)
portanto, a matriz P deve ser tal que P2 =1.
Aplicando P & equagao de DKP (2.109)
{2'756075-100 +iPFPIPOP T — m — PV P!
—PPP PV PP PANP — PP 75575
—iP[P, BO]P“PAO Pt _ P[P, FP P A? } b (7 ) = (2.143)
obtemos
{iPB*P~10y —iPB PO, —m — PV Py
~PPP' RV — PP R A P - PﬁiP—lp AV P
—iP[P, )P P AP Pyt — P[P, 3P Py AP } Vp (7 1) =0 (2.144)

Comparando as equagoes (2.109) e (2.144), de maneira a tornar (2.144) covariante, devemos
ter

7)507)71 — ﬁO
PP = (2.145)

que é satisfeita com P = exp(idp)n®. Como P? = 1, o fator de fase exp(idp) pode assumir os
valores 0 ou %, donde podemos inferir que

Pt = exp(—idp)n° = exp(—idp)n° (2.146)
de forma que P é unitaria, i.e.,
PPl =1 (2.147)
Como a matriz P comuta com n*, podemos assegurar que, sob paridade, as relagoes
PPPt = P
PP, AP~ = [P
PIP,G P = —[P,5] (2.148)
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sao obedecidas. As funcoes potenciais devem se comportar sob paridade como

PV (Pt Pyt = VIV (=7t)
PVP (Ft) Pyt = V& (=7t)
RAY (7o) Pyt = A (=7 t)
RAY () Pyt = =AY (<7
PAR (F )Pt = AP (=)
PAP (7Pt = —AP (=7 1)

A paridade da densidade de quadricorrente é obtida através de

1- 1
JH(F ) = SUB = Syl 8y

em que

como P = exp(idp)n°, inferimos que

logo
T = SR Py
= %Q/jpﬁlﬁuﬁwp
E determinamos a paridade de J°

P = S0P Py
= %wpﬁofﬁp
= Jp(7)1)
= JO(—7t)

portanto, J° é invariante sob paridade. Analogamente, para J°

TG0 = S0P g P
1 - .
= _§¢P51¢P
= _‘]IZD (T_.; t)
= _‘]i (_Fv t)

e J* muda de sinal sob paridade.
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Para a determinacao da paridade dos componentes do espinor faremos uso das representa-
¢Oes para as matrizes beta dos setores escalar e vetorial (dadas por (2.58a) e (2.60), respecti-
vamente). Aplicando o operador paridade sobre o espinor do setor escalar, temos

PU () = €l (<7t)

elépwl <_Fv t)
6’5P¢2 <_F7 t)
= —ePPhs (—F 1) (2.156)
—616}3204 (—F, t)
—€Z6P¢5 (—7?, t)

A paridade dos componentes do espinor nao pode ser determinada; todavia podemos determinar
a paridade relativa entre os componentes do espinor: os componentes 7 e ¥y tém mesma
paridade, oposta a 13, ¥4 e 5. Analogamente, para o setor vetorial, temos que os componentes

1/]17 ¢8; ¢9 € ¢10 tém mesma paridadea OpOSta‘ a ¢27 w?n 1/’4; 1/}57 ’lvbf)‘ € ¢7 . R
A conjugacao de carga é definida através do operador conjugacao de carga C' = CK, em que

K atua sobre as funcgoes efetuando o complexo conjugado e a conjugacao da carga, se portando
como um operador antilinear

Klaf (7.t) + Bg (O] K71 = o™ f&. (7, 1) + 8790 (7. ) (2.157)

em que o subscrito C' indica a troca da carga. A atuagao do operador conjugacao de carga
sobre o espinor fornece

Cy(r,t) = CKl/)( 1)
= CyYt (i)
= Yo (7, 1) (2.158)

de forma que

_ b (7,1) (2.159)

e a matriz C deve cumprir C* = 1.
Aplicando C' a equagao de DKP (2.109) obtemos

{—ics°Cc™19y —iCFCO; —m — KVIWK™!
—C'PCT'KVOK — B¢ ' KAVK T —cpic KAV K
+iC[P, I KAP K~ +iC[P, 5i]c—1KA§2>K—1} be (Fit) =0 (2.160)

Ao confrontarmos as equagoes (2.109) e (2.160), de maneira a tornar (2.160) covariante, encon-
tramos

CﬁOc—l _ _ﬁO
Cﬁic_l — _ﬁz
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que é satisfeita com C = exp(idc)n’n'. Como C? = 1, o fator de fase exp(idc) pode tomar os
valores 0 ou 7, donde concluimos que

logo, C é unitéria

CT

Lol
[CEEC]
e
=
|
.
%)
Q
~
=

cch =1

E podemos assegurar que, sob conjugacgao de carga, as relagoes

cCPC' = P
Clp,plc™ = —[P, 5
C[P’ﬁi]c_l = _[Pvﬂi]

(2.161)

(2.162)

(2.163)

sao obedecidas. As funcgoes potenciais, que sao reais, devem se comportar sob conjugacao de

Ccarga Ccomo

KV (Ft) K™ = Ve (70 = VO (7t
KV (F K = Ve (70 = V2 (70
KAP F) K™ = AQ (1) =—AP (7
KAD ()K= = Al (7 t) = —AY (71)
KAPY )k = AQ (7 1) = AP (7t
KAP (Ft) K™ = AQ (7 1) = AP (71)

(2.164)

A conjugacao de carga da densidade de quadricorrente é obtida de maneira andloga ao caso da

paridade

em que

portanto

T (7, 0) = S0 = sytnpey

Ctp = e (F,t)
= C Yo (Fr1)
ui = (€1ve) =t (67) = ute

— 1 a N—
JHT ) = SeeCn® B e
1- ~
= S9cCBC o

= —%@Dcﬁ”@/)c
= —JE(7t)

e J# muda de sinal sob conjugacao de carga.
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A conjugacao de carga relativa entre os componentes do espinor mostra que os componentes
¥y e 13 tém mesma conjugacao de carga, oposta a 11, 14 e V5, para o setor escalar. Analoga-
mente, para o setor vetorial, temos que os componentes ¥, s, Vg, V7, P9 € 11 tém mesma
conjugacao de carga, oposta a 3, 14, U5 e 15 . E importante ressaltar que no caso independente
do tempo teremos a mudanca Eo = —F.

A reversao temporal é determinada através do operador reversao temporal, T =TT, 0, €m
que Ty atua sobre as funcgoes efetuando o complexo conjugado e a transformacao t — —t,
atuando como um operador antilinear:

TO [Oéf (Fa t) + ﬁg (Fa t)] T()i1 = Oé*f* (7:: _t> + B*g* (Fa _t) (2168)
a atuacao do operador reversao temporal sobre o espinor fornece
Ty(Pt) = TTw (F.t)
= T (7, —t)
I (2169

de forma que

(7, 1) (2.170)

e a matriz T deve se sujeitar a 77 = 1.
Aplicando 7 a equagao de DKP (2.109) obtemos
{iTB°T 0y — T BT '0; — m — TV I T,
—TPT 'T,VOT, ' — TT ", AV Ty — T8 T ' T AV T

HT[P, )T T AP T +iT P, ﬁi]TflToAz@)Tgl} vy (Ft) =0 (2.171)

Cotejando as equagoes (2.109) e (2.171), na condigao de tornar (2.171) covariante, devemos
ter

7607—71 — 60
T3T ' = —p (2.172)

que & satisfeita com 7 = exp(idr)n°. Como 72 = 1, o fator de fase exp(idr) pode assumir os
valores 0 ou 7, donde inferimos que

T1 = exp(—idp)n°T = exp(—idr)n° (2.173)
logo 7 é unitaria, i.e.,
TT =1 (2.174)
Com isso, asseguramos que as relagoes
TPT' = P
TIPAT = [P
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sao obedecidas. As funcoes potenciais devem se comportar sob reversao temporal como

TV (7 )Ty =
VP (7 )Ty =
LAY (7 ) Ty =
A (7 )Ty =
T AP (F )Ty =
T AP (7 0) Ty =

Ve (7 t) = VO (7, —t)
VP (7.t) = VO (7, —t)
AR (7 1) = AP (7, —1)
A (7 t) = —AD (7, )
AR (7 1) = AP (7, )
AR (7 1) = AP (7, —t)

A reversao temporal da densidade de quadricorrente é obtida por

T (7, 1) = S0 = sutnpey

em que

Ij—w = wT (F7 t)
o =T Ypp (7))
st =T

portanto

JE(F ) =

E determinamos a reversao temporal de J°

J? (777 t) =

portanto, J° é invariante sob reversao temporal. Analogamente, para J°

T () =

e J' muda de sinal sob reversao temporal.

1 A A
SUP T B T

1. . .
§wTTﬁMT71¢T

1. . .
§¢T750771¢T
1

S0rA

J7 (7, 1)

o
—5 (GrBher)
—Ji (7))

(2.176)

(2.177)

(2.178)

(2.179)

(2.180)

(2.181)

A reversao temporal relativa entre os componentes do espinor mostra que, como no caso da
paridade, os componentes 1, e 19 tém mesma reversao temporal, oposta a 13, ¥4 e 15, para
o setor escalar. Para o setor vetorial, temos que os componentes 11, Vg, g € 119 tém mesma

reversao temporal, oposta a 9, V3, V4, V5, Vg € V7 .
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2.1.14 As equacoes para os componentes do espinor

A partir da equagao de DKP independente do tempo (2.129), com a representagao das matrizes
[* para os setores escalar e vetorial dadas por (2.58a) e (2.60), respectivamente, determinamos
que as equacoes para os componentes do espinor de um béson do setor escalar com movimento

restrito ao eixo x sao dadas por

d( 1 dé\ dcbl )
— =T 42440 K26, =
(m+ Vv )dm (m+%(1) dac>+ i + k1 =0
1 IO EETIC)
¢2_m+‘/;(1) <E A HA0>¢1

1 d @)

em que

2 2 dA(l) 2 9 dA(Q)
- (e () e ) - )

iAWY + AP gy

_ + ‘/’S(l) + ‘/;(1) + Vs(2) _
(m -+ V) (o ) -

com os componentes da quadricorrente escritos como

JO = ! ) (E—A(()l)> |¢51|2

m+ V1

1 do
1 _ (1) 2 1
P A (62

E importante ressaltar que J° se torna negativo em regides do espaco em que E < A

(2.182)

(2.183)

(2.184)

(2.185)

(1)

. N . . . 2 ~ . , ..
- circunstancia associada ao paradoxo de Klein - e que AL) nao intervém explicitamente na

densidade de quadricorrente.

Para o setor vetorial, com o espinor escrito como ¢* = (¢, ..., ¢19) e parcionado em

7= (40). v =

e —(Zj), W) = o,

=2 ). vi-w
¢g =0
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obtemos a equacgao para os componentes do espinor de um bo6son do setor vetorial com movi-
mento restrito ao eixo x

d 1 det® dqs
v L 2iAY f k = 2.1
e ) () v S i 250
1
@_ Lm0 @) &)
= <E A ion) ¢
() _ ;’ 4 iAD £ 4D o)
brr1 o V (da: + ) ér
em que
2 2
B2 = (B—Al) = (m+VO) (m+ VO + V@) - (al) (2.188)

A ) N2, AP =AY avi | dAY
+1 I +<A0> —<A1> + v dr + .

com a densidade de quadricorrente dada por

1 (1) (+) -)
7= (5= A) (1678 +1617P) (2.189)
1 _ dcb do\
Jl— m 1) <|¢§+)|2 + |¢3 )|2> 4+ Tm ( ()t I + ¢( )t Ix )] (2_190)

2.1.15 A supressao do componente espacial do acoplamento vetorial
minimo

A equagdo (2.130) para uma particula com movimento restrito ao eixo z pode ser reescrita
como

[ﬁo (E A ”) +ip! ( d +iAl ) — (m+ VO + PVP +i[P, g AD) [ 6=0  (2.191)

. 1 . . L.
a forma 0 + zAg ) sugere que o componente espacial do acoplamento vetorial minimo pode ser
suprimido através da redefinicao do espinor em

¢ (2) = (z) exp (A (2)) (2.192)
Substituindo (2.192) em (2.191) temos

8 (B - al) o+i 61—¢+ ﬁl—qs B'AVG— (m + VO + PV [P, 5]AP) § = 0 (2.193)

portanto, Agl) ¢ eliminado se

- = —iAl (2.194)
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ou seja,

A(z) = —i/z dc AV (¢, 1) (2.195)

ainda que Agl) seja dependente do tempo. A eliminacao do termo contendo Agl) é um truque
matematico conhecido. No entanto, nao existe a possibilidade de suprimirmos o componente
espacial do acoplamento vetorial nao-minimo, com a excecao de impormos A§2) = 0.
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Capitulo 3

Aplicacoes em potenciais unidimensionais

Neste estudo aplicamos a equagdo de DKP a bosons sujeitos a potenciais unidimensionais (por
simplicidade) de forma a explicitar algumas propriedades dos acoplamentos escalares e vetoriais,
em especial a mistura dos acoplamentos escalar tipo 1 e vetorial minimo e algumas aplicacoes
(potencial degrau, potencial degrau suave, potencial linear) com o acoplamento vetorial nao-
minimo.

3.1 As interacgoes escalares e vetoriais na teoria de DKP

3.1.1 A ocorréncia do paradoxo de Klein na teoria de DKP

Do estudo da equacao de DKP independente do tempo e seus componentes foi salientado que
o paradoxo de Klein (fenomeno interpretado como a criagdo de pares particula-antiparticula
na interface do potencial) ocorre quando J° se torna negativo em regides do espaco em que
E < A(()l), sendo, portanto, um fendmeno intrinseco ao componente temporal do acoplamento
vetorial minimo. De forma a evidenciar as condig¢oes para a ocorréncia do paradoxo de Klein,
restringimos o movimento do béson ao eixo x, consideramos apenas o setor de spin 0 da teoria
de DKP e levamos em conta apenas os termos escalar e vetorial, como em (2.108), obtendo [53]

d 1 de

my > (-~ =7 24
(m+V, )dx (m+Vs(1) dw)+k:¢1_0
1

m + VY

_ ¢ d e
e e 47)

by = (E AW iA(()z)> & (3.1)

onde

= (5o aP) 5 (AR) - (aR)’ 4 LA

dx
(3.2)
A(Q) d‘/;(l)
_ (m + ]/;(1)) (m + ]/;(1) + ‘/8(2)) _ 1 D
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Para este problema independente do tempo, J* tem os componentes

dor
E - A ’¢1‘2 J1:2 (¢ (bl)
m + VY m + V&

J'=2— "0 (3.3)

A unlca possibilidade de obtermos J° negativo existe para uma regiao do espaco em que
E < AO , ou seja, quando o componente temporal do acoplamento vetorial minimo excede
a energia do boson. Neste cendrio fica evidente que o paradoxo de Klein s6 ocorre para o
acoplamento vetorial minimo.

Do estudo da simetria PCT na teoria de DKP, observamos que V(l) vV e A(Q) sao in-
variantes sob conjugacao de carga o que significa que eles nao acoplam com a carga do boson.
Em outras palavras, V ) V(2 A,(L) nao distinguem particulas de antiparticulas e o espectro
destas interacoes é 51metr1c0 com relacao a &/ = 0. Portanto, estas interacoes nao podem exibir
o paradoxo de Klein.

3.1.2 A mistura dos acoplamentos escalar tipo 1 e vetorial minimo
na teoria de DKP em um potencial degrau

O espalhamento de bosons em uma mistura arbitraria dos acoplamentos escalar tipo 1 e vetorial
minimo em um potencial degrau revela que o acoplamento escalar impede que o formalismo
de DKP seja equivalente ao formalismo de Klein-Gordon ou Proca [65], além de mostrar que
os setores de spin 0 e spin 1 da teoria de DKP se comportam formalmente de maneira semel-
hante. Com as condicoes de contorno apropriadas, os efeitos devido ao acoplamento escalar na
producao de pares particula-antiparticula e a localizacao de bdésons sao analisados em detalhe
|66]. Desta forma, considerando apenas os acoplamentos escalar tipo 1 (Vs(l)) e vetorial minimo
(Aél)) em (2.108), (3.1) e (3.3) com estes potenciais do tipo degrau unidimensional expressos
por

VO =0(z)esV, AV =0 (z)caV (3.4)

em que cg e ¢4 sao constantes de acoplamento positivas restritas por cg + ca = 1, 0 (x) denota
a funcao degrau de Heaviside e V' > 0 ¢ a altura do degrau.
Para x < 0 a equagao de DKP tem a solugao

p(2) = pret™ 4o e (3.5)
onde 5 "
T at
=— (1, —,F—.,0,0 3.6
QO:I: \/5( 7m7:Fma ) ) ( )
e

k=VE>—m? (3.7)

Para |E| > m, a solugdo expressa por (3.5) e (3.6) descreve ondas planas se propagando em
ambas as direcoes do eixo x. A densidade de corrente de carga relacionada a J*, correspondendo
a ¢ dado por (3.5), é expresso como

k
T == (lasf ~Ja-P) (3.8)
¢ E
by = —laxf’ (3.9)



Se escolhermos particulas incidindo sobre a barreira de potencial (J° > 0), ¢ exp(+ikz) de-
screverd particulas incidentes (J' > 0), enquanto ¢_ exp(—ikz) descrevera particulas refletidas
(J1 < 0). Por outro lado, para x > 0 a solu¢ao descreve uma onda evanescente ou uma onda
progressiva se afastando da interface do potencial. A solucao geral tem a forma

(@) = (p) e+ (p) e (3.10)
onde ) . .
T + —C4 +q
= = 0 11
()= \/ﬁ(’m—l—csV’m—l—cSV’ ’ ) (3.11)
e
q= \/(E —caV)? = (m+csV)’ (3.12)

Devido a dupla possibilidade de sinais para a energia de um estado estacionério, a solucao
envolvendo b_ nao pode ser descartada a priori. De fato, este termo pode descrever uma onda
progressiva com uma densidade de carga negativa e um fluxo de carga negativo (J' < 0). Em
outras palavras, a solugio (¢)_exp (—igz) com ¢ € R revela a ocorréncia do paradoxo de Klein.
Desta forma é possivel segregar trés classes distintas de solugoes:

e Classe A. Para V < E — m temos que ¢ € R, e a solucao descrevendo ondas planas

propagando-se na direcao positiva do eixo = é possivel somente se b_ = 0. Neste caso, os
componentes da densidade de quadricorrente sao dados por
E —cAV 2 q 2
JO=—"—"_ Jb=—2—1b 3.13

e Classe B. Para F —m <V < V_, onde

;iji”l? para ¢4 > 1/2

v, = (3.14)
oo, para cq4 <1/2

temos que ¢ = +i|g| ou ¢ = —i|q|. A solu¢do com ¢ = =+i|q| exige que by = 0 para
obtermos uma densidade de carga finita em x — oo. Neste caso, J! =0 e

Eeeale2ale o, P, para q=+ilgl (V< Efea)

J? =
—eal=B =2 b |, para q=—ilg| (V> E/ca)
e (Classe C. Com V > V, existe novamente a possibilidade de propagacao de ondas planas

na direcao positiva do eixo x, sob a condicao b, = 0. A densidade de quadricorrente
toma a forma

CAV—E

q
mﬂsvw, Jh=———— | (3.15)

JOI _
TTL+CsV

A exigéncia de continuidade de ¢ e de ¢}/ (m + Vs(l)> em r = 0 fixa as amplitudes das

ondas em termos da amplitude da onda incidente, viz.

N

( —q

k+q  para a classe A
A= _ ) (ki) lasse B
— = 7 Dbara a classe (3.16)

? para a classe C
k J—

L=l
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( ﬁkq para a classe A
b .
i = %‘é'@‘) para a classe B (3.17)
0 para a classe C
\
0  para a classe A
b_
— = 0 para a classe B (3.18)
a+

2k
t-; Dbaraa classe C

onde § =¢q(1+ cSV/m)_l. Agora focaremos a nossa atengao na determinagao dos coeficientes
de reflexdo (R) e transmissao (T'). O coeficiente de reflexdo (transmissdo) é definido como a
razao entre o fluxo refletido (transmitido) e o fluxo incidente. Como 0.Jy/0t = 0 para os estados
estacionarios, temos que J; é indepente de x. Isto implica que

([ h—i)2
(ﬁg) para a classe A
R = 1 para a classe B (3.19)

<qu>2 para a classe C
\

itq2 Dbara a classe A
T = 0 para a classe B (3.20)

para a classe C

E instrutivo notar que (3.16)-(3.20) apresentam a mesma forma das obtidas em [?| para
a mistura dos acoplamentos vetorial e escalar no formalismo de Klein-Gordon. De forma in-
teressante, ¢ = ¢ (1 chSV/m)_1 no formalismo de DKP enquanto ¢ = ¢ no formalismo de
Klein-Gordon. A expressao para ¢ discorda de ¢ por um fator (1 + CSV/m)_l. Claramente o
acoplamento escalar faz toda a diferenca, mesmo no limite nao-relativistico. A classe C evi-
dencia uma circunstancia bizarra, uma vez que Jy e J; sao quantidades negativas. Porém, é
satisfatorio interpretar a solugao (¢;)_ exp(—igz) como a descri¢ao da propagagao, no sentido
positivo do eixo x, de particulas com cargas de sinal oposto as particulas incidentes. Esta
interpretacao é consistente se as particulas que se movem nesta regiao apresentarem energia
—F e sofrerem a influéncia de um potencial —c4V'. De fato, esta onda progressiva descreve a
propagacao de antiparticulas na direcao positiva do eixo x. Para todos as classes temos que
R+ T =1, como é esperado para uma quantidade conservada. A classe C apresenta R > 1, o
conhecido paradoxo de Klein, implicando que mais particulas sao refletidas pela barreira de po-
tencial do que aquelas incidentes. Isso deve acontecer, como visto anteriormente, uma vez que
o potencial estimula a produgao de antiparticulas em x = 0. Devido a conservacao da carga ha,
de fato, a criacao de pares particula-antiparticula. Como o potencial em x > 0 é repulsivo para
as particulas, elas sao, necessariamente, refletidas. Do estudo das classes A e B, podemos inferir
que o limiar de energia para a produgao de pares é dado por V =V, para ¢4 > 1/2 e que, para
ca < 1/2 a producao de pares nao é possivel. Evidentemente, o acoplamento escalar aumenta a
energia minima necessaria a produgao de pares. O valor minimo deste limiar (V' = 2m) ocorre
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quando o acoplamento é puramente vetorial (c4 = 1). A adi¢do de um contaminante escalar
contribui para aumentar este limiar, que surpreendentemente se torna infinito para uma igual
mistura dos acoplamentos. Portanto, a produgao de pares nao ocorre se o acoplamento vetorial
nao exceder o acoplamento escalar, mesmo que V seja extremamente grande. A propagacao de
antiparticulas na barreira de potencial pode ser interpretada como sendo devido ao fato de que
cada antiparticula estd sob a influéncia de um potencial efetivo dado por (cg — c4) V. Desta
forma, cada antiparticula tem uma energia disponivel (energia de repouso mais energia cinética)
dada por (2c4 — 1) V — E, donde concluimos acerca do limiar de energia. Podemos ainda dizer
que as particulas estdo sob a influéncia de um degrau ascendente de altura (cs + c4) V', e que
as antiparticulas estao sob a influéncia de um degrau efetivo de altura (cs — c4) V, um degrau
ascendente (repulsivo) se ¢4 < 1/2 e um degrau descendente (atrativo) se c4 > 1/2. Para
E—m <V <V, (classe B), temos que J° = 0 para V < F/ca, desse modo a onda evanescente
com ¢ = +i|q| (¢ = —ilq|) esta relacionada a particulas (antiparticulas). Assim, podemos
afirmar que existe uma polarizacao da carga devido ao potencial vetorial. A densidade de carga
méaxima para as antiparticulas ocorre para V =V, e além deste valor elas sao separadas. Para
a classe B, a densidade de carga além da barreira de potencial é proporcional a exp (—2|q| z),
logo a incerteza da posi¢ao na regiao em que z > 0, estimada como sendo o valor de x que torna
a densidade de carga igual a JY (0) /e, é dada por Az = 1/(2|qg|). Esta incerteza apresenta o
valor minimo ]

(A)min = 50 o) (3.21)
quando V' se torna V' = E/c4. Deste ultimo resultado podemos observar que (Az) . = \/2
(A =1/m é o comprimento de onda Compton) no caso do potencial puramente vetorial (cs = 0).
No entanto, podemos concluir que (Az) . < A/2no caso de um potencial vetorial contaminado
com algum acoplamento escalar. Além disso, a penetracao do bdéson na regiao em que z > 0
encolhe sem limite com o aumento de V. A primeria vista o principio da incerteza parece
estar sendo violado uma vez que é impossivel a localizacao de uma particula em uma regiao
do espago menor que a metade de seu comprimento de onda Compton (veja, e.g., [61] e |62]).
Essa aparente contradicao pode ser remediada recorrendo-se aos conceitos de massa efetiva e
comprimento de onda Compton efetivo. De fato, a equacdo (3.21) sugere que a massa efetiva
deva ser definida como mees = m + cgV de forma que (Az)_ . = Aess/2 € (Ap), .. = Mest,
e o comprimento de onda Compton efetivo definido como Aers = 1/mess. Isso significa que a
localizacao do bdéson nao exige nenhum valor minimo de forma a assegurar a interpretacao de
particula tnica da teoria de DKP.

3.1.3 O acoplamento vetorial nao-minimo na teoria de DKP em um
potencial degrau

O espalhamento em um potencial degrau é usado para mostrar que o paradoxo de Klein nao
ocorre para o caso do acoplamento vetorial nao-minimo. Em particular, mostramos que o
componente espacial da interacao vetorial nao-minima é crucial para o confinamento de bo-
sons, enquanto seu componente espacial contribui para seu escape [54]. Considerando apenas
o acoplamento vetorial nao-minimo (A,(f)) em (2.108), (3.1) e (3.3) na forma de um degrau
unidimensional expresso por

AP =0 (z)c,V (3.22)
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onde ¢, sao constantes adimensionais e positivas sujeitas a co +c¢; =1 e V > 0 ¢ a altura do
degrau. Para x < 0 a equacao de DKP tem a solucao

p(2) = pret™ 4 p e (3.23)

onde

T a4 E k
=—11,—,F—,0,0 3.24
2 \/5( )maszu ) ) ( )

k=VE>—m? (3.25)

Para |E| > m, a solugao expressa por (3.23) descreve ondas planas se propagando em ambas as
diregoes do eixo x com velocidade de grupo v, = dE/dk igual a velocidade classica da particula.
Se escolhermos as particulas incidindo sobre a barreira de potencial, (E > m), ¢, exp(+ikx)
representard as particulas incidentes (v, = +k/E > 0), enquanto ¢_ exp(—ikx) descrevera as

particulas refletidas (v, = —k/E < 0). A densidade de quadricorrente relacionada a corrente
J# correspondendo a ¢ dado por (3.23), é expressa por
P = 0P = jap) (3.26)
m

Note que a relagao J* = J%v, é mantida para as ondas incidentes e refletidas, uma vez que

E
J = |ai|2 (3.27)

ESI
Por outro lado, para # > 0 devemos ter v, > 0 de forma que a solugao nesta regiao do espaco
descreverd ondas evanescentes ou ondas progressivas que se afastam da interface do potencial.
A solugao geral desta regiao tem a forma

() = (p)L e+ (p) e (3.28)
onde ) By -
+ +1coV Fq+icy
e

q=\Vk2+ (co—c) V2 (3.30)

Devido a dupla possibilidade de sinais para a energia de um estado estacionério, a solucao
envolvendo o termo b_ nao deve ser descartada a priori. De fato, este termo pode descrever
uma onda progressiva com energia negativa e velocidade de fase vy, = |E|/q¢ > 0 (veja, e.g.
[23]). Em outras palavras, a solucao (¢)_exp (—igz) com ¢ € R revela a presenca do paradoxo
de Klein. Desta forma, podemos segregar duas classes de solucoes:

e Classe A. Com c¢; > ¢y para V < V¢, onde

E2 _ 2
ve=,/ —™ (3.31)

€1 — Co

ou com c¢; < ¢g para todo V', temos que ¢ € R, e a solucao que descreve uma onda plana se
propagando na dire¢ao positiva do eixo x com velocidade de grupo v, = ¢/E s6 é possivel
se b_ = 0. Neste caso os componentes da densidade de quadricorrente sao dados por

E
JO= b P gt = Ly, (3.32)
m m
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e Classe B. Com ¢; > ¢y para V' > V° temos que ¢ = %i|q|, e (3.23) com by = 0 descreve
uma onda evanescente. A solucao que satisfaz o requisito de finitude no infinito exige que

by = 0. Neste caso

E
J =~ bef*, M =0 (3.33)

Como a solucao envolvendo o termo b_ é idéntica a solucao envolvendo b,, podemos
considerar b_ = 0.

E importante ressalvar que nio existe razdo para exigirmos que o espinor ¢ (r) e/ou sua
derivada sejam continuos através de descontinuidades finitas do potencial. Uma anélise cuida-
dosa revela, no entanto, que as condi¢oes de contorno seguem das equacoes diferenciais obede-
cidas pelos componentes do espinor. Somente o primeiro componente do espinor satisfaz uma
equacgao de segunda ordem do tipo Klein-Gordon, de forma que tanto o primeiro componente
do espinor quanto a sua primeira derivada sao continuos ainda que o potencial sofra descon-
tinuidades finitas. Para o caso de um potencial descontinuo, o segundo componente do espinor
(se Ay # 0) assim como seu terceiro componente (se A; # 0) sdo descontinuos, todavia J° e J*
nao sao. Uma possivel descontinuidade de JY ndo traria grandes inconvenientes, uma vez que
J° pode ser interpretado como uma densidade de carga; todavia J! (envolvendo ¢} dy;/dx)
deve ser continuo em um regime estacionario. A demanda por continuidade de ; e dy;/dz em
x = 0 fixa as amplitudes em termos da amplitude da onda incidente, viz.

k_
) k—+3 para a classe A
o | (3.34)
N (k—ilal)

g paraa classe B
b f—@ para a classe A
h ' (3.35)
a, %—l;ng\) para a classe B

E determinamos os coeficientes de reflexao (R) e transmissao (7") para as duas classes

2
<@> para a classe A

k
= h (3.36)
1 para a classe B
ﬁ para a classe A
= (3.37)

0 para a classe B

Para todas as classes temos que R + 1" = 1 como esperado para uma quantidade conservada.
Note que a densidade de carga em (3.32) e (3.33) é sempre uma quantidade positiva, como
ocorre para J; em (3.32). Isto significa que as ondas espalhadas descrevem particulas e nao
antiparticulas e, portanto, o paradoxo de Klein nunca se manifesta.

Para ¢; > ¢y o coeficiente de transmissao vai a zero para um potencial V' de intensidade
maior que o potencial de corte V¢ De fato, o potencial se comporta efetivamente como um
degrau ascendente e uma situagao similar ocorre na mecanica quantica nao-relativistica. A
incerteza na posigao além da interface do potencial para V' > V¢ pode ser obtida de (3.33), ou
seja

1 1

2‘Q‘ 2\/m2+(01 —Co) V2 - E2

Az (3.38)
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Desse tltimo resultado podemos observar que a penetragao do béson na regiao x > 0 ird encolher
sem limites com o aumento de V. Como no estudo da mistura dos acoplamentos escalar tipo 1
e vetortal minimo na teoria de DKP em um potencial degrau podemos recorrer aos conceitos
de massa efetiva e comprimento de onda Compton efetivo. A equagao (3.38) sugere a defini¢ao
da massa efetiva como

Megr = VM2 + (1 — co) V2 (3.39)

de forma que

1
Ap=— (3.40)

2/ m2;; — E?

A massa efetiva indica claramente que este tipo de potencial se acopla & massa do boson e,
como consequencia, a inexisténcia do paradoxo de Klein. A incerteza minima serd (Ax) . =
1/ (2megs) no limite em que V' — oo. Portanto, para obtermos um resultado consistente com
o principio da incerteza é necesséario o uso do comprimento de onda Compton efetivo, definido
como Aers = 1/mess. Desta forma, a incerteza minima consoante com o principio da incerteza
é dado por Aess/2. Isso significa que a localizagao do boson nao exige nenhum valor minimo de
forma a assegurar a interpretacao de particula tinica na teoria de DKP.

Para o caso em que c; < ¢y, no entanto, existe um potencial de corte. Este é um resultado
que vai em oposi¢ao as nossas concepcoes acerca da mecanica quantica nao-relativistica. O caso
em que ¢; = ¢o apresenta um potencial degrau transparente (7' = 1 para todo V'), ao passo
que, para c¢; < ¢g o coeficiente de transmissao apresenta o comportamento

4 |E?2 —m?
_— —_—
% Co— C1

T (3.41)

quando V' — oo. Estes fatos estranhos ocorrem devido ao componente espacial do potencial
degrau, que se comporta como um degrau ascendente, ao passo que seu componente temporal
se comporta como um degrau descendente. Para c; = ¢, embora ¢ # (¢)_, os efeitos devido
aos componentes espacial e temporal se cancelam, e o potencial efetivo se comporta como um
potencial transparente. Para c; < ¢y a tendéncia do degrau descendente domina e o potencial
efetivo se comporta como um degrau descendente.

Para o setor vetorial da teoria de DKP temos, da equagao (2.188), a presencga de um termo
dAgQ)/dx. Para o potencial degrau dado por (3.22), temos que dA; /dx = 0 para x # 0, portanto,
tanto ¢(I+) quanto ¢>§" obedecem a mesma equacao, de forma que a solucao para a regiao em
que x < 0 pode ser escrita como

$F) = AP grike | A ika (3.42)

onde k é novamente dado por (3.25), e Af) é definido em termos das amplitudes arbitrarias
Qx, f1 € 7+ como

(6% _
AP = < 5 ) , AD = (3.43)

Definindo

ar = /2 (Jox |2+ B + 1= ]?) (3.44)

temos que os componentes da corrente podem ser escritos da mesma forma que (3.26) e (3.27).
Um procedimento similar para a regiao > 0 nos permite obter os resultados (3.34)-(3.41).
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3.1.4 O acoplamento vetorial nao-minimo na teoria de DKP para o
espalhamento de b6sons em um potencial degrau suave

O espalhamento em um potencial degrau suave é usado para reiterar a auséncia do paradoxo
de Klein para o acoplamento vetorial nao-minimo e para discutir os interessantes comporta-
mentos dos coeficientes de transmissao obtidos neste estudo considerando a mistura entre os
componentes espacial e temporal do potencial degrau suave |55|. Considerando a mesma forma
funcional para os componentes temporal e espacial do acoplamento vetorial nao-minimo, i.e.

AO = CQV(I’) e Al = 61V(I) com

V x
Vir)=— (1 + tanh —) 3.45
() = " (3.45)
onde ¢j e c; sao quantidades adimensionais sujeitas a ¢ +c¢; = 1 e V é a altura do degrau. O
parametro positivo L estéd relacionado com o alcance da interagao, o que faz com que V(z) se
altere notavelmente no intervalo —2L < x < 2L.

Para o setor de spin 0 da teoria de DKP, (1 obedece a equacao diferencial de segunda ordem

d2(,01
dx?

-+ (Eeff — ‘/eff) Y1 = 0 (346)

onde F.ss e Vogs sa0 convenientemente escritos como

Eeff = E2 — m2, (347)
Vags = — Vi sech?—— + Vy tanh — + Vi (3.48)
eff — 15€C oL, 2 ta oL 2 .
o V214 2LV LV
+
S el A (PR 4
W=y <cl 1+ 2LV) ’ (349)

Vo =V? (cl — %) (3.50)

A solugao para (3.46) é a conhecida solugdo da equagdo de Schrédinger para o potencial de
Rosen-Morse [67]. E instrutivo notar que os parametros do potencial de Rosen-Morse efetivo
nao sao parametros livres.

O potencial efetivo se aproxima de zero com x — —oo de forma que as solugoes para o
espalhamento de particulas (ondas incidentes provenientes de x = —oo) impoem que |E| > m.
Para r < —L a equacao de DKP tem a solucao geral

0(—00) = @y expthT 4o exp ke (3.51)
em que

E Tk
ol = ax <1, = i,o,o) Ck=VE—m? (3.52)
m m

A solugao expressa por (3.51) descreve ondas planas se propagando em ambas as dire¢oes do
eixo . A densidade de quadricorrente correspondendo a ¢ dado por (3.51) é escrita como

T (=00) = 2 (jas P ~Ja_ ). (3.53)
J(Dﬂ (—o0) = % |az|? (3.54)
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Se escolhermos particulas incidindo sobre a barreira de potencial (J°(—o0) > 0), teremos que
¢+ exp(+ikx) descrevera particulas incidentes, ao passo que ¢_ exp(—ikz) descrevera particulas
refletidas.

Por outro lado, o potencial se aproxima de 2V, com x — —+00 e seu comportamento ass-
intotico discrimina uma onda progressiva (pw) de uma onda evanescente (ew), viz. E? >
m2+2V2 (c1 — 3) para uma onda progressiva e £? < m?+2V? (¢; — 1) para uma onda evanes-
cente. E importante observar que uma onda evanescente é permitida somente se ¢; > 1/2. A
solucao que representa uma onda transmitida ou evanescente para x > L tem a forma

¢ (+00) = petiar (3.55)

onde

E —
ol =b, <1,E,Eq,o,o>, g =/k2— 2V, (3.56)

Observe que ¢ (+00) permanece ligado se ¢ — +i|g|. Nesta regiao do espago os componentes
da corrente sdo dados por J! (+00) = L b, |7, JO (+00) = L b, |* para uma onda progressiva
e J' (+00) = 0, JO(+o00) = £ 72lal |b,|> para uma onda evanescente. A solucio exp(—iqx)
deve descrever uma onda evanescente quando ¢ — —ilq|.

Agora, concentraremos a nossa aten¢ao na obtencao dos coeficientes de reflexdo (R) e trans-
missao (7'). Temos, portanto:

|o+ |
|a7|2 %la:P? pw
R=+——, T= (3.57)
|ay| 0, ew

Para todos os casos, temos que R+1" = 1, como esperado para uma quantidade conservada. Este
fato é facilmente verificado para uma onda evanescente. Para uma onda progressiva, devemos
obter uma solucao completa do problema, cujo comportamento assintotico nos permite calcular
as amplitudes de todas as ondas relativas & amplitude da onda incidente.

Com a mudanca de variaveis y = % (1 — tanh ﬁ) e a introdugao de uma nova fun¢iao ¢(y)
através da relacao ¢1(y) = y”(1 — y)*é(y) a equagao (3.46) se torna a equagao diferencial

hipergeométrica

y(1-y)¢" +0¢" —b by ¢ =0 (3.58)
com © =[c—(b_+by+1)y|le
1+
bi:u—i—v—i—Tw, W =1+ 1612V, (3.59)
c=2w+1, p?=-L%k* 1?=—-L* (3.60)

A solugao geral de (3.58) fornece uma solugao valida para todo o eixo x e suas constantes
arbitrarias devem nos levar as solugoes assintoticas discutidas anteriormente. Neste processo,
os coeficientes de reflexao e transmissao podem ser expressos como

cosh 27 L (k — q)] + cos (7w)

h= cosh 27 L (k + q)] + cos (7w) (3:61)

T 2sinh (27 Lk) sinh (27 Lq) (3.62)
cosh 2L (k + q)] + cos (1w)
para um onda progressiva. De uma forma similar, para uma onda evanescente, R = 1 Vw.

Podemos facilmente mostrar que R + 7 = 1, como esperado para uma quantidade conservada.
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E interessante analisar o coeficiente de transmissdo como funcio de V para alguns valores
ilustrativos de ¢y, como nas figuras 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6. Em todos os casos temos m = 1
e E'=1.1. A curva mais forte corresponde a L = 0.5 e a a curva mais clara a L = 0.05. Para
¢1 > 1/2 temos que w € R. Como uma fungao de V', o coeficiente de transmissao para ¢; > 1/2

comeca em 1 e vai até 0 em ﬁ independente do valor de L. Isto acontece porque o
Ccl1—

potencial efetivo se comporta como um degrau ascendente, com uma pequena depressao antes

da subida. Por outro lado, para ¢; < 1/2 o potencial efetivo se comporta como um degrau
)

descendente, com um possivel poco entre os patamares superior e inferior. Neste caso, w € C

para valores suficientemente grandes de LV, ou seja, LV > Ta=i73] L portanto

c1—1/2]°

2sinh (2w Lk)
N
exp(2mLk) 4+ ¢

(3.63)

onde § = exp [ (Jw| — 2Lq)] — 2|c; — 1/2|. Portanto, o limite V' — oo leva a
T — 2 Ssinh(, onde ¢ = (2¢; + 1)7Lk

Claramente, 7' — 0 com L — 0. Nas regioes onde w € R e devido ao comportamento oscilatorio
caracteristico de cos(mw), o coeficiente de transmissao oscila entre valores méaximos e minimos
dados por

T sinh(27T2Lk:) sinh(27qu)7 (3.64)
cosh?[rL(k + q)]
e
T - sinh.(27rZLk) sinh(27 Lq) (3.65)
sinh®[7L(k + q)]
respectivamente, quando o produto LV assume os valores
NZ -1 1 (3.66)
ara ¢, = — .
g PHRaTy
2 2
VA3 +2(N2—1)(c; —1/2) — ¢ 1
= 3.67

onde N é um inteiro par para Ty, e um inteiro impar para Ty,... Verificamos que ¢; 2 0.464
(c; 2 0.485) para que exista pelo menos um valor minimo (méximo) do coeficiente de trans-
missao. As ressonancias no coeficiente de transmissao tendem a se repetir para grandes valores
de LV e sdo otimizados para ¢; = 1/2, quando Tyax = 1 e Ty = tanh®(2wLk). A presenca
de maximos e minimos no coeficiente de transmissao pode ser explicada observando que eles
ocorrem quando o potencial efetivo exibe um poco, tanto para o caso de um degrau ascendente
quanto para o caso de um degrau descendente. Desta forma, os méaximos no coeficiente de
transmissao ocorrem devido & interferéncia construtiva das ondas que se propagam na regiao
do poco, ao passo que os minimos ocorrem para uma interferéncia destrutiva nesta mesma
regiao.

3.1.5 O acoplamento vetorial nao-minimo na teoria de DKP e o con-
finamento de bésons por um potencial linear

A equacao de DKP para o potencial linear com um acoplamento vetorial nao-minimo é mapeada
no problema do oscilador harmonico unidimensional nao-relativistico e as solugoes para este
tipo de oscilador de DKP sao analisadas em detalhes. Enfatizamos, ainda, que o componente
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espacial do acoplamento vetorial ndo-minimo é crucial para o confinamento de bosons [56] e
[68].Considerando o acoplamento vetorial ndo-minimo (Af?)) em (2.108), (3.1) e (3.3) com um

potencial linear unidimensional da forma
AP = m2uwlz|, AP = mPwa, (3.68)

onde wy e wy sao quantidades adimensionais. Nosso problema é resolver (2.182) e (2.187)
para ¢ e determinar as energias permitidas. Ainda que o valor absoluto de x em A(()Q) seja
irrelevante nas equagoes efetivas para ¢; (para o setor escalar) e ¢§i> (para o setor vetorial),
nos o explicitamos de forma a assegurar a covariancia da teoria de DKP sob paridade. Como
consequencia, teremos que o espinor de DKP tera sua paridade definida e, portanto, A, e J,
serao, genuinamente, quadrivetores.

Para o setor de spin 0 da teoria de DKP, temos que ¢; obedece a equacao diferencial de
segunda ordem

el + (g2 = m*'Q%2?) ¢ = 0 (3.69)
dx? b '
onde
e =E*—m’+miuw;, P=uw!-u (3.70)

A solugao para (3.69), com €2 > 0 e 22 > 0, é a conhecida solugao da equagao de Schrodinger
para o oscilador harménico nao-relativistico (veja, e.g., [60]):

e2 = (2n + 1) m?|Q| (3.71)
210
(00), = Nt (/) exp (-5 ) (3.72)
onde n = 0,1,2,..., N, é a constante de normalizacdo, e H, () é o n-ésimo polinémio de

Hermite em (. Note que a condi¢io Q* > 0 exige que |w;| > |wo|, 0 que significa que o
componente espacial do potencial deve dominar sobre seu componente temporal para que o
potencial efetivo represente um verdadeiro potencial confinante. Todavia, nao ha exigéncias
sobre os sinais de w; e wy. De (3.71) obtemos um conjunto discreto das energias de DKP
(simétrico em torno de £ = 0 como deveria ser, uma vez que Af?) nao distingue particulas de
antiparticulas) E, = +|E,| em que

|E,| = my/1—w + (2n+1)|Q (3.73)

que nao leva em conta o sinal de wy. Em geral, |E,| é maior para w; < 0 do que para
wy > 0, e sofre um incremento com o aumento do nimero quantico, além de ser uma funcao
monotonamente decrescente de wy. De forma a garantir um espectro real, as constantes de
acoplamento wy e w; devem satisfazer ao vinculo adicional

2n+1)\/w?—wg > w —1 (3.74)

Se elevarmos (3.74) ao quadrado, o resultado desta inequagdo serd uma inequacao algébrica
quadratica em wy (ou wy), que pode ser resolvida analiticamente. No entanto, algumas solugoes
espurias podem aparecer neste processo; todavia, estas solucoes espirias podem ser eliminadas
verificando se elas satisfazem a inequagao original. Um procedimento mais instrutivo é seguir
um método grafico, no qual podemos identificar as regides das func¢oes de w; em (3.74): uma
hipérbole do lado esquerdo da inequacao,

fr (W) = (2n+1)/w? — Wi (3.75)
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e uma linha reta do lado direito da inequacao,
fs(w) =wi —1 (3.76)

fr (w1) € uma fungio ndo-negativa com dois ramos simétricos, e para |wy| > |wo| esta fungao se
aproxima de (2n + 1) |w;|. A figura 3.7 apresenta os resultados para os trés primeiros nimeros
quanticos com |wp| > 1. Para w; > |wo|, esta figura mostra claramente que fg > fs somente
para algum wy > (@1), > |wol|, embora fy > fg para todo wy < —|wp|. Os pontos de intersecgao
de fy e fs, para |wg| > 1, correspondem a |FE,| = 0. A figura 3.7 também nos permite inferir
que |E,| > 0 para |wg] < 1. Observe a existéncia de uma grande densidade de estados,
correspondendo a um conjunto infinito de solugoes quasi-degeneradas na vizinhanca de |w;| =
|wol-

No limite de um acoplamento fraco, w1 < 1 e |Q| < 1, |E,| ~ m para pequenos niimeros
quanticos, e (3.73) se torna

B,| ~m {1—%+ (n—i—%) \Q\} (3.77)

Este espectro de energia igualmente espagado ¢ um tipo de limite nao-relativistico. Portanto,
podemos dizer que os potenciais lineares dados por (3.68) descrevem um genuino oscilador
vetorial nao-minimo de DKP. No entanto, a estrutura de Lorentz dos potenciais nao desempen-
ham nenhum papel em um esquema nao-relativistico, uma vez que devemos usar a equacao de
Schrodinger com o potencial Aém + A?). Ainda que o potencial efetivo se comporte como um
oscilador harmonico em (3.69), os potenciais lineares dados por (3.68) nao fornecem solugoes
de estados ligados na equacao de Schrodinger.

Por outro lado, para |w;| > |wy| temos que

|E,| ~ma/1—w; + (2n+ 1) |wi] (3.78)

portanto, |E,| > m para w; < 0. Com respeito a w; > 0, com o aumento de wy, 0 espectro se
move em diregao a £ = 0, com excegao de wy = 0 que mantém |E,| > m (o espectro consente
|Ep| = m neste caso limite).

As figuras 3.8, 3.9 e 3.10 ilustram o espectro em termos de wy/|w;| para trés valores diferentes
de wy. Para wy < 1 existe uma lacuna espectral dada por

2my/1 —w; + (2n +1) Q] (3.79)

e existem infinitos niveis de energia acima de m onde, na auséncia de interacoes, existia o

continuo. A medida que w; aumenta, o espectro se move em direcio a £ = 0, com excecio de

wp = 0. A lacuna espectral tende a desaparecer com wy se tornando proximo de 1 (para wy # 0),

e portanto, os niveis positivos e negativos de energia tendem a se tornar muito proximos. As

figuras 3.11 e 3.12 ilustram o espectro em termos de w;/wy para dois diferentes valores de wy.
A densidade de carga

E
Jo=— || (3.80)
m

dita que ¢; deve ser normalizada como

+oo
E
IE| / dz |1 |* =1 (3.81)
m
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Usando a propriedade [60]

+oo

[ a2 Qe (~¢) =iy (3.82)

—0o0

determinamos a constante de normalizacao
m|Q| 1/4 m
N, = | — _ E,#0 3.83
( T ) 2nn! | E,| bata 7 (383)

sign (E,) [m[S|
Jou (@) = 2nn!

Portanto, para E,, # 0

H? <m \Q\x) exp (—m?|Q[z?) (3.84)

De forma que, usando (2.52) a quantidade (Az,)* = (%), — (x)? pode ser escrita como

2

(Az,)* = de | T8 ()| 2® — +/Ood:1; | J0(z)| @

Agora se torna simples escrevermos a incerteza na posi¢ao

n+1/2
Az, = | 2212 .
T il (3.85)

Se Az, encolhe, entdo Ap, (incerteza no momento) devera crescer, em consoancia com o
principio de incerteza de Heisenberg. Todavia, a incerteza maxima no momento é dada por m,
tornando possivel a localizacao de um béson em uma regiao do espaco menor do que seu compri-
mento de onda Compton. No entanto, se definirmos uma massa efetiva como mess = m+/|{|e
o comprimento de onda Compton como Aegs = 1/mess encontramos que Az, = Agger/n + 1/2.
Portanto, uma alta localizagdo de boésons, relacionada a grandes valores de |Q| (|wi| > |wol)
nunca ameacara a interpretagao de particula tinica na teoria de DKP. Para || ~ 0 (Jw;| =~ |wo])
temos que mess ~ 0 e as solucoes quasi-degeneradas anteriormente mencionadas estao rela-
cionadas a estados nao-localizados. Todavia, para o comportamento na vizinhanca de F, = 0
devemos notar que, apesar de Jy, e Ax, serem independentes de E,, o espinor de DKP nao é
definido para |E,| = 0. Portanto, F,, = 0 deve ser descartado da teoria. Ainda que os estados
de energia positiva e energia negativa nunca se encontrem, eles podem estar extremamente
proximos, nao oferecendo, portanto, nenhum risco para a ocorréncia do paradoxo de Klein.

Para o setor de spin 1, como no procedimento para o setor de spin 0, temos que ¢§i>
obedecem a equacao

d2¢(1i) 2 102,.2) 4(F)
o + (e —m*'Q%2%) ¢; =0 (3.86)
onde Q2 é definido como em (3.70) e
el = B2 —m? £ mPuw, (3.87)

Para os estados ligados, os quais devotaremos a nossa atencao, devemos exigir que €2 > 0 e
02 > 0, como no caso do setor escalar. A solucao é expressa como

e, = (2ny + 1) m?|Q (3.88)
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( Si))ni = Nn, Hyy (m ’Q’$> €xp (_@-TQ) (3.89)

onde ny = 0,1,2,... , N,_ é a constante de normalizacao e N, = (Ng,N4)T ¢ a matriz
coluna cujos elementos sao as constantes de normalizacao relacionados as solucoes para ¢3 e
¢4. Portanto, as condigoes necessarias para os estados ligados de bésons de spin 1 sujeitos
aos potenciais lineares ja estao estabelecidas. A forma das solugoes analiticas ja foram também
obtidas e temos que as solucoes relacionadas ao espinor ¢§+) sao formalmente as mesmas obtidas
para os bosons de spin 0. Assim, podemos encontrar uma energia comum ao problema dos
bosons de spin 1. A condicao de contorno exige que os nimeros quanticos n, e n_ devam

satisfazer a relagao
1 w1

e o . - L. + — -
Esta exigéncia dita que as solucdes aceitéveis para ¢\" e ¢\ somente ocorrerdo para um
determinado namero de possibilidades para |w;|/|wo|, viz.

ool L
o \/1 — (3.91)

ny—n_ =

(3.90)
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Figura 3.1: Coeficiente de transmissao versus altura do degrau V para o caso em que c¢;= 0.501
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Figura 3.2: Coeficiente de transmissao versus altura do degrau V para o caso em que ¢; = 0.5001
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Figura 3.3: Coeficiente de transmissao versus altura do degrau V para o caso em que ¢; = 0.5
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Figura 3.4: Coeficiente de transmissao versus altura do degrau V para o caso em que ¢; = 0.4999
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Figura 3.5: Coeficiente de transmissao versus altura do degrau V para o caso em que ¢; = 0.48
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Figura 3.6: Coeficiente de transmissao versus altura do degrau V para o caso em que ¢; =0
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Figura 3.7: Solugao grafica de (3.74) para |wy| = 1.5 para os trés primeiros nimeros quanticos.
Linhas fortes para fy(w;) e linha suave para fs(wy).
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Figura 3.8: Espectro positivo para bosons de spin 0 para os trés primeiros niimeros quanticos
como uma funcao de wy/|w;|, para w; = —1 (m = 1).
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Figura 3.9: Espectro positivo para bosons de spin 0 para os trés primeiros niimeros quanticos
como uma funcao de wy/|w;|, para w; = 0.5 (m = 1).
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Figura 3.10: Espectro positivo para bosons de spin 0 para os trés primeiros niimeros quanticos
como uma funcao de wy/|w;|, para w; = 2.5 (m = 1).
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Figura 3.11: Espectro positivo de bosons de spin 0 para os trés primeiros nimeros quanticos
como uma fun¢ao de wy/wy, para wy = 0.5 (m = 1).
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Figura 3.12: Espectro positivo de bosons de spin 0 para os trés primeiros nimeros quanticos
como uma fun¢ao de wy/wy, para wy =2 (m = 1).
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Capitulo 4

Conclusoes

Investigamos algumas propriedades da teoria de DKP com as interacoes escalares e vetoriais.
Mostramos que a conservacao da corrente impoe restricoes severas sobre as estruturas das
possiveis interagoes. A interagao vetorial nao-minima recebeu atencao especial. Um estudo
detalhado do efeito da paridade, conjugacao de carga e reversao temporal sobre os acoplamentos
escalar e vetorial foi feito, exibindo certas facetas do potencial vetorial nao-minimo que nao sao
exibidas pelo potencial minimamente acoplado. Principalmente, mostramos que o paradoxo de
Klein s6 pode ocorrer com a interacao vetorial minima, uma vez que o acoplamento vetorial
nao-minimo nao acopla com a carga da particula, tornando impossivel a ocorréncia do paradoxo
de Klein para este tipo de acoplamento.

Estabelecemos como se deve calcular os valores esperados corretamente e determinamos
as condicoes de ortonormalidade para os estados estacionarios. Adotando uma representacao
especifica para as matrizes de DKP, estabelecemos as equacoes de movimento unidimensionais
para os componentes do espinor de DKP. Salientamos que o componente espacial do potencial
vetorial nao-minimo nao pode ser absorvido no espinor. Além disso, mostramos que o com-
ponente espacial do potencial vetorial nao-minimo poderia ser irrelevante para a formacao de
estados ligados para potenciais que se anulam no infinito mas que a sua presenca é essencial
para o confinamento de bosons.

No caso do acoplamento vetorial nao-minimo, tanto os niveis de energia das particulas
quanto os das antiparticulas sao membros do espectro, e o espectro das particulas e das an-
tiparticulas é simétrico em E = 0. Logo, se a interacdo é atrativa (repulsiva) para bosons, ela
também sera atrativa (repulsiva) para os antibosons. No entanto, ndo ha cruzamento entre
estes niveis de energia uma vez que os possiveis estados com E = 0 sao nao-normalizaveis. Este
fato implica que nao existe um canal para uma criagao espontanea de bosons-antibésons e, por
esta razao, a interpretacao de particula tinica na teoria de DKP esta assegurada.

Para o problema unidimensional, mostramos que a equacao de DKP com as interacoes es-
calares e vetoriais podem ser mapeadas num problema de Sturm-Liouville de forma que as
solucoes podem ser encontradas resolvendo um problema tipo Schrodinger da mecanica quan-
tica nao-relativistica. O comportamento das solugoes dos problemas propostos foram discutidos
em detalhes, reiterando a auséncia do paradoxo de Klein no acoplamento vetorial nao-minimo.
A localizagao de particulas em regioes do espaco arbitrariamente pequenas foi remediada recor-
rendo aos conceitos de massa efetiva e comprimento de onda Compton efetivo.

Ao estudarmos a influéncia das interacoes escalares e vetoriais no formalismo de DKP,
mostramos que o setor de spin 1 da teoria de DKP se comporta formalmente como o setor de
spin 0, e que o acoplamento escalar faz com que o formalismo de DKP nao seja mais equivalente
aos formalismos de Klein-Gordon ou Proca. Inferimos que a localizacao do boson nao exige
nenhum valor minimo no contexto da interpretacao de particula tinica da equacao de DKP.
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