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RESUMO

O presente trabalho objetiva explorar a relagcdo entre a equacao de Fokker-Planck e a
equagao de Schrodinger para estudar o processo de enovelamento de proteinas a partir de
potenciais obtidos dos valores de energia livre que emergem de simula¢des computacionais. A
dindmica do processo de enovelamento de proteinas ¢ estudada a partir da evolugdo temporal
das equagdes analisadas. A partir do estudo da distribuicao de probabilidade, obtida para
diferentes perfis de energia livre, ¢ possivel analisar a evolugdo do sistema através da variagao

das condigdes iniciais e obtendo o tempo caracteristico do processo.

Palavras-chave: equacdo de Fokker-Planck, equagao tipo-Schrodinger, Supersimetria, Método

Variacional, enovelamento de proteinas.
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ABSTRACT

This work is presents a study of the Fokker-Planck equation using a polynomial
function to simulate the free energy which is obtained from a fit of the values that emerge
from computer simulations. Through a semi-analytical description, the Fokker-Planck
equation is solved using its relationship with an equation of Schrodinger-type. It is used the
supersymmetric quantum mechanics and the variational method. From the study of the
probability distribution obtained for different profiles of free energy, it is possible to analyze
the evolution of the system by varying the initial conditions and obtaining the characteristic

time of the process.

Keywords: Fokker-Planck equation, Schrodinger-type equation, Supersymmetry, Variational
Method, protein folding.
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INTRODUCAO

Uma particula macroscopica suficientemente pequena imersa em um liquido exibe um
tipo aleatorio de movimento, devido ao choque com particulas vizinhas ou por estar
interagindo com algum sistema externo. Assim como a particula em um liquido, existem
varios outros fendmenos similares, por exemplo, as flutuagdes de corrente existentes em um
resistor elétrico [1]. Esse fenomeno é conhecido como movimento Browniano e revela
claramente as flutuagdes estatisticas que ocorrem em um sistema.

A equagdo de Fokker-Planck foi inicialmente aplicada a problemas relacionados ao
movimento Browniano. Esse movimento envolve flutuacdes originadas de varios pequenos
distarbios, que fazem as moléculas se chocarem com particulas ao seu redor. Devido a estas
flutuagdes, torna-se impossivel determinar a posi¢do exata das particulas, sendo possivel
apenas determinar a probabilidade de acha-la em certa regiao.

A equacdo de Fokker-Planck pode ser obtida a partir da equacdo de Langevin e
fornece a evolugdo temporal da distribuicdo de probabilidades. A dinamica de muitos sistemas
complexos em fisica, quimica e biologia podem ser descritas fenomenologicamente pela
equagao de Langevin [2].

Na literatura, ha varios exemplos de aplicagdes da equacdo de Fokker-Planck (vide,
por exemplo, ref. [1]). Em particular, o processo de enovelamento de proteinas pode ser
descrito por essa equacdo considerando uma coordenada de reag¢do apropriada que reflete o
parametro global [3,4]. Esse processo pode ser representado como uma difusdo
unidimensional em um potencial de pogo duplo, em que os pogos individuais representam as
espécies enovelada e desenovelada e a barreira se relaciona com a transicdo entre as espécies
[5,6].

O enovelamento de proteinas ¢ um processo de auto-organizagao coletivo
convencionalmente descrito por interagdes de seus constituintes entre si € com o meio.
Entretanto, esse processo geralmente ocorre por um caminho preferencial no chamado funil
de enovelamento. Termodinamicamente esse funil ¢ caracterizado por uma energia livre que ¢
funcdo da coordenada de reacdo. A partir de simulagcdes computacionais € possivel determinar
os perfis de energia livre e coeficientes de difusdao do processo para diferentes temperaturas
[7,8].

Do mesmo modo que o processo de enovelamento de proteinas, o efeito do sal na

transi¢do adsorcao e dessor¢ao de macroions esféricos opostamente carregados por cadeias de
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polieletrélitos também ¢ investigado pela simulagdo de Monte Carlo fornecendo o perfil de
energia livre como uma fung¢do do raio de giro (pardmetro de ordem). Esse processo, também
pode ser estudado usando a equagdo de Fokker-Planck. Nesse caso, a solucdo da equacao de
Fokker-Planck representa a probabilidade do sistema assumir determinada configuragao [9].

Este trabalho tem por objetivo explorar a relagdo entre a equagdo de Fokker-Planck e a
equacdo de Schrodinger para estudar a dinamica do processo de enovelamento de proteinas. A
partir da distribuicao de probabilidade obtida para diferentes perfis de energia livre ¢ possivel
analisar a evolugdo temporal do sistema através da variacao das condigdes iniciais € obtendo o
tempo caracteristico do processo.

No primeiro capitulo deste trabalho, ¢ apresentada uma introdugao referente a equagao
de Fokker-Planck e distribuicao de probabilidade. No capitulo 2 ¢ apresentado o método de
solucdo da equacao de Fokker-Planck. Na abordagem adotada nesse capitulo, a equagdo de
Fokker-Planck ¢ modificada de forma a ser relacionada com a equagdo de Schrodinger. Um
formalismo baseado na Supersimetria pode ser utilizado na resolucdo de equagdes diferenciais
do tipo-Schrodinger. Nesse sentido, no capitulo 3 € introduzido o formalismo matematico da
Mecanica Quantica Supersimétrica. Como a equagdo de Schrédinger possui solugdo
analitica/exata para poucos potenciais, nesse capitulo também ¢ sugerido um método de
solugdo que permite obter solu¢des aproximadas para a equacdo de Schrédinger, o Método
Variacional. No capitulo 4 ¢ mostrada a equacdo de Fokker-Planck para o processo de
enovelamento de proteinas. O potencial biestavel simétrico e o potencial biestavel assimétrico
sao estudados nos capitulos 5 e 6. Em seguida, nos capitulos 7 sdo apresentados os estudos
realizados a partir do ajuste dos valores de energia livre que emergem de simulagdes
computacionais em fungdes tipo polinomiais. No capitulo 8 ¢ sugerida uma forma geral para
energia livre com um dos parametros dependente da temperatura. No capitulo 9 sdo
apresentados os tempos de relaxacdo do processo de enovelamento de proteinas para

diferentes temperaturas. Por fim, sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.



CAPITULO 1

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

A equacao de Fokker-Planck pode ser obtida a partir da equacdo de Langevin [10]. A
equagao de Langevin pode ser interpretada como uma equagdo de movimento e esta associada
a equacao de Fokker-Planck. Assim, resolver a equacao de Fokker-Planck, implica em
resolver a equacdo de Langevin, ou seja, determinar a distribuicdo de probabilidade P(x,t)
para o sistema estudado.

Considerando uma particula movendo em uma dimensdo num meio viscoso e sujeita a
uma forca aleatdria, devido ao impacto com as moléculas do meio, o movimento dessa

particula pode ser descrito pela equagao de Langevin em uma variavel, que ¢ dada por

dx
— = F)+£®), (11)

em que f(x) ¢ uma funcdo de x, e o ruido &(t) ¢ a variavel estocdstica, isto ¢, uma varidvel

aleatoria dependente do tempo, que possui as propriedades
G@)=0 (1.2)
(EMER)) =T8(t—1t), (1.3)

sendo ' uma constante relacionada com o coeficiente de difusdo [10].
Discretizando o tempo em pequenos intervalos T e denotando por x, a posi¢do no
instante t = nt, a equacdo de Langevin (1.1) pode ser reescrita na forma discretizada da

seguinte maneira:

Xnt1 = X = Tf (X) + 185, (1.4)

em que &, ¢ uma variavel aleatoria dependente do tempo que possui as propriedades



($n) =0 (1.5)

@y ="r/r. (1.6)
As equagdes (1.5) e (1.6) correspondem a versao discretizada das equagdes (1.2) e
(1.3).

Assumindo que P,(x,) seja a distribuicdo de probabilidade da variavel x,, sua

fun¢do caracteristica g,, (k) pode ser escrita como

ga (k) = (e¥m) = [ etrn By (), (1.7)
entdo, ¢ possivel escrever,

Gn+1(k) = (efxn+), (1.8)

A partir da equagdo de Langevin discretizada (1.4) podemos reescrever a equacao (1.8), de

forma que a fungao caracteristica ¢ escrita

Gni1 (k) = (el Gn)+énl), (1.9)
ou, tendo em vista que x,, € &, sdo variaveis independentes,

Gn+1(k) = (et T/ Cnll)(gtkTin), (1.10)

Podemos expandir g,,,1 (k) em série de Taylor, até termos em primeira ordem de t.

A primeira média do lado direito da equagdo (1.10) fornece

(eikbantefCanll) = (efXn{] + iktf (x,)}) = (e™n) + ikt(f (x,)e¥n),
(1.11)

enquanto a segunda média pode ser escrita como



. 1

(eF¥ny =1 + ikt(&,) — Ekzrz(f,%). (1.12)
Aplicando as propriedades (1.5) e (1.6) na equagao anterior, temos que:

. 1

(ekTény =1 — 5kzrr. (1.13)
Utilizando das equagoes (1.11) e (1.13), gn4+1(k) € expresso da seguinte forma:
: ikx I 2(,ikx

Gns1 () = gn ) + 7 Jik(f (ra)e 5n) — = k(e isn)]. (114)

Através da definicio (1.7) os termos ik{f(x,)e’**n) e —k?(e?**n) podem ser

escritos como:

. d . . d
ik(f (xp)en) = (f(xn)gelkxﬂ = - j elxn Ix [f () Py () ]dxy,
(1.15)
c,
. d? . ) d?
—k?(etk¥n) = (me‘k"n) = j ekxn a2 P,(x,)dx,,. (1.16)

Substituindo as equacdes (1.15) e (1.16) na equagdo (1.14), obtemos:

[Pl + 5 [ e b )dx}

In+1(k) = gn(k) + T{—feikxn d

dx,
(1.17)

ou ainda,

gn+1(k)—gn(k>=r{— [ e [ B Gl + 5 [ et = an(xnwxn}.

dxn 2 Xn

(1.18)



Sendo gn(k) = feikxn Po(xp)dxy € gne1(k) = feikxn Ppy1(xp)dxy, podemos

€SCrever:

f ektn P (o) dx — f ektn P () dxo

_ T{_f eikxni [f (c) B ()] dx, + Ef e ikxn ddzz Pn(xn)dxn}.

dxn 2 Xn

(1.19)

Uma vez que as integrais sdo as mesmas, os integrandos devem ser iguais. Assim,

as integrais em (1.19) nos conduzem a

[ d r d?
Pn+1(xn) - Pn(xn) = T{_d_xn [f(xn)Pn(xn)] + Eﬁpn(xn)}- (1-20)

xTL
Dividindo ambos os lados da equacgao (1.20) por 7 e tomando o limite de T = 0, temos

2

9 0 r o
5. PG ) = ~ox. Lf Cen) P (xn, 0] + Zox.2 P(xn, 1), (1.21)

que ¢ denominada equagao de Fokker-Planck e fornece a evolugdo temporal da distribui¢do
de probabilidade P(x,, t). Portanto, resolver a equacdo de Langevin implica em determinar

a distribuicdo de probabilidade, origindria da equacdo de Fokker-Planck.



CAPITULO 2

METODO DE SOLUCAO

A solucdo da equacdo de Fokker-Planck em uma varidvel pode ser encontrada em
duas etapas. A primeira ¢ a determinacao da solucao estacionaria, independente do tempo.
A segunda consiste em encontrar a solucao temporal que descreve o movimento de uma
particula com relacdo a posi¢cdo de acordo com a variagdo do tempo. A abordagem adotada,
para analisar a equacdo de Fokker-Planck, pode ser encontrada em alguns livros (veja, por

exemplo, ref. [10,11]), uma revisao sobre o assunto ¢ feita na ref. [12,13].
2.1. Solucio Estacionaria

A equacdao de Fokker-Planck unidimensional conforme deduzida no capitulo

anterior pode ser escrita como:

9 9 I 92
aP(x, t) = —a[f(X)P(x, t)] + EﬁP(x, t), (211)

sendo que f(x) € a fungdo usualmente chamada de “for¢a” (entretanto, esse termo é correto

somente quando x representa velocidade) eI’ é uma constante relacionada com o coeficiente de
difusao [10].
Para obter a solucdo estaciondria no caso geral essa equagdo ¢ escrita através de

uma corrente de probabilidade J(x, t), definida pela equagdo:

d d
aP(x, t) = —a](x, t), (212)

sendo J(x, t) dada por

rao
J(,6) = fFCOP(x, ) — 5= P(x,0). (2.1.3)



Na forma (2.1.2) a equagdo de Fokker-Planck pode ser escrita como uma equagao
de continuidade. Integrando ambos os lados da equacao (2.1.2) em relacao a x, supondo

que esta varidvel tome valores no intervalo [a,b], obtemos que

d b
Ef P(x,t)dx = J(a,t) — J (b, ). (2.1.4)

Como a densidade de probabilidade P(x,t) deve ser normalizada em qualquer instante,

isto é,

b
f P(x,t)dx =1, (2.1.5)

o lado esquerdo da equagdo (2.1.4) deve se anular. Portanto, as condi¢des de contorno sao

J(a,t) = (b, ). (2.1.6)

No regime estaciondrio a distribuicdo de probabilidade independe de t, o que
implica que a corrente de probabilidade também ¢ independente do tempo. Como o lado
esquerdo da equacdo (2.1.2) se anula, a corrente de probabilidade também ¢ independente
de x, isto é, deve ter o mesmo valor para qualquer x. De acordo com a condi¢do de
contorno denominada refletora, a corrente de probabilidade se anula para qualquer instante
t, ou seja, J(a,t) = J(b,t) = 0. Assim, como ela é nula nos extremos do intervalo, ela

também ¢ nula em todo o intervalo. Entdo,

rd
J(x,t) = f(x)P(x) — EaP(x) =0. (2.1.7)

A equagdo (2.1.7) € uma equacao diferencial de primeira ordem, em que a solucao

pode ser encontrada isolando a derivada em relagdo a x:

d

2
map(x) = Ff(x)' (2.1.8)

ou ainda,



le _Z 2.1.9
—InP(x) == f(x). (2.19)

Lembrando que V' (x) é o potencial correspondente a for¢a f (x), isto €,

d
f) = -V, (2.1.10)

substituindo a equagdo (2.1.10) em (2.1.9) e integrando ambos 0s membros, encontramos

que
2
InP(x) = —FV(x) + const. (2.1.11)

Portanto, a solugdo estacionaria P(x) ¢ dada por

P(x) = Nexp {—%V(x)}, (2.1.12)

em que N corresponde a constante de normalizagao.
2.2. Solucio Temporal

Na se¢do anterior vimos como obter a solugdo estacionaria da equacao de Fokker-
Planck em uma variavel. Nesta se¢do vamos resolver a equacao de Fokker-Planck a fim de
obter a evolu¢do temporal da distribuicdo de probabilidade P(x,t) e estudar seu
comportamento para tempos longos [10,11].

Da mesma forma feita anteriormente, vamos partir da equag¢do de Fokker-Planck
em uma variavel (2.1.1). Essa equacdo pode ser escrita em termos de um operador w, tal

que,

%P(x, t) = wP(x,t), (2.2.1)



em que w ¢ o operador de evolugdo que age sobre fungdes ¢ (x), definido por:

r 92

9]
w0$(x) =~ FD() + 57 (). (222)

Para as fungdes ¢(x) sobre as quais atua o operador w, vale a seguinte propriedade:

b
f wp(x)dx = 0. (2.2.3)

A partir dessa propriedade concluimos que a distribuicdo de probabilidade P(x,t) esta
normalizada em qualquer instante t > 0, uma vez que esteja normalizada em t = 0.
Da equagdo (2.2.1) temos que, em t = 0, a distribuicdo de probabilidade satisfaz a

equacao
wP(x,0) =0, (2.2.4)
sendo P(x, 0) a distribui¢do de probabilidade estacionaria.
A introducao do operador w permite escrever a solucdo da equagdo de Fokker-
Planck:
P(x,t) = P(x,0)et?. (2.2.5)
Derivando ambos os membros da equagao (2.2.5) com relacdo ao tempo, temos que a

equagao (2.2.1) fica satisfeita.

Supondo que w possui um espectro discreto, isto &,

w0 (x) = Ay (x), (2.2.6)

em que ¢;(x) sdo as autofungdes e A; sdo os autovalores do operador w, e que P(x,0)

admita a expansao

10



[oe)

P(x,0) = Z a;¢(x), (2.2.7)

=0

entdo, a solucdo final da equagdo (2.1.1) ¢ obtida através da combinacdo das equagdes

(2.2.5) e (2.2.7) acima, que nos fornecem a seguinte distribui¢ao de probabilidade:

[oe)

P(x,t) = Z a, ¢, (x)eth, (2.2.8)

=0

Escrevendo o primeiro termo da série acima separadamente, a distribuigdo de

probabilidade ¢ escrita como

[ee)

P(x,t) = agpo(x)etho + z a; ¢, (x)etM. (2.2.9)

=1

Examinando a equagdo (2.2.4) relacionada com a equagdo (2.2.6), temos que o
autovalor A, da equagdo (2.2.9) ¢ nulo. Sendo o primeiro autovalor nulo, entdo todos os
outros autovalores A; devem ser negativos, como mostrado no apéndice A. Isso porque
quando t — oo, a distribuicdo de probabilidade P(x,t) torna-se a solucdo estaciondria
P(x) = ¢o(x) que corresponde ao estado fundamental da equacdo (2.2.7), uma vez que
ap, = 1. Para enfatizar o fato dos autovalores serem negativos, adotou-se a notagao

Al = _|A1|7 ou Sejaa

[ee)

P(x,t) = z a6, (x)e =M (2.2.10)

=0

Essa equacdo fornece a distribui¢do de probabilidade dependente do tempo.

11



2.3. Equacio de Fokker-Planck associada a equac¢do de Schrodinger

O Formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica [14,15] pode ser utilizado na
resolucao de equagdes diferenciais do tipo-Schrodinger. Nesse sentido, € possivel escrever
a equacao de Fokker-Planck (1.1) em termos de uma equacao desse tipo.

A equacio de Fokker-Planck escrita na forma (2.2.1) associamos a equago adjunta

0
aQ(x, t) = wtQ(x,0), (2.3.1)

onde w' ¢ o operador adjunto de w, definido pela propriedade dos operadores hermitianos:

f¢(w*n)*dx = fn*(wqb)dx, (2.3.2)

para quaisquer fungdes ¢(x) e n(x) que pertencam a classe de fungdes sobre a qual atua o

operador w.

A partir das defini¢cdes de w e da propriedade (2.3.2), concluimos que

2

; ] ro
wn(x) = f(0) Z=n(x) + 5571 (x). (2.3.3)

Portanto,  ndo é hermitiano (auto-adjunto). E possivel fazer uma transformacio sobre w e

obter um operador hermitiano x, definido por:

K, (x) = w[lpj/f:()j;l &) . (2.3.4)

As autofungdes de k sdo Y;(x), dadas por

¢ (x)

b = Yo(x)

(2.3.5)

Substituindo 1, (x) na defini¢do (2.3.4), temos que

12



wp(x) _

Kk (x) = ———= Do (x Y~

w(x) = Ay (x), (2.3.6)

portanto, conclui-se que os autovalores do operador k sdo A;, os mesmos do operador w.
A forma explicita de k ¢ obtida usando a definicdo do operador w (2.2.2) em

(2.3.4), para uma fun¢do qualquer 1;(x), de onde obtemos que

Kk, (x) = {_6_ [f GO ()Y, ()] + [l/)o(x)l/)l(x)]} (2.3.7)

Po(x) 2 0x2

que possui 0os mesmos autovalores de w, A;.

Desenvolvendo a equagdo acima e usando a relagao

a _f®)
alnlpo(x) =T (2.3.8)
¢ possivel escrever,
2 0 o2
) =~ {E + LB o + 5 2 239)

, .. . r 92
onde k ¢ um operador hermitiano escrito da forma: Kk = —Ves(x). O
2 0x2

desenvolvimento da equagdo (2.3.7) para a equacdo (2.3.9) encontra-se detalhado no
apéndice B.
Obtida a forma desejada para k, a equagdo (2.3.9) revela que o operador — k pode

ser comparado com o operador Hamiltoniano

2 aZ
H=-o—=—=+V(x). (2.3.10)
m
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Observa-se que ambos sdo muito semelhantes. Fazendo ' > h%/m, o operador -k
corresponde ao operador Hamiltoniano e o termo referente ao potencial da equagdo

(2.3.10) corresponde ao potencial efetivo da equacao (2.3.9), dado por

(2.3.11)

1 2.9
o =L, 20

A relagdo entre a equacao de Fokker-Planck e a equacao de Schrodinger indica que
a solu¢do da equacdo de Fokker-Planck para diferentes potenciais pode ser obtida da
equagdo tipo-Schrodinger associada a Fokker-Planck. Assim, uma vez obtida as
autofuncdes ;(x) e autovalor A; da equacdo tipo-Schrodinger, basta utilizar a relagdo

(2.3.5) para escrever a distribuicdo de probabilidade P(x,t) (2.2.10). Dessa forma, a
solugdo da equacao de Fokker-Planck ¢ dada por [16]:

P(x,t) = Py (x) Z ap; (x)e A, (2.3.12)
=0

Os valores dos coeficientes a; da somatoria sao obtidos, multiplicando ambos os

lados da equagdo (2.3.12) por ¥, (x) /¥, (x), integrando em relagdo a x e fazendo t = 0,

da forma
v Ya(®) [N PYn(x)
f_oo P(x,0) e dx = f_oo ;allpo(x)tpl(x) Do () dx, (2.3.13)
ou,
v Ya) N (7
f_m P(x, O)de = ;al f_m Y, )Y, (x)dx. (2.3.14)

A integral do lado direito ¢ determinada usando a propriedade de ortogonalidade

das fungoes Y, (x), ou seja:

14



f_ P (x = {7 el (2.3.15)

assim os valores para os coeficientes a; sdo:

P (x)
Yo (x)

+00
a; = f P(x,0) dx. (2.3.16)

Considerando como condigao inicial P(x,0) = 6(x — x,), podemos escrever

a, = f+oo5(x — xo)il)—ixx;dx. (2.3.17)

Pela propriedade de filtragem da funcao delta, temos que os coeficientes a; sdo dados por

[16,17]:

@ = Y1(x0)
: Yo (%)’

(2.3.18)

que dependem da condigdo inicial x, adotada.
Portanto, a solu¢dao geral da equagdo de Fokker-Planck dependente do tempo

associada a equagao de tipo-Schrodinger torna-se

Po(x)
VYo (xo)

P(x,t) = D G (el (2.3.19)
=0
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CAPITULO 3

EQUACAO TIPO-SCHRODINGER

A Supersimetria surgiu no contexto da Fisica de Particulas e Campos permitindo
relacionar bdésons e férmions. A aplicacdo desse conceito em Mecanica Quantica deu
origem a chamada Mecanica Quantica Supersimétrica, que foi introduzida em 1981 por
Witten [18]. Uma aplicagdo bastante interessante € seu uso para obter solugdes da equacao
de Schrodinger [19,20].

A equagdo de Schrodinger possui solucao analitica/exata para poucos potenciais.
Uma tentativa de contornar esse problema ¢ fazer uso de alguns métodos aproximativos ou

numéricos como o Método Variacional [21].
3.1. Formalismo da Mecanica Quantica Supersimétrica

No formalismo usual da Mecanica Quantica Supersimétrica tém-se dois geradores

Q™ e Q*, que satisfazem as seguintes relagdes de anticomutagio

{0707} =07Q"+0Q7Q™ = H (3.1.1)

{707} ={e*.Q"}=0. (3.1.2)
Essas relagdes sdo parte de uma algebra que contém operadores bosonicos e fermidnicos e

relagdes de comutacgdo e anticomutagao.

Esta 4lgebra supersimétrica pode ser realizada considerando os operadores

Q_z(ao_ 8) Q+=(8 a0+) (3.1.3)

e, dessa forma

16



He=(9 °), (3.1.4)

em que at ¢ a” sdo os operadores bosonicos. Neste caso, vale ressaltar as seguintes

relacdes de comutagao:
[a",a*]=a at—ata =1 (3.1.5)
[a™,a”] =[a*,a*] = 0. (3.1.6)

O Hamiltoniano supersimétrico, equacao (3.1.4), pode ser escrito em termos de dois

Hamiltonianos H ¢ H™ que sdo chamados companheiros supersimétricos, da forma

H* 0)

Hgs = ( o H-/) (3.1.7)

Partindo dessa estrutura ¢ possivel construir novos Hamiltonianos com relagdes
simples entre suas autofungdes e autovalores.

Através do formalismo de Supersimetria em Mecanica Quantica pode-se
desenvolver um método para resolver a equagdo de Schrodinger. Através dessa abordagem
a solucdo pode ser obtida estado por estado através da chamada hierarquia de
Hamiltonianos.

Para desenvolver o método de solugdo tomemos o Hamiltoniano de partida para um

dado problema unidimensional dado por:

2d2

HO = _%W + V(X) (318)

Por simplicidade, a estrutura descrita implica em A = 2m = 1. Essa suposicao
simplifica bastante a notacdo, sem afetar a generalidade do formalismo. O Hamiltoniano

(3.1.8) pode ser escrito em termos dos operadores bosonicos,
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+ W, (%), (3.1.9)

sendo que W; (x) é chamado de superpotencial.

Usando as ideias do formalismo supersimétrico, o Hamiltoniano H, ;, € escrito:

d? d
Hy,=ata; +EP = —oS W) - =W () + EM. (3.1.10)

Dessa forma, o Hamiltoniano escrito através de operadores a; e aj esta fatorizado.
Para que o Hamiltoniano fatorizado (3.1.10) seja igual ao Hamiltoniano original

(3.1.8), considerando A = 2m = 1, a seguinte condi¢do deve ser verdadeira:
W2 — W, +EP =V (x), (3.1.11)

em que V' (x) é o potencial estudado. A partir da equagdo acima, observa-se que o valor de

Eél), o autovalor do nivel mais baixo de energia, ¢ dado pelos termos que ndo dependem
de x na equagdo (3.1.11).

A equacao (3.1.11) ¢ um equacao diferencial ndo-linear conhecida como equagao
de Riccati, cuja solu¢do fornece o superpotencial W;(x). Uma vez determinado o
superpotencial ¢ possivel chegar a funcdo de onda para o estado fundamental, aplicando o

operador bosonico a; na funcdo de onda do estado fundamental:

arpd = 0. (3.1.12)
Portanto,

P (x) o e~ S Waax, (3.1.13)

O companheiro supersimétrico de H, ; € construido invertendo-se a ordem dos

operadores bosonicos:
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H_,=ajal +E", (3.1.14)

em que

d? d
ajai = ~=z + awl(x) + Wi (x). (3.1.15)

Da mesma forma que H,;, H,, pode ser fatorizado novamente em termos de

novos operadores bosdnicos e de Eéz), de acordo com a seguinte relacdo:
H,,=ala; +E®? (3.1.16)
+,2 — Y242 o 1.

sendo os operadores a e a; dados por:

+ W, (x). (3.1.17)

Fazendo a multiplicacdo dos operadores bosonicos (3.1.17), temos que o

Hamiltoniano H, ; ¢ escrito:

2

a2 d
Hy, = afa; + EY = — — T Wa () + W) + E®, (3.1.18)

entdo W, (x) deve satisfazer uma nova equagao de Riccati:
W2(x) — Wi (x) + E& = W2(x) + W (x) + EV. (3.1.19)

A equagdo (3.1.19) fornece como solugdo o superpotencial W, (x). Este esta ligado

a autofun¢do do estado fundamental para o Hamiltoniano H, ,. Assim, a func¢do de onda

((,2) pode ser obtida, e ¢ dada por:

D (x) e~ [W2@ax, (3.1.20)
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Este processo pode ser repetido n vezes, desde que os Hamiltonianos sucessivos
possam ser fatorizados, gerando toda uma familia de Hamiltonianos cujos membros estao

relacionados via Supersimetria. Tem-se, entdo, a seguinte forma geral:

H,n=a}ta; +E, (3.1.21)
onde
. - d
Ay = +a + W, (x). (3.1.22)

Entdo, basta determinar o superpotencial W, (x) para encontrar a funcdo de onda do estado

fundamental de cada membro da hierarquia de Hamiltonianos,
P (x) o< e~ [ Wnl0Iax, (3.1.23)

Para obter a autofun¢do do primeiro estado excitado 1/)1(1), basta aplicar o operador

bosonico af em 1/)52) (funcdo de onda do estado fundamental para o segundo membro da
familia de Hamiltonianos). Aplicando sucessivas vezes os operadores, ¢ possivel encontrar
as autofuncdes de todos os niveis de energia do problema original, conforme indicado na
figura 1.

©)

0

1 2
1 2 + 4+ 3

(1) =a l/)(2) = a1 a, l/)(3) = a1 az as 1/)(4)

1 +1
= afajaf .apyd™?

Figura 1: Autofuncdes para todos os niveis de energia.
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Assim, o formalismo supersimétrico permite encontrarmos a solucdo do problema
original H, através das relacdes entre os estados fundamentais de cada membro da
superfamilia, como mostra a figura 1. A igualdade, neste caso, deve ser entendida a menos
de constantes de normalizacao.

Tendo construido toda a familia de Hamiltonianos, ¢ possivel obter os autovalores
de energia e as autofung¢des para todos os niveis de energia. A figura 2 representa a relagao
entre as autofuncdes e os autovalores obtidos na construgdo da superfamilia de

Hamiltonianos via Supersimetria. Esta construgdo sé ¢ possivel para potenciais exatamente

soluveis.
Hi, Hi, Hiz
3 2 1 1 2 2 3 3
Y = 50 = 5 Omau®  O=any
2 1 1 2 2
B = 6 O = apy? @
€)) €))
E, 0

Figura 2: Hierarquia de Hamiltonianos e a relacdo entre autofungdes e autovalores de

energia.

3.2. Método Variacional

O M¢étodo Variacional tem sido muito explorado em processos quanticos onde nao
¢ possivel obter solugdes fechadas [22,23]. Essa abordagem tem sido enriquecida nos
ultimos anos pelo uso do formalismo supersimético [24,25].

Esse método permite obter solucdes aproximadas para a equacao de Schrodinger e
utiliza como critério o valor minimo de energia. O Método Variacional consiste em

encontrar uma boa funcao teste, escrita em termos do conjunto de parametros € minimizar
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o valor encontrado para a energia em termos desses parametros. O principio variacional

garante que este valor nunca sera menor que o valor verdadeiro. Assim, podemos escrever:

I ¥ (x)Hlp”z(x) dx >E (3.2.1)

(a0 dx
em que H representa o operador Hamiltoniano do problema, E € o autovalor de energia do
estado estudado e 1, (x) ¢ chamada de fungdo teste e € escrita em termos do conjunto de
parametros p. Quanto mais proximo a fungdo teste estiver da solug¢do real do problema,
mais proximo a relagdo (3.2.1) se aproxima da igualdade. Dessa forma, o grande desafio do
M¢todo Variacional ¢ encontrar uma fungdo 1, (x) adequada para o problema em estudo.
Mesmo que ndo seja possivel determinar a solucdo analitica/exata da equacdo de
Schrédinger, autofuncdes aproximadas podem ser introduzidas através do uso de um
superpotencial aproximado. Assim, autofun¢des teste podem ser obtidas pelo método
sugerido na se¢do anterior através de um superpotencial conveniente. Quanto mais proéxima
a fungdo teste estiver da funcdo de onda real do problema, melhores sdao os resultados

obtidos para E.
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CAPITULO 4

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK E
ENOVELAMENTO DE PROTEINAS

O método de solugdo da equagdo de Fokker-Planck apresentado anteriormente para

estudar, por exemplo, o processo de difusdo de uma particula em um meio com constante
o A T . .
de difusdo > pode ser aplicado para estudar o processo de enovelamento de proteinas em

que a solucdo da equacdo de Fokker-Planck representa perfil de energia livre de
enovelamento mais provavel [26].
No caso do processo de enovelamento de proteinas, a fun¢do f(x) na equacdo de

Fokker-Planck (2.1.1) ¢ escrita:

flx) = gg/x) (4.1)

em que g(x) esta relacionada com a energia livre do sistema da seguinte forma:

9
g() = ——F(x), (4.2)

sendo F(x) a energia livre.

Desse modo, a equagdo de Fokker-Planck ¢ dada por

2
P 1) =

d [g(x)
at dx y

—=P(x, t)l D—P(x t). (4.3)

~ r ., . n .
Nessa equagdo, a constante 5 esta relacionada com a constante de difusdo D e a varidvel x

representa a coordenada de reagdo. Assim, substituindo f(x), equagdo (4.1), na equacao

(2.1.9), esta nos fornece que
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le = 1dF 4.4
—~In (x)——y—Da (x). (4.4)

Integrando ambos os membros da equagdo acima, temos que
F(x)
InP(x) = ———+ t. 4.5
nP(x) VD cons (4.5)
Portanto, a solu¢do estaciondria P(x) ¢ dada por

P(x) = Nexp {— 7D (4.6)

em que N corresponde a constante de normalizagdo. Utilizando a relagdao de Einstein [27],

ou seja, fazendo yD~kT, temos que
P(x) = Nexp{—BF(x)}, (4.7)

1 , r
em que f§ = poet k ¢ a constante de Boltzmann e T ¢ a temperatura.

A equacdo (2.3.9) mostra que o operador —k pode ser identificado como um
operador Hamiltoniano. Naquela equacdo, a func¢do f(x) estd relacionada com um
potencial efetivo (2.3.11). No caso de interesse, esse potencial efetivo esta relacionado com

a energia livre e ¢ escrito como:

2 2

D d 02
Ver (x) = 5{%(—51[7@) - ﬁﬁm)}. (4.8)

A relagdo entre a equacdo de Fokker-Planck e a equacdo de Schrodinger indica que
a solugdo da equagdo de Fokker-Planck pode ser obtida da equagdo tipo-Schrodinger
associada a Fokker-Planck. Assim, para descrever o processo de enovelamento de
proteinas, potenciais efetivos do tipo apresentado, equacdo (4.8), serdo utilizados na

equagdo tipo-Schrodinger (2.3.9) para obter as autofungdes ;(x) e os autovalores A; que
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compdem a distribui¢do de probabilidade P(x,t), equacdo (2.3.19), que é solugdo da

equagdo de Fokker-Planck. A equacdo tipo-Schrodinger a ser utilizada ¢ da forma:

2

=Dy () + Ver (1 (x) = Ay (x) (4.9)

Para obter a solugdo da equagdo acima, ¢ utilizado o formalismo da Mecanica
Quantica Supersimétrica. Através do formalismo de Supersimetria em Mecanica Quantica
pode-se desenvolver um método para resolver a equacdo tipo-Schrodinger (4.9), em que a
solugdo pode ser obtida estado por estado através da chamada hierarquia de Hamiltonianos

[14,15].
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CAPITULO 5

POTENCIAL BIESTAVEL SIMETRICO

No método de solu¢do da equagdo de Fokker-Planck apresentado o formalismo
supersimétrico e o Método Variacional sdo usados para determinar as fungdes de onda
aproximadas e os autovalores de energia. Para introduzir o formalismo, estudamos

inicialmente o caso em que o sistema ¢ descrito pela energia livre dada por:

F(x) = ax* + cx?, (5.1)
sendo a e c constantes. A figura 3 mostra F(x) versus x paraa = 0,25 e ¢ = —0,5.
Fx)
0.6
0.4

Figura 3: Grafico de ilustrativo de F(x) versus x.

A equacdo que relaciona a energia livre com o potencial efetivo a ser usado na

equagao tipo-Schrodinger ¢

D(B%;, @ 2 92
Vef(x)=5{ﬁ7<—af’(x)) —BﬁF(x)}, (5.2)
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1 . . o .
em que f = et k ¢ a constante de Boltzmann e T ¢ a temperatura. Substituindo a energia

livre, equacdo (5.1), obtemos que:

Ver(x 6a c
%() = B* {4a2x6 + 4acx* + (cz - ?) x? — E} (5.3)
. Ver(x) _ _ _
A figura 4 ilustra 5 baraa = 0,25, c=-0,5¢ g =1.
Vef®)
D
3
2
1
! ! /\ ! L5
-2 -1 i 1 2
1 :,
oL
Figura 4: Grafico do potencial da equagao tipo-Schrodinger Ver @) Versus Xx.

Este potencial permite determinar a solu¢do analitica apenas para o estado
fundamental. A solucdo para os outros estados ¢ obtida de forma aproximada através do
Método Variacional.

A equagao de tipo-Schrédinger a ser resolvida ¢ escrita como:

Vef(x)
D

_ﬁlpl(x) + Y (x) = _Elpl(x)- (5.4)
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A partir da equagdo acima, podemos escrever que: Hy,(x) = E;y;(x), em que o

: : . 9z v
Hamiltoniano ¢ H = ——+ Ver®)

\ A
e o autovalor é E; = — Hl
Para o potencial dado em (5.3), o Hamiltoniano de partida é:

d? 6a c
Hy=———+ B2 {4a2x6 + 4acx* + (cz — F) x?% — E} (5.5)

Este Hamiltoniano pode ser fatorizado em termos dos operadores bosonicos de

forma que:

2

H,,= —d—+W2(x)—W’(x)+E(1) (5.6)
+1 dx2 1 1 0 - .

Para que (5.5) seja igual a (5.6) a seguinte condig¢ao deve ser satisfeita:

WE(x) — Wi (x) + Eél) = B2 {4612366 + dacx* + (cz — %) x% — %} (5.7)

A solugdo da equagao acima, para que a igualdade seja verdadeira, ¢ do tipo:

Wi (x) = 2Bax® + Bex, (5.8)
sendo o autovalor de energia dado por

EM =o. (5.9)

O superpotencial dado em (5.8) fornece a fung¢ao de onda do estado fundamental:
lpél)(x) = ¢~ I WMidx = oy {—g(ax‘* + cxz)}. (5.10)

Para obter a autofun¢do e o autovalor para o primeiro estado excitado, ¢ preciso
determinar o companheiro supersimétrico de H, ;. Este ¢ obtido invertendo os operadores

bosonicos, o que conduz a
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2

Hog= = o+ WG + W) + EW, (5.11)

ou em termos de novos operadores:

d2
H,,=aja; +EP = — o~ W00 + WE O + E®. (5.12)

A igualdade entre as equagdes (5.11) e (5.12) nos conduz a uma equagao de Riccati,

da forma:

WZ(x) + Wi (x) + ESD = W2(x) — Wy (x) + E?, (5.13)
sendo
2 2.6 4 2 6a 2, ¢ 2 ' (2
f*14ax® + dacx® + | c” +— ) x* + - = WS (x) = Wy (x) + E;”. (5.14)

B B

Neste caso, como ndo ¢ possivel encontrar a solugcdo para a equagdo (5.14), ¢é

sugerido um superpotencial do tipo:
Wo(x) = ayx3 + kqx. (5.15)

A partir do superpotencial (5.15), encontramos a fun¢ao de onda:

4 2
©) _ X X
Yo (x) = exp o k17 : (5.16)
Aplicando o operador bosénico af em wéz) obtemos a autofun¢do do primeiro estado

excitado 1/)1(1). Esta autofuncdo e o Hamiltoniano original H, ¢ usada no Método
Variacional, equacdo (3.2.1), para calcular o autovalor de energia para o primeiro estado

. 2 1 . n S
excitado, Eé ) = El( ), com dois pardmetros variacionais a; € k;.
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Para determinar os autovalores para os demais estados excitados € preciso repetir o
processo para construir a hierarquia de Hamiltonianos, ou seja, sugerir superpotenciais que
geram funcgdes de onda para cada estado excitado através da relacdo entre as autofungdes
(figura 1). Superpotenciais sugeridos seguem a mesma forma da equagdo dada em (5.15),
alterando apenas os parametros (a,, k). As funcdes de onda sdo geradas pela hierarquia
de Hamiltonianos da forma indicada na figura 1. Estas fun¢des de onda sdo utilizadas no
Método Variacional para a obtencdo dos autovalores de energia. Os resultados obtidos,
utilizando o procedimento descrito estdo apresentados na tabela 1. Nesta tabela estdo
apresentados os parametros minimizados e os autovalores de energia obtidos através do

Método Variacional.

Tabela 1: Parametros minimizados, «,, ¢ k,, ¢ autovalores de energia obtidos através do

formalismo supersimétrico e Método Variacional.

n an, k, E, = A,
1 0,197881 1,18991 0,81781
2 0,214876 1,4933 3,56748
3 0,21372 1,81876 6,86512
4 0,211068 2,11051 10,8524
5 0,208813 2,37194 15,4459

As autofungdes e os autovalores encontrados foram utilizados para obter a

distribuigdo de probabilidade P(x, t), dada pela equagao:

N
PG ) =320 ) e, (5.17)
o\40 =0

P

O critério de truncamento do nimero de termos utilizados na somatoria foi a
comparagao das curvas de distribui¢do de probabilidade parat =2 para N=5¢ N = 4.
Como as curvas praticamente coincidem, a série foi truncada para N =5. O tempo
escolhido, t = 2, corresponde a um tempo intermediario entre o instante inicial (t = 0) e o
tempo em que o sistema ja se encontra no estado estacionario (t~10). A figura 5 apresenta

a distribuicao de probabilidade obtida para diferentes valores de tempo quando x, = —1.
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Figura 5: Distribui¢do de probabilidade P(x,t) versus x para diferentes

valores de tempo.

Observando a figura 5, nota-se que para pequenos valores de tempo, a curva de
distribuicado de probabilidade apresenta-se concentrada na regido que corresponde ao
primeiro minimo do potencial (figura 3). Isso mostra um resultado direto da condigdo
inicial utilizada P(x,0) = 6(x — x;), para x, = —1. Com o aumento do tempo, a curva de
distribui¢do de probabilidade torna-se distribuida entre os dois minimos de F(x). Para
valores de tempo maiores que 10, as curvas de distribuicdo de probabilidade apresentadas
coincidem, ou seja, chega-se no estado estacionario.

A fim de observar a evolucdo temporal do sistema foram calculadas as
probabilidades totais em fun¢ao do tempo através das integrais do lado esquerdo (x < 0),
N;, e do lado direito (x > 0), N,, da distribuicdo de probabilidade (5.17) [28]. Assim,

temos que

0

N, (t) =f P(x,t)dx (6.18)

—-10

10
N, (t) = j P(x, t)dx. (6.19)

0
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Em termos numéricos, ¢ adotado como critério para o estado estaciondrio quando
AN(t) = N;(t) — N,(t) for da ordem de 107°. O tempo caracteristico, t., para atingir o
equilibrio define a condi¢ao de que metade do sistema estd antes da barreira de energia e a
outra metade esta depois da barreira de energia, ou seja, ¢ o tempo necessario para o
sistema atingir o seu estado de equilibrio. Esse resultado ¢ esperado, uma vez que se trata
de um potencial biestavel simétrico, em que no estado estaciondrio a curva de distribuicao
de probabilidade estd igualmente distribuida entre os minimos do potencial. A partir do
estudo de t. ¢ possivel analisar o comportamento da distribuicdo de probabilidade em
diferentes condi¢des iniciais X, quando o estado estacionario ¢ atingido. Em outras
palavras, ¢ possivel observar a evolucao temporal do sistema para diferentes valores da
condi¢do inicial x,. A figura 6 mostra o comportamento de t. versus a condi¢do inicial

adotada x,.

17,0 [

16,5 [

16,0 |
+—° 15,5 1

15,0

14,5

14,0 I ' I ' I ' I ' I ' ,
-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0

Figura 6: Tempo caracteristico t, versus a condi¢ao inicial x.

Analisando a curva apresentada na figura 6 observa-se que o tempo caracteristico t,
decresce acentuadamente com a condi¢do inicial x,, ou seja, quanto mais proximo a
distribui¢do inicial estiver do pico da barreira de potencial, menor ¢ o tempo de primeira

passagem.
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CAPITULO 6

POTENCIAL BIESTAVEL ASSIMETRICO

O método desenvolvido para o potencial biestavel simétrico pode ser estendido no
estudo de potenciais assimétricos. Nesse caso, um exemplo seria o sistema descrito por

uma energia livre da forma:
F(x) = ax* + bx3 + cx?, (6.1)

em que a, b e c sdo constantes. A figura 7 mostra F(x) versus x para o caso em que
a=0,25b=-0,2¢e c=-0,5. A assimetria do sistema depende dos valores escolhidos
para as constantes. O valor da constante ¢ altera a profundidade do po¢o mais raso. Se
b > 0, o minimo mais profundo aparece para valores de x negativo. Quando b < 0, a

assimetria aparece com minimo mais pronunciado para valores de x positivo.

F(x)

Figura 7: Grafico de ilustrativo de F(x) versus x para a = 0,25, b = —0,2 e

c =—0,5.

33



Substituindo a equagdo (6.1) em (5.2), obtemos o potencial efetivo referente a

energia livre em estudo, que ¢ escrito como

Ver(x) 9b? 6a 3b ¢
——— = B?{4a?*x® + 6abx> + | 4ac + — | x* + 3bcx® + (cz ——)xz ——x— =,
D 4 B B B

(6.2)
em que f§ = — ¢ k ¢ a constante de Boltzmann. A figura 8 mostra a forma grafica para o

KT
potencial (6.2) paraa = 0,25, b = —0,2,c =—-0,5e f =1,2.

Vef(x)
D
6 o

Figura 8: Grafico ilustrativo do potencial efetivo da equagdo tipo-Schrodinger

Ver(x)
—— VEerISus X.

A partir da equacao tipo-Schrodinger (5.4), podemos escrever que o Hamiltoniano

de partida para o potencial efetivo dado por (6.2) é:

d? 9h? 6a 3b
_ 2 2.6 5 4 3 2 _ M\ .2 0¥
Hy = dx2+ﬁ {4ax + 6abx +<4ac+ 4>x + 3bcx +<c ﬁ)x ﬁx
c
—E. (6.3)
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Este Hamiltoniano pode ser fatorizado, de forma que

2

d
Hiq ===+ WP = Wi + EX. (6.4)

Para que (6.3) seja igual a (6.4) a seguinte condi¢ao deve ser satisfeita:

W2(x) — Wi (x) + ESV

2

9b 6a 3b c
= B {4azx6 + 6abx® + (4ac + T) x* + 3bcx3 + (cz — —) x?——x— —}.

B B B
(6.5)
Como solugdo da equacao acima, ¢ sugerido um superpotencial do tipo:
3
W,(x)=p <2ax3 + bez + cx), (6.6)
em que o autovalor de energia dado por
EM =o. (6.7)

A partir do superpotencial (6.6) podemos escrever que a fungdo de onda do estado

fundamental é:

tpél)(x) = exp {—g(ax4 + bx3 + cxz)}. (6.8)

Da mesma forma apresentada anteriormente, para obter a solu¢do da equacao tipo-
Schrodinger para o primeiro estado excitado, ¢ preciso determinar o companheiro

supersimétrico de Hy 4,

2

d ) 2 )
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ou em termos de novos operadores:

dZ
Hy,=ala; +ED = — —5— W) + WP () + E®. (6.10)

Para que (6.9) e (6.10) sejam iguais, W, (x) deve satisfazer a seguinte equagao:
W2Z(x) + Wi (x) + EP = WE(x) — Wi(x) + E?, (6.11)

ou seja,

9p? 6a 3b
p? {4a2x6 + 6abx® + <4ac + T) x* + 3bcx® + (cz + F) x% + Fx

+ /%} = W2(x) - W)(x) + E2. (6.12)

Nao sendo possivel determinar a solu¢do exata para a equacao (6.12), ¢ sugerido

um superpotencial aproximado do tipo:
Wy (x) = ayx® + pupx? + kyx + 1. (6.13)
Este superpotencial fornece a fungdo de onda:

X X

- x4 3 2
o (x) = exp —azz—ﬂzg—]%?—nzx . (6.14)

Para obter a autofungdo do primeiro estado excitado 1,01(1), basta aplicar o operador

bosonico af em 1p(§2). Esta autofuncdo e o Hamiltoniano original H, sdo usados no Método
Variacional, equagdo (3.2.1), para calcular o autovalor de energia com quatro parametros
variacionais a, Un, k,, € 1y,.

Repetindo o processo € possivel construir a hierarquia de Hamiltonianos, ou seja,
obter os autovalores para os demais estados excitados. Para isso € preciso sugerir
superpotenciais que geram funcdes de onda para cada estado excitado. Estas fungdes de

onda sdo utilizadas no Método Variacional para a obtencdo dos autovalores de energia.
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O procedimento descrito utilizando o Método Variacional ¢ o mesmo usado na
secdo anterior. Os pardmetros minimizados e os autovalores de energia obtidos para o caso

estudado estao apresentados na tabela 2.

Tabela 2: Parametros minimizados «,, u,, k, € n, € autovalores de energia obtidos
através do formalismo supersimétrico e Método Variacional para a = 0,25, b = —0,2,

c=-05¢ep =12

n a o kn m E, = A,
1 0,214762 —0,165438 1,33561 —0,239006 0,804623
2 0,246729 —0,170907 1,62 —0,345608 3,75514
3 0,248131 —0,164742 1,96533 —0,431332 7,24436
4 0,24594 —0,160239 2,28116 —0,499965 11,4886
5 0,24383 —0,157166 2,56541 —0,559561 16,3996

A partir da equagdo (5.17) foram obtidas as curvas de distribui¢do de probabilidade
P(x,t), como mostra a figura 9. O mesmo critério usado no potencial biestavel simétrico

foi utilizado para truncar a série. Nesse caso, a série foi truncada para N = 5.

P(x,t)

—  t=0,8

0.7 |

06

Figura 9: Distribuicdo de probabilidade P(x,t) versus x para a = 0,25,
b=-02,c=-05xy=-15¢epf =12
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Da andlise da figura 9, observa-se que para pequenos valores de tempo, a curva de
distribuicdo de probabilidade apresenta-se concentrada na regido que corresponde ao
minimo mais raso de F(x) (figura 7). Esse comportamento ¢ consequéncia da condi¢ao
inicial adotada (P(x,0) = §(x — x3)). Conforme o tempo aumenta, a curva de distribui¢do
de probabilidade torna-se mais pronunciada na regido correspondente ao minimo mais
profundo. Quando t = 12, o sistema pode ser considerado estacionario.

Percebe-se, como esperado, que para tempos longos a probabilidade de encontrar o
sistema na regido correspondente ao segundo minimo do potencial (minimo mais
pronunciado) ¢ maior do que encontra-lo na regido correspondente ao primeiro minimo que
¢ mais raso.

Assim como para o caso simétrico, o tempo caracteristico t. também foi calculado
para o caso assimétrico. Porém, para o caso assimétrico, o critério estabelecido quando o
estado estacionario ¢ alcangado foi AN(t) = —0,3191, uma vez que para esse caso a
distribuicao de probabilidade no estado estacionario nao esta igualmente distribuida entre
os minimos do potencial. Nesse caso, o critério adotado define a condicdo de que ¢ mais
provavel encontrar o sistema depois da barreira de energia, ou seja, quando x > 0. A figura
10 mostra o comportamento de t. versus a condi¢cdo inicial adotada x, para o caso

assimétrico.
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Figura 10: Tempo caracteristico t. versus a condicdo inicial x.

Observando a figura 10, nota-se que t, diminui com a condi¢do inicial x,,

conforme os valores de x, se aproximam da barreira de energia.
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CAPITULO 7

ENERGIA LIVRE PARA O ENOVELAMENTO DE
PROTEINAS

O método de solucio da equacao de Fokker-Planck apresentado anteriormente pode
ser utilizado para estudar o processo de enovelamento de proteinas [8]. A partir de um
ajuste dos valores de energia livre que emergem de simulagdes computacionais em uma
fung¢do do tipo polinomial foi possivel mapear o potencial relacionado ao processo de
enovelamento em potenciais biestdveis e, assim obter os tempos caracteristicos do
processo.

O método desenvolvido para o potencial biestavel assimétrico também pode ser
aplicado no estudo de potenciais assimétricos utilizados para descrever o processo de
enovelamento de proteinas [29].

A partir da metodologia apresentada e dos resultados de energia livre que emergem
de simulagdes computacionais, para T = 1,080, realizou-se um ajuste dos valores de
energia livre fornecidos em uma fun¢do do tipo polinomial, da forma: F(x) = ax* +

bx® + cx?. A figura 11 mostra a curva obtida e os parAmetros ajustados.
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50 — m  Dados de simulagdo computacional

Dados do ajuste
. Equaco: F(x) = 460x" - 48x° - 115x°
45 +
40 -
u
x . =
[T
35
30
25 T T T T T T T T T T T T
-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6
X

Figura 11: Valores de energia livre obtidos de simulagdes computacionais e

ajuste de parametros realizado versus a coordenada de reagao.

Para potenciais do tipo polinomiais, como ajustado, a equagdo tipo-Schrodinger
possui solugdo analitica apenas para o estado fundamental. Assim, a solu¢ao mais completa
da equacdo de Fokker-Planck deve ser obtida usando o formalismo supersimétrico € o
Método Variacional.

Utilizando a abordagem sugerida, podemos escrever a energia livre do sistema na

forma:

F(x) = ax* + bx3® + cx?, (7.2.1)

em que a, b e ¢ sdo constantes. A figura 11 mostra F(x) versus x para o caso em que
a =460, b = —48 e c = —115. A assimetria do sistema depende dos valores escolhidos
para as constantes. Nesse caso, b < 0 e, a assimetria aparece com minimo mais
pronunciado para valores de x positivo.

Seguindo o mesmo procedimento apresentado para o potencial biestavel

assimétrico foi possivel obter a solugdo para a equacdo tipo-Schrodinger, equacao (5.4),
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em que o potencial efetivo (5.3) ¢ escrito em termos da energia livre dada pela equagdo
(7.2.1).

As autofungdes para este caso possuem a mesma forma apresentada para o caso do
potencial biestavel assimétrico, sendo que para o estado fundamental, equacdo (6.8), as
constantes valem: a = 460, b = —48 ¢ ¢ = —115. As demais autofun¢des sao dadas em
termos dos parametros variacionais a,,, U, k, € n,. Como descrito, os autovalores para os
estados excitados foram obtidos repetindo o processo, ou seja, sugerindo superpotenciais
que geram func¢des de onda para cada estado excitado através da relacdo entre as
autofuncdes (figura 1). Os resultados encontrados utilizando o procedimento descrito estdo
apresentados na tabela abaixo. Nesta tabela estao apresentados os parametros minimizados

e os autovalores de energia obtidos através do Método Variacional.

Tabela 3: Parametros minimizados «,, u,, k, € n, € autovalores de energia obtidos

através do formalismo supersimétrico e Método Variacional para a = 460, b = —48,
c=-115¢p8 = ﬁ

n n, Hn kn M Ay

1 889,308 511,96 140,363 6,55981 188,159

2 —40,689 15,0036 84,7965 3,84468 190,815

3 —4,7722 —45,6839 69,8482 5,03949 297,025

4 866,976 —377,05 78,0321 —1,26092 368,834

5 386,904 —83,9753 53,774 -1,83139 404,222

A partir das autofungdes e dos autovalores encontrados ¢ possivel obter a
distribuicdo de probabilidade P(x,t), equagdo (5.17), para o caso estudado. A série foi
truncada para N = 5, uma vez que para t = 0,08, quando N = 4, as curvas praticamente
coincidem. A figura 12 mostra as curvas de distribuicdo de probabilidade obtidas para

diferentes valores de tempo para x, = —0,35.
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P(x,t)
8 4

T T Sy T - T . T X
-0,6 -0,4 -0,2 1] 0,2 04 0,6

Figura 12: Distribuicdo de probabilidade P(x, t) versus x.

Da anélise da figura 12, observa-se que a curva de distribui¢do de probabilidade
apresenta-se concentrada na regido que corresponde ao segundo minimo (figura 11). Para
valores de tempo maiores que 0,08, as curvas de distribuicio de probabilidade
apresentadas coincidem, ou seja, chega-se no estado estacionario. Assim, como esperado, a
probabilidade de encontrar o sistema na regido correspondente ao segundo minimo do
potencial (x > 0) ¢ maior do que encontra-lo na regido correspondente ao primeiro minimo
(x <0).

Da mesma forma que para o potencial biestavel assimétrico, o tempo caracteristico
t. foi calculado para o ajuste assimétrico. Nesse caso, o critério estabelecido quando o
estado estacionario ¢é alcangcado foi AN(t) = —0,95896, pois a distribuigdo de
probabilidade no estado estaciondrio ndo estd igualmente distribuida entre os minimos do
potencial e, ¢ mais provavel encontrar o sistema depois da barreira de energia quando
x > 0. Na figura 13 estdo apresentados os valores de t,. versus a condic¢ao inicial x, para o

ajuste assimétrico.
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X

Figura 13: Tempo caracteristico t. versus a condi¢do inicial x,.

Analisando a figura 13, nota-se que t. decresce com o aumento dos valores da
condi¢do inicial x,, ou seja, quando x, se aproxima da barreira de energia. Célculos
adicionais de tempos caracteristicos para diferentes temperaturas foram realizados
objetivando confirmar o comportamento geral mostrado nessa figura. Esses resultados

estao apresentados no apéndice C.
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CAPITULO 8

PARAMETROS DEPENDENTES DA TEMPERATURA

Nas sec¢oes anteriores foram apresentados estudos realizados para diferentes perfis
de energia livre F(x). As fungdes analisadas mostram ser uma boa alternativa para
modelar o processo de enovelamento de proteinas a partir do ajuste de parametros dos
valores de energia livre que emergem de simulagdes computacionais. A partir das
expressoes sugeridas para F(x) e os resultados encontrados, tanto para o caso em que 0s
minimos sdo simétricos quanto para o caso em que 0s minimos sao assimétricos, ¢ possivel
mapear a energia livre F(x) em uma fun¢do fazendo um dos pardmetros dependentes da
temperatura.

Nesse sentido, a energia livre ¢ dada por:
F(x) = ax* + b(T/T,) x3 + cx?, (8.1)

emquea>0,c<0eb(T/T,) éuma fun¢do que depende da temperatura, ou seja,

0 T=T.
b(T/T,) = [> 0 T>T,. (8.2)
<0 T<T,

Assim, uma forma simples para b(T/T,) é a fungdo degrau. Entretanto, para suavizar a

curva, evitando descontinuidades no modelo, a sugestao ¢ escrever:
T
b(T/T,) = C tanh (F _ 1), (8.3)
Cc

em que C ¢ uma constante. A func¢do acima incorpora as propriedades desejadas, equagao
(8.2), e fornece elementos para que a energia livre varie suavemente com T /T,.

Utilizando o modelo descrito, foram realizados alguns ajustes dos valores de
energia livre obtidos de simulagdes computacionais em uma fun¢ao polinomial da forma:

F(x) = ax* + bx3 + cx?. A figura 14 ilustra os ajustes realizados para diferentes valores
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de temperatura, sendo a temperatura de transicao T, = 1,112. Quando b = 0 este tipo de

ajuste parece descrever melhor o processo estudado na temperatura de transi¢do, em que 0s

minimos da curva de energia livre sdo simétricos.

Os valores das constantes dos novos ajustes realizados, para diferentes valores de

T, estao apresentados na tabela abaixo.

Tabela 4: Parametros ajustados, a, b e c, e valores de temperatura.

T a b c
1,064 460 —72 —115
1,080 460 —48 —115
1,112 460 0 —115
1,130 460 27 —115

Considerando a temperatura de transi¢do T, = 1,112, em que b = 0, temos que:

b(T/T,) = 1669 tanh (ﬁ - 1).

(8.4)
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ParaT = 1,064:

50 +

45

40

35+

30+

= Dados de simulagdo computacional
Dados do ajuste

Equacao: F(x) = 460x" - 72x° - 115x

ParaT = 1,080:

50

45 -

40

F(x)

-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6

= Dados de simulagdo computacional
Dados do ajuste

Equacgéao: F(x) = 460x" - 48x° - 115%°
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ParaT = 1,112:

m  Dados de simulagdo computacional
Dados do ajuste

. Equagao: F(x) = 460x" - 115x°

42 -

40

38—-
36—-
34-
fng 32-
30—-

28

ParaT = 1,130:

= Dados de simulagao computacional
Dados do ajuste

%87 Equagdo: F(x) = 460x* + 27x° - 115x°

36

34

_ !
32 E
;

30+

F(x)

28
26

24

22

-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6

Figura 14: Valores de energia livre obtidos de simulagdes computacionais e

ajustes de parametros realizados versus a coordenada de reagdo para diferentes

valores de temperatura.
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Assim, podemos descrever o processo de enovelamento em termos de uma fungdo
F(x) com um dos parametros dependente da temperatura. Dessa forma, o modelo
apresentado permite estudar a dinamica de enovelamento ndo somente na temperatura de
transi¢do, mas também antes e depois da temperatura de transi¢ao, casos em que 0s

minimos sdo assimétricos com respeito a profundidade dos pogos.
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CAPITULO 9

TEMPO DE RELAXACAO

A partir da descri¢do apresentada no capitulo anterior, foram calculados os valores
do tempo de relaxacdo do processo de enovelamento para diferentes valores de
temperatura. Os perfis de energia livre estudados permitiram encontrar a solugdo da
equacdo de Fokker-Planck para diferentes valores de temperatura que caracterizam o
processo [30].

Através das curvas de distribuicdo de probabilidade, foi possivel obter os valores de
AN para diversos valores de tempo t. Os valores de AN variam com o tempo até que o
estado estacionario seja alcangado. O procedimento utilizado para calcular AN ¢ o mesmo
apresentado no capitulo 6. Os valores de AN obtidos foram utilizados para tragar uma
curva de AN versus t, cujo perfil ¢ de uma exponencial decrescente. Nessa curva, realizou-

se um ajuste exponencial do tipo: AN = A e~ /"

+ C, em que A e C sdo constantes € T 0
tempo de relaxacdo do processo de enovelamento. Para cada temperatura escolhida, os
valores de 7 foram obtidos para x, = —0,3 quando T < T, e x5 = 0,3 quando T > T,. Os
valores da condicdo inicial x, foram escolhidos, a fim de manter a simetria no calculo
realizado, ou seja, a distribuicdo de probabilidade inicial encontra-se sempre no minimo
mais raso do potencial sob analise.

Na figura 15 estdo apresentados os valores de AN versus o tempo t, calculados a
partir das curvas de distribui¢do de probabilidade obtidas, para o caso em que T = 1,080.

Essa figura exemplifica os calculos realizados para obter o valor de T para os diferentes

valores de temperatura.
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-0,935

-0,940

-0,945

-0,950

AN

-0,955

-0,960

Para T = 1,080:

Ajuste: y = A*exp(-t /1) +C

A =0,0265
t=0,00542
C =-0,95896

Figura 15: AN versus t para T = 1,080.

Os valores de 7 obtidos para alguns valores de temperatura estdo

apresentados na figura 16. Da andlise dessa figura, observa-se que o tempo de relaxacdo ©

decresce com o aumento da temperatura para valores de T < T,. Para valores de T > T, os

valores de T aumentam com o aumento da temperatura T

5000

4000

N w
o o
o o
o o
| |

tempo de primeira passagem
=)
o
o
|

51



0,00614 =1 "

0,0060 —

0,0069 4 =4
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0,0055
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0,0054

J = 1
0,0053 0 04 02 oo oz o4 06

0,94 0,96 0,98 1,00 1,02 1,04 1,06

Figura 16: Tempo de primeira passagem versus T /T, obtido de simulag¢des

computacionais ¢ tempo de relaxacdo t versus T /T,.

O procedimento desenvolvido nao permite obter o tempo de relaxagao do processo
para temperaturas proximas a critica, T, = 1,112. Isso ocorre devido a abordagem
utilizada estar centrada na migracao do sistema do estado desenovelado para o estado
enovelado ou vice-versa. Entretanto, na temperatura critica o potencial é simétrico e ndo ha
migracdo total da distribuicdo de probabilidade de um minimo para o outro o que invalida
o critério adotado para AN no estado estaciondrio (vide capitulo 7).

O perfil da curva de tempo de relaxacdo t versus T /T, (figura 16), obtida através
do método proposto, ¢ parecido com o perfil apresentado a partir do método de simulagdo
computacional [31]. A abordagem utilizada para calcular o tempo de relaxacdao nos
métodos ¢ diferente, porém as curvas apresentam o mesmo comportamento qualitativo.

Assim, o resultado obtido através do método proposto correlaciona com os
resultados do método utilizado na simulagdo computacional.

Dessa forma, podemos concluir que os resultados obtidos a partir do método
proposto neste trabalho reproduzem os mecanismos de enovelamento, sendo que o perfil
encontrado ¢ confidvel, uma vez que as barreiras de energia utilizadas coincidem com as

barreiras de energia fornecidas pelo método experimental de simulagdo computacional.
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CONCLUSOES

No inicio deste trabalho ¢ apresentado um estudo referente ao método de solugdo da
equagao de Fokker-Planck, bem como sua conexdo com o processo de enovelamento de
proteinas. Dessa forma, ¢ possivel determinar a forma geral do potencial efetivo usado para
descrever o processo de enovelamento de proteinas a ser usado no estudo da solucdo da
equagdo de Fokker-Planck. A relagdo entre essa equacdo com a equagdo de Schrodinger
permite escrever as solugdes de forma analitica, embora aproximada pelo uso do Método
Variacional. A partir dos resultados fornecidos por simulagdes computacionais observou-se
que ¢ possivel ajustar os dados de energia livre em fungdes tipo polinomiais e tratar o
processo de enovelamento de proteinas analiticamente para diferentes valores da
temperatura.

Em seguida, ¢ feito uma extensao dos resultados anteriores sobre o perfil de energia
livre. Dessa forma, é possivel determinar a forma geral para F(x) com apenas um dos
parametros dependentes da temperatura. Identificando F(x), o potencial efetivo pode ser
escrito e uma solucao geral da equagao de Fokker-Planck pode ser encontrada. Assim, a
abordagem sugerida mostrou que o processo pode ser tratado analiticamente e que ¢
possivel obter a solugdo geral da equagdo de Fokker-Planck e descrever o enovelamento
em diferentes temperaturas.

No uso do superpotencial como artificio para obter as fungdes de onda teste junto
ao M¢étodo Variacional ¢ possivel também comparar os potenciais envolvidos, originais e
aproximados. Esse processo, embora ndo explicito aqui, foi realizado a cada passo na
constru¢do da hierarquia aproximada de Hamiltonianos e serviu de teste adicional para
balizar o superpotencial sugerido e, consequentemente, a funcao teste usada.

A abordagem desenvolvida anteriormente permitiu determinar a solucdo geral da
equacdo de Fokker-Planck para o processo de enovelamento de proteinas. A partir da
distribuicao de probabilidade obtida ¢ possivel calcular o tempo caracteristico do processo
de enovelamento para diferentes valores da condigdo inicial, assim como se obtém novos
resultados de tempos caracteristicos para o enovelamento proteico para diferentes valores
de temperatura. Além disso, também se identifica os tempos de relaxagdo desse processo.

Dessa maneira, podemos concluir que o método de solu¢ao da equagdo de Fokker-
Planck apresentado pode ser utilizado para estudar o processo de enovelamento de

proteinas. A partir de um ajuste dos valores de energia livre por uma fungdo tipo
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polinomial ¢ possivel mapear o potencial relacionado ao processo de enovelamento em
potenciais biestaveis e, assim obter os tempos caracteristicos do processo. Também ¢
possivel mapear a energia livre do processo de enovelamento em uma fungdo polinomial
com um dos parametros dependentes da temperatura, o que permite analisar o processo de
enovelamento de forma mais ampla e estudar o comportamento do sistema em diferentes

temperaturas e sua dependéncia temporal.
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APENDICE A

AUTOVALORES NEGATIVOS

Como mostrado na se¢do 2.2, a equagdo de Fokker-Planck pode ser escrita em
termos de um operador w. Na secdo 2.3 ¢ mostrado que este operador ndo ¢ hermitiano e
que através de uma transformacgdo especifica ¢ possivel obter a partir dele um operador
que ¢ hermitiano.

Os operadores hermitianos possuem trés propriedades: os autovalores sdo reais, as
autofungdes sdo ortogonais e formam um conjunto completo de fungdes. Esta ultima
propriedade justifica a expansao feita em (2.2.7). Nesse sentido, a partir da forma
encontrada para o operador hermitiano k (2.3.7), ¢ possivel demonstrar que os autovalores

da somatéria (2.2.8) sdo negativos. Para isso basta mostrar que

[ wempedx <o, 4.1

Inicialmente reescrevemos a equacao (2.3.9) utilizando a relagdo (2.3.8), de onde obtemos

que
ro
F@) = (.2
€
2
o) =

A derivada da equagdo (A.2) em relacdo a x €

o _ { ¥ wo} "

ox W2 o
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r a lp
em que o = — e Py = "

Substituindo (A.3) e (A.4) em (2.3.9) é possivel eliminar f(x) e escrever a equagao

(2.3.9) na forma

o =£(¢”—%¢5). (4.5)

Rearranjando os termos, obtemos

!

T1i,, ~ Wy
i = 5o (0 =) = (zpo (4 )) (4.6)

Assim, substituindo k1) na integral (A.1) chegamos a relagdo

fonsac 5] )11

e, integrando uma vez por partes, temos
r v\
f Prapdx = —— f W2 (—) dx < 0, (A.8)
2 Yo

. T ! . _—
O termo de superficie Ezp Yo (wl) se anula tendo em vista as condi¢des de contorno
0

J(a,t) = J(b,t) = 0, como apresentada na se¢io 2.1.
Em conclusao, a equacao (A.8) indica que o valor esperado de k ¢ sempre negativo

ou nulo como esperavamos.
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APENDICE B

OBTENCAO DO OPERADOR k DE FORMA SEMELHANTE AO
OPERADOR HAMILTONIANO

A equacao (2.3.9) ¢ obtida desenvolvendo a equacao (2.3.7). Para mostrar esse
desenvolvimento, primeiro desenvolvemos o termo correspondente a primeira derivada da

equacdo (2.3.7), aplicando a regra da cadeia, temos

1 ra
K, = %{ ~fibo a"’ ~ [ a"’”—wowl af 37z z(wow»} (B.1)

Abrindo a segunda derivada da equacdo (B.l1) em duas derivadas de primeira

ordem, encontramos

o, I, of L0710
b= {-Fn o= S v e+ o[ o]} @2

ou melhor,

Y, P, af Ioa oY, Yy
Ky, = w{ﬂ/)oax fhi 5= 0x lpolplax 20x ‘/’Oax i ax]}

(B.3)

Desenvolvendo a derivada e dividindo a equagdo (B.3) por ¥4, obtemos

- __falpl_flplalpo_ g_l_r 2 al/’oalpl_l_azlpl ﬂazlpo
LT ox P, 0x Yox T 2|y dx dx | Ax? 1, 0x2 |

(B.4)

Rearranjando os termos da equacdo acima, podemos escrever que
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kY, =

Y, d(Iny) af r a(lnz/)o) 0P, 0%, P 0%,
oy T T it ax  ox oxZ T, ox? |

(B.5)
Para simplificar a equagio (B.5), basta lembrar que P(x) = ¢o(x) = y(x)?,

isto é, Y, (x) = /P(x). Aplicando o logaritmo em ambos os lados, temos que

InyYy(x) = %ln P(x). (B.6)

Derivando essa igualdade em relacdo a x,

9 10
— (o)) = 3= P(x)). (B.7)

Usando a equagdo (2.1.9) referente a solucdo estacionaria da equagdo de Fokker-
Planck, apresentada na sec¢do 2.1, a equacdo acima pode ser reescrita como, equagao

(2.3.8),

d _fx)
alnlpo(x) = T, (38)
ou ainda,

0Po(x) _ f(x)ho(x)

- T : (B.9)

Substituindo a relagdo (B.8) na equagdo (B.5), chegamos a
oY f af r falpl 0%, P, 0%y

kY, = —f——flpl —I/Jla F ax T ox2 T, ot | (B.10)

Simplificando os termos, esta torna-se
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f* of 1"621/)1+1"1/Jz 0o

= = i T oo T2 o

= (B.11)

. 1 9%y,
Para finalizar, o termo ——-

7 o2 da equacdo (B.11) pode ser reescrito utilizando a
0

equagao (B.9), de forma que:

1 0 /0 10 2 10
__(ﬂ) =__<%> _f L Lor (B.12)
Yo 0x \ 0x Yoox \ T [ Tox
Portanto, aplicando a relacdo acima na equagao (B.11), temos que
1A of N I o*yY, B 13
=TT T Vias T2 (B-13)

Esta equagdo corresponde a equacdo (2.3.9), que ¢ a forma desejada para o operador
hermitiano k, usado para escrever a forma hermitiana da equagdo de Fokker-Planck,

através da relacdo: ky;(x) = Ay, (x), e que se assemelha a equacao de Schrodinger.
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APENDICE C

TEMPO CARACTERISTICO

Como apresentado no capitulo 7, a fim de observar a evolugdo temporal do
sistema para diferentes temperaturas foram calculadas as probabilidades totais em
funcdo do tempo através das integrais do lado esquerdo (x < 0), N;, e do lado direito
(x > 0), N,, da distribuicao de probabilidade (equagao (6.17) [28]), conforme indicado
pelas equagdes (6.18) e (6.19). O critério adotado para se determinar o estado
estacionario nos calculos realizados é observar que AN(t) = N;(t) — N,(t) ndo variar
com o tempo. Nos casos estudados, a probabilidade ndo estd igualmente distribuida
entre 0os minimos € o tempo caracteristico, t., define a condi¢ao para o sistema atingir o
equilibrio. A partir do estudo de t. € possivel analisar o comportamento da distribui¢do
de probabilidade em diferentes condi¢des iniciais X, quando o estado estaciondrio ¢é
atingido. Em outras palavras, € possivel observar a evolugao temporal do sistema para
diferentes valores da condi¢do inicial x,.

Os resultados obtidos usando o procedimento descrito acima estdo apresentados
na figura C.1 onde as curvas mostram os valores de t. versus a condi¢do inicial adotada
X, para diferentes valores de temperatura. Notam-se resultados para um conjunto de
valores de temperatura mais baixos que a temperatura critica (figura C.la) e para

valores proximos a temperatura critica (figura C.1b), em que T, = 1,112.
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Figura C.1: Tempo caracteristico t. versus a condi¢do inicial x, para

diferentes valores de temperatura: (a) temperaturas mais baixas que a

temperatura critica, (b) temperaturas préximas a temperatura critica.
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Analisando as curvas apresentadas na figura C.1 observa-se que o tempo
caracteristico t. decresce acentuadamente com a condi¢do inicial x,, ou seja, quanto
mais proximo a distribuicdo inicial estiver do pico da barreira de potencial, menor ¢ o
tempo de passagem. Esse comportamento ¢ observado para todos os resultados
encontrados, ou seja, t. diminui com a condi¢do inicial x,, conforme os valores de x; se

aproximam da barreira de energia.
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