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RESUMO

Atualmente a producdo e o consumo de energia tém suma importancia para a
realizacdo de diversas atividades humanas, o que implica em uma grande quantidade a
ser produzida para atender a demanda, que, com o passar do tempo, aumenta cada vez
mais. Esse aumento do consumo faz com que pesquisas sejam desenvolvidas com
relacdo a sistemas de captacdo ou colheita de energia, que sdo chamados de “energy
harvesting”. Estas possibilitam sua conversdo em energia elétrica, que pode ser
diretamente utilizada ou armazenada para uso posterior. Um sistema de colheita de
energia captada através de material piezoelétrico é aquele que colhe a energia gerada
por vibragdo mecénica. Neste trabalho fez-se um estudo, em termos do plano de fase e
estabilidade assintotica, de um modelo de vibragdo massa-mola-amortecedor associada
a sistemas de colheita de energia, o qual é baseado em uma equacdo de Duffing. O
modelo é formulado através de um sistema de equacgOes diferenciais ordinarias nao
lineares e, para andlise de suas solucdes de equilibrio, foi utilizado o método de Cardano
- Tartaglia. Testes com um problema real séo realizados apresentando as solugdes
obtidas pelo método, bem como uma simulagdo numérica do retrato de fase de dois

pontos criticos destes, utilizando o software MatLab.

Palavras-chave: Sistema de Colheita de Energia, Material Piezoelétrico, Equacdo de
Duffing, Método de Cardano -Tartaglia



ABSTRACT

Currently the production and consumption of energy is very important for the
performance of various human activities, which entails a great demand to be met and,
with the passage of time, increases more and more. This increase in energy consumption
makes researches are developed in relation to energy harvesting systems called energy
harvesting. These enable their conversion into electrical energy, which can be directly
used or stored for later use. A system of energy harvesting captured by piezoelectric
material is one that harvests the energy generated by mechanical vibration. In this work
is investigated a mass-spring-damper vibration model associated with an energy
harvesting system, which is based in a Duffing’s equation. This model is formulated
through a system of ordinary nonlinear differential equations and, to analyze of their
equilibrium solutions, the Cardano — Tartaglia’s method was used. Tests with an actual
problem are done, presenting the solutions obtained by the method, as well as a
numerical simulation a phase portrait analysis of two critical points of this, using the
MatLab software.

Key words: Energy Harvesting System, Piezoeletric Material, Duffing’s Equation,
Cardano — Tartaglia Method
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Introducao

O estudo de vibracBes teve inicio a partir do descobrimento dos primeiros
instrumentos musicais datados de 4000 a. C. provavelmente com apitos ou tambores
(Rao, 2009; Miller, D. C. 1935). Deve-se a Pitagoras (582 — 507 a. C.) a primeira
investigacdo com base cientifica relacionada aos sons musicais, com contribuicdes
importantes de Aristdteles por volta de 350 a. C., Galileu Galilei (1564 — 1642), Isaac
Newton (1642 — 1727), Daniel Bernoulli (1700 — 1782), Jean D" Alembert (1717 — 1783),
J. B. Fourier (1768 — 1830), Joseph Lagrange (1736 — 1830) dentre outros (Rao, 2009).
Atualmente, o estudo das vibracbes evoluiu com o estudo da vibracdo torcional no
projeto de eixos de hélices de navio a vapor, em absorvedores de vibrages atuantes, por
exemplo, em sistemas de levitacdo magnética (os trens Maglevs), no estudo das vibracdes
de vigas, cabos, etc. As pesquisas desenvolvidas por Duffing e Van der Pol resultaram
nas primeiras solugdes relacionadas a vibragdes ndo lineares e destacam sua importancia
na Engenharia (Rao, 2009).

Segundo Rao (2009), as vibracdes estdo presentes em inumeras atividades
humanas, pois, 0 ato de respirar s6 é possivel quando nossos pulmdes vibram. O ato de
caminhar apresenta uma oscilacdo periddica entre maos e pernas. A audicdo humana
envolve vibracdo nos timpanos, enxergamos porque as ondas de luz sofrem vibracao,

entre outras atividades.

Basicamente ha dois tipos de vibracGes: as naturais, como ondas sonoras,
vibracbes do ar e dos mares, eventos sismicos, dentre outros, e as chamadas aplicadas
externamente, como em projetos de maquinas, fundagdes, estruturas, motores, sistemas
de controle e outros exemplos. Dependendo do sistema fisico, as vibragdes sdo
prejudiciais e, em outros, de grande importancia e proveito. Por exemplo, a energia
gerada pelas vibracdes induzidas por terremoto e tsunamis pode ser extremamente
danosa, enquanto que a energia proveniente de vibragdes mecanicas pode ser utilizada
beneficamente para acionar maquinas de lavar, escovas de dente elétricas, brocas
odontoldgicas, aparelhos elétricos de massagens e outros. Além disso, podem ser citadas
ainda as vibragfes das ondas do mar e ventos que podem ser convertidas, por exemplo,
em energia elétrica (Chen, 2000; Rao, 2009; Reis, 2014-a, 2014-b, 2015-a, 2015-b,
2017).



E sabido que massa, mola e amortecedor s30 componentes basicos de sistemas
oscilatérios e como os sistemas fisicos sdo inerentemente n&do lineares, as ndo
linearidades podem ser introduzidas nas equac@es diferenciais que governam os modelos
matematicos de tais sistemas através desses componentes. Como exemplos de problemas
de vibragdes ndo lineares podem ser citados as vibragGes de um péndulo, de vigas, de
cabos, de alguns isolantes de circuitos elétricos (Chen, 2000; Rao, 2009; Reis, 2014-a,
2014-b, 2015-a, 2015-b, 2017; Brennan e Kovacic, 2011).

A equacdo nao linear que modela um sistema oscilatorio apresentando uma néo
linearidade cubica é denominada equacdo de Duffing. Esta designacdo é uma
homenagem ao pesquisador e engenheiro alemao Georg Duffing, que em 1918 escreveu
um livro relacionado a este tema, o qual foi explorada em (Brennan e Kovacic, 2011,
Reis, 2014-a, 2014-b, 2015-a, 2015-b, 2017).

Desde esta época, uma grande quantidade de estudos tem sido publicada
envolvendo a mesma, incluindo o desenvolvimento de métodos de solucBes, tanto
analiticos quanto numericos, além do uso desses para investigar o comportamento
dindmico de sistemas fisicos que sdo descritos pelas varias formas desta equacdo. Devido
a sua aparente simplicidade e ao acimulo de informacdes relacionadas a esta equacdo, ela
tem sido usada por muitos pesquisadores como um modelo aproximado de diversos
sistemas fisicos, ou como um modelo matematico convenientemente usado na
investigagdo de novos métodos de solucdes. Por exemplo, desde os anos 70, ela tem sido
atil para descrever o comportamento cadtico de um sistema (Rao, 2009; Brennan e
Kovacic, 2011; Medeiros, 2017). Dai a importancia do estudo de problemas relacionados
a esta equacdo. Em Reis, (2014-b, 2015-b, 2017) estudos do primeiro modo de vibracdo
de uma viga e das vibragdes de um cabo ambos modelados por uma equagdo de Duffing

podem ser encontrados.

O primeiro objetivo deste trabalho é investigar um sistema oscilatorio cujos
componentes basicos sdo massa, mola e amortecedor, tendo em vista que tais sistemas
sdo de natureza ndo linear e modelados com um sistema de equacdo de Duffing. Para a
anélise da estabilidade desse sistema oscilatorio foi utilizada a teoria de sistemas
dindmicos, descrita no Apéndice A. A importancia do estudo desse sistema relaciona-se a
consideracdo de fontes de vibragdo mecanica para captacdo e producdo de energia,

considerando materiais piezoelétricos.



“Energy harvesting” ou colheita de energia tem como objetivo a exploracdo de
energias provenientes do meio ambiente e sua conversdo em energia elétrica de modo
que, ela seja ilimitada e com a possibilidade de ser armazenada e utilizada de forma direta
em locais de demandas especificas (CELLULAR, 2016; ARBEX, 2016). Esse processo
de colheita de energia ocorre através da captacdo de energia mecanica, realizada através
de uma fonte de vibragdo do ambiente (ILIUK, 2011).

Tendo em vista esse cendrio, comegaram 0s estudos sobre “energy harvesting”,
relativo a sistemas que, como o préprio nome indica, realizam a colheita de energia
captada através de vibragbes por meio de sistemas mecanicos ou piezoelétricos. Estes
sistemas buscam o desenvolvimento de tecnologias para o atendimento do consumo
energético relativo as atividades humanas e industriais, com reducdo de poluentes, de
forma que consiga abastecer a demanda energética em qualquer local e a qualquer
momento, podendo ser utilizada como um meio profissional ou até mesmo como
entretenimento, sem haver a dependéncia do uso de fontes ndo renovaveis, tais como a de
combustiveis fésseis (queima do carvdo, petroleo, gas, entre outros), produzidas apenas
com fontes de energia provenientes de meios naturais, ou seja, que sdo consideradas
renovaveis, tais como fontes provenientes das ondas do mar, solar, eélica e geotérmica,

incluindo as de reaproveitamento de biomassas.

A colheita de energia, captada através da energia cinética do movimento
(vibracdo) possibilita a sua conversdo em energia elétrica. Ha a presenca desse tipo de
captacdo em varios lugares, sejam eles em meios industriais, no qual o grande nivel de
vibragGes harmonicas facilita a sua captacdo e conversdo (WILLIAMS; YATES, 1996;
CELLULAR, 2016). Por meio de acoplamento piezoelétrico sdo explorados e captados 0s
niveis de vibracdes encontrados em grandes quantidades de aplicacdes, que incluem o
movimento humano, como € o caso especifico de dois exemplos, associados a vibragdes
em campos de futebol, o primeiro no Japdo, em que a energia € captada pela vibragdo dos
torcedores e o outro no Brasil, em que a movimentacdo dos jogadores é captada e
convertida em energia elétrica para a iluminacdo do campo. Mas ha também, além de
captacdo através de movimentos do corpo humano, a captacdo por aparelhos domésticos,
movimentos de automoveis, predios, pontes, entre outros. Os sistemas de energy
harvesting, em geral, sdo sistemas ndo lineares de equacOes diferenciais ordinarias

(EDO’s) ou parciais (EDP’s), que podem ser analisados através de técnicas desenvolvidas



a resolugdo destes, tais como as técnicas de andlise e controle de sistemas, lineares e nao
lineares, as quais encontram-se em grande expansao. Exemplos destas sdo as técnicas ndo
lineares baseadas na teoria de estabilidade de Lyapunov e os métodos de linearizacao
exata no espaco de estado (REIS et al, 2013a, 2013b, 2014a, 2014b, 2014c, 2015a,
2015b, 2015c; REIS; VASCONCELLOS; OLIVEIRA NETO, 2015; SILVA, 2003;
SLOTINE, 1991).

Também é objetivo desse trabalho investigar um sistema de colheita de energia,
definido através de um modelo matematico associado a um sistema ndo linear de
equacOes diferenciais ordinarias de colheita de energia, o qual explora materiais
piezoelétricos e foi proposto inicialmente em Ghouli et al (2016). Esses autores, em sua
resolucdo, utilizam um método complexo para a determinacdo das solucdes de equilibrio
desse sistema, chamado de método quase-perioddico. A partir desse modelo, pretende-se
explorar um método mais simples para a sua resolucdo, conhecido como método de
Cardano Tartaglia, o qual, de acordo com Elon (1987), é um método algébrico que
possibilita determinar raizes exatas de um polindmio de grau 3. Para encontrar esse
polindmio, no sistema de equacdes ndo lineares do modelo analisado, séo efetuadas
transformac0es algébricas propostas em Ghouli et al (2016), que possibilitam analisar os

pontos criticos deste sistema.

A partir de condi¢bes de 12 ordem impostas ao sistema, para determinar estes
pontos, € feita uma mudanca de variavel conveniente, a qual resulta em um polinémio do
6° grau. Com uma nova mudanca de variavel, esse polinbmio é expresso em um
polindmio de grau 3, cujas raizes podem ser determinadas pelo método algébrico citado.
Assim, ap0s encontrar as trés raizes exatas deste polinémio, com substituicdes adequadas,
estas serdo convertidas nas solucdes de equilibrio do sistema de colheita de energia
investigado. Apds determinar as solugdes de equilibrio do sistema, através de simulacdes
numeéricas realizadas no software Matlab, que exploram o método numérico de Runge-
Kutta Felberg, verifica-se que as suas solugOes reais apresentam comportamento
assintoticamente estavel, o qual é ilustrado com seus respectivos planos de fase. Dessa
forma, o objetivo principal do trabalho € o de investigar e determinar solucbes de
equilibrio para um sistema de colheita de energia, formulado para materiais piezoelétricos
através do método de Cardano Tartaglia. A analise de sua estabilidade, feita através da

teoria de Lyapunov, é objeto de estudo futuro.



Neste trabalho, no Capitulo 1, apresenta-se um modelo de vibragdo baseado na
equacdo de Duffing, que serd investigado através de resultados revistos no Apéndice A.
Em seguida no Capitulo 2, apresentam-se exemplos de aplicacdes de modelos de colheita
de energia. No Capitulo 3 é modelado um sistema de colheita de energia, o qual foi
definido para materiais piezoelétricos. No Capitulo 4, a determinacdo dos pontos criticos
deste sistema é realizada de forma algebrica através do método de Cardano Tartaglia. No
Capitulo 5, resultados numéricos obtidos por este método sdo apresentados, considerando
uma aplicacdo deste modelo vista em Ghoulli et al (2016). Na sequéncia sdo feitas as
Conclusdes do trabalho e apresentadas as Referéncias utilizadas para o desenvolvimento

deste.



Capitulol Modelo de vibracoes

Neste capitulo € apresentada uma modelagem matematica associada a um sistema
de vibracdo, expresso atraves da equacdo de Duffing. Para este sistema sdo determinados
seus pontos de equilibrio e sdo feitas, analise do estudo da estabilidade assintética desses
pontos. Estes sdo considerados como base para o estudo do sistema de colheita de

energia, a ser visto no Capitulo 2.

1.1 A Modelagem Matematica

Considera-se, inicialmente, o oscilador de Duffing, conforme é descrito em (Rao,
2009; Brennan e Kovacic, 2011; Reis, 2014-a) e definido pela equacdo diferencial

ordinaria ndo linear de segunda ordem:

¥+28x+ ax +yx3 = FcosQt (1.1)

em que:

X € o deslocamento;

& é o raio de amortecimento;

a € 0 parametro de rigidez;

y € 0 parametro de rigidez néo linear;

F é a amplitude de excitacdo;

Q é a frequéncia de excitacéo.

Conforme estudado por Brennan e Kovacic (2011), Reis (2014-a, 2014-b, 2015-a,
2015-b, 2017), quando £ =0 e o = 1 a Equacdo (1.1) modela as vibragdes de um cabo
uniforme de comprimento L e suspenso, com deslocamento x € 0 movimento do primeiro

modo de vibrac¢do de uma viga bi-apoiada nas extremidades, de comprimento L.

Escrevendo a Equacdo (1.1) na forma de espaco de estados, obtemos o seguinte
sistema:

{561 = xz

X, = —ax, — 28x, — yx3 + FcosQt (1.2

sendo x = (xq,x,) 0 vetor de estados.



A Equacdo (1.2) pode ser escrita no espaco de estados, com um acréscimo de uma
entrada de controle u(t), de acordo com Reis (2014-a, 2015-b, 2017), apresentado da

seguinte forma:

x = f(x)+ g()u(®) (1.2-a)
sendo:

fx) = (_axl _ zxgxz _ yx13>, 9@ = (7). u(® = Feost +v(t)  (1.2h)

e v(t) uma entrada de controle auxiliar.

Para a determinagdo dos pontos criticos, de acordo com Equacdo (1.2), tem-se

que:

{xz =0 (1.3)

x; (—a — yx3) =0.

A partir da Equacéo (1.3), determina-se o valor de x;, de modo que:

X1 = O,X1 = ’_Ta,xl = - ’_705 (14)

Os pontos criticos da dindmica ndo linear de Equacéo (1.1), atravées do sistema de
Equacdo (1.2), sdo dados por:

P = (00,7, = \/?,o),Pg = (- Eo) (L5)

Se o =0o0usea#0ea ypossuem sinais contrarios, na Equacao (1.5) existe
somente o primeiro ponto critico denominado de P,. Nota-se que 0s pontos criticos P, e

P; estéo fora da origem.

1.2 Analise de Estabilidade Assintética

Como inicio do estudo de vibracdes para a base da pesquisa em colheita de
energia, a analise da estabilidade assintética da dinamica ndo linear de Equacédo (1.1),

sera efetuada em torno do ponto critico P;.

1
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ponto P; (Ferrara, 2009; Reis, 2014-a, 2015-a). Obtém-se assim, a equacao

. 0 . . .
Seja A = (—a ) a matriz Jacobiana deste sistema calculada em torno deste



caracteristica e os autovalores desta dindmica que sdo apresentados respectivamente, em
(1.6):

A +280+a=0e A= =¢ ig (1.6)

sendo o discriminante desta equacdo denominado por 4 e dado pela expressao:
A=4(%2—- q). (1.7)

Dessa forma, quando o discriminante for nulo (4 = 0 ), a equacdo caracteristica
possui um autovalor real de multiplicidade dois, a saber: 1 = —¢& (através da Equacdo
(1.6)). Além disso:

A=0 & &= +Va,a>0. (1.7-a)

Assim, de acordo com nossos estudos e com a analise feita, determina-se que o
ponto de equilibrio P, = (0, 0), é classificado como n6 ou ponto espiral (Ferrara, 2009).

Além disso, quanto a estabilidade assintética, tem-se que (Reis, 2014-a, 2015-a):

a) SeA=0¢e¢& <0, entdo P, € instavel; (1.8)

b) SeA=0¢e & > 0, entdo P, é assintoticamente estavel (1.9

Se A > 0, a equagdo caracteristica de equagdo (1.6) apresenta dois autovalores
reais e distintos, denominados de: A, = =&+ 22— a e A, = =& — 2,/&2— a.

Sendo que:
A>0 & —o<i<—a UJa<&<+wea>0. (1.10)

Dessa forma, é possivel observar que se Va < & < 4w entio A; = —& +

282 a<0el, = —&— 2,/82— a <0,

De fato, suponha 4; > 0

M= ¢+ 2y —-—a>0 —¢&> -2,/ —-—a e 2/ -ao
42— a) se&?—a>0

<:>€2<4|52_a|:{4(_€2+a) Sefz—a<0.

(1.11)

Na equacdo (1.11), a sua primeira inequacgéo gera 0 < —a, 0 que nao se verifica,

pois, analisando a equacdo (1.10), ela apresenta a. > 0. A segunda inequacéo leva a:



§2<4(-8%+a) e < a o 58%<4a eé?<a &
@52<4§e§2<a@|5|<j—§¢a elél < Va. (1.12)
A desigualdade (1.12) ndo se verifica, pois Va < & < +w, entdo 1, = —& +
2,/&2 — a < 0. Desta forma, conforme Ferrara (2009), se A > 0 e Va < & < +oo, tem-
se que P; é um no estavel.
Agora, se —oo < & < —/a e a> 0, entdo A, e 1, > 0. De fato, suponha 1, < 0
-2 -a<0 e <2/ -ae

42— a), seé?—a>0

4(—&%+ a), seé?—a<0 (1.13)

o g <alg-al= |

De acordo com a equacao (1.13), na primeira inequacgdo, 0 < —a. Isto ndo ocorre,
pois por (1.10), « > 0. A segunda equacdo leva a:
E2< 4(-8%+a) e < a o 58%<4a eé’<a o

e€2<a@|€|<%\/§ el < Va. (1.14)

2 o da
&< -
Logo, a desigualdade (1.14) ndo se verifica. Segundo Ferrara (2009), com A >0

e —o < & < —/a, tem-se que P; é um no instavel.

Se A <0, a equacdo caracteristica de Equacdo (1.6) apresenta um par de

autovalores complexos conjugados, a saber: A, = =&+ 2jJa— é2 e 1, = =& —
2j+Ja — &2, Além disso:
A<0 & —VJa<é<Vaeca>0. (1.15)

Observa-se que se —/a < & < 0 entdo a parte real de 1, e 1, sdo positivas.

Entdo segundo Ferrara (2009), P, € um ponto espiral instavel.

Se 0 < &< +a entdo a parte real de 1; e 1, sdo0 negativas. Entdo segundo

Ferrara (2009), P; € um ponto espiral assintoticamente estavel.

As simulacgdes relativas a analise da estabilidade assintética do plano de fase do
ponto P;, sdo apresentadas na se¢do 1.3. Para trabalhos futuros destaca-se que, 0s pontos
P, e P3, definidos em (1.5), encontram-se deslocados da origem do sistema (1.2), sendo
assim, serd utilizada a técnica de Lyapunov, vista no Apéndice A, juntamente a translacédo
desses pontos por meio de mudanca de variaveis de estado, possibilitando a analise da

estabilidade assintética em torno da origem do sistema transladado.



10

1.3 Simulag¢6es Numeéricas

A Figura 1.1, a seguir, mostra o plano de fase da dindmica ndo linear de Equacdo (1.2)
para os valores de parametros, adotados na Tabela 1.1 e variagOes dos parametros ¢ e 2
(Porcel, 2017; Reis, 2014-a).

Como interessa vibragGes naturais, nesta secdo serdo excluidos os valores de
parametros tais que o sistema ndo linear se torna instavel de acordo com os resultados
obtidos nas Equagdes (1.8), (1.11), (1.12) e (1.13).

Tabela 1.1. Valores de parametros.

Parametro a y F

Valor 1 5 0,3

Com o objetivo de estabilizar o sistema em um intervalo de tempo bastante pequeno,
Reis (2014-a) introduz um controle ndo linear, mediante variagbes da frequéncia de

oscilages, usando a técnica de linearizagdo exata.

As Figuras 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 e 1.6 mostram o plano de fase e a resposta no tempo
da dinamica de Equacdo (1.2), as quais avaliam o comportamento desta dinamica nédo
linear (Porcel, 2017; Reis, 2014-a), de acordo com os valores de parametros da Tabela
1.1.
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Figura 1.3: Resposta no tempocom | | < 1e¢ Q=0,10.
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Figura 1.5: Plano de fasecom | | < 1 e Q=2.
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Figura 1.6: Resposta no tempocom || <1eQ=2.
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Depreende-se das Figuras 1.1 a 1.6 um comportamento bastante irregular com

variagdes significativas em sua amplitude, o que leva a inferir em um comportamento
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caotico, como provado em Bender e Orszag (1978, p. 547), Zwillinger (1997, p. 122),
Reis (2014-a), justificando a importancia da equagdo de Duffing no estudo de uma grande
gama de comportamentos conhecidos em sistemas dindmicos ndo lineares. Vale ressaltar

que Medeiros (2017) utiliza a mesma para exemplificar a ocorréncia de ciclos limites.

De Reis (2014-a), as Figuras 1.1 a 1.6 mostram também o efeito no sistema de um
controle néo linear u(t) (Equacdo 1.2-a), para elimina¢do do comportamento oscilatorio
acentuado, como também bastante eficiente no sentido de eliminacdo do caos existente
conforme Bender e Orszag (1978, p. 547), Zwillinger (1997, p. 122), Reis (2014-a).

O modelo estudado nesse Capitulo 1 e a classificacao feita em relacdo a analise de
estabilidade de suas solucgdes, serdo importantes para a continuidade dos estudos sobre o
modelo de colheita de energia a ser visto nos capitulos 2 e 3, em que se pretende utilizar a
teoria de Lyapunov a investigacdo dos pontos criticos deste e comparar com os resultados

obtidos, de forma algébrica, pelo Método de Cardano-Tartaglia, vistos no Capitulo 4.
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Capitulo 2 A colheita de energia

A colheita de energia consiste em um processo de conversdo de uma fonte de
energia presente no ambiente nas mais variadas formas, como na luz do sol, no calor do
sol, no movimento dos ventos, em energia elétrica para algum uso especifico. A grande
diferenca entre a energia que esta armazenada nas baterias e a energia através de “energy
harvesting” ¢ que, esta € potencialmente infinita, quando se leva em consideragdo todos

os tipos de energia que sdo explorados pelas diversas formas (ALMEIDA, 2011).

A transformacdo de energia presente no ambiente em energia elétrica ndo é um
conceito novo, no entanto, projetar e integrar de forma eficiente dispositivos de colheita
de energia para transforma-los em energia elétrica e atender as necessidades energéticas,
constitui-se em um ramo novo de pesquisa e que estd em ascensdao (RAGHUNATHAN et
al, 2005).

Vérios métodos de colheita de energia estdo presentes no cotidiano, por exemplo o
sistema de colheita de energia solar, térmica, eolica e de vibragdes, assim como é o
escopo deste trabalho, em que sera apresentado no proximo capitulo um modelo através

de materiais piezoelétrico.

Segundo Almeida (2011), a energia proveniente da luz solar é o tipo de colheita
de energia mais conhecida e com maior aplicabilidade, pois é utilizada tanto em escala
industrial quanto doméstica. Esse tipo de fonte de energia é considerado ndo despachavel,
pois ndo se pode extrair energia a qualquer momento, ou seja, é dependente de algumas
condi¢gbes naturais como o clima por exemplo. Porém, pode ser chamada de fonte
energética previsivel, uma vez que seu comportamento € previsivel mediante os suportes

meteorolégicos.

Além de energia proveniente da luz solar, ha também a geracdo de energia elétrica
por meio de fontes térmicas que é utilizada para grandes demandas de energia, como
aquecimento das caldeiras em usinas termoelétricas, quanto para colheita de energia de

baixa poténcia.

Para este trabalho, o principal objetivo é o estudo de colheita de energia através de

materiais Piezoelétricos que captam energia por meio de vibracéo.
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Em 1880, os irmdos Pierre e Jaques Curie, fisicos e franceses, descobriram um
fendmeno denominado de “piezoeletricidade”, no qual alguns materiais minerais tém
capacidade de gerar corrente elétrica quando deformados por uma pressdo mecanica. Esse
efeito é encontrado nos cristais e também na cerdmica, visto que 0s cristais estdo
presentes no sensor de vibracdo e podem gerar tensdes muito altas quando submetidos a
esforgos mecanicos e que podem servir a um sistema elétrico, porém a ceramica oferece
melhores propriedades depois de polarizadas e que também oferecem dimensdes flexiveis
por serem fabricadas por meio da sinterizacdo de pds ceramicos conformados via
prensagem ou extrusdo (SILVEIRA, 2010).

Um material é considerado piezoelétrico se a aplicagdo mecénica causa 0
desenvolvimento de um deslocamento elétrico interno, em que esse deslocamento causa
uma polarizacdo ou o aparecimento de cargas elétricas na superficie do material. Todos
0s materiais piezoelétricos conseguem converter uma forma de energia em outra
(SILVEIRA, 2010).

A geracdo de energia Piezoelétrica ndo se aplica para grandes demandas, ela se
restringe ao uso particular de baixa poténcia. Nos dias de hoje, hd inUmeras aplicagdes
para essa fonte de energia, uma delas estd presente em alguns estadios de futebol, que
aproveitam a energia mecanica produzida pelo movimento da torcida para gerar
eletricidade e manter os equipamentos elétricos do estadio funcionando.

Segundo Motter (2018), a colheita de energia piezoelétrica (PEH, do ingles
Piezoelectric Energy Harvesting) funciona, basicamente, através do principio fisico
chamado efeito piezoelétrico. Esse efeito acontece com alguns tipos de cristais
encontrados na natureza, por exemplo: quartzo, mica e calcita, ou até mesmo em tecidos
bioldgicos. Os cristais sdo usados na fabricagdo de placas piezoelétricas que, para
gerarem energia elétrica, sdo submetidas a uma forga mecanica, isso faz com que haja um
diferencial elétrico nos cristais.

A reciproca dessa propriedade também é verdadeira, ou seja, se aplicarmos um
diferencial elétrico na placa piezoelétrica ela respondera com ondas mecanicas, e se as
ondas geradas estiverem numa frequéncia superior a 20 KHz temos o chamado ultrassom,
utilizado em muitas areas da medicina (CALLISTER, 2000).

Na préxima secdo, serdo apresentados exemplos desse tipo de colheita de energia

presentes nos dias atuais e que pode ser observado em alguns lugares do mundo.



17

2.2 Aplicacdo nos dias atuais

O estudo de colheita de energia vem se tornando cada vez mais comum nos dias
atuais, no entanto, ha uma complexidade em saber onde e como atuar com esse estudo.
Nesta secdo, serdo apresentados dois exemplos que colhem energia através de fontes de
vibracdo do corpo humano, uma que ocorre em um estadio do Japdo e outro em um

campo de futebol presente no Brasil

Dado o avanco dos estudos de cientistas japoneses, foi possivel ser encontrada
uma maneira de reduzir os gastos com a energia elétrica em um estadio de futebol, para
isso hd uma grande dependéncia dos torcedores que estiverem presentes no local durante
a partida. Em um moderno estadio na cidade de Kobe ha um gasto expressivo de energia
elétrica e a partir desse cenario os estudiosos da area, convocaram a torcida para ajudar

na captacdo de energia e reducao de gastos desse estadio.

Para que isso ocorra, basta que o torcedor vibre durante o jogo, pois foram
instaladas placas que captam a energia de acordo com o movimento do publico presente,

0 gque faz com que, quanto mais se moverem, mais energias vao produzir.

Outro fato acontece no Brasil, na cidade do Rio de Janeiro, em um campo de
futebol society que ganhou iluminacdo da captacdo de energia proveniente do movimento
dos proprios jogadores. Uma empresa holandesa investiu em um projeto e colocou
aproximadamente 200 placas que capturam energia de acordo com a movimentacdo dos
jogadores. Essas telas ficam debaixo do gramado e assim que capta 0 movimento das
pessoas, elas agem como geradores, convertendo e transmitindo energia elétrica a painéis
solares que foram instalados em torno do campo, cujo objetivo ¢ de “alimentar” os

holofotes.

Essa empresa holandesa ja instalou esses painéis por algumas estacGes de trem na
Europa, por centros comerciais na Austrélia e no Terminal 3 do Aeroporto de Heathrow,
em Londres. Assim como essa empresa, 0S cientistas japoneses ja instalaram placas em
uma Prefeitura do Japdo e em uma ponte de Toquio, com a qual captam energia através

dos movimentos dos carros a qual ajuda na iluminacdo dos locais.

Na proxima secdo, serd apresentada a modelagem matematica de um sistema de
colheita de energia de materiais piezoelétricos, o qual foi proposto por Ghouli et al

(2016), o qual é o objetivo principal de estudo deste trabalho.
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2.3 Modelagem matematica de um sistema de colheita de energia

Nesta secdo, € considerado um sistema de colheita de energia modelado por
equacOes néo lineares do seguinte modo:

{x(t) +68x(t) + w3x(t) +yx(t)} = XD = ax(t—1) + f cos(At) (2.1)
v(t) + Bv(t) + kx(t) =0 (2.2)

O sistema descrito em (2.1) e (2.2) é proposto com a definicdo de parametros e

variaveis dependentes do tempo, definidas a seguir

e X(t) € o deslocamento relativo da massa rigida m (Kg) ;
e V(1) é atensdo elétrica (V);

, . A Ns
e ¢ ataxa de amortecimento mecanico (;);

e v ¢ o parametro de rigidez(%) ;
e X € o0termo de acoplamento piezoelétrico na equacdo mecanica;
e Kk é o termo de acoplamento piezoelétrico no circuito elétrico;

e [} constante de tempo do circuito elétrico;

e 0 ¢ o0 ganho e T o tempo de atraso (S);

f e A sdo, respectivamente, a amplitude e a frequéncia de excitacdo (Hz).

Sendo este modelo, estudado por Ghouli et al (2016) conforme pode-se ser visto

na Figura 2.1.

Figura 2.1: Esquema do sistema de colheita de energia.
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T Placa Piezoeletrica
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L
/f//// /\ 7777 T v(t)
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Forga de Tempo de Amortecedor
amortecimento atraso

Fonte: Ghouli et al (2016).
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A colheita de energia através de materiais piezoelétricos propfe que certos
materiais tém a capacidade de gerar poténcia elétrica através da energia mecénica. Dessa
forma o sistema massa-mola-amortecedor apresentado nas Equacgdes (2.1) e (2..2) e
mostrado na Figura 2.4 apresenta uma forca que € aplicada para cima e causa assim um
deslocamento x(t) na direcdo indicada, além disso, possui uma estrutura de rigidez e um
amortecedor que gera uma tensao no dispositivo piezoelétrico.

Este modelo é util para fornecer informacdes quanto ao deslocamento, velocidade
e aceleracdo da massa rigida, além de permitir calculos da energia armazenada no
material piezoelétrico devido a rigidez da viga e o deslocamento da massa, tornando
esse modelo eficaz para descrever fendmenos mecanicos relativos a vigas.

Com os estudos feitos por Ghouli et al (2016), é possivel fazer substitui¢des de

parametros das Equac@es (2.1) e (2.2) do seguinte modo:

6=66,y=€)7,X=sX,a=ea~:,f=ef,0=€5. (2.3)

Com as substituicGes feitas, as Equacdes (2.1) e (2.2), podem ser escritas da
seguinte maneira:
¥(t) + wix = e[-8x(t) — 7x(t)® + Xv(t) + @x(t — ) + f cos(At)] (2.4)
v(t) + Bv(t) + kx(t) = 0 (2.5)

O novo sistema formado pelas equacdes (2.4) e (2.5), € reescrito e alterado, de
forma equivalente, através da técnica conhecida como mdltipla escala. Tais alteracdes
fazem com que a solucgéo do sistema (2.1) e (2.2) pode ser investigada a partir das

expressoes (2.4) e (2.5), consideradas em Ghouli et al (2016), expressas a seguir:

x(t) = xo(To, Tl' Tz) + Exl(To, Tl' Tz) + szz(To, Tll Tz) + 0(83) (26)
U(t) S vo(To, Tll Tz) + SU]_(T(), Tl’ Tz) + €2U2(T0, Tl' Tz) + 0(83), (27)

onde T, =t, T, = et, T, = €t. Substituindo no sistema principal de Equagdes (2.1) e
(2.2) as Equacdes (2.6) e (2.7), de acordo com Ghouli et al (2016), é obtido um sistema

de equac0es diferenciais de primeira ordem, da forma:
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da

dt 2w, 2w,
d‘P_Cz C3
Yt T 20," 200" T 209

(2.8)

onde a ¢ a amplitude e 0 o periodo e tem-Se definidos as variaveis a seguir:

C; = —8wy — asin(wyt) — (;ffzg) ;
C; = 2wy0 + a cos(wyt) — (;ffzg);
c; =,

¢ =0T, —0.

A partir do sistema apresentado em (2.8), sera feita a analise de seus pontos
criticos, os quais sdo determinados por um método diferente do proposto em Ghouli et al
(2016), denominado de método quase-periddico. Os célculos para a determinacdo dos
pontos criticos do sistema (2.8), 0s quais, com uma mudanca de variavel, possibilitam
determinar esses pontos de uma forma algébrica, através de uma equagdo polinomial,
cujas raizes sdo determinadas pelo método de Cardano - Tartaglia, serd explorado no

préximo capitulo.
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Capitulo 3 A equacao polinomial do 3°. Grau e o
método de Cardano - Tartaglia

O método de Cardano — Tartaglia tem a finalidade de encontrar as raizes de uma
equacdo de grau 3, por meio de manipulacBes algébricas. Para ser desenvolvido no
sistema (2.8) apresentado, € preciso obter um polindmio de grau 3 no processo de
determinacdo de seus pontos de equilibrio.

Com isso, € necessario que sejam feitas varias substituicbes de modo que, ao
impor as condigdes de primeira ordem no sistema (2.8), a fim de encontrar seus pontos
criticos, obtém-se uma equacdo de grau 6, para, a seguir, com novas manipulacGes
algébricas, transforma-la em uma equacdo polinomial de grau 3, em que através de
correlacdes estabelecidas entre seus parametros, simplificam os calculos a serem feitos.
Desta maneira, aplica-se o0 método de Cardano — Tartaglia na equacdo de grau 3,
possibilitando determinar suas raizes, para depois determinar as da equacdo de grau 6.
Tais raizes satisfazem as condi¢des de primeira ordem impostas pela Equacéo (3.1) no

sistema ndo linear apresentado em (2.8), que séo descritas abaixo:

da _do _
dt dt

(3.2).
Sob estas condicdes, considerando a primeira linha da equacao (2.8), obtém-se:

_ _ /fz—Cza2
a= C—fsen(go), sen(g) = %a, cos(p) = Tl (3.2).
1

Fazendo-se a substituicdo de cos(¢) definido em (3.1) a segunda linha do sistema

de Equacéo (2.8), determina-se um polindmio de grau 6, expresso por:
CZa® — 2C,C3a* + (C? + C¥)a? — f? = 0; (3.3)

ApoOs a equacao de grau 6 ser encontrada, € preciso fazer uma nova transformacao
de modo que esta seja equivalente a uma equacgéo polinomial de grau 3 para assim ser
utilizado o método de Cardano Tartaglia. Desta forma, é definida as seguintes
substituicdes, para C3 # 0, a serem feitas na Equacgéo (3.3):

2C,C C?+ C? 2
__ 223’ B=#' Cz_f_’ (3.4)
(3 C3 3

X = a?,

essas substituicGes sdo reescritas e expressas através de outra equacao polinomial do 3°
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grau da seguinte forma:
x3+Ax?*+Bx+C=0. (3.5)

Feitas as modificagdes e encontrando a equagdo do 3° grau descrita em (3.5), é
possivel que esta seja estudada através do método de Cardano Tartaglia. Com isso,
foram feitas outras substituicGes conforme este método descreve, para assim encontrar

suas raizes.

Para inicio, é feita a seguinte substituig&o:

X=y—= (3.6)

y3+(B—A—)y+(C—ﬁ+—)= (3.7)

2 3
Tomando como p = B—A? e q = C—A?B+% e substituindo na Equagéo

(3.7), obtemos (3.8):

y +py+q=0 (3.8)

Como uma equacdo desta forma possui pelo menos uma raiz real, entdo ela sera

obtida da forma y = u + v, substituindo na Equagédo (3.8) e obtém-se:

u+v+pu+v)+q=0s (3.9
s+ +3wwu+v)+pu+v)+qg=0< (3.10)
s+ +GBuw+p)(u+v)+q=0 (3.11)

Utilizando a ultima equacao apresentada em (3.11) e sendo imposta a condicdo de

quep = —3uv e q = —(u3 + v?), determina-se:
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3
udvd = % e udl+v3i=—q (3.12)

Apos os calculos feitos, considera-se u3 e v3 como variaveis, o problema equivale

a resolucdo de uma equacéo do 2° grau do seguinte modo:
22 —Sz+P=0 (3.13)

considerando, S como a soma das raizes: u3 + v3 e P como o produto das raizes: u3v3.

Dessa forma é resolvida a equacgéo do 2° grau do seguindo modo:

2 _p _
z°+qz - = 0 (3.14)

Assim, é feita a resolucdo da equacao do 2° grau (3.14), de modo que se obtém as
partes u e v da primeira raiz: r;, = u + v. Para a obtencdo dessa raiz é calculado o

discriminante:

3

=

q2
D="r+ (3.15)

2

~N

A primeira raiz (r;) encontrada satisfaz a equacéo original (3.5) e levando em

conta a translacéo ocorrida em (3.6), serd dada por:

r1=u+v—§ (3.16)
Com a expressdo da raiz dada em (3.16), a equacdo original (3.5) é expressa
através de um polinémio do segundo grau encontrado abaixo:

C
p(x) =x%+ (A+1)x — - (3.17)
1

Do polinémio do 2°. grau dado em (3.17), € possivel determinar as outras duas
raizes de acordo com o sinal do determinante, de tal forma que as trés raizes procuradas

sdo determinadas:
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)] se D < 0, encontramos os seguintes valores:

Y bl L) LRNERS
27 i ’
6[—(- 3uv)3 arccos t?s) A
rn =2 -3 (3.183)
6 /—( 3uv)3 (‘”“"5 tvs)‘ﬁ’“”') _A (3.18b)
3’ )

6 —(- 3uv)3 arccos Jrrvg)—IZuvi A
’ 3 — 3 (318C)
i) Se D > 0:
r1=u+v—§; (3.19a)
—(A+u+v——)+\/(u+v——+A)2+ A
Taz = - i (3.19b)
i) SeD=0, (u+v—2+A4)?%+—=0,entdo:
3 utv—o
n=utv—3; (3.20a)
—(A+u+v—§)
Py =t (3.20D)

Desse modo, foi possivel realizar os célculos para a determinacdo de raizes da
equacdo polinomial de grau 3 definida em (3.5) através do método de resolucdo de
Cardano Tartaglia.

As trés raizes encontradas, nos casos i) — (3.18a) a (3.18c), ii) - (3.19a) e (3.19b) e
iii) - (3.20a) e (3.20b), para a Equacdo (3.5), deverdo ser reescritas atraves dos termos
expressos em (3.4), de modo que seja feita a substituicdo desses termos e obtenha-se as
raizes da Equacdo (3.3). Os pontos criticos ou solucdes de equilibrio do sistema de
colheita de energia (2.8), devido a imposicdo das condigdes vistas em (3.1), as
expressdes definidas em (3.4), auxiliam na determinacdo das solucGes de equilibrio
deste sistema, as quais sdo determinadas, inicialmente, como as raizes da equacao

polinomial (3.5) associadas a variavel de amplitude a do sistema, conforme os calculos
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feitos a sequir:

i) Com D < 0, feitas as substitui¢des, é possivel encontrar as seguintes raizes:

3
/ <zczcg>2\
CE+ C? C?

2
C: 3
r = entdo:
\ 27 ’
2 3
2C,C
6| [ c2ic2 ( sz 3) f ,=2C2C3(C3+C), 2C5C3
—|5rzyer T3 7 c 3c} 27C%
C3 3 arccos o 2C,C3
i
=2 cos — ; (3.21a)
27 3 3
2\ 2. 2
<zc2c3> f  —2CC3-(C{+C%) |2C2C3\ <zc2c3>
6 2 2 2 27 4 ' 2 2 2 2
c2+c C c 3C 27C c2+c C .
12 g arccos| =2 gr 3 2| 152 : i
c3 } C3 2C5C3
3
=2 cos

( \l
7 I\ ; /I—S;

(3.21b)
2 3 2 2 2
2C,C f  —2C3C3-(C{+C5) , 2C,C 2C5C
6 —I/ c.z (5 \I / - 272c§3\+4|/ c§+cg+<—c2g ?) \Il\\
\ C% 3 / | \ 2r \ c2 3 / | 2C5C3
2
r3 =2 cos | -5
27 3 3
(3.21¢c)
i) Com D > 0, obtém-se 0s seguintes resultados:
rn=u+v —2 (3.22a)
(zcc; azi\/a6C§—4CZC;2aC4§+4C%a2—4f)
T2’3 = > (322b)
iii) Com D = 0, obtém-se os seguintes resultados:
7 =u+v—§; (3.233)
202 2
T3 = M. (3.23h)

2
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Para cada solucdo obtida nos casos i) — (3.21a) a (3.21c), ii) - (3.22a) e (3.22b) e

iii) - (3.23a) e (3.23b), considerando-se (3.4), determinam-se as raizes da equacdo

polinomial (3.3) associadas a varidvel a. Com as solucbes de (3.3) calculadas,

consideram-se as expressoes em (3.2), para se determinar as solugdes do sistema (2.8),

relativas ao periodo ¢.

De forma resumida é possivel escrever todos esses célculos através de um

algoritmo, apresentado a seguir:

Algoritmo de resolucéo do método de Cardano - Tartaglia

Identificar os coeficientes A, B, C

Calcular:
A2 AB = 243
p—B—? e q—C——+?
Calcular:
SeD>0 2 3 SeD<O0
D=L
4 27
Calcular: Achar:
SeD=0
21:3_z+\/5 p3
V' 2 R p= |-=
27
S z0 =
N 2 | Bzarccos(——>
2p
3| g
Z = |—= D
2 —3H = |_Z
r=yp=J-2
Calcular:
=21+ Z, Yy1=Y2=Yy3=0
Calcular:
(Z1+Z,) V3 6
== 2 +T(Zl+22) yw=27Z1+2, y1=2rcos(§>
(Z1+7;) V3 Yo =Y3=—Z 6 2m
Y3 _T_T(zl‘l'ZZ) Y2=2TCOS<§+?)
o =2 (9+4n)
3 = 2T cos 313
X1 =Y = Xy =Yy — o Xz =ys—=
1= V173 X2= Y273 X3 = Y33
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Assim, a partir do desenvolvimento e obtencdo de solucbGes de equilibrio
determinadas nesta secdo, através do método de Cardano-Tartaglia, foi possivel
determinar solucdes de equilibrio para o sistema de equacdes diferenciais ordinarias ndo
lineares expresso em (2.8), que é associado ao problema de colheita de energia estudado
por Ghouli et al (2016), formulado pelas Equaces (3.1) e (3.2). No préximo capitulo, as
solucdes obtidas no Capitulo 3 sdo exploradas e as estabilidades analisadas.
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Capitulo 4 Resultados numéricos obtidos para um
sistema de colheita de energia

Apols a determinacdo, no Capitulo 3, das solugbes associadas a equacgdo
polinomial de 3°. Grau (3.5), utilizadas para obter as solucbes da equagdo polinomial de
6°. Grau (3.3) e que, a partir destas, possibilitaram a obtencdo dos pontos criticos
relativos ao sistema de colheita de energia definido em (2.8), foi realizada a analise da
estabilidade assintotica desses pontos de acordo com a teoria de Lyapunov, além de
testes numéricos realizados, considerando-se os dados utilizados & resolugdo de um
problema real, relativo a um sistema de colheita de energia através de uma placa de

captacdo piezoelétrica, extraidos de Ghouli et al (2016) e apresentados na Tabela 4.1:

Tabela 4.1: Pardmetros para andlise assintdtica de um problema de colheita de energia
encontrados em Ghouli et al (2016)

Parametros do artigo Valores
k 0.5
f 0.2
X 0.05
a 0.4

Wy 0.6
B 0.9
é 0.001
T 0.5
o 0.03
Y 0.07
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Através dos parametros da Tabela 4.1, tem-se que o valor do discriminante
expresso na Equacdo (3.14), calculado numericamente como D = 49,3839, satisfaz a

condicdo ii) — (3.22a) e (3.22h), apresentada nesta secao.
Dessa forma, foi possivel determinar u e v usando a primeira raiz para A > 0.

L, A
X=u+v—s=a
3

2

Substituindo os valores numéricos encontrados, através do Software MatlLab

versdao 2016a, tem-se 0s seguintes valores de x4, x, € x5 :
x, =7,7192 + 2,1041i;
X, = 7,7192 — 2,1041i

x3 = 0,226

Pelas raizes encontradas podemos calcular os valores de a, considerando que
a? = x. Porém, x; e x, sdo nimeros complexos da forma z = a + bi, entdo suas raizes
devem ser calculadas por meio da Segunda Férmula de Moivre, definida para um nimero

complexo da seguinte maneira:

z= ’i/m (cos (6+121kn) +isen (9+721kn')) (3.24)

noqualken € N, talquek =0,1,..,n—1; |z| = Va? + b?;0 = arccos%

Desta forma, utilizando a Equacédo (3.24) para as raizes complexas obtidas em x;

e x,, assim encontrando as seis raizes quais sao elas:
a; = 2,8036 + 0,3752i;

a, = —2,8036 — 0,3752i;

a; = 2,8036 — 0,3752i;

a, = —2,8036 + 0,3752i;

as = 04761 ;

ag = —0,4761 .
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Para achar ¢, voltamos na Equacéo (3.2) e aplicamos as substituigdes:

- _Cl
a = —sen(p) = @ =arcsen <—.a> ;
Gy f

Resultando nos seguintes valores de ¢:
¢, = 1,4130 + 1,2258i;
@, = —1,4130 — 1,2258i;
@3 = 1,4130 — 1,2258i;
@, = —1,4130 + 1,2258i;
¢s = 0,3155;

@6 = — 0,3155.

Entdo, os pontos que satisfazem o sistema (2.8), segundo os parametros
considerados, sao:

P;(2,8036 + 0,3752i; 1,4130 + 1,2258i);

P, (—2,8036 — 0,3752i ; —1,4130 — 1,2258i);

P;(2,8036 — 0,3752i; 1,4130 — 1,2258i);

P, (—2,8036 + 0,3752i; —1,4130 + 1,2258i) (4.1)
P5(0,4761; 0,3155);

Py (—0,4761; — 0,3155).

Para fins de validacdo numérica dos resultados encontrados, podemos substituir os
valores dos pontos, mostrados acima (4.1), no sistema (2.8), obtendo 0s seguintes

resultados:
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Tabela 4.2: Valores encontrados a partir das substituicdes dos pontos no sistema.

Pontos encontrados: P(a, ¢) em (4.1)

P;(2,8036 + 0,3752i; 1,4130 + 1,2258i);

P, (—2,8036 — 0,3752i ; —1,4130 — 1,2258i);

P;(2,8036 — 0,3752i; 1,4130 — 1,2258i);

P, (—2,8036 + 0,3752i; —1,4130 + 1,2258i);

P;(0,4761; 0,3155);

Py (—0,4761; — 0,3155).

Na Tabela 4.2, pode-se notar que, ao calcular os pontos em (4.1) no sistema de
equac0es diferenciais (2.8), tem-se valores muito proximos de zeros, tanto para 0s pontos
com coordenadas complexas (P, P,, P; € P,), quanto para os pontos de coordenadas reais
puros (Ps e Pg). Isso mostra que os parametros adotados junto as raizes obtidas, fazem o
sistema convergir aos pontos estaveis. Sendo assim, podemos concluir que o sistema (2.8)
tem um comportamento estavel em torno da vizinhanca dos pontos criticos encontrados

numericamente.

Nessa secdo foram apresentadas as raizes do sistema de equagOes diferenciais
ordinarias ndo lineares, através da determinacdo de uma equacdo de grau 6 que foi
transformada em uma nova equacgdo do 3° grau e desenvolvida através do método de
Cardano Tartaglia. A seguir serd apresentada a analise da estabilidade assintotica atraves

da Teoria de Lyapunov, abordada com mais detalhes no Apéndice A.
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4.1. Analise da estabilidade de Lyapunov para os pontos criticos do

sistema (2.8)
A principio, considera-se o Sistema (2.8) e a seguinte mudanca de variavel, a fim

de simplificar as manipulages algébricas sem perda de generalidade:

Jeb ket go ey b “.2)

20)0’ - 2(1)0’ 20)0 2(1)0

Considerando P = (m4,n,) um ponto critico do sistema (2.8), para a analise de

estabilidade assintética é necessario a seguinte translacéo:
Xy =a—my=>a=x;+my; 4.3)

Vi=@—m=>¢0=y;1tn (4.4)

Assim, com as novas variaveis de estado definidas, temos um novo sistema:

{(% =J(x; + my) + Ksen(y; +n;)

4.5)
dy, cos(y; +ny) (
——=H-1L 24 K————
k dt (e +my)” + X1 +my
Fazendo o desenvolvimento dos termos em evidéncia:
dx1
— = Jx; +Jmy + Ksen(y; +nq)
ddyt cos(y; +nq) (4.6)
—L = H — Lx? - 2Lx;m; — Lm? + K —=—+—1
dt X1 +my
A matriz Jacobiana relativa a origem do sistema transladado:
Ji K cos(y; +nq)
= Kcos +n —K sen +n
Dp —2Lx, — 2Lmy — 1 21) (»1 1) (4.7)
(x1 +14q) (x1 +1q)

Devido a translacdo dos pontos considerada em (4.3) e (4.4), considerando a

matriz Dp, expressa em (4.7), aplicada o ponto origem do sistema P(0,0), obtém-se:

Ji K cos(n,)

Dy, = Kcos(ny) —K sen(n,) 4.8
me T T o
1 1
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Fazendo novas substitui¢cdes, da seguinte maneira:

G =Kcos(n;), E=-2Lm;— KCf;Sz(nl) W= _K%n(nl) (4.9)
1 1
para a matriz jacobiana Dp em (4.8), obtemos:
_[J G
Dp = [E W] (4.10)

para realizar a anélise de autovalores do sistema (4.6), em relacdo a origem deste,

consideramos o determinante: |[Dp — AI| = 0.

Assim,
J—A G | _ _ N _
E W -1 =0 = J-—-2ADW-1)—-GE=0 (4.11)
JW—JA=—AW — 22 —-EG=0 = X2—-J+WA+(JW—-EG)=0 (4.12)
A=J2+2]JW+W? —4JW + 4EG (4.13)
A=]?+W?—-2JW + 4EG; (4.14)

obtemos as raizes a seguir:

_ JAWHJJ2+WZ-2JW+4EG
- 2

M : (4.15)

_ JHW—J2+W2-2JW+4EG
= . ]

A (4.16)

Desta forma, temos trés possiveis resultados:

. ParaA>0 < (J—W)? > —4EG, de acordo com a Teoria de Lyapunov, vista
no Apéndice A, temos as seguintes condi¢des de estabilidade assintética:
i. SeAly, A, > 0,entdo P(mq,ny) é instavel,
ii. SeA; 4, <0,entdo P(mq,n,) é assintoticamente estavel;
iii. Sed;<0ed,>00ul; >0eAd, <0 entdo nada se pode afirmar sobre

a estabilidade.

I[I. ParaA<0 & (J— W)? < —4EG, de acordo com a Teoria de Lyapunov, vista

no Apéndice A, temos as seguintes condicdes de estabilidade assintotica:
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I Se A, e A, complexas conjugadas com parte real negativa, entdo
P(my,n,) € assintoticamente estavel;

ii. Se A;e A, complexas conjugadas com parte real positiva, entdo
P(mq,n;) € instavel;

iii. Se A; e A, imaginarios puros, entdo é estavel.

SeA=0 © (J—W)? = —4EG, entdo 1, e 1, ndo serdo complexos conjugados,
ou seja, 0s seus valores estardo em quadrantes opostos. Desta forma, de acordo
com a Teoria de Lyapunov, vista no Apéndice A, nada se pode concluir quanto a

sua estabilidade.

Para os pontos criticos encontrados e a Tabela 4.1 considerada, temos 0s seguintes

resultados numéricos:

a)

b)

Através dos parametros da Tabela 4.1, tem-se a matriz jacobiana, calculada no
ponto de equilibrio P; = (2,8036 + 0,3752i; 1,4130 + 1,2258i), para a
analise numérica da estabilidade assintdtica, de acordo com a teoria de
Lyapunov, vista no Apéndice A,

—0,1086 0,0485 — 0,2562i

D—Pl: 0,3159 + 0,0569i —0,1373 + 0,0902i[ (4.17)

cujas raizes associadas ao polinbmio caracteristico sao:
A, = 0,1140 + 0,2128i, (4.18)
A, = —0,3599 — 0,1226i. (4.19)

Desta forma, tem-se que os autovalores (4.18) e (4.19) ndo satisfazem a
condigdo de estabilidade assintotica do Teorema A.1.2 do Apéndice A, portanto

nada se conclui sobre sua natureza e estabilidade.

Através dos parametros da Tabela 4.1, tem-se a matriz jacobiana, calculada no
ponto de equilibrio P, (—2,8036 — 0,3752i; —1,4130 — 1,2258i), para a
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analise numérica da estabilidade assintotica, de acordo com a teoria de
Lyapunov, vista no Apéndice A,

D_Pz: —0.1086 | 0,0485 — 0,2562i-], (4.20)
—-0,1748 - 0,0088i —0,1373 + 0,0902i
cujas raizes associadas ao polinémio caracteristico sdo:
A, = 0,0042 + 0,2145i, (4.21)
A1, = —0,2500 — 0,1243i (4.22)

Desta forma, tem-se que os autovalores (4.21) e (4.22) ndo satisfazem a
condicdo de estabilidade assintética do Teorema A.1.2 do Apéndice A, portanto

nada se conclui sobre sua natureza e estabilidade.

Para os pontos P; e P, 0s resultados numeéricos sdo andlogos aos pontos P; e P,,
respectivamente. Sendo assim, seguem as analises numéricas dos dois pontos criticos

reais Pg e Pg:

c) Através dos parametros da Tabela 4.1, tem-se a matriz jacobiana, calculada no
ponto de equilibrio P5(0,4761; 0,3155), para a analise numérica da
estabilidade assintética, de acordo com a teoria de Lyapunov, vista no Apéndice
A,

—0.1086 0,1584

Drs=|_15501 —0.1639) (4.23)
cujas raizes associadas ao polinémio caracteristico sdo:

A =-0,1363 + 0,4948i, (4.24)

A, = —0,1363 — 0,4948i (4.25)

Desta forma, tem-se que os autovalores (4.24) e (4.25) satisfazem a condicéo

de estabilidade assintética do Teorema A.1.2 do Apéndice A, cuja a natureza,
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segundo o Teorema A.1.1 do Apéndice A, portanto P; é uma espiral

assintoticamente estavel.

d) Através dos parametros da Tabela 4.1, tem-se a matriz jacobiana, calculada no
ponto de equilibrio P,(—0,4761; —0,3155), para a analise numérica da
estabilidade assintética, de acordo com a teoria de Lyapunov, vista no Apéndice
A,

—0.1086 0,1584

De, = |_15501 —0.1639)" (4.26)
cujas raizes associadas ao polinémio caracteristico séo:

A, = —0,1363 + 0,5080i, (4.27)

A, = —0,1363 — 0,5080i (4.28)

Desta forma, tem-se que os autovalores (4.27) e (4.28) satisfazem a condi¢do de
estabilidade assintética do Teorema A.1.2 do Apéndice A, cuja a natureza, segundo o
Teorema A.1.1 do Apéndice A, portanto Py € uma espiral assintoticamente estavel.

Na préxima secdo, utilizando o software MatLab, sdo feitas as analises sobre os
dois pontos criticos reais e o sistema ndo linear (2.8), onde foram obtidas as curvas
solucdes e os retratos de fase, utilizando o método de Runge-Kutta Felberg, nas

proximidades de Ps e P, respectivamente.

4.2. Analise dos resultados reais obtidos para o sistema de colheita de

energia.

Apos o desenvolvimento do sistema de colheita de energia e a resolucdo através
do método de Cardano Tartaglia, € possivel fazer algumas analises dos graficos das
variacfes de amplitude e angular do sistema (2.8). Considerando 0s parametros ja
definidos pelo autor Ghouli et al (2016), conforme visto na Tabela (4.1) do Capitulo 4.
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Definidos os parametros, foram feitas algumas simulagdes utilizando o programa
computacional MatLab 2016a, que resolve o sistema (2.8) pelo método numérico Runge-

Kutta Felberg de quarta ordem.

4.2.1. Simulacdo computacional em torno do ponto critico Pg

Para a andlise do retrato de fase do ponto critico P tomamos, aleatoriamente,
cinco pontos iniciais, tais que a, @ € [0,3], como partida para as simulacdes, no qual

podemos ver a seguir, através da Figura 4.1, as curvas periodo-tempo convergindo para:

as = 0,4761.
Figura 4.1: Variacdo da amplitude do sistema (2.8)
3 ke
—0.9761
25 ——2.1124
——1.5512
——1.3000
o 2 ——2.7426
°
=
5 1.5
z
1
0.5
O 1 1 ] ] J
0 20 40 60 80 100

Tempo

Na Figura 4.1 temos o histérico no tempo da varidvel a que representa a
amplitude do sistema de colheita de energia. Observa-se que as oscilagcdes apresentam

comportamentos semelhantes durante o tempo analisando.

A Figura 4.2, mostra as curvas de variagdo angular ao longo do tempo, também

para um intervalo de convergindo para ¢ = 0,3155 a partir do tempo igual a 50.
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Figura 4.2: Variacdo angular do sistema (2.8)

3 ke
—2.4155
—.2576

2 —1.5000
—2.6679
—0.9921

< 1
0 -
_1 1 1 1 1 J
0 20 40 60 80 100

Tempo

Na Figura 4.3 temos o plano de fase - historico no tempo, das variaveis de estado
ae € g, que expressam, respectivamente, a amplitude e o periodo do sistema, quando o
tempo tende a infinito positivamente. Observamos que a curva converge para proximo da
solucdo P; = (0,4761; 0,3155).

Figura 4.3: Plano de fase do sistema (2.8)
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Na Figura 4.3, podemos observar a convergéncia do sistema (2.8) para o ponto

critico Ps = (0,4761; 0,3155), que possui caracteristicas de um ponto assintoticamente

estavel do sistema (SLOTINE, 1991).

4.2.2. Simulacdo computacional em torno do ponto critico Pg

Para a andlise do retrato de fase do ponto critico P, tomamos um ponto
inicial (—=0,3761; —0,2155) como ponto de partida para as simulagdes, no qual

podemos ver a seguir, atraves da Figura 4.4, a curva periodo-tempo convergindo para:
Ag = — 0,4‘761

Figura 4.4: Variacdo da amplitude do sistema (2.8)

QO

©
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_g. —-0.9761
—-2.1124

= —-1.5512
—-1.3000
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Na Figura 4.4, temos o historico no tempo da varidvel a que representa a
amplitude do sistema de colheita de energia. Nota-se que a oscilacdo se estabiliza quando

0 tempo tende a infinito positivamente. A Figura 4.5, mostra a curva variagdo angular ao

longo do tempo convergindo para ¢ = — 0,3155.
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Figura 4.5: Variacdo angular do sistema (2.8)
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A Figura 4.6 mostra o plano de fase - histérico no tempo, das variaveis aq € @,
que expressam, respectivamente, a amplitude e o periodo do sistema, quando o tempo
tende a infinito positivamente. Observamos que a curva converge para proximo da
solugédo Py = (—0,4761; — 0,3155).

Figura 4.6: Plano de fase do sistema (2.8)
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Na Figura 4.6, podemos observar a convergéncia do sistema (2.8) para o ponto
critico P, = (—0,4761; —0,3155), que possui caracteristicas de um ponto
assintoticamente estavel do sistema (SLOTINE, 1991).

A partir dos resultados encontrados na Tabela 4.2, pelo método de Cardano
Tartaglia, pode-se comparar com resultados diretos do sistema néo linear (2.8) e concluir
de que o método estudado possibilita a determinagdo de valores exatos para a resolucéo
deste sistema. Através dos resultados encontrados € possivel fazer uma breve analise,
baseada no estudo de Lyapunov, que indica que os valores obtidos convergem para um
ponto critico, sendo assim considerado como um ponto estavel deste sistema, conforme

mostra as simulacGes presentes nessa secdo. Essa anélise sera feita em trabalhos futuros.

Feito todas as simula¢fes computacionais do sistema (2.8), através do método de
Runge-Kutta Felbergh, programado no software MatLab, é possivel mostrar que, depois
de um determinado tempo, as curvas representando uma sequéncia de pontos obtida por
esse método, se estabilizam quando se aproximam dos pontos de equilibrio indicados na
Tabela 4.2. Como mostram as figuras 4.1, 4.2 e 4.3, de inicio ha uma grande amplitude e
variacdo angular para a sequéncia de pontos representados, porém essas vao diminuindo e
se estabilizando a medida que se aproximam de um ponto de equilibrio determinado pelo

método de Cardano-Tartaglia.
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Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentada uma equacdo de Duffing baseada em sistemas de
vibragcdes mecanicas e analisado um modelo de colheita de energia, captada através de

materiais piezoelétricos.

O sistema de colheita de energia, modelado através de equacdes diferenciais
ordinarias nao lineares, foi proposto por Ghouli et al (2016). Estes autores apresentaram
uma resolucdo complexa para determinar solugdes de equilibrio deste sistema, utilizando
um método chamado de Quase Periddico, que determinava 0s seus pontos criticos atraves

de expressdes e calculos de dificil entendimento.

Este trabalho diferencia-se de Ghouli et al (2016) por utilizar um método,
conhecido como Método de Cardano Tartaglia, em que, com o sistema inicial, foi
possivel, através de algumas condicBes impostas, gerar uma equacdo polinomial de grau
6 no qual, foi reduzida para de grau 3 e, a partir disso, determinar suas raizes. As solugdes
deste polinémio possibilitaram explicitar os pontos de equilibrio do sistema de colheita
de energia investigado. Testes numéricos foram realizados considerando-se um problema
real de colheita de energia, a analise de sua estabilidade assintética e simulacbes
computacionais foram feitas através do sofwere MatLab. Desta forma, foi possivel
validar os resultados obtidos para o sistema testado, de maneira explicita, por meio dos

valores determinados pelo método de Cardano Tartaglia.

Para a continuidade do trabalho, serdo realizadas as analises da estabilidade
assintética dos pontos criticos complexos, com parte imaginaria ndao nula, obtidos a partir
do sistema de energia investigado. Além disso, possivelmente, um novo modelo de
sistema de colheita de energia serd investigado explorando a técnica de linearizacao

exata.
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Apéndice A

Neste Apéndice apresenta-se uma revisao matematica de sistemas autbnomos nao
lineares de acordo com a literatura, os quais foram utilizados como base para o

desenvolvimento desse trabalho.

A maioria dos eventos sdo de natureza ndo linear e encontrar uma solucdo
analitica para o seu modelo pode ser uma tarefa complexa e, por vezes, impossivel de ser
realizada através de um método exato. Em sistemas regidos por um sistema de equagdes
diferenciais ndo lineares, dependendo das condicdes, podemos utilizar o método de
Lyapunov para obter as solugdes analiticas desses modelos (SILVA, 2003; MONTEIRO,
2006; BESSA, 2011). Tais conceitos sdo de suma importancia para este trabalho, uma
vez que 0 modelo estudado permite a utilizacdo da teoria de sistemas autbnomos para sua

analise de estabilidade.

A.1l. Conceitos basicos: plano de fase, caminhos e pontos criticos.

Esta segdo trata a teoria de sistemas autbnomos para dindmicas bidimensionais e
n-dimensional. Com base em Bassanezi (1988), Slotine (1991), Silva (2003); Monteiro
(2006), Bessa (2011) e Tanaka (2018),

A principio, tomaremos as defini¢des dos principais elementos desta teoria.

Definicdo A.1.1: Considera-se o seguinte sistema:

d
—=G(xy)

d
~=H(x,y)

(A1)

um sistema de equacBes diferenciais no qual a varidvel independente t ndo aparece
explicitamente nas fungdes G e H é denominado sistema auténomo.

Observacdo: Pode-se provar que dado o valor inicial x(ty) = x e y(ty) = Vo,
considerando o sistema (A.1), sendo t,, dado, (Xo, Yo) pertencente a um retangulo no plano

xe G(x,y), H(x,y) de classe C?, entdo o sistema (A.1) tem uma Unica solucéo:

x =g,y =), (A2)
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Definicdo A.1.2: Se x = g(t), y = h(t) em (A.2) sdo constantes, isto é, X = g(t)= Xo, Y =
h(t) = y,, entdo as curvas (A.2) sdo denominadas um caminho, ou oOrbita ou trajetoria do
sistema (A.1).

Observacéo: Considere o sistema (A.1) podemos dividir a primeira linha pela segunda e,

eliminando t entre as duas equacdes deste sistema, obtém-se:

dy _ Hkxy)
x = GGy (A.3)

A equacdo (A.3) fornece a inclinacéo da reta tangente ao grafico dos caminhos
do sistema (A.1), passando através do ponto (x,y), quando G(x,y) e H(x,y) sdo ndo
nulos.

A familia a um parametro de solugdes da equacao diferencial (A.3) fornece uma
familia a um parametro de caminhos de (A.1). Em um ponto (x,,y,) no qual P(x,y) e
Q(x,y) séo nulos, a inclinacdo da reta tangente ao caminho, quando definida por (A.3), €

indeterminada. Tem-se a seguinte definicao.

dx
— = Fxy)

Definicdo A.1.3: Dado o sistema auténomo { % , um ponto (xq,Yo), NOS
% =G(x,y)

quais ambas as fungdes F(xy, y,) = 0 € G(xq,yo) = 0 € denominado um ponto critico ou
ponto de equilibrio ou ponto singular desse sistema.
Observagdo: Se (x,,y,) € um ponto critico do sistema, entdo as fungdes constantes:

y=g@) =y

satisfazem as equacdes em (A.2). Tal solucdo é denominada uma solugéo de equilibrio
do sistema. Note que a trajetdria de uma solucdo de equilibrio consiste de um Gnico ponto

e, se o sistema for ndo linear, pode haver mais de um ponto de equilibrio ou nenhum.
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A.1.1. Natureza dos pontos criticos.

Os pontos criticos de um sistema autbnomo, Definicdo A.1.3, podem ser
classificados de acordo com seu retrato de fase ou pela sua estabilidade. A principio
trataremos de seu retrato fase, também chamada de natureza dos pontos criticos.

Para a analise da natureza do ponto critico e de sua estabilidade, vamos introduzir
alguns resultados que facilitardo tal analise. Inicialmente, considera-se um sistema linear

auténomo da seguinte forma:

dx

— =ax + by
i . (A.5)
Lo cxt dy
O sistema (A.5) pode ser escrito na forma matricial, isto é:
X _[a b1r1X 5
[y] = [C d] [y] ou X = AX. (A6)

Note que (0, 0) é um ponto critico de (A.6). Sera assumido que a matriz A € ndo
singular, ou seja, det (A) # 0. Portanto (0, 0) € o Unico ponto critico desse sistema. Pode
ser provado, em Zill (2001), que as fungdes: x(t) = c;ett + c ezt e y(t) = czett +

c,e’2t sdo solucdes do sistema (A.5) e A satisfaz a equacio:

A —(a+d)A+ (ad — bc) = 0. (A7)

A equacdo (A.7) é dita equacéo caracteristica do sistema (A.5) ou (A.6).
A natureza do ponto critico (0, 0) pode ser determinada dependendo da natureza

das raizes da equacdo caracteristica (A.7). Esses resultados serdo enunciados a seguir.

Teorema A.1.1: Natureza do ponto critico
1. Se as raizes A1 € X, sdo reais e de mesmo sinal, entdo o ponto critico (0, 0) do
sistema (A.5) € um no. Dessa forma temos trés possibilidades de n6: né improprio

com Ay # Ay, NO proprio com A; # A, (ou ponto estrela) e nd improprio
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degenerado com A; = A,. Tais pontos sdo representados respectivamente na figura

abaixo:

Figura A.1: Os diferentes tipos de pontos em no: a) plano de fase autovalores negativos. b)

autovalores repetidos. ¢) autovalor repetido com um autovetor associado.

a) b) c)
Fonte: Boyce e Diprima.

No qual ¢ e £ s3o autovalores associados aos autovalores obtidos.

2. Se asraizes A; e A, sdo reais e de sinais opostos, entdo o ponto critico (0, 0) do

sistema (A.5) é um ponto de sela, como mostra a figura a seguir:

Figura A.2: O ponto de sela.

Fonte: Boyce e Diprima.

3. Seasraizes Ay e A, formam um par complexo conjugado com parte real ndo nula,
entdo o ponto critico (0, 0) do sistema (A.5) é um ponto de espiral ou foco, como

segue na figura a seguir:
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Figura A.3: Ponto de espiral ou foco.

%y

Fonte: Boyce e Diprima.

4. Se asraizes A; e A, sd0 imaginarios puros, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema

(A.5) € um centro. A Figura A.4, a seguir, ilustra um centro.

Figura A.4: Ponto

de Centro

Fonte: Boyce e Diprima.

A.1.2. Estabilidade, estabilidade

assintotica e instabilidade

Assumindo-se que (0, 0) é ponto critico isolado do sistema autdnomo:

dx
E_ F(.X',y)

(A8)

d
—=G(xy)
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Deseja-se introduzir o conceito de estabilidade desse ponto critico. Para tal

considere um caminho C definido por x = f(t), e y = g(t).

Seja D(t) = /(f(£)2 + g(t)* a distancia entre os pontos (0, 0) e P = (f(t), g(t))
sobre C.
Definicdo A.1.4.: O ponto critico (0, 0) € dito estavel se para todo ¢ > 0, existe um & >
0, tal que, todo caminho C(t) para o qual D(t,) < 6, para algum t,, esta definido para
todo t > t,, e tal que D(t) < &, paratodo t, <t < +oo.

Figura A..5: Conceito de estabilidade, mas ndo assintoticamente estavel

Fonte: Tanaka (2018).

Definicdo A.1.5.: O ponto critico (0, 0) é dito ser assintoticamente estével se:
1. Atende a Definicdo A.1.4;
2. Existe um numero & > 0, tal que se D(t,) <, para algum t, entdo

lim; 400 f(t) =0 elim;, 0 g(t) = 0.

Figura A.6: O conceito estabilidade assintotica

Fonte: Tanaka (2018).
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Definicdo A.1.6.: O ponto critico (0, 0) é dito ser instavel se ele ndo é estavel.

Figura A.7: O conceito de instabilidade

N

Fonte: Tanaka (2018).

Teorema A.1.2: Estabilidade assintotica

1. Se ambas as raizes A; e A, Sd0 reais e negativas ou complexas conjugadas com
parte real negativa, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema (A.8) é
assintoticamente estavel;

2. Seasraizes A e Ay S0 imaginarios puros, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema
(A.8) é estavel, mas ndo assintoticamente estavel,

3. Se qualquer uma das raizes r; € A, SA0 reais e positivas ou se as raizes sdo
complexas conjugadas com parte real positiva, entdo o ponto critico (0, 0) do
sistema (A.8) é instavel (ZILL, 2001).

A.2. Teoria de Lyapunov para sistemas nao lineares

Um dos primeiros a desenvolver estudos sobre sistemas autbnomos foi o
matematico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912), que é responsavel pelos conceitos
de retrato de fase, analise de pontos criticos e estabilidade.

O matematico e fisico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857 — 1918)

publicou seu primeiro trabalho sobre estabilidade em 1892 como tese de doutorado,
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intitulado “The General Problem of Motion Stability” (SILVA, 2013; MONTEIRO
2006).

Segundo Silva (2003), o0 método da linearizacdo de Lyapunov, também conhecido
como primeiro método de Lyapunov, é devido a Poincare, que divulgou seu trabalho com
0 nome de linearizagdo de Lyapunov. Este método possibilita investigar localmente a
estabilidade asssintética de um sistema ndo-linear a partir da contraparte linear associada
ao sistema original. Para isso basta aproximar o sistema ndo linear em torno de seus
pontos de equilibrio por série de Taylor, encontrando a matriz Jacobiana, e a sua
estabilidade assintotica é definida através do sinal dos autovalores da matriz. Trata-se de
um resultado de grande relevancia pratica, pois serve de base para projetos de
controladores utilizando modelos linearizados em torno dos pontos de equilibrio.

Nesta secdo trataremos da teoria de Lyapunov para sistemas ndo lineares, a qual
foi utilizada neste trabalho. De acordo Bessa (2015), Silva (2003) e Monteiro (2006).
Comecando pela linearizagao de sistemas autdbnomos descrita a seguir.

A.2.1. Linearizacao de sistemas autbnomos

Seja o sistema
X = f(X),noqual X € R"e f:R® — R" (A.9)
Considerando que f(X) seja definida na origem e derivavel uma vez, ou seja, de

classe C1, podemos reescrever o sistema (A.9) como:

;= (2
X_Q)mx+ga) (A.10)
em que (g—i)xe representa o primeiro termo do desenvolvimento de f(X) em série de

Taylor em torno do ponto de equilibrio X, = 0 e g(X) representa os termos ndo lineares.

Por definicéo, (a—f) € a matriz Jacobiana de f(X), que sera chamada de A:

0x
@) - @

(ﬁ) (%)
0xq 0xy

A= (A.11)

Reescrevendo o sistema (A.10) temos:

X =AX + g(X), (A.12)
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Para linearizar o sistema (A.12) deve-se desprezar os termos nao lineares g(X),
obtendo apenas:
X = AX. (A.13)

A.2.2. Método da linearizacdo de Lyapunov
O método da linearizacdo de Lyapunov, ou primeiro método de Lyapunov
consiste em analisar a matriz A do sistema linearizado (A.13) para concluir sobre a

estabilidade do sistema néo linear, e afirma que (SILVA, 2003):
Teorema A.1.3. Primeiro método de Lyapunov

1. Se o modelo linearizado (A.13) é assintoticamente estavel, entdo o sistema original
(A.9) é assintoticamente estavel em torno de X,.
2. Se 0 modelo linearizado (A.13) é instavel, entdo o sistema original (A.9) é instavel

em torno de X,.

A partir do Teorema A.1.3. pode-se dizer que, se 0 modelo linearizado (A.13) €
estavel, mas n&o assintoticamente estavel, ou seja, algum autovalor de A, em (A.13), tem

parte imaginaria ndo nula, nada se pode afirmar sobre o sistema original (A.13).



